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✸✳✶ ➘èíàìèêà îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ âíåøíèì âîçäåéñòâè✲

åì ãèñòåðåçèñíîé ïðèðîäû ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✸✳✶✳✶ ❰ñöèëëÿòîð ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñíûì çâåíîì â

êîíòóðå îáðàòíîé ñâÿçè ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✸✳✶✳✷ Ðàçëè÷íûå ðåæèìû äèíàìèêè îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲

Ïîëÿ✳ ❒îäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ëÿ✲

ïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé äëÿ ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñíûìè

áëîêàìè ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✸✳✶✳✸ Ñèíõðîíèçàöèÿ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ñ

÷àñòîòîé âûíóæäàþùåé ñèëû ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✸✳✷ Ñèñòåìà ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ ãèñòåðå✲

çèñíîé âíåøíåé ñèëîé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✸✳✷✳✶ ❒àòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✸✳✷✳✷ Ñèñòåìà ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ ãè✲

ñòåðåçèñíûì áëîêîì ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✸✳✷✳✸ Ñèíõðîíèçàöèÿ â ñèñòåìàõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ

➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✸✳✸ Ñèñòåìà ïåðåêðåñòíî✲ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ

ñ ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✹ ❒îäèôèöèðîâàííûé îñöèëëÿòîð ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ ãèñòåðå✲

çèñíûì áëîêîì ✽✶

✹✳✶ ❒àòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✹✳✶✳✶ Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç êëàññè÷åñêîãî è ìîäèôèöèðî✲

âàííîãî îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✹✳✷ ❰ñöèëëÿòîð ïîä âîçäåéñòâèåì âûíóæäàþùåé ñèëû ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✹✳✷✳✶ ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ ìî✲

äèôèöèðîâàííîãî îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✺ Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîé ìàòåìà✲

òè÷åñêîé ìîäåëè îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñ✲

íûì áëîêîì ✾✾

✸



✺✳✶ Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ñèñòå✲

ìû ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñíûì

áëîêîì ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✺✳✷ Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî îñöèëëÿòî✲

ðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

➬àêëþ÷åíèå ✶✵✻

❐èòåðàòóðà ✶✵✽

✹



➶âåäåíèå

➚êòóàëüíîñòü òåìû✳ ❒îäåëè îñöèëëÿòîðîâ èãðàþò ôóíäàìåíòàëüíóþ

ðîëü ïðè îïèñàíèè äèíàìèêè îãðîìíîãî êîëè÷åñòâà ðåàëüíûõ òåõíè÷åñêèõ

ñèñòåì ✭êîëåáàíèÿ àòîìîâ â êëèñòàëè÷åñêèõ ðåøåòêàõ✱ ðàçëè÷íûå âèäû ìà✲

ÿòíèêîâûõ ìåõàíèçìîâ✱ ïåðèîäè÷åñêèå ïðîöåññû â äèíàìèêå ïîïóëÿöèé✱

àâòîêîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû â ÷åëîâå÷åñêîì îðãàíèçìå è ìíîãèå äðóãèå✮✳

❰ñîáóþ ðîëü â ýòîì øèðîêîì êëàññå èãðàþò ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð

è îñöèëëÿòîð ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✳ Ïåðâûé èç íèõ õîðîøî èçâåñòåí è ÿâëÿåòñÿ

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ìàëûõ êîëåáàíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà✱ êî✲

ëåáàíèé ãðóçà íà ïðóæèíå è ò✳ä✳ ❰ñöèëëÿòîð ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ✲ ìîäåëü✱ îïè✲

ñûâàþùàÿ êîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû â òðèîäíîé ýëåêòðè÷åñêîé ñèñòåìå ✲ â

íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèìåíåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ ïåðèîäè✲

÷åñêèõ äâèæåíèé✿ ðàçëè÷íûå ñèñòåìû â ðàäèîòåõíèêå✱ òàêèå êàê òðèîäíûé

ãåíåðàòîð è ãåíåðàòîð íà òóííåëüíîì äèîäå✱ à òàêæå ðàçíîîáðàçíûå ïðè✲

ëîæåíèÿ â ðîáîòîòåõíèêå✱ â ÷àñòíîñòè✱ ìîäåëè ïîâîðà÷èâàþùåãîñÿ ðîáî✲

òà✳ Ñèñòåìû ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ìîäåëèðóþò ñëîæíûå

íåëèíåéíûå ïðîöåññû â ôèçèêå òâåðäîãî òåëà✱ à òàêæå ïðèìåíÿþòñÿ â øè✲

ðîêîì ñïåêòðå çàäà÷✱ ñâÿçàííûõ ñ ïîñòðîåíèåì ïðîöåññîâ✱ ïðîòåêàþùèõ â

÷åëîâå÷åñêîì îðãàíèçìå✳

❰äíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ñâîéñòâ íåëèíåéíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ

ñèíõðîíèçàöèÿ ❬✶✱✷❪✱ à ñèñòåìà ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ÿâ✲

ëÿåòñÿ ýòàëîíîì äëÿ ðåàëèçàöèè äàííîãî ÿâëåíèÿ✳ Ýòîò ýôôåêò îêàçàëñÿ

íàáëþäàåì â ñèñòåìàõ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû òàêèõ✱ êàê ðàäèîòåõíè÷åñêèå

è ýëåêòðîííûå óñòðîéñòâà✱ ëàçåðû✱ à òàêæå â ðÿäå ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì

è äð✳ ➘ðóãîå íàçâàíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ÿâëåíèÿ ✕ ✏çàõâàò ÷àñòîòû✑✱ ÷òî

✺



îòâå÷àåò èçìåíåíèþ ÷àñòîòû àâòîêîëåáàíèé ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû✳

Ðåçóëüòàòû â ýòîé îáëàñòè ïîëó÷åíû ëèøü äëÿ ñèñòåì ñ ôóíêöèîíàëüíûìè

íåëèíåéíîñòÿìè✳ Ñèòóàöèÿ✱ êîãäà àâòîêîëåáàíèÿ âîçíèêàþò â ñèñòåìàõ ñ

îïåðàòîðíûìè✱ â ÷àñòíîñòè ãèñòåðåçèñíûìè íåëèíåéíîñòÿìè✱ ê íàñòîÿùå✲

ìó ìîìåíòó íå ðàññìàòðèâàëàñü✳

❰äíî èç èíòåíñèâíûõ íàïðàâëåíèé íåëèíåéíîé äèíàìèêè ñâÿçàíî ñ

èçó÷åíèåì è ñòàáèëèçàöèåé õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ✳ Õîðîøî èçâåñòíî✱ ÷òî

ñèñòåìà îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✱ íàõîäÿùàÿñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì âíåø✲

íåé ãàðìîíè÷åñêîé ñèëû✱ ñïîñîáíà äåìîíñòðèðîâàòü ðàçëè÷íûå äèíàìè÷å✲

ñêèå ðåæèìû ✭ïåðèîäè÷åñêèé✱ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèé✱ õàîòè÷åñêèé✮✳ Óïðàâ✲

ëåíèÿ òàêîãî ðîäà ñèñòåìàìè òðàäèöèîííî îïèðàëîñü íà êëàññè÷åñêèå ìå✲

òîäû ✭ïðèíöèï îáðàòíîé ñâÿçè✱ ïàðàìåòðè÷åñêèé è äð✳✮✳ ❰äíî èç ïåðåñïåê✲

òèâíûõ íàïðàâëåíèé óïðàâëåíèÿ õàîòè÷åñêîé äèíàìèêîé ñâÿçàíî ñ èñïîëü✲

çîâàíèåì ãèñòåðåçèñíûõ áëîêîâ ❬✸❪✳ Ýòîò ïîäõîä îñíîâàí íà äèññèïèðóþ✲

ùåì ñâîéñòâå ãèñòåðåçèñíûõ çâåíüåâ✿ ïðè îáõîäå ïåòëè ãèñòåðåçèñà ïðîòèâ

÷àñîâîé ñòðåëêè✱ ãèñòåðåçèñíîå çâåíî óäàëÿåò èç ñèñòåìû ýíåðãèþ ïðîïîð✲

öèîíàëüíóþ ïëîùàäè ïåòëè✳ ➶ ýòîé ñâÿçè ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì âîïðîñ

î âîçìîæíîñòè ðåãóëÿðèçàöèè õàîòè÷åñêèõ äâèæåíèé ïîñðåäñòâîì ãèñòå✲

ðåçèñíûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé✳

Ïåðâûì ùàãîì✱ â ðåàëèçàöèè çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èäåíòè✲

ôèêàöèÿ äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ✳ ❮à ñåãîäíÿøíèé äåíü îñíîâíûå ìåòîäû

èäåíòèôèêàöèè äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ ñâÿçàíû ñ âû÷èñëåíèåì ïîêàçàòå✲

ëåé ❐ÿïóíîâà✳ ❰äíàêî✱ ñóùåñòâóþùèå✱ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü✱ ìåòîäû ïðè✲

ìåíèìû ëèøü â ñëó÷àå ãëàäêîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâ✲

íåíèé✳ ➶ ïîäàâëÿþùåì ÷èñëå ïóáëèêàöèé✱ ãäå ïîêàçàòåëè ❐ÿïóíîâà âû✲

÷èñëÿëèñü äëÿ ñèñòåì ñ íåäèôåðåíöèðóåìûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè✱ ïðîèñõî✲

äèëà èõ ïðåäâàðèòåëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè✳ Ïðè ýòîì

âîïðîñ î êîððåêòíîñòè òàêîé çàìåíû îñòàâàëñÿ îòêðûòûì✳ ➶ ñèñòåìàõ ñ

ãèñòåðåçèñíûìè íåëèíåéíîñòÿìè âû÷èñëåíèå ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé è

âîâñå çàòðóäíåíî ✭êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè✮✳ ➶ ýòîé ñâÿçè ïðåäñòàâëÿåòñÿ

âàæíûì ðàçðàáîòêà ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëåé ❐ÿïóíîâà

â ñèñòåìàõ✱ ñîäåðæàùèõ ìîäåëè ãèñòåðåçèñíûõ áëîêîâ ðåàëüíûõ òåõíè÷å✲

✻



ñêèõ ñèñòåì✳

Òàêèì îáðàçîì✱ âîçíèêàåò íàó÷íàÿ çàäà÷à àíàëèçà êîëåáàòåëüíûõ

ñèñòåì ✭íà ïðèìåðå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà è ñèñòåì îñöèëëÿòîðîâ

➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✮ ñ ãèñòåðåçèñíûìè íåëèíåéíîñòÿìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåøå✲

íèÿ çàäà÷ ñèíõðîíèçàöèè✱ ðåãóëÿðèçàöèè è óïðàâëåíèÿ õàîòè÷åñêèõ ðå✲

æèìîâ✱ à òàêæå ñòàáèëèçàöèè è óïðàâëåíèÿ✳

➘èññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ íàó÷íîãî íàïðàâëåíèÿ

êàôåäðû Öèôðîâûõ òåõíîëîãèé ➶îðîíåæñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñè✲

òåòà è ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ÐÔÔ➮ ✭ãðàíòû ➑ ✶✻✲✵✽✲✵✵✸✶✷✱ ➑ ✶✼✲✵✶✲✵✵✷✺✶✱

➑ ✶✾✲✵✽✲✵✵✶✺✽✮✳ Ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå ñîçäàííîå â ðàìêàõ äàííîé ðàáî✲

òû ïîëó÷èëî ñâèäåòåëüñòâî î ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè ïðîãðàìì äëÿ

Ý➶❒ ✭➑ ✷✵✷✵✻✶✸✸✹✾✮✳

Öåëü ðàáîòû✳ Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ èäåíòèôèêàöèè äèíàìè÷åñêèõ ðåæè✲

ìîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ✭ãàðìîíè÷åñêîãî îñ✲

öèëëÿòîðà è ñèñòåì îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✮ ñ ãèñòåðåçèñíûìè íåëè✲

íåéíñòÿìè✳ ➘îñòèæåíèå óêàçàííîé öåëè îñóùåñòâëÿëîñü ðåøåíèåì ñëåäó✲

þùèõ çàäà÷✿

✶✳ àíàëèç äèíàìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ìîäåëåé ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñíû✲

ìè íåëèíåéíîñòÿìè íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

ìîäèôèöèðîâàííîãî îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ❀

✷✳ àíàëèòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ìîäåëåé ãàðìîíè÷åñêîãî îñ✲

öèëëÿòîðà✱ íàõîäÿùåãîñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåé ãèñòåðåçèñíîé

ñèëû✱ ïîñðåäñòâîì ìîäèôèêàöèè êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà ìàëîãî ïàð✲

ìåòðà❀

✸✳ ðàçðàáîòêà íîâûõ ìîäèôèêàöèé ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ãè✲

ñòåðåçèñíûõ íåëèíåéíîñòåé❀

✹✳ àëãîðèòìû îðãàíèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ óñòàíîâ✲

ëåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ èññëåäóåìûõ ìîäåëåé❀

✼



✺✳ ðàçðàáîòêà êîìïëåêñà ïðîãðàìì✱ ðåàëèçóþùåãî äèíàìèêó ãèñòåðåçèñíî✲

ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✳

❰áúåêòû èññëåäîâàíèÿ ✕ ìåõàíè÷åñêèå è ýëåêòðîòåõíè÷åñêèå ñèñòåìû

ñ ãèñòåðåçèñíûìè áëîêàìè✳

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ ✕ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñèñòåì ñ ãèñòåðåçè✲

ñîì✱ ÷èñëåííûå è àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé✱ íà ïðèìåðå

ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà è îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✱ à òàêæå àëãî✲

ðèòìû è ïðîãðàììíûå ìåòîäû✱ èäåíòèôèöèðóþùèå ðåæèìû äèíàìèêè â

ñèñòåìàõ ñ ãèñòåðåçèñîì✳

❒åòîäû èññëåäîâàíèÿ✳ Ïðè âûïîëíåíèè ðàáîòû èñïîëüçîâàëèñü êëàñ✲

ñè÷åñêèå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ✱ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòå✲

ìàòèêè✱ ñòðóêòóðíîãî è îáúåêòíî✲îðèåíòèðîâàííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ✱

êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé✱ ìåòîä ñèíãóëÿðíûõ

âîçìóùåíèé✱ ìåòîäû áèôóðêàöèîííîãî àíàëèçà✱ à òàêæå êîíñòðóêòèâíûå

è ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå ìîäåëè ãèñòåðåçèñíûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé✳

❮àó÷íàÿ íîâèçíà✳ ➶ ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû✿

• èäåíòèôèöèðîâàíû äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì✱ îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ êîòîðûõ ÿâëÿ✲

ëîñü íàëè÷èå ãèñòåðåçèñíûõ íåëèíåéíîñòåé✱ ÷òî ïîçâîëèëî ðàñøè✲

ðèòü êàðòó äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ èññëåäóåìûõ ñèñòåì❀

• ðàçðàáîòàí ìåòîä ñèíõðîíèçàöèè ñèñòåì îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ

â óñëîâèÿõ ãèñòåðåçèñíîãî âîçäåéñòâèÿ ïîçâîëÿþùèé ðåàëèçîâàòü çà✲

äàíûé äèíàìè÷åñêèé ðåæèì ✕ õàîòè÷åñêèé✱ ïåðèîäè÷åñêèé✱ êâàçèïå✲

ðèîäè÷åñêèé✱ è îòëè÷àþùèéñÿ îò âñåõ ñóùåñòâóþùèõ❀

• ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì äëÿ îðãàíèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî

ýêñïåðèìåíòà è ðåàëèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé êîëåáàòåëüíûõ

✽



ñèñòåì✭ñèñòåì îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✮ ñ ãèñòåðåçèñíûìè íåëè✲

íåéíîñòÿìè✳

❰áëàñòü èññëåäîâàíèé✳ Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè ñîîòâåòñòâóåò ïàñ✲

ïîðòó ñïåöèàëüíîñòè ✵✺✳✶✸✳✶✽ ✕ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå✱ ÷èñëåííûå

ìåòîäû è êîìïëåêñû ïðîãðàìì ✭ôèçèêî✲ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè✮✳ ❰áëàñòü

èññëåäîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ï✳✶ ➽Ðàçðàáîòêà íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòî✲

äîâ ìîäåëèðîâàíèÿ îáúåêòîâ è ÿâëåíèé➾✱ ï✳✷ ➽Ðàçâèòèå êà÷åñòâåííûõ è

ïðèáëèæåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî✲

äåëåé➾✱ ï✳✺ ➽✃îìïëåêñíûå èññëåäîâàíèÿ íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ ïðîáëåì

ñ ïðèìåíåíèåì ñîâðåìåííîé òåõíîëîãèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è

âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà➾✳

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû✳ Òåîðåòè÷åñêàÿ

çíà÷èìîñòü ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ìîäèôèêàöèè ìàòåìàòè✲

÷åñêèõ ìîäåëåé êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñíûìè áëîêàìè✳ ➶ ðàçðà✲

áîòêå ìåòîäà ïîçâîëÿþùåãî ó÷åñòü âëèÿíèå ãèñòåðåçèñíûõ ñîñòàâëÿþùèõ

íà äèíàìèêó ìîäèôèöèðîâàííûõ ñèñòåì✳ Ðåçóëüòàòû✱ ïîëó÷åííûå â ðàáî✲

òå✱ ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå ïðè ìîäåëèðîâàíèè è ïðîåêòèðîâàíèè òåõíè✲

÷åñêèõ✱ ðàäèîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåì è óñòðîéñòâ✱ ñòðóêòóðíûå ÷àñòè êîòî✲

ðûõ✱ äåìîíñòðèðóþò ãèñòåðåçèñíîå ïîâåäåíèå✳ Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçðàáîòêå ïðîãðàììíîãî ïðîäóêòà ✭Ñâèäåòåëüñòâî î ãîñó✲

äàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè ïðîãðàìì äëÿ Ý➶❒ ➑ ✷✵✷✵✻✶✸✸✹✾✮✱ à òàêæå â îð✲

ãàíèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïîçâîëÿþùåãî ïðîâåðèòü àäåê✲

âàòíîñòü ïîñòðîåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé✳

❮à çàùèòó âûíîñÿòñÿ✿

• ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ìîäèôèêàöèé ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ✱ ïîçâîëÿ✲

þùèå èäåíòèôèöèðîâàòü ðåæèìû äèíàìèêè êëàññà êîëåáàòåëüíûõ

ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñíûìè íåëèíåéíîñòÿìè❀

• àëãîðèòìû ñèíõðîíèçàöèè ñèñòåì ìîäèôèöèðîâàíííûõ îñöèëëÿòî✲

ðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñíûìè áëîêàìè✱ îöåíêè ñêîðîñòè ðîñòà

✾



íåîãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ãèñòåðåçèñ✲

íîé âíåøíåé ñèëîé❀

• àëãîðèòìû îðãàíèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ ÷èñëåí✲

íîãî ðàñ÷åòà ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñíûìè íåëè✲

íåéíîñòÿìè❀

• ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ✱ ðåàëèçóþùèé ïðåäëîæåííûå ìîäåëè è ìåòî✲

äû✳

Ïóáëèêàöèè✳ Ïî ìàòåðèàëàì íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî ✷✼

ïå÷àòíûõ ðàáîò â ôîðìå ñòàòåé✱ òåçèñîâ è äîêëàäîâ✳ ➮ç íèõ ✶ â æóðíàëàõ

ïåðå÷íÿ ➶➚✃ è ✽ â æóðíàëàõ✱ âêëþ÷åííûõ â ìåæäóíàðîäíûå áàçû äàííûõ

❙❝♦♣✉s è ❲♦❙✳

➚ïðîáàöèÿ ðàáîòû✳ ❰ñíîâíûå ðåçóëüòàòû è ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèè

äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ✿

➽Ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ✱ àâòîìàòèêè è îáðàáîòêè

èíôîðìàöèè➾ ✭ìåæäóíàðîäíûé íàó÷íî✲òåõíè÷åñêèé ñåìèíàð✱ ã✳ ➚ëóøòà✱

ñåíòÿáðü ✷✵✶✼ ã✳✱ ✷✵✶✽ ã✳✮✱ ➽➮íôîðìàòèêà✿ ïðîáëåìû✱ ìåòîäîëîãèÿ✱ òåõíî✲

ëîãèè➾ ✭ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ✱ ã✳ ➶îðîíåæ✱ ôåâðàëü ✷✵✶✽ ã✳✱ ✷✵✶✾

ã✳✱ ✷✵✷✵ ã✳✱ ✷✵✷✶ ã✳✮✱ ➽Ñîâðåìåííûå ìåòîäû è ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé

ãèäðîäèíàìèêè➾ ✭ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ✱ ã✳ ➶îðîíåæ✱ ìàé ✷✵✶✽ ã✳✮✱

✹t❤ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❉②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❉✐❛❣♥♦s✐s ✭▼♦r♦❝❝♦✱

❚❛♥❣✐❡r✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✽✮✱ ➽Ñîâðåìåííûå ñëîæíûå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ➾ ✭❍❚❈❙✲

✷✵✶✽✱ ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íî✲ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ✱ ã✳ Ñòàðûé ❰ñêîë✱

îêòÿáðü ✷✵✶✽ ã✳✮✱ ➽➮íôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè è íàíîòåõíîëîãèè➾ ✭➮Ò❮Ò✱

ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ è ìîëîäåæíàÿ øêîëà✱ ã✳ Ñàìàðà✱ ìàé ✷✵✶✾ ã✳✱

✷✵✷✵ ã✳✮✱ ➽Ïðîáëåìû è èííîâàöèîííûå ðåøåíèÿ â õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè➾

✭Ï➮ÐÕÒ✲✷✵✶✾ ➶ñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì✱ ã✳

➶îðîíåæ✱ îêòÿáðü ✷✵✶✾ ã✳✮✳

✶✵



➹ëàâà ✶

❰áçîð ëèòåðàòóðû

✃ íàñòîÿùåìó âðåìåíè èññëåäîâàíèþ íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé✱ à òàê✲

æå èäåíòèôèêàöèè ðåæèìîâ äèíàìèêè ñèñòåì✱ ñîäåðæàùèõ êîëåáàòåëüíûå

áëîêè✱ ïîñâÿùåí îáøèðíûé ñïèñîê ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ ❬✷✱✹✕✻❪✳ ❰ñî✲

áûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñèñòåìû✱ ñ ñèëüíûìè íåëèíåéíîñòÿìè✱ â òîì

÷èñëå è ãèñòåðåçèñíîé ïðèðîäû ✭ñþäà îòíîñÿòñÿ êàê ãèñòåðåçèñíûå ýëå✲

ìåíòû✱ ñâÿçàííûå ñ âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì✱ òàê è

âíåøíèå ôàêòîðû ñ ãèñòåðåçèñíûìè ñâîéñòâàìè✮✳

❰ñíîâû òåîðèè ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñîì✱ ðàññìàòðèâàþùåé ãèñòåðåçèñ✲

íûå íåëèíåéíîñòè êàê ïðåîáðàçîâàòåëè ñ ïðîñòðàíñòâàìè ñîñòîÿíèé✱ áûëè

çàëîæåíû â ✼✵✲✽✵✲õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà ❒✳➚✳ ✃ðàñíîñåëüñêèì è åãî øêî✲

ëîé✳ Òàêîé ïîäõîä ê ôîðìàëèçàöèè ãèñòåðåçèñíûõ ÿâëåíèé✱ îõâàòûâàþùèé

ìíîãèå ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå ìîäåëè ãèñòåðåçèñà è íåëîêàëüíîé ïàìÿòè✱

ïîçâîëèë ðàçâèòü ýôôåêòèâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ìîäåëåé ñ ãèñòåðå✲

çèñíûìè ýëåìåíòàìè✳ ❮àèáîëåå ïîëíîå îïèñàíèå êîíñòðóêòèâíûõ ìîäåëåé

ãèñòåðåçèñíûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé✱ òðàêòóåìûõ êàê îïåðàòîðû✱ çàâèñÿùèå

îò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ êàê îò ïàðàìåòðà è îïðåäåëåííûå íà øèðîêîì

ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå✱ ïðåäñòàâëåíî â êëàññè÷åñêîé ìîíîãðàôèè

❬✼❪✳

❒îäåëè âåêòîðíûõ ãèñòåðåçèñíûõ îïåðàòîðîâ èññëåäîâàëèñü â ðàáî✲

òàõ ❒àéåðãîéöà✱ èç êîòîðûõ îòìåòèì ìîíîãðàôèþ ❬✽❪✳ ❒îäåëè òàêèõ ñè✲

ñòåì✱ êàê ïðàâèëî✱ âêëþ÷àþò äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è îïåðàòîð✲

✶✶



íûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ÷àñòüþ ïåðåìåííûõ ✭äèôôåðåíöèàëüíî✲îïåðàòîðíûå

óðàâíåíèÿ✮✱ à èõ èññëåäîâàíèå✱ ✭â îñíîâíîì äëÿ ñëó÷àåâ ➽ïðîñòûõ➾ ãèñòå✲

ðåçèñíûõ îïåðàòîðîâ òèïà ðåëå è ëþôòà✮ áåðåò ñâîå íà÷àëî â êëàññè÷åñêèõ

ðàáîòàõ òåîðèè óïðàâëåíèÿ è òåîðèè êîëåáàíèé✳

❰òìåòèì✱ ÷òî ðàçëè÷íûå àñïåêòû äèíàìèêè ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñîì✱

âêëþ÷àÿ ðàçíîîáðàçíûå äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì✱ â

íàñòîÿùåå âðåìÿ èçó÷åíû íåäîñòàòî÷íî ïîëíî✳ ➮õ èçó÷åíèå îñëîæíÿåò✲

ñÿ✱ â ÷àñòíîñòè òåì✱ ÷òî ãèñòåðåçèñíûå îïåðàòîðû íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì

ñèëüíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè è ìîãóò îáëàäàòü äîâîëüíî ñëîæíûìè ïðî✲

ñòðàíñòâàìè ñîñòîÿíèé✳ ✃ òàêèì îïåðàòîðàì îòíîñèòñÿ✱ íàïðèìåð✱ îïåðà✲

òîð Ïðåéñàõà✱ âîçíèêàþùèé ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñèñòåì ñ ôåððîìàãíèòíû✲

ìè ýëåìåíòàìè✳ Ïîäîáíûå âîïðîñû ðàññìàòðèâàëèñü â ðÿäå ðàáîò ❬✾✱ ✶✵❪✳

➮ç íåäàâíèõ ðàáîò✱ ïîñâÿùåííûõ ãèñòåðåçèñíûì ïðåîáðàçîâàòåëÿì✱ îòìå✲

òèì ðàáîòû ❬✶✶✱ ✶✷❪✱ â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ è àíàëèçèðóþòñÿ îáùèå

ñâîéñòâà ãèñòåðåçèñíûõ îïåðàòîðîâ✱ à òàêæå ïðåäñòàâëåíû âîçìîæíûå ïðè✲

êëàäíûå àñïåêòû èõ èñïîëüçîâàíèÿ✳ ➶ ðàáîòàõ ❬✽✱ ✶✸✕✶✻❪ ïðîâîäèòñÿ ïî✲

äðîáíîå îïèñàíèå è ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïðîâåðêà ìîäåëè Ïðåéñàõà✳ ➚âòîðû

äåëàþò àêöåíò íà óíèâåðñàëüíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ãèñòåðåçèñà è

èõ ïðèìåíèìîñòè ê îïèñàíèþ ãèñòåðåçèñíûõ ÿâëåíèé â ðàçëè÷íûõ îáëà✲

ñòÿõ íàóêè✱ òåõíèêè è ýêîíîìèêè✳

➶ ïîñëåäíåå âðåìÿ îáùåóïîòðåáèòåëüíûì ñòàë ïîäõîä✱ ñâÿçàííûé ñ

èñïîëüçîâàíèåì ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ✱ ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé✱ äî✲

ñòàòî÷íî êà÷åñòâåííî îïèñûâàþùèõ ãèñòåðåçèñíûå ñâÿçè✳ ➶ ÷àñòíîñòè✱ â

ñòàòüÿõ ❬✶✼✱ ✶✽❪ ïðèâîäèòñÿ ïîäðîáíîå îïèñàíèå ãèñòåðåçèñà ïîñðåäñòâîì

ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ➪îóêà✲➶åíà✳ Ýòà ìîäåëü ôîðìàëèçóåòñÿ â âè✲

äå äâóõ ñîîòíîøåíèé✿ îäíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî è íåëèíåéíîãî äèôôåðåíöè✲

àëüíîãî óðàâíåíèÿ✳ ❒îäåëü ➪îóêà✲➶åíà ñïîñîáíà äîñòàòî÷íî òî÷íî èäåí✲

òèôèöèðîâàòü øèðîêèé êðóã ãèñòåðåçèñíûõ ýôôåêòîâ✳ Ïîïóëÿðíîñòü ýòîé

ìîäåëè îáóñëàâëèâàåòñÿ åå ñïîñîáíîñòüþ ïðåäñòàâëÿòü â àíàëèòè÷åñêîé

ôîðìå ãèñòåðåçèñíûå öèêëû✱ îòâå÷àþùèå ïîâåäåíèþ øèðîêîãî êëàññà ñè✲

ñòåì ñ ãèñòåðåçèñîì✳ ➶ ðàáîòàõ ❬✶✾✱ ✷✵❪ ïðåäñòàâëåí íîâûé ìåòîä èäåíòè✲

ôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ➪îóêà✲➶åíà✱ îñíîâàííûé íà ãèáðèäíîì ýâîëþ✲

✶✷



öèîííîì àëãîðèòìå✱ èñïîëüçóþùåì ñòîõàñòè÷åñêèå îïåðàòîðû✳ Ïðåäëàãà✲

åìûé ìåòîä äåìîíñòðèðóåò ýôôåêòèâíîñòü✱ íàäåæíîñòü è íå÷óâñòâèòåëü✲

íîñòü ê èñêàæåííûì øóìîâîé êîìïîíåíòîé äàííûì✱ â òî âðåìÿ êàê îí

òî÷íî èäåíòèôèöèðóåò êàê ãèñòåðåçèñíîå✱ òàê è âÿçêîå äåìïôèðîâàíèå íà

îñíîâå íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ✳ Ýôôåêòèâíîñòü óêàçàííîãî ìåòîäà èññëå✲

äóåòñÿ â îòíîøåíèè èíôîðìàöèîííîãî ñîäåðæèìîãî âõîäíûõ è âûõîäíûõ

äàííûõ✳ ➶ ñòàòüå ❬✷✶❪ ïðåäëîæåíî îïèñàíèå ÿâëåíèÿ ðàññåèâàíèÿ ýíåðãèè

â ðàìêàõ ãèñòåðåçèñíîé ìîäåëè ➪îóêà✲➶åíà✱ ïðè ýòîì ãèñòåðåçèñíûå ïà✲

ðàìåòðû îïèñûâàþòñÿ â òåðìèíàõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ➹àóññà✳

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò â àíàëèòè÷åñêèé ôîðìå îïèñàòü äèññèïà✲

öèþ ýíåðãèè ïðè ñèììåòðè÷íîì öèêëè÷åñêîì âîçáóæäåíèè✱ îñíîâûâàÿñü

èñêëþ÷èòåëüíî íà ïàðàìåòðàõ ìîäåëè è àìïëèòóäå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ✳

➶ ñòàòüå ❬✷✷❪ ïðèâîäÿòñÿ èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû î âëèÿíèè ãèñòå✲

ðåçèñíûõ íåëèíåéíîñòåé íà âíóòðåííèå ðåçîíàíñû ïîðÿäêà ✸✿✶ â ñèñòåìå

➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✳ Ïðè ýòîì àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â ðàì✲

êàõ òåîðèè âîçìóùåíèé è ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà✳ Òàêæå îòìåòèì öèêë

ðàáîò ❬✷✸✕✷✺❪ â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû ñ ðàçëè÷íûìè ðåæè✲

ìàìè äâèæåíèÿ✱ â ÷àñòíîñòè ïåðåõîäû îò ïåðèîäè÷íîñòè ê êâàçèïåðèî✲

äè÷íîñòè è õàîñ â ñèñòåìàõ ñ ãèñòåðåçèñîì✳ Ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè ìîäåëè

ãèñòåðåçèñà✿ ìîäåëü ➪îóê✲➶åíà✱ ìîäåëü ❒àäåëóíãà ✭❒àññèíãà✮✱ à òàêæå

ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü✱ îïèñûâàþùàÿ óïðóãî✲ïëàñòè÷åñêèå ñâîéñòâà

ñïëàâîâ ñ ïàìÿòüþ✳ Ïåðâûå äâå íåçàâèñèìûå îò ñêîðîñòè ìîäåëè íå ó÷èòû✲

âàþò òåïëîïåðåäà÷è✱ â òî âðåìÿ êàê â òðåòüåì ñëó÷àå ó÷èòûâàþòñÿ òåðìî✲

äèíàìè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ✳ Ïîêàçàíî✱ ÷òî ýòè ñèñòåìû èìåþò ñõîäíûå

ñöåíàðèè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè✳ ➶ óêàçàííûõ âûøå ðàáîòàõ ãèñòåðåçèñíûå

ñâîéñòâà ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì ìîäåëè ➪îóêà✲➶åíà✱ èäåíòèôè✲

êàöèÿ ïàðàìåòðîâ êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûì îáðàçîì✱ ÷òî

ÿâëÿåòñÿ êîñâåííûì äîêàçàòåëüñòâîì óíèâåðñàëüíîñòè ýòîé ôåíîìåíîëî✲

ãè÷åñêîé ìîäåëè

❰ñîáîå ìåñòî✱ ïðè ýòîì✱ çàíèìàåò ìîäåëü ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✱ ïîñêîëüêó

ïîçâîëÿåò îïèñàòü ïîâåäåíèÿ øèðîêîãî êëàññà àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì✳

➶ ïåðâîíà÷àëüíîé ïîñòàíîâêå óðàâíåíèå ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ îïèñûâàëî äèíà✲

✶✸



ìèêó îñîáîãî ðàäèîòåõíè÷åñêîãî óñòðîéñòâà íà ýëåêòðîííîé ëàìïå ❬✷✻❪✳

➘àëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè✱ ÷òî óêàçàííîå óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò

îïèñûâàòü øèðîêèé êðóã ïðîöåññîâ èç ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòåé✱

îñíîâíûìè èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ✿ ðàçíîîáðàçíûå ïðèëîæåíèÿ â ðîáîòîòåõ✲

íèêå✱ â ÷àñòíîñòè✱ ìîäåëè ïîâîðà÷èâàþùåãîñÿ ðîáîòà ❬✷✼✱✷✽❪✱ à òàêæå ìî✲

äåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ â îðãàíèçìå ÷åëîâåêà✳ ➶ îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò

â óêàçàííîì íàïðàâëåíèè äèíàìèêà ñîêðàùåíèé ñåðäå÷íîé ìûøöû ìîäå✲

ëèðîâàëàñü ïîñðåäñòâîì òðåõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✳ Ñ

ïîìîùüþ ýòîé ìîäåëè óäàëîñü îáúÿñíèòü ìíîãèå âèäû àðèòìèè è äàæå

ïðåäñêàçàòü ðÿä íîâûõ✱ îáíàðóæåííûõ â ïîñëåäñòâèè✳ ➶ íàñòîÿùåå âðåìÿ

àêòèâíî ïðîäîëæàþòñÿ èññëåäîâàíèÿ✱ â êîòîðûõ äèíàìèêà êàðäèîñòèìó✲

ëÿòîðîâ ìîäåëèðóåòñÿ óðàâíåíèÿìè îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✳ Òàê✱ íà✲

ïðèìåð✱ â ðàáîòå ❬✷✾❪ ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü✱ ïîçâîëÿþùàÿ âîñïðîèçâåñòè

íåñêîëüêî èçâåñòíûõ ýëåêòðîêàðäèîëîãè÷åñêèõ ÿâëåíèé✱ òàêèõ êàê òàõè✲

êàðäèÿ✱ ïîëíàÿ áëîêàäà ñåðäöà✱ òðåïåòàíèå ïðåäñåðäèé è ôèáðèëëÿöèþ æå✲

ëóäî÷êîâ✳ ➶ ðàáîòå ❬✸✵❪ èññëåäóåòñÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü ñåðäöåáè✲

åíèÿ✱ ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✱ ïîçâîëÿþ✲

ùàÿ ïðîàíàëèçèðîâàòü ñèíõðîíèçàöèþ ðèòìîâ✳ ➶ ðàáîòå ❬✸✶❪ ïðåäñòàâëåíà

ìîäåëü ñåðäå÷íî✲ñîñóäèñòîé ñèñòåìû✱ êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé óðàâ✲

íåíèÿ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ è èíôîðìàöèîííîé ìîäåëè â ôîðìå ñåòè ➶îëüòåððû✳

❮åäàâíèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè✱ ÷òî äèíàìèêó ãîëîñîâîé ñâÿçêè âîçìîæ✲

íî ìîäåëèðîâàòü ñ ïîìîùüþ îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✱ îêàçàëîñü✱ ÷òî

óêàçàííàÿ ìîäåëü óïðîùàåò åå àíàëèç è â äîëæíîé ñòåïåíè ñîîòâåòñòâó✲

åò îñíîâíûì ïðèíöèïàì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ❬✸✷❪✳ ❰òìåòèì òàêæå ðàáîòó

❬✸✸❪✱ ãäå îñöèëëÿòîð ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðî✲

öåññîâ✱ âîçíèêàþùèõ ïðè îòîàêóñòè÷åñêîé ýìèññèè✱ òî åñòü çâóêîâ✱ ãåíå✲

ðèðóåìûõ â íàðóæíîì ñëóõîâîì ïðîõîäå êîëåáàíèÿìè âîëîñêîâûõ êëåòîê

óøíîé óëèòêè✳ Òàê êàê ïåðåìåùåíèå ëþäåé è æèâîòíûõ íîñèò ðèòìè÷íûé

õàðàêòåð✱ òî äëÿ ìîäåëèðîâàíèå ïîõîäêè✱ à òàêæå äâèæåíèé êîíå÷íîñòåé

÷àñòî ïðèìåíÿþò ñèñòåìû ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✳ ➶ ❬✷✽❪

ïîêàçàíî✱ ÷òî áèïåäàëüíîå ïåðåäâèæåíèå✱ âîçìîæíî✱ ìîäåëèðîâàòü ñ ïîìî✲

ùüþ âçàèìîñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✱ áîëåå òîãî✱ âàðüèðóÿ

✶✹



ïàðàìåòðû îñöèëëÿòîðîâ ìîæíî óïðàâëÿòü äëèíîé øàãà è ÷àñòîòîé õîäü✲

áû✳ Òàêæå îòìåòèì✱ ÷òî óðàâíåíèå ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ïðèìåíèìî äëÿ îïèñàíèÿ

ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì✱ òàêèõ êàê òðèîäíûé ãåíåðàòîð✱ òðàíçèñòîð✲

íûé ãåíåðàòîð✱ âèðêàòîð è ò✳ä✳

➴ùå áîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå äèíàìèêè ñèñòåì

ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✳ Ñèñòåìà äâóõ ñâÿçàííûõ îñöèë✲

ëÿòîðîâ ïîçâîëÿåò îïèñàòü ðàçëè÷íûå áèôóðêàöèîííûå ìåõàíèçìû✱ âîç✲

íèêàþùèå â ðàçíîîáðàçíûõ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåìàõ ñ ïðåäåëüíûìè

öèêëàìè✱ à òàêæå èññëåäîâàòü âàæíûé ïðîöåññ✱ ñâÿçàííûé ñ ñèíõðîíèçà✲

öèåé êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ✳ Ïðè ýòîì ñïåêòð íàáëþäàåìûõ ÿâëåíèé âî

ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ ïðèðîäû ñâÿçè ìåæäó âçàèìîäåé✲

ñòâóþùèìè îñöèëëÿòîðàìè✳ ➮ññëåäîâàíèþ ýòèõ ÿâëåíèé ïîñâÿùåíû ðàáî✲

òû ❬✸✹✱✸✺❪✳ Ñèñòåìû ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ïðèìåíÿþòñÿ

òàêæå ïðè èññëåäîâàíèè ñëîæíûõ ñèñòåì✱ â òîì ÷èñëå è ñ ðàñïðåäåëåííûìè

ïàðàìåòðàìè òàêèõ êàê✱ íàïðèìåð✱ òðîïè÷åñêèå öèêëîíû ❬✸✻❪✱ ãèäðîäèíà✲

ìèêà íèçêîòåìïåðàòóðíîé ïëàçìû ❬✸✼❪✱ à òàêæå ìíîãèõ äðóãèõ✳

➶ íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ìîù✲

íûõ èíñòðóìåíòîâ àíàëèçà ñëîæíûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì✱ ïîçâîëÿþùèì✱ â

îòëè÷èå îò ïðÿìûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ✱ ïîëó÷èòü✱ õîòÿ è ïðèáëèæåííûå

ðåøåíèÿ✱ íî â ÿâíîé àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå✳ Ïåðâîíà÷àëüíûå èäåè ìåòî✲

äà ìàëîãî ïàðàìåòðà áûëè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ ➚✳ Ïóíêàðå ❬✸✽❪✳ ➶

äàëüíåéøåì ñâîå ðàçâèòèå ýòîò ìåòîä ïîëó÷èë â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ

❬✸✾✕✹✶❪ è äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé✳ ❮åñìîòðÿ íà òî✱ ÷òî ñóùåñòâóåò áîëü✲

øîå êîëè÷åñòâî ðàáîò✱ â òîé èëè èíîé ñòåïåíè ñâÿçàííûõ ñ ïðèìåíåíèåì

ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà ê èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè íåëèíåéíûõ ñèñòåì✱

èññëåäîâàíèé✱ îñíîâàííûõ íà êëàññè÷åñêîì ìåòîäå ìàëîãî ïàðàìåòðà ïðè✲

ìåíåííûõ äëÿ èçó÷åíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñèñòåì✱ ñîäåðæàùèõ✱ íåëè✲

íåéíîñòè ãèñòåðåçèñíîãî òèïà✱ íå ïðîèçâîäèëîñü✳ ❰òìåòèì✱ ÷òî íàðÿäó ñ

íåñîìíåííîé ôóíäàìåíòàëüíîé çíà÷èìîñòüþ ✭ñâÿçàííîé ñ ðàçâèòèåì íîâûõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ ê èññëåäîâàíèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì✱

îïèñûâàåìûõ â òåðìèíàõ äèôôåðåíöèàëüíî✲îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé✮✱ ïðè✲

ìåíåíèå ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà ê ñèñòåìàì✱ ñîäåðæàùèì ãèñòåðåçèñíûå

✶✺



íåëèíåéíîñòè✱ íîñèò è âàæíûé ïðèêëàäíîé àñïåêò ✭ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâ✲

íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ òåõíè÷åñêèõ

ñèñòåì✱ òàêèõ êàê ìàíèïóëÿòîðû✱ ìåõàíè÷åñêèå è ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå ðî✲

áîòèçèðîâàííûå óñòðîéñòâà✱ ó÷èòûâàþùèõ ïðîöåññû ñòàðåíèÿ ìàòåðèàëîâ

ñîñòàâëÿþùèõ ÷àñòåé òàêèõ ñèñòåì❀ ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

ê èññëåäîâàíèþ äèíàìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ïðîòåêàíèÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà

ïðîöåññîâ â ñîâðåìåííûõ ìàòåðèàëàõ è ñòðóêòóðàõ íà èõ îñíîâå✱ ñîäåðæà✲

ùèõ ýëåìåíòû è áëîêè✱ îáëàäàþùèå ãèñòåðåçèñíîé ñòðóêòóðîé✱ ëèáî íà✲

õîäÿùèåñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíèõ ôàêòîðîâ ãèñòåðåçèñíîé ïðèðîäû è

ò✳ä✳✮✳

✃ðîìå òîãî✱ îäíèì èç ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé ôóíäàìåíòàëüíûõ

èññëåäîâàíèé ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è äèàãíîñòèêè è óïðàâëåíèÿ õàîòè÷åñêèìè

ðåæèìàìè ðàçëè÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè ìà✲

ëîãî ïàðàìåòðà✳ ➶ ýòîé ñâÿçè îòìåòèì ðàáîòû ❬✹✷✕✹✹❪✳ ❰òìåòèì✱ îäíàêî✱

÷òî âî âñåõ âûøåïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ ìîäåëè ðàçíîîáðàçíûõ òåõíè÷å✲

ñêèõ ñèñòåì áûëè ôîðìàëèçîâàíû ïîñðåäñòâîì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ✲

íåíèé ñ ôóíêöèîíàëüíûìè íåëèíåéíîñòÿìè✱ è✱ êàê ñëåäñòâèå✱ âîçìîæíàÿ

ãèñòåðåçèñíàÿ ïðèðîäà ñâÿçåé ìåæäó îòäåëüíûìè ýëåìåíòàìè òàêèõ ñè✲

ñòåì íå ïðèíèìàëàñü âî âíèìàíèå✳ ➶ òî æå âðåìÿ ìîäåëè ñ ãèñòåðåçèñ✲

íûìè ýëåìåíòàìè ÷àñòî âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ôèçèêè✱ ìåõàíèêè✱

ýêîíîìèêè è äð✳

❰òäåëüíîå âíèìàíèå â ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèÿõ íåëèíåéíûõ êî✲

ëåáàòåëüíûõ ñèñòåì çàíèìàþò õàîòè÷åñêèå ðåæèìû äèíàìèêè✱ à òàêæå

ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ õàîñîì✳ ➮çâåñòíî✱ ÷òî õàîòè÷åñêèå ðåæèìû â ñòàí✲

äàðòíîé ìîäåëè ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ íåâîçìîæíû✱ îäíàêî â ìîäèôèöèðîâàííûõ

óðàâíåíèÿõ✱ ê ïðèìåðó ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✲➘óôôèíãà èëè â ñèñòåìàõ ñâÿçàí✲

íûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ðåàëèçóþòñÿ â òîì ÷èñëå è õàîòè÷åñêèå

ðåæèìû äâèæåíèÿ ❬✹✺❪✳ ❰òìåòèì â ýòîé ñâÿçè ðàáîòû ❬✹✻✱ ✹✼❪✱ â êîòîðûõ

ïðåäëîæåíû ìåòîäû ñòàáèëèçàöèè ïîäîáíûõ ñèñòåì ïîñðåäñòâîì ñïåöè✲

àëüíûõ ôîðì âíåøíèõ óïðàâëÿþùèõ ôàêòîðîâ✳ ➮ññëåäîâàíèå õàîòè÷åñêèõ

ðåæèìîâ äèíàìèêè â êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåìàõ ñ ãèñòåðåçèñíûìè íåëèíåé✲

íîñòÿìè ïðîâîäèëèñü ðÿäîì àâòîðîâ ❬✹✽✕✺✵❪✳ ➶ óêàçàííûõ ðàáîòàõ áûëè

✶✻



ïîëó÷åíû óñëîâèÿ✱ îáåñïå÷èâàþùèå âîçíèêíîâåíèå õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ â

ñèñòåìàõ✱ ìîäåëè êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíî✲îïåðàòîðíûìè

óðàâíåíèÿìè✱ à òàêæå èññëåäîâàíû ñâîéñòâà õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè òàêèõ

ñèñòåì✳ ❰äíàêî ðÿä ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñíûìè ñâîéñòâàìè✱ äå✲

ìîíñòðèðóþùèõ õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå✱ èçó÷åí íåäîñòàòî÷íî✳ Ñþäà îòíî✲

ñÿòñÿ✱ â ÷àñòíîñòè✱ íåëèíåéíûé ❘▲❈✲êîíòóð✱ ñîäåðæàùèé ñåãíåòîýëåêòðè✲

÷åñêèé ýëåìåíò ñ ãèñòåðåçèñíûìè ïàðàìåòðàìè✱ à òàêæå ñèñòåìû ñâÿçàí✲

íûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñíîé ôîðìîé ñâÿçè✱ ëèáî íàõî✲

äÿùèåñÿ ïîä âíåøíèì âîçäåéñòâèåì ãèñòåðåçèñíîé ïðèðîäû✳ ➮ññëåäîâàíèå

õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ â ñèñòåìàõ ñ ãèñòåðåçèñíûì çâåíîì òàêæå áûëî

ïðîâåäåíî â ðàáîòå ❬✺✶❪✳ ➮ññëåäîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìîäå✲

ëåé òàêèõ ñèñòåì✱ à òàêæå âëèÿíèÿ ãèñòåðåçèñíûõ íåëèíåéíîñòåé íà ñòàáè✲

ëèçàöèþ õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå áûëè ðàññìîòðå✲

íû äîëæíûì îáðàçîì✳ ➶ ñâÿçè ñ ýòèì ðàçðàáîòêà è èññëåäîâàíèå ìîäåëåé

õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì â óñëîâèÿõ ãèñòåðåçèñíûõ ñâÿçåé ÿâëÿåòñÿ âàæíîé è

àêòóàëüíîé çàäà÷åé✳

✶✳✶ ❰ïèñàíèå ãèñòåðåçèñíûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé

ßâëåíèå ãèñòåðåçèñà õîðîøî èçâåñòíî â ôèçèêå✱ òåõíèêå✱ ýêîíîìèêå è

äðóãèõ îòðàñëÿõ íàóêè✳ ➶ ôèçèêå ãèñòåðåçèñíûå çàâèñèìîñòè âñòðå÷àþòñÿ

ó ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ ñ íåëèíåéíûì îòêëèêîì íà âíåøíåå âîçäåéñòâèå✱

â ÷àñòíîñòè ó ôåððîìàãíåòèêîâ è íåëèíåéíûõ äèýëåêòðèêîâ✳ ➶ íàñòîÿùåå

âðåìÿ èìååòñÿ äîñòàòî÷íî ìíîãî ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ãèñòåðåçèñíûõ

çàâèñèìîñòåé ❬✽✱ ✶✸✱ ✺✷✕✻✶❪✳ ❰äíàêî✱ ïðè àíàëèçå ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñîì ÷à✲

ñòî âîçíèêàþò ñëîæíîñòè✱ ñâÿçàííûõ ñ íåäèôôåðåíöèðóåìîñòüþ îïåðàòî✲

ðîâ✱ ÿâëÿþùèõñÿ ñîñòàâëÿþùèìè êîíñòðóêòèâíûõ ìîäåëåé ãèñòåðåçèñíûõ

ÿâëåíèé✳ Ïîýòîìó â ïîñëåäíèå ãîäû øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èë

ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ïîäõîä îïèñàíèÿ ãèñòåðåçèñíûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé✳ ➶

÷àñòíîñòè✱ â ñòàòüÿõ ❬✶✼✱ ✶✽❪ ïðèâîäèòñÿ ïîäðîáíîå îïèñàíèå ãèñòåðåçèñà

ïîñðåäñòâîì ìîäåëè ➪îóêà✲➶åíà✳ Ýòî õîðîøî èçâåñòíàÿ ìîäåëü✱ ñïîñîáíàÿ

äîñòàòî÷íî òî÷íî èäåíòèôèöèðîâàòü øèðîêèé êðóã ãèñòåðåçèñíûõ ýôôåê✲

✶✼



òîâ✳ Ïîïóëÿðíîñòü ýòîé ìîäåëè îáóñëàâëèâàåòñÿ åå ñïîñîáíîñòüþ ïðåäñòàâ✲

ëÿòü â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå ãèñòåðåçèñíûå öèêëû✱ îòâå÷àþùèå ïîâåäåíèþ

øèðîêîãî êëàññà ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñîì✳ ➶ äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ

îïåðàòîðíûå ìîäåëè✱ òàêèå êàê íåèäåàëüíîå ðåëå ñ èíâåðñèåé ïîðîãîâûõ

÷èñåë✱ ìîäåëü Ïðåéñàõà✱ à òàêæå ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü ➪îóêà✲➶åíà✳

✶✳✶✳✶ ❮åèäåàëüíîå ðåëå

➘àííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè ðàçëè÷íûõ ñèñòåì

ñ ãèñòåðåçèñíûìè ñâîéñòâàìè✳ ❰÷åâèäíî✱ ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè✲

÷åñêèõ ìîäåëåé òàêèõ ñèñòåì ïîäõîäÿùèì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïðå✲

îáðàçîâàòåëåé ãèñòåðåçèñíîé ïðèðîäû✳ Ñëåäóÿ êëàññè÷åñêèì ñõåìàì ❒✳➚✳

✃ðàñíîñåëüñòêîãî è ➚✳➶✳ Ïîêðîâñêîãî ❬✼❪✱ ãèñòåðåçèñíûå îïåðàòîðû òðàê✲

òóþòñÿ êàê ïðåîáðàçîâàòåëè✱ îïðåäåëåííûå íà ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé✱ äèíàìèêà êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè✿ âõîä✲ñîñòîÿíèå

è ñîñòîÿíèå✲âûõîä✳

Ñëåäóÿ ❬✼❪✱ äàäèì îïèñàíèå ïðåîáðàçîâàòåëþ✳ ❮åèäåàëüíûå ðåëå ✖

ýòî ïðîñòûå è îäíîâðåìåííî íàèáîëåå âàæíûå ïðåîáðàçîâàòåëè✱ âõîäî✲âûõîäíûå

ñîîòâåòñòâèÿ êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ ðàçðûâíûìè îïåðàòîðàìè✳

❰áëàñòüþ Ω(α, β) = Ω (R(α, β)) âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé íåèäåàëüíîãî

ðåëå R(α, β) ñ ïîðîãîâûìè ÷èñëàìè α è β β < α ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê

u, x ïëîñêîñòè✱ ëåæàùèõ íà äâóõ ïîëóïðÿìûõ✿ x = 0 ïðè u < α è x = 1 ïðè

u > β✳ ❮à ðèñ✳ ✶✳✶ ìíîæåñòâî Ω(α, β) ïîêàçàíî óòîëùåííûìè ëèíèÿìè✳

Ðèñ✳ ✶✳✶✳ ➶çàèìîñâÿçü ìåæäó âõîäàìè è âûõîäàìè ïðåîáðàçîâàòåëÿ R✳

➮íîãäà ñîñòîÿíèå íåèäåàëüíîãî ðåëå îïðåäåëÿþò êàê çíà÷åíèå âûõî✲

✶✽



äà❀ ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñîäåðæèò òîãäà äâà ýëåìåíòà✿ ✵ è ✶✳

Ïðè êàæäîì íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè u0, x0 ∈ Ω(α, β) â ìîìåíò âðåìåíè t = t0

äîïóñòèìûìè ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûå âõîäû u(t) (t > t0)✱ óäîâëåòâîðÿþ✲

ùèå óñëîâèþ

u(t0) = u0.

➘îïóñòèìîìó âõîäó u(t) îòâå÷àåò âûõîä

x(t) = R [t0, x0;α, β] u(t)(t ≥ t0), ✭✶✳✶✮

êîòîðûé ìîæíî îïèñûâàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè✳ ❮àèáîëåå ïðîñòî âîñ✲

ïîëüçîâàòüñÿ ÿâíîé ✭õîòÿ è âåñüìà ãðîìîçäêîé✮ ôîðìóëîé

x (t) =























































0, åñëè u(t) ≤ β✱,

1, åñëè u(t) ≥ α,

x0, åñëè u(τ) ∈ (β, α) è τ ∈ [t0, t]✱,

0, åñëè u(τ) ∈ (β, α) è íàéäåòñÿ òàêîå t1 ∈ [t0, t),

÷òî ïðè u(t1) = β è u(τ) ∈ (β, α) ïðè âñåõ τ ∈ [t1, t],

1, åñëè u(τ) ∈ (β, α) è íàéäåòñÿ òàêîå t1 ∈ [t0, t),

÷òî ïðè u(t1) = α è u(τ) ∈ (β, α) ïðè âñåõ τ ∈ [t1, t].

✭✶✳✷✮

Òàêèì îáðàçîì✱ íåèäåàëüíîå ðåëå ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì ïðå✲

îáðàçîâàòåëåì✱ îïðåäåëåííûì íà âñåõ íåïðåðûâíûõ âõîäàõ✳ ❰÷åâèäíû ñòà✲

òè÷íîñòü è óïðàâëÿåìîñòü íåèäåàëüíîãî ðåëå✳ Ïîëóãðóïïîâå òîæäåñòâî äëÿ

íåèäåàëüíîãî ðåëå èìååò îáû÷íûé âèä✿

R [t0, x0;α, β] u(t) = R [t1, R [t0, x0;α, β] u(t1)α, β] u(t)(t0 ≤ t1 ≤ t), ✭✶✳✸✮

➬íà÷åíèÿ âûõîäà ïðè íåïðåðûâíîì âõîäå u(t)(t > t0) ïîëíîñòüþ îïðå✲

äåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì ïðàâèëîì✿ âûõîä (t) ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷å✲

íèå íà çàìêíóòîì ïðîìåæóòêå [t1, t2] åñëè ëèáî x(t1) = 0 è u(t) < α ïðè

t ∈ [t1, t2]✱ ëèáî x(t1) = 1 è u(t) > β ïðè t ∈ [t1, t2]✳ Ñôîðìóëèðîâàí✲

íîå ïðàâèëî áóäåì íàçûâàòü ïðèíöèïîì îòñóòñòâèÿ ëèøíèõ ïåðåêëþ÷å✲

íèé✳ ➶àæíûì ñâîéñòâîì íåèäåàëüíîãî ðåëå ÿâëÿåòñÿ åãî ìîíîòîííîñòü ïî

✶✾



âõîäàì✿ åñëè u(t0, x0, v(t0, y0 ∈ Ω(α, β), x0 ≤ y0 è u(t) ≤ v(t)(t ≥ t0)✱ òî

R [t0, x0;α, β] u(t) ≤ R [t0, x0;α, β] v(t)(t ≥ t0)✳

❒îíîòîííîñòü ïî âõîäàì ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê îñíîâó îïðåäåëå✲

íèÿ íåèäåàëüíîãî ðåëå✳ ➘ëÿ ýòîãî íóæíî âíà÷àëå îïðåäåëèòü âûõîäû ïðè

ìîíîòîííûõ âõîäàõ✳ ➬àòåì ïðè ïîìîùè ïîëóãðóïïîâîãî òîæäåñòâà îïðå✲

äåëèòü âûõîäû ïðè êóñî÷íî ìîíîòîííûõ íåïðåðûâíûõ âõîäàõ✳ Ïîñëå ýòî✲

ãî óñòàíîâèòü ìîíîòîííîñòü ïî âõîäàì è çàìåòèòü✱ ÷òî îïðåäåëåííîå íà

êóñî÷íî ìîíîòîííûõ âõîäàõ ñîîòâåòñòâèå âõîä✲âûõîä èìååò åäèíñòâåííîå

ìîíîòîííîå ïðîäîëæåíèå íà ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ âõîäîâ✳ Ïî✲

ñòðîåííîå ïðîäîëæåíèå çàäàåò îïåðàòîð ✭✶✳✶✮ íà âñåõ íåïðåðûâíûõ âõîäàõ✳

➮ìååò ìåñòî è åñòåñòâåííàÿ ìîíîòîííîñòü ïî ïîðîãîâûì ÷èñëàì✳

➬íà÷åíèÿìè îïåðàòîðà ✭✶✳✶✮ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè✱ ïðèíèìàþùèå ëèøü

äâà çíà÷åíèÿ✿ ✵ è ✶✳ Ïîýòîìó ìîæíî åãî ðàññìàòðèâàòü êàê îïåðàòîð✱ äåé✲

ñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà C = C(t0, t1) íåïðåðûâíûõ íà [t0, t1] ôóíêöèé

u(t) â ëþáîå Lq = Lq(0, 1)✱ ãäå 1 ≤ q ≤ ∞✳ ➶ çàêëþ÷åíèå ïóíêòà îòìåòèì✱

÷òî ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ α è β ÷àñòî íàçûâàþò òîêîì âêëþ÷åíèÿ è òîêîì

îòïóñêàíèÿ✳ ✃îãäà âûõîä ðàâåí ✶✱ òî✱ êàê ãîâîðÿò✱ ðåëå âêëþ÷åíî❀ åñëè

âûõîä ðàâåí ✵✱ òî ðåëå îòêëþ÷åíî✳

✶✳✶✳✷ Ïðåîáðàçîâàòåëü Ïðåéñàõà

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ìîäåëè ãèñòåðåçèñà ïðåîáðàçîâàòåëü Ïðåéñà✲

õà✳ ➶ ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïîäðîáíî áûëî îïèñàíî äâóõïîçèöèîííîå ðåëå

R [α, β, x0] ñ ïîðîãîâûìè ÷èñëàìè α è β✳ ❰äíàêî✱ â äàííîì ñëó÷àå ðàññàìò✲

ðèì îòëè÷íîå îò êëàññè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé {−1, 1}✳
Ñâÿçü ìåæäó âõîäîì u (t) ∈ c[0,t] è ïåðåìåííûì âûõîäîì x (t) ∈ {−1, 1}
óñòàíàâëèâàåòñÿ îïåðàòîðîì R [α, β, x0]✿

x (t) = R [α, β, x0] u (t) , ✭✶✳✹✮

çäåñü x0 ✕ íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ïðåîáðàçîâàòåëÿ✳ ➶çàèìîñâÿçü ìåæäó âõî✲

äîì è âûõîäîì èëëþñòðèðóåò ðèñ✳ ✶✳✷✳ ❮à÷àëüíîå ñîñòîÿíèå x0 ïðåîáðàçî✲

✷✵



R

1

-1

uα β

Ðèñ✳ ✶✳✷✳ ➶çàèìîñâÿçü ìåæäó âõîäàìè è âûõîäàìè ïðåîáðàçîâàòåëÿ R✳

âàòåëÿ äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì óñëîâèÿì✿














x0 = −1 , u (0) ≤ α;

x0 = 1 , u (0) ≥ β;

x0 = ±1 , α ≤ u (0) ≤ β.

✭✶✳✺✮

Ïðåîáðàçîâàòåëåì Ïðåé❝àõà íàçûâàþò êîíòèíóàëüíûé àíàëîã ïðåîáðàçî✲

âàòåëÿ✱ ñîñòîÿùåãî èç íåèäåàëüíûõ ðåëå✱ ñîåäèíåííûõ ïàðàëëåëüíî ❬✶✹❪✳

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé êëàññ òàêèõ ðåëå✳ Ïóñòü íà ïîëóïëîñêîñòè Pα,β ≡
{α, β : α < β} îïðåäåëåíà ïîëîæèòåëüíàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñóììè✲

ðóåìàÿ ôóíêöèÿ λ = λ (α, β)✳ ❰ïðåäåëèì íà ïîëóïëîñêîñòè Pα,β ìåðó µ

ðàâåíñòâîì✿

dµ = λ (α, β) dαdβ. ✭✶✳✻✮

➮çìåðèìûìè ïî ìåðå µ áóäóò âñå èçìåðèìûå ïî ❐åáåãó ìíîæåñòâà✱ â òîì

÷èñëå è èìåþùèå áåñêîíå÷íóþ ìåðó✳

❰áîçíà÷èì ÷åðåç ψ êëàññ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé✱ çàäàííûõ íà íåîò✲

ðèöàòåëüíîé ïîëóîñè è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ❐èïøèöà ñ êîýôôèöè✲

åíòîì✱ ðàâíûì åäèíèöå✳ Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ωψ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé

ω (α, β)✱ çàäàííûõ íà ïîëóïëîñêîñòè Pα,β ≡ {α, β : α < β} è òàêèõ✱ ÷òî✿

ω (α, β) =

{

−1 , α + β > ψ (β − α) ,

1 , α + β ≤ ψ (β − α) ,
✭✶✳✼✮

ãäå ψ (ν) ∈ ψ✳ ❒íîæåñòâî Ωψ ✕ ïðîñòðàíñòâî âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ïðå✲

îáðàçîâàòåëÿ Ïðåéñàõà✳ ❮à ðèñ✳ ✶✳✸ ïîêàçàí îäèí èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

✷✶



Ωψ ✭íåèäåàëüíîå ðåëå✮✳ Ñëåäóåò îòìåòèòü✱ ÷òî çíà÷åíèå âûõîäà✱ êîãäà âõîä

íàõîäèòñÿ ìåæäó ïîðîãîâûìè ÷èñëàìè α è β✱ îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì îò✲

ñóòñòâèÿ ëèøíèõ ïåðåêëþ÷åíèé✳

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

-1 -1 -1

1   1   1   1

1   1   1   1   1   1

1   1   1   1   1   1   1    1

1   1   1   1   1   1   1   1   1

1   1   1   1   1   1   1   1

1   1   1   1   1

1   1   1   1

1   1

β

α

Ðèñ✳ ✶✳✸✳ Ýëåìåíò ìíîæåñòâà Ωψ✳

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàòåëü Ïðåéñàõà✱ ñîñòîÿùèé èç êîíå÷íîãî ÷èñ✲

ëà îïåðàòîðîâ R [α, β, x0]✳ ➪ëîê✲ñõåìà òàêîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ïðèâåäåíà

íà ðèñ✳ ✶✳✹✳

✷✷



u(t) x(t)

R1

R2

Rn'

a1

a2

a
n'

b1

b2

bn'

k

Σ

Ðèñ✳ ✶✳✹✳ ➪ëîê✲ñõåìà êîíå÷íîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè ïðåîáðàçîâàòåëÿ

Ïðåéñàõà✳

Òàêèì îáðàçîì✱ êîíå÷íîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïðåîáðàçîâàòåëÿ Ïðåéñà✲

õà ñîäåðæèò n íåèäåàëüíûõ ðåëå R [α, β, x0]✱ èìåþùèõ õàðàêòåðèñòèêó✱ ïî✲

êàçàííóþ íà ðèñ✳ ✶✳✷✳ ➘îïîëíèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû an′✱ bn′ è k çàäàþò

íàêëîí õàðàêòåðèñòèê íåèäåàëüíûõ ðåëå è✱ êàê ñëåäñòâèå✱ ôîðìó õàðàêòå✲

ðèñòèêè ïðåîáðàçîâàòåëÿ Ïðåéñàõà â öåëîì✳

✶✳✶✳✸ ❒îäåëü ➪îóêà✲➶åíà

➘ëÿ îïèñàíèÿ ãèñòåðåçèñíûõ ÿâëåíèé íàðÿäó ñ îïåðàòîðíîé òðàê✲

òîâêîé✱ àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå ìîäåëè✳ ➬à÷àñòóþ✱ ïðè

ýòîì îïèñàíèå ãèñòåðåçèñíîãî áëîêà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ➽÷åðíûé ÿùèê➾

ñ èçâåñòíûìè èç ýêñïåðèìåíòà çíà÷åíèÿìè âõîäíûõ è âûõîäíûõ ïàðàìåò✲

ðîâ✳ ➶çàèìîñâÿçè ìåæäó íèìè óñòàíàâëèâàþòñÿ íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêèõ

çàâèñèìîñòåé✱ ïàðàìåòðû êîòîðûõ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ✳ ❰äíîé èç îñíîâíûõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ ìî✲

äåëåé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ➪îóêà✲➶åíà✱ òàê êàê îíà ïîçâîëÿåò îïèñàòü øèðîêèé

êëàññ ñèñòåì ñ ãèòñðåçèñîì✳

➶ïåðâûå ìîäåëü áûëà îïèñàíà â ❬✻✷✱✻✸❪✱ à ïîçäíåå äîïîëíåíà â ðàáî✲

òàõ ❬✻✹✱✻✺❪✳ ➶ íàñòîÿùåå âðåìÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ìîäåëü ➪îóêà✲➶åíà ïðè✲

ìåíÿåòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ãèñòåðåçèñà â ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ýëåìåíòàõ✱

✷✸



ìàãíèòîðåîëîãè÷åñêèõ àìîðòèçàòîðîâ ❬✻✻❪✱ äåðåâÿííûõ ñîåäèíåíèé ❬✻✼❪✱

èçîëÿöèè ôóíäàìåíòîâ çäàíèé è ñîîðóæåíèé ❬✻✽❪ è ïð✳

➶ îáùåì âèäå ìîäåëü ➪îóêà✕➶åíà îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ñëåäó✲

þùèõ ñîîòíîøåíèé✿

ΦBW (x, t) = αkx(t) + (1− α)Dkz(t), ✭✶✳✽✮

ż = D−1
(

Aẋ− β|ẋ||z|n−1z − γẋ|z|n
)

, ✭✶✳✾✮

ãäå ż✲ïåðåìåííàÿ✱ îïèñûâàþùàÿ ãèñòåðåçèñíóþ òðàåêòîðèþ✳ ➬íà÷åíèÿ α✱

β✱ γ è n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì✳

➶ ñòàòüÿõ ❬✶✼✱ ✶✽✱ ✺✾✱ ✻✾❪ ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ✱ êîòîðûì äîëæ✲

íà óäîâëåòâîðÿòü ìîäåëü ➪îóêà✕➶åíà✳ ❰äíè èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ ✲ àäåê✲

âàòíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è óñòîé÷èâîñòü✳ Ñ÷èòàåòñÿ✱ ÷òî ìîäåëü

óñòîé÷èâà ïî âõîäó✱ åñëè èç îãðàíè÷åííîñòè âõîäíîãî ñèãíàëà✱ ñëåäóåò

îãðàíè÷åííîñòü íà âûõîäå ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ✳ Óêàçàííûå

óñëîâèÿ íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèÿ íà äèàïàçîíû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè✳

❰äíî èç ïðåèìóùåñòâ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ìîäåëè çàêëþ÷àòñÿ â òîì✱

÷òî âàðüèðóÿ ïàðàìåòðû✱ ìîæíî çàäàòü ñêîëü óãîäíî îòëè÷íûå äðóã îò

äðóãà âàðèàíòû ïåòëè ãèñòåðåçèñà✱ íèæå ïðèâåäåì ðàçëè÷íûå âàðèàíòû✱ ñ

óêàçàíèåì çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ✳

➘àëåå â ðàáîòå ïàðàìåòðû ìîäåëè ➪îóêà✲➶åíà íàñòðàèâàþòñÿ òàê✱

÷òîáû èì îòâå÷àëà ìàêñèìàëüíî øèðîêàÿ ïåòëÿ ãèñòåðåçèñà✳ ➚ èìåííî✿

A = 1✱ β = 0.1✱ γ = 0.9✱ n = 4✱ ïðèâåäåì ãðàôèê ✭ðèñ✳ ✶✳✻✮✱ óäîâëåòâîðÿþ✲

ùèé ýòèì çíà÷åíèÿì✳

✷✹



Ðèñ✳ ✶✳✺✳ Ïåòëÿ ãèñòåðåçèñà ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ à✮ A = 10✱ β = 1.1✱

γ = 0.1✱ n = 10❀ á✮ A = 3✱ β = −0.1✱ γ = 0.5✱ n = 2❀ â✮ A = 1✱ β = 0.1✱

γ = 0.9✱ n = 1❀

Ðèñ✳ ✶✳✻✳ Ïåòëÿ ãèñòåðåçèñà✱ îòâå÷àþùàÿ ïàðàìåòðàì ìîäåëè A = 1✱ β =

0.1✱ γ = 0.9✱ n = 4

✷✺



➹ëàâà ✷

➹àðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð

ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåé

ãèñòåðåçèñíîé ñèëû

➹àðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ìà✲

ëûõ êîëåáàíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà✱ êîëåáàíèé ãðóçà íà ïðóæèíå è

ò✳ä✳ Ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ðàçëè÷íûõ

îáëàñòÿõ✱ à èìåííî✱ â ìîäåëÿõ ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ✱ òåî✲

ðèè òâåðäîãî òåëà✱ ïðè îïèñàíèè ýêîíîìè÷åñêèõ è áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì

âîçíèêàþò íåëèíåéíîñòè ãèñòåðåçèñíîãî òèïà✳ ➶ íàñòîÿùåé ãëàâå èçó÷à✲

þòñÿ ðåçîíàíñíûå ñâîéñòâà ñèñòåì✱ â êîòîðûõ ✏ïîäêà÷êà✑ ýíåðãèè â ñèñòå✲

ìó îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì ãèñòåðåçèñíîãî çâåíà ❬✼✵✕✼✷❪✳ Ïðèìåðàìè òàêèõ

ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ êîëåáàíèÿ ôåððîìàãíèòíîãî øàðèêà â ìàãíèòíîì ïîëå✱

êîëåáàíèå ñèñòåì ñâÿçíûõ îñöèëëÿòîðîâ✱ íàõîäÿùèõñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì

ñèë✱ ãèñòåðåçèñíûì îáðàçîì çàâèñÿùèõ îò ñìåùåíèÿ✳ ❰òäåëüíî îòìåòèì✱

÷òî ïîäîáíûå ìîäåëè íàõîäÿò åñòåñòâåííîå ïðèëîæåíèå â ôèçèêå òâåðäîãî

òåëà ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìåæàòîìíûõ âçàèìîäåéñòâèé ñ ó÷➻òîì ðàçëè÷íîãî

ðîäà äåôåêòîâ✱ âîçíèêàþùèõ âñëåäñòâèå ñòàðåíèÿ è èçíîñà ìàòåðèàëà✳ ➮ñ✲

ñëåäóþòñÿ íåîãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñíûìè

çâåíüÿìè ñ îòðèöàòåëüíûì ñïèíîì✳ Òàêæå èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ãèñòåðå✲

çèñíîãî çâåíà íà îñöèëëÿòîð ñ ñóõèì è âÿçêèì òðåíèåì✳ ➪ûëî óñòàíîâëåíî

✷✻



âîçíèêíîâåíèå àâòîêîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ â ñèñòåìàõ ñ ñóõèì è âÿçêèì

òðåíèåì✳

❰òäåëüíàÿ ÷àñòü ãëàâû ïîñâÿùåíà ñèíõðîíèçàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ àâ✲

òîêîëåáàíèé ãàðìîíè÷åñêîé âíåøíåé ñèëîé ❬✺✱✻❪✳ ➘ðóãîå íàçâàíèå ðàññìàò✲

ðèâàåìîãî ÿâëåíèÿ ✕ ✏çàõâàò ÷àñòîòû✑✱ ÷òî îòâå÷àåò èçìåíåíèþ ÷àñòîòû

àâòîêîëåáàíèé ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû✳ Ñóòü ýòîãî ýôôåêòà çàêëþ✲

÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì✿ åñëè â ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû✱ â êîòîðîé ðåàëèçóþòñÿ

óñòîé÷èâûå àâòîêîëåáàíèÿ✱ ââåñòè ãàðìîíè÷åñêîå ñëàãàåìîå✱ òî ïðè íàëè✲

÷èè îïðåäåëåííîé ñâÿçè ìåæäó àìïëèòóäîé è ÷àñòîòàìè àâòîêîëåáàíèé è

âíåøíåé ñèëû âîçìîæíà ðåàëèçàöèÿ êîëåáàíèé íà ÷àñòîòå âûíóæäàþùåé

ñèëû✳ Ðåçóëüòàòû â ýòîé îáëàñòè ïîëó÷åíû ëèøü äëÿ ñèñòåì ñ ôóíêöè✲

îíàëüíûìè íåëèíåéíîñòÿìè✳ Ñèòóàöèÿ✱ êîãäà àâòîêîëåáàíèÿ âîçíèêàþò â

ñèñòåìàõ ñ îïåðàòîðíûìè✱ â ÷àñòíîñòè ãèñòåðåçèñíûìè íåëèíåéíîñòÿìè ê

íàñòîÿùåìó ìîìåíòó íå ðàññìàòðèâàëàñü✳

Òàêæå â ãëàâå èçó÷àåòñÿ äèíàìèêà ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ

âÿçêèì òðåíèåì ïîä âîçäåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû è ãèñòåðåçèñíîãî

áëîêà ôîðìàëèçîâàííîãî ìîäåëüþ Ïðåéñàõà✳ ➶ ïðîöåññå êîìïüþòåðíîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå óêàçàííîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû

îò ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ✱ óñòàíàâëèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîçâîëÿ✲

þùèõ ðåãóëÿðèçîâàòü ïîâåäåíèå ñèñòåìû✱ à òàêæå ïðîâîäèòñÿ òåñò íà õàîñ

✵✲✶ ❬✼✸✱✼✹❪✳ ❒àòåðèàë✱ èçëîæåííûé â íàñòîÿùåé ãëàâå ïîäðîáíî ïðåäñòàâ✲

ëåí â ðàáîòàõ ❬✼✺✕✽✹❪✳

➹ëàâà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì✳ ➶ ðàçäåëå ✷✳✶ ðàññìàòðèâà✲

åòñÿ àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà ñ ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì✱ äëÿ êîòîðîé äîêàçûâà✲

åòñÿ✱ ÷òî åñëè íà÷àëüíîå çíà÷åíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì✱ ïðè êîòîðûõ

ãèñòåðåçèñíîå çâåíî ✏ñðàáàòûâàåò✑✱ òî ñîîòâåòñòâóþùåå åé ðåøåíèå íåîãðà✲

íè÷åííî✳ ➶ ðàçäåëå ✷✳✷ ðàññìàòðèâàþòñÿ îñöèëëÿòîðû ñ ñóõèì è âÿçêèì

òðåíèåì✱ â ñîñòàâ êîòîðûõ âõîäèò ãèñòåðåçèñíûé áëîê✳ ➘îêàçûâàåòñÿ âîç✲

íèêíîâåíèå àâòîêîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ â ïîäîáíûõ ñèñòåìàõ✱ ÷òî ñóùå✲

ñòâåííûì îáðàçîì îòëè÷àåò èõ îò êëàññè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ✱ â êîòîðûõ

â íå çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé✱ ñèñòåìà ñîâåðøàåò çàòóõàþùèå

êîëåáàíèÿ îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ✳ Ðàçäåë ✷✳✸ ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ

✷✼



ñèíõðîíèçàöèè ñ âíåøíåé ñèëîé â ñèñòåìå ñ ðåëåéíûìè íåëèíåéíîñòÿìè✳

Ïîñðåäñòâîì ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà íàõîäèòñÿ ðåøåíèå äëÿ îñöèëëÿòî✲

ðà ñ ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì✱ íàõîäÿùåãîñÿ ïîä ãàðìîíè÷åñêèì âîçäåéñòâè✲

åì✳ Ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü èíòåðâàëà ñèíõðîíèçàöèè îò àìïëèòóäû âíåø✲

íåãî âîçäåéñòâèÿ✳ Ðàçäåë ✷✳✹ ïîñâÿùåí îïèñàíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ âÿçêèì òðåíèåì ïîä âîçäåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé

ñèëû è ãèñòåðåçèñíîãî áëîêà✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ îïåðà✲

òîðà Ïðåéñàõà íà äèíàìèêó óêàçàííîé ñèñòåìû✳ ➚ òàêæå ïðîâîäèòñÿ òåñò

íà õàîñ ✵✲✶ ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëèòü äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû îïèñûâàåìîé

ìîäåëè✳

✷✳✶ ❮åîãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ àâòîíîìíûõ ñè✲

ñòåì ñ ãèñòåðåçèñíûìè çâåíüÿìè ñ îòðèöà✲

òåëüíûì ñïèíîì

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó✱ äèíàìèêà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ çàäà÷åé ✃îøè

ñëåäóþùåãî âèäà✿

ẍ+ ω2x = R[α, β, ω0]x ✭✷✳✶✮

x(0) = x0; ẋ(0) = x1.

ãäå R[α, β, ωr] ✲îïåðàòîð íåèäåàëüíîãî ðåëå ñ îòðèöàòåëüíûì ñïèíîì✱ à ω0

✲íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå✳ Ïîäðîáíîå îïèñàíèå åãî ñâîéñòâ ïðèâîäèòñÿ â ôóí✲

äàìåíòàëüíîé ìîíîãðàôèè ✃ðàñíîñåëüñêîãî ❒✳➚✳ ❬✼❪✳

Òåîðåìà✿ Ïóñòü íà÷àëüíîå çíà÷åíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ x0 /∈
[α, β]✳ Òîãäà îòâå÷àþùåå åìó ðåøåíèå íåîãðàíè÷åííî✳

➘îêàçàòåëüñòâî✿ ➘ëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê ïîëîæèì α = −1✱ β =

1✳ Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ x0 < −1✱ òîãäà íà íåêîòîðîì íà✲

÷àëüíîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè (t ≥ 0) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✮ áóäåò èìåòü

âèä x0 = A1 cos(t+ ϕ0) + 1✱ 0 ≤ t ≤ t0✱ ãäå t1 ìîìåíò âðåìåíè ïðè êîòîðîì

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî x(t1) = 1✳ ✳ ❰÷åâèäíî✱ ÷òî òàêîé ìîìåíò ñóùå✲

ñòâóåò✳ Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✮ íà ïðîìåæóòêå [t1, t2] áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ

✷✽



ñîîòíîøåíèåì x1(t) = A1 cos(t+ϕ1)✳ ➬äåñü t2 ìîìåíò âðåìåíè✱ ïðè êîòîðîì

áóäåò âûïîëíåíî x1(t2) = −1✳ Òàêæå íåñëîæíî ïîêàçàòü✱ ÷òî òàêîé ìîìåíò

âðåìåíè ñóùåñòâóåò✱ òàê êàê ✭x1(t1) = 1✱ òî A1 ≥ 1✮ è ò✳ä✳

Òàêèì îáðàçîì✱ ïðè îòñóòñòâèè ïåðåêëþ÷åíèé ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

✭✷✳✶✮ áóäåò ✏ñêëååíî✑ èç ôóíêöèé ñ ñîîòíîøåíèåì✿

xn(t) = An cos(t+ ϕn) + 1

è ïðè íå÷åòíûõ n✿

xn+1(t) = An+1 cos(t+ ϕn+1)

➮ç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíîé â òî÷êå tn

✭ìîìåíò äîñòèæåíèÿ ïðàâîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ✮ âûòåêàþò ðàâåíñòâà✿











An cos(ϕn) + 1 = An+1 cos(ϕn+1),

−An sin(ϕn) = −An+1 sin(ϕn+1),

An cos(ϕn) + 1 = 1.

✭✷✳✷✮

➶îçâîäÿ ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ✭✷✳✷✮ â êâàäðàò è ñêëà✲

äûâàÿ èõ✱ ïîëó÷èì✿











A2
n cos

2(ϕn) + 2An cos(ϕn) + 1 = A2
n+1 cos

2(ϕn+1),

A2
n sin

2(ϕn) = A2
n+1 sin

2(ϕn+1),

An cos(ϕn) = 0.

✭✷✳✸✮

èëè

{

A2
n + 2An cos(ϕn) + 1 = A2

n+1,

An cos(ϕn) = 0.
✭✷✳✹✮

ñêëàäûâàåì óðàâíåíèÿ ñèñòåìû è ïîëó÷àåì✿

A2
n + 1 = A2

n+1 ✭✷✳✺✮

✷✾



➚íàëîãè÷íî✱ äëÿ ñëåäóþùåãî ïðîìåæóòêà✱ â òî÷êå✱ â êîòîðîé ðåøå✲

íèå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ✲✶ áóäåò èìåòü✿











An+1 cos(ϕn+2) = An+2 cos(ϕn+3) + 1,

−An+1 sin(ϕn+2) = −An+2 sin(ϕn+3),

An+1 cos(ϕn+2) = −1.

✭✷✳✻✮

➶îçâåäåì â êâàäðàò ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû✿











A2
n+1 cos

2(ϕn+2)− 2An+1 cos(ϕn+2) + 1 = A2
n+2 cos

2(ϕn+3),

A2
n+1 sin

2(ϕn+2) = A2
n+2 sin

2(ϕn+3),

An+1 cos(ϕn+2) = −1.

✭✷✳✼✮

➘àëåå ñóììèðóåì èõ✿

{

A2
n+1 − 2An+1 cos(ϕn+2) + 1 = A2

n+2,

An cos(ϕn) = −1.
✭✷✳✽✮

Ïîäñòàâëÿåì çíà÷åíèÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå✱ ïîëó÷àåì✿

A2
n+2 = A2

n+1 + 3 ✭✷✳✾✮

Òîãäà èç ✭✷✳✽✮ è ✭✷✳✾✮ âûòåêàåò✿

A2
n+2 = A2

n + 4

➮íà÷å ãîâîðÿ✱ âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå✿ êàê òîëüêî íà÷àëüíîå

çíà÷åíèå òàêîâî✱ ÷òî ãèñòåðåçèñíîå çâåíî✱ ✏ñðàáàòûâàåò✑✱ òî ñîîòâåòñòâóþ✲

ùåå åìó ðåøåíèå íåîãðàíè÷åííî✳ Ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâà✲

íèÿ ïðåäñòàâëåíû íà ñëåäóþùèõ ðèñóíêàõ✳

➬àìå÷àíèå ✶✳ ❰òìåòèì✱ ÷òî ðåøåíèå áóäåò îñöèëëèðîâàòü è ïðè

ýòîì ñêîðîñòü ðîñòà àìïëèòóäû áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíî
√
t✳

➬àìå÷àíèå ✷✳ Òåîðåìà îñòàåòñÿ âåðíîé è äëÿ äðóãèõ ãèñòåðåçèñíûõ

íåëèíåéíîñòåé✳ ➴äèíñòâåííîå òðåáîâàíèå ê íèì çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëîæèòåëü✲

íîñòè ïëîùàäè ïåòëè è îáõîäå ïåòëè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå✳

✸✵



Ðèñ✳ ✷✳✶✳ Ðåøåíèå è ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✮ ñ çàäàííûìè íà÷àëü✲

íûìè óñëîâèÿìè✳

✷✳✷ Ñèñòåìû ñ ñóõèì è âÿçêèì òðåíèåì

➴ñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ñè✲

ñòåìû ñ ðàçëè÷íûìè âèäàìè òðåíèÿ ✭ñóõîãî è âÿçêîãî✮✳

ẍ+ 2bẋ+ ω2x = R[α, β, ω0]x ✭✷✳✶✵✮

x(0) = x0; ẋ(0) = x1.

➶ äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü✱ ÷òî ïîðîãîâûå ÷èñëà íåèäåàëüíîãî ðå✲

ëå ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò✳ Ðàññìàòðèâàÿ äèíàìèêó

ðåøåíèÿ✱ ìîæíî îòìåòèòü✱ ÷òî✱ êàê òîëüêî àìïëèòóäà ðåøåíèÿ ñòàíîâèòñÿ

äîñòàòî÷íî âåëèêà✱ òî ðàáîòà ñèëû òðåíèÿ óðàâíîâåøèâàåò ýíåðãèþ✱ ïîëó✲

÷åííóþ îñöèëëÿòîðîì îò ãèñòåðåçèñíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ✳ Ðàññìîòðèì äâà

ñëó÷àÿ✱ ñâÿçàííûõ ñ ðàçëè÷íûì âèäîì êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ✲

íåíèÿ ëèíåéíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✵✮✳

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ✭✷✳✶✵✮ ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè✳

ẍ+ + 2bẋ+ + ω2x+ = 1 ✭✷✳✶✶✮

ẍ− + 2bẋ− + ω2x− = −1 ✭✷✳✶✷✮

Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé✳ Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ áóäåò èìåòü âèä✿

x+(t) =
1

ω2
+ C1 exp

[

t
(

−b−
√

b2 − ω2
)]

+ C2 exp
[

t
(

−b+
√

b2 − ω2
)]

✭✷✳✶✸✮

✸✶



❰÷åâèäíî✱ ÷òî 1
ω2 áóäåò ÿâëÿòüñÿ åãî àñèìïòîòè÷åñêèì ïðåäåëîì✱ ïî✲

ýòîìó â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà α < 1
ω2 ✱ β > − 1

ω2 ïðè íåêîòîðîì T ✱

áóäåò âûïîëíåíî ðàâåíñòâî x+ = −α✳ ➘àëüíåéøàÿ äèíàìèêà áóäåò îïðåäå✲

ëÿòüñÿ ïîñðåäñòâîì óðàâíåíèÿ ñî çíà÷åíèå ïðåîáðàçîâàòåëÿ íåèäåàëüíîãî

ðåëå −α = −1✳ Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì✱ ëåãêî óñòàíîâèòü✱ ÷òî

ïðè íåêîòîðîì T1 ðåøåíèå ïðèìåò çíà÷åíèå α ✳ ➶ ñèëó àâòîíîìíîñòè óðàâ✲

íåíèé ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì ðåøåíèÿ áóäåò ÿâëÿåòüñÿ ïåðèîäè÷åñêè✲

ìè✳ Ïåðèîä íàéäåì èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé

x+(t) = C1 exp (tλ1) + C2 exp (tλ2) ✭✷✳✶✹✮

x−(t) = C3 exp (tλ3) + C4 exp (tλ4) ✭✷✳✶✺✮

ãäå

C1 =

(

1 + ω2
) (

−b+
√
b2 − ω2

)

2ω2
√
b2 − ω2

,

C2 =

(

1 + ω2
) (

b+
√
b2 − ω2

)

2ω2
√
b2 − ω2

,

C3 = −
(

−1 + ω2
) (

−b+
√
b2 − ω2

)

2ω2
√
b2 − ω2

,

C4 = −
(

1 + ω2
) (

b+
√
b2 − ω2

)

2ω2
√
b2 − ω2

,

λ1 = λ3 = −b−
√
b2 − ω2,

λ2 = λ4 = −b+
√
b2 − ω2.

✭✷✳✶✻✮

Ïðè ýòîì ïåðèîä êîëåáàíèÿ áóäåò îïðåäåëÿòü ñîîòíîøåíèå ✭✷✳✶✼✮✿

T =
π√

b2 − ω2
✭✷✳✶✼✮

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé✱ êîãäà êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå✲

íèÿ ëèíåéíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✵✮ ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî✲ñîïðÿæåííûìè✳

Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ìîæíî çàïèñàòü â ñëå✲

äóþùåì âèäå✿

x(t) = exp (−bt) [B cos(ωt) + C sin(ωt)]− 1

ω2
0

✭✷✳✶✽✮

✸✷



ãäå ω =
√

b2 − ω2
0✳

Ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ✱ ïîëó÷èì✿

− 1

ω2
0

+
1 + ω2

0

ω2
0

√

1 +

(

b

ω

)2

exp (−bt) sin






ωt+ arcsin







1
√

1 +
(

b
t

)2












= 1✭✷✳✶✾✮

Ôàçîâûé ïîðòðåò è ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå ✷✳✷✳

Ðèñ✳ ✷✳✷✳ Ðåøåíèå è ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✵✮ ñ çàäàííûìè íà✲

÷àëüíûìè óñëîâèÿìè✳

❰òìåòèì✱ ÷òî ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà b = 1 ïðîèñõîäèò

áèôóðêàöèÿ✱ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåçêîìó èçìåíåíèþ ïåðèîäà✳

Ðèñ✳ ✷✳✸✳ ✃îëåáàíèÿ â ñèñòåìå ✭✷✳✶✵✮ ïðè b = 0.9 è b = 1.1✳

Ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ñ ñóõèì òðåíèåì è ãèñòåðåçèñ✲

íûì âíåøíèì âîçäåéñòâèåì✱ îïèñûâàåìûå ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì✿

✸✸



ẍ+ ηsign(ẋ) + x = R[α, β, ω0]x ✭✷✳✷✵✮

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ✭✷✳✷✶✮ íà ẋ è èíòåãðèðóÿ ïî ïåðèîäó T ïî✲

ëó÷èì✿
∫ T

0

1

2

d

dt
(ẋ2 + x2) = −ηsign(ẋ)ẋ+ ẋR[α, β, ω0]x ✭✷✳✷✶✮

∆E = −η
∫ T

0

|ẋ|dt+ Sp ✭✷✳✷✷✮

➮ç ñîîòíîøåíèÿ ✭✷✳✷✷✮ ñëåäóåò✱ ÷òî ïðèðàùåíèå ýíåðãèè áóäåò ïîëî✲

æèòåëüíî✱ åñëè ðàáîòà ñèë òðåíèÿ áóäåò ìåíüøå ïëîùàäè ïåòëè è îòðèöàòåëüíà✲

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå✳ Òàêèì îáðàçîì èçó÷àåìóþ ñèñòåìó ìîæíî òðàêòîâàòü✱

êàê ñèñòåìó ñ îòðèöàòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ✳ ❰òìåòèì✱ ÷òî íà óñòàíîâèâ✲

øèõñÿ ðåæèìàõ áóäåò âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå 2(xmax − xmin)η = Sp✱ ÷òî

îçíà÷àåò✱ ÷òî àìïëèòóäà êîëåáàíèé áóäåò òàêîâà✱ ÷òî ðàáîòà ñèëû òðåíèÿ

íà ïåðèîäå áóäåò ðàâíà ïëîùàäè ïåòëè✳

Ðèñ✳ ✷✳✹✳ ✃îëåáàíèÿ â ñèñòåìå✭✷✳✷✶✮ ïðè η = 0.5✳

✃àê âèäíî èç ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ✱ ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿ✲

òîð ñ ñóõèì è âÿçêèì òðåíèåì✱ íàõîäÿùèéñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ãèñòåðåçèñ✲

íîé âíåøíåé ñèëû ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ãàðìî✲

íè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà✱ ãäå â íåçàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé✱ ñèñòå✲

ìà ñîâåðøàåò çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ✳

✸✹



✷✳✸ ✏➬àõâàò✑ ÷àñòîòû â ñèñòåìå ñ ðåëåéíîé íåëè✲

íåéíîñòüþ✿ ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà

Ñèíõðîíèçàöèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé ãàðìîíè÷åñêîé âíåø✲

íåé ñèëîé äàâíî èçó÷åííîå ÿâëåíèå✱ ñôîðìóëèðîâàòü êîòîðîå ìîæíî ñëåäó✲

þùèì îáðàçîì✳ ✃àê òîëüêî ÷àñòîòà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ñòàíîâèòñÿ áëèç✲

êà ê ÷àñòîòå ñâîáîäíûõ àâòîêîëåáàíèé✱ ïðîèñõîäèò ñèíõðîíèçàöèÿ ✭✏çà✲

õâàò✑✮ ÷àñòîòû✳ Ðàññìîòðèì àâòîêîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó ñ îäíîé ñòåïåíüþ

ñâîáîäû✱ íàõîäÿùåéñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëû ñ ÷à✲

ñòîòîé ω✱ êîòîðàÿ áëèçêà ê ÷àñòîòå ñâîáîäíûõ àâòîêîëåáàíèé✳

ẍ+ 2bẋ+ ω2
0x = R[α, β, ωr]x+B1 sinωt. ✭✷✳✷✸✮

➘ëÿ àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé òàêîé ñèñòåìû èñïîëüçóåòñÿ ìå✲

òîä ìàëîãî ïàðàìåòðà✱ ïîçâîëÿþùèé ïðîâåñòè èäåíòèôèêàöèþ ïðîöåññà

✏çàõâàòà✑ ÷àñòîòû âíåøíåãî ãàðìîíè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ àâòîíîìíîé ñè✲

ñòåìîé ñ ãèñòåðåçèñîì✳ ➘ëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì èñõîäíîå óðàâíåíèå â âèäå✿

ẍ+ ω2
0x = ε (−2bẋ+R[α, β, ωr]x+B1 sinωt) , ✭✷✳✷✹✮

ãäå ε ✕ ìàëûé ïàðàìåòð✳ Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ áóäåì èñêàòü â ñëåäóþùåì

âèäå✿

x = A cosψ + εu1 (A,ψ) + . . . , ✭✷✳✷✺✮

ãäå ψ = ωt+ϕ(t)✱ à u1 (A,ψ) ✕ íåèçâåñòíûå ôóíêöèè✱ íå ñîäåðæàùèå ðåçî✲

íàíñíûõ ñëàãàåìûõ✳ A è ϕ ✕ àìïëèòóäà è ôàçà êîëåáàíèé✱ ñîîòâåòñòâåííî✱

óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì✿

Ȧ = εf1 (A,ϕ) + . . . ; ϕ̇ = −∆+ εF1 (A,ϕ) + . . . , ✭✷✳✷✻✮

❛ ∆ = ω−ω0 ✕ ðàññòðîéêà ÷àñòîòû✳ F1, f1 ✕ íåèçâåñòíûå ôóíêöèè✱ êîòîðûå

ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ èç óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ðåçîíàíñíûõ ñëàãàåìûõ â

ôóíêöèè u1✳ Ïîäñòàâëÿÿ îáùèé âèä ðåøåíèÿ â èñõîäíîå óðàâíåíèå✱ ñ ó÷å✲

òîì óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóäû è ôàçû êîëåáàíèé✳ ➮ñïîëüçóÿ îïèñàííûå

✸✺



îïðåäåëåíèÿ íàéäåì ẋ è ẍ✿

ẋ = Ȧ cosψ − A sinψψ̇ + εu̇1ω; ✭✷✳✷✼✮

ẍ = Ä cosψ − 2Ȧ sinψψ̇ − A cosψψ̇2 − A sinψψ̈ + εü1ω
2. ✭✷✳✷✽✮

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ✭✷✳✷✹✮✱ à òàêæå

èñïîëüçóåì óðàâíåíèÿ✭✷✳✷✻✮✿

ẍ+ ω2
0x = Ä cosψ − 2Ȧ sinψψ̇ − A cosψψ̇2 − A sinψψ̈ + εü1ω

2+

+ω2
0A cosψ + ω2

0εu1 = εü1ω
2 + ω2

0εu1 −
(

2Ȧψ̇ + Aψ̈
)

sinψ+

+
(

Ä− Aψ̇2 + ω2
0A
)

cosψ =

= εü1ω
2 + ω2

0εu1 −
(

2εf1 (−∆+ εF1) + A ˙(−∆+ εF1)
)

sinψ+

+
(

˙εf1 − A(−∆+ εF1)
2 + ω2

0A
)

cosψ;

✭✷✳✷✾✮

➘ëÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ✭✷✳✷✹✮ àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì✿

ε (−2bẋ+R[α, β, ωr]x+ f(t)) =

= ε
(

R[α, β, ωr]x− 2b
(

Ȧ cosψ − A sinψψ̇ + εu1ω)
)

+ f(t)
)

=

= ε (R[α, β, ωr]x− 2bεf1 cosψ + 2bA (−∆+ εF1) sinψ + εu1ω + f(t)) .

✭✷✳✸✵✮

ïðèðàâíèâàÿ â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ ñëàãàåìûå îäíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè✱

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè u1✿

ω2∂
2u1
∂ψ2

+ ω2
0u1 =

(

2ω0f1 − A
∂F1

∂ϕ
∆

)

sinψ +

(

2ω0AF1 − A
∂f1
∂ϕ

∆

)

cosψ −

−AR[α, β, ωr]x cosψ + f(t).✭✷✳✸✶✮

➮ç óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ðåçîíàíñíûõ ÷ëåíîâ â ôóíêöèè u1(A,ψ) ✭ðàâåí✲

ñòâî íóëþ ìíîæèòåëåé ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ✮ ïîëó÷èì ñëåäóþùèå

óðàâíåíèÿ äëÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé F1✱ f1✿

2f1−A
∆

ω0

∂F1

∂ϕ
= −2βA−B1

ω
sinϕ, 2AF1+

∆

ω0

∂f1
∂ϕ

= AR[α, β, ωr]x−
B1

ω
cosϕ.

✭✷✳✸✷✮

✸✻



×àñòíîå ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû èìååò âèä✿

f1 = −βA− B1 sinϕ

ω + ω0
, F1 =

R[α, β, ωr]x

2
− B1 cosϕ

A(ω + ω0)
. ✭✷✳✸✸✮

Òîãäà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî ε èç ✭✷✳✸✸✮ è ✭✷✳✷✻✮✱ à òàêæå ñ ó÷åòîì

óñëîâèÿ u1(A,ψ) = 0 áóäåì èìåòü✿

Ȧ = −βA− B1 sinϕ

ω + ω0
, ϕ̇ = −∆+

R[α, β, ωr]x

2
− B1 cosϕ

A(ω + ω0)
. ✭✷✳✸✹✮

×èñëåííûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû è ôàçû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå ✷✳✺✳

➚ìïëèòóäà è ôàçà êîëåáàíèé✱ à òàêæå àìïëèòóäíî✲ôàçîâûé ïîðòðåò ïðåä✲

Ðèñ✳ ✷✳✺✳ ➚ìïëèòóäà è ôàçà êîëåáàíèé✳

ñòàâëåí íà ðèñóíêàõ ✷✳✺✱✷✳✻✳ ➘ëÿ àìïëèòóäíî✲ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû

✭✷✳✸✹✮ õàðàêòåðíî ñëîæíîå ïîâåäåíèå✱ ñ ìíîæåñòâîì ñàìîïåðåñå÷åíèé✳

❮à ðèñóíêå ✷✳✼ ïðåäñòàâëåíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû ✭✷✳✷✸✮ ñîâìåñòíî

Ðèñ✳ ✷✳✻✳ ➚ìïëèòóäíî✲ôàçîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà óðàâíåíèÿ✭✷✳✸✹✮✳

ñ ãðàôèêîì âîçìóùàþùåé ñèëû✱ à òàêæå ïîâåäåíèåì ñèñòåìû áåç âíåøíåãî

âîçäåéñòâèÿ✳ ✃àê ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåííûõ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ✱ ïðè

✸✼



à✮ á✮ â✮

Ðèñ✳ ✷✳✼✳ à✮ ×èñëåííîå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû ✭✷✳✷✸✮❀ á✮➶îçìóùàþùàÿ

ñèëà❀ â✮ Ïîâåäåíèå ñèñòåìû áåç âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ✳

✏ïåðåêëþ÷åíèè✑ íåèäåàëüíîãî ðåëå ãðàôèê ðåøåíèÿ ïåðåñòàåò áûòü ãëàä✲

êîé ôóíêöèåé✳ ➚íàëèçèðóÿ ïîëó÷åííîå ðåøåíèå✱ ìîæíî îòìåòèòü✱ ÷òî ïî✲

ìèìî îñíîâíûõ ãàðìîíèê îíî ñîäåðæèò è ãàðìîíèêè ìåíüøåé àìïëèòóäû✳

➘ëÿ íàãëÿäíîñòè ñèíõðîíèçàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé îòäåëüíî

ïðèâåäåì ãðàôèê✱ îòðàæàþùèé âíåøíåå âîçìóùåíèå✱ à òàêæå ãðàôèê ïî✲

âåäåíèÿ ñèñòåìû ✭✷✳✷✸✮ áåç âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ✳

❰òìåòèì✱ ÷òî ÿâëåíèå ñèíõðîíèçàöèè ÷àñòîòû ñâîáîäíûõ àâòîêîëåáàíèé

ñ ÷àñòîòîé âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ îñóùåñòâèìî è äëÿ ñèñòåì ñîäåðæàùèõ

ãèñòåðåçèñíóþ íåëèíåéíîñòü✳ Ñ ðîñòîì àìïëèòóäû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ

ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå èíòåðâàëà ÷àñòîòû✭∆✮✱ ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò

✏çàõâàò✑✳ Ðèñóíîê ✷✳✽ îòðàæàåò çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû âíåøíåé ñèëû îò

÷àñòîòû ïåðèîäè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ✱ ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò ✏çàõâàò✑ âíåø✲

íèõ ÷àñòîò ñèñòåìîé✳

✷✳✹ Õàîñ è ðåãóëÿðíàÿ äèíàìèêà îñöèëëÿòîðà

â ñèñòåìàõ ñ ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì

Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü✱ ñîñòîÿùóþ èç îïåðàòîðíî

✲äèôôåðåíöèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé✳ ➴å ïðîòîòèïîì ÿâëÿåòñÿ ðåàëüíàÿ ñè✲

ñòåìà✱ à èìåííî✱ æåëåçíûé ìàÿòíèê ñ äåìïôèðîâàíèåì íàõîäÿùèéñÿ â

ìàãíèòíîì ïîëå✳ Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ✱ îïèñûâàþùåãî ìîäåëü✱ ñîäåð✲

æèò ãèñòåðåçèñíóþ íåëèíåéíîñòü✱ ïðåäñòàâëåííóþ îïåðàòîðîì Ïðåéñàõà✳

✸✽



Ðèñ✳ ✷✳✽✳ ❰áëàñòü çàõâàòà ÷àñòîòû✳

➶ ïðîöåññå êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå óêà✲

çàííîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû îò ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ✱ óñòàíàâëèâàþòñÿ

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîçâîëÿþùèõ ðåãóëÿðèçîâàòü ïîâåäåíèå ñèñòåìû✱ à

òàêæå ïðîâîäèòñÿ òåñò íà õàîñ ✵✲✶ ❬✼✸✱✼✹❪✳

Óêàçàííûé òåñò ïîçâîëÿåò ðàçëè÷èòü ðåãóëÿðíóþ✿ ïåðèîäè÷åñêóþ èëè

êâàçèïåðèîäè÷åñêóþ äèíàìèêó îò õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè✳ ➚ëãîðèòì ðàáî✲

òàåò íåïîñðåäñòâåííî ñ âðåìåííûìè ðÿäàìè è íå òðåáóåò ðåêîíñòðóêöèè

ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà✳ ➪ëàãîäàðÿ ýòîìó èñïîëüçîâàíèå òåñòà âîçìîæíî

äëÿ àíàëèçà ðàçëè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé✱ à òàêæå âðåìåí✲

íûõ ðÿäîâ â ðåàëüíîì ìèðå✳ Òåñò îñíîâàí íà ñëåäóþùåì àëãîðèòìå✿ íà

âõîä ïðîãðàììû ïîäàåòñÿ âðåìåííîé ðÿä✱ à âûõîäîì ÿâëÿåòñÿ íåêîå çíà✲

÷åíèå ïðèíàäëåæàùèå èíòåðâàëó ❬✵✱ ✶❪✱ ãäå ✶ ✲ ñîîòâåòñòâóåò õàîòè÷åñêîì

ïîâåäåíèþ â ñèñòåìå✱ ✵ ✲ ðåãóëÿðíîé äèíàìèêå✳ ❒íîãèå ýôôåêòû â ìå✲

õàíèêå✱ òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè✱ ýêîíîìèêå è ò✳ä✳ êà÷åñòâåííî ìîäåëèðóþòñÿ

ãèñòåðåçèñíûìè íåëèíåéíîñòÿìè✱ â ÷àñòíîñòè ïðè ïîìîùè ìîäåëè Ïðåéñà✲

õà✱ ïîäðîáíî îïèñàíèå✱ êîòîðîé áûëî äàíî â ❬✼✱ ✽❪✳ ➶ òî âðåìÿ êàê âîç✲

íèêíîâåíèå ãèñòåðåçèñíîãî ïîâåäåíèÿ â ðàçëè÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòå✲

ìàõ èçó÷åíî äîâîëüíî õîðîøî✱ èññëåäîâàíèé✱ ïîñâÿùåííûõ ðàññìîòðåíèþ

ñèñòåì✱ â êîòîðûõ ãèñòåðåçèñíûå áëîêè âõîäÿò â ñîñòàâ âíåøíåãî âûíóæäà✲

þùåãî âîçäåéñòâèÿ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå✳ ➶ ðàçäåëå ðàñøèðåíû ðåçóëüòàòû

✸✾



èññëåäîâàíèé✱ ïðèâåäåííûõ â ðàáîòå ❬✺✶❪✳ ➪îëåå ïîäðîáíî ðàññìàòðèâà✲

ëàñü äèíàìèêè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ âÿçêèì òðåíèåì ïîä âîçäåéñòâèåì

ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû è ãèñòåðåçèñíîãî áëîêà ôîðìàëèçîâàííîãî ìîäåëüþ

Ïðåéñàõà✳ Òàê êàê îïåðàòîð Ïðåéñàõà ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíûì àíàëîãîì

ïðåîáðàçîâàòåëÿ✱ ñîñòîÿùåãî èç ñåìåéñòâà íåèäåàëüíûõ ðåëå ñîåäèíåííûõ

ïàðàëëåëüíî✱ òî áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè ðåçóëüòàòîâ ìî✲

äåëèðîâàíèÿ îò ÷èñëà ðåëå✳ ➪ûëè ïîñòðîåíû áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû

è îïðåäåëåíû èíòåðâàëû✱ îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì äèíàìè÷åñêèì ðåæèìàì

ñèñòåìû✳

✷✳✹✳✶ ➶ëèÿíèå ãèñòåðåçèñíîãî áëîêà

❒àòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îñöèëëÿòîðà ñ ìàëûì âÿçêèì òåðíèåì è ãè✲

ñòåðåçèñíûì çâåíîì✱ ïîä âîçäåéñòâèåì ãàðìîíè÷åñêîé ñèëû îïèñûâàåòñÿ

ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëî✲

âèÿìè✳

ẍ+ γx+ ω2
0x = A sinωt+ Ey(t). ✭✷✳✸✺✮

➹èñòåðåçèñíàÿ íåëèíåéíîñòü â óðàâíåíèè y(t) ✲ ýòî îïåðàòîð Ïðåéñàõà✱ óäî✲

âëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ✿

y(t) = y[t0, η0](t) =

∫

Ω

Rω[t0, η0(ω)]x(t)dµ, t ≥ t0, ✭✷✳✸✻✮

ãäå y(t) ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì✱ à x(t) âõîäîì✳ Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ïðåîáðàçî✲

âàòåëÿ ïðèâåäåíî â ãëàâå ✶✳

➶ ðàáîòå ❬✺✶❪ áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèå îñöèëëÿòî✲

ðà✱ äèíàìèêà êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ✭✷✳✸✺✮✳ ➪ûëî óñòàíîâëåíî✱

÷òî â âàðüèðîâàíèå ïàðàìåòðà E ñóùåñòâåííûì îáðàçîì âëèÿåò íà ïîâåäå✲

íèå îñöèëëÿòîðà✳ ➚ èìåííî✱ ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà E = 1.1 îñöèëëÿòîð

ñîâåðøàåò ðåãóëÿðíûå êîëåáàíèÿ✱ à ïðè çíà÷åíèè E = 1.6 íàáëþäàåòñÿ

õàîòè÷åñêîå äâèæåíèå✳ ❰ïèñàííûå â ñòàòüå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëÿþò çíà✲

÷èòåëüíûé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíîñòè óïðàâëåíèÿ õàîòè÷åñêîé

äèíàìèêè â ñèñòåìàõ ñ ãèñòåðåçèñíûìè áëîêàìè✱ ïîýòîìó îñíîâûâàÿñü íà

✹✵



óæå èìåþùèõñÿ ðåçóëüòàòàõ✱ áûëî ïðîâåäåíî áîëåå ïîäðîáíîå èññëåäîâà✲

íèå óðàâíåíèÿ ✭✷✳✸✺✮✳

➹èñòåðåçèñíûé áëîê ïðåäñòàâëåí îïåðàòîðîì Ïðåéñàõà✱ êîòîðûé ÿâ✲

ëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíûì àíàëîãîì ïðåîáðàçîâàòåëÿ✱ ñîñòîÿùåãî èç ñåìåéñòâà

íåèäåàëüíûõ ðåëå ñîåäèíåííûõ ïàðàëëåëüíî✳ Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõî✲

äèìîñòü èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû✱ îò êîëè÷åñòâà ðåëå

âõîäÿùèõ â ìîäåëü✳ Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà áûëà ïðîâåäåíà

â ïðîãðàììå ▼❆❚▲❆❇✳ Ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ ãèñòåðåçèñíîãî áëîêà ïðèíàä✲

ëåæàò èíòåðâàëó îò [−1, 1]✱ à øàã äèñêðåòèçàöèè çàäàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî

â àëãîðèòìå✳ ❮à äàííîì ýòàïå âîçíèêàåò îñîáåííîñòü✿ ïðè èçìåíåíèè øàãà

äèñêðåòèçàöèè ïîñëåäîâàòåëüíî✱ íàïðèìåð ✶✱ ✵✳✾✱ ✵✳✽✱ êîëè÷åñòâî ðåëå îñòà✲

åòñÿ íåèçìåííûì✳ Ñâÿçàíî ýòî ñ îñîáåííîñòüþ àëãîðèòìà✱ à èìåííî ñ òåì✱

÷òî ìîäåëü óñòðîåíà òàê✱ ÷òî ïðè âûáîðå ðàçíîé äèñêðåòèçàöèè✱ íàïðèìåð✱

h = 1 è h = 0.7✱ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà çàïîëíÿåòñÿ òåì æå êîëè÷åñòâîì

ðåëå✱ íî ñäâèíóòîì â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ✭ðèñ✳ ✷✳✾à✮✳ Ïîýòîìó äëÿ ïðî✲

âåäåíèÿ èññëåäîâàíèÿ✱ áûëè ïîäîáðàíû íàáîðû çíà÷åíèé✱ òàê✱ ÷òîáû èõ

ìåíüøåå ìíîæåñòâî áûëî ïîäìíîæåñòâîì áîëüøåãî ✭ðèñ✳ ✷✳✾á✮✳ ➪ûëî óñòà✲

Ðèñ✳ ✷✳✾✳ ➬àïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé îïåðàòîðà Ïðåéñàõà ïðè ðàç✲

ëè÷íîì øàãå äèñêðåòèçàöèè à✮ h = 1 è h = 0.7 á✮ h = 0.1 è h = 0.2

íîâëåíî✱ ÷òî ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà E = 1.6 ✲ ñîîòâåòñòâóþùåì õàîòè÷å✲

ñêîìó ïîâåäåíèþ ñèñòåìû✱ çíà÷èòåëüíîå óìåíüøåíèå øàãà äèñêðåòèçàöèè✱

â ✶✵✵ ðàç✱ íå ïðèâîäèò ê ðåãóëÿðèçàöèè â ñèñòåìå✳ Ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó✲

÷àÿ E = 1.1 ✲ ñîîòâåòñòâóþùåì ðåãóëÿðíûì êîëåáàíèÿì✱ óâåëè÷åíèå øàãà

✹✶



äèñêðåòèçàöèè â ✺ ðàç✱ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè â

ïîâåäåíèè îñöèëëÿòîðà ✭✷✳✸✺✮✳

❮èæå ïðèâåäåì áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó â çàâèñèìîñòè îò ïàðà✲

ìåòðà E✳ Ðèñ✳ ✷✳✶✵ îòðàæàåò ñëîæíîå ïîâåäåíèå â óðàâíåíèè ✭✷✳✸✺✮✳ ❰÷å✲

Ðèñ✳ ✷✳✶✵✳ ➪èôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✶✮ â çàâèñèìîñòè îò

ïàðàìåòðà E ïðè A = 0.5✱ γ = 0.1✱ ω2
0 = 1✱ ω = 1

âèäíî✱ ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà E✱ äèíàìèêà îñöèëëÿòîðà èç ðåãóëÿð✲

íîé ïåðåõîäèò â õàîòè÷åñêóþ✳ ➘ëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ äàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ

áûë ïðîâåäåí òåñò ✵✲✶ íà õàîñ✳ ✃àê îòìå÷àëîñü ðàíåå✱ äàííûé òåñò✱ â îò✲

ëè÷èå îò ïîêàçàòåëåé ❐ÿïóíîâà✱ íå òðåáóåò âîññòàíîâëåíèå ïðîñòðàíñòâà

ñîñòîÿíèé✳ ❮à âõîä àëãîðèòìà ïîäàåòñÿ âðåìåííîé ðÿä✱ âûõîä ïðåäñòàâëåí

îäíèì çíà÷åíèåì✿ ✶ ✲ ñîîòâåòñòâóåò õàîòè÷åñêîì ïîâåäåíèþ â ñèñòåìå✱ ✵ ✲

ðåãóëÿðíîé äèíàìèêå✳ ❰òìåòèì✱ ÷òî ôàêòè÷åñêè àëãîðèòì âûäàåò íåêîå

çíà÷åíèå✱ ëåæàùåå â èíòåðâàëå îò ✵ äî ✶✳ Òàê ïðè ôèêñèðîâàííîì íàáîðå

ïàðàìåòðîâ A = 0.5✱ γ = 0.1✱ ω2
0 = 1✱ ω = 1 è E = 1.1 áûëî ïîëó÷åíî✲

✵✳✶✽✻✵✱ à ïðè E = 1.6 ✲ ✵✳✾✽✹✾ ✳

✹✷



✷✳✹✳✷ ➘èíàìèêà îñöèëëÿòîðà â çàâèñèìîñòè îò ïàðà✲

ìåòðîâ ìîäåëè

➘ëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ ïîñòðîèì áèôóðêàöèîííûå äèàãðàì✲

ìû äëÿ îñöèëëÿòîðà ✭✷✳✸✺✮ â çàâèñèìîñòè îò ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòå✲

ìû✳ ➮ññëåäîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ✱ îòðàæåííûõ íà äèàãðàììàõ â

çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ➚ è ω✱ ïîêàçàëî✱ ÷òî âàðüèðîâàíèå ëèøü îä✲

íîãî èç íèõ íå ïîçâîëÿåò ðåãóëÿðèçèðîâàòü ïîâåäåíèå îñöèëëÿòîðà✳ Ïðè

ýòîì èçìåíåíèå γ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì âëèÿåò íà äèíàìèêó óðàâíåíèÿ✳

Ïðèâåäåì áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✷✳✸✺✮ â çàâèñèìîñòè

îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà âÿçêîãî òðåíèÿ γ äëÿ E = 1.1 è E = 1.6✳ ➚íàëèç

Ðèñ✳ ✷✳✶✶✳ ➪èôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✷✳✸✺✮â çàâèñèìî✲

ñòè îò ïàðàìåòðà γ ïðè A = 0.5✱ ω2
0 = 1✱ ω = 1✱ E = 1.1✭ñëåâà✮ è

E = 1.6✭ñïðàâà✮

ãðàôèêîâ íà ðèñ✳ ✷✳✶✶ ïîêàçûâàåò✱ ÷òî ïðè γ ≈ 0.2 ïðîèñõîäèò èçìåíå✲

íèå â õàðàêòåðå äâèæåíèÿ îñöèëëÿòîðà ✭✷✳✸✺✮✳ ➘ëÿ òîãî✱ ÷òîáû îòñëåäèòü

ïðè êàêîì èìåííî çíà÷åíèè ïàðàìåòðà γ â ñèñòåìå íà÷èíàþò íàáëþäàòüñÿ

ðåãóëÿðíûå êîëåáàíèÿ ïðèâåäåì ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ

✭✷✳✸✺✮✳

➶ òàáëèöå ✷✳✶ ïðèâåäåì çíà÷åíèÿ òåñòà ✵✲✶ íà õàîñ ïðè çíà÷åíèÿõ ïà✲

ðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ ✭✷✳✸✺✮ îòðàæåííûõ íà ðèñ✳ ✷✳✶✷ è ✷✳✶✸✳ Òàê êàê äàæå

ïðè ðåãóëÿðíîì ðåæèìå äâèæåíèÿ✱ êîëåáàíèÿ â ñèñòåìå íîñÿò ñëîæíûé

✭äâóõ èëè òðåõ÷àñòîòíûé õàðàêòåð✮✱ òî ïîëó÷àåìûå çíà÷åíèÿ òåñòà ✵✲✶ ñó✲

✹✸



Ðèñ✳ ✷✳✶✷✳ Ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✷✳✸✺✮ ïðè A = 0.5✱

ω2
0 = 1✱ ω = 1✱ E = 1.1✱ γ = 0.22✭ñëåâà✮ è γ = 0.25✭ñïðàâà✮

Ðèñ✳ ✷✳✶✸✳ Ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✷✳✸✺✮ ïðè A = 0.5✱

ω2
0 = 1✱ ω = 1✱ E = 1.6✱ γ = 0.17✭ñëåâà✮ è γ = 0.22✭ñïðàâà✮

ùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ✵✳ ➮ç óêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâ âèäíî✱ ÷òî ïðè çà✲

äàííûõ çíà÷åíèÿõ✱ à èìåííî A = 0.5✱ ω2
0 = 1✱ ω = 1✱ óâåëè÷åíèå âÿçêîãî

òðåíèÿ γ✱ ïðèâîäèò ê ðåãóëÿðèçàöèè ïîâåäåíèÿ â ñèñòåìå✳

✷✳✹✳✸ ➶ëèÿíèå àìïëèòóäû âûíóæäàþùåãî âîçäåéñòâèÿ

➮ññëåäóåì âëèÿíèå ïàðàìåòðà A íà ïîâåäåíèå îñöèëëÿòîðà ✭✷✳✸✺✮✱

íèæå ïðèâåäåíû áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

γ = 0.1✱ ω2
0 = 1✱ ω = 1✱ E = 1.1 è E = 1.6✳ ❰òìåòèì ñóùåñòâåííîå âëè✲

ÿíèå àìïëèòóäû âûíóæäàþùåé ñèëû íà ïîâåäåíèå îñöèëëÿòîðà✳ Ïîâåäå✲

íèÿ îñöèëëÿòîðà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè äâóõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà E = 1.1

✹✹



Òàáëèöà ✷✳✶✳ ➬íà÷åíèÿ òåñòà ✵✲✶

➬íà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû Ïàðàìåòð âÿçêîãî

òðåíèÿ

Ïîêàçàòåëü òåñòà

✵✲✶

A = 0.5✱ ω2
0 = 1✱ ω = 1✱ E = 1.1 γ = 0.22 ✵✳✾✻✸✶

A = 0.5✱ ω2
0 = 1✱ ω = 1✱ E = 1.1 γ = 0.25 ✵✳✷✸✾✾

A = 0.5✱ ω2
0 = 1✱ ω = 1✱ E = 1.6 γ = 0.17 ✵✳✹✷✵✵

A = 0.5✱ ω2
0 = 1✱ ω = 1✱ E = 1.6 γ = 0.22 ✵✳✷✹✾✹

Ðèñ✳ ✷✳✶✹✳ ➪èôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✷✳✸✺✮ â çàâèñèìî✲

ñòè îò ïàðàìåòðà A ïðè γ = 0.1✱ ω2
0 = 1✱ ω = 1✱ E = 1.1✭ñëåâà✮ è

E = 1.6✭ñïðàâà✮

è E = 1.6✳ ➴ñëè E = 1.1✱ òî â óðàâíåíèè ✭✷✳✸✺✮ ïðîèñõîäÿò ðåãóëÿðíûå

êîëåáàíèÿ ïðè A ≤ 0.5 è A ≥ 1.35✱ à â èíòåðâàëå A ∈ (0.5, 1.35) íàáëþ✲

äàåòñÿ õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå✳ Ðåãóëÿðíîìó äâèæåíèþ ïðè E = 1.6 ñîîò✲

âåòñòâóþò èíòåðâàëû A ≤ 0.37 è A ≥ 1.99✳ ❰òìåòèì✱ ÷òî ïðè çíà÷åíèÿõ

A ∈ [0.69, 0.82] äâèæåíèÿ îñöèëëÿòîðà ✭✷✳✸✺✮ áóäóò êâàçèïåðèîäè÷åñêèì✿

òðåõ èëè ÷åòûðåõ÷àñòîòíûì â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà✳ Õàîòè÷åñêîå ïî✲

âåäåíèå íàáëþäàåòñÿ ïðè A ∈ (0.37, 0.69) è A ∈ (0.82, 1.78)✳ Òàê êàê â

ðàññìàòðèâàåìîì óðàâíåíèè ïðèñóòñòâóåò òðåíèå✱ à ÷àñòîòà âûíóæäàþ✲

ùåé ñèëû✱ áëèçêà ê ÷àñòîòå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé✱ òî ïðè A ∈ [1.78, 1.99)

â ñèñòåìå íàáëþäàþòñÿ áèåíèÿ✱ ïðè ýòîì èõ ïåðèîä âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíè✲

åì ïàðàìåòðà A✳ ❮èæå ïðèâåäåíû ãðàôèêè✱ èëëþñòðèðóþùèå îïèñàííûå

ðåçóëüòàòû✳
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Ðèñ✳ ✷✳✶✺✳ Ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✷✳✸✺✮ ïðè γ =

0.1✱ ω2
0 = 1✱ ω = 1✱ E = 1.1✱ A = 0.2✭ñëåâà✮✱ A = 0.5 ✭ïî öåíòðó✮ è

A = 0.7✭ñïðàâà✮
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Ðèñ✳ ✷✳✶✻✳ Ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✷✳✸✺✮ ïðè γ =

0.1✱ ω2
0 = 1✱ ω = 1✱ E = 1.6✱ A = 0.2✭ñëåâà✮✱ A = 0.5 ✭ïî öåíòðó✮ è

A = 0.7✭ñïðàâà✮

Ðàíåå áûëî ðàññìîòðåíî âëèÿíèå ïàðàìåòðà γ íà äèíàìèêó óðàâíå✲

íèÿ ✭✷✳✸✺✮ è óñòàíîâëåíû çíà÷åíèÿ✱ ïðè êîòîðûõ â îñöèëëÿòîðå ïðîèñõîäèò

ïåðåõîä èç õàîòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ê ðåãóëÿðíîìó✳ ❮èæå èññëåäóåì✱ âîç✲

ìîæíî ëè ïîñðåäñòâîì èçìåíåíèÿ àìïëèòóäû âûíóæäàþùåãî âîçäåéñòâèÿ

ðåãóëÿðèçîâàòü ïîâåäåíèè îñöèëëÿòîðà✳ ➘ëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äèíàìèêó

îñöèëëÿòîðà ✭✷✳✸✺✮ ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà γ = 0.22✳ Ñïåêòðàëüíàÿ õàðàê✲

òåðèñòèêà äëÿ äâóõ íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ✿ A = 0.5✱ ω2
0 = 1✱ ω = 1✱ γ = 0.22✱

E = 1.1 è E = 1.6 ïðèâåäåíà íà ðèñóíêàõ ✷✳✶✷à è ✷✳✶✸á ñîîòâåòñòâåí✲

íî✳ ➶ òàáëèöå ✶ ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ òåñòà ✵✲✶ íà õàîñ✱ ïîêàçûâàþùåãî✱

÷òî ïðè E = 1.1 íàáëþäàþòñÿ õàîòè÷åñêèå✱ à ïðè E = 1.6 ðåãóëÿðíûå

êîëåáàíèÿ✳ ❰òìåòèì✱ ÷òî àíàëîãè÷íûå çíà÷åíèÿ✱ çà èñêëþ÷åíèåì γ✱ ðàñ✲

✹✻



ñìàòðèâàëèñü ðàíåå✱ è áûëî óñòàíîâëåíî îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå✳ ➶ íå çàâè✲

ñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ E✱ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû âûíóæäàþùåãî

âîçäåéñòâèÿ A < 0.5 â óðàâíåíèè ✭✷✳✸✺✮ íàáëþäàåòñÿ ðåãóëÿðíîå äâèæåíèå✳

Ïðèâåäåì ðÿä ãðàôèêîâ ïîäòâåðæäàþùèõ îïèñàííûå ðåçóëüòàòû✳ Ïðè ïî✲
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Ðèñ✳ ✷✳✶✼✳ Ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✷✳✸✺✮ ïðè ïðè γ =

0.22✱ ω2
0 = 1✱ ω = 1✱ E = 1.6✱ A = 0.5✭ñëåâà✮✱ A = 0.6 ✭ïî öåíòðó✮ è

A = 0.8✭ñïðàâà✮
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Ðèñ✳ ✷✳✶✽✳ Ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✷✳✸✺✮ ïðè ïðè γ =

0.22✱ ω2
0 = 1✱ ω = 1✱ E = 1.1✱ A = 0.5✭ñëåâà✮✱ A = 0.6 ✭ïî öåíòðó✮ è

A = 0.8✭ñïðàâà✮

ñòðîåíèè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ✭✷✳✸✺✮ äëÿ ïàðàìåòðîâ γ = 0.22✱

ω2
0 = 1✱ ω = 1✱ E = 1.1 áûëî óñòàíîâëåíî✱ ÷òî ïðè A = 0.5 íàáëþäàåòñÿ

õàîòè÷åñêîå äâèæåíèå✳ ➴ñëè A ∈ [0.55, 0.64] äâèæåíèå îñöèëëÿòîðà áóäåò

òðåõ÷àñòîòíûõ✱ íî ïðè ýòîì ðåãóëÿðíûì✳ ➘àëüíåéøåå óâåëè÷åíèå àìïëè✲

òóäû âûíóæäàþùåãî âîçäåéñòâèÿ äî ✶ ïðèâåäåò ê õàîòè÷åñêîìó äâèæåíèþ

â ñèñòåìå✱ îäíàêî ïîñëå îïÿòü áóäóò íàáëþäàòüñÿ èíòåðâàëû✱ ïðè êîòîðûõ

ïðîèñõîäèò ðåãóëÿðèçàöèÿ ïîâåäåíèÿ â ñèñòåìå✳ Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ ïðè

✹✼



ñëåäóþùåì íàáîðå ïàðàìåòðîâ γ = 0.22✱ ω2
0 = 1✱ ω = 1✱ E = 1.6✱ àíà✲

ëîãè÷íî ñ ïðåäûäóùèì âàðèàíòîì✱ óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà A ïðèâåäåò ê

÷åðåäîâàíèþ èíòåðâàëîâ çíà÷åíèé✱ êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò òî ðåãóëÿðíàÿ✱

òî õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà✳ ✃àê òîëüêî A ≥ 1.37✱ òî ïðè E = 1.1 â îñ✲

öèëëÿòîðå ✭✷✳✸✺✮ íàáëþäàþòñÿ ðåãóëÿðíûå êîëåáàíèÿ✱ äëÿ ñëó÷àÿ✱ êîãäà

ïàðàìåòð E = 1.6✱ ðåãóëÿðèçàöèÿ â ñèñòåìû ïðîèñõîäèò ïðè A ≥ 1.98✳

➶ûâîäû

➶ äàííîé ãëàâå

• ➮çó÷åíû ðåçîíàíñíûå ñâîéñòâà àâòîíîìíûõ ñèñòåì✱ â êîòîðûõ ✧ïîä✲

êà÷êà✧ýíåðãèè îáóñëîâëåíà íàëè÷èåì çâåíà ñ ãèñòåðåçèñíûìè ñâîé✲

ñòâàìè✳

• ➮ññëåäîâàíû íåîãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå✲

íèé îòâå÷àþùèõ àâòîíîìíûì ñèñòåìàì✱ ñîäåðæàùèìè ãèñòåðåçèñíûå

çâåíüÿ ñ èíâåðñèåé ïîðîãîâûõ ÷èñåë✳

• Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè ñóõîãî è âÿçêîãî òðåíèÿ è óñòàíîâëåíî âîçíèê✲

íîâåíèå àâòîêîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ✳

• ➮ññëåäîâàíà çàäà÷à î ✏çàõâàòå✑ ÷àñòîòû âíåøíåãî ãàðìîíè÷åñêîãî

âîçäåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåì ñ ôóíêöèîíàëüíûìè íåëèíåéíîñòÿìè✳ Ïîêà✲

çàíî✱ ÷òî ïîëîñà ✏çàõâàòà✑ îäíîçíà÷íî çàâèñèò îò àìïëèòóäû âíåø✲

íåãî âîçäåéñòâèÿ✳

• ➘ëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ âÿçêèì

òðåíèåì ïîä âîçäåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû è ãèñòåðåçèñíîãî áëî✲

êà ôîðìàëèçîâàííîãî ìîäåëüþ Ïðåéñàõà✱ ïðîâåäåí òåñò íà õàîñ ✵✲✶✱

ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëèòü äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû ñèñòåìû✳

• ➪ûëî ïîêàçàíî✱ ÷òî ïîñòðîåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îòðàæàåò è

õàîòè÷åñêèå✱ è ðåãóëÿðíûå ðåæèìû ïîâåäåíèÿ✳ ➶àðüèðîâàíèå ïàðà✲

✹✽



ìåòðà ïåðåä ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì✱ ïîçâîëÿåò ðåãóëÿðèçîâàòü ïîâå✲

äåíèå â ñèñòåìå✳

✹✾



➹ëàâà ✸

➘èíàìèêà

ãèñòåðåçèñíî✲ñâÿçàííûõ

îñöèëëÿòîðîâ

➶àí✲äåð✲Ïîëÿ

×èñëî ïðèìåðîâ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì✱ ïîâåäåíèå êîòîðûõ ìî✲

äåëèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✱ äîñòàòî÷íî âåëèêî ✕

ðàçëè÷íûå ñèñòåìû â ðàäèîòåõíèêå✱ òàêèå òðèîäíûé ãåíåðàòîð è ãåíåðàòîð

íà òóííåëüíîì äèîäå✱ ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè êàðäèîðèòìîâ ❬✷✻❪✱ à òàêæå

ðàçíîîáðàçíûå ïðèëîæåíèÿ â ðîáîòîòåõíèêå✱ â ÷àñòíîñòè✱ ìîäåëè ïîâîðà✲

÷èâàþùåãîñÿ ðîáîòà ❬✽✺❪✳ Ñèñòåìû ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ

âïîëíå óñïåøíî ïðèìåíÿëèñü äëÿ àíàëèçà ñëîæíûõ ñèñòåì✱ â òîì ÷èñëå è

ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè✱ òàêèõ êàê òðîïè÷åñêèå öèêëîíû✱ ãäå áû✲

ëî èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî îñöèëëÿòîðîâ ãåíåðèðîâàòü àâòîêîëåáàòåëüíûå

ðåæèìû✳ Ýòî æå ñâîéñòâî áûëî èñïîëüçîâàíî ïðè îïèñàíèè èîíèçàöèîí✲

íûõ âîëí✱ à òàêæå â øèðîêîì ñïåêòðå çàäà÷✱ ñâÿçàííûõ ñ ïîñòðîåíèåì

ïðîöåññîâ✱ ïðîòåêàþùèõ â ÷åëîâå÷åñêîì îðãàíèçìå✳ Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå

îñíîâíîãî ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä

îñíîâàííûé íà ïåðåõîäå ê óêîðî÷åííûì óðàâíåíèÿì ✭èõ ÷àñòî íàçûâàþò

✺✵



óðàâíåíèÿìè ❐àíäàó✕Ñòþàðòà✮✳ Òàêîé ïîäõîä âîçìîæåí✱ êîãäà óïðàâëÿþ✲

ùèé ïàðàìåòð✱ âåëè÷èíà ñâÿçè è ÷àñòîòíàÿ ðàññòðîéêà îñöèëëÿòîðîâ ÿâ✲

ëÿþòñÿ ìàëûìè✳ ➶ ýòîì ñëó÷àå ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ïðèìåíåíèå ìåòîäà

ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ àìïëèòóä✳

❰äíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ñâîéñòâ íåëèíåéíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ

ñèíõðîíèçàöèÿ✱ ò✳å✳ óñòàíîâëåíèå îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó õàðàê✲

òåðíûìè âðåìåíàìè✱ ÷àñòîòàìè èëè ôàçàìè êîëåáàíèé ñèñòåì â ðåçóëüòàòå

èõ âçàèìîäåéñòâèÿ✳ ❰òìåòèì ðàáîòû✱ ïîñâÿùåííûå êëàññè÷åñêîé òåîðèè

ñèíõðîíèçàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé ❬✹❪✱ à òàêæå ðàáîòû✱ ïîñâÿ✲

ùåííûå ñèíõðîíèçàöèè êâàçèïåðåîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé ❬✷✱ ✺❪✳

➶ ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ðàçëè÷àþò âûíóæäåííóþ ñèíõðîíè✲

çàöèþ✱ ò✳å✳ ñèíõðîíèçàöèþ àâòîêîëåáàíèé âíåøíèì ñèãíàëîì✱ è âçàèìíóþ

ñèíõðîíèçàöèþ✱ íàáëþäàþùóþñÿ ïðè âçàèìîäåéñòâèè äâóõ àâòîêîëåáàòåëü✲

íûõ ñèñòåì✳ ➶ îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðîÿâëÿþòñÿ îäíè è òå æå ýôôåêòû✱ ñâÿçàí✲

íûå ñ äâóìÿ êëàññè÷åñêèìè ìåõàíèçìàìè ñèíõðîíèçàöèè✿ çàõâàòîì ñîá✲

ñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé èëè æå ïîÿâëåíèåì îäíîé èç äâóõ íåçàâèñèìûõ

÷àñòîò✳

➹èñòåðåçèñíûå ïðåîáðàçîâàòåëè â óïðàâëÿþùèõ ýëåìåíòàõ ðàññìàò✲

ðèâàëèñü â ðàáîòàõ ❬✽✻✕✽✽❪✱ â êà÷åñòâå ñîñòàâëÿþùèõ êîëåáàòåëüíûõ ñè✲

ñòåì â ❬✽✾✱ ✾✵❪✳ ❰òìåòèì✱ ÷òî ïðè îïèñàíèè ìîäåëåé ãèñòåðåçèñà òðàäè✲

öèîííî èñïîëüçóþòñÿ äâà ïîäõîäà✿ ïåðâûé èç íèõ îñíîâàí íà îïåðàòîð✲

íîé òðàêòîâêå â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàòåëåé ñ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé è

âõîäíî✲âûõîäíûìè ñîîòâåòñòâèÿìè ❬✼❪✱ âòîðîé îñíîâàí íà ôåíîìåíîëîãè✲

÷åñêîì ïîäõîäå✱ â êîòîðîì ãèñòåðåçèñíàÿ ïåòëÿ îïèñûâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì

äèôôåðåíöèàëüíûõ è àëãåáðàè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé ✕ íàèáîëåå ïîïóëÿð✲

íîé â ýòîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ➪îóêà✲➶åíà✳ ❒àòåðèàë✱ èçëîæåííûé â

íàñòîÿùåé ãëàâå ïîäðîáíî ïðåäñòàâëåí â ðàáîòàõ ❬✾✶✕✶✵✶❪✳

➹ëàâà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì✳ ➶ ðàçäåëå ✸✳✶ îïèñûâàåòñÿ

ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñíûì çâå✲

íîì â êîíòóðå îáðàòíîé ñâÿçè✳ ➮ññëåäóþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû îñöèë✲

ëÿòîðà✱ à òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé

îñöèëëÿòîðà ñ ÷àñòîòîé âûíóæäàþùåé ñèëû✳ Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ÷èñ✲

✺✶



ëåííîãî ðàñ÷åòà ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé äëÿ ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñíûìè

íåëèíåéíîñòÿìè✳

Ðàçäåë ✸✳✷ ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ñèñòåìû ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲

äåð✲Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì✳ Ïîñðåäñòâîì ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà

íàõîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû✱ à òàêæå èññëåäóåòñÿ âíåøíÿÿ

è âíóòðåííÿÿ ñèíõðîíèçàöèÿ îñöèëëÿòîðîâ ñèñòåìû✳ ➶ ðàçäåëå ✸✳✸ ðàñ✲

ñìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ïåðåêðåñòíî ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ

ñ ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì✳

✸✳✶ ➘èíàìèêà îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ âíåø✲

íèì âîçäåéñòâèåì ãèñòåðåçèñíîé ïðèðîäû

ßâëåíèå ñèíõðîíèçàöèè àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì âíåøíåé ïåðèî✲

äè÷åñêîé ñèëîé✱ ò✳å✳ âûíóæäåííàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ âïåðâûå áûëà îïèñàíà

➶àí✲äåð✲Ïîëåì è ➴✳ Ýïïëòîíîì✳

Ñëåäóÿ êëàññè÷åñêèì ìåòîäàì èññëåäîâàíèÿ îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲

Ïîëÿ✱ îñíîâàííûõ íà èäåÿõ ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà✱ ïðèâåäåì íåîáõî✲

äèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ðåçóëüòàòû ❬✺❪✳ ➘ëÿ ýòîãî çàïèøåì

óðàâíåíèå ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ â ñëåäóþùåì âèäå✿

ẍ− µ(1− αx2)ẋ+ ω2
0x = ω2

0B cos(ωt) ✭✸✳✶✮

➘ëÿ èäåíòèôèêàöèè ïðîöåññà ñèíõðîíèçàöèè ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé

ñèñòåìû ñ âíåøíèì ãàðìîíè÷åñêèì âîçäåéñòâèåì✱ ôîðìàëüíî ââåäåì â ýòî

óðàâíåíèå ìàëûé ïàðàìåòð ε✿

ẍ+ ω2
0x = ε

(

ω2
0B cos(ωt) + µ(1− αx2)ẋ

)

, ✭✸✳✷✮

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ áóäåò ïðåäñòàâëåíî â âèäå✿

x = A cosψ + εu1 (A,ψ) + . . . , ✭✸✳✸✮

ãäå ψ = ωt+ϕ(t)✱ à u1 (A,ψ) ✕ íåèçâåñòíûå ôóíêöèè✱ íå ñîäåðæàùèå ðåçî✲

íàíñíûõ ñëàãàåìûõ✳ A è ϕ ✕ àìïëèòóäà è ôàçà êîëåáàíèé✱ ñîîòâåòñòâåííî✱

✺✷



óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì✿

Ȧ = εf1 (A,ϕ) + . . . ; ϕ̇ = −∆+ εF1 (A,ϕ) + . . . , ✭✸✳✹✮

ãäå ∆ = ω− ω0 ✕ ðàññòðîéêà ÷àñòîòû✱ F1, f1 ✕ íåèçâåñòíûå ôóíêöèè✱ êîòî✲

ðûå ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ èç óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ðåçîíàíñíûõ ñëàãàåìûõ

â ôóíêöèè u1✳

Ïîäñòàâëÿÿ îáùèé âèä ðåøåíèÿ â èñõîäíîå óðàâíåíèå✱ çàïèøåì óñðåä✲

íåííûå ïî âðåìåíè óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû è ôàçû êîëåáàíèé✱ ãäå A0 =

2/
√
α ✲ àìïëèòóäà ñâîáîäíûõ àâòîêîëåáàíèé✳

Ȧ = −ω0B

2
sinϕ+

µ

2
A

(

1− A2

A2
0

)

, ϕ̇ = ∆− ω0B

2A
cosϕ. ✭✸✳✺✮

➶ ñèíõðîííîì ðåæèìå ìîæíî ïîëîæèòü Ȧ = 0✱ ϕ̇ = 0✱ èñêëþ÷àÿ èç

ïîëó÷åííûõ ïðè ýòîì óðàâíåíèé ϕ✱ íàéäåì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ A✿

(

(

1− A2

A2
0

)2

+ 4
∆2

µ2

)

A2

A2
0

= b2. ✭✸✳✻✮

ãäå b = ω0B
A0

✳

➶ ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ áóäåò ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëü✲

òàòîâ ñïðàâåäëèâûõ äëÿ êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ ðåçóëü✲

òàòàìè✱ ïîëó÷åííûìè äëÿ óðàâíåíèÿ✱ ñîäåðæàùåãî ãèñòåðåçèñíîå çâåíî✳

✸✳✶✳✶ ❰ñöèëëÿòîð ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñíûì çâå✲

íîì â êîíòóðå îáðàòíîé ñâÿçè

Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñî✲

äåðæàùóþ â ïðàâîé ÷àñòè ïîìèìî âíåøíåãî ãàðìîíè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ✱

ãèñòåðåçèñíûé áëîê✱ ôîðìàëèçîâàííûé ïîñðåäñòâîì ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé

ìîäåëè ➪îóêà✲➶åíà✳ ➶ ðàáîòå ❬✼✺❪ áûëî ïîêàçàíî✱ ÷òî âêëþ÷åíèå ãèñòåðå✲

çèñíîãî çâåíà â ïðàâóþ ÷àñòü àíàëîãè÷íûõ ñèñòåì ñóùåñòâåííûì îáðàçîâ

✺✸



âëèÿåò íà èõ äèíàìè÷åñêèå îñîáåííîñòè✳ Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü

òåì✱ ÷òî âûõîä ãèñòåðåçèñíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ✭êàê â ðàìêàõ êîíñòðóê✲

òèâíîãî✱ òàê è ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ✮ çàâèñèò íå òîëüêî îò

âõîäà â íàñòîÿùèé ìîìåíò âðåìåíè✱ íî è îò âñåé åãî ïðåäûñòîðèè✳

❒îäåëü ➪îóêà✲➶åíà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè✿

{

ΦBW (x, t) = αx(t) + (1− α)z(t),

ż(t) = A1ẋ(t)− β|ẋ(t)||z(t)|n−1z(t)− γẋ(t)|z(t)|n.
✭✸✳✼✮

❰ñöèëëÿòîð ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñíûì çâåíîì áóäåò ôîðìàëè✲

çîâàí ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ✿

ẍ− µ(1− αx2)ẋ+ ω2
0x = Bω2

1 cos(ωt) + ΦBW (x, t) ✭✸✳✽✮

➘ëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ïåðåïèøåì óðàâíåíèå ✭✸✳✽✮ â âèäå✿

ẍ− µ(1− αx2)ẋ+ ω2
0x = G(t) ✭✸✳✾✮

ãäå F (t) = A cos(ωt) + ΦBW (x, t)✳

Ïîâòîðèâ ðàññóæäåíèÿ✱ ïðèâåäåííûå äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✸✳✶✮✱ ïîëó÷èâ

ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñðåäíåííûõ ïî âðåìåíè óðàâíåíèé äëÿ àìïëè✲

òóäû è ôàçû êîëåáàíèé✳

{

2f1 − A∆
ω0

∂F1

∂ϕ = −Fsin(t) + µA∆
(

1− A2α
4

)

,

2AF1 +
∆
ω0

∂f1
∂ϕ = −Fcos(t).

✭✸✳✶✵✮

ãäå Fsin(t) è Fcos(t) ✲ ïåðâûå ãàðìîíèêè ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå F (t)✳

➶îñïîëüçîâàâøèñü óñëîâèåì✱ ÷òî ãèñòåðåçèñíûé îïåðàòîð ➪îóêà✲➶åíà ïðè✲

ìåíåí èñêëþ÷èòåëüíî ê íóëåâîìó ðåøåíèþ x = A cos(ωt+ ϕ)✱ ïåðâóþ ãàð✲

ìîíèêó ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå âûõîäà îïåðàòîðà ➪îóêà✲ ➶åíà ìîæíî

ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì✿

ΦBW (A cos(ωt+ ϕ)) =
a0
2
+ a1 cosϕ+ b1 sinϕ ✭✸✳✶✶✮

òàê êàê a0/2 = 0✱ òî Fsin(t) è Fcos(t) ïðèíèìàþò âèä✿

Fsin(t) = ω2
0B sinϕ+ b1 sinϕ, Fcos(t) = ω2

0B cosϕ+ a1 cosϕ. ✭✸✳✶✷✮

✺✹



➶åðíåìñÿ ê óðàâíåíèÿì ✭✸✳✶✵✮ è ñ ó÷åòîì ✭✸✳✶✷✮✱ çàïèøåì óðàâíåíèÿ äëÿ

îïðåäåëåíèÿ àìïëèòóäû è ôàçû êîëåáàíèé✳

{

Ȧ = −ω2

0
B+b1
2ω0

sinϕ+ µ
2A
(

1− A2

A2

0

)

,

ϕ̇ = ∆− ω2

0
B+a1
2ω0A

cosϕ.
✭✸✳✶✸✮

➶ ñèíõðîííîì ðåæèìå ïîëàãàÿ Ȧ = 0✱ ϕ̇ = 0 è èñêëþ÷àÿ èç ïîëó÷åííûõ

ïðè ýòîì óðàâíåíèé ϕ✱ íàéäåì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ A✿

(

(

1− A2

A2
0

)2

+ 4
∆2

µ2
(ω2

0B + b1)
2

(ω2
0B + a1)2

)

A2

A2
0

= α
(ω2

0B + b1)
2

4ω2
0µ

2
. ✭✸✳✶✹✮

➘ëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿä Ôóðüå a1

è b1 ✱ âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà✳

a1 =
ω

π

∫ 2π/ω

0

ΦBW (A cos(ωt+ ϕ)) cos(ωt+ ϕ)dt; ✭✸✳✶✺✮

b1 =
ω

π

∫ 2π/ω

0

ΦBW (A cos(ωt+ ϕ)) sin(ωt+ ϕ)dt;

➴ñëè â ñèñòåìå ✭✸✳✼✮ êîýôôèöèåíò α = 0✱ òî â ïåðâîì óðàâíåíèè

îñòàåòñÿ òîëüêî ãèñòåðåçèñíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ✳ ➶òîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû

ïåðåïèøåì â âèäå✿

ż(t) = ẋ(t) (A1 − [βsign(ẋ(t)z(t)) + γ] |z(t)|n) . ✭✸✳✶✻✮

➶ îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå✱ äàæå äëÿ ïåðâîãî

ïðèáëèæåíèÿ✱ êðàéíå çàòðóäíèòåëüíî✳ ➘àëåå áóäóò ðàññìîòðåíû òðè íà✲

áîðà ïàðàìåòðîâ✱ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì ïàðàìåòðàì ìîäåëè ➪îóêà✲

➶åíà✳

➶ ïåðâîì ñëó÷àå ïîëîæèì A1 = 1 è n = 1✳ ❰ïðåäåëèì âõîä êàê

x(t) = A cos(ωt+ ϕ)✱ è âûõîä êàê z(t) = b cos(ωt+ ϕ)✳

ż(t) = −Aω sin(ωt+ ϕ)

(1− [βsign (−Aω sin(ωt+ ϕ) cos(ωt+ ϕ)) + γ] |b cos(ωt+ ϕ)|) ✭✸✳✶✼✮

✺✺



Óìíîæèì íà sin(ωt + ϕ) ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ✭✸✳✶✼✮ è

ïðîèíòåãðèðóåì èõ ïî ïåðèîäó✳

∫ 2π/ω

0 ż(t) sin(ωt+ ϕ)dt =
∫ 2π/ω

0 −Aω sin2(ωt+ ϕ)

(1− [βsign(−Aω sin(ωt+ ϕ)b cos(ωt+ ϕ)) + γ] |b cos(ωt+ ϕ)|)dt✭✸✳✶✽✮

➶û÷èñëèâ èíòåãðàëû✱ ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå✿

−bπ = −Aπ + 4Ab
3

(

β sin3 ϕ+ γ cos3 ϕ
)

✭✸✳✶✾✮

❰òêóäà b✿

b =
3Aπ

4A
(

β sin3 ϕ+ γ cos3 ϕ
)

+ 3π
✭✸✳✷✵✮

Ñëåäîâàòåëüíî✱ ïåðâîå ïðèáëèæåíèå âûõîäà ãèñòåðåçèñíîãî ïðåîáðàçîâà✲

òåëÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå✿

z(t) =
3Aπ

4A
(

β sin3 ϕ+ γ cos3 ϕ
)

+ 3π
cos(ωt+ ϕ) ✭✸✳✷✶✮

➶åðíåìñÿ ê óðàâíåíèÿì ✭✸✳✶✺✮✱ è îïðåäåëèì êîýôôèöèåíòû a1 è b1✿

a1 =
ω

π

∫ 2π/ω

0

3Aπ

4A
(

β sin3 ϕ+ γ cos3 ϕ
)

+ 3π
cos2(ωt+ ϕ)dt;

b1 =
ω

2π

∫ 2π/ω

0

3Aπ

4A
(

β sin3 ϕ+ γ cos3 ϕ
)

+ 3π
sin 2(ωt+ ϕ)dt; ✭✸✳✷✷✮

➮íòåãðèðóÿ ýòè âûðàæåíèÿ✱ ïîëó÷èì✿

a1 =
3Aπ

4A
(

β sin3 ϕ+ γ cos3 ϕ
)

+ 3π
; b1 = 0; ✭✸✳✷✸✮

➶ûïîëíèì ïîäñòàíîâêó â óðàâíåíèå✭✸✳✶✹✮ è òîãäà çàâèñèìîñòü àì✲

ïëèòóäû ðåøåíèÿ îò àìïëèòóäû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ áóäåò îïðåäåëÿòñÿ

✺✻



ñîîòíîøåíèåì âèäà✿









(

1− A2

A2
0

)2

+ 4
∆2

µ2
(ω2

0B)2

(ω2
0B +

(

3Aπ

4A(β sin3 ϕ+γ cos3 ϕ)+3π

)

)2









A2

A2
0

= α
ω4
0B

2

4µ2
.

✭✸✳✷✹✮

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ✱ êîãäà ïàðàìåòð n = 2 â óðàâíåíèè ✭✸✳✶✻✮✳

ż(t) = −Aω sin(ωt+ ϕ)
(

1− [βsign (−Aω sin(ωt+ ϕ)b cos(ωt+ ϕ)) + γ] |b cos(ωt+ ϕ)|2
)

. ✭✸✳✷✺✮

➶ûïîëíèâ àíàëîãè÷íûå ñ ✭✸✳✶✽✲✸✳✷✵✮ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èì óðàâ✲

íåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ b âèäà✿

b2 +
4

γA
b− 4

γ
= 0 ✭✸✳✷✻✮

Ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ ✭✸✳✷✻✮ ðàâåí✿

b =
2

Aγ

(

−1 +
√

1 + A2γ
)

✭✸✳✷✼✮

à êîýôèöèåíòû a1 è b1✿

a1 =
2

Aγ

(

−1 +
√

1 + A2γ
)

, b1 = 0. ✭✸✳✷✽✮

Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå ✭✸✳✶✹✮ è ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû ðå✲

øåíèÿ îò àìïëèòóäû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ âèäà✿





(

1− A2

A2
0

)2

+ 4
∆2

µ2
(ω2

0B)2

(ω2
0B + 2

Aγ

(

−1 +
√

1 + A2γ
)

)2





A2

A2
0

= α
ω4
0B

2

4µ2
.

✭✸✳✷✾✮

Òàê êàê ñòåïåíü n â ìîäåëè ➪îóêà✲➶åíà íå îáÿçàòåëüíî öåëîå ÷èñëî✱

òî íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé✱ êîãäà n ïðèíèìàåò äðîáíîå çíà÷åíèÿ✳

✺✼



Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå ✭✸✳✶✻✮ äëÿ ñëó÷àÿ n = 3/2✳

ż(t) = −Aω sin(ωt+ ϕ)
(

1− [βsign (−Aω sin(ωt+ ϕ)b cos(ωt+ ϕ)) + γ] |b cos(ωt+ ϕ)| 32
)

.✭✸✳✸✵✮

Ïðîèíòåãðèðóåì ✭✸✳✸✵✮✿

−bπ = −Aπ +
4

21
Ab3/2((β + γ)F

[

π +
ϕ

2
, 2
]

+ (β − γ)F
[ϕ

2
, 2
]

+

+2F

[

π + ϕ

2
, 2

]

β + (−β + γ)F

[

1

4
(π + 2ϕ), 2

]

−

−(β + γ)F

[

1

4
(3π + 2ϕ), 2

]

) ✭✸✳✸✶✮

ïðè óñëîâèè✱ ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå cosφ = 0 è sinφ = 0✳

➹äå F [ϕ;m] ýëëåïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà✱ óäîâëåòâîðÿþùèé

ñîîòíîøåíèþ −π/2 < ϕ < π/2✿

F [ϕ;m] =

∫ ϕ

0

1
√

1−m sin2(θ)
dθ. ✭✸✳✸✷✮

Ïðîâåäåì ïðåîáðàçîâàíèÿ àíàëîãè÷íûå ✭✸✳✶✾✮✲✭✸✳✷✷✮ è íàéäåì êîýô✲

ôèöèåíòû a1 è b1✳ Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîñëåäíèõ â óðàâíåíèå ✭✸✳✶✹✮ ïîëó÷èì

çàâèñèìîñòü ìåæäó àìïëèòóäîé ðåøåíèÿ è àìïëèòóäîé âíåøíåãî âîçäåé✲

ñòâèÿ äëÿ ñëó÷àÿ n = 3/2✿

(

(

1− A2

A2
0

)2

+ 4
∆2

µ2
(ω2

0B)2

(ω2
0B + a1)2

)

A2

A2
0

= α
ω4
0B

2

4µ2
. ✭✸✳✸✸✮

ãäå a1 = 7056A2((β+γ)F [π+φ/2, 2]+(β−γ)F [φ/2, 2]+2(βF [(π+φ)/2, 2]+

(−β + γ)F [1/4(π + 2φ), 2]− (β + γ)F [1/4(3π + 2φ), 2]))2✳

❮èæå íà ðèñóíêàõ ✸✳✶ è ✸✳✷ ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû

ðåøåíèÿ îò àìïëèòóäû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ✱ à òàêæå ïàðàìåòðà µ äëÿ

ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé ✭✸✳✷✹✮ è ✭✸✳✷✾✮✳ Ñðàâíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

✺✽



ñ êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì óðàâíåíèÿ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✳ ➘ëÿ ýòîãî ïðèâåäåì

ãðàôèê✱ îòâå÷àþùèé óðàâíåíèþ ✭✸✳✻✮✿

à✮ á✮ â✮

Ðèñ✳ ✸✳✶✳ ➬àâèñèìîñòè àìïëèòóä ðåøåíèÿ A îò àìïëèòóäû âûíóæäàþùåé

ñèëû ω2
0B äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé µ à✮ äëÿ óðàâíåíèÿ íå ñîäåðæàùåãî

ãèñòåðåçèñíûé áëîê❀ á✮ ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ìîäåëè ➪îóêà✲ ➶åíà n = 1❀

â✮ ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ìîäåëè ➪îóêà✲ ➶åíà n = 2 ✳

à✮ á✮ â✮

Ðèñ✳ ✸✳✷✳ ×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû ✭✸✳✼✮ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

ω2
0B = 2π✱ ω = 0.7✱ ω2

0 = π è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ µ à✮ µ = 0.1 á✮ µ = 1 â✮

µ = 3.4

❰òìåòèì✱ ÷òî ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà µ = 3.4 è ω2
0B ≈ 2π ✭ïàðà✲

ìåòðû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì ✭✸✳✶✮ è ✭✸✳✽✮✮ èìååò ìåñòî íåîäíîçíà÷íàÿ

çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû êîëåáàíèé îò àìïëèòóäû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ✱

✺✾



ò✳å✳ ïðè îäíîé è òîé æå âíåøíåé âûíóæäàþùåé ñèëå âîçìîæíî äâà óñòîé✲

÷èâûõ ðåæèìà êîëåáàíèé îòëè÷àþùèåñÿ àìïëèòóäîé✳

❮à ðèñóíêå ✸✳✶á✱ îòìå÷åíû íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ✱ êîòîðûì

ñîîòâåòñòâóþò ãðàôèêè ðåøåíèé✱ ïðèâåäåííûå íà ðèñ✳ ✸✳✷ ✭òî÷êàì ➚✱ ➪ è

➶ ñîîòâåòñòâóþò ðèñóíêè ✸✳✷à✱ ✸✳✷á è ✸✳✷â✮✳ Ñîïîñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþ✲

ùèõ ðèñóíêîâ ïîêàçûâàåò✱ ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ✸ ïðîöåíòîâ àìïëèòóäà ñîá✲

ñòâåííûõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè òåîðåòè÷åñêèõ

ðàñ÷åòîâ✳

✸✳✶✳✷ Ðàçëè÷íûå ðåæèìû äèíàìèêè îñöèëëÿòîðà ➶àí✲

äåð✲Ïîëÿ✳ ❒îäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì âû÷èñ✲

ëåíèÿ ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé äëÿ ñèñòåì ñ ãè✲

ñòåðåçèñíûìè áëîêàìè

➮çâåñòíî✱ ÷òî â îñöèëëÿòîðå ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✱ íàõîäÿùåãîñÿ ïîä âîç✲

äåéñòâèåì âíåøíåé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû✱ ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ ðàçëè÷✲

íûå ðåæèìû äèíàìèêè✿ ïåðèîäè÷åñêèé✱ êâàçèïåðèîäè÷åñêèé✱ õàîòè÷åñêèé

ðåæèì✳

➶ íàñòîÿùåì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ãèñòåðåçèñíîãî çâåíà íà

ðåæèìû êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✳ ➮çâåñòíî✱ ÷òî ãèñòåðåçèñ✲

íîå ñëàãàåìîå ñïîñîáíî ðåãóëÿðèçèðîâàòü ñëîæíûå✱ â òîì ÷èñëå✱ è õàîòè✲

÷åñêèå äâèæåíèÿ✳ ➶ ýòîé ñâÿçè✱ îäíà èç çàäà÷✱ çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè

âîçìîæíîñòè óïðàâëåíèÿ✱ â òîì ÷èñëå è õàîòè÷åñêîé äèíàìèêîé✱ ïîñðåä✲

ñòâîì ãèñòåðåçèñíîãî áëîêà✳

❮à ñåãîäíÿøíèé äåíü îñíîâíûå ìåòîäû èäåíòèôèêàöèè äèíàìè÷å✲

ñêèõ ðåæèìîâ ñâÿçàíû ñ âû÷èñëåíèåì ïîêàçàòåëåé ❐ÿïóíîâà✳ ❰äíàêî✱ ñó✲

ùåñòâóþùèå✱ ìåòîäû ïðèìåíèìû ëèøü â ñëó÷àå ãëàäêîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé

ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé✳ ➶ ïîäàâëÿþùåì ÷èñëå ïóáëèêàöèé✱ ãäå ïîêà✲

çàòåëè ❐ÿïóíîâà âû÷èñëÿëèñü äëÿ ñèñòåì ñ íåäèôôåðåíöèðóåìûìè ïðà✲

âûìè ÷àñòÿìè✱ ïðîèñõîäèëà èõ ïðåäâàðèòåëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ãëàäêèìè

✻✵



ôóíêöèÿìè✳ Ïðè ýòîì âîïðîñ î êîððåêòíîñòè òàêîé çàìåíû îñòàâàëñÿ îò✲

êðûòûì✳ ➶ ñèñòåìàõ ñ ãèñòåðåçèñíûìè íåëèíåéíîñòÿìè âû÷èñëåíèå ëÿïó✲

íîâñêèõ ïîêàçàòåëåé è âîâñå çàòðóäíåíî ✭êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè✮✳ ➶ ýòîé

ñâÿçè ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì ðàçðàáîòêà ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà

ïîêàçàòåëåé ❐ÿïóíîâà â ñèñòåìàõ ñîäåðæàùèõ ìîäåëè ãèñòåðåçèñíûõ áëî✲

êîâ ðåàëüíûõ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì✳

➶ ïðîöåññå ðàáîòû áûë ðàçðàáîòàí àëãîðèòì äëÿ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà

ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñíûìè íåëèíåéíîñòÿìè✳ ❮è✲

æå ïðèâåäåì åãî îïèñàíèå✳ ❰ñíîâíàÿ ïðîáëåìà ïðèìåíåíèÿ ñóùåñòâóþùèõ

êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ ✲ îïðåäåëåíèå ìàòðèöû ßêîáè✱ ãäå ïîñëåäîâàòåëü✲

íûå èòåðàöèè ÿâíî íå îïðåäåëÿþòñÿ èçâåñòíûì ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì✳

Ïîýòîìó ïðåäëîæåííûé íèæå ìåòîä îñíîâàí íà èäåå îöåíèâàíèÿ ìàòðè✲

öû ßêîáè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàëûõ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé â âèäå îðòîãî✲

íàëüíûõ âåêòîðîâ✳ Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä îñîáåííî ïîëåçåí äëÿ íåãëàäêèõ

ñèñòåì èç✲çà ïðîöåäóðû îöåíèâàíèÿ✱ êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ïðÿìîãî

âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû ßêîáè✳ Ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì èìååò ñëåäóþùèå

äîñòîèíñòâà✳

➶î✲ïåðâûõ✱ îí èìååò øèðîêèé ñïåêòð ïðèëîæåíèé✿ åãî ìîæíî èñïîëü✲

çîâàòü äëÿ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì è íåïðåðûâíûì âðåìåíåì✱ ñ ðàçðûâàìè

èëè áåç íèõ✳ ➴äèíñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå ✲ ýòî âîçìîæíîñòü ðàçáèòü òðà✲

åêòîðèþ íà èíòåðâàëû✱ òàê ÷òî ñîñòîÿíèå â êîíöå êàæäîãî èíòåðâàëà ÿâ✲

ëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé ñîñòîÿíèÿ â íà÷àëå èíòåðâàëà✳ Ýòî

óñëîâèå✱ î÷åâèäíî✱ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé✳ ❰äíàêî ýòî

ìîæåò áûòü âûïîëíåíî â øèðîêîì äèàïàçîíå íåãëàäêèõ è ðàçðûâíûõ ñè✲

ñòåì✳ ➶ ÷àñòíîñòè✱ âîçìîæíî✱ ÷òî ðàçðûâû✱ îáû÷íî âñòðå÷àþùèåñÿ â ìåõà✲

íè÷åñêèõ ñèñòåìàõ✱ âûçâàííûå óäàðàìè èëè ÿâëåíèåì ïðåðûâèñòîãî ñêîëü✲

æåíèÿ✱ íå íàðóøàþò ýòîãî óòâåðæäåíèÿ✳

➶î✲âòîðûõ✱ äëÿ çàïóñêà àëãîðèòìà íåîáõîäèìî òîëüêî îïðåäåëèòü ñî✲

ñòîÿíèå ñèñòåìû ÷åðåç âûáðàííîå âðåìÿ✱ èñõîäÿ èç âûáðàííûõ íà÷àëüíûõ

óñëîâèé✱ íî íå èìååò çíà÷åíèÿ✱ êàê ýòî äîñòèãàåòñÿ✳ ❮åò íåîáõîäèìîñòè äà✲

æå òî÷íî çíàòü óðàâíåíèÿ ñèñòåìû✱ à òåì áîëåå åå ìàòðèöó ßêîáè✳ ✃îíå÷íî✱

ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ ïîìîùüþ ❰➘Ó✱ íî òàêæå

✻✶



ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà â âèäå ïðîãðàììíîé ïðîöåäóðû✱ àðãóìåíòàìè êî✲

òîðîé ÿâëÿþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è êîíå÷íîå âðåìÿ✱ à âîçâðàùàåìîå çíà✲

÷åíèå ✲ êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå✳ Òðåòüèì ïðåèìóùåñòâîì ïðåäëîæåííîãî àëãî✲

ðèòìà ÿâëÿåòñÿ åãî ïðîñòîòà è ëåãêîñòü ðåàëèçàöèè✳ Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì✱ ÷òî

îïèñàííûé ìåòîä îñíîâàí íà î÷åíü ïîïóëÿðíîì àëãîðèòìå✱ ïðèìåíÿåìîì

äëÿ ãëàäêèõ ñèñòåì ❬✶✶❪✳ Ïðåäëàãàåìàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

äðóãîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ìàòðèöû ïåðåõîäà ñîñòîÿíèé ✭èëè✱ äðóãèìè ñëî✲

âàìè✱ ìàòðèöû ßêîáè ðåøåíèÿ✮✳ Ïåðâîíà÷àëüíî ýòà ìàòðèöà ïîëó÷àåòñÿ èç

âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ✱ à îïèñàííûé ìåòîä îöåíèâàåò åå íåïîñðåäñòâåí✲

íî ïî òðàåêòîðèÿì✿ íåâîçìóùåííîé è òîé✱ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ êîòîðîé íà✲

ðóøåíû îðòîãîíàëüíûìè âåêòîðàìè âîçìóùåíèÿ✳ Òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïîç✲

âîëÿåò èñïîëüçîâàòü ìåòîä äëÿ íåãëàäêèõ è ðàçðûâíûõ ñèñòåì✳ ➪îëåå òî✲

ãî✱ ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ îí íå óâåëè÷èâàåò ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé è

ìîæåò áûòü äàæå ïðîùå â ðåàëèçàöèè✱ ÷åì èñõîäíûé✳ ➶ ðàáîòå èñïîëüçîâà✲

ëàñü ïðåäâàðèòåëüíàÿ âåðñèÿ ìåòîäèêè ðàñ÷åòà ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé✱

îïèñûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ èõ ïî òðàåêòîðèÿì✱ îöåíåííûì çà

ôèêñèðîâàííûå èíòåðâàëû âðåìåíè✳

Ïðîöåäóðó îöåíêè ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþ✲

ùèì îáðàçîì✳ Ïóñòü x(0) = x0 ✲ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðîöåäóðû✱ δx0
i , i =

1, . . . , n ✲ íà÷àëüíûå âîçìóùåíèÿ è δx̂0
i = δx0

i/|δx0
i | ✲ íîðìèðîâàííûå íà✲

÷àëüíûå âîçìóùåíèÿ✳ Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî äëÿ íåïðåðûâíûõ ñèñòåì x
(j) =

x(tj)✱ δx
j
i = δxi(tj)✱ ãäå tj ✲ ïðîèçâîëüíàÿ âîçðàñòàþùàÿ âðåìåííàÿ ïîñëå✲

äîâàòåëüíîñòü òàêàÿ✱ ÷òî t0 = 0 è ∆tj = tj − tj−1✳ ➘ëÿ ñèñòåìû ñ äèñêðåò✲

íûì âðåìåíåì ïóñòü x
(j) = x(j)✱ δxji = δxi(j)✿ ✃àæäàÿ èòåðàöèÿ ïðîöåäó✲

ðû îöåíêè ñîäåðæèò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ✿

✶✳ íàõîäèì íîâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû x
j❀

✷✳ íàõîäèì ìàòðèöó ßêîáè G∆tj(x
(j−1))❀

Ġt(x0) =
∂f [φt(x0)]

∂x
Gt(x0),G0(x0) = I ✭✸✳✸✹✮

✸✳ âû÷èñëÿåì íîâûå âîçìóùåíèÿ u
(j)
i = G∆tj(x

(j−1))δx̂
(j−1)
i
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✹✳ èñïîëüçóÿ àëãîðèòì Øìèäòà✲➹ðàììà ñòðîèì îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó

íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé✳ Ïîëó÷àåì îöåíêó ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé

λi =

∑J
j=1 ln |δx

j
i |

tJ
✭✸✳✸✺✮

✺✳ îöåíêà ìàòðèöû ßêîáè

Gt(x) ≈
1

∆
[ϕt(x+∆e1)− ϕt(x), . . . , ϕt(x+∆en)−−ϕt(x)] ✭✸✳✸✻✮

äëÿ ìàëîãî ∆ ∈ R✱ ãäå e1, e2, . . . , en ✲ êàíîíè÷åñêèé áàçèñ â R
N ✳

Ïàðàìåòð ∆ âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì✱ ÷òîáû ∆ ≫ h✱ ãäå h ✲ øàã

èíòåãðèðîâàíèÿ è ∆ ≪ T ✱ ãäå T ✲ âðåìÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêè

ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ✳

Ýòîò ìåòîä îöåíêè ìàòðèöû ßêîáè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â êëàñ✲

ñè÷åñêîé ïðîöåäóðå àïïðîêñèìàöèè ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé äëÿ ñèñòåì

ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì✳ Ïóñòü tj ✲ âîçðàñòàþùàÿ âðåìåííàÿ ïîñëåäîâà✲

òåëüíîñòü✱ à x
j = x(tj)✲ ñîîòâåòñòâóþùèå ñîñòîÿíèÿ✳ Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî

íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ x
0 = x(t0) = x0✳

➘îñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü ïîñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ∆tj = tj − tj−1 è ñî✲

îòâåòñòâóþùèå ñîñòîÿíèÿ à x
j−1✱ ÷òîáû ïîëó÷èòü àïïðîêñèìàöèè ìàòðèö

G∆tj(x
j−1)✳ ➮ñïîëüçóÿ ýòîò ïîäõîä✱ íåò íåîáõîäèìîñòè òðåáîâàòü ãëàäêîñòè

âåêòîðíîãî ïîëÿ f â êàæäîé òî÷êå òðàåêòîðèè✳ ➴äèíñòâåííîå íåîáõîäèìî

ó÷èòûâàòü✱ ÷òî äëÿ êàæäîãî tj òðàåêòîðèÿ G∆tj(x) äèôôåðåíöèðóåìà â

òî÷êå xj−1 ïî âñåì ïåðåìåííûì ñîñòîÿíèÿ✳ Ïîêà ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ✱

íå èìååò çíà÷åíèÿ✱ ñêîëüêî ðàçðûâîâ ñóùåñòâóåò â ñèñòåìå èëè êàêîâ èõ

òèï✳ Ñëåäóåò îòìåòèòü✱ ÷òî íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà çíà÷åíèÿ âðåìåííîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tj íå íàêëàäûâàåòñÿ✳ Òðåáóåòñÿ òîëüêî✱ ÷òîáû tj óâåëè✲

÷èâàëàñü✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ ìîæíî âûáðàòü tj òàêèì îáðàçîì✱ ÷òîáû ìîæíî

áûëî îïóñòèòü îöåíêó ìàòðèöû ßêîáè â îêðåñòíîñòè òî÷åê✱ â êîòîðûõ âåê✲

òîðíîå ïîëå f íåãëàäêîå èëè ðàçðûâíîå✳ ➪îëåå òîãî✱ áîëüøå íåò íåîáõîäè✲

ìîñòè ÿâíî çíàòü óðàâíåíèÿ✱ îïðåäåëÿþùèå âåêòîðíîå ïîëå f ✳ ➘îñòàòî÷íî

èìåòü ìåòîä ðàñ÷åòà òðàåêòîðèè G∆tj(x)✳ ❮å èìååò çíà÷åíèÿ✱ ïîëó÷åíû ëè

✻✸



çíà÷åíèÿG∆tj(x) èç ÿâíîãî èëè íåÿâíîãî îïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèèG∆tj(x)✱

èç ÷èñëåííîé ïðîöåäóðû èëè äàæå èç ýêñïåðèìåíòà✳ ➶ ëþáîì èç ýòèõ ñëó✲

÷àåâ ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä ðàáîòàåò✳ Ñ äðóãîé ñòîðîíû✱ êëàññè÷åñêèé àë✲

ãîðèòì ïðèìåíèì òîëüêî â òîì ñëó÷àå✱ åñëè óðàâíåíèÿ f èçâåñòíû ÿâíî✱

÷òî ïîçâîëÿåò îöåíèòü ìàòðèöó ßêîáè G∆tj èç âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ✳

Ðèñ✳ ✸✳✸✳ ➮ëëþñòðàöèÿ àëãîðèòìà àïïðîêñèìàöèè ìàòðèöû G(x)

➮ñïîëüçóÿ àëãîðèòì✱ îïèñàííûé âûøå✱ äëÿ çíà÷åíèé µ = 3.4✱ ω2
0B =

2π✱ ω = 0.7 è ω2
0 = π â ñèñòåìå ✭✸✳✶✮ ñïåêòð ïîêàçàòåëåé ❐ÿïóíîâà✱ âû✲

÷èñëåííûõ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà ➶îëüôà✱ èìååò çíà÷åíèÿ✿

[0.109414,−2.41502, 0.0] ñîîòâåòñòâóþùèé õàîòè÷åñêîìó ðåæèìó✳

❮à ñëåäóþùèõ ãðàôèêàõ îòðàæåíà äèíàìèêà ðåøåíèÿ ñèñòåìû ✭✸✳✶✮

è ✭✸✳✽✮ è èõ ôàçîâûå ïîðòðåòû✿

✃àê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ✱ ñèñòåìû ✭✸✳✶✮

è ✭✸✳✽✮ èìåþò ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ â äèíàìèêå ïîâåäåíèÿ✳ ❰áúÿñíèòü ýòî

ìîæíî òåì✱ ÷òî âêëþ÷åíèå ãèñòåðåçèñíîãî çâåíà ïðèâîäèò ê äèññèïàöèè

ýíåðãèè è✱ êàê ñëåäñòâèå✱ ê èçìåíåíèþ äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðàñ✲

ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìû✳ ✃àê âèäíî✱ èç ðèñóíêà ✸✳✹á✱ ✸✳✺á â ñèñòåìå ✭✸✳✽✮

óñòàíàâëèâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ✳ Ýòîò ôàêò òàêæå ïîäòâåðæäà✲

þò ïîêàçàòåëè ❐ÿïóíîâà✱ äëÿ ñèñòåìû ✭✸✳✽✮ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

µ = 3.4✱ ω2
0 = π✱ ω2

0B = 2π✱ ω = 0.7 îíè áóäóò ðàâíû✿ ❬ ✵✳✵✵✵✶✼✼✾✸✼✱✲

✵✳✾✸✺✻✷✽✱✲✶✶✳✶✻✾✹ ❪✳

✻✹



à✮ á✮

Ðèñ✳ ✸✳✹✳ Ðåøåíèå ñèñòåìû ✭✸✳✶✮ è ✭✸✳✽✮ ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ µ = 3.4✱

ω2
0 = π✱ ω2

0B = 2π✱ ω = 0.7

à✮ á✮

Ðèñ✳ ✸✳✺✳ Ôàçîâûå ïîðòðåòû ✭✸✳✶✮ è ✭✸✳✽✮ ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ µ = 3.4✱

ω2
0 = π✱ ω2

0B = 2π✱ ω = 0.7

❮èæå ïðîäåìîíñòðèðóåì áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû äëÿ ñèñòåìû

✭✸✳✶✮ è ✭✸✳✽✮ â çàâèñèìîñòè îò àìïëèòóäû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ✳

➮çâåñòíî✱ ÷òî êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè äèíàìèêè íåëèíåéíûõ ñè✲

ñòåì íàõîäÿò îòðàæåíèÿ â ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ✳ ❮èæå ïðèâåäå✲

íû ñïåêòðû ðåøåíèÿ ñèñòåì ✭✸✳✶✮ è ✭✸✳✽✮✳

Ñïåêòð ðåøåíèÿ ñèñòåìû ✭✸✳✶✮ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì✱ ÷òî êàê èç✲

âåñòíî✱ ñîîòâåòñòâóåò õàîòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ✱ â òî âðåìÿ êàê✱ ñïåêòð

óðàâíåíèÿ ✭✸✳✽✮ äåìîíñòðèðóåò ÷åòûðåõ÷àñòîòíîå äâèæåíèå✳

✻✺



à✮ á✮

Ðèñ✳ ✸✳✻✳ ➪èôóðêàöèîííûå äèàãðàììû â çàâèñèìîñòè îò àìïëèòóäû âíåø✲

íåãî âîçäåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåìû ✭✸✳✶✮ è ✭✸✳✽✮ ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ µ =

3.4✱ ω2
0 = π✱ ω2

0B = 2Π✱ ω = 0.7

à✮ á✮

Ðèñ✳ ✸✳✼✳ Ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè à✮ ñèñòåìû ✭✸✳✶✮ è á✮ ñèñòåìû ✭✸✳✽✮

✸✳✶✳✸ Ñèíõðîíèçàöèÿ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îñöèëëÿ✲

òîðà ñ ÷àñòîòîé âûíóæäàþùåé ñèëû

❒îäåëèðîâàíèå ïîâåäåíèÿ óðàâíåíèå ✭✸✳✶✮✱ ïîêàçàëî✱ ÷òî ïðè ñëå✲

äóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ λ = 3.4✱ ω2
0 = pi è ñóùåñòâåííîì âëèÿ✲

íèè ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëû B = 2✱ â îáëàñòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà

ω ∈ [0.8, 1.8]✱ ïðîèñõîäèò ñèíõðîíèçàöèÿ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé â ñèñòåìå

✭✸✳✶✮ ñ ÷àñòîòîé âûíóæäàþùåé ñèëû✳ ❰òìåòèì✱ ÷òî ñèíõðîíèçàöèè ïî àì✲

ïëèòóäå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íå ïðîèñõîäèò✳ ➘îáàâëåíèå ãèñòåðåçèñíîãî

çâåíà ôîðìàëèçîâàííîãî ìîäåëüþ ➪îóêà✲➶åíà ïðè óêàçàííûõ ïàðàìåòðàõ

ñäâèãàåò èíòåðâàë ñèíõðîíèçàöèè ω ∈ [0.7, 1.7]✱ ÷òî ñâÿçàíî ñ ðåãóëÿðèçè✲

✻✻



ðóþùåé ðîëüþ ãèñòåðåçèñíîãî çâåíà✳

❮à ðèñóíêàõ ✭✸✳✽ ✕ ✸✳✾✮ ïðèâåäåíû ãðàôèêè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ✭✸✳✶✮

è àíàëîãè÷íîãî óðàâíåíèÿ ñ ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì✳ Ñîîòâåòñòâóþùèå èì

ãðàôèêè ïîâåäåíèÿ âîçìóùàþùåé ñèëû✱ à òàêæå ïðèâåäåíû áèôóðêàöèîí✲

íûå äèàãðàììû â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà ω✳

à✮ á✮

Ðèñ✳ ✸✳✽✳ à✮ ×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû✭✸✳✶✮ á✮ ➶îçìóùàþùàÿ ñèëà ïðè

çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ λ = 3.4✱ ω2
0 = Π✱ B = 2✱ ω = 0.8

à✮ á✮

Ðèñ✳ ✸✳✾✳ à✮ ×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû ñ ➪îóêîì✲➶åíîì á✮ ➶îçìóùàþùàÿ

ñèëà ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ λ = 3.4✱ ω2
0 = Π✱ B = 2✱ ω = 0.7

❰òìåòèì✱ ÷òî óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû âíåøíåãî âîçäåéñòâèå â óðàâ✲

íåíèè ✭✸✳✽✮✱ ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ïîëîñû ñèíõðîíèçàöèè✱ òàê çíà÷åíèþ

B = 3 áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü èíòåðâàë ω ∈ [0.4, 2.1]✱ à çíà÷åíèþ B = 4 ✕

✻✼



à✮ á✮

Ðèñ✳ ✸✳✶✵✳ ➪èôóðêàöèîííûå äèàãðàììû â çàâèñèìîñòè ÷àñòîòû âíåøíåãî

âîçäåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåìû ✭✸✳✶✮ è äëÿ ñèñòåìû ñ ➪îóêîì✲➶åíîì ïðè çíà÷åíèè

ïàðàìåòðîâ λ = 3.4✱ ω2
0 = Π✱ B = 2

ω ∈ [0.2, 2.4]✳

✸✳✷ Ñèñòåìà ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲

Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñíîé âíåøíåé ñèëîé

✸✳✷✳✶ ❒àòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âèäà✿

{

ẍ− µ(1− λx2)ẋ+ ω2
1x = Bω2

1 cos(ωvt),

ÿ − µ(1− λy2)ẏ + ω2
2y = νx

✭✸✳✸✼✮

ãäå µ è λ = 1/µ ✕ óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû✱ ω1 è ω2 ✕ ÷àñòîòà ñîáñòâåííûõ

êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ✱ ωv ✕ ÷àñòîòà âíåøíåãî ñèãíàëà✱ B ✕ åãî àìïëèòó✲

äà✱ ν ✲ ïàðàìåòð ñâÿçè ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè✳

➮ññëåäóåì âçàèìíóþ ñèíõðîíèçàöèþ îñöèëëÿòîðîâ x è y✳ ❰òìåòèì✱ ÷òî â

ñèñòåìå ✭✸✳✸✼✮ îñöèëëÿòîð x áóäåò ÿâëÿòüñÿ âåäóùèì✱ à y âåäîìûì✳

Ðåøåíèå óðàâíåíèé áóäåì èñêàòü â âèäå x = A1 cos(ωt + ϕ1)✱ y =

A2 cos(ωt + ϕ2)✱ ãäå ω = (ω1 + ω2)/2✱ à A1,2✱ φ1,2 ✲ ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ

ôóíêöèè âðåìåíè✳ ➘ëÿ óäîáñòâà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà✱ ïå✲

✻✽



ðåïèøåì ñèñòåìó ✭✸✳✸✼✮ â âèäå✿

{

ẍ+ ω2
1x = µ(1− λx2)ẋ+Bω2

1 cos(ωvt),

ÿ + ω2
2y = µ(1− λy2)ẏ + νx.

✭✸✳✸✽✮

Ó÷èòûâàÿ ïîðÿäîê ìàëîñòè âû÷èñëèì ẋ✱ ẍ è ẏ✱ ÿ✱ òàê êàê ðàâåíñòâà

áóäóò îäèíàêîâû ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöèåíòîâ✱ ïðèâåäåì òîëüêî äâà ñî✲

îòíîøåíèÿ✿

ẋ = Ȧ1 cos(ωt+ ϕ1)− A1 sin(ωt+ ϕ1)(ω + ϕ̇1), ✭✸✳✸✾✮

ẍ = −2Ȧ1ω sin(ωt+ ϕ1)− A1 cos(ωt+ ϕ1)(ω
2 + 2ωϕ̇1). ✭✸✳✹✵✮

➮ñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ ✭✸✳✸✾✮ è ✭✸✳✹✵✮ ïðåîáðàçóåì îòäåëüíî ëåâóþ

è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ äëÿ îñöèëëÿòîðà x✿

ẍ+ω2
1x = −2Ȧ1ω sin(ωt+ϕ1)−cos(ωt+ϕ1)

(

A1(ω
2 + 2ωϕ̇1) + ω2

1A1

)

; ✭✸✳✹✶✮

µ(1− λx2)ẋ+Bω2
1 cos(ωvt) =

= Bω2
1 cos(ωvt)− sin(ωt+ ϕ1)

(

µωA1 − A3

1
ω

4

)

. ✭✸✳✹✷✮

Ñ ó÷åòîì àíàëîãè÷íûõ âûðàæåíèé äëÿ îñöèëëÿòîðà y✱ ñèñòåìà ✭✸✳✸✽✮

ïðèìåò âèä✿


























−2Ȧ1ω sin(ωt+ ϕ1)− cos(ωt+ ϕ1)
(

A1(ω
2 + 2ωϕ̇1) + ω2

1A1

)

=

= Bω2
1 cos(ωvt)− sin(ωt+ ϕ1)

(

µωA1 − A3

1
ω

4

)

,

−2Ȧ2ω sin(ωt+ ϕ2)− cos(ωt+ ϕ2)
(

A2(ω
2 + 2ωϕ̇2) + ω2

2A2

)

=

= νA1 cos(ωt+ φ1)− sin(ωt+ ϕ2)
(

µωA2 − A3

2
ω

4

)

.

✭✸✳✹✸✮

Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû è ôàçû ïåðâîãî îñöèëëÿòîðà áûëè ïî✲

ëó÷åíû ðàíåå✱ à èìåííî✿

Ȧ1 = −ω1B

2
sinϕ1 + A1

(

µ

2
− A2

1

8

)

, ϕ̇1 = ∆− ω1B

2A1
cosϕ1. ✭✸✳✹✹✮

➮ç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ✭✸✳✹✸✮✱ ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ Ȧ2 è

ϕ̇2✱ äëÿ ýòîãî âûïîëíèâ ïðåîáðàçîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ

✻✾



ôóíêöèé✱ çàïèøåì✿

sin(ωt)
(

−2Ȧ2 cosϕ2 + sinϕ2

(

A2(ω
2 + 2ωϕ̇2

)

+ ω2
2A2)

)

+

+cos(ωt)
(

−2Ȧ2 sinϕ2 − cosϕ2

(

A2(ω
2 + 2ωϕ̇2

)

+ ω2
2A2)

)

=

= sin(ωt)

(

−νA1 sinϕ1 − cosϕ2

(

µωA2 −
A3

2ω

4

))

+

+cos(ωt)

(

νA1 cosϕ1 − sinϕ2

(

µωA2 −
A3

2ω

4

))

✭✸✳✹✺✮

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè sin(ωt) è cos(ωt)✱ ïîëó÷èì ýêâèâà✲

ëåíòíóþ ñèñòåìó✿



























−2Ȧ2 cosϕ2 + sinϕ2

(

A2(ω
2 + 2ωϕ̇2) + ω2

2A2

)

=

= −νA1 sinϕ1 − cosϕ2

(

µωA2 − A3

2
ω

4

)

,

−2Ȧ2 sinϕ2 − cosϕ2

(

A2(ω
2 + 2ωϕ̇2 + ω2

2A2

)

=

= νA1 cosϕ1 − sinϕ2

(

µωA2 − A3

2
ω

4

)

.

✭✸✳✹✻✮

➬àïèøåì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû è ôàçû îñöèëëÿòîðà y✱ ãäå Φ =

ϕ1 − ϕ2✿

Ȧ2 = A2

(

µ

2
− A2

2

8

)

− νA1

2ω
sinΦ, ϕ̇2 = −∆

2
+

νA1

2ωA2
cosΦ. ✭✸✳✹✼✮

Òîãäà â ñèíõðîííîì ðåæèìå ïðèðàâíèâàÿ ✭✸✳✹✼✮ ê íóëþ✱ èçáàâèìñÿ îò sinΦ

è cosΦ✿

(

A2ωµ

νA1

(

1− A2
2

4µ

))2

+

(

∆ωA2

νA1

)2

= 1. ✭✸✳✹✽✮

➘ëÿ ïîëó÷åíèÿ çàâèñèìîñòè ìåæäó àìïëèòóäàìè A2
1 è A2

2 ïðè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ν ïðèâåäåì óðàâíåíèå ✭✸✳✹✽✮ ê âèäó✿

(A2ωµ)
2 (4µ− A2

2

)2
+ (4µ∆ωA2)

2 = 16µ2ν2A2
1. ✭✸✳✹✾✮

A2
2ω

2µ2
(

16µ2 − 8µA2
2 + A4

2

)

+ 16µ2∆2ω2A2
2 = 16µ2ν2A2

1. ✭✸✳✺✵✮

✼✵



A6
2ω

2µ2 − 8A4
2µ

3ω2 + A2
2

(

16ω2µ4 −∆2ω2
)

= 16µ2ν2A2
1. ✭✸✳✺✶✮

❮à ðèñóíêå ✸✳✶✶ ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü A2
1 îò A

2
2 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ

ν✳

Ðèñ✳ ✸✳✶✶✳ ➬àâèñèìîñòü A2
2 îò àìïëèòóäû âòîðîãî îñöèëëÿòîðà â ñèñòåìå A2

1

äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ν✳

✸✳✷✳✷ Ñèñòåìà ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ

ñ ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó àíàëîãè÷íóþ ✭✸✳✸✼✮ ñ ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì â

ïåðâîì óðàâíåíèè✳

{

ẍ− (λ− x2)ẋ+ ω2
1x = Bω2

1 cos(ωvt) + bΦBW (x, t),

ÿ − (λ− y2)ẏ + ω2
2y = νx.

✭✸✳✺✷✮

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû áûëî èññëåäîâàíî â ïðåäûäóùèõ ðàçäå✲

ëàõ✳ Óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ àìïëèòóäû è ôàçû êîëåáàíèé äëÿ îñöèë✲

ëÿòîðà x ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè ✭✸✳✶✸✮✳ Òàê êàê óðàâíåíèå äëÿ îñöèëëÿ✲

òîðà y îñòàëîñü íåèçìåííûì✱ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû ✭✸✳✸✼✮✳ Òî àìïëèòóäà

è ôàçà êîëåáàíèé ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì ✭✸✳✹✼✮✳

✼✶



Ïðè ðàññìîòðåíèè ñèñòåìû ✭✸✳✸✼✮ è ✭✸✳✺✷✮ íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåä✲

ñòàâëÿåò äèíàìèêà îñöèëëÿòîðà y â çàâèñèìîñòè îò âëèÿíèÿ ãèñòåðåçèñíî✲

ãî çâåíà✳ ❮à ðèñ✳ ✸✳✶✷ ïðèâåäåíû áèôôóðêàöèîííûå äèàãðàììû ïîâåäåíèÿ

îñöèëëÿòîðà y â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà ν äëÿ ñèñòåìû ✭✸✳✸✼✮ è ✭✸✳✺✷✮✿

Ðèñ✳ ✸✳✶✷✳ ➪èôôóðêàöèîííûå äèàãðàììû äëÿ îñöèëëÿòîðà y â çàâèñèìîñòè

îò ïàðàìåòðà ν äëÿ ñèñòåìû ✭✸✳✸✼✮ è ✭✸✳✺✷✮✳

Ðàíåå áûëî ïðîàíàëèçèðîâàíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû ✸✳✸✼

è àíàëîãè÷íîé ñèñòåìû ñ ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì ✭✸✳✺✷✮✳

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ îñöèëëÿ✲

òîðîâ x è y äëÿ ñèñòåìû ✭✸✳✸✼✮ è ✭✸✳✺✷✮ íà ðèñóíêàõ ✸✳✶✸✲✸✳✶✻✳

Ðèñ✳ ✸✳✶✸✳ ➘èíàìèêà îñöèëëÿòîðîâ x è y ñèñòåìû ✭✸✳✸✼✮ ïðè çíà÷åíèè ïà✲

ðàìåòðîâ µ = 3.4✱ ω2
1 = ω2

1 = π✱ ν = 2✱ B = 2✱ ω = 0.7✳

✼✷



Ðèñ✳ ✸✳✶✹✳ ➘èíàìèêà îñöèëëÿòîðîâ x è y ñèñòåìû ✭✸✳✺✷✮ ïðè çíà÷åíèè ïà✲

ðàìåòðîâ µ = 3.4✱ ω2
1 = ω2

1 = π✱ ν = 2✱ B = 2✱ b = 1.7✱ ω = 0.7✳

Ðèñ✳ ✸✳✶✺✳ Ôàçîâûå ïîðòðåòû îñöèëëÿòîðîâ x è y ñèñòåìû ✭✸✳✸✼✮ ïðè çíà✲

÷åíèè ïàðàìåòðîâ µ = 3.4✱ ω2
1 = ω2

1 = π✱ ν = 2✱ B = 2✱ ω = 0.7✳

Ðèñ✳ ✸✳✶✻✳ Ôàçîâûå ïîðòðåòû îñöèëëÿòîðîâ x è y ñèñòåìû ✭✸✳✺✷✮ ïðè çíà✲

÷åíèè ïàðàìåòðîâ µ = 3.4✱ ω2
1 = ω2

1 = π✱ ν = 2✱ B = 2✱ b = 1.7✱ ω = 0.7✳

➮ç àíàëèçà àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñèñòåì ✭✸✳✸✼✮

✼✸



è ✭✸✳✺✷✮ ñëåäóåò âûâîä î ðåãóëÿðèçèðóþùåé ðîëè ãèñòåðåçèñíîãî áëîêà â

ñèñòåìå✳ ➘ëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ýòîãî ôàêòà ïðèâåäåì ñïåêòð ïîêàçàòåëåé

❐ÿïóíîâà✳ ➘ëÿ ñèñòåìû ✭✸✳✸✼✮ ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ µ = 3.4✱ ω2
1 =

ω2
1 = π✱ B = 2✱ ω = 0.7 è ν = 2 áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû

❬✵✳✶✶✵✷✾✶✽✺✼✱✲✵✳✶✺✻✾✶✹✷✻✱✲✷✳✹✶✼✷✸✸✼✺✻✱✲✹✳✾✸✶✺✹✵✶✷❪✱ à äëÿ ñèñòåìû ✭✸✳✺✷✮ ïðè

òåõ æå çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ✱ à òàêæå ïðè b = 1.7✱ áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé

ñïåêòð ✕ ❬✵✳✵✵✵✶✾✸✷✵✷✱ ✲✵✳✶✽✸✷✽✱ ✲✵✳✾✸✺✾✸✽✱ ✲✺✳✺✹✵✵✽✱ ✲✶✶✳✶✹✺✹❪✳

✸✳✷✳✸ Ñèíõðîíèçàöèÿ â ñèñòåìàõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿ✲

òîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ

❮à ãðàôèêàõ ✭✸✳✶✼✕ ✸✳✶✽✮ ïðè óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñè✲

ñòåìû ✭✸✳✸✼✮ è ✭✸✳✺✷✮ íàáëþäàåòñÿ êàê âçàèìíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ îñöèëëÿ✲

òîðîâ x è y✱ òàê è âûíóæäåííàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ îñöèëëÿòîðîâ ïî ÷àñòîòå

ñ âíåøíèì âîçäåéñòâèåì✳ ❰äíàêî ñòîèò îòìåòèòü✱ ÷òî â îòëè÷èå îò ñëó✲

÷àÿ✱ êîãäà ðàññìàòðèâàëñÿ åäèíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ✭✸✳✶✮ è ✭✸✳✽✮✱ îáëàñòü

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ωv çíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ✳ ➴ñëè ãîâîðèòü î âçàèìíîé

ñèíõðîíèçàöèè â ñèñòåìå ✭✸✳✸✼✮✱ òî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ωv ∈ [0.8, 1.8]✱ îä✲

íàêî✱ â ñëó÷àå âûíóæäåííîé ñèíõðîíèçàöèè çíà÷åíèÿ ωv ∈ [0.8, 1.1]✳ ➶ ñè✲

ñòåìå ✭✸✳✺✷✮ âçàèìíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ïðîèñõîäèò ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà

ωv ∈ [0.7, 1.7]✱ à âûíóæäåííàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ïðè ωv ∈ [0.7, 1]✳ Ñòîèò îò✲

ìåòèòü✱ ÷òî ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ïîëîñó ñèíõðîíèçàöèè îñöèëëÿòîðîâ

îêàçûâàåò ïàðàìåòð ëèíåéíîé ñâÿçè ν✱ à èìåííî✱ ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà

ïîëîñà ñèíõðîíèçàöèè ñòàíîâèòñÿ çíà÷èòåëüíî óæå✱ ïðè ν = 3.6 âçàèìíàÿ

ñèíõðîíèçàöèÿ îñöèëëÿòîðîâ ïðîèñõîäèò ïðè ωv ∈ [0.7, 1.4]✱ à âûíóæäåí✲

íàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ïðè ωv ∈ [0.7, 0.9]✳

Ïðèâåäåì áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû ïîâåäåíèÿ îñöèëëÿòîðîâ x è

y â ñèñòåìàõ ✭✸✳✸✼✮ è ✭✸✳✺✷✮ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà ωv✳

Ïîÿñíèì ðåçóëüòàòû✱ ïîëó÷åííûå âûøå✳ ➶ ñèñòåìå ✭✸✳✺✷✮ íà âõîä ãè✲

ñòåðåçèñíîãî áëîêà ïîäàåòñÿ ñèãíàë✱ êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó✱

✼✹



à✮ á✮ â✮

Ðèñ✳ ✸✳✶✼✳ à✮ Ïîâåäåíèå îñöèëëÿòîðà x â ñèñòåìå ✭✸✳✸✼✮ á✮ Ïîâåäåíèå îñöèë✲

ëÿòîðà y â ñèñòåìå ✭✸✳✸✼✮ â✮ ➶îçìóùàþùàÿ ñèëà ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ

λ = 3.4✱ ω2
1 = ω2

1 = Pi✱ ν = 2.6✱ B = 2✱ ωv = 0.8

à✮ á✮ â✮

Ðèñ✳ ✸✳✶✽✳ à✮ Ïîâåäåíèå îñöèëëÿòîðà x â ñèñòåìå ✭✸✳✺✷✮ á✮ Ïîâåäåíèå îñöèë✲

ëÿòîðà y â ñèñòåìå ✭✸✳✺✷✮ â✮ ➶îçìóùàþùàÿ ñèëà ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ

λ = 3.4✱ ω2
1 = ω2

1 = Pi✱ B = 2✱ ν = 2.6✱ b = 1.7 ωv = 0.8

à✮ á✮

Ðèñ✳ ✸✳✶✾✳ ➪èôóðêàöèîííûå äèàãðàììû â çàâèñèìîñòè ÷àñòîòû âíåøíåãî

âîçäåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåìû ✭✸✳✸✼✮ ❛✮ äëÿ îñöèëëÿòîðà x á✮ äëÿ îñöèëëÿòîðà

y ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ λ = 3.4✱ ω2
1 = ω2

1 = Pi✱ B = 2✱ ν = 2.6

✼✺



à✮ á✮

Ðèñ✳ ✸✳✷✵✳ ➪èôóðêàöèîííûå äèàãðàììû â çàâèñèìîñòè ÷àñòîòû âíåøíåãî

âîçäåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåìû ✭✸✳✺✷✮ ❛✮ äëÿ îñöèëëÿòîðà x á✮ äëÿ îñöèëëÿòîðà

y ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ λ = 3.4✱ ω2
1 = ω2

1 = Pi✱ B = 2✱ b = 1.7✱ ν = 2.6

ñîñòîÿùóþ èç ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû è îòêëèêà ñèñòåìû íà âíåø✲

íåå ïåðèîäè÷åñêîå âîçäåéñòâèå✳ Ñèíõðîíèçàöèÿ ñ âíåøíèì âîçäåéñòâèåì

ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàòðóäíèòåëüíîé✱ â ñèëó òîãî ÷òî ñèñòåìà îáëàäàåò ñîá✲

ñòâåííûìè ñèëüíûìè êîëåáàíèÿìè✱ èìåþùèìè îïðåäåëåííûé ïåðèîä✱ íî

✏íåïðàâèëüíóþ✑ ôîðìó✳ ➶ òîì ñëó÷àå✱ êîãäà ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè

ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé èìåþò ÿðêî âûðàæåííóþ äîìèíèðóþùóþ ÷àñòîòó✱

ïðîèñõîäèò ñèíõðîíèçàöèÿ ✭âûõîä ãèñòåðåçèñíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ èìååò

ïîõîæóþ ÷àñòîòó✮✳

Ïîñòðîèì ñïåêòð âûõîäà ãèñòåðåçèñíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ â çàâèñè✲

ìîñòè îò ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ωv✳

✸✳✸ Ñèñòåìà ïåðåêðåñòíî✲ñâÿçàííûõ îñöèëëÿ✲

òîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñíûì áëî✲

êîì

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ïåðåêðåñòíî✲ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲

äåð✲Ïîëÿ ñ íåñèììåòðè÷íîé ñâÿçüþ✱ â êîòîðîé âûíóæäàþùàÿ ñèëà✱ äåé✲

ñòâóþùàÿ íà ïåðâûé èç íèõ îïðåäåëÿåòñÿ âûõîäîì ãèñòåðåçèñíîãî ïðåîá✲

✼✻



à✮ á✮

Ðèñ✳ ✸✳✷✶✳ Ñïåêòðàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà âûõîäà ãèñòåðåçèñíîãî ïðåîáðà✲

çîâàòåëÿ â óðàâíåíèè ✭✸✳✺✷✮ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ïðèíàäëåæàùèõ èí✲

òåðâàëó ñèíõðîíèçàöèè îñöèëÿòîðîâ x è y ïðè ωv = 0.8 ✭ñëåâà✮ è ïðè

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà íå ïðèíàäëåæàùèõ èíòåðâàëó ñèíõðîíèçàöèè îñöèë✲

ëÿòîðîâ x è y ïðè ωv = 1.9 ✳

ðàçîâàòåëÿ✱ íà âõîä êîòîðîãî ïîäàåòñÿ ðàññîãëàñîâàíèå ìåæäó ñêîðîñòÿìè

îñöèëëÿòîðîâ✿

{

ẍ− µ(1− λx2)ẋ+ ω2
1x = Bω2

1 cos(ωvt) + bΦBW (ẏ − ẋ),

ÿ − (λ− y2)ẏ + ω2
2y = νx.

✭✸✳✺✸✮

×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû ✭✸✳✺✸✮ ïîêàçàëî✱ ÷òî äëÿ îñöèëëÿòîðîâ

x è y õàðàêòåðíû ðàçëè÷íûå ðåæèìû ïîâåäåíèÿ✳ Ïðèâåäåì áèôôóðêàöè✲

îííûå äèàãðàììû â çàâèñèìîñòè îò ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ✭ðèñ✳

✺✳✸✮✳

Òàêæå áûëè âû÷èñëåíû ïîêàçàòåëè ❐ÿïóíîâà✱ ïðè ýòîì ïàðàìåòðàì

ñèñòåìû µ = 1✱ λ = 1✱ ω2
1 = ω2

2 = 1✱ Bω2
1 = 1.2✱ ωv = 1✱ ν = 1 ñîîòâåòñòâóþò

çíà÷åíèÿ ❬✵✳✶✶✽✵✻✱ ✲✵✳✵✸✾✷✽✵✷✱ ✲✵✳✸✶✼✾✻✶✱ ✲✵✳✻✷✶✶✵✾✱ ✲✷✳✵✸✼✵✹❪✳ Ïîâåäåíèå îñ✲

öèëëÿòîðîâ x è y ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðàõ îòðàæåíî íà ãðàôèêàõ

✭ðèñ✳ ✸✳✷✸✲✸✳✷✹✮✳

➶ îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííîãî âûøå ñëó÷àÿ ✭✸✳✸✼✮ è ✭✸✳✺✷✮ ëèíåéíîé

ñâÿçè ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè x è y ✱ ñèíõðîíèçàöèÿ â ñèñòåìå ✭✸✳✺✸✮ çàòðóä✲

íèòåëüíà✱ òàê êàê âûíóæäàþùàÿ ñèëà✱ äåéñòâóþùàÿ íà ïåðâûé îñöèëëÿ✲

òîð✱ îïðåäåëÿåòñÿ âûõîäîì ãèñòåðåçèñíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ✱ âõîä êîòîðîãî✱

✼✼



à✮ á✮ â✮

Ðèñ✳ ✸✳✷✷✳ ➪èôóðêàöèîííûå äèàãðàììû ïîâåäåíèÿ îñöèëëÿòîðà y ❛✮ â çà✲

âèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà ïåðåä ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì b á✮ â çàâèñèìîñòè

îò àìïëèòóäû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ Bω2
1 â✮ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà

ν✱ ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ µ = 1✱ λ = 1✱ ω2
1 = ω2

1 = 1

Ðèñ✳ ✸✳✷✸✳ à✮ ➘èíàìèêà ïîâåäåíèÿ îñöèëëÿòîðà x á✮ ➘èíàìèêà ïîâåäåíèÿ

îñöèëëÿòîðà y ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ µ = 1✱ λ = 1✱ ω2
1 = ω2

1 = π✱

Bω2
1 = 1.2✱ ωv = 1✱ b = 1.3✱ ν = 1

â ñâîþ î÷åðåäü✱ çàâèñèò îò ðàññîãëàñîâàíèÿ ìåæäó ñêîðîñòÿìè îñöèëëÿòî✲

ðîâ✳ ❰äíàêî áûëè îïðåäåëåíû ïàðàìåòðû ñèñòåìû✱ ïðè êîòîðûõ âîçìîæíà

êàê âíåøíÿÿ✱ òàê è âíóòðåííÿÿ ñèíõðîíèçàöèÿ✳ ❰òìåòèì✱ ÷òî âíåøíÿÿ ñèí✲

õðîíèçàöèÿ ñèñòåìû ïðîèñõîäèò òîëüêî ïî ÷àñòîòå êîëåáàíèé✱ òîãäà êàê

ïðè âíóòðåííåé ñèíõðîíèçàöèè îñöèëëÿòîðû x è y äâèãàþòñÿ ñ îäèíàêî✲

âîé ÷àñòîòîé è àìïëèòóäîé✳ Ïàðàìåòðû ñèñòåìû ✭✸✳✺✸✮ µ = 3.4✱ λ = 1/3.4✱

ω2
1 = ω2

2 = π✱ Bω2
1 = 2π✱ b = 1.7✱ ν = 2.6 ïðè çíà÷åíèè ÷àñòîòû âíåøíå✲

ãî ãàðìîíè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ ωv = 1 ñîîòâåòñòâóþò èíòåðâàëó âíåøíåé

è âíóòðåííåé ñèíõðîíèçàöèè îñöèëëÿòîðîâ x è y✳ ❮à ðèñ✳ ✸✳✷✺ ïðèâåäåíû

ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè✳

✼✽



Ðèñ✳ ✸✳✷✹✳ à✮ Ôàçîâûé ïîðòðåò îñöèëëÿòîðà x á✮ Ôàçîâûé ïîðòðåò îñöèë✲

ëÿòîðà y ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ µ = 1✱ λ = 1✱ ω2
1 = ω2

1 = π✱ Bω2
1 = 1.2✱

ωv = 1✱ b = 1.3✱ ν = 1

à✮ á✮ â✮

Ðèñ✳ ✸✳✷✺✳ à✮ Ïîâåäåíèå îñöèëëÿòîðà x â ñèñòåìå ✭✸✳✺✸✮ á✮ Ïîâåäåíèå îñöèë✲

ëÿòîðà y â ñèñòåìå ✭✸✳✺✸✮ â✮ ➶îçìóùàþùàÿ ñèëà ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ

µ = 3.4✱ λ = 1/3.4✱ ω2
1 = ω2

1 = π✱Bω2
1 = 2π✱ b = 1.7✱ ν = 2.6✱ ωv = 1

➮ññëåäîâàíèå èíòåðâàëîâ âíåøíåé ñèíõðîíèçàöèè ïîêàçàëî✱ ÷òî ñ

óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà ν ïîëîñà ñèíõðîíèçàöèè óâåëè÷èâàåòñÿ✱ òàê ïà✲

ðàìåòðàì µ = 3.4✱ λ = 1/3.4✱ ω2
1 = ω2

2 = π✱ Bω2
1 = 2π✱ b = 1.7✱ ν = 2.6

ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ✱ ïðèíàäëåæàùèå èíòåðâàëó ωv ∈ [0.6, 1.9]✱ à â ñëó✲

÷àå ν = 3.6 ✱ ñèíõðîíèçàöèÿ âîçìîæíà ïðè ωv ∈ [0.4, 2.2]✳ Òàêæå óäàëîñü

óñòàíîâèòü✱ ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì âëèÿíèÿ ãèñòåðåçèñíîãî çâåíà✱ òî åñòü ñ óâå✲

ëè÷åíèåì ïàðàìåòðà b✱ ïîëîñà âíåøíåé ñèíõðîíèçàöèè áóäåò óìåíüøàòü✲

ñÿ✱ à èìåííî ïàðàìåòðàì µ = 3.4✱ λ = 1/3.4✱ ω2
1 = ω2

2 = π✱ Bω2
1 = 2π✱

ν = 2.6✱ b = 3 ñîîòâåòñòâóåò èíòåðâàë ωv ∈ [0.6, 1.7]✳ ➚íàëîãè÷íûå ðåçóëü✲

òàòû ñïðàâåäëèâû è äëÿ âíóòðåííåé ñèíõðîíèçàöèè✱ ñ óâåëè÷åíèåì ïàðà✲

ìåòðà ν èíòåðâàë óâåëè÷èâàåòñÿ✱ à ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà b✱ èíòåðâàë

✼✾



óìåíüøàåòñÿ✳

➶ûâîäû

➶ äàííîé ãëàâå

• Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲

Ïîëÿ â óñëîâèÿõ ïåðèîäè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ✱ è ïðè íàëè÷èè ãèñòå✲

ðåçèñíîãî áëîêà â êîíòóðå îáðàòíîé ñâÿçè✳

• Ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè àñèìï✲

òîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ✭ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà✮ äëÿ îñöèëëÿòîðà

➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✱ íàõîäÿùåãîñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì âûíóæäàþùåé ñèëû

è ãèñòåðåçèñíîãî âîçäåéñòâèÿ✱ ôîðìàëèçóåìîãî ïîñðåäñòâîì ôåíîìå✲

íîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ➪îóêà✲➶åíà✳

• Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì äëÿ îðãàíèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåí✲

òà äëÿ óñòàíîâëåíèè äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ✱ ñèñòåì ñâÿçàííûõ îñ✲

öèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✱ îñíîâàííûé íà ìîäèôèöèðîâàííîì ìåòîäå

âû÷èñëåíèÿ ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé✳

• Óñòàíîâëåíà ðåãóëÿðèçèðóþùàÿ ðîëü ãèñòåðåçèñíîãî çâåíà â ÷àñòè

ðåäóêöèè õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ✳ Ïîëó÷åí äèàïàçîí çíà÷åíèÿ ïàðà✲

ìåòðîâ✱ ñîîòâåòñòâóþùèõ õàîòè÷åñêèì è ðåãóëÿðíûì ðåæèìàì äâè✲

æåíèÿ✱ à òàêæå áûëè èäåíòèôèöèðîâàíû ïàðàìåòðû✱ îòâå÷àþùèå

ñèíõðîíèçàöèè ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ñ âíåøíåé âû✲

íóæäàþùåé ñèëîé✳

• Òàêæå óñòàíîâëåíî✱ ÷òî â ñèñòåìå äâóõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲

äåð✲Ïîëÿ âêëþ÷åíèå ãèñòåðåçèñíîãî áëîêà â îäíî èç óðàâíåíèé ñóùå✲

ñòâåííûì îáðàçîì âëèÿåò êàê íà âíåøíþþ✱ òàê è íà âíóòðåííþþ ñèí✲

õðîíèçàöèþ✱ à èìåííî✿ èíòåðâàë âíóòðåííåé ñèíõðîíèçàöèè çàìåòíî

óâåëè÷èâàåòñÿ✱ ïðè ýòîì ñèíõðîíèçàöèÿ ñ âíåøíèì âîçäåéñòâèåì ñòà✲

íîâèòñÿ çàòðóäíèòåëüíà✳

✽✵



➹ëàâà ✹

❒îäèôèöèðîâàííûé

îñöèëëÿòîð ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ

ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì

➶ òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîð ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ

óíèâåðñàëüíîé ìîäåëüþ äëÿ ìíîæåñòâà àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ðàçëè÷✲

íîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû✳ Ïðè ýòîì ïîä êëàññè÷åñêèì îñöèëëÿòîðîì ➶àí✲

äåð✲Ïîëÿ ïîäðàçóìåâàåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

âòîðîãî ïîðÿäêà ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ ïðè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé✳

❰äíàêî íà äàííûé ìîìåíò ñóùåñòâóåò ðÿä ìîäèôèêàöèé îñöèëëÿòîðà✱ ïîç✲

âîëÿþùèõ îïèñàòü äèíàìèêó áîëåå ñëîæíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ✱ ê ïðè✲

ìåðó✱ ìîäåëü ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✕➘óôôèíãà ❬✶✵✷❪✱ â óðàâíåíèè êîòîðîé ïðåä✲

ñòàâëåí äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ✱ îòâå÷àþùèé

çà íîâûé ýôôåêò â àâòîíîìíîé ñèñòåìå ✕ íåèçîõðîííîñòü êîëåáàíèé✱ ò✳å✳

çàâèñèìîñòü èõ ïåðèîäà îò àìïëèòóäû✳ Ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå ñèñòåìû

➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ✲ ➘óôôèíãà ñîñòîèò â òîì✱ ÷òî â ðàìêàõ óêîðî÷åííûõ óðàâ✲

íåíèé ✭ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ àìïëèòóä✮ îíà ïðèâî✲

äèò ê ïîëíîé íîðìàëüíîé ôîðìå áèôóðêàöèè ➚íäðîíîâà✲Õîïôà✳ ➚ òàêæå

ìîäåëü ➪îíõîôôåðà✕➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ❬✺❪✱ êîòîðàÿ ëåãêî ðåàëèçóåìà â âèäå

ýëåêòðîííîé ñõåìû è â âàðèàíòàõ êîìáèíèðîâàííûõ ñõåì✱ äåìîíñòðèðóþ✲

ùèõ ñëîæíóþ äèíàìèêó✱ ìîæåò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãåíåðà✲

✽✶



òîðîâ ñèãíàëîâ ñ øèðîêèìè ôóíêöèîíàëüíûìè âîçìîæíîñòÿìè✳ Òàê êàê

óðàâíåíèå ➪îíõîôôåðà✕➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû ïåðåìåííûõ

ñîîòâåòñòâóåò èçâåñòíîé ìîäåëè íåéðîíà ÔèòöÕüþ✕❮àãóìî✱ ìîæíî ãîâî✲

ðèòü î ïðèìåíåíèè òàêîãî ðîäà ñèñòåì äëÿ ìîäåëüíîãî îïèñàíèÿ ÿâëåíèé✱

èìåþùèõ ìåñòî â íåéðîñèñòåìàõ✱ à òàêæå îá èõ àíàëîãîâîì ìîäåëèðîâàíèè

ïðè ïîìîùè ýëåêòðîííûõ ñõåì✳

Ïðè èññëåäîâàíèè íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îñîáóþ ðîëü èã✲

ðàþò ÿâëåíèÿ ãèñòåðåçèñíîé ïðèðîäû✱ êîòîðûå ïðîÿâëÿþòñÿ â ðàçëè÷íûõ

ñèñòåìàõ êàê íà óðîâíå îòäåëüíûõ áëîêîâ✱ òàê è íà óðîâíå óïðàâëÿþùèõ

âîçäåéñòâèé✳ ➘èíàìèêå ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñîì ïîñâÿùåíî çíà÷èòåëüíîå êî✲

ëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé✱ èç êîòîðûõ îòìåòèì ðàáîòû✱ â êîòîðûõ ðàññìàòðèâà✲

þòñÿ íåëèíåéíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è èõ îòêëèê íà ãèñòåðåçèñíîå âîç✲

äåéñòâèå✳ Òàêæå ïðè ìîäåëèðîâàíèè òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì✱ ãèñòåðåçèñ ïðî✲

ÿâëÿåòñÿ â ñâÿçè ìåæäó äèíàìè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ❬✶✵✸❪✳ ➶ ðàáîòå

îïèñûâàåòñÿ ïîÿâëåíèå ãèñòåðåçèñíîãî ïîâåäåíèÿ â îñöèëëÿòîðå ➶àí✲äåð✲

Ïîëÿ✲➘óôôèíãà âáëèçè ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ✸✿✶✱ èññëåäóåòñÿ âëè✲

ÿíèÿ íà çîíû ñèíõðîíèçàöèè è ðåçîíàíñà✳ ❰äíàêî ãèñòåðåçèñíûå ÿâëåíèÿ✱

ñâîéñòâåííû íå òîëüêî ôèçè÷åñêèì è òåõíè÷åñêèì ñèñòåìàì✱ íî èìåþò ìå✲

ñòî òàêæå è â îáëàñòè ýêîíîìèêè è ñîöèîëîãè÷åñêèõ íàóê ❬✶✵✹✱✶✵✺❪✳

❰òìåòèì✱ ÷òî ïðè îïèñàíèè ìîäåëåé ãèñòåðåçèñà òðàäèöèîííî èñ✲

ïîëüçóþòñÿ äâà ïîäõîäà✿ ïåðâûé èç íèõ îñíîâàí íà îïåðàòîðíîé òðàêòîâêå

íîñèòåëåé ãèñòåðåçèñíûõ ñâîéñòâ â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàòåëåé ñ ïðîñòðàí✲

ñòâîì ñîñòîÿíèé è âõîäíî✲âûõîäíûìè ñîîòâåòñòâèÿìè✱ ê òàêèì ìîäåëÿì

îòíîñèòñÿ íåèäåàëüíîå ðåëå✱ îïåðàòîð Ïðåéçàõà✳ ➶òîðîé✱ ôåíîìåíîëîãè✲

÷åñêèé ïîäõîä✱ îïèñûâàåò ãèñòåðåçèñíóþ ïåòëþ ïîñðåäñòâîì äèôôåðåí✲

öèàëüíûõ è àëãåáðàè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé ✕ íàèáîëåå ïîïóëÿðíîé â ýòîì

ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ➪îóêà✲➶åíà✳

Ðàíåå â ðàáîòàõ ❬✼✺✱ ✾✼❪ áûëî ðàññìîòðåíà äèíàìèêà ãèñòåðåçèñíî✲

ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✱ îäèí èç êîòîðûõ✱ íàõîäèëñÿ ïîä

âîçäåéñòâèåì âûíóæäàþùåé ñèëû è ãèñòåðåçèñíîãî âîçäåéñòâèÿ✱ îïèñàí✲

íîãî ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ìîäåëüþ ➪îóêà✲➶åíà✳ ➪ûëà óñòàíîâëåíà ðåãó✲

ëÿðèçèðóþùàÿ ðîëü ãèñòåðåçèñíîãî çâåíà â ÷àñòè ðåäóêöèè õàîòè÷åñêèõ

✽✷



ðåæèìîâ✳ Òàêæå â ðÿäå ðàáîò✱ áûëè ðàññìîòðåíû íåëèíåéíûå äèíàìè÷å✲

ñêèå ñèñòåìû✱ â êîòîðûõ ãèñòåðåçèñíûå ïðåîáðàçîâàòåëè ïðåäñòàâëåíû â

êà÷åñòâå ñîñòàâëÿþùèõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ❬✽✻✱✽✽✕✾✵✱✶✵✻❪✳

➶ íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííîå óðàâíåíèå ➶àí✲

äåð✲Ïîëÿ✱ â êîòîðîì êâàäðàòè÷íîå ñëàãàåìîå çàìåíåíî ãèñòåðåçèñíûì áëî✲

êîì✱ ôîðìàëèçîâàííûì ïîñðåäñòâîì ìîäåëè Ïðåéçàõà✳ Ïðèâåäåì ðÿä ðå✲

çóëüòàòîâ✱ ïîëó÷åííûõ äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì✱ ãèñòåðåçèñíûé áëîê â êî✲

òîðûõ îïèñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà Ïðåéçàõà✳ ➶ ðàáîòå ❬✺✶❪ ðàñ✲

ñìàòðèâàåòñÿ ïðîñòîå äèôôåðåíöèàëüíî✲îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå ñ ãèñòåðå✲

çèñíûì çàòóõàíèåì✱ êîòîðîå îïèñûâàåò ìàãíèòíûé ìàÿòíèê✳ ➮ññëåäóåòñÿ

÷óâñòâèòåëüíîñòü ñèñòåìû ê âîçìóùåíèÿì✱ òàêèìè ìåòîäàìè✱ êàê òåñò ✵✕✶

äëÿ ïîêàçàòåëåé õàîñà è âû÷èñëÿþòñÿ ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè✳ ➶ ñòàòüå

❬✶✵✼❪ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåòü èç ✽ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñ✲

íûìè áëîêàìè✱ êîòîðûå ñîåäèíåíû â êóáîïîäîáíóþ êîíôèãóðàöèþ✳ Õî✲

ðîøî èçâåñòíî✱ ÷òî îïåðàòîð Ïðåéçàõà â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ äèô✲

ôåðåíöèðóåìûì✳ Òàêæå åãî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé áåñêîíå÷íîìåðíîå è

íå èìååò ëèíåéíîé ñòðóêòóðû✳ ➶ ñòàòüå ïðåäëîæåí ýêâèâàðèàíòíûé ìå✲

òîä✱ ïîçâîëÿþùèé ðàññìàòðèâàòü ñèììåòðè÷íûå áèôóðêàöèîííûå çàäà÷è

Õîïôà â íåãëàäêèõ ñèñòåìàõ✳ ❒àòåðèàë✱ èçëîæåííûé â íàñòîÿùåé ãëàâå

ïîäðîáíî ïðåäñòàâëåí â ðàáîòàõ ❬✶✵✽✕✶✶✵❪✳

➹ëàâà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì✳ ➶ ðàçäåëå ✹✳✶ ñòðîèòñÿ ìàòå✲

ìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü✱ îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó ìîäèôèöèðîâàííîãî îñöèë✲

ëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì✳ Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíûé

àíàëèç ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîñòðîåííîé ìîäåëè è êëàññè÷åñêîãî îñöèë✲

ëÿòîðà✳ Óñòàíàâëèâàåòñÿ✱ ÷òî â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ✱ â ìîäè✲

ôèöèðîâàííîì îñöèëëÿòîðå âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå õàîòè÷åñêîãî ïîâåäå✲

íèÿ✳ ➶ ðàçäåëå ✹✳✷ ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ ìîäåëü✱ íàõîäÿùàÿñÿ ïîä

âîçäåéñòâèåì âûíóæäàþùåé ñèëû✳ Ïîñðåäñòâîì ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà

íàõîäèòñÿ ðåøåíèå✱ à òàêæå ïðîâîäèòñÿ ñîïîñòàâëåíèå ìåæäó ïîëó÷åííû✲

ìè àíàëèòè÷åñêèìè è ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè✳ Òàêæå ïðîâîäèòñÿ ñðàâ✲

íèòåëüíûé àíàëèç ñ êëàññè÷åñêîé ìîäåëüþ îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✳

✽✸



✹✳✶ ❒àòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå✱ êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì óðàâíåíèÿ ➶àí✲

äåð✲Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì✱ âêëþ÷åííûì â ëåâóþ ÷àñòü

ẍ− (λ− y2(t))ẋ+ ω2
0x = 0, ✭✹✳✶✮

ãäå y(t) ✕ ýòî âûõîä ïðåîáðàçîâàòåëÿ Ïðåéçàõà✱ îïðåäåëåííûé ñîîò✲

íîøåíèåì✿

y(t) = y [t0, η0] (t) =

∫

Ω

Rω [t0, η0(ω)] x(t)dµ, t ≥ t0. ✭✹✳✷✮

Ïðè èññëåäîâàíèè óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✮ áóäåì îïèðàòüñÿ íà àñèìïòîòè÷å✲

ñêèå ìåòîäû✱ ñâÿçàííûå ñ ââåäåíèåì ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà✳ ➘ëÿ ýòîãî

ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â ñëåäóþùåì âèäå

ẍ+ ω2
0x = ε((λ− y2(t)ẋ). ✭✹✳✸✮

Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà ε✿

x = x0 + εx1 + ε2x2 + . . . ,

ω = ω0

(

1 + εω1

ω0

+ ε2ω2

ω0

+ . . .
)

.
✭✹✳✹✮

Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ ✭✹✳✹✮ â óðàâíåíèå ✭✹✳✸✮ ïîëó÷èì✿

(ẍ0 + εẍ1 + . . .)+ω2
0

(

1 + ε
ω1

ω0
+ . . .

)

(x0 + εx1 + . . .) = ε(λ−y2(t)) (ẋ0 + εẋ1 + . . .) .

✭✹✳✺✮

Ïðèðàâíèâàÿ â ✭✹✳✺✮ ê íóëþ ÷ëåíû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ✱ äëÿ

ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ óðàâíåíèÿ áóäóò èìåòü âèä✿

ẍ0 + ω2
0x0 = 0, ✭✹✳✻✮

ẍ1 + ω2
0x1 + 2ω0ω1x0 − (λ− y2(t))ẋ0 = 0, ✭✹✳✼✮

✽✹



Òàê êàê óðàâíåíèå ✭✹✳✻✮ ✕ ýòî óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà✱

òî åãî ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü✱ êàê✿

x0 = A cos (ω0t+ ϕ0) ✭✹✳✽✮

ãäå A ✕ àìïëèòóäà✱ à ϕ0 ✕ ôàçà✱ îïðåäåëÿåìûå èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé✳

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå ✭✹✳✼✮ ñëåäóþùèì îáðàçîì✿

ẍ1 + ω2
0x1 = λẋ0 − y2(t)ẋ0 − 2ω0ω1x0, ✭✹✳✾✮

➘ëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ✭✹✳✾✮ â âèäå

ðÿäà Ôóðüå✱ ïðè ýòîì ó÷òåì✱ ÷òî äëÿ óäàëåíèÿ ñåêóëÿðíûõ ÷ëåíîâ íåîáõî✲

äèìî îáíóëèòü ñëàãàåìûå✱ ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçîíàíñíûì ÷ëåíàì✳ ➮íûìè

ñëîâàìè✱ ïàðàìåòðû A è ω1 äîëæíû áûòü òàêèìè✱ ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü

óðàâíåíèÿ ✭✹✳✾✮ áûëà îðòîãîíàëüíà íóëåâîìó ïðèáëèæåíèþ

∫ 2π/ω0

0

(λẋ0 − y2(t)ẋ0 − 2ω0ω1x0)x0dt. ✭✹✳✶✵✮

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ✭✹✳✽✮ ïðåîáðàçóåì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå✿

λẋ0 − y2(t)ẋ0 − 2ω0ω1x0 =

= −λAω0 sin(ω0t+ ϕ0) + y2(t)Aω0 sin(ω0t+ ϕ0)− 2ω0ω1A cos(ω0t+ ϕ0)

➮íòåãðàë ✭✹✳✶✵✮ ðàçîáüåì íà òðè ñîñòàâëÿþùèå✿

I1 =

∫ 2π/ω0

0

−λA2ω0 sin(ω0t+ ϕ0) cos(ω0t+ ϕ0)dt. ✭✹✳✶✶✮

I2 =

∫ 2π/ω0

0

A2ω0y
2(t) sin(ω0t+ ϕ0) cos(ω0t+ ϕ0)dt. ✭✹✳✶✷✮

I3 =

∫ 2π/ω0

0

−2A2ω0ω1 cos(ω0t+ ϕ0)dt. ✭✹✳✶✸✮

✽✺



❮åïîñðåäñòâåííûå íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò✱ ÷òî I1 = 0✱ I3 =

−2πω1A
2✳ Òîãäà✱ äëÿ óäàëåíèÿ ñåêóëÿðíûõ ÷ëåíîâ íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå

ðàâåíñòâà✿

∫ 2π/ω0

0

y2(t)2 sin(ω0t+ ϕ0)dt =
4πω1

ω0
✭✹✳✶✹✮

èëè

ω1 =
ω0

4π

∫ 2π/ω0

0

y2(t)2 sin(ω0t+ ϕ0)dt. ✭✹✳✶✺✮

Òàê êàê àíàëèòè÷åñêóþ ñâÿçü ìåæäó âõîäîì ïðåîáðàçîâàòåëÿ Ïðå✲

çàéõà è âûõîäîì â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷èòü íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì✱

òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàë ✭✹✳✶✺✮ âîñïîëüçóåìñÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè✳

❰ïðåäåëèâ çíà÷åíèå ÷àñòîòû ω1 ✱ âåðíåìñÿ ê âûðàæåíèþ ✭✹✳✼✮ è âûïîë✲

íèì äëÿ ïðàâîé ÷àñòè ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå✳ ❰ïðåäåëèâ ïàðàìåòðû λ✱

ω0✱ ϕ0✱ à òàêæå àìïëèòóäó íóëåâîãî ðåøåíèÿ A✱ ïîëó÷èì ðåøåíèå óðàâ✲

íåíèÿ ✭✹✳✼✮✳ ❰òìåòèì✱ ÷òî ïàðàìåòð ϕ0 áóäåò ÿâëÿòüñÿ óïðàâëÿþùèì✱ à

èìåííî✱ ëþáîå îòêëîíåíèå îò íóëåâîãî çíà÷åíèÿ✱ ïðèâåäåò ê ñóùåñòâåííî✲

ìó èçìåíåíèþ ôîðìû êîëåáàíèé✱ îäíàêî äâèæåíèå îñöèëëÿòîðà ïðè ýòîì

îñòàíåòñÿ ðåãóëÿðíûì✳ ❮à ðèñ✳✹✳✶ ïðèâåäåíû ôàçîâûå ïîðòðåòû óðàâíåíèÿ

✭✹✳✼✮✱ ïàðàìåòðû êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿìè íà÷àëüíûõ ôàç✳

à✮ á✮ â✮

Ðèñ✳ ✹✳✶✳ Ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ ✭✹✳✼✮ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ λ =

1✱ A = 1✱ ω0 = π à✮ϕ0 = 0❀ á✮ϕ0 = π/10❀ â✮ ϕ0 = π/2

✽✻



❮à÷àëüíûå óñëîâèÿ x1(0) è ẋ1(0) òàêæå ñóùåñòâåííûì îáðàçîì âëè✲

ÿþò íà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✹✳✼✮✳ ❮à ðèñ✳ ✹✳✷ ïðèâåäåì ôàçîâûå ïîðòðåòû

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✷✮ ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõ λ✱ A✱ ω0 è ϕ0✱

íî ñ ðàçíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè✳

à✮ á✮ â✮

Ðèñ✳ ✹✳✷✳ Ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ ✭✹✳✼✮ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ λ =

1✱ A = 1✱ ω0 = π à✮x1(0) = 1✱ ẋ1(0) = 0❀ á✮x1(0) = 0.5✱ ẋ1(0) = 0❀ â✮

x1(0) = 0✱ ẋ1(0) = 1

❰òìåòèì✱ ÷òî íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ x1(0) è ẋ1(0) òàêæå äîëæíû áûòü

ñîãëàñîâàíû ñ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè ãèñòåðåçèñíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ✳

✃àê âèäíî èç ïðåäñòàâëåííûõ ãðàôèêîâ✱ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå✱ ðîâíî✱ êàê è

ñîñòîÿíèå ãèñòåðåçèñíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ✱ âëèÿåò íà ôîðìó ïðåäåëüíîãî

öèêëà✱ áîëåå òîãî✱ â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå✱ ýòî ñâîéñòâî ïðèíöèïèàëü✲

íûì îáðàçîì îòëè÷àåò åå îò êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✱ ãäå

âíå çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé✱ âñå ðåøåíèÿ ñõîäÿòñÿ ê îäíîìó

ïðåäåëüíîìó öèêëó✳

❮à ðèñ✳ ✹✳✸ ïðèâåäåíî ðåøåíèå è ôàçîâûé ïîðòðåò ðåøåíèÿ óðàâ✲

íåíèÿ ✭✹✳✶✮✳ ✃àê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå✱ àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

✭✹✳✶✮ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â âèäå ñîîòíîøåíèÿ ✭✹✳✹✮✳ ➘ëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî

îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ìàëîãî ïàðàìåòðà ε è ïîäñòàâèòü✱ íàéäåííîå ðåøåíèå

✭✹✳✼✮✱ â ñîîòíîøåíèå ✭✹✳✹✮✳

✽✼



Ðèñ✳ ✹✳✸✳ Ðåøåíèå è ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✮ ïðè λ = 0.2✱ A = 0.1✱

ω0 = 0.2✱ ϕ0 = π/2 è ε = 0.05

✹✳✶✳✶ Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç êëàññè÷åñêîãî è ìîäèôè✲

öèðîâàííîãî îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ

Ïðåäñòàâèì ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîâåäåíèÿ êëàññè÷åñêîãî îñöèë✲

ëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ è ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ ãè✲

ñòåðåçèñíûì áëîêîì✳ ➬àïèøåì êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ áåç

ó÷åòà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ â ñëåäóþùåì âèäå✿

ẍ− (λ− x2)ẋ+ ω2
0x = 0, ✭✹✳✶✻✮

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

✭✹✳✶✮ è ✭✹✳✶✻✮ â çàâèñèìîñòè îò ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ λ è ω2
0✳ ❰òìåòèì✱

÷òî â îòëè÷èå îò ïîâåäåíèÿ êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✱ äëÿ

êîòîðîãî õàðàêòåðíî òîëüêî ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå ñ ðàçëè÷íîé ÷àñòî✲

òîé è àìïëèòóäîé✱ îñöèëëÿòîð✱ äâèæåíèå êîòîðîãî ïîä÷èíåíî óðàâíåíèþ

✭✹✳✶✮ äåìîíñòðèðóåò íåñêîëüêî ðåæèìîâ ïîâåäåíèÿ✱ â òîì ÷èñëå✱ âîçìîæíî

ïîÿâëåíèå ðåçîíàíñíîãî äâèæåíèÿ✳ ➘àëåå ïðèâåäåì îïèñàíèå ïàðàìåòðîâ✱

ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòè ðåæèìàì✳

➴ñëè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ ≥ 0.5✱ à çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ω2
0 > 0.4✱

òî â îñöèëëÿòîðå ✭✹✳✶✮✱ ìîæíî íàáëþäàòü êîëåáàíèÿ✱ áëèçêèå ê ãàðìîíè✲

÷åñêèì✳ Ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ✱ ýòè êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò

✽✽



ñ ÷àñòîòîé✱ áëèçêîé ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ➶àí✲

äåð✲Ïîëÿ✳ ❰äíàêî â èíûõ ñëó÷àÿõ ✭ðèñ✳ ✹✳✹✮✱ âîçìîæíî ïîÿâëåíèÿ áîëåå

ñëîæíûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ✱ ñ íåñêîëüêèìè ÷àñòîòàìè✳ ❰òìåòèì✱ ÷òî â

ñëó÷àå✱ êîãäà ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ ãèñòåðåçèñíîãî áëîêà ïðèíàäëåæàò èí✲

òåðâàëó îò [−1, 1]✱ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ > 1✱ òî â ñèñòåìå ✭✹✳✶✮

âîçíèêàåò ðåçîíàíñ✳ ➘ëÿ ñëó÷àåâ✱ êîãäà ïàðàìåòðû ïðèíàäëåæàò èíòåðâà✲

ëàì λ < 0.5 è ω2
0 > 0.4✱ â óðàâíåíèè ✭✹✳✶✮ íàáëþäàþòñÿ êîëåáàíèÿ áëèçêèå

êàê ïî ÷àñòîòå✱ òàê è àìïëèòóäå ê êîëåáàíèÿì êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✳

Ðèñ✳ ✹✳✹✳ Ôàçîâûå ïîðòðåòû ❛✮ äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✮ á✮ äëÿ óðàâíåíèÿ

✭✹✳✶✻✮ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ λ = 1 è ω2
0 = 0.5

✃àê óæå îòìå÷àëîñü âûøå✱ äèíàìèêà ìîäèôèöèðîâàííîãî îñöèëëÿ✲

òîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ îáëàäàåò ðÿäîì îñîáåííîñòåé✱ îòëè÷àþùèõ åãî îò êëàñ✲

ñè÷åñêîãî✳ ❮à ðèñ✳ ✹✳✻ ïðèâåäåíî ðåøåíèå✱ ôàçîâûé ïîðòðåò è ñïåêòðàëü✲

íàÿ õàðàêòåðèñòèêà îñöèëëÿòîðà ✭✹✳✶✮ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ λ = 0.2

è ω2
0 = 0.04✳ ➴ñëè ω2

0 ≤ 0.04✱ òî â ïîâåäåíèè îñöèëëÿòîðà ✭✹✳✶✮ âîçíèêà✲

þò ñëåäóþùèå çàêîíîìåðíîñòè✿ ïðè î÷åíü íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ λ ≤ 0.15

ñ óâåëè÷åíèåì âðåìåíè ñèñòåìà ñòàáèëèçèðóåòñÿ â íóëå✳ ➶ ñëó÷àå✱ êîãäà

λ ∈ (0.15, 0.5) óðàâíåíèþ ✭✹✳✶✮ ñîîòâåòñòâóåò õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îñöèë✲

ëÿòîðà✳

➬äåñü✱ êàê è ðàíåå✱ äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✮ áûë ïðîâå✲

äåí òåñò íà õàîñ ✵✲✶✱ ïîäðîáíîå îïèñàíèå êîòîðîãî äàíî â ãëàâå ✷✳ ❮à âûõîäå

✽✾



Ðèñ✳ ✹✳✺✳ à✮ ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✮ á✮ ñïåêòðàëüíàÿ õàðàêòåðè✲

ñòèêà óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✮ ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ λ = 0.9 è ω2
0 = 0.8

à✮ á✮ â✮

Ðèñ✳ ✹✳✻✳ à✮ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✮ á✮ ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✮ â✮

ñïåêòðàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✮ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

λ = 0.2 è ω2
0 = 0.04

òåñò âûäàåò îäíî çíà÷åíèå✱ êîòîðîå òðàêòóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì✿ ✶ ✲ ñî✲

îòâåòñòâóåò õàîòè÷åñêîì ïîâåäåíèþ â ñèñòåìå✱ ✵ ✲ ðåãóëÿðíîé äèíàìèêå✳

Òàê ïàðàìåòðàì λ = 0.2✱ ω2
0 = 0.04 â óðàâíåíèè ✭✹✳✶✮ ñîîòâåòñòâóåò çíà÷å✲

íèå òåñòà ✵✳✾✽✼✶✳ Ïðè λ = 0.18✱ ω2
0 = 0.04 ✲ ✵✳✾✷✺✷✳ ➚ ïðè λ = 0.5✱ ω2

0 = 0.02

✲ ✵✳✵✷✷✻✳ Òàêèì îáðàçîì✱ òåñò ïîäòâåðæäàåò✱ ïîëó÷åííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû✳

❰òìåòèì✱ ÷òî ôàêòè÷åñêè çíà÷åíèÿ òåñòà íå ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè✱ à

ëèøü ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ èëè åäèíèöå✳

✾✵



✹✳✷ ❰ñöèëëÿòîð ïîä âîçäåéñòâèåì âûíóæäà✲

þùåé ñèëû

Ðàññìîòðèì ìîäèôèöèðîâàííûé îñöèëëÿòîð ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ ãèñòå✲

ðåçèñíûì áëîêîì✱ îïèñàííûì ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðà Ïðåéçàõà✳

ẍ− (λ− y2)ẋ+ ω2
0x = B∗ cos(ωt). ✭✹✳✶✼✮

➘ëÿ íàõîæäåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✼✮✱ à òàêæå

äëÿ óñòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòè ìåæäó àìïëèòóäîé ðåøåíèÿ è àìïëèòóäîé

âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ✱ ôîðìàëüíî ââåäåì â óðàâíåíèå ✭✹✳✶✼✮ ìàëûé ïàðà✲

ìåòð✿

ẍ+ ω2
0x = ε

(

ω2
0B cos(ωt) + µ

(

1− αy2(t)ẋ
))

✭✹✳✶✽✮

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå x = A cosψ+ εu1(A,ψ)+ . . .✱

ãäå ψ = ωt + ϕ(t)✱ u1(A,ψ) ✕ íåèçâåñòíûå ôóíêöèè íå ñîäåðæàùèå ðåçî✲

íàíñíûõ ñëàãàåìûõ✳ A è ϕ ✕ àìïëèòóäà è ôàçà êîëåáàíèé✱ ñîîòâåòñòâåííî✱

óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì✿

Ȧ = εf1(A,ϕ) + . . . , ϕ̇ = −∆+ εF1(A,ϕ) + . . . , ✭✹✳✶✾✮

à ∆ = ω − ω0 ✕ ðàññòðîéêà ÷àñòîòû✳ F1✱ f1 ✕ íåèçâåñòíûå ôóíêöèè✱ êî✲

òîðûå ñëåäóåò îïðåäåëèòü èç óñëîâèé îòñóòñòâèÿ ðåçîíàíñíûõ ÷ëåíîâ äëÿ

ôóíêöèè u1✳ Òîãäà ✿

ẋ = Ȧ cosψ − Ȧψ̇ sinψ + εωu̇1 ✭✹✳✷✵✮

ẍ = Ä cosψ − 2Ȧψ̇ sinψ − Ȧψ̇2 cosψ + εω2ü1 ✭✹✳✷✶✮

Ïîäñòàâëÿÿ îáùèé âèä ðåøåíèÿ â èñõîäíîå óðàâíåíèå✱ çàïèøåì óñðåäíåí✲

íûå ïî âðåìåíè óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû è ôàçû êîëåáàíèé✳

Ȧ = −ω0B

2
sinϕ− Aµ∆

2ω0

(

1− αy2(t)
)

, ϕ̇ = −∆− ω0B

2A
cosϕ ✭✹✳✷✷✮

✾✶



➶ ñèíõðîííîì ðåæèìå ìîæíî ïîëîæèòü Ȧ = 0✱ ϕ̇ = 0✱ è èñêëþ÷àÿ èç

ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ϕ✱ íàéäåì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ A✿

A2

(

(

1− αy2(t)
)2

+
4

µ2

)

= b2, b =
ω2
0B

∆
. ✭✹✳✷✸✮

➘ëÿ ïîñòðîåíèÿ çàâèñèìîñòè ✭✹✳✷✸✮ îïðåäåëèì óñðåäíåííîå çíà÷åíèå

âûõîäà îïåðàòîðà Ïðåéçàõà y2(t)✳ ➘ëÿ ýòîãî✱ ïîëüçóÿñü ïðîãðàììíûìè

ñðåäñòâàìè✱ âû÷èñëèì ñâîáîäíûé ÷ëåí✱ ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿä Ôóðüå ãè✲

ñòåðåçèñíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ✱ íà âõîä êîòîðîãî ïîäàåòñÿ íóëåâîå ðåøåíèå

x = A cos(ω0t+̟0)✿

a0 =
ω0

2π

∫ 2π/ω0

0

y2(t)dt. ✭✹✳✷✹✮

❮èæå ïðèâåäåì ãðàôèêè çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

✭✹✳✶✼✮ îò àìïëèòóäû âíåøíåãî ãàðìîíè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ

ïàðàìåòðàõ ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ è ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëåáà✲

íèé îñöèëëÿòîðà✳

Ðèñ✳ ✹✳✼✳ ➬àâèñèìîñòü A îò ω2
0B ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ µ à✮ ω0 = 0.1✱

ω = 0.2 á✮ ω0 = 0.3✱ ω = 0.2

❮à ðèñ✳ ✹✳✼✱ îòìå÷åíû íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ✱ êîòîðûì ñîîò✲

âåòñòâóþò ãðàôèêè ðåøåíèé✱ ïðèâåäåííûå íà ðèñ✳ ✹✳✽ ✭òî÷êàì ➚✱ ➪✱ ➶ è ➹

ñîîòâåòñòâóþò ðèñ✳ ✹✳✽à✱ ✹✳✽á✱ ✹✳✽â è ✹✳✽ã✮✳ Ñîïîñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ

ðèñóíêîâ ïîêàçûâàåò✱ ÷òî ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ àìïëèòóäà ñîáñòâåííûõ êî✲

ëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè òåîðåòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ✳

✾✷



à✮ á✮

â✮ ã✮

Ðèñ✳ ✹✳✽✳ ×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✼✮ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

à✮ω0 = 0.1✱ ω = 0.2✱ ω2
0B = 8✱ µ = 0.5 á✮ω0 = 0.1✱ ω = 0.2✱ ω2

0B = 8✱ µ = 0.1

â✮ω0 = 0.3✱ ω = 0.2✱ ω2
0B = 8✱ µ = 0.5 ã✮ω0 = 0.3✱ ω = 0.2✱ ω2

0B = 8✱ µ = 0.1

Ïðèâåäåííûå çàâèñèìîñòè íà ãðàôèêàõ ✹✳✼ è ✹✳✽ îòðàæàþò ñëåäóþ✲

ùóþ çàêîíîìåðíîñòü✿ óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✼✮ ñóùåñòâåí✲

íûì îáðàçîâ âëèÿåò íà îòíîøåíèå ìåæäó àìïëèòóäîé ñîáñòâåííûõ êîëå✲

áàíèé îñöèëëÿòîðà è àìïëèòóäîé âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ✳ ➶ çàâèñèìîñòè îò

çíà÷åíèÿ µ âîçðàñòàíèå àìïëèòóä áóäåò ïðîèñõîäèò ñ ðàçíîé ñêîðîñòüþ✳

✾✸



✹✳✷✳✶ ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ

ìîäèôèöèðîâàííîãî îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ

➮ññëåäóåì âëèÿíèÿ ãèñòåðåçèñíîãî áëîêà✱ ôîðìàëèçîâàííîãî îïåðà✲

òîðîì Ïðåéçàõà✱ íà äèíàìèêó ïîâåäåíèÿ îñöèëëÿòîðà✱ îïèñàííûì ïðè ïî✲

ìîùè óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✼✮✳ ➘ëÿ ýòîãî ïðîâåäåì ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîëó✲

÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ✱ ñ ðåçóëüòàòàìè ñïðàâåäëèâûìè äëÿ êëàññè÷åñêîãî îñ✲

öèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✱ óðàâíåíèå äëÿ êîòîðîãî çàïèøåì â âèäå✿

ẍ− (λ− x2)ẋ+ ω2
0x = B∗ cos(ωt) ✭✹✳✷✺✮

➶ îòëè÷èå îò óðàâíåíèé ✭✹✳✶✮ è ✭✹✳✶✻✮✱ óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✼✮ è ✭✹✳✷✺✮ çàâèñÿò îò

áîëüøåãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ✱ îäíàêî òîëüêî ïðè âàðüèðîâàíèè ïàðàìåòðîâ

λ è B∗ íàáëþäàþòñÿ ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ â äèíàìèêå îñöèëëÿòîðîâ✳

➘ëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ðåæèìû ïîâåäåíèÿ óðàâíåíèé ✭✹✳✶✼✮ è ✭✹✳✷✺✮

ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà λ✭ðèñ✳ ✹✳✾✮✳ ❰òìåòèì✱ ÷òî✱ êàê è â ñëó÷àå✱ ðàñ✲

ñìîòðåííîì â ðàçäåëå ✷✳✹ è ✹✳✶✳✶✱ êàê òîëüêî çíà÷åíèÿ λ > 1 â óðàâíåíèè

✭✹✳✶✼✮ âîçíèêàåò ðåçîíàíñ✳ ❰äíàêî✱ â îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✮ ïðè ìà✲

ëûõ çíà÷åíèÿõ λ ñòàáèëèçàöèè îêîëî íóëÿ íå ïðîèñõîäèò✳ Ïðè ýòîì✱ êàê

è äëÿ ñëó÷àÿ✱ ðàññìîòðåííîãî ðàíåå✱ ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ λ ≤ 0.2✱

àìïëèòóäà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ✭✹✳✶✼✮ áëèçêà ê àìïëèòó✲

äå êîëåáàíèé êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✱ íàõîäÿùåãîñÿ ïîä

ãàðìîíè÷åñêèì âîçäåéñòâèåì✳

➪èôóðêàöèîííûå äèàãðàììû äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✼✮ è ✭✹✳✷✺✮ â çàâèñè✲

ìîñòè îò ïàðàìåòðà ω2
0✱ äåìîíñòðèðóþò✱ ÷òî ïîâåäåíèå îñöèëëÿòîðà â ñëó✲

÷àå íàëè÷èÿ ãèñòåðåçèñíîãî áëîêà✱ ôîðìàëèçîâàííîãî îïåðàòîðîì Ïðåéçà✲

õà✱ áóäåò ➽áëèçêî➾ ê ïîâåäåíèþ êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✱

êàê ïî ÷àñòîòå✱ òàê è ïî àìïëèòóäå✳ Ïðèâåäåííûå äàëåå ãðàôèêè ÷èñëåí✲

íîãî ðåøåíèÿ✱ ïîäòâåðæäàþò äàííîå çàêëþ÷åíèå ✭ðèñ✳✹✳✶✶✮✳ ❰òìåòèì✱ ÷òî✱

êàê è äëÿ ñëó÷àÿ ñ îòñóòñòâèåì ãàðìîíè÷åñêîãî âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ✱ óâå✲

ëè÷åíèå ïàðàìåòðà ω2
0 ïîçâîëÿåò ðåãóëÿðèçèðîâàòü ïîâåäåíèå îñöèëëÿòî✲

ðîâ✳

Ðàññìîòðèì âëèÿíèå àìïëèòóäû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íà îñöèëëÿ✲

✾✹



Ðèñ✳ ✹✳✾✳ ➪èôóðêàöèîííûå äèàãðàììû â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà λ à✮

äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✼✮ á✮ äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✹✳✷✺✮ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

B∗ = 1.2✱ ω = 2.1 è ω2
0 = 1.2

òîð ✭✹✳✶✼✮ è ✭✹✳✷✺✮✱ íà ðèñ✳ ✹✳✶✷ ïðåäñòàâëåíà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà â

çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà B∗✳ ➮ç ïðèâåäåííîãî ãðàôèêà✱ ñëåäóåò✱ ÷òî ñîá✲

ñòâåííàÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé â óðàâíåíèÿõ ✭✹✳✶✼✮ è ✭✹✳✷✺✮ áóäåò áëèçêà✳

Ïðîàíàëèçèðóåì âëèÿíèå ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íà ïîâåäå✲

íèå îñöèëëÿòîðîâ ✭✹✳✶✼✮ è ✭✹✳✷✺✮✳ Ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà ω êîëåáàíèÿ

îñöèëëÿòîðîâ èç ãàðìîíè÷åñêèõ✱ ïåðåõîäÿò â êâàçèãàðìîíè÷åñêèå✳ ❮à ðèñ✳

✹✳✶✸ ïðèâåäåíû áèôôóðêàöèîííûå äèàãðàììû äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✼✮ è ✭✹✳✷✺✮

â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà ω✳

➶ûâîäû

➶ äàííîé ãëàâå

• ➮ññëåäîâàíà ìîäåëü ìîäèôèöèðîâàííîãî îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ

ñ ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì✱ ôîðìàëèçîâàííûì ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà

Ïðåéçàõà✳ Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà áûëè ïîëó✲

÷åíû ïðèáëèæåííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ îïèñàííîé ìîäåëè✱

ïðè óñëîâèè íàëè÷èÿ è îòñóòñòâèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû✳

• Óñòàíîâëåíî✱ ÷òî íàëè÷èå ãèñòåðåçèñíîãî áëîêà â ëåâîé ÷àñòè óðàâíå✲

íèÿ✱ ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé â àâòîíîìíîé

✾✺



Ðèñ✳ ✹✳✶✵✳ ➪èôóðêàöèîííûå äèàãðàììû â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà ω2
0 à✮

äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✼✮ á✮ äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✹✳✷✺✮ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

λ = 0.1✱ω = 2.1 è B∗ = 1.2

ñèñòåìå âòîðîãî ïîðÿäêà✳ Òàêæå áûëî óñòàíîâëåíî✱ ÷òî â çàâèñèìîñòè

îò óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà λ✱ âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå ðåçîíàíñà✱

à òàêæå ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ λ ïðîèñõîäèò ñòàáèëèçàöèÿ êîëåáàíèé

îêîëî íóëÿ✳

• ➪ûëî ïîêàçàíî✱ ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðàõ ïîâåäåíèå ìîäè✲

ôèöèðîâàííîãî îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ áëèçêî ê êëàññè÷åñêîìó

îñöèëëÿòîðó✱ êàê ïî ÷àñòîòå✱ òàê è ïî àìïëèòóäå êîëåáàíèé✳ ❰äíàêî

ïðè âàðüèðîâàíèè ïàðàìåòðîâ λ è B∗ â äèíàìèêå îñöèëëÿòîðîâ íà✲

áëþäàþòñÿ ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ✱ ñâÿçàííûå ñ ðåçîíàíñíûìè ñâîé✲

ñòâàìè ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✳

✾✻



à✮ á✮ â✮

ã✮ ä✮ å✮

Ðèñ✳ ✹✳✶✶✳ à✮ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✼✮ á✮ ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✼✮

â✮ ñïåêòðàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✼✮ ã✮ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

✭✹✳✷✺✮ ä✮ ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ ✭✹✳✷✺✮ å✮ ñïåêòðàëüíàÿ õàðàêòåðèñòè✲

êà óðàâíåíèÿ ✭✹✳✷✺✮ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ λ = 0.1✱ ω2
0 = 1✱ B∗ = 1.2 è

ω = 2.1

Ðèñ✳ ✹✳✶✷✳ ➪èôóðêàöèîííûå äèàãðàììû â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà B∗ à✮

äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✼✮ á✮ äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✹✳✷✺✮ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

λ = 0.1✱ ω = 2.1 è ω2
0 = 1.2

✾✼



Ðèñ✳ ✹✳✶✸✳ ➪èôóðêàöèîííûå äèàãðàììû â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà ω à✮

äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✼✮ á✮ äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✹✳✷✺✮ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

B∗ = 1.2✱ λ = 0.1 è ω2
0 = 1.2

✾✽



➹ëàâà ✺

Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ

äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîé

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ

ñ ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì

❰äíîé èç çàäà÷ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ïðîãðàììíî✲

ãî êîìïëåêñà✱ ïîçâîëÿþùåãî ðåàëèçîâàòü äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû ìàòåìà✲

òè÷åñêèõ ìîäåëåé ìîäèôèöèðîâàííîãî îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✱ à òàêæå

ñèñòåìû ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✳ ➘ëÿ ðåàëèçàöèè óêàçàí✲

íîé çàäà÷è áûë ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ✱ âêëþ÷àþùèé áîëüøîå

êîëè÷åñòâî êëàññîâ✱ ïîñðåäñòâîì êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ äâå ïðèíöèïèàëüíî

ðàçíûå ìîäåëè ãèñòåðåçèñà✱ à òàêæå ðåàëèçîâûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû✱

äëÿ óñòàíîâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ èññëåäóåìûõ ñèñòåì✳ ❒àòåìà✲

òè÷åñêèå ìîäåëè îñöèëëÿòîðà è ñèñòåì ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲

Ïîëÿ✱ äëÿ êîòîðûõ ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ✱ îïèñàíû â ãëàâå ✸

è ✹✳ ❮èæå ïðèâåäåì èõ ñòðóêòóðó è ïîäðîáíîå îïèñàíèå✳

✾✾



Ðèñ✳ ✺✳✶✳ Ñòðóêòóðà ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ

✺✳✶ Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ äëÿ ìîäåëèðîâà✲

íèÿ äèíàìèêè ñèñòåìû ñâÿçàííûõ îñöèë✲

ëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñíûì áëî✲

êîì

➶ êà÷åñòâå ñðåäû ðàçðàáîòêè èñïîëüçîâàëñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé ïàêåò

▼❛t▲❛❜✳ ➘ëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è✱ à èìåííî✱ äëÿ ðàçðàáîòêè íî✲

âûõ ìîäèôèêàöèé ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ãèñòåðåçèñíûìè íåëèíåéíî✲

ñòÿìè áûëè ñîçäàíû ñëåäóþùèå êëàññû✿

functionV an− der − Pol(x, y, t) ✕ êëàññ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèô✲

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé✱ ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè✳

functionInitBoukWen(a, b, gamma, n, symm) ✕ êëàññ✱ ðåàëèçóþùèé

ôåíîìåíîëîãè÷åñêóþ ìîäåëü ➪îóêà✲➶åíà✳

functionTestBoukWen(a, b, gamma, n, symm) ✕ êëàññ✱ îòâå÷àþùèé

çà îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ✱ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàêñèìàëüíî

øèðîêîé ïåòëè ãèñòåðåçèñà✳

functionLE(x, y, t) ✕ êëàññ✱ ðåàëèçîâûâàþùèé ìîäèôèöèðîâàííûé

àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé✱ äëÿ ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñ✲

✶✵✵



íûì áëîêîì✳

functionBif − diagram(x, y, t) ✕ êëàññ✱ ïîçâîëÿþùèé ÷èñëåííûìè

ìåòîäàìè îïðåäåëèòü äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè✳

functionTest− Pr(x, y, t, a, b, gamma, n, symm) ✕ êëàññ✱ îïðåäåëÿþ✲

ùèé ïàðàìåòðû ìîäåëè✱ ïîçâîëÿþùèå ðåàëèçîâàòü ñèíõðîíèçàöèþ â ñèñòå✲

ìå ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì✳

Ïðèâåäåííûå êëàññû ïîçâîëÿþò èçó÷èòü ïîâåäåíèå â ñèñòåìàõ ñâÿ✲

çàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✱ äëÿ ýòîãî ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ âû✲

ïîëíÿåò ñëåäóþùèå èòåðàöèè✿

✶✳ ➘ëÿ íà÷àëà✱ îòòàëêèâàÿñü îò óòâåðæäåíèÿ î äèññèïèðóþùèõ ñâîé✲

ñòâàõ ãèñòåðåçèñíûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé è èñïîëüçóÿ êëàññû InitBoukWen

è TestBoukWen íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû✱ îòâå÷àþùèå ìàêñè✲

ìàëüíîé ïëîùàäè ïåòëè ãèñòåðåçèñà✳

Ðèñ✳ ✺✳✷✳ Ïåòëÿ ãèñòåðåçèñà ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ à✮ A = 10✱ β = 1.1✱

γ = 0.1✱ n = 10❀ á✮ A = 3✱ β = −0.1✱ γ = 0.5✱ n = 2❀ â✮ A = 1✱ β = 0.1✱

γ = 0.9✱ n = 1❀

✷✳ ➘àëåå ïðè ïîìîùè êëàññà V an − der − Pol âûïîëíÿåòñÿ ïîñòðîå✲

íèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïîñðåäñòâîì ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ ïàêå✲

òà ▼❛t▲❛❜✱ à èìåííî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ðóíãå ✲ ✃óòòû ✹✲ãî è ✺✲ãî ïîðÿäêà

òî÷íîñòè✳

✸✳ ➘ëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû✱ íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü

äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ✱ äëÿ ýòîãî èñïîëüçó✲

þòñÿ êëàññû Bif − diagram è LE✳

✶✵✶



à✮ á✮ â✮

Ðèñ✳ ✺✳✸✳ ➪èôóðêàöèîííûå äèàãðàììû ïîâåäåíèÿ îñöèëëÿòîðà y ❛✮ â çàâè✲

ñèìîñòè êîýôôèöèåíòà ïåðåä ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì b á✮ â çàâèñèìîñòè îò

àìïëèòóäû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ Bω2
1 â✮ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà ν✱

ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ µ = 1✱ λ = 1✱ ω2
1 = ω2

1 = 1

✹✳ ❮àõîæäåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñèñòåìû ñâÿçàííûõ îñöèëëÿ✲

òîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó î ñèíõðîíèçàöèè✳ Ïðè ïîìî✲

ùè êëàññà Test− Pr îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðû ìîäåëè✱ ïîçâîëÿþùèå ðåà✲

ëèçîâàòü ñèíõðîíèçàöèþ â ñèñòåìå ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ

ñ ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì✳

➮ñïîëüçóÿ äàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ✱ áûëî ïðîâåäåíî èññëå✲

äîâàíèå äëÿ ñèñòåì ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✱ ñ ó÷åòîì ãè✲

ñòåðåçèñíûõ íåëèíåéíîñòåé ✭÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû✱ ïðèâåäåííûå â ãëàâå

✸✮✳ ❰òìåòèì✱ ÷òî ñîçäàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ìîæåò áûòü ïðèìåíåí

â øèðîêîì ñïåêòðå îòðàñëåé✱ òàêèõ êàê✿ ðàäèîòåõíèêà✱ ðîáîòîòåõíèêà✱ à

òàêæå ïðè àíàëèçå ìîäåëåé êàðäèîðèòìîâ â ìåäèöèíå è ò✳ä✳

✺✳✷ Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ äëÿ ìîäèôèöèðî✲

âàííîãî îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ ãè✲

ñòåðåçèñíûì áëîêîì

➶ êà÷åñòâå ñðåäû ðàçðàáîòêè èñïîëüçîâàëñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé ïàêåò

▼❛t▲❛❜✳ Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ âêëþ÷àåò â ñåáÿ àëãîðèòìû✱ ïîçâîëÿþ✲

ùèå îðãàíèçîâàòü âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò äëÿ óñòàíîâëåíèÿ äèíàìè✲

÷åñêèõ ðåæèìîâ èññëåäóåìûõ ìîäåëåé✳ ➘ëÿ ýòîãî áûëè ðàçðàáîòàíû ñëå✲

✶✵✷



äóþùèå êëàññû✿

functionV an − der − Polmod(x, t) ✕ êëàññ äëÿ ðåøåíèÿ ìîäèôèöè✲

ðîâàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèé ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñíûì

áëîêîì ôîðìàëèçîâàííûì îïåðàòîðîì Ïðåéçàõà✳

functionPreisach(L, h,mu, r, symm) ✕ êëàññ✱ ðåàëèçóþùèé ìîäåëü

ãèñòåðåçèñà ✕ îïåðàòîð Ïðåéçõà✳

functionBif − diagram(x, t) ✕ êëàññ✱ ïîçâîëÿþùèé ÷èñëåííûìè ìå✲

òîäàìè îïðåäåëèòü äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè✳

functionZeroOneTest(x, t) ✕ êëàññ✱ ðåàëèçóþùèé àëãîðèòì òåñòà íà

õàîñ ✵✲✶✱ ïîçâîëÿþùåãî óñòàíîâèòü äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû✳

functionLE(x, t) ✕ êëàññ✱ ðåàëèçîâûâàþùèé ìîäèôèöèðîâàííûé àë✲

ãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé✱ äëÿ ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñíûì

áëîêîì✳

functionTest−Pr(x, t, a, b, gamma, n, symm) ✕ êëàññ✱ îïðåäåëÿþùèé

âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè íà äèíàìèêó ñèñòåìû✳

❒îäèôèöèðîâàííàÿ ìîäåëü✱ ïðåäëîæåííàÿ â ãëàâå ✹✱ ïðèíöèïèàëüíî

îòëè÷àåòñÿ òåì✱ ÷òî ãèñòåðåçèñíûé áëîê âêëþ÷åí â ëåâóþ ÷àñòü äèôôåðåí✲

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ✳ ❮èæå ïðèâåäåì ïîäðîáíîå îïèñàíèå ïðîãðàììíîãî

êîìïëåêñà✱ ïîçâîëÿþùåãî èçó÷èòü äèíàìè÷åñêèå îñîáåííîñòè ïðåäëîæåí✲

íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè✳

✶✳ ➘ëÿ îïèñàíèÿ ãèñòåðåçèñíîãî áëîêà✱ ôîðìàëèçîâàííîãî îïåðàòî✲

ðîì Ïðåéçàõà✱ èñïîëüçóåòñÿ êëàññ Preisach✳ ✃îíå÷íîìåðíàÿ àïïðîêñèìà✲

öèÿ ïðåîáðàçîâàòåëÿ Ïðåéñàõà ñîäåðæèò n íåèäåàëüíûõ ðåëå✳ ➘îïîëíè✲

òåëüíûå êîýôôèöèåíòû çàäàþò íàêëîí õàðàêòåðèñòèê íåèäåàëüíûõ ðåëå

è✱ êàê ñëåäñòâèå✱ ôîðìó õàðàêòåðèñòèêè ïðåîáðàçîâàòåëÿ Ïðåéñàõà â öå✲

ëîì✱ â äàííîé ðàáîòå áóäåì ñ÷èòàòü✱ õàðàêòåðèñòèêà ïðåîáðàçîâàòåëÿ áóäåò

èìåòü âèä✱ ïîêàçàííûé íà ðèñ✳ ✺✳✹✳

✷✳ ✃ëàññ V an − der − Pol − mod âûïîëíÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ÷èñëåí✲

íîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïîñðåäñòâîì ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ ïàêåòà ▼❛t▲❛❜✱

à èìåííî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ðóíãå ✲ ✃óòòû ✹✲ãî è ✺✲ãî ïîðÿäêà✳ ➘àëåå

ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè íà åå äèíàìèêó ïðè

ïîìîùè êëàññà Test− Pr✳

✶✵✸



Ðèñ✳ ✺✳✹✳ Õàðàêòåðèñòèêà ïðåîáðàçîâàòåëÿ Ïðåé❝àõà✳

✸✳ ✃ëàññ Bif − diagram ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü äèíàìè÷åñêèå ðåæè✲

ìû ìîäèôèöèðîâàííîãî îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè✳

✃ëàññû ZeroOneTest è LE ðåàëèçóþò àëãîðèòìû✱ ïîçâîëÿþùèå îïðåäå✲

ëèòü íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ â ñèñòåìå✳

Ðèñ✳ ✺✳✺✳ ➪èôóðêàöèîííûå äèàãðàììû â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà ω à✮

äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✹✳✶✼✮ á✮ äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✹✳✷✺✮ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

B∗ = 1.2✱ λ = 0.1 è ω2
0 = 1.2

Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ✱ îïèñàííûé â äàííîì ðàçäåëå✱ ïîçâîëèë ñìî✲

äåëèðîâàòü è èññëåäîâàòü ìîäåëü ìîäèôèöèðîâàííîãî îñöèëëÿòîðà ➶àí✲

äåð✲Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì✳ ➪ûëè ïîëó÷åíû ïðèíöèïèàëüíî íîâûå

ðåçóëüòàòû äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì✱ à èìåííî✱ óñòàíîâëåíî âîçíèêíîâåíèå

õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ✳
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➶ûâîäû

➶ äàííîé ãëàâå

• Ïðèâåäåíî îïèñàíèå ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè äëÿ ñèñòåì ñâÿçàííûõ

îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì✳

• Ïðèâåäåíî îïèñàíèå ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè äëÿ ìîäèôèöèðîâàí✲

íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îñöèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñ✲

íûì áëîêîì✳
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➬àêëþ÷åíèå

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû✱ èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè✿

✶✳ Ïðîâåäåí àíàëèç äèíàìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå✲

ëåé àâòîíîìíûõ ñèñòåì✱ ñîäåðæàùèõ ãèñòåðåçèñíûå çâåíüÿ ñ èíâåðñè✲

åé ïîðîãîâûõ ÷èñåë✳ Óñòàíîâëåíî âîçíèêíîâåíèå àâòîêîëåáàòåëüíûõ

ðåæèìîâ â ñèñòåìàõ ñ ñóõèì è âÿçêèì òðåíèåì✱ ïðè íàëè÷èå â íèõ

ãèñòåðåçèñíîãî áëîêà✳ Ïîñðåäñòâîì ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà ïîëó✲

÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîäîáíûõ ñèñòåì è èññëåäîâàíà çàäà÷à

î ➽çàõâàòå➾ ÷àñòîòû âíåøíåãî ãàðìîíè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ✳

✷✳ Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîçâîëÿþùèé èçó÷èòü äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû îñ✲

öèëëÿòîðà ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì â êîíòóðå îáðàòíîé

ñâÿçè✱ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ✭ìå✲

òîä ìàëîãî ïàðàìåòðà✮ ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå✳ Óñòàíîâëå✲

íà ðåãóëÿðèçèðóþùàÿ ðîëü ãèñòåðåçèñíîãî çâåíà â ÷àñòè ðåäóêöèè

õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ✳

✸✳ Ïðåäëîæåí ìåòîä èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ✱ îòâå÷àþùèõ çà ñèí✲

õðîíèçàöèþ â ñèñòåìå ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✳ ❰ïðå✲

äåëåíû èíòåðâàëû çíà÷åíèé✱ ñîîòâåòñòâóþùèå êàê âíåøíåé✱ òàê è

âíóòðåííåé ñèíõðîíèçàöèè✳ Óñòàíîâëåíî✱ ÷òî â ñèñòåìàõ ãèñòåðåçèñíî✲

ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ñèíõðîíèçàöèÿ ñ âíåøíèì âîçäåéñòâèåì çà✲

òðóäíèòåëüíà✳

✹✳ Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì äëÿ îðãàíèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåí✲

òà äëÿ óñòàíîâëåíèè äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ✱ ñèñòåì ñâÿçàííûõ îñ✲
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âû÷èñëåíèÿ ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé✳
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ïåðèìåíòà ïî ìîäåëèðîâàíèþ äèíàìèêè ìîäèôèöèðîâàíûõ îñöèëëÿ✲

òîðîâ ➶àí✲äåð✲Ïîëÿ✳
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❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❈❤❛♦s✳ ✖ ✶✾✾✵✳ ✖ ❱♦❧✳ ✻✹✱ ♥♦✳ ✶✶✳ ✖ P♣✳ ✶✶✾✻✕✶✶✾✾✳

❬✹✸❪ ❉✉tr❛ ▲✉♦✱ ❆✳❈✳❏✳ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠♦t✐♦♥s t♦ ❝❤❛♦s

✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✇✐t❤✴✇✐t❤♦✉t t✐♠❡✲❞❡❧❛② ✴ ❆✳❈✳❏✳ ❉✉tr❛ ▲✉♦ ✴✴

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✳ ✖ ✷✵✶✸✳ ✖ ❱♦❧✳ ✶✳ ✖

P♣✳ ✸✸✵✕✸✺✾✳

❬✹✹❪ P❛tt❡r♥ s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r♦✉t❡ t♦ ❝❤❛♦s ✐♥

❛ s♣❛t✐♦t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐s❝r❡t❡ ♣r❡❞❛t♦r✕♣r❡② s②st❡♠✱ ✴ ❚✳ ❍✉❛♥❣✱ ❳✳ ❈♦♥❣✱

❍✳ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✴✴ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥s✳ ✖ ✷✵✶✽✳ ✖ ❱♦❧✳

✷✵✶✽✳ ✖ P✳ ✶✼✺✳

✶✶✷



❬✹✺❪ ✃óçíåöîâ✱ Ñ✳ Ï✳ ➘èíàìè÷åñêèé õàîñ è îäíîðîäíî ãèïåðáîëè÷åñêèå

àòòðàêòîðû✿ îò ìàòåìàòèêè ê ôèçèêå ✴ Ñ✳ Ï✳ ✃óçíåöîâ ✴✴ ÓÔ❮✳ ✖

✷✵✶✶✳ ✖ ➑ ✶✽✶✳✷✳ ✖ Ñ✳ ✶✷✶✕✶✹✾✳

❬✹✻❪ Òàëàãàåâ✱ Þ✳➶✳ Ñòàáèëèçàöèÿ õàîñà îñöèëëÿòîðà ➘óôôèíãà❄âàí äåð

Ïîëÿ îïòèìàëüíîé êîððåêöèåé óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ✴ Þ✳➶✳ Òà✲

ëàãàåâ✱ ➚✳Ô✳ Òàðàêàíîâ ✴✴ Ïèñüìà â ➷ÒÔ✳ ✖ ✷✵✵✻✳ ✖ ➑ ✷✹✳ ✖ Ñ✳ ✶✕✾✳

❬✹✼❪ ▼♦❤❛♠❡❞✱ ▼✳ ❈❤❛♦s s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❢♦r❝❡❞ ✈❛♥ ❞❡r ♣♦❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✴

▼✳ ▼♦❤❛♠❡❞✱ ❚✳ ❑❛r✐♠✱ ❙✳ ❇❡❧❣❤✐t❤ ✴✴ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❈♦♠♣✉t❡r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ✖ ✷✵✶✸✳ ✖ ❱♦❧✳ ✻✽✳ ✖ P♣✳ ✶✽✕✷✸✳

❬✹✽❪ ➷óñóáàëèåâ✱ ➷✳ Ò✳ Õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â ðåëåéíîé ñèñòåìå ñ ãè✲

ñòåðåçèñîì ✴ ➷✳ Ò✳ ➷óñóáàëèåâ✱ ➶✳ Ñ✳ Òèòîâ ✴✴ ➚âòîìàò✳ è òåëå✲

ìåõ✳✖ ✷✵✵✶✳ ✖ ➑ ✶✳ ✖ Ñ✳ ✻✼✕✼✾✳

❬✹✾❪ ❇✐③③❛rr✐✱ ❋✳ ❙t♦r❛❝❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ ❛ ❝❤❛♦t✐❝

❝✐r❝✉✐t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤②st❡r❡s✐s ✴ ❋✳ ❇✐③③❛rr✐✱ ▼✳ ❙t♦r❛❝❡ ✴✴ ■♥t❡r♥❛t✳ ❏✳ ❇✐❢✉r✳

❈❤❛♦s ❆♣♣❧✳ ❙❝✐✳ ❊♥❣✳✖ ✷✵✵✷✳ ✖ ❱♦❧✳ ✶✷✭✶✮✳ ✖ P♣✳ ✹✸✕✻✾✳

❬✺✵❪ ❚❤❡ ❙❝✐❡♥❝❡ ♦❢ ❍②st❡r❡s✐s ✴ ▼✳ ❇r♦❦❛t❡✱ ❆✳ P♦❦r♦✈s❦✐✐✱ ❉✳ ❘❛❝❤✐♥s❦✐✐✱

❖✳ ❘❛ss❦❛③♦✈✳ ✖ ❖①❢♦r❞✿ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ✷✵✵✻✳ ✖ ✶✷✺✕✷✾✶ ♣♣✳

❬✺✶❪ ❘❛❞♦♥s✱ ●✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❤②st❡r❡t✐❝ s②st❡♠s✿ ❖s❝✐❧❧❛t♦r

✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✴ ● ❘❛❞♦♥s✱ ❆✳ ❩✐❡♥❡rt ✴✴ ❊✉r✳ P❤②s✳ ❏✳ ❙♣❡❝✳ ❚♦♣✳ ✖

✷✵✶✸✳ ✖ ❱♦❧✳ ✷✷✷✳ ✖ P♣✳ ✶✻✼✺✕✶✻✽✹✳

❬✺✷❪ ▲❛♣s❤✐♥✱ ❘✳ ❱✳ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②st❡r❡s✐s

❧♦♦♣ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✴

❘✳ ❱✳ ▲❛♣s❤✐♥ ✴✴ ❘❡✈✳ ❙❝✐✳ ■♥str✉♠✳✖ ✶✾✾✺✳ ✖ ❱♦❧✳ ✻✻✱ ♥♦✳ ✾✳

❬✺✸❪ Ñåìåíîâ✱ ❒✳ ➴✳ ❒îäåëü ðàâíîâåñíîãî öåíîîáðàçîâàíèÿ â óñëîâèÿõ

ãèñòåðåçèñíîé ôóíêöèè ñïðîñà ✴ ❒✳ ➴✳ Ñåìåíîâ✱ Ò✳ ➶✳ Ðóä÷åíêî ✴✴

➶åñòíèê ➶➹Ó✳ ✖ ✷✵✵✼✳ ✖ Ò✳ Ôèçèêà✱ ❒àòåìàòèê✱ ➑ ✶✳ ✖ Ñ✳ ✶✽✹✕✶✽✾✳

❬✺✹❪ ❆♥❣❡❧✐✱ ❉✳ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐st❛❜✐❧✐t②✱ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❤②st❡r❡s✐s ✐♥

❛ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡✲❢❡❡❞❜❛❝❦ s②st❡♠s ✴ ❉✳ ❆♥❣❡❧✐✱

✶✶✸



❏✳ ❊✳ ❋❡rr❡❧❧✱ ❊✳ ❉✳ ❙♦♥t❛❣ ✴✴ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢

❙❝✐❡♥❝❡s✳ ✖ ✷✵✵✹✳ ✖ ❱♦❧✳ ✶✵✶✳ ✖ P♣✳ ✶✽✷✷✕✶✽✷✼✳

❬✺✺❪ ❉✐①✐t✱ ❆✳ ❍②st❡r❡s✐s✱ ✐♠♣♦rt ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ♣❛ss✲

t❤r♦✉❣❤ ✴ ❆✳ ❉✐①✐t ✴✴ ❚❤❡ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✳ ✖ ✶✾✽✾✳ ✖

❱♦❧✳ ✶✹✱ ♥♦✳ ✷✳ ✖ P♣✳ ✷✵✺✕✷✷✽✳

❬✺✻❪ ■②❡r✱ ❘✳ ❱✳ ❍②st❡r❡s✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❞❛t❛ ✴ ❘✳ ❱✳ ■②❡r✱ ▼✳ ❙❤✐r❧❡② ✴✴ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ▼❛❣♥❡t✐❝s✳ ✖

✷✵✵✹✳ ✖ ❱♦❧✳ ✹✵✱ ♥♦✳ ✺✳ ✖ P♣✳ ✸✷✷✼✕✸✷✸✾✳

❬✺✼❪ ❏❛♥♦❝❤❛✱ ❍✳ ❋P●❆✲❜❛s❡❞ ❝♦♠♣❡♥s❛t♦r ♦❢ ❤②st❡r❡t✐❝ ❛❝t✉❛t♦r

♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❢♦r ❤✐❣❤❧② ❞②♥❛♠✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✴ ❍✳ ❏❛♥♦❝❤❛✱ ❉✳ P❡s♦ts❦✐✱

❑✳ ❑✉❤♥❡♥ ✴✴ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✵t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ◆❡✇

❆❝t✉❛t♦rs✳ ✖ ✷✵✵✻✳ ✖ P♣✳ ✶✵✶✸✕✶✵✶✻✳

❬✺✽❪ ❇r♦❦❛t❡✱ ▼✳❍②st❡r❡s✐s ❛♥❞ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐st✐♦♥s ✴ ▼✳ ❇r♦❦❛t❡✱ ❏✳ ❙♣r❡❦❡❧s✳ ✖

◆✳❨✳✿ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✶✾✾✻✳

❬✺✾❪ ❱✐s✐♥t✐♥✱ ❆✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ▼♦❞❡❧s ♦❢ ❤②st❡r❡s✐s ✭❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

❙❝✐❡♥❝❡s✮ ✴ ❆✳ ❱✐s✐♥t✐♥✳ ✖ ❇❡r❧✐♥✿ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✶✾✾✹✳ ✖ ✹✶✽ ♣♣✳

❬✻✵❪ ❑r❡❥❝✐✱ P✳ ❍②st❡r❡s✐s✱ ❝♦♥✈❡①✐t② ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✴

P✳ ❑r❡❥❝✐✳ ✖ ❚♦❦②♦✿ ●❛❦❦♦t♦s❤♦✱ ✶✾✾✻✳

❬✻✶❪ ❈♦♦❦✱ P✳ ❆✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❉②♥❛♠✐❝s ❙②st❡♠s ✴ P✳ ❆✳ ❈♦♦❦✳ ✖ ▲♦♥❞♦♥✿

Pr❡♥t✐❝❡✲❍❛❧❧ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧✱ ✶✾✽✻✳

❬✻✷❪ ❇♦✉❝✱ ❘✳ ❋♦r❝❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❤②st❡r❡s✐s ✴

❘✳ ❇♦✉❝ ✴✴ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❋♦✉rt❤ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ◆♦♥❧✐♥❡❛r

❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ✖ ✶✾✻✼✳ ✖ P♣✳ ✸✶✺✕✸✷✶✳

❬✻✸❪ ❇♦✉❝✱ ❘✳ ▼♦❞❡❧❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐q✉❡ ❞✬❤②st❡r❡s✐s ✭❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r

❤②st❡r❡s✐s✮ ✴ ❘✳ ❇♦✉❝ ✴✴ ❆❝✉st✐❝❛✳ ✖ ✶✾✼✶✳ ✖ ❱♦❧✳ ✷✶✳ ✖ P♣✳ ✶✻✕✷✺✳

✶✶✹



❬✻✹❪ ❲❡♥✱ ❨✳❑✳ ▼❡t❤♦❞ ❢♦r r❛♥❞♦♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②st❡r❡t✐❝ s②st❡♠s ✴

❨✳❑✳ ❲❡♥ ✴✴ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❉✐✈✐s✐♦♥✳ ✖ ✶✾✼✻✳ ✖

❱♦❧✳ ✶✵✷ ✭❊▼✷✮✳ ✖ P♣✳ ✷✹✻✕✷✻✸✳

❬✻✺❪ ❲❡♥✱ ❨✳❑✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❤②st❡r❡t✐❝ s②st❡♠s ✉♥❞❡r r❛♥❞♦♠

❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ✴ ❨✳❑✳ ❲❡♥ ✴✴ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✳ ✖ ✶✾✽✵✳ ✖
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❬✻✻❪ ❨♦s❤✐♦❦❛✱ ❍✳ ❙♣❡♥❝❡r ❥r✳ ❜✳❢✳ ✏s♠❛rt✑ ❜❛s❡ ✐s♦❧❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s

❡♠♣❧♦②✐♥❣ ♠❛❣♥❡t♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛♠♣❡rs ✴ ❍✳ ❨♦s❤✐♦❦❛✱ ❏✳❈✳ ❘❛♠❛❧❧♦✱

❏r✳ ❇✳❋✳ ❙♣❡♥❝❡r ✴✴ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✳ ✖ ✷✵✵✷✳ ✖ ❱♦❧✳
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❬✻✼❪ ❋♦❧✐❡♥t❡✱ ●✳❈✳ ❍②st❡r❡s✐s ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ✇♦♦❞ ❥♦✐♥ts ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧

s②st❡♠s ✴ ●✳❈✳ ❋♦❧✐❡♥t❡ ✴✴ ❆❙❈❊ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ✖

✶✾✾✺✳ ✖ ❱♦❧✳ ✶✷✶✱ ♥♦✳ ✻✳ ✖ P♣✳ ✶✵✶✸✕✶✵✷✷✳

❬✻✽❪ ◆❛❣❛r❛❥❛✐❛❤✱ ❙✳ ❘❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❜❛s❡✲✐s♦❧❛t❡❞ ✉s❝ ❤♦s♣✐t❛❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✐♥

♥♦rt❤r✐❞❣❡ ❡❛rt❤q✉❛❦❡ ✴ ❙✳ ◆❛❣❛r❛❥❛✐❛❤✱ ❙✳ ❳✐❛♦❤♦♥❣ ✴✴ ❆❙❈❊ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ✖ ✷✵✵✵✳ ✖ ❱♦❧✳ ✶✷✻✱ ♥♦✳ ✶✵✳ ✖ P♣✳ ✶✶✼✼✕✶✶✽✻✳

❬✻✾❪ ■s♠❛✐❧✱ ▼✳ ❚❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❜♦✉❝✲✇❡♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛ s✉r✈❡② ✴ ▼✳ ■s♠❛✐❧✱

❋✳ ■❦❤♦✉❛♥❡✱ ❏✳ ❘♦❞❡❧❧❛r ✴✴ ❆r❝❤✐✈❡s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥

❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ✖ ✷✵✵✾✳ ✖ ❱♦❧✳ ✶✻✳ ✖ P♣✳ ✶✻✶✕✶✽✽✳

❬✼✵❪ ❈❤❛r❣❡❞ ✐♥✈❡rt❡❞ ♣❡♥❞✉❧✉♠ ❛s ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❡♥st❛❜❧❡

s②st❡♠ ✴ ▼✳❊✳ ❙❡♠❡♥♦✈✱ P✳❆✳ ▼❡❧❡s❤❡♥❦♦✱ ❱✳❆✳ ●♦r❧♦✈ ❡t ❛❧✳ ✴✴

Pr♦❣r❡ss ✐♥ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s❡❛r❝❤ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ✭P■❊❘❙✮✳ ✖ ✷✵✶✻✳ ✖

P✳ ✶✾✸✽✕✶✾✹✷✳

❬✼✶❪ ❍②st❡r❡t✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ s②st❡♠s ✴
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❬✼✷❪ Ñòàáèëèçàöèÿ îáðàòíîãî ìàÿòíèêà íà äâóõêîëåñíîì òðàíñïîðòíîì

ñðåäñòâå ✴ ➶✳➮✳ Ðÿæñêèõ✱ ❒✳➴✳ Ñåìåíîâ✱ ➚✳➹✳ Ðóêàâèöûí è äð✳ ✴✴

✶✶✺



➶åñòíèê ÞÓ➹Ó✱ ñåðèÿ✿ ìàòåìàòèêà✱ ôèçèêà✱ ìåõàíèêà✳✖ ✷✵✶✼✳ ✖
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❙✳ ●✳ ❈❤❛r❛❧❛♠♣♦s ✭❍❛r✐s✮✱ ●✳❏✳ ❆✳ ▲❛s❦❛r✳ ✖ ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✿ ❙♣r✐♥❣❡r✲

❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✶✻✳

❬✼✹❪ ❇❡r♥❛r❞✐♥✐✱ ❉✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ✵✕✶ t❡st ❢♦r ❝❤❛♦s ✴ ❉✳ ❇❡r♥❛r❞✐♥✐✱
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❬✼✻❪ ❒îäåëü ñòàáèëèçàöèè íåóñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ â çàäà÷å

îá îáðàòíîì ìàÿòíèêå ñ ãèñòåðåçèñíûì óïðàâëåíèåì ✴ ❒✳➴✳ Ñåì➻íîâ✱

❰✳➮✳ ✃àíèùåâà✱ Ï✳ ➚✳ ❒åëåøåíêî✱ ❰✳ ❰✳ Ðåøåòîâà ✴✴ ➶åñòíèê ➶îðî✲

íåæñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà✳ Ñåð✳ Ôèçèêà✳ ❒àòåìà✲
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ãèñòåðåçèñíûì âîçäåéñòâèåì â óñëîâèÿõ ïàðàìåòðè÷åñêîé íåîïðå✲

äåëåííîñòè ✴ ❰✳❰✳ Ðåøåòîâà ✴✴ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâà✲

íèå è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè â èíæåíåðíûõ è áèçíåñ✲

ïðèëîæåíèÿõ✿❒àòåðèàëû ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè✮✳ ✖
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ìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè✱ èíôîðìàòèêè è ìåõàíèêè✿ ñáîðíèê òðó✲

äîâ ❒åæäóíàðîäíîé íàó÷íî✲òåõíè÷åñêîé êîíôåðåíöèè✳ ✖ ã✳ ➶îðîíåæ✿

✷✵✶✼✳ ✖ Ñ✳ ✼✾✹✕✼✾✽✳

❬✽✵❪ Ðåøåòîâà✱ ❰✳❰✳ Ñèíõðîíèçàöèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé âíåø✲

íåé ñèëîé â êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåìàõ ñ ãèñòåðåçèñîì ✴ ❰✳❰✳ Ðåøåòî✲

âà ✴✴ ➮íôîðìàòèêà✿ ïðîáëåìû✱ ìåòîäîëîãèÿ✱ òåõíîëîãèè✿ ìàòåðèàëû

❳❱■■■ ❒åæäóíàðîäíîé íàó÷íî✲ìåòîäè÷åñêîé êîíôåðåíöèè✳ ✖ ã✳ ➶î✲
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❬✽✶❪ Ðåøåòîâà✱ ❰✳ ❰✳ Óðàâíåíèå ➘óôôèíãà ñ ãèñòåðåçèñíîé íåëèíåéíî✲

ñòüþ ✴ ❰✳ ❰✳ Ðåøåòîâà ✴✴ Ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè â çàäà÷àõ óïðàâ✲

ëåíèÿ✱ àâòîìàòèêè è îáðàáîòêè èíôîðìàöèè✿ òðóäû ❳❳❱■■ ìåæ✲

äóíàðîäíîé íàó÷íî✲òåõíè÷åñêîé êîíôåðåíöèè✳ ✖ ã✳ ➚ëóøòà✿ ✷✵✶✽✳ ✖
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❬✽✷❪ Ñåìåíîâ ❒✳ ➴✳❛♥❞ Ðåøåòîâà✱ ❰✳❰✳ ➘èíàìèêà ãàðìîíè÷åñêîãî îñ✲

öèëëÿòîðà ñ ãèñòåðåçèñíûì âíåøíèì âîçäåéñòâèåì ✴ ❰✳❰✳ Ñåìå✲

íîâ✱ ❒✳ ➴✳❛♥❞ Ðåøåòîâà ✴✴ Ñîâðåìåííûå ñëîæíûå ñèñòåìû óïðàâ✲

ëåíèÿ ✭❍❚❈❙✬✷✵✶✽✮✿ Ñáîðíèê òðóäîâ ❳■■■ ❒åæäóíàðîäíîé íàó÷íî✲

ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ✭✶✼✕✶✾ îêòÿáðÿ✮✳ ✖ ã✳ Ñòàðûé ❰ñêîë✿

✷✵✶✽✳ ✖ Ñ✳ ✷✸✕✷✺✳

❬✽✸❪ Ðåøåòîâà✱ ❰✳❰✳ Ñòàáèëèçàöèÿ íåóñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæè✲

ìîâ â çàäà÷å î äèññèïàòèâíîì äâèæåíèè îáðàòíîãî ìàÿòíèêà ñ ãèñòå✲

ðåçèñíûì óïðàâëåíèåì ✴ ❰✳❰✳ Ðåøåòîâà✱ ➬✳ Õàòèô ✴✴ Ñîâðåìåííûå

òåõíîëîãèè â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ✱ àâòîìàòèêè è îáðàáîòêè èíôîð✲

ìàöèè✿ Òðóäû ❳❳❱■ ❒åæäóíàðîäíîé íàó÷íî✲òåõíè÷åñêîé êîíôåðåí✲
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íûìè íåëèíåéíîñòÿìè ✴ ❰✳❰✳ Ðåøåòîâà ✴✴ Ñîâðåìåííûå ìåòîäû è

ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè✿ ìàòåðèàëû ❒åæäóíàðîä✲
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