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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ìîäåëè îñöèëëÿòîðîâ èãðàþò ôóíäàìåíòàëüíóþ
ðîëü ïðè îïèñàíèè äèíàìèêè îãðîìíîãî êîëè÷åñòâà ðåàëüíûõ òåõíè÷åñêèõ
ñèñòåì (êîëåáàíèÿ àòîìîâ â êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòêàõ, ðàçëè÷íûå âèäû
ìàÿòíèêîâûõ ìåõàíèçìîâ, ïåðèîäè÷åñêèå ïðîöåññû â äèíàìèêå ïîïóëÿöèé,
àâòîêîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû â ÷åëîâå÷åñêîì îðãàíèçìå è ìíîãèå äðóãèå).
Îñîáóþ ðîëü â ýòîì øèðîêîì êëàññå èãðàþò ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð
è îñöèëëÿòîð Âàí-äåð-Ïîëÿ. Ïåðâûé èç íèõ õîðîøî èçâåñòåí è ÿâëÿåòñÿ
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ìàëûõ êîëåáàíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, êî-
ëåáàíèé ãðóçà íà ïðóæèíå è ò.ä. Îñöèëëÿòîð Âàí-äåð-Ïîëÿ - ìîäåëü, îïè-
ñûâàþùàÿ êîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû â òðèîäíîé ýëåêòðè÷åñêîé ñèñòåìå - â
íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèìåíÿòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ ïåðèîäè-
÷åñêèõ äâèæåíèé: ðàçëè÷íûå ñèñòåìû â ðàäèîòåõíèêå, òàêèå êàê òðèîäíûé
ãåíåðàòîð è ãåíåðàòîð íà òóííåëüíîì äèîäå, à òàêæå ðàçíîîáðàçíûå ïðè-
ëîæåíèÿ â ðîáîòîòåõíèêå, â ÷àñòíîñòè, ìîäåëè ïîâîðà÷èâàþùåãîñÿ ðîáî-
òà. Ñèñòåìû ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ Âàí-äåð-Ïîëÿ ìîäåëèðóþò ñëîæíûå
íåëèíåéíûå ïðîöåññû â ôèçèêå òâåðäîãî òåëà, à òàêæå ïðèìåíÿþòñÿ â øè-
ðîêîì ñïåêòðå çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïîñòðîåíèåì ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â
÷åëîâå÷åñêîì îðãàíèçìå.

Îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ñâîéñòâ íåëèíåéíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ
ñèíõðîíèçàöèÿ, à ñèñòåìà ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ Âàí-äåð-Ïîëÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ýòàëîíîì äëÿ ðåàëèçàöèè äàííîãî ÿâëåíèÿ. Ýòîò ýôôåêò îêàçàëñÿ íà-
áëþäàåìûì â ñèñòåìàõ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû òàêèõ, êàê ðàäèîòåõíè÷åñêèå
è ýëåêòðîííûå óñòðîéñòâà, ëàçåðû, à òàêæå â ðÿäå ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì
è äð. Äðóãîå íàçâàíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ÿâëåíèÿ � "çàõâàò ÷àñòîòû ÷òî
îòâå÷àåò èçìåíåíèþ ÷àñòîòû àâòîêîëåáàíèé ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû.
Ðåçóëüòàòû â ýòîé îáëàñòè ïîëó÷åíû ëèøü äëÿ ñèñòåì ñ ôóíêöèîíàëüíûìè
íåëèíåéíîñòÿìè. Ñèòóàöèÿ, êîãäà àâòîêîëåáàíèÿ âîçíèêàþò â ñèñòåìàõ ñ
îïåðàòîðíûìè, â ÷àñòíîñòè ãèñòåðåçèñíûìè íåëèíåéíîñòÿìè, ê íàñòîÿùå-
ìó ìîìåíòó íå ðàññìàòðèâàëàñü.

Îäíî èç èíòåíñèâíûõ íàïðàâëåíèé íåëèíåéíîé äèíàìèêè ñâÿçàíî ñ
èçó÷åíèåì è ñòàáèëèçàöèåé õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî
ñèñòåìà îñöèëëÿòîðîâ Âàí-äåð-Ïîëÿ, íàõîäÿùàÿñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì âíåø-
íåé ãàðìîíè÷åñêîé ñèëû, ñïîñîáíà äåìîíñòðèðîâàòü ðàçëè÷íûå äèíàìè÷å-
ñêèå ðåæèìû (ïåðèîäè÷åñêèé, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèé, õàîòè÷åñêèé). Óïðàâ-
ëåíèÿ òàêîãî ðîäà ñèñòåìàìè òðàäèöèîííî îïèðàëîñü íà êëàññè÷åñêèå ìå-
òîäû (ïðèíöèï îáðàòíîé ñâÿçè, ïàðàìåòðè÷åñêèé è äð.). Îäíî èç ïåðñïåê-
òèâíûõ íàïðàâëåíèé óïðàâëåíèÿ õàîòè÷åñêîé äèíàìèêîé ñâÿçàíî ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ãèñòåðåçèñíûõ áëîêîâ. Ýòîò ïîäõîä îñíîâàí íà äèññèïèðóþùåì
ñâîéñòâå ãèñòåðåçèñíûõ çâåíüåâ: ïðè îáõîäå ïåòëè ãèñòåðåçèñà ïðîòèâ ÷à-
ñîâîé ñòðåëêè, ãèñòåðåçèñíîå çâåíî óäàëÿåò èç ñèñòåìû ýíåðãèþ ïðîïîðöè-
îíàëüíóþ ïëîùàäè ïåòëè. Â ýòîé ñâÿçè ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì âîïðîñ î
âîçìîæíîñòè ðåãóëÿðèçàöèè õàîòè÷åñêèõ äâèæåíèé ïîñðåäñòâîì ãèñòåðå-
çèñíûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé.

Ïåðâûì øàãîì, â ðåàëèçàöèè çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èäåíòè-
ôèêàöèÿ äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü îñíîâíûå ìåòîäû
èäåíòèôèêàöèè äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ ñâÿçàíû ñ âû÷èñëåíèåì ïîêàçàòå-
ëåé Ëÿïóíîâà. Îäíàêî, ñóùåñòâóþùèå, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü, ìåòîäû ïðè-
ìåíèìû ëèøü â ñëó÷àå ãëàäêîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíå-
íèé. Â ïîäàâëÿþùåì ÷èñëå ïóáëèêàöèé, ãäå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà âû÷èñ-
ëÿëèñü äëÿ ñèñòåì ñ íåäèôôåðåíöèðóåìûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè, ïðîèñõî-
äèëà èõ ïðåäâàðèòåëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè. Ïðè ýòîì
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âîïðîñ î êîððåêòíîñòè òàêîé çàìåíû îñòàâàëñÿ îòêðûòûì. Â ñèñòåìàõ ñ
ãèñòåðåçèñíûìè íåëèíåéíîñòÿìè âû÷èñëåíèå ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé è
âîâñå çàòðóäíåíî (êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè). Â ýòîé ñâÿçè ïðåäñòàâëÿåòñÿ
âàæíûì ðàçðàáîòêà ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà
â ñèñòåìàõ, ñîäåðæàùèõ ìîäåëè ãèñòåðåçèñíûõ áëîêîâ ðåàëüíûõ òåõíè÷å-
ñêèõ ñèñòåì.

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò íàó÷íàÿ çàäà÷à àíàëèçà êîëåáàòåëüíûõ
ñèñòåì (íà ïðèìåðå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà è ñèñòåì îñöèëëÿòîðîâ
Âàí-äåð-Ïîëÿ) ñ ãèñòåðåçèñíûìè íåëèíåéíîñòÿìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷ ñèíõðîíèçàöèè, ðåãóëÿðèçàöèè è óïðàâëåíèÿ õàîòè÷åñêèõ ðå-
æèìîâ, à òàêæå ñòàáèëèçàöèè è óïðàâëåíèÿ.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ íàó÷íîãî íàïðàâëåíèÿ
êàôåäðû Öèôðîâûõ òåõíîëîãèé Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñè-
òåòà è ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ÐÔÔÈ (ãðàíòû � 16-08-00312, � 17-01-00251,
� 19-08-00158). Ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, ñîçäàííîå â ðàìêàõ äàííîé ðà-
áîòû, ïîëó÷èëî ñâèäåòåëüñòâî î ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè ïðîãðàìì
äëÿ ÝÂÌ (� 2020613349).

Öåëü ðàáîòû. Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ èäåíòèôèêàöèè äèíàìè÷åñêèõ ðåæè-
ìîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì (ãàðìîíè÷åñêîãî îñ-
öèëëÿòîðà è ñèñòåì îñöèëëÿòîðîâ Âàí-äåð-Ïîëÿ) ñ ãèñòåðåçèñíûìè íåëè-
íåéíîñòÿìè. Äîñòèæåíèå óêàçàííîé öåëè îñóùåñòâëÿëîñü ðåøåíèåì ñëåäó-
þùèõ çàäà÷:

1. àíàëèç äèíàìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ìîäåëåé ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñíû-
ìè íåëèíåéíîñòÿìè íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
ìîäèôèöèðîâàííîãî îñöèëëÿòîðà Âàí-äåð-Ïîëÿ;

2. àíàëèòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ìîäåëåé ãàðìîíè÷åñêîãî îñ-
öèëëÿòîðà, íàõîäÿùåãîñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåé ãèñòåðåçèñíîé
ñèëû, ïîñðåäñòâîì ìîäèôèêàöèè êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà ìàëîãî ïàðà-
ìåòðà;

3. ðàçðàáîòêà íîâûõ ìîäèôèêàöèé ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ãè-
ñòåðåçèñíûõ íåëèíåéíîñòåé;

4. àëãîðèòìû îðãàíèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ óñòàíîâ-
ëåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ èññëåäóåìûõ ìîäåëåé;

5. ðàçðàáîòêà êîìïëåêñà ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùåãî äèíàìèêó ãèñòåðåçèñíî-
ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ Âàí-äåð-Ïîëÿ.

Îáúåêòû èññëåäîâàíèÿ � ìåõàíè÷åñêèå è ýëåêòðîòåõíè÷åñêèå ñèñòåìû
ñ ãèñòåðåçèñíûìè áëîêàìè.

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ � ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñèñòåì ñ ãèñòåðåçè-
ñîì, ÷èñëåííûå è àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé, íà ïðèìåðå
ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà è îñöèëëÿòîðà Âàí-äåð-Ïîëÿ, à òàêæå àëãî-
ðèòìû è ïðîãðàììíûå ìåòîäû, èäåíòèôèöèðóþùèå ðåæèìû äèíàìèêè â
ñèñòåìàõ ñ ãèñòåðåçèñîì.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè âûïîëíåíèè ðàáîòû èñïîëüçîâàëèñü êëàñ-
ñè÷åñêèå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, âû÷èñëèòåëüíîé ìàòå-
ìàòèêè, ñòðóêòóðíîãî è îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìåòîä ñèíãóëÿðíûõ
âîçìóùåíèé, ìåòîäû áèôóðêàöèîííîãî àíàëèçà, à òàêæå êîíñòðóêòèâíûå
è ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå ìîäåëè ãèñòåðåçèñíûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû:

• èäåíòèôèöèðîâàíû äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì, îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ êîòîðûõ ÿâëÿ-
ëîñü íàëè÷èå ãèñòåðåçèñíûõ íåëèíåéíîñòåé, ÷òî ïîçâîëèëî ðàñøè-
ðèòü êàðòó äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ èññëåäóåìûõ ñèñòåì;

• ðàçðàáîòàí ìåòîä ñèíõðîíèçàöèè ñèñòåì îñöèëëÿòîðîâ Âàí-äåð-Ïîëÿ
â óñëîâèÿõ ãèñòåðåçèñíîãî âîçäåéñòâèÿ ïîçâîëÿþùèé ðåàëèçîâàòü çà-
äàííûé äèíàìè÷åñêèé ðåæèì � õàîòè÷åñêèé, ïåðèîäè÷åñêèé, êâàçè-
ïåðèîäè÷åñêèé, è îòëè÷àþùèéñÿ îò âñåõ ñóùåñòâóþùèõ;

• ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì äëÿ îðãàíèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî
ýêñïåðèìåíòà è ðåàëèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé êîëåáàòåëüíûõ
ñèñòåì (ñèñòåì îñöèëëÿòîðîâ Âàí-äåð-Ïîëÿ) ñ ãèñòåðåçèñíûìè íåëè-
íåéíîñòÿìè.

Îáëàñòü èññëåäîâàíèé. Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè ñîîòâåòñòâóåò ïàñ-
ïîðòó ñïåöèàëüíîñòè 05.13.18 � ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñëåííûå
ìåòîäû è êîìïëåêñû ïðîãðàìì (ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè). Îáëàñòü
èññëåäîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ï.1 ¾Ðàçðàáîòêà íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòî-
äîâ ìîäåëèðîâàíèÿ îáúåêòîâ è ÿâëåíèé¿, ï.2 ¾Ðàçâèòèå êà÷åñòâåííûõ è
ïðèáëèæåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-
äåëåé¿, ï.5 ¾Êîìïëåêñíûå èññëåäîâàíèÿ íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ ïðîáëåì
ñ ïðèìåíåíèåì ñîâðåìåííîé òåõíîëîãèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è
âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà¿.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Òåîðåòè÷åñêàÿ
çíà÷èìîñòü ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ìîäèôèêàöèè ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ìîäåëåé êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñíûìè áëîêàìè. Â ðàçðà-
áîòêå ìåòîäà ïîçâîëÿþùåãî ó÷åñòü âëèÿíèå ãèñòåðåçèñíûõ ñîñòàâëÿþùèõ
íà äèíàìèêó ìîäèôèöèðîâàííûõ ñèñòåì. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáî-
òå, ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå ïðè ìîäåëèðîâàíèè è ïðîåêòèðîâàíèè òåõíè-
÷åñêèõ, ðàäèîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåì è óñòðîéñòâ, ñòðóêòóðíûå ÷àñòè êîòî-
ðûõ, äåìîíñòðèðóþò ãèñòåðåçèñíîå ïîâåäåíèå. Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü
çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçðàáîòêå ïðîãðàììíîãî ïðîäóêòà (Ñâèäåòåëüñòâî î ãîñó-
äàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ � 2020613349), à òàêæå â îð-
ãàíèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïîçâîëÿþùåãî ïðîâåðèòü àäåê-
âàòíîñòü ïîñòðîåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ:

• ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ìîäèôèêàöèé ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïîçâîëÿ-
þùèå èäåíòèôèöèðîâàòü ðåæèìû äèíàìèêè êëàññà êîëåáàòåëüíûõ
ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñíûìè íåëèíåéíîñòÿìè;
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• àëãîðèòìû ñèíõðîíèçàöèè ñèñòåì ìîäèôèöèðîâàííûõ îñöèëëÿòîðîâ
Âàí-äåð-Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñíûìè áëîêàìè, îöåíêè ñêîðîñòè ðîñòà íåîãðà-
íè÷åííûõ ðåøåíèé ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ãèñòåðåçèñíîé âíåø-
íåé ñèëîé;

• àëãîðèòìû îðãàíèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ ÷èñëåí-
íîãî ðàñ÷åòà ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñíûìè íåëè-
íåéíîñòÿìè;

• ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, ðåàëèçóþùèé ïðåäëîæåííûå ìîäåëè è ìåòî-
äû.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Âñå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòû ïîëó-
÷åíû ëè÷íî àâòîðîì.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèè
äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ:
¾Ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ, àâòîìàòèêè è îáðàáîòêè
èíôîðìàöèè¿ (ìåæäóíàðîäíûé íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ñåìèíàð, ã. Àëóøòà,
ñåíòÿáðü 2017 ã., 2018 ã.), ¾Èíôîðìàòèêà: ïðîáëåìû, ìåòîäîëîãèÿ, òåõíî-
ëîãèè¿ (ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ, ã. Âîðîíåæ, ôåâðàëü 2018 ã., 2019
ã., 2020 ã., 2021 ã.), ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû è ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé
ãèäðîäèíàìèêè¿ (ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ, ã. Âîðîíåæ, ìàé 2018 ã.),
4th Conference on Structural Nonlinear Dynamics and Diagnosis (Morocco,
Tangier, June 2018), ¾Ñîâðåìåííûå ñëîæíûå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ¿ (HTCS-
2018, ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, ã. Ñòàðûé Îñêîë,
îêòÿáðü 2018 ã.), ¾Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè è íàíîòåõíîëîãèè¿ (ÈÒÍÒ,
ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ è ìîëîäåæíàÿ øêîëà, ã. Ñàìàðà, ìàé 2019 ã.,
2020 ã.), ¾Ïðîáëåìû è èííîâàöèîííûå ðåøåíèÿ â õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè¿
(ÏÈÐÕÒ-2019 Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì, ã.
Âîðîíåæ, îêòÿáðü 2019 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Ïî ìàòåðèàëàì äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 27 ïå÷àòíûõ
ðàáîò â ôîðìå ñòàòåé, òåçèñîâ è äîêëàäîâ [1-18], ïîëíûé ñïèñîê ðàáîò ïðè-
âåäåí â äèññåðòàöèè. Èç íèõ 1 â æóðíàëàõ ïåðå÷íÿ ÂÀÊ è 8 â æóðíàëàõ,
âêëþ÷åííûõ â ìåæäóíàðîäíóþ ðåôåðàòèâíóþ áàçó äàííûõ Scopus.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè
ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 110 íàèìåíîâàíèÿ. Îáùèé îáúåì
äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 121 ñòðàíèöû, âêëþ÷àÿ 61 ðèñóíîê.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû, ñôîðìóëèðîâàíû öåëü
ðàáîòû è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ, ïîêàçàíà å¼ íàó÷íàÿ íîâèçíà, ïðèâåäåíû
ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðîâîäèòñÿ îáçîð ëèòåðàòóðû, ïîñâÿùåííîé òåìà-
òèêå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ãèñòåðåçèñà. Îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëü-
òàòû, ïîëó÷åííûå ïðè èçó÷åíèè îäíîé èç îñíîâíûõ ìîäåëåé íåëèíåéíîé
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äèíàìèêè, à èìåííî, îñöèëëÿòîðà Âàí-äåð-Ïîëÿ, à òàêæå ñèñòåì ñâÿçàí-
íûõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïðèâîäèòñÿ îáçîð èñòî÷íèêîâ, ïîñâÿùåííûõ ïðèìåíå-
íèþ ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì. Òàêæå ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ãèñòåðå-
çèñà, îïèñûâàþòñÿ äâà ïîäõîäà: îïåðàòîðíûé, íà ïðèìåðå íåèäåàëüíîãî
ðåëå è ïðåîáðàçîâàòåëÿ Ïðåéçàõà, ñâîéñòâà êîòîðûõ òðàêòóþòñÿ ñîãëàñíî
Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîìó è À.Â. Ïîêðîâñêîìó. À òàêæå ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé
ïîäõîä, ïðåäñòàâëåííûé ïîñðåäñòâîì ìîäåëè Áîóêà-Âåíà.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàññìîòðåíèþ ìîäèôèöèðîâàííûõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ãèñòåðåçèñíûì çâåíîì.
Â ýòîé ãëàâå îïèñûâàþòñÿ äèíàìè÷åñêèå îñîáåííîñòè ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñ-
íûìè íåëèíåéíîñòÿìè, è èññëåäóåòñÿ ñèíõðîíèçàöèÿ â ïîäîáíûõ ñèñòåìàõ,
ïîñðåäñòâîì ïðèìåíåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà.

Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ãàðìîíè÷åñêîãî îñ-
öèëëÿòîðà, íàõîäÿùåãîñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ñèëû, ãèñòåðåçèñíîé ïðèðîäû.
Óêàçàííàÿ ìîäåëü ôîðìàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:

ẍ+ ω2x = R[α, β, ωr]x (1)

x(0) = x0; ẋ(0) = x1.

ãäå R[α, β, ωr] -îïåðàòîð íåèäåàëüíîãî ðåëå ñ îòðèöàòåëüíûì ñïèíîì, α, β
- ïîðîãîâûå ÷èñëà, à ωr -íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå. Âàæíûì ñâîéñòâîì ìîäåëåé
ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå íåîãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé, îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ïðè íåîãðàíè÷åííûõ óñëîâèÿõ, íàëîæåííûõ íà íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ,
óðàâíåíèå (1) èìååò íåîãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ, à èìåííî, âåðíà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà: Ïóñòü íà÷àëüíîå çíà÷åíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ x0 /∈
[α, β]. Òîãäà îòâå÷àþùåå åìó ðåøåíèå íåîãðàíè÷åííî.

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå áóäåò îñöèëëèðîâàòü è ïðè
ýòîì ñêîðîñòü ðîñòà àìïëèòóäû áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíî

√
t.

Çàìå÷àíèå 2. Òåîðåìà îñòàåòñÿ âåðíîé è äëÿ äðóãèõ ãèñòåðåçèñíûõ
íåëèíåéíîñòåé. Åäèíñòâåííîå òðåáîâàíèå ê íèì çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëîæèòåëü-
íîñòè ïëîùàäè ïåòëè è îáõîäå ïåòëè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ñè-
ñòåìû ñ ðàçëè÷íûìè âèäàìè òðåíèÿ(ñóõîå è âÿçêîå). Ñèñòåìà ñ âÿçêèì
òðåíèåì è ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì â ïðàâîé ÷àñòè óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøå-
íèþ:

ẍ+ 2bẋ+ ω2x = R[α, β, ωr]x (2)

x(0) = x0; ẋ(0) = x1.

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà (2) èìååò åäèíñòâåííûé óñòîé÷èâûé
öèêë, ïðè ýòîì êâàäðàò àìïëèòóäû êîëåáàíèé ïðîïîðöèîíàëåí ïëîùàäè
ïåòëè íåèäåàëüíîãî ðåëå. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áóäåò âåðåí è äëÿ îñ-
öèëëÿòîðà ñ ñóõèì òðåíèåì.

ßâëåíèå ñèíõðîíèçàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé ãàðìîíè÷åñêîé
âíåøíåé ñèëîé ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì, êàê òîëüêî ÷à-
ñòîòà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ñòàíîâèòñÿ áëèçêà ê ÷àñòîòå ñâîáîäíûõ àâòî-
êîëåáàíèé, ïðîèñõîäèò ñèíõðîíèçàöèÿ (�çàõâàò�) ÷àñòîòû. Íèæå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ñèñòåìà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

ẍ+ 2bẋ+ ω2
0x = R[α, β, ωr]x+B1 sinωt. (3)

7



Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèå âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìà-
ëîãî ïàðàìåòðà. Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå:

x = A cosψ + εu1 (A,ψ) + . . . , (4)

ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð, ψ = ωt+ϕ(t), à u1 (A,ψ) , ... � íåèçâåñòíûå ôóíê-
öèè, íå ñîäåðæàùèå ðåçîíàíñíûõ ñëàãàåìûõ. A è ϕ � àìïëèòóäà è ôàçà
êîëåáàíèé, ñîîòâåòñòâåííî, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì:

Ȧ = εf1 (A,ϕ) + . . . ; ϕ̇ = −∆ + εF1 (A,ϕ) + . . . , (5)

a ∆ = ω−ω0 � ðàññòðîéêà ÷àñòîòû. F1, f1 � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, êîòîðûå
ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ èç óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ðåçîíàíñíûõ ñëàãàåìûõ â
ôóíêöèè u1:

Ȧ = −βA− B1 sinϕ

ω + ω0
, ϕ̇ = −∆ +

R[α, β, ωr]x

2
− B1 cosϕ

A(ω + ω0)
. (6)

Ðèñ. 1. à) îáëàñòü çàõâàòà ÷àñòîòû; á) áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ
óðàâíåíèÿ (7) â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà E ïðè A = 0, 5; γ = 0, 1; ω2

0 = 1;
ω = 1.

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü îáëàñòü çàõâàòà
÷àñòîòû, ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 1à.

Òàêæå â ýòîé ãëàâå, äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ãàðìîíè÷åñêîãî îñ-
öèëëÿòîðà ñ âÿçêèì òðåíèåì ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû, ñ ãèñòåðå-
çèñíûì áëîêîì, ôîðìàëèçîâàííûì îïåðàòîðîì Ïðåéçàõà, ïðîâåäåíà èäåí-
òèôèêàöèÿ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îñöèëëÿòîðà èìååò âèä:

ẍ+ γx+ ω2
0x = A sinωt+ Ey(t). (7)

çäåñü y(t) - âûõîä ïðåîáðàçîâàòåëÿ Ïðåéçàõà. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà
äëÿ óðàâíåíèÿ (7) ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1á.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà E, äèíàìèêà îñöèëëÿòîðà
èç ðåãóëÿðíîé ïåðåõîäèò â õàîòè÷åñêóþ. Ïðîâåäåííûé òåñò íà õàîñ 0-1 ïðè
ôèêñèðîâàííîì íàáîðå ïàðàìåòðîâ A = 0, 5, γ = 0, 1, ω2

0 = 1, ω = 1 ïîêàçàë
ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ, ïðè E = 1, 1 - 0,1860, à ïðè E = 1, 6 - 0,9849 .

Èññëåäîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ îñöèëëÿòîðà â çàâèñèìîñòè îò
ïàðàìåòðîâ A è ω, ïîêàçàëî, ÷òî âàðüèðîâàíèå ëèøü îäíîãî èç íèõ íå
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ïîçâîëÿåò ðåãóëÿðèçèðîâàòü ïîâåäåíèå îñöèëëÿòîðà. Ïðè ýòîì èçìåíåíèå
γ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì âëèÿåò íà äèíàìèêó óðàâíåíèÿ.

Â òðåòåé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ãèñòåðåçèñíî-
ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ Âàí-äåð-Ïîëÿ, äëÿ êîòîðîé ïðåäëîæåí ìåòîä ïîç-
âîëÿþùèé ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû, à òàêæå ðåøèòü âî-
ïðîñ î ñèíõðîíèçàöèè îñöèëëÿòîðîâ, êàê âíåøíåé, òàê è âíóòðåííåé.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îñöèëëÿòîðà Âàí-äåð-Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñíûì
çâåíîì, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñëåäóþùåãî âèäà:

ẍ− µ(1− αx2)ẋ+ ω2
0x = Bω2

1 cos(ωt) + ΦBW (x, t), (8)

ãäå ΦBW (x, t) � ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ìîäåëè Áîóêà-Âåíà, êîòîðàÿ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:{

ΦBW (x, t) = αx(t) + (1− α)z(t),
ż(t) = A1ẋ(t)− β|ẋ(t)||z(t)|n−1z(t)− γẋ(t)|z(t)|n. (9)

Ïðèìåíèâ ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà, çàïèøåì óðàâ-
íåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ àìïëèòóäû è ôàçû êîëåáàíèé.{

Ȧ = −ω2
0B+b1
2ω0

sinϕ+ µ
2A
(

1− A2

A2
0

)
,

ϕ̇ = ∆− ω2
0B+a1
2ω0A

cosϕ.
(10)

Â ñèíõðîííîì ðåæèìå, ïîëàãàÿ Ȧ = 0, ϕ̇ = 0 è èñêëþ÷àÿ ϕ, íàéäåì
óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ A:((

1− A2

A2
0

)2

+ 4
∆2

µ2

(ω2
0B + b1)

2

(ω2
0B + a1)2

)
A2

A2
0

= α
(ω2

0B + b1)
2

4ω2
0µ

2
. (11)

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ãðàôèêè, ïîëó÷åííûå ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëè-
òåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, îïèñûâàþùèå çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû ðåøåíèÿ îò
àìïëèòóäû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ñ ó÷åòîì ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè
Áîóêà-Âåíà, à òàêæå ïàðàìåòðà µ.

Ðèñ. 2. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòè àì-
ïëèòóä ðåøåíèÿ A îò àìïëèòóäû âûíóæäàþùåé ñèëû ω2

0B äëÿ ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé µ à) äëÿ óðàâíåíèÿ íå ñîäåðæàùåãî ãèñòåðåçèñíûé áëîê; á) ïðè
çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ìîäåëè Áîóêà- Âåíà n = 1; â) ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà

ìîäåëè Áîóêà- Âåíà n = 2 .
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Òàê êàê ïîëó÷èòü â îáùåì ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ìîäåëè îñöèëëÿòîðà Âàí-äåð-Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì ôîðìàëè-
çîâàííûì ìîäåëüþ Áîóêà-Âåíà êðàéíå çàòðóäíèòåëüíî, òî äàëåå ÷èñëåííîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11) íàõîäèòñÿ ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùåé ðåàëèçàöèè:

Ðèñ. 3. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (11).

Èçâåñòíî, ÷òî â îñöèëëÿòîðå Âàí-äåð-Ïîëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ ïîä âîç-
äåéñòâèåì âíåøíåé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû, ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ ðàçëè÷-
íûå ðåæèìû äèíàìèêè: ïåðèîäè÷åñêèé, êâàçèïåðèîäè÷åñêèé, õàîòè÷åñêèé
ðåæèì. Â ïðîöåññå ðàáîòû áûë ðàçðàáîòàí àëãîðèòì äëÿ ÷èñëåííîãî ðàñ-
÷åòà ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñíûìè íåëèíåéíîñòÿìè.
Íèæå ïðèâåäåì åãî îñíîâíûå øàãè:

1. íàõîäèì íîâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû xj;

2. íàõîäèì ìàòðèöó ßêîáè G∆tj(x
(j−1));

Ġt(x0) =
∂f [φt(x0)]

∂x
Gt(x0),G0(x0) = I (12)

3. âû÷èñëÿåì íîâûå âîçìóùåíèÿ u
(j)
i = G∆tj(x

(j−1))δx̂
(j−1)
i

4. èñïîëüçóÿ àëãîðèòì Øìèäòà-Ãðàììà ñòðîèì îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó
íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé. Ïîëó÷àåì îöåíêó ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé

λi =

∑J
j=1 ln |δxji |
tJ

(13)

5. îöåíêà ìàòðèöû ßêîáè

Gt(x) ≈ 1

∆
[ϕt(x + ∆e1)− ϕt(x), . . . , ϕt(x + ∆en)−−ϕt(x)] (14)

äëÿ ìàëîãî ∆ ∈ R, ãäå e1, e2, . . . , en - êàíîíè÷åñêèé áàçèñ â RN .
Ïàðàìåòð ∆ âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ∆ � h, ãäå h - øàã
èíòåãðèðîâàíèÿ è ∆ � T , ãäå T - âðåìÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêè
ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ.

Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì îïèñàííûé âûøå, äëÿ çíà÷åíèé µ = 3, 4, ω2
0B =

2π, ω = 0, 7 è ω2
0 = π áûë âû÷èñëåí ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà: [0,109414;

-2,41502; 0,0] ñîîòâåòñòâóþùèé õàîòè÷åñêîìó ðåæèìó. Èçâåñòíî, ÷òî ãè-
ñòåðåçèñíîå ñëàãàåìîå ñïîñîáíî ðåãóëÿðèçèðîâàòü ñëîæíûå, â òîì ÷èñëå,
è õàîòè÷åñêèå äâèæåíèÿ. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðè-
ìåíòà.

Îáúÿñíèòü ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ â äèíàìèêå óðàâíåíèé ìîæíî òåì,
÷òî âêëþ÷åíèå ãèñòåðåçèñíîãî çâåíà ïðèâîäèò ê äèññèïàöèè ýíåðãèè. Ïðè
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Ðèñ. 4. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò - áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû â çà-
âèñèìîñòè îò àìïëèòóäû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (8) è äëÿ
àíàëîãè÷íîãî óðàâíåíèÿ áåç ãèñòåðåçèñíîãî áëîêà ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåò-

ðîâ µ = 3, 4; ω2
0 = π; ω2

0B = 2π; ω = 0, 7.

çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ µ = 3, 4, ω2
0 = π, ω2

0B = 2π, ω = 0, 7 óðàâíåíèþ (8)
ñîîòâåòñòâóåò ðåãóëÿðíîå äâèæåíèå. Ýòî ïîäòâåðæäàþò ïîêàçàòåëè Ëÿïó-
íîâà, îíè áóäóò ðàâíû: [0,00017; -0,93562; -11,16941].

Äàëåå ðàññìîòðèì ìîäèôèöèðîâàííóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, îïè-
ñûâàþùóþ ñèñòåìó ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ Âàí-äåð-Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñ-
íûì áëîêîì â ïåðâîì óðàâíåíèè.{

ẍ− (λ− x2)ẋ+ ω2
1x = Bω2

1 cos(ωvt) + bΦBW (x, t),
ÿ − (λ− y2)ẏ + ω2

2y = νx.
(15)

Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò äèíàìèêà îñöèëëÿòîðà y â çàâèñèìîñòè
îò íàëè÷èÿ èëè îòñóòñòâèÿ ãèñòåðåçèñíîãî áëîêà â ñèñòåìå (15). Íà ðèñ.5
ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ ïîâåäåíèÿ îñ-
öèëëÿòîðà y â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà ν:

Ðèñ. 5. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò - áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû äëÿ
îñöèëëÿòîðà y â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà ν äëÿ ñèñòåìû áåç ãèñòåðåçèñ-

íîãî áëîêà è ñèñòåìû (15).

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò äëÿ ïîñòðîåííîé ìîäåëè ïîñðåäñòâîì
èñïîëüçîâàíèÿ ðàçðàáîòàííîãî êîìïëåêñà ïðîãðàìì ïîçâîëÿåò ïîêàçàòü,
÷òî ïðè ïàðàìåòðàõ µ = 3, 4, ω2

1 = ω2
1 = π, B = 2, ω = 0, 7 è ν = 2

ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ðàâíû - [0,11029; -0,15691; -2,41723; -4,93154]
äëÿ ñèñòåìû áåç ãèñòåðåçèñíîãî áëîêà, è [0,00019; -0,183281; -0,935938; -
5,54008; -11,1454] äëÿ ñèñòåìû (15) ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, à
òàêæå ïðè b = 1, 7. Ïîëó÷åííûå äàííûå ïîêàçûâàþò, ÷òî âêëþ÷åíèå â
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ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ãèñòåðåçèñíîãî áëîêà ïîçâîëÿåò ðåãóëÿðèçîâàòü
ïîâåäåíèå ñèñòåìû.

Òàêæå ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ïåðåêðåñòíî-ñâÿçàííûõ
îñöèëëÿòîðîâ Âàí-äåð-Ïîëÿ ñ íåñèììåòðè÷íîé ñâÿçüþ, â êîòîðîé âûíóæ-
äàþùàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ïåðâûé èç íèõ, îïðåäåëÿåòñÿ âûõîäîì ãè-
ñòåðåçèñíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ, íà âõîä êîòîðîãî ïîäàåòñÿ ðàññîãëàñîâàíèå
ìåæäó ñêîðîñòÿìè îñöèëëÿòîðîâ:

{
ẍ− µ(1− λx2)ẋ+ ω2

1x = Bω2
1 cos(ωvt) + bΦBW (ẏ − ẋ),

ÿ − (λ− y2)ẏ + ω2
2y = νx.

(16)

Â îòëè÷èå îò (15), ñèíõðîíèçàöèÿ â ñèñòåìå (16) çàòðóäíèòåëüíà, òàê
êàê âûíóæäàþùàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ïåðâûé îñöèëëÿòîð, îïðåäåëÿåò-
ñÿ âûõîäîì ãèñòåðåçèñíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ, âõîä êîòîðîãî, â ñâîþ î÷åðåäü,
çàâèñèò îò ðàññîãëàñîâàíèÿ ìåæäó ñêîðîñòÿìè îñöèëëÿòîðîâ.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå äèññåðòàöèè âûïîëíÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè-
÷åñêîé ìîäåëè ìîäèôèöèðîâàííîãî îñöèëëÿòîðà Âàí-äåð-Ïîëÿ ñ ãèñòåðå-
çèñíûì áëîêîì. Â ïðîöåññå êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áûëî ïðîâåäåíî
èññëåäîâàíèå äèíàìèêè òàêîé ñèñòåìû è âûïîëíåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñ
ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè äëÿ êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà Âàí-äåð-Ïîëÿ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì óðàâíåíèÿ Âàí-
äåð-Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì, âêëþ÷åííûì â ëåâóþ ÷àñòü

ẍ− (λ− y2(t))ẋ+ ω2
0x = 0, (17)

ãäå y(t) � ýòî âûõîä ïðåîáðàçîâàòåëÿ Ïðåéçàõà, âõîäîì äëÿ êîòîðîãî ÿâëÿ-
åòñÿ ïåðåìåííîå ñîñòîÿíèå îñöèëëÿòîðà Âàí-äåð-Ïîëÿ (x(t)).

Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îñ-
öèëëÿòîðà Âàí-äåð-Ïîëÿ, äëÿ êîòîðîãî õàðàêòåðíî òîëüêî ïåðèîäè÷åñêîå
äâèæåíèå ñ ðàçëè÷íîé ÷àñòîòîé è àìïëèòóäîé, îñöèëëÿòîð, äâèæåíèå êî-
òîðîãî ïîä÷èíåíî óðàâíåíèþ (17) äåìîíñòðèðóåò íåñêîëüêî ðåæèìîâ ïîâå-
äåíèÿ, â òîì ÷èñëå, âîçìîæíû è õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ.

Ðèñ. 6. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò äëÿ óðàâíåíèÿ (17) ïðè çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ λ = 0, 2 è ω2

0 = 0, 04.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, äèíàìèêà ìîäèôèöèðîâàííîãî îñöèëëÿ-
òîðà Âàí-äåð-Ïîëÿ îáëàäàåò ðÿäîì îñîáåííîñòåé, îòëè÷àþùèõ åãî îò êëàñ-
ñè÷åñêîãî. Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíî ðåøåíèå, ôàçîâûé ïîðòðåò è ñïåêòðàëüíàÿ
õàðàêòåðèñòèêà îñöèëëÿòîðà (17) ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ λ = 0, 2 è
ω2

0 = 0, 04. Åñëè ω2
0 ≤ 0, 04, òî â ïîâåäåíèè îñöèëëÿòîðà (17) âîçíèêàþò ñëå-

äóþùèå çàêîíîìåðíîñòè: ïðè ìàëûõ λ (λ ≤ 0, 15) ñ óâåëè÷åíèåì âðåìåíè
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ñèñòåìà ñòàáèëèçèðóåòñÿ â íóëå. Â ñëó÷àå, êîãäà λ ∈ (0, 15; 0, 5) óðàâíåíèþ
(17) ñîîòâåòñòâóåò õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îñöèëëÿòîðà. Äëÿ àíàëèçà ïîâå-
äåíèÿ óðàâíåíèÿ (17) áûë ïðîâåäåí òåñò íà õàîñ 0-1. Òàê äëÿ ïàðàìåòðîâ
λ = 0, 2, ω2

0 = 0, 04 â óðàâíåíèè (17) ïîëó÷åíî - 0,9871, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
õàîòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ. Ïðè λ = 0, 18, ω2

0 = 0, 04 - 0,9252. À ïðè λ = 0, 5,
ω2

0 = 0, 02 - 0,0226 çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ðåãóëÿðíîé äèíàìèêå. Òàêèì
îáðàçîì, òåñò ïîäòâåðæäàåò, ïîëó÷åííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû.

Ïÿòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè è îïèñàíèþ ïðåä-
ëîæåííûõ àëãîðèòìîâ, ñòðóêòóðà ðàçðàáîòàííîãî êîìïëåêñà ïðîãðàìì ïðåä-
ñòàâëåíà íà ðèñ. 7. Ñëåâà ïðåäñòàâëåíà ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ
ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ãèñòåðåçèñíîé íåëèíåéíîñòüþ
ôîðìàëèçîâàííîé ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ìîäåëüþ Áîóêà-Âåíà, à ñïðàâà ìî-
äèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé
äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ãèñòåðåçèñíîé íåëèíåéíîñòüþ, à òàêæå ïîñòðîåíèÿ ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îñöèëëÿòîðà Âàí-äåð-Ïîëÿ
ñ îïåðàòîðíîé íåëèíåéíîñòüþ.

Ðèñ. 7. Ñòðóêòóðà ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ.

Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå âûâîäû è ðåçóëüòàòû:

1. ïðîâåäåí àíàëèç äèíàìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé àâòîíîìíûõ ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ ãèñòåðåçèñíûå çâåíüÿ ñ èíâåðñè-
åé ïîðîãîâûõ ÷èñåë. Óñòàíîâëåíî âîçíèêíîâåíèå àâòîêîëåáàòåëüíûõ
ðåæèìîâ â ñèñòåìàõ c ñóõèì è âÿçêèì òðåíèåì, ïðè íàëè÷èå â íèõ
ãèñòåðåçèñíîãî áëîêà. Ïîñðåäñòâîì ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà ïîëó-
÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîäîáíûõ ñèñòåì è èññëåäîâàíà çàäà÷à
î ¾çàõâàòå¿ ÷àñòîòû âíåøíåãî ãàðìîíè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ;

2. ïðåäëîæåí ìåòîä ïîçâîëÿþùèé èçó÷èòü äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû îñ-
öèëëÿòîðà Âàí-äåð-Ïîëÿ ñ ãèñòåðåçèñíûì áëîêîì â êîíòóðå îáðàòíîé
ñâÿçè, ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé (ìå-
òîä ìàëîãî ïàðàìåòðà) ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Óñòàíîâëå-
íà ðåãóëÿðèçèðóþùàÿ ðîëü ãèñòåðåçèñíîãî çâåíà â ÷àñòè ðåäóêöèè
õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ;

3. ïðåäëîæåí ìåòîä èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ, îòâå÷àþùèõ çà ñèí-
õðîíèçàöèþ â ñèñòåìå ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ Âàí-äåð-Ïîëÿ. Îïðå-
äåëåíû èíòåðâàëû çíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå êàê âíåøíåé, òàê è
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âíóòðåííåé ñèíõðîíèçàöèè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ñèñòåìàõ ãèñòåðåçèñíî-
ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ñèíõðîíèçàöèÿ ñ âíåøíèì âîçäåéñòâèåì çà-
òðóäíèòåëüíà;

4. ðàçðàáîòàí àëãîðèòì äëÿ îðãàíèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåí-
òà äëÿ óñòàíîâëåíèè äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ, ñèñòåì ñâÿçàííûõ îñ-
öèëëÿòîðîâ Âàí-äåð-Ïîëÿ, îñíîâàííûé íà ìîäèôèöèðîâàííîì ìåòîäå
âû÷èñëåíèÿ ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé;

5. ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì äëÿ ðåàëèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà ïî ìîäåëèðîâàíèþ äèíàìèêè ìîäèôèöèðîâàííûõ îñöèë-
ëÿòîðîâ Âàí-äåð-Ïîëÿ.
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