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Список сокращений и условных обозначений

РС – ридберговские состояния

ТКД/МКД – теория/метод квантового дефекта

ДКП – диполь-кулоновское приближение

КПЭ – кривые потенциальной энергии

ГЦ – геометрический центр

ДЦ – дипольный центр (начало отсчета, при котором ди

польный момент системы равен 0)

ДКПГЦ – диполь-кулоновское приближение с началом отсчета в

геометрическом центре системы

ДКПГЦ – диполь-кулоновское приближение с началом отсчета в

дипольном центре системы
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Введение

Актуальность темы исследования.

Ридберговские состояния (РС) атомов и молекул интенсивно изучаются в

течение последних нескольких десятилетий. Интерес к РС в значительной сте

пени обусловлен необходимостью интерпретации линий переходов между ними

в спектрах астрономических объектов. Высокая чувствительность РС к внеш

ним полям и большие времена жизни делают РС привлекательными для потен

циальных технологических применений, например, ридберговские атомы могут

использоваться в качестве логических ключей в квантовом компьютере [1]. Осо

бый интерес представляют РС с высоким значением орбитального квантового

числа 𝑙, поскольку анализ их характеристик позволяет определять с высокой

точностью свойства соответствующего катиона (атомного или молекулярного),

такие как дипольный и квадрупольный моменты, поляризуемость и т.д. [2].

Знание спектров и электромагнитных характеристик (сил осцилляторов)

РС необходимо для вышеуказанных приложений. Получение этих характери

стик методами ab initio требует значительных вычислительных ресурсов; при

этом точность расчетных спектров РС намного ниже, чем в экспериментальных

измерениях. Для РС с высокими 𝑙 эта проблема может решена использованием

эффективного одноэлектронного гамильтониана в сочетании с методом кванто

вого дефекта (МКД) [3].

Корректное применение МКД к молекулярным РС требует определенной

модификации его базовых положений. В основе МКД лежит допущение, что

начиная с некоторого конечного расстояния потенциал остова можно считать

кулоновским, а угловую зависимость волновой функции электрона – сфериче

ской функцией 𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜑). Вместе с тем в работах [4, 5] в качестве модели для РС

полярных молекул было получено аналитическое решение уравнения Шредин

гера для электрона, движущегося в кулоновском поле и поле точечного дипо

ля, называемое далее диполь-кулоновским приближением (ДКП). Существен
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но, что угловая зависимость волновой функции электрона в ДКП дается т.н.

диполь-сферической функцией, которая отличается от 𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜑). При этом необ

ходимо учитывать, что дипольный момент молекулярного остова, как и любой

неэлектронейтральной системы, не является инвариантом, а зависит от выбора

начала отсчета. В полной мере эта проблема не снимается и при использовании

многоканальной теории квантового дефекта. Тем самым становится актуаль

ным вопрос: как следует выбрать начало отсчета, иначе говоря, какое значение

дипольного и других мультипольных моментов остова следует брать при ис

пользовании ДКП и расчете эффектов, определяющихся этими моментами.

Важность этого вопроса для теоретической молекулярной спектроскопии

отмечалась в работах [6, 7]. Так, в работе Букингема и Лонге-Хиггинса [6] рас

сматривался вопрос корректного выбора начала отсчета при описании поляр

ных молекул в приложении к расчету анизотропии показателя преломления

в неоднородном электрическом поле. В работе [7] был построен ряд комбина

ций мультипольных моментов, инвариантных по отношению к выбору начала

отсчета.

Однако в работах [6, 7] не рассматривалось влияние остовных мультиполь

ных моментов на асимптотику волновой функции ридберговского электрона на

больших расстояниях. Как было отмечено выше, в случае полярного остова эта

асимптотика не является кулоновской. Вместе с тем точная асимптотика не мо

жет быть и диполь-кулоновской в силу вышеуказанной зависимости остовного

дипольного момента от выбора начала отсчета. В связи с этим приобретает ак

туальность задача построения асимптотики волновой функции в случае неэлек

тронейтрального остова. Можно добавить, что построение такой асимптотики

имеет не только общетеоретическое значение, но важно и для ряда прикладных

задач, таких как исследование межмолекулярных взаимодействий [8]. Кроме

того, корректным образом построенная асимптотика волновой функции РС в

дальней зоне может быть использована для построения улучшенного базиса в

многоканальной теории квантового дефекта.
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Знание мультипольных моментов системы позволяет построить модельные

потенциалы, удобные для расчета и для анализа последующих результатов.

Построение и использование подобных потенциалов возможно, если характери

стики молекулярного остова системы известны заранее. Однако в ряде случаев

взаимодействие с ридберговским электроном приводит к существенному измене

нию параметров остова. В данном случае требуется явный учет трехчастичных

взаимодействий при построении модельного потенциала, более сложного, чем

хорошо известный потенциал Фьюса. Такая ситуация имеет место в частности

для эксимерных молекул [9]. Основные состояния данных молекул нестабиль

ны, и они могут существовать только в возбужденных состояниях, являющих

ся ридберговскими. Простейшими примерами эксимерных молекул являются

двухатомные молекулы MRg, где M и Rg – атом щелочного металла и инертно

го газа соответственно. Исследование таких ридберговских молекул важно для

понимания процессов, которые могут происходить в эксимерных лазерах на

щелочных металлах и инертных газах. Знание кривых потенциальной энергии

ридберговских молекул MRg важно для анализа столкновительного уширения

в спектрах атомов М вследствие столкновений с атомами Rg. Корректный учет

этого уширения необходим, например, при интерпретации спектров астрофизи

ческих объектов, таких как коричневые карлики и экзопланеты [10].

Для практических применений, в частности, для астрофизических расче

тов, оказываются интересными не только сами спектроскопические характери

стики электронных состояний, но и динамика переходов между этими состоя

ниями, а также переходов из них в непрерывный спектр. Определенную слож

ность при этом представляет рассмотрение каскадных переходов, включающих

большое количество ступеней [11, 12]. Подобные каскадные процессы могут иг

рать существенную роль в астрофизических приложениях. В частности, эти

процессы могут приводить к отклонениям от локального термодинамического

равновесия в распределении заселенности для разреженных звездных атмосфер

и туманностей. Как правило, для вычисления соответствующих поправок необ
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ходимо решать уравнения статистического баланса. Однако большое количе

ство ступеней в каскаде резко увеличивает количество состояний, входящих в

эти уравнения. Эту проблему можно решить, используя уравнение Фоккера –

Планка для перехода от дискретного представления процесса к непрерывному,

т.е. перехода к диффузионному приближению.

Цель диссертационной работы — разработка теоретических методов,

повышающих точность расчета спектроскопических характеристик РС (нахож

дение корректной асимптотики волновой функции РС на больших расстояниях,

модификация метода модельного потенциала для эксимерных молекул), и поз

воляющих проанализировать динамику переходов между данными состояниями

(усовершенствование метода диффузионного приближения).

В рамках данной цели выделяются следующие конкретные задачи:

1. Построение асимптотики волновой функции РС на больших расстоя

ниях. Анализ точности волновых функций и сил осцилляторов в диполь-куло

новском приближении по сравнению с точным аналитическим решением (для

двухцентрового остова) и с численным расчетом (для трехцентрового остова).

Определение оптимального положения начала отсчета для системы из 𝑁 точеч

ных зарядов, обеспечивающего наилучшую точность волновых функций в ди

поль-кулоновском приближении. Асимптотический учет влияния квадруполь

ного момента остова.

2. Построение модельного потенциала для молекулы NaHe. Учет трехча

стичного взаимодействия M – Rg – ридберговский электрон. Расчет термов и

глубины потенциальной ямы для основного и ряда возбужденных электронных

состояний. Исследование вида кривых потенциальной энергии для высоких РС.

3. Изучение диффузионной динамики РС в поле излучения с непрерывным

частотным спектром. Сопоставление диффузионного приближения с числен

ным решением кинетических уравнений на примере атома натрия. Получение

аналитических оценок для заселенности состояний, скорости ионизации и ми

нимальной спектральной плотности излучения, необходимой для значительной
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ионизации. Анализ перераспределения заселенности в пространстве квантовых

чисел 𝑛 и 𝑙 для атома водорода.

Научная новизна.

В диссертации впервые проанализирован совместный вклад мультиполь

ных моментов в асимптотику волновой функции РС на больших расстояниях.

Показано, что вклад дипольного момента в волновую функцию системы, пред

ставимой в виде совокупности точечных зарядов, учитывается наиболее точным

образом при выборе начала отсчета в геометрическом центре данной совокупно

сти точечных зарядов. Впервые показано, что вклад квадрупольного момента

остова в угловую часть волновой функции системы не стремится к 0 при увели

чении расстояния между ридберговским электроном и остовом, и произведен

асимптотический учет данного вклада.

В диссертации разработан метод модельного потенциала в применении к

эксимерным молекулам. Данный метод использован для расчета спектроскопи

ческих характеристик основного и ряда возбужденных электронных состояний

молекулы NaHe. 12 из этих состояний изучаются впервые. Для NaHe впервые

подтверждено расчетами, что кривые потенциальной энергии для ее возбужден

ных состояний имеют многоямный характер.

Также в диссертации впервые произведен с использованием диффузион

ного приближения анализ скорости стохастической ионизации и перераспреде

ления заселенности РС под действием излучения с непрерывным частотным

спектром. Впервые получены аналитические оценки для временно́й динамики

заселенности и скорости ионизации s- и p- состояний щелочного атома. Показа

но, что в случае существенного вклада диффузионной ионизации в динамику

системы зависимость скорости ионизации от времени имеет характерный вид с

выраженным максимумом. Впервые произведен анализ перераспределения за

селенности в пространстве квантовых чисел 𝑛 и 𝑙 для РС атома водорода.

Научная ценность и практическая значимость состоит в разработ

ке методов, повышающих точность расчета спектроскопических характеристик
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РС, и позволяющих проанализировать динамику переходов между данными со

стояниями. Можно ожидать, что полученные результаты будут использоваться

для интерпретации астрофизических данных, в частности, результаты, полу

ченные для эксимерной молекулы NaHe могут быть использованы для анали

за крыльев уширения линии Na в спектрах коричневых карликов и экзопла

нет [10]. Обнаруженная многоямная структура кривых потенциальной энергии

молекулы NaHe может представлять интерес для создания ридберговских по

ляронов [13]. Полученные результаты для диффузионной динамики РС могут

быть использованы для исследования эффекта «ридберговской лестницы» в

спектрах красных гигантов и туманностей [14]. Наличие данного эффекта при

водит, например, к возникновению спектральных линий Mg I 12 мкм в атмосфе

ре Солнца и красных гигантов [14]. Также полученные результаты по диффузи

онной динамике могут представлять интерес для планирования экспериментов

c РС в электростатических и магнито-оптических ловушках [11, 15].

На защиту выносятся следующие основные положения:

1. Оптимальное положение начала отсчета для вычисления дипольного

момента заряженной системы в теории диполь-кулоновского приближения на

ходится в геометрическом центре данной системы, определяемом как центр ми

нимальной сферы, включающей в себя все заряды системы.

2. Асимптотические выражения, явно учитывающие вклад квадрупольно

го момента остова в угловую часть волновой функции ридберговских состояний.

3. Метод расчета спектроскопических характеристик эксимерных молекул

с использованием модельного потенциала.

4. Термы для стационарных состояний молекулы NaHe, рассчитанные раз

работанным методом.

5. Аналитические оценки для временно́й динамики заселенности ридбер

говских состояний в пространстве квантовых чисел 𝑛 и 𝑙 и для скорости иони

зации при воздействии на ридберговский атом излучения с непрерывным спек

тром.
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Апробация результатов.

Основные результаты диссертации докладывались на следующих конфе

ренциях:

1. 24th International Conference on High Resolution Molecular Spectroscopy,

Прага (Чехия) 30 августа – 3 сентября 2016 г.

2. 25th International Conference on High Resolution Molecular Spectroscopy,

Бильбао (Испания) 3–7 сентября 2018 г.

3. The XIX Symposium on High Resolution Molecular Spectroscopy, Нижний

Новгород, 1–5 июля 2019 г.

4. Научные сессии ФГБОУ ВО "ВГУ"(2021, 2022).

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 8 печатных рабо

тах, из них 5 статей, опубликованных в ведущих рецензируемых изданиях, вхо

дящих в перечень ВАК и индексируемых базами данныхWeb of Science и Scopus

[16–20], и 3 публикации в сборниках трудов и тезисов международных конфе

ренций [21–23].

Личный вклад автора. Содержание диссертации и основные положе

ния, выносимые на защиту, отражают персональный вклад автора в опубли

кованные работы. Подготовка к публикации полученных результатов проводи

лась совместно с соавторами, причем вклад диссертанта был существенным или

определяющим. Положения диссертационной работы, выносимые на защиту, по

лучены автором лично. Настоящая работа выполнена на кафедре математиче

ской физики и компьютерных технологий Воронежского государственного уни

верситета, а также поддержана грантами РФФИ №19-32-90204 и

РНФ №19-12-00095.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из Введения,

Обзора литературы, 3 глав, Заключения и Библиографии. Общий объем диссер

тации 108 страниц, из них 89 страниц текста, включая 24 рисунка и 9 таблиц.

Библиография включает 140 наименований на 16 страницах.
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Обзор литературы

Спектроскопия высоковозбужденных состояний представляет собой важ

ную область атомной и молекулярной спектроскопии. Высоковозбужденными

считают состояния, энергии которых близки к энергиям ионизации системы.

Также такие состояния называют ридберговскими. Такие состояния допускают

эффективное описание в одночастичном приближении, при котором один из

электронов, так называемый ридберговский электрон, обладает большой энер

гией и движется в поле потенциала атомного или молекулярного остова. В поле

остова доминирует монопольный кулоновский потенциал, тогда как вклад выс

ших мультипольных компонент относительно невелик. По этой причине состо

яние ридберговского электрона близко к водородоподобному, отличие от кото

рого характеризуется поправкой к главному квантовому числу ридберговского

электрона, называемой квантовым дефектом. Таким образом, именно анализ

квантовых дефектов ридберовских состояний позволяет получить информацию

о свойствах остова системы.

Среди методов расчета спектроскопических характеристик (в частности,

сил осцилляторов) ридберговских состояний особое положение занимает метод

квантового дефекта, использующий для расчетов сил осцилляторов данные об

энергиях низковозбужденных состояний атомов/молекул [3, 24]; этот метод иде

ально приспособлен для описания ридберговских состояний, в том числе с боль

шим орбитальным квантовым числом 𝑙. Хорошо известно, насколько популяр

ным был этот метод во второй половине 20-го века для расчета сил осциллято

ров атомов, в том числе и массовых расчетов, необходимых для астрофизики

[25]. Предложенный крупнейшими специалистами в области атомной физики

(Бейтс, Ситон, Фано, Герцберг), он развивался впоследствии многими автора

ми. Этот метод описывает ридберговские состояния с точностью, значительно

более высокой, чем точность квантовохимических расчетов.

Однако этот метод невозможно напрямую использовать в молекулах, в свя
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зи с тем, что из-за отсутствия сферической симметрии в молекулах предполо

жение о сохранении орбитального квантового числа ридберговского электрона

не выполняется. Возможным решением этой проблемы является использование

многоканальной теории квантового дефекта. Этот подход активно используется

для расчета спектроскопических характеристик щелочно-земельных галидов и

эксиплексов [26–29].

Можно совмещать методы многоканальной теории квантового дефекта и

квантовохимические расчеты. Пример такого рода совмещения дан в работе

[30]. В данной работе были получены кривые потенциальной энергии для ос

новного и тринадцати низколежащих возбужденных электронных состояний

молекулы ArH в широком диапазоне межъядерных расстояний с помощью ме

тода многокомпонентных усредненных квадратичных связанных кластеров. Да

лее из результатов ab initio были извлечены квантовые дефекты и построены

квантово-дефектные функции. Полученные квантовые дефекты были использо

ваны для расчета энергий и вероятностей переходов для более высоко лежащих

ридберговских состояний.

Хорошо известно, что квантовые дефекты РС с высокими 𝑙 довольно малы,

как и отличие между их волновыми функциями и водородными. Однако следует

подчеркнуть, что это небольшое различие принципиально для анализа влияния

структуры молекулярного остова на движение ридберговского электрона в этих

состояниях.

Ридберговский электрон с достаточно большим угловым моментом значи

тельную часть времени проводит на далеком расстоянии от молекулярного осто

ва. Поэтому на движение электрона оказывают влияние лишь дальнодейству

ющие компоненты остовного потенциала. Эта концепция известна как модель

дальнего взаимодействия (long-range interaction model). Поэтому довольно ча

сто для описания потенциала иона остова молекулы в ридберговском состоянии

также используют мультипольное разложение. При этом предполагается, что

при описании волновых функций электрона на больших расстояниях от остова
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достаточно учесть лишь кулоновский и дипольный член, ведь вклад высших

мультиполей на больших расстояниях от остова быстро убывает.

В соответствии с этим предположением, в работах [4, 5] был предложен

простой способ использовать метод квантового дефекта в полярных молекулах

для РС с высокими 𝑙. В данных работах рассматривалось движение электрона в

потенциале, включающем точечный кулоновский и точечный дипольный член.

В рамках этого подхода переменные можно разделить, а решение одноэлектрон

ного уравнения Шредингера можно записать следующим образом:

Ψ(r) = 𝑅(𝑟)𝑌𝑙𝑚(𝑑; 𝜃, 𝜑), (1)

где угловая часть

𝑌𝑙𝑚(𝑑; 𝜃, 𝜑) =
∞∑︁

𝑙′=|𝑚|

𝑎𝑙𝑙′𝑚(𝑑)𝑌𝑙′𝑚(𝜃, 𝜑) (2)

– диполь-сферическая функция [4], 𝑌𝑙𝑚 – обычная сферическая гармоника, d –

дипольный момент, а 𝑑 = |d|. Ось 𝑧 направлена вдоль d, и молекула предполага

ется невращающейся (приближение Борна–Оппенгеймера). Для 𝑑 → 0, 𝑎𝑙𝑙′𝑚 →

𝛿𝑙𝑙′.

Результаты, полученные в работе [4], активно использовались для расчета

сил осцилляторов электронных переходов ридберговских состояний полярных

молекул [16, 31, 32]. Устранение ошибки в существовавшей ранее теории кван

тового дефекта [33, 34], привело к необходимости учета для каждого атомного

состояния энергии всех уровней рассматриваемой серии, за счёт чего эффектив

но учитываются многочастичные явления.

Это позволило рассчитать динамические поляризуемости [35, 36] и силы ос

цилляторов для возбуждённых (ридберговских) состояний довольно большого

количества атомов с разным количеством электронов сверх заполненных обо

лочек [35, 36]. С помощью расчётов сил осцилляторов (вероятностей однофо

тонных переходов) было идентифицировано большое количество измеренных

атомных ИК линий и получены значения энергий атомных уровней с высоким

орбитальным моментом, отсутствовавшие в литературе [37–42].
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Также данный метод использовался для расчета времён жизни дипольно

связанных молекулярных анионов в поле теплового излучения [43] и сечений

столкновений между нейтральными ридберговскими молекулами и диполь-ани

онами [44].

Однако при расчете спектров и сил осцилляторов молекул, основываю

щемся на учете в потенциале только кулоновского и дипольного слагаемых,

возникает неопределенность, связанная с тем, что слагаемые мультипольного

разложения, в том числе (для неэлектронейтральных систем) и дипольный мо

мент зависят от выбора начала отсчета.

Вопрос выбора начала отсчета при описании полярных молекул был впер

вые поставлен в работе Букингема и Лонге-Хиггинса [6]. Согласно данной ра

боте, выбор начала отсчета определялся минимизацией значения первого от

брасываемого члена в мультипольном разложении энергии. В дальнейшем этот

подход использовался при измерении квадрупольного момента ряда дипольных

молекул [45–50]. Похожий подход использовался в работе [51]. В применении к

ДКП, выбранное таким образом начало отсчета представляет собой точку, в

которой квадрупольный момент равен 0. В соответствии с [7], в дальнейшем

это начало отсчета будет обозначаться как дипольный центр (ДЦ).

С другой стороны, Ватсон [5] утверждал, что оптимальное начало отсчета

представляет собой центр заряда, в котором дипольный момент равен 0. Во

прос о таком выборе начала отсчета также обсуждался в [7], где было указано,

что для полярной молекулы зарядовый центр может находится вне ее остова,

что ведет к резкому увеличению значений мультипольных моментов остова и

менее точному описанию РС. Заметим, однако, что выбор начала отсчета в цен

тре заряда может быть предпочтительным при расчете туннельной ионизации

полярных молекул в сильном лазерном поле [52].

Диполь-кулоновское приближение при корректно выбранном начале отсче

та оказывается достаточно удобным для расчетов сил осцилляторов полярных

молекул, однако оно не позволяет получить кривые потенциальной энергии и
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иные спектроскопические константы. В случае необходимости получить эти кон

станты оказывается возможным, в качестве альтернативы вычислительно слож

ным методам ab initio, использовать метод модельного потенциала. Интересным

оказывается использовать этот метод для расчета спектроскопических констант

эксимерных молекул, особенно сложных для расчетов ab initio. Основные со

стояния таких молекул неустойчивы, поэтому они могут существовать только в

возбужденных состояниях, все из которых имеют ридберговский характер [53].

Случай Rg = He занимает особое положение среди эксимерных молекул

MRg. Дело в том, что гелий, наряду с неоном, является наиболее химически

инертным элементом в периодической таблице. Из-за чрезвычайно стабильной

конфигурации электронов с закрытой оболочкой с рекордным потенциалом

ионизации и нулевым сродством к электрону гелий, как известно, не образу

ет термодинамически стабильные соединения, за исключением нескольких [54].

В работах Еномото и др. было проведено теоретическое и экспериментальное

исследование спектров излучения эксиплекса MHe в холодном газообразном

гелии [55]. Паскаль [56] сообщил о расчете модельного потенциала для двух

атомных молекул Li – Cs / He. Многоканальный расчет квантовых дефектов

для молекулы Na – Cs / He был выполнен Дю и Грином [27]. Используя расчет

ab initio для молекулы LiHe, Юнген и Штеммлер [57] показали множественные

потенциальные барьеры на кривых потенциальной энергии (КПЭ) его ридбер

говских состояний и приписали их узловой структуре атомного ридберговского

состояния. Беменбург et al. [58] выполнил более точный расчет для молекулы

LiHe, однако не нашел минимумов в ее КПЭ, в то время как Янопуло et al. [59]

высказал предположение, что несколько минимумов в поверхности потенциаль

ной энергии – общая черта ридберговских состояний в малых молекулах. Более

поздние расчеты ab initio для молекулы NaHe, выполненные Кимом и Чоном

[60], также показали наличиние минимумов в КПЭ. В теоретических работах

[61–75] была исследована электронная структура двухатомных щелочно-гели

евых систем. Для молекулы NaHe в приведенных выше теоретических иссле
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дованиях и экспериментальной работе [76] рассматривались только основное

состояние и первые возбужденные, за исключением работ [60, 77, 78].

Для практических применений, в частности, для астрофизических расче

тов, оказываются интересными не только сами спектроскопические характери

стики электронных состояний, но и динамика переходов между этими состояни

ями, а также переходов из них в непрерывный спектр. Отдельный интерес при

этом представляют процессы, связанные с так называемой диффузионной или

стохастической ионизацией, представляющей собой каскадный процесс множе

ственных переходов.

По сравнению с диффузионной ионизацией в поле монохроматического из

лучения, для излучения с непрерывным спектром данный тип ионизации иссле

дован значительно меньше. В работе Каулакиса [79] была теоретически рассмот

рена диффузионная ионизация ридберговских состояний в поле чернотельного

излучения, однако были сделаны только достаточно грубые оценки, и данная

работа не имела продолжения. В экспериментальной работе [80] было отмечено

существенное влияние каскадных процессов на вероятность фотоионизации, од

нако систематического исследования этих процессов не проводилось. Следует

отметить также публикации Бетерова и сотрудников, которые эксперименталь

но измерили скорость ионизации ридберговских состояний атомов щелочных

металлов под действием чернотельного излучения [81], а также провели соот

ветствующие теоретические расчеты [12, 82], учитывая при этом каскадные

процессы, но с длиной каскадов, не превышающей четыре ступени.

Вопрос перераспределения заселенности по квантовым состояниям при вза

имодействии с излучением черного тела важен в экспериментах с захватом

ридберговских атомов в ловушки [83–85]. Детальные эксперименты по иссле

дованию влияния теплового излучения, а также столкновительных процессов,

на время нахождения атома в электростатической ловушке были приведены в

работе [15].

Диффузионная кинетика при столкновительных процессах рассматрива
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лись в работах [86—90]. В работе [86] был разработан общий подход, позволяю

щий учесть перераспределение ридберговских состояний в квазимолекулярном

комплексе, возникающем при единичном столкновении. В работе [88] рассмат

ривалось перераспределение ридберговских состояний при столкновении с ато

мом в основном состоянии, вызванное неадибатическими процессами при пе

рекрытии квазимолекулярных ридберговских состояний. Аналогичный подход

использовался в работе [87] при рассмотрении столкновения двух щелочных

атомов. Экспериментально диффузионная динамика при единичном столкнове

нии наблюдалась в недавней работе [11]. Основное отличие данного подхода от

используемого в данной работе заключается в том, что рассмотрение диффу

зионной кинетики проводится не в рамках единичного столкновения, а в рам

ках множественных столкновений с частицами различного типа. Более близ

кий подход к предлагаемому нами использовался в работах [89, 90], в которых

рассматривалась диффузионная кинетика при множественных столкновениях.

Однако в этих работах рассматривалось перераспределение только в энергети

ческом пространстве, без анализа динамики перераспределения заселенности в

пространстве орбитальных квантовых чисел. Тем не менее, в астрофизике на

блюдаются процессы, в которых играет роль перераспределение по 𝑙, например,

так называемая «ридберговская лестница» [14, 91]. Представленные в диссерта

ции результаты могут оказаться полезными для описания подобных процессов.

В работе [19] автором была исследована диффузионная ионизация атома

натрия излучением с прямоугольным спектром. Рассмотрение производилось

как путем непосредственного численного решения кинетических уравнений для

заселенности состояний, так и посредством диффузионного приближения на ос

нове уравнения Фоккера-Планка. Рассмотрен случай, когда в процессе перерас

пределения заселенность все время остается сосредоточенной в s- и p- состоя

ниях, что связано с их относительно большими квантовыми дефектами. Диф

фузионное приближение дало результат, хорошо согласующийся с численными

расчетами.
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В работе [19] было исследовано перераспределение заселенности в атоме

водорода по 𝑛 и 𝑙 под действием излучения с непрерывным спектром в ре

зультате многоступенчатых каскадных процессов. Показано, что заселенность

перераспределяется преимущественно вдоль некоторой линии в координатах

𝑛,𝑙 (линия распространения) внутри некоторых границ. С помощью диффузи

онного приближения, т.е. перехода от кинетических уравнений к уравнению

Фоккера–Планка получено простое выражение для этой линии. Изначально

рассматривается излучение с прямоугольным спектром, далее полученные ре

зультаты обобщаются на излучение с произвольной зависимостью спектральной

плотности от частоты. Результаты, полученные с использованием диффузион

ного приближения, показали хорошее согласие с расчетом непосредственно на

основе системы кинетических уравнений.

18



Глава 1

Оптимизация диполь-кулоновского приближения

1.1. Теория квантового дефекта для атомов и молекул

Спектр ридберговских состояний описывается формулой Ридберга:

𝐸𝑛𝑞 = − 𝑍2

2(𝑛− 𝜇𝑛𝑞)2
, (1.1)

где 𝑍 – полный заряд ядра (далее предполагается 𝑍 = 1), 𝑛 – главное квантовое

число, 𝑞 – другие квантовые числа, а 𝜇𝑛𝑞 – квантовый дефект, который можно

найти по значениям энергии, известным из эксперимента или рассчитанным

теоретически [34, 92–98]. Здесь и далее везде используются атомные единицы,

за исключением случаев, где единицы специально указаны.

В рамках ТКД пространство вокруг атомного остова разделено на две об

ласти: область остова, где электрон испытывает короткодействующее взаимо

действие, и внешняя область, где электрон движется в кулоновском потенциале

[3]. Как кулоновский, так и короткодействующий потенциалы в атомах облада

ют центральной симметрией, поэтому можно предположить, что радиальные

и угловые переменные в одноэлектронном уравнении Шредингера могут быть

разделены. Угловая часть полученной волновой функция в этом приближении

представляет собой сферическую гармонику. Радиальная часть может быть вы

ражена в виде суммы двух линейно независимых кулоновских функций, удовле

творяющих граничному условию, которое задается не в начале координат, а на

границе между остовом и внешней областью. Таким образом, энергии связан

ных состояний отличаются от энергий атома водорода, и появляется квантовый

дефект 𝜇𝑛𝑞.

Однако предположение о сохранении момента импульса 𝑙 для ридбергов

ского электрона не очень хорошо выполняется в молекулах, особенно в поляр

ных, в отличие от атомов. Одним из возможных решений этой проблемы являет
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ся использование многоканальной теории квантового дефекта [99, 100]. Чтобы

учесть отклонение от сферичности, используется разложение по парциальным

волнам электронной волновой функции.

Галогениды и эксиплексы щелочноземельных металлов были тщательно ис

следованы [28, 29, 99, 100] в рамках такого подхода. Вычислительная сложность

этого подхода вполне адекватна в случае состояний с низким 𝑙, но, по-видимому,

для состояний с высоким 𝑙 должен существовать более простой подход.

1.2. Диполь-кулоновское приближение (ДКП)

Хорошо известно, что квантовые дефекты РС с высокими 𝑙 довольно ма

лы, как и отличие между их волновыми функциями и водородными. Однако

следует подчеркнуть, что это небольшое различие принципиально для анализа

влияния структуры молекулярного остова на движение ридберговского элек

трона в этих состояниях. Это играет особую роль для полярных молекул из-за

электрического дипольного момента из остова. Простой способ использовать

ТКД в полярных молекулах для РС с высокими 𝑙 был предложен в [4, 5], где

рассматривалось движение электрона в потенциале, включающем точечный ку

лоновский и точечный дипольный член.

С учетом дипольного взаимодействия запишем гамильтониан, описываю

щий движение ридберговского электрона, следующим образом:

̂︀𝐻 = −Δ

2
− 1

𝑟
+

dr

𝑟3
. (1.2)

При выборе сферической системы координат, в которой ось 𝑧 направлена

вдоль дипольного момента остова d, уравнение Шредингера принимает вид:

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2
𝜕𝜓

𝜕𝑟

)︂
+

1

𝑟2

(︂
1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

(︂
sin 𝜃

𝜕𝜓

𝜕𝜃

)︂
+

1

sin2 𝜃

𝜕2𝜓

𝜕𝜙2

)︂
+ 2

(︂
1

𝑟
− 𝑑 cos 𝜃

𝑟2
+ 𝐸

)︂
𝜓 = 0. (1.3)
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Разделим в этом уравнении переменные, записав

𝜓(r) = 𝑅 (𝑟) ̃︀𝑌 (𝜃, 𝜙). (1.4)

Тогда ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1

𝑟2
𝑑

dr

(︂
𝑟2
𝑑𝑅

dr

)︂
− 𝜆

𝑟2
𝑅 + 2

(︂
1

𝑟
+ 𝐸

)︂
𝑅 = 0,

2𝑑̃︀𝑌 cos 𝜃 − 1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

(︃
sin 𝜃

𝜕 ̃︀𝑌
𝜕𝜃

)︃
− 1

sin2 𝜃

𝜕2̃︀𝑌
𝜕𝜙2

= 𝜆̃︀𝑌 . (1.5)

В соответствии с ТКД, значение энергии электрона 𝐸 здесь берется из экс

периментальных данных, тогда как 𝜆 есть собственное значение второго урав

нения (1.5).

Разложим функцию ̃︀𝑌 в ряд по сферическим гармоникам:

̃︀𝑌𝑙𝑚 =
∞∑︁

ℓ=|𝑚|

𝑎𝑙𝑚ℓ 𝑌ℓm . (1.6)

Заметим, что индекс 𝑙 в уравнении (1.6) не является собственным значе

нием оператора углового момента ридберговского электрона. В данном случае

индекс 𝑙 – нумератор функций ̃︀𝑌 . Чтобы найти коэффициенты 𝑎𝑙𝑚ℓ , подставим

разложение (1.6) во второе уравнение (1.5). В результате получаем соотноше

ние:

2𝑑

√︂
ℓ2 −𝑚2

4ℓ2 − 1
𝑎𝑙𝑚ℓ−1 + 2𝑑

√︃
(ℓ+ 1)2 −𝑚2

(2ℓ+ 1) (2ℓ+ 3)
𝑎𝑙𝑚ℓ+1 + 𝑎𝑙𝑚ℓ

(︀
ℓ (ℓ+ 1)− 𝜆𝑙𝑚

)︀
= 0, (1.7)

с граничными условиями

𝑎𝑙𝑚ℓ=|𝑚|−1 = 𝑎𝑙𝑚ℓ=+∞ = 0. (1.8)

Если 𝑑 = 0, то 𝜆𝑙𝑚 = 𝑙(𝑙 + 1) для всех 𝑚. Если же 𝑑 ̸= 0, то 𝜆𝑙𝑚 и набор ко

эффициентов 𝑎𝑙𝑚ℓ находятся численно, как собственные значения и собственные

векторы системы алгебраических уравнений (1.7).

Значения 𝜆𝑙𝑚 удобно записать через эффективный орбитальный момент

ридберговского электрона ̃︀𝑙:
𝜆𝑙𝑚 = ̃︀𝑙(̃︀𝑙 + 1). (1.9)
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В общем случае величина ̃︀𝑙 не является целым числом.

Перейдем теперь к рассмотрению радиальной части волновой функции,

удовлетворяющей первому уравнению (1.5) и граничному условию: 𝑅(𝑟) → 0

при 𝑟 → ∞. Функция 𝑅(𝑟) может быть записана следующим образом:

𝑅𝑛𝑙𝑚(𝑟) = 𝑁𝑊𝜈,̃︀𝑙+ 1
2

(︂
2𝑟

𝜈

)︂
, (1.10)

где 𝑊 – функция Уиттекера [101], для краткости обозначено: 𝜈 ≡ 𝜈nlm , а нор

мировочный множитель имеет вид [3]:

𝑁 =

[︂(︂
1 +

𝜕𝜇lm
𝜕𝜈nlm

)︂
𝜈nlmГ

(︁
𝜈nlm + ̃︀𝑙 − 1

)︁
Г
(︁
𝜈nlm − ̃︀𝑙)︁]︂−1/2

. (1.11)

Заметим, что для низколежащих возбужденных состояний нормировочный

множитель (1.11) изменяется [102].

Для нахождения нормировочного множителя (1.11) требуется учет зави

симости квантового дефекта 𝜇lm от эффективного главного квантового числа

𝜈nlm , рассматриваемого как непрерывная переменная.

1.3. Использование диполь-кулоновского приближения

для расчета сил осцилляторов молекулы NaHe

Проведем расчет сил осцилляторов полярной молекулы NaHe c использо

ванием диполь-кулоновского приближения.

Параметры основного состояния иона NaHe+ были рассчитаны в Gaussian 09W

с использованием базисов aug-cc-pVTZ (aug-cc-pV5Z), обеспечивающих хорошее

согласие с экспериментальными данными по значениям энергии диссоциации и

межядерного расстояния для NaHe+ [103]. Были получены значения диполь

ного момента относительно центра масс 𝑑0 = 0.60, квадрупольного момента

относительно центра масс 𝑄0 = 0.30.

Для перехода ридберговского электрона из состояния 𝑎 в состояние 𝑏 сила

22



Таблица 1.1. Силы осцилляторов для разрешенных переходов молекулы NaHe

Переход 𝑓 * 1000 𝑓 * 1000 [77] 𝑓 * 1000 [104] Переход 𝑓 * 1000 𝑓 * 1000 [77] 𝑓 * 1000 [104]

Σ (3s) → Σ (3p) 305 - - Δ (4d) → Φ (5f) 641 - -

Σ (3s) → Π (3p) 567 590 561 Δ (4d) → Φ (5f) 641 - -

Σ (3s) → Π (4p) 3.09 6.41 6.41 Δ (4d) → Δ (5f) 469 - -

Σ (3s) → Π (5p) 1.09 1.44 1,33 Δ (4d) → Π (5f) 106 - -

Σ (3p) → Σ (3d) 389 175 3207 Δ (4d) → Π (5p) 467 - 185

Σ (3p) → Π (3d) 585 490 470 Δ (4d) → Φ (4f) 564 - -

Σ (3p) → Σ (4s) 180 202 166 Π (4d) → Δ (5f) 952 - -

Σ (3p) → Σ (4d) 26.82 8.9 14.6 Π (4d) → Π (5f) 860 - -

Σ (3p) → Π (4d) 40.89 34.95 41 Π (4d) → Σ (5f) 143 - -

Σ (3p) → Σ (5s) 1.68 0.08 1.18 Π (4d) → Π (5p) 235 - 92.7

Σ (3p) → Σ (5d) 7.29 - - Σ (4d) → Π (5f) 636 - -

Σ (3p) → Π (5d) 10.92 - - Σ (4d) → Σ (5f) 423 - -

Π (3p) → Σ (3d) 79.84 63.58 76.4 Σ (4d) → Π (5p) 77.21 - -

Π (3p) → Π (3d) 499 526 363 Π (4p) → Δ (5d) 186 - 126

Π (3p) → Δ (3d) 963 500 - Π (4p) → Π (5d) 92.61 - 69.4

Π (3p) → Σ (4s) 153 140 135 Π (4p) → Σ (5d) 15.46 - 9.32

Π (3p) → Σ (4d) 12.05 4.19 7.97 Π (4p) → Σ (5s) 327 294 283

Π (3p) → Π (4d) 73.6 44.63 39.3 Π (4p) → Δ (4d) 921 678 681

Π (3p) → Δ (4d) 145.63 87.01 79.4 Π (4p) → Π (4d) 466 486 355

Π (3p) → Σ (5s) 11.62 2.94 - Π (4p) → Σ (4d) 76.44 72.63 71

Π (3p) → Σ (5d) 4.32 - 3.18 Σ (4s) → Π (5p) 55.17 47.84 11.0

Π (3p) → Π (5d) 25.90 - 11.7 Σ (4s) → Π (4p) 955 - 34.1

Π (3p) → Δ (5d) 52.22 - 24.3 Δ (3d) → Φ (5f) 235 -

Σ (3d) → Π (4p) 35.43 - 26.5 Δ (3d) → Δ (5f) 78.27 - -

Σ (3d) → Σ (4f) 397 366 - Δ (3d) → Π (5f) 13.85 -

Σ (3d) → Π (4f) 558 68.35 - Δ (3d) → Π (5p) 0.9462 0.2473 1.37

Σ (3d) → Π (5p) 0.1588 3.192 0.457 Δ (3d) → Φ (4f) 793 714 -

Σ (3d) → Σ (5f) 70.35 - Δ (3d) → Δ (4f) 439 584 -

Σ (3d) → Π (5f) 83.29 - Δ (3d) → Π (4f) 93.05 34.05 -

Π (3d) → Π (4p) 129 125 48.3 Δ (3d) → Π (4p) 214 - 79.4

Π (3d) → Σ (4f) 127 160 - Π (3d) → Δ (5f) 164 - -

Π (3d) → Π (4f) 722 598 - Π (3d) → Π (5f) 118 - -

Π (3d) → Δ (4f) 847 558 - Π (3d) → Σ (5f) 24.57 - -

Π (3d) → Π (5p) 1.437 2.074 1.12

осциллятора определяется как

𝑓𝑎𝑏 =
2

3
(𝐸𝑏 − 𝐸𝑎) |⟨𝜓𝑏|r|𝜓𝑎⟩|2 . (1.12)

Силы осцилляторов в данном случае принимают вид:

𝑓𝑎𝑏 =
2

3
(𝐸𝑏 − 𝐸𝑎) |⟨𝑛1𝑙1𝑚1 |𝑟|𝑛2𝑙2𝑚2⟩|2𝑄

(︁̃︀𝑙1𝑚1 → ̃︀𝑙2𝑚2

)︁
, (1.13)
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где

⟨𝑛1𝑙1𝑚1 |𝑟|𝑛2𝑙2𝑚2⟩ =
∫︁ ∞

𝑟0

𝑟3𝑅𝑛1𝑙1𝑚1
(𝑟)𝑅𝑛2𝑙2𝑚2

(𝑟)𝑑𝑟. (1.14)

Здесь 𝑟0 является левой классической точкой поворота для наибольшего

из значений 𝑛1, 𝑛2:

𝑟0 =

⎛⎝1−

√︃
1− (̃︀𝑙 + 1/2)2

𝜈2nlm

⎞⎠ 𝜈2nlm . (1.15)

Величина 𝑄 определяется угловой частью матричного элемента [31]:

𝑄 (𝑙1𝑚1 → 𝑙2𝑚2) =

(2− 𝛿0𝑚2
)

⎛⎝ ∞∑︁
𝑙′1=|𝑚1|

∞∑︁
𝑙′2=|𝑚2|

√︃
2𝑙

′
1 + 1

2𝑙′2 + 1
𝑎𝑙1𝑚1

𝑙′1
𝑎𝑙2𝑚2

𝑙′2
𝐶 𝑙′20

𝑙′1010
𝐶 𝑙′2𝑚2

𝑙′1𝑚11𝑚2−𝑚1

⎞⎠2

. (1.16)

Множитель 2− 𝛿0𝑚2
здесь обеспечивает учет двукратного вырождения со

стояний при 𝑚2 ̸=0 [31].

Рассчитанные на основе данных параметров силы осцилляторов для рид

берговских переходов в молекуле NaHe приведены в Таблицах 1.1 и 1.2 в сравне

нии с результатами работ [77, 104]. Из Таблиц исключены переходы с участием

состояний 4𝑝(Σ) и 5𝑝(Σ), так как эти состояния обладают аномальными свой

ствами, в частности сильно отличающимся значением межядерного расстояния

[77]. Эти переходы требуют особого рассмотрения.

В Таблице 1.1 представлены переходы, разрешенные в атомной модели, то

есть с правилами отбора |△𝑙| = 1 и |△𝑚| ≤ 1. Расчеты в рамках этой модели

проводились в работе [104]. Остальные переходы представлены в Таблице 1.2.

Поскольку в атомной модели эти переходы запрещены, в работе [104] они отсут

ствуют. В данной работе и в работе [77] для них получены ненулевые значения,

однако различие результатов довольно значительно. Заметное расхождение ре

зультатов наблюдается и для других переходов. Одной из причин этого может

быть относительно невысокая точность расчетов, выполненных в [77]. Таким

образом, следует констатировать необходимость проведения дальнейших иссле

дований молекулы NaHe.
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Таблица 1.2. Силы осцилляторов для запрешенных переходов молекулы NaHe

Переход 𝑓 * 1000 𝑓 * 1000 [77] Переход 𝑓 * 1000 𝑓 * 1000 [77]

Σ (3s) → Σ (3d) 0.96 7.89 Σ (3d) → Π (5d) 0.006 -

Σ (3s) → Π (3d) 1.57 14.92 Σ (3d) → Σ (5d) 0.015 -

Σ (3s) → Σ (4s) 4.32 17.8 Σ (3d) → Σ (4s) 0.27 1.08

Σ (3s) → Σ (4d) 0.25 0.17 Σ (3d) → Π (4d) 0.02 508

Σ (3s) → Π (4d) 0.38 2.67 Σ (3d) → Σ (4d) 0.06 62.3

Σ (3s) → Σ (4f) 0.00001 0.003 Π (3p) → Δ (5f) 0.03 -

Σ (3s) → Π (4f) 0.00002 4.47 Π (3p) → Π (5f) 0.02 -

Σ (3s) → Σ (5s) 1.11 2.56 Π (3p) → Σ (5f) 0.003 -

Σ (3s) → Σ (5d) 0.11 - Π (3p) → Π (5p) 0.08 0.94

Σ (3s) → Π (5d) 0.16 - Π (3p) → Σ (5p) 0.02 16.14

Σ (3s) → Σ (5f) 0.00001 - Π (3p) → Δ (4f) 0.04 9.52 * 10−6

Σ (3s) → Π (5f) 0.00002 - Π (3p) → Π (4f) 0.04 25.34

Σ (3p) → Σ (4p) 1.5 308.68 Π (3p) → Σ (4f) 0.007 0.06

Σ (3p) → Π (4p) 5.31 41.52 Π (3p) → Π (4p) 0.74 0.91

Σ (3p) → Σ (4f) 0.07 13.19 Π (3p) → Σ (4p) 0.05 39.69

Σ (3p) → Π (4f) 0.11 0.48 Π (3p) → Σ (3p) 0.53 2.34

Σ (3p) → Σ (5p) 0.37 115.7 Σ (3p) → Π (5f) 0.05 -

Π (3p) → Π (5p) 0.68 12.18 Σ (3p) → Σ (5f) 0.03 -

Π (3d) → Δ (5d) 0.02 - Δ (3d) → Π (4d) 0.14 23.12

Π (3d) → Σ (5d) 0.002 - Δ (3d) → Δ (4d) 0.12 0.24

Π (3d) → Π (5d) 0.005 - Δ (3d) → Π (5d) 0.032 -

Π (3d) → Σ (5s) 0.17 0.21 Δ (3d) → Δ (5d) 0.029 -

Π (3d) → Δ (4d) 0.1 1.6 Σ (4s) → Π (5f) 0.0002 -

Π (3d) → Σ (4d) 0.008 1 Σ (4s) → Σ (5f) 0.00016 -

Π (3d) → Π (4d) 0.02 299 Σ (4s) → Π (5d) 0.09 -

Π (3d) → Δ (3d) 0.1 - Σ (4s) → Σ (5d) 0.06 -

Π (3d) → Σ (3d) 0.009 - Σ (4s) → Σ (5s) 5.74 0.75

Σ (4s) → Σ (4d) 0.092 14.52 Σ (4s) → Π (4f) 0.0009 5.9

Σ (4s) → Π (4d) 0.14 2.51 Σ (4s) → Σ (4f) 0.0006 10.5
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1.4. Оптимальный выбор начала отсчета для ДКП

1.4.1. Оптимальный выбор начала отсчета для линейного остова

Расчеты с использованием диполь-кулоновского приближения достаточно

просты вычислительно и делают возможным качественный анализ результатов.

Однако дипольный момент заряженной системы зависит от положения начала

координат:

d′ = d+ 𝑍a, (1.17)

где a – вектор смещения начала отсчета. Таким образом, поскольку угловая

часть волновой функции (1.6) зависит от дипольного момента, она зависит от

местоположения начала координат.

Для того, чтобы выбрать начало отсчета оптимальным образом, вернемся

к уравнению Шредингера

(−Δ/2 + 𝑉 (𝑟))Ψ = 𝐸Ψ. (1.18)

Предполагая, что потенциал 𝑉 является осесимметричным, его мультипольное

разложение можно записать следующим образом

𝑉 (r) = −
∑︁
𝑘

1

𝑟𝑘+1

√︂
4𝜋

2𝑘 + 1
𝑄(𝑘)𝑌 *

𝑘0(𝜃, 𝜑), (1.19)

где 𝑄(𝑘) – 𝑘-й мультипольный момент.

Представляется разумным предположить, что оптимальное положение на

чала координат соответствует максимальной скорости сходимости мультиполь

ного разложения. Это означает, что 𝑄(𝑘+1)/𝑄(𝑘) должно быть как можно мень

ше.

Например, пусть молекулярный остов представляет собой линейную систе

му из 𝑁 точечных зарядов 𝑍𝑖 с координатами 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 соответственно.

Для такой системы 𝑘 -ый мультипольный момент можно записать следующим
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образом:

𝑄(𝑘) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑍𝑖𝑥
𝑘
𝑖 . (1.20)

Пусть 𝑍1 – наиболее удаленный от начала отсчета заряд; обозначим 𝑥1 = 𝑏.

Тогда

𝑄(𝑘) = 𝑏𝑘

(︃
𝑍1 +

𝑁∑︁
𝑖=2

𝑍𝑖

(︁𝑥𝑖
𝑏

)︁𝑘)︃
. (1.21)

Следовательно,

lim
𝑘→∞

𝑄(𝑘)

𝑏𝑘
= 𝑍1, (1.22)

и скорость сходимости мультипольного разложения можно записать следую

щим образом:

lim
𝑘→∞

𝑄(𝑘+1)

𝑄(𝑘)
= 𝑏. (1.23)

Соответственно, можно предположить, что точность приближения (1.4)

улучшится, если начало отсчета выбрано так, чтобы расстояние 𝑏 до наиболее

удаленного заряда было минимальным. Это местоположение далее будет обо

значаться как геометрический центр системы или ГЦ. Для линейного остова

ГЦ находится посередине между двумя крайними зарядами. Ниже показывает

ся на двух примерах линейных остовов, что выбранное таким образом начало

координат оптимально для приближения волновой функции функцией (1.4), а

также обсудим случай произвольного (нелинейного и асимметричного) остова

из 𝑁 точечных зарядов.

1.4.2. Система из двух кулоновских центров

Одним из простейших потенциалов, который позволяет получить аналити

ческое решение уравнения Шредингера, является потенциал двух кулоновских

центров (в дальнейшем будем называть такую систему двухцентровой). Урав

нение Шредингера для такого потенциала записывается следующим образом:(︂
−Δ

2
− 𝑍1

𝑟1
− 𝑍2

𝑟2

)︂
Ψ(r) = 𝐸Ψ(r), (1.24)
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где 𝑍1 и 𝑍2 – заряды кулоновских центров, расположенных на оси 𝑧, а 𝑟1 и 𝑟2

– расстояния до каждого из таких центров (см. Рис. 1.1(a)). Уравнение (1.24)

допускает разделение переменных в сфероидальных координатах и аналитиче

ское решение уравнения Шредингера. Это точное решение далее будем назы

вать двухцентровой волновой функцией.

В дальнейшем будем рассматривать вытянутые сфероидальные координа

ты.

𝜉 =
𝑟1 + 𝑟2
𝑅

; 𝜂 =
𝑟1 − 𝑟2
𝑅

; 𝜑 = arctg
𝑦

𝑥
. (1.25)

Вытянутые сфероидальные координаты связаны со сферическими следу

ющим образом:

𝑟 =
𝑅

2

√︀
𝜉2 + 𝜂2 − 1, (1.26)

cos 𝜃 =
𝜉𝜂√︀

𝜉2 + 𝜂2 − 1
. (1.27)

В пределе при 𝑟 → ∞

lim
𝑟→∞

𝜂 = cos 𝜃, (1.28)

lim
𝑟→∞

𝜉 =
2𝑟

𝑅
. (1.29)

Поэтому 𝜂 и 𝜉 называют соответственно «угловой» и «радиальной» пере

менной.

В сфероидальных координатах уравнение Шредингера записывается сле

дующим образом [27]:

𝜕

𝜕𝜉

[︂(︀
𝜉2 − 1

)︀ 𝜕𝜓
𝜕𝜉

]︂
+

𝜕

𝜕𝜂

[︂(︀
1− 𝜂2

)︀ 𝜕𝜓
𝜕𝜂

]︂
+
[︁(︀
𝜉2 − 1

)︀−1
+
(︀
1− 𝜂2

)︀−1
]︁ 𝜕2𝜓
𝜕𝜑2

+

[︂
1

2
𝐸𝑅2

(︀
𝜉2 − 𝜂2

)︀
+𝑅 (𝑍1 + 𝑍2) 𝜉 −𝑅 (𝑍1 − 𝑍2) 𝜂

]︂
𝜓 = 0. (1.30)

После разделения переменных получаем следующие уравнения – так на
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зываемое угловое уравнение:

𝑑

𝑑𝜂

(︀
1− 𝜂2

)︀ 𝑑
𝑑𝜂

Ξ (𝑝, 𝑏; 𝜂)+[︂
𝜆(𝜂)𝑚𝑞 − 𝑝2

(︀
1− 𝜂2

)︀
+ 𝑏𝜂 − 𝑚2

1− 𝜂2

]︂
Ξ (𝑝, 𝑏; 𝜂) = 0 (1.31)

при −1 ≤ 𝜂 ≤ 1, и так называемое радиальное уравнение:

𝑑

𝑑𝜉

(︀
𝜉2 − 1

)︀ 𝑑
𝑑𝜉
П (𝑝, 𝑎; 𝜉)+[︂

−𝜆(𝜉)𝑚𝑘 − 𝑝2
(︀
𝜉2 − 1

)︀
+ 𝑎𝜉 − 𝑚2

𝜉2 − 1

]︂
П (𝑝, 𝑎; 𝜉) = 0. (1.32)

при 1 ≤ 𝜉 <∞. Здесь 𝑝 = 𝑅
2

√
−2𝐸, 𝑎 = 𝑅(𝑍1 + 𝑍2), 𝑏 = 𝑅(𝑍2 − 𝑍1).

В целом волновая функция записывается как:

Ф (𝑟;𝑅) = Ф𝑘𝑞𝑚 (𝜉, 𝜂, 𝜑;𝑅) = 𝑁𝑘𝑞𝑚 (𝑝, 𝑎, 𝑏)П𝑚𝑘(𝑝, 𝑎; 𝜉)Ξ𝑚𝑞 (𝑝, 𝑏; 𝜂)
𝑒±𝑖𝑚𝜑

√
2𝜋

. (1.33)

Далее будем рассматривать связанные состояния, т.е. 𝐸 < 0.

Для того, чтобы находить энергии и волновые функции, используется сле

дующий алгоритм [105]. Кулоновскую сфероидальную функцию вначале разла

гают в ряд, как правило, предварительно выделяя особенности в точках 𝑧 = ±1

и 𝑧 = ±∞ с помощью представления

𝑢(𝑧) =
(︀
1− 𝑧2

)︀𝑚
2 𝑒−𝑝(1±𝑧)𝑓(𝑧). (1.34)

Функция 𝑓(𝑧) ищется в виде разложения по базису 𝑢𝑠(𝑧):

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑠=0

𝑔𝑠 (𝑝, 𝑏, 𝜆)𝑢𝑠(𝑧). (1.35)

При удачном выборе базисных функций подстановка разложений в урав

нение приводит к трехчленным рекуррентным соотношениям вида

𝛼𝑠𝑔𝑠+1 − 𝛽𝑠𝑔𝑠 + 𝛾𝑠𝑔𝑠−1 = 0. (1.36)

Отсюда можно определить коэффициенты разложения 𝑔𝑠 и собственные

значения 𝜆.
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В матричном виде система рекуррентных соотношений приобретает вид:

𝐴𝑔=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−𝛽0 𝛼0

𝛾1 −𝛽1

0 0

𝛼1 0

0 . . .

0 . . .

0 𝛾2

0 0

−𝛽2 𝛼2

𝛾3 −𝛽3

0 . . .

𝛼3 . . .

0 0

. . . . . .

0 𝛾4

. . . . . .

−𝛽4 . . .

. . . . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑔0

𝑔1

𝑔2

𝑔3

. . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 0

.

При практической реализации бесконечную матрицу 𝐴 обычно заменяют

на конечную достаточно большого размера 𝑁 . Собственные значения находятся

из условия

det𝐴 = 𝐹 (𝑝, 𝑏, 𝜆) = 0. (1.37)

det𝐴 можно представить в виде цепной дроби [105]:

𝐹 (𝑝, 𝑏, 𝜆) = 𝛽0 −
𝛼0𝛾1

𝛽1 − 𝛼1𝛾2
𝛽2−...

. (1.38)

Эту цепную дробь можно представить как дробно-рациональную функцию

𝐹𝑁+1 (𝑝, 𝑏, 𝜆) =
𝑄𝑁+1 (𝑝, 𝑏, 𝜆)

𝑃𝑁+1 (𝑝, 𝑏, 𝜆)
. (1.39)

Здесь полиномы 𝑄𝑁+1 рассчитываются с помощью рекуррентных соотношений

𝑄𝑘+1 = 𝑄𝑘
̃︀𝛽𝑁−𝑘 −𝑄𝑘−1̃︀𝛼𝑁−𝑘̃︀𝛾𝑁−𝑘+1, 𝑄−1 = 0, 𝑄0 = 1. (1.40)

Тогда собственные значения матрицы 𝐴 вычисляются как корни

полинома 𝑄𝑁+1(𝑝, 𝑏, 𝜆) степени 𝑁 + 1.

Для разложения в ряд угловой кулоновской сфероидальной функции в ка

честве функции 𝑢(𝑧) (1.34), как правило, используют разложение Бабера-Хас

се [106]

Ξ𝑚𝑞 (𝑝, 𝑏; 𝜂) = 𝑒−𝑝(1+𝜂)
∞∑︁
𝑠=0

𝑔𝑠𝑃
𝑚
𝑠+𝑚(𝜂). (1.41)
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Коэффициенты рекуррентных соотношений (1.36) для этого разложения

имеют вид:

𝛼𝑠 =
(𝑠+ 2𝑚+ 1)[𝑏− 2𝑝(𝑠+𝑚+ 1)]

2(𝑠+𝑚) + 3
, (1.42)

𝛽𝑠 = (𝑠+𝑚) (𝑠+𝑚+ 1)− 𝜆, (1.43)

𝛾𝑠 =
𝑠[𝑏+ 2𝑝(𝑠+𝑚)]

2(𝑠+𝑚)− 1
. (1.44)

Данное разложение начинает сходится при 𝑠 > 2𝑝.

Для разложения в ряд радиальной кулоновской сфероидальной функции

часто используют разложение Яффе [107]:

П𝑚𝑞 (𝑝, 𝑎; 𝜉) =
(︀
𝜉2 − 1

)︀𝑚
2 𝑒−𝑝(𝜉−1)(𝜉 + 1)

𝑎
2𝑝−(𝑚+1)

∞∑︁
𝑠=0

𝑔𝑠

(︂
𝜉 − 1

𝜉 + 1

)︂𝑠

, (1.45)

𝜎 =
𝑎

2𝑝
− (𝑚+ 1). (1.46)

Коэффициенты рекуррентных соотношений (1.36) для разложения Яффе

выглядят так:

𝛼𝑠 = (𝑠+ 1)(𝑠+𝑚+ 1), (1.47)

𝛽𝑠 = 2𝑠2 + (2𝑠+𝑚+ 1)(2𝑝− 𝜎)− 𝑎−𝑚(𝑚+ 1) + 𝜆, (1.48)

𝛾𝑠 = (𝑠− 1− 𝜎)(𝑠−𝑚− 1− 𝜎). (1.49)

Численный расчет сфероидальных волновых функций и энергий состояний

был выполнен с использованием следующего алгоритма:

1) В качестве начального приближения для 𝑝 и 𝜆 при некотором малом

начальном значении 𝑅 берутся выражения, получаемые в рамках теории воз

мущений:

𝑝 =
𝑅

2

√
−2𝐸, 𝜆 = 𝐴− 𝑝2,

𝐸 = −(𝑍1 + 𝑍2)
2

2𝑁 2
− 2𝑅2 𝑍1𝑍2(𝑍1 + 𝑍2)

2

𝑁 3(2𝑙 − 1)(2𝑙 + 1)(2𝑙 + 3)

[︂
1− 3𝑚2

𝑙(𝑙 + 1)

]︂
,

𝐴 = −𝑙(𝑙 + 1) +
1

2
𝑝2
[︂
1− 𝑚2

𝑙(𝑙 + 1)

]︂
− 1

8

𝑅2(𝑍1 − 𝑍2)
2

𝑁 2

[︂
1− 3𝑚2

𝑙(𝑙 + 1)

]︂
.
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2) Постепенно увеличивается значение 𝑅, и на каждой новой итерации про

изводится численное решение характеристического уравнения (1.37). При этом

в алгоритме численного решения данного уравнения в качестве начального при

ближения используются значения параметров 𝑝 и 𝜆, найденные на предыдущей

итерации. Точность решения определяется размером матрицы 𝐴, т.е. числом

𝑁 .

Для того, чтобы исследовать поведение угловой кулоновской сфероидаль

ной функции, сравним уравнения на угловую часть для двухцентровой систе

мы (1.31) и уравнения на угловую часть для диполь-кулоновской системы (1.5).

Учитывая асимптотику «угловой» переменной lim𝑟→∞ 𝜂 = cos 𝜃, угловое урав

нение двухцентровой системы легко привести к виду:

𝑑

𝑑𝑥
(1− 𝑥2)

𝑑

𝑑𝑥
Ξ(𝑥) +

[︂
𝜆+ 𝑝2𝑥2 − 𝑏𝑥− 𝑚2

1− 𝑥2

]︂
Ξ(𝑥) = 0. (1.50)

Здесь 𝑏 = 2𝑑, 𝑝 = 𝑅
2

√
−2𝐸, 𝑥 = cos 𝜃, 𝑑 – дипольный момент, 𝑅 – межъ

ядерное расстояние, 𝐸 – энергия.

Заменой 𝑥 = cos 𝜃 уравнение на угловую часть для дипольного случая

(1.5) легко привести к аналогичному виду.

𝑑

𝑑𝑥
(1− 𝑥2)

𝑑

𝑑𝑥
Ξ(𝑥) +

[︂
𝜆′ − 𝑏𝑥− 𝑚2

1− 𝑥2

]︂
Ξ(𝑥) = 0. (1.51)

Начало координат выбираем также в геометрическом центре между заря

дами.

Видно, что уравнение (1.51) является частным случаем уравнения (1.50),

при котором параметр 𝑝 = 0, поэтому далее будем рассматривать только урав

нение (1.50).

Подставим в уравнение (1.50) разложение по присоединенным полиномам

Лежандра:

Ξ(𝑥) =
∞∑︁

𝑙=|𝑚|

𝑎𝑙𝑚𝑃
𝑚
𝑙 (𝑥). (1.52)

Используем уравнение на присоединенные полиномы Лежандра:

𝑑

𝑑𝑥

(︀
1− 𝑥2

)︀ 𝑑
𝑑𝑥
𝑃𝑚
𝑙 (𝑥)− 𝑚2

1− 𝑥2
𝑃𝑚
𝑙 (𝑥) = −𝑙(𝑙 + 1)𝑃𝑚

𝑙 (𝑥). (1.53)
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Подставляем разложение и заменяем оператор на собственное значение:

∞∑︁
𝑙=|𝑚|

𝑎𝑙𝑚 (𝜆−𝑙 (𝑙+1))𝑃𝑚
𝑙 (𝑥)+𝑝2

∞∑︁
𝑙=|𝑚|

𝑎𝑙𝑚𝑥
2𝑃𝑚

𝑙 (𝑥)−𝑏
∞∑︁

𝑙=|𝑚|

𝑎𝑙𝑚𝑥𝑃
𝑚
𝑙 (𝑥)= 0.

Умножим на 𝑃𝑚
𝑙′ (𝑥) и проинтегрируем

∞∑︁
𝑙=|𝑚|

𝑎𝑙𝑚 (𝜆−𝑙 (𝑙+1))

∫︁ 1

−1

𝑃𝑚
𝑙 (𝑥)𝑃𝑚

𝑙′ (𝑥)𝑑𝑥+

𝑝2
∞∑︁

𝑙=|𝑚|

𝑎𝑙𝑚

∫︁ 1

−1

𝑥2𝑃𝑚
𝑙 (𝑥)𝑃𝑚

𝑙′ (𝑥)𝑑𝑥−𝑏
∞∑︁

𝑙=|𝑚|

𝑎𝑙𝑚

∫︁ 1

−1

𝑥𝑃𝑚
𝑙 (𝑥)𝑃𝑚

𝑙′
(𝑥) 𝑑𝑥= 0. (1.54)

Используем нормировку для полиномов Лежандра:∫︁ 1

−1

𝑃𝑚
𝑙 (𝑥)𝑃𝑚

𝑙′ (𝑥)𝑑𝑥=
2 (𝑙+𝑚) !

(2𝑙+1) (𝑙−𝑚) !
𝛿𝑙𝑙′.

Для преобразования 2-го и 3-го слагаемого используем рекуррентные со

отношения для полиномов Лежандра. После преобразований получается рекур

рентное соотношение:

𝑎𝑙𝑚
(︀
𝛼 + 𝑝2𝜎

)︀
−𝑏 (𝛽𝑎𝑙+1,𝑚 + 𝛾𝑎𝑙−1,𝑚) + 𝑝2 (𝜏𝑎𝑙+2,𝑚 + 𝜙𝑎𝑙−2,𝑚)= 0 .

Здесь

𝛼=(𝜆−𝑙 (𝑙+1))
2 (𝑙+𝑚) !

(2𝑙+1) (𝑙−𝑚) !
,

𝛽=
2 (𝑙+1+𝑚) !

(2𝑙+1) (𝑙+1−𝑚) !

(𝑙−𝑚+1)

(2𝑙+1)
,

𝛾=
2 (𝑙−1+𝑚) !

(2𝑙−1) (𝑙−1−𝑚) !

(𝑙+𝑚)

(2𝑙+1)
,

𝜎=

(︂
(𝑙−𝑚+1) (𝑙+𝑚+1)

(2𝑙+1) (2𝑙+3)
+
(𝑙+𝑚) (𝑙+𝑚)

(2𝑙+1) (2𝑙−1)

)︂
2 (𝑙+𝑚) !

(2𝑙+1) (𝑙−𝑚) !
,

𝜏=
(𝑙−𝑚+1) (𝑙−𝑚+2)

(2𝑙+1) (2𝑙′ + 3)

2 (𝑙+2+𝑚) !

(2𝑙+5) (𝑙+2−𝑚) !
,

𝜙=
(𝑙+𝑚)(𝑙+𝑚−1)

(2𝑙+1) (2𝑙−1)

2 (𝑙−2+𝑚) !

(2𝑙−3) (𝑙−2−𝑚) !
.

При 𝑝 = 0 это рекуррентное соотношение становится аналогичным соот

ношению для уравнения (1.5). Таким образом, получается, что при энергии,
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Таблица 1.3. Дипольные матричные элементы для некоторых дипольно-запрещенных пере

ходов в двухцентровой системе (𝑍1 = 1.3, 𝑍2 = −0.3, и 𝑅 = 1.5).

Начальное состояние Конечное состояние
|⟨𝑓 |r|𝑖⟩|2

Двухцентновая в.ф. ДКПГЦ ДКПДЦ

4dΣ 4dΠ 3.4 3.2 1.8

4dΣ 5dΣ 0.77 0.60 0.35

4dΣ 5dΠ 0.38 0.27 0.15

4dΣ 5gΣ 0.33 0.31 0.19

4dΣ 5gΠ 0.41 0.39 0.24

4dΠ 5dΣ 0.17 0.14 0.08

4dΠ 5dΠ 0.17 0.13 0.10

4dΠ 5gΣ 0.11 0.10 0.06

4dΠ 5gΠ 0.54 0.50 0.31

4fΣ 4fΠ 0.19 0.19 0.11

4fΣ 5fΣ 0.11 0.08 0.05

4fΣ 5fΠ 0.021 0.016 0.010

4fΠ 5fΣ 0.011 0.008 0.005

4fΠ 5fΠ 0.12 0.09 0.05

5dΣ 5dΠ 9.0 8.7 4.7

5dΣ 5gΣ 0.23 0.22 0.13

5dΣ 5gΠ 0.29 0.28 0.17

5dΠ 5gΣ 0.08 0.07 0.04

5dΠ 5gΠ 0.40 0.35 0.22

5fΣ 5fΠ 0.59 0.57 0.34

5gΣ 5gΠ 0.086 0.084 0.051

стремящейся к 0 (ридберговские электроны), угловая часть двухцентровой вол

новой функции становится диполь-сферической. Но обратим внимание, что ди

польный момент такой диполь-сферической волновой функции соответствует

дипольному моменту относительно начала отсчета, выбранному в геометриче

ском центре между двумя зарядами, что полностью соответствует гипотезе,

высказанной в начале настоящего раздела (диполь-кулоновское приближение

имеет наивысшую точность, если начало отсчета выбрано в ГЦ системы).

Теперь проверим данную гипотезу путем численного сравнения двухцен
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2-центровая ДКП

Рис. 1.1. (a) Двухцентровая система. a - смещение ГЦ относительно начала отсчета 𝑂, 𝑟1 и

𝑟2 - расстояния от зарядов 𝑍1 и 𝑍2 до электрона, а межъядерное расстояние обозначается

как 𝑅. (б) Угловая невязка 𝜌 между двухцентровой волновой функцией (𝑍1 = 1.6, 𝑍2 = −0.6,

𝑅 = 1, состояние 3𝑑𝜎) и диполь-кулоновской волновой функцией при 𝑟 = 40. 𝜌 принимает

минимальное значение (примерно 0.004), если 𝑎 = 0 и возрастает почти линейно с ростом |𝑎|.

(в) Угловая часть плотности вероятности ридберговского электрона для двухцентровой в.ф.

и диполь-кулоновской в.ф. для 𝑎 = 0.3; все параметры такие же, как на Рис.1.1(б).

тровой волновой функции с ее приближением диполь-кулоновской функцией с

началом отсчета, выбранном в геометрическом центре (ДКПГЦ) и с началом

отсчета, выбранном в дипольном центре (ДКПДЦ). Сначала сравним угловые

части этих функций.

Возьмем нормированную угловую часть двухцентровой волновой функции

Ψ(𝑟, 𝜃) для фиксированного 𝑟 в следующем виде:

𝑓(𝑟, 𝜃) =
Φ(𝑟, 𝜃)[︂

𝜋∫︀
0

|Φ(𝑟, 𝜃)|2 sin 𝜃𝑑𝜃
]︂1/2 , (1.55)

где Φ(𝑟, 𝜃) определяется из Ψ(r) = 𝑒𝑖𝑚𝜑Φ(𝑟, 𝜃).

Разница между угловой зависимостью в двухцентровой в.ф. и диполь-куло

новской в.ф. может быть количественно охарактеризована угловой невязкой
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(которая эквивалентна стандартной метрике 𝐿2 на единичной сфере):

𝜌𝑙𝑚(𝑟) =

⎡⎣ 𝜋∫︁
0

|𝑓 − 𝑌𝑙𝑚|2 sin 𝜃𝑑𝜃

⎤⎦1/2

. (1.56)

Рис. 1.1(б) показывает зависимость угловой невязки (1.56) от положения

начала отсчета. Если начало отсчета расположено в геометрическом центре,

угловая невязка минимальна. С другой стороны при смещении начала отсчета

невязка резко растет.

Таким образом, чтобы получить наиболее точную угловую зависимость на

большом расстоянии от двухцентрового остова, следует выбрать начало коор

динат в ГЦ остова. Как видно из вышеизложенного, такой же вывод можно

сделать и из прямого анализа уравнений, полученных после разделения пере

менных в сфероидальных координатах.

Далее проверим точность диполь-кулоновской волновой функции в целом.

Для этого рассчитаем дипольные матричные элементы |⟨𝑓 |r|𝑖⟩|2 (Таблица 1.3)

с |Δ𝑙| ≠ 1. Для атомов эти переходы дипольно-запрещены. Следовательно, они

очень чувствительны к любому незначительному отличию молекулярных вол

новых функций от атомных и могут использоваться для проверки точности

приближенных молекулярных ридберговских волновых функций.

В Таблице 1.3 эти матричные элементы рассчитаны с двухцентровыми

волновыми функциями, в ДКПГЦ и в ДКПДЦ. Можно видеть, что при выборе

начала отсчета в геометрическом центре получаются значительно более точные

результаты, чем в центре диполя, что вновь подтверждает гипотезу, высказан

ную в начале настоящего раздела.

1.4.3. Система из трех кулоновских центров

В качестве другого примера можно рассмотреть линейную систему из трех

зарядов. Уравнение Шредингера для этой системы можно записать следующим

образом:
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Таблица 1.4. Дипольные матричные элементы для некоторых дипольно-запрещенных пере

ходов в трехцентровой системе (𝑍1 = 1, 𝑍2 = 0.2, 𝑍3 = −0.2, 𝑏12 = 0.2, и 𝑏23 = 1).

Начальное состояние Конечное состояние
|⟨𝑓 |r|𝑖⟩|2

Трехцентровые ДКПГЦ ДКПДЦ

4dΣ 4dΠ 1.244 1.169 0.522

4dΣ 5dΣ 0.250 0.232 0.109

4dΣ 5dΠ 0.115 0.099 0.044

4dΣ 5gΣ 0.152 0.136 0.067

4dΣ 5gΠ 0.175 0.171 0.084

4dΠ 5dΣ 0.049 0.048 0.021

4dΠ 5dΠ 0.095 0.080 0.045

4dΠ 5gΣ 0.050 0.045 0.022

4dΠ 5gΠ 0.256 0.224 0.110

4fΣ 4fΠ 0.083 0.079 0.038

4fΣ 5fΣ 0.042 0.035 0.017

4fΣ 5fΠ 0.010 0.007 0.003

4fΠ 5fΣ 0.003 0.003 0.002

4fΠ 5fΠ 0.047 0.038 0.019

5dΣ 5dΠ 3.817 3.179 1.418

5dΣ 5gΣ 0.112 0.093 0.045

5dΣ 5gΠ 0.143 0.117 0.057

5dΠ 5gΣ 0.035 0.031 0.015

5dΠ 5gΠ 0.177 0.154 0.076

5fΣ 5fΠ 0.274 0.244 0.118

5gΣ 5gΠ 0.038 0.037 0.018
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Рис. 1.2. (a) Трехцентровая система. Геометрический центр (ГЦ) находится посередине меж

ду зарядами 𝑍1 и 𝑍3. (б) Угловая невязка при 𝑟 = 70 между трехцентровой волновой функ

цией (𝑍1 = 1, 𝑍2 = 1, 𝑍3 = −1, 𝑏12 = 𝑏23 = 1, состояния 5𝑓𝜎 и 5𝑔𝜎) и диполь-кулоновской

волновой функцией. Невязка минимальна, когда 𝑎 = 0 (0.0052 для 5𝑓𝜎 и 0.0017 для 5𝑔𝜎) и

резко возрастает с ростом |𝑎|.

(︂
−Δ

2
− 𝑍1

𝑟1
− 𝑍2

𝑟2
− 𝑍3

𝑟3

)︂
Φ(r) = 𝐸Φ(r), (1.57)

где 𝑍1, 𝑍2, и 𝑍3 - заряды кулоновских центров. Уравнение Шредингера для по

тенциала с тремя центрами решалось численно методом конечных элементов.

Это решение далее будет обозначаться, как трехцентровая волновая функция.

Угловая часть волновой функции на больших расстояниях от ядра сравнива

ется с таковой для диполь-кулоновских волновых функций (Рис. 1.2). Также

сравниваются дипольные матричные элементы (Таблица 1.4). Снова видно,

что диполь-кулоновская функция значительно точнее, если начало отсчета вы

брано в геометрическом центре остова.

1.4.4. Оптимальный выбор начала отсчета для системы из 𝑁

точечных зарядов

Рассмотрим уравнение Шредингера с потенциалом, образованным 𝑁 то

чечными зарядами 𝑍𝑖 с координатами r𝑖:

𝑉 (r) = −
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑍𝑖

|r− r𝑖|
= −1

𝑟

∞∑︁
𝑘=0

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑍𝑖

(︁𝑟𝑖
𝑟

)︁𝑘
𝑃𝑘(cos𝜙𝑖), (1.58)

где 𝑃𝑘 – полиномы Лежандра, а 𝜙𝑖 – углы между r и r𝑖.
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Рис. 1.3. Пунктирной линией нарисована сфера, содержащая все заряды. (a) Начало отсчета

𝑂 расположено в геометрическом центре системы зарядов 𝑍1, 𝑍2, и.т.д. Расстояние 𝑏 до

наиболее удаленного заряда минимально. (б) Начало отсчета 𝑂 сдвинуто, a - вектор сдвига,

и расстояние до наиболее удаленного заряда 𝑏 растет.

Мы рассматриваем приближенное решение уравнения Шредингера, полу

ченное путем усечения (1.58) до некоторого значения 𝑘. В частности, диполь

кулоновское приближение соответствует усечению до 𝑘 = 1. Точность такого

приближения зависит от выбора начала отсчета.

Наша гипотеза состоит в том, что почти максимально возможная точность

определяется выбором начала отсчета, при котором ряд сходится наиболее быст

ро (1.58).

С другой стороны, скорость сходимости разложения (1.58), очевидно, опре

деляется слагаемым с максимальным 𝑟𝑖, т.е. наиболее удаленным от начала от

счета зарядом.

Обозначим максимальный 𝑟𝑖 как 𝑏. Тогда, согласно вышеупомянутой ги

потезе, оптимальным выбором начала отсчета должен быть выбор, обеспечива

ющий минимальное значение 𝑏. Это достигается путем расположения начала

координат в центре минимальной сферы, содержащей все заряды системы. Мы

обозначаем это местоположение как геометрический центр (ГЦ) системы (см.

Рис. 1.3).
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1.5. Вклад высших мультиполей. Учет квадрупольного

слагаемого

Как было указано во Введении, актуальной является задача учета вклада

мультипольных моментов остова в асимптотику волновой функции ридбергов

ского электрона на больших расстояниях. В данном разделе будет показано, как

данный учет может быть осуществлен для квадрупольного момента остова.

Рассмотрим уравнение Шредингера с «кулон-квадрупольным» потенциа

лом, заданным в виде:

𝑉 (𝑟) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1

𝑟𝑐
+
𝑄 (1 + 3cos 2𝜃) 𝑟2

4𝑟5𝑐
, 𝑟 < 𝑟𝑐

1

𝑟
+
𝑄(1 + 3cos 2𝜃)

4𝑟3
, 𝑟 ≥ 𝑟𝑐

(1.59)

Здесь параметр 𝑟𝑐 и вид 𝑉 (𝑟) при 𝑟 < 𝑟𝑐 выбраны искусственно для регу

ляризации решения при 𝑟 → 0 [24].

Численное решение уравнения Шредингера для электрона в потенциале

(1.59) осуществлялось в пакете Wolfram Mathematica сеточным методом с помо

щью функции NDEigensystem на треугольной сетке c размером ячейки 0.0005

с заменой 𝑟 = tg(𝑧), 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝜋/2.

Радиальная зависимость полученных волновых функций для 𝑄 = 0.5, 𝑟𝑐 =

0.5 при 𝜃 = 0 и 𝜃 = 𝜋/2 представлена на Рис. 2.4. Как можно видеть, при

𝑟 → ∞ кулон-квадрупольные функции, так же как и кулоновские, стремятся

к нулю. Однако отношение кулон-квадрупольной функции к кулоновской при

фиксированном 𝜃 стремится c ростом 𝑟 к некоторому пределу, отличному от 1.

Чтобы более детально исследовать отличие этих волновых функций, рас

смотрим нормированную угловую зависимость волновой функции при некото

ром фиксированном 𝑟

𝑌 (𝜃) =
Ψ(𝑟, 𝜃)√︁∫︀ 𝜋

0 |Ψ|2(𝑟, 𝜃) sin 𝜃𝑑𝜃
. (1.60)
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Рис. 1.4. Радиальная зависимость волновой функции состояния 3d𝜎. Черная линия: кулонов

ская функция. Красная линия: кулон-квадрупольная функция (𝑄 = 0.5, 𝑟𝑐 = 0.5). а) 𝜃 = 0,

б) 𝜃 = 𝜋/2)
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Рис. 1.5. Угловая зависимость кулоновской и кулон-квадрупольной волновых функций со

стояния 3d𝜎 при 𝑟 = 50 (𝑄 = 0.8, 𝑟𝑐 = 0.5. Черная линия: кулоновская функция. Красная

линия: кулон-квадрупольная функция

На Рис. 1.5 представлены угловые зависимости для кулон-квадрупольной

и кулоновской волновых функций (𝑄 = 0.5, 𝑟𝑐 = 0.5) при 𝑟 = 50. Между

ними имеется заметное различие. При дальнейшем увеличении 𝑟 это различие

остается практически таким же.

Далее рассмотрим невязку между этими угловыми зависимостями:

Δ =

√︃∫︁ 𝜋

0

|𝑌 − 𝑌𝑙𝑚|2 sin 𝜃𝑑𝜃. (1.61)

С ростом 𝑟 угловая невязка не стремится к нулю (см. Рис. 1.6), а выходит

на некоторое постоянное ненулевое значение.

Таким образом, действительно, можно видеть, что вклад высших мульти

полей в волновую функцию не убывает с увеличением расстояния от остова.

Исследуем аналитически наличие асимптотики у угловой части волновой

функции. Запишем стационарное уравнение Шредингера для потенциала с ку

лоновским и цилиндрически-симметричным квадрупольным членом

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2
𝜕𝜓

𝜕𝑟

)︂
+

1

𝑟2

(︂
1

sin𝜃

𝜕

𝜕𝜃

(︂
sin𝜃

𝜕𝜓

𝜕𝜃

)︂
+

1

sin2𝜃

𝜕2𝜓

𝜕𝜙2

)︂
+ 2

(︃
1

𝑟
+𝑄

√︂
4𝜋

5

𝑌20(𝜃, 𝜑)

𝑟3
+ 𝐸

)︃
𝜓 = 0. (1.62)
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Рис. 1.6. Зависимость угловой невязки от 𝑟. Состояние 3d𝜎. Угловая невязка выходит на

фиксированное значение 7.6%

Нам необходимо исследовать асимптотику 𝜓(𝑟 → ∞, 𝜃, 𝜑). Используем обо

значение 𝐸 = − 1
2𝜈2 и сделаем замену 𝜓 = Ф

𝑟 . Тогда уравнение (1.62) можно

переписать как

𝜕2Ф

𝜕𝑟2
+

1

𝑟2

(︂
1

sin𝜃

𝜕

𝜕𝜃

(︂
sin𝜃

𝜕

𝜕𝜃

)︂
+

1

sin2𝜃

𝜕2

𝜕𝜙2

)︂
Ф+

2

(︃
1

𝑟
+ 𝑑

√︂
4𝜋

3

𝑌10(𝜃, 𝜑)

𝑟2

)︃
Ф− Ф

𝜈2
= 0. (1.63)

Сделаем замену Ф = exp
(︀
− 𝑟

𝜈

)︀
𝜓

𝜕2𝜓

𝜕𝑟2
− 2

𝜈

𝜕𝜓

𝜕𝑟
+

1

𝑟2

(︂
1

sin𝜃

𝜕

𝜕𝜃

(︂
sin𝜃

𝜕

𝜕𝜃

)︂
+

1

sin2𝜃

𝜕2

𝜕𝜙2

)︂
𝜓

+ 2

(︃
1

𝑟
+ 𝑑

√︂
4𝜋

3

𝑌10(𝜃, 𝜑)

𝑟2

)︃
𝜓 = 0. (1.64)
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Сделаем замену 𝜓 = 𝑟𝜈𝑓 . После упрощений получим

𝜈(𝜈−1)𝑓+2𝜈𝑟𝑓 ′+𝑟2𝑓 ′′− 2𝑟

𝜈
(𝜈𝑓+𝑟𝑓 ′)+

(︂
1

sin𝜃

𝜕

𝜕𝜃

(︂
sin𝜃

𝜕

𝜕𝜃

)︂
+

1

sin2𝜃

𝜕2

𝜕𝜙2

)︂
𝑓+

2

(︃
1

𝑟
+𝑄

√︂
4𝜋

5

𝑌20(𝜃, 𝜑)

𝑟3

)︃
𝑟2𝑓 = 0. (1.65)

Представим 𝜓 в виде разложения по сферическим гармоникам

𝜓 =
∞∑︁

𝑙=|𝑚|

𝑓𝑙(𝑟)𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜑). (1.66)

После подстановки в (1.67) получим

∞∑︁
𝑙=|𝑚|

𝑓 ′′𝑙 𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜑)−
2

𝜈

∞∑︁
𝑙=|𝑚|

𝑓 ′𝑙𝑌𝑙𝑚 (𝜃, 𝜑)− 1

𝑟2

∞∑︁
𝑙=|𝑚|

𝑓𝑙(𝑟)𝑙(𝑙 + 1)𝑌𝑙𝑚 (𝜃, 𝜑)+

2

(︃
1

𝑟
+𝑄

√︂
4𝜋

5

𝑌20(𝜃, 𝜑)

𝑟3

)︃ ∞∑︁
𝑙=|𝑚|

𝑓𝑙(𝑟)𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜑) = 0. (1.67)

Умножим на 𝑌 *
𝑙′𝑚 (𝜃, 𝜑) и проинтегрируем. Получим связанную систему

обыкновенных дифференциальных уравнений

𝑓 ′′𝑙 − 2

𝜈
𝑓 ′𝑙 +

2

𝑟
𝑓𝑙 (𝑟)−

𝑓𝑙 (𝑟) 𝑙 (𝑙 + 1)

𝑟2
+

2𝑄

𝑟3

(︃√︂
2𝑙 − 3

2𝑙 + 1
𝐶 𝑙0

𝑙−2 020𝐶
𝑙𝑚
𝑙−2 𝑚20𝑓𝑙−2 + 𝐶 𝑙0

𝑙020𝐶
𝑙𝑚
𝑙𝑚20𝑓𝑙 +

√︂
2𝑙 + 5

2𝑙 + 1
𝐶 𝑙0

𝑙+2 020𝐶
𝑙𝑚
𝑙+2 𝑚20𝑓𝑙+2

)︃
= 0. (1.68)

Рассмотрим асимптотику при 𝑟 → ∞. Пусть 𝑓𝑙 (𝑟) = 𝑎𝑙𝑟
𝜈 + 𝑏𝑙𝑟

𝜈−1+ 𝑐𝑙𝑟
𝜈−2+ . . . .

Будем рассматривать только степени 𝑟 от 𝑟𝜈 до 𝑟𝜈−3. После подстановки в (1.68)

получим
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𝑎𝑙𝜈 (𝜈 − 1) 𝑟𝜈−2+𝑏𝑙 (𝜈 − 1) (𝜈 − 2) 𝑟𝜈−3−2𝑏𝑙
(𝜈 − 1)

𝜈
𝑟𝜈−2−2𝑐𝑙

(𝜈 − 2)

𝜈
𝑟𝜈−3+2𝑏𝑙𝑟

𝜈−2

+ 2𝑐𝑙𝑟
𝜈−3 − 𝑙 (𝑙 + 1) 𝑎𝑙𝑟

𝜈−2 − 𝑙 (𝑙 + 1) 𝑏𝑙𝑟
𝜈−3+

2𝑄

(︃√︂
2𝑙 − 3

2𝑙 + 1
𝐶 𝑙0

𝑙−2 020𝐶
𝑙𝑚
𝑙−2 𝑚20𝑎𝑙−2𝑟

𝜈−3 + 𝐶 𝑙0
𝑙020𝐶

𝑙𝑚
𝑙𝑚20𝑎𝑙𝑟

𝜈−3

+

√︂
2𝑙 + 5

2𝑙 + 1
𝐶 𝑙0

𝑙+2 020𝐶
𝑙𝑚
𝑙+2 𝑚20𝑎𝑙+2𝑟

𝜈−3

)︃
= 0. (1.69)

Приравняем коэффициенты при равных степенях. Приравнивая коэффи

циенты при 𝑟𝜈−2, можно выразить 𝑏𝑙 через 𝑎𝑙.

𝑏𝑙 = −𝜈 (𝜈 (𝜈 − 1)− 𝑙 (𝑙 + 1))

2
𝑎𝑙. (1.70)

Используя полученное выражение (1.70), приравняем коэффициенты при

𝑟𝜈−3

(︂
−𝜈 (𝜈 (𝜈 − 1)− 𝑙 (𝑙 + 1)) ((𝜈 − 1) (𝜈 − 2)− 𝑙 (𝑙 + 1))

2
+ 𝜆+ 2𝑄𝐶 𝑙0

𝑙020𝐶
𝑙𝑚
𝑙𝑚20

)︂
𝑎𝑙

+ 2𝑄

(︃√︂
2𝑙 − 3

2𝑙 + 1
𝐶 𝑙0

𝑙−2 020𝐶
𝑙𝑚
𝑙−2 𝑚20𝑎𝑙−2 +

√︂
2𝑙 + 5

2𝑙 + 1
𝐶 𝑙0

𝑙+2 020𝐶
𝑙𝑚
𝑙+2𝑚20𝑎𝑙+2

)︃
= 0. (1.71)

В конечном итоге получена связанная бесконечная система линейных урав

нения на коэффициенты разложения угловой части волновой функции при стар

шей степени 𝑟. Именно эти коэффициенты будут определять асимптотику угло

вой части волновой функции на бесконечности.

Далее находим фундаментальную систему решений этой системы уравне

ний и таким образом определяем коэффициенты разложения 𝑓𝑙(𝑟) по сфериче

ским гармоникам для угловой части волновой функции (1.66).

Данный подход может быть использован и для расчета вкладов более высо

ких мультипольных моментов остова (октупольного, гексадекапольного и т.д.)
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1.6. Выводы к первой главе

Представленные аналитические и численные данные позволяют предпо

ложить, что почти максимальная точность диполь-кулоновского приближения

для ридберговских состояний полярных молекул с высоким 𝑙 достигается при

выборе начала координат в геометрическом центре ядра.

Тем не менее, предлагаемый оптимальный выбор начала отсчета не явля

ется универсальным. Оптимальный выбор начала отсчета несколько изменится,

если учесть, например, поляризуемость компонентов остова. С другой стороны,

выбор начала отсчета может зависеть от специфики рассматриваемого вопроса.

Например, выбор начала координат в зарядовом центре ядра может быть пред

почтительным при расчете туннельной ионизации полярных молекул в сильном

лазерном поле [52].

Дополнительно уточнить расчеты сил осцилляторов и волновой функции

на больших расстояниях позволяет учет не только дипольного, но и квадру

польного слагаемого в потенциале.
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Глава 2

Спектры и силы осцилляторов эксимерных

молекул на примере NaHe

2.1. Общий формализм

R

r2 r1

Na
+

He

e

θ2
θ1

Рис. 2.1. Геометрические параметры двухцентровой модели NaHe.

В молекулах типа MHe (где M – атом щелочного металла), как и в ряде

других полярных молекул, ридберговские состояния существенно отличаются

от водородоподобных. Это связано с наличием в полярных молекулах дально

действующего мультипольного взаимодействия ядра с ридберговским электро

ном. В части 3 главы 1, посвященной изучению молекулы NaHe, учтена моно

польная, дипольная и квадрупольная компоненты потенциала взаимодействия

(см. также [4, 108, 109]). В данной главе используется модель с двухцентровым

эффективным гамильтонианом, аналогичным модели, разработанной ранее, на

пример, для CaF [62, 110–112], которая позволяет учитывать также более вы

сокие мультипольные компоненты. Представлены и обсуждены результаты для

38 дублетных электронных состояний.

Природа химической связи в эксимерных / эксиплексных молекулах, та

ких как NaHe, может быть легко понята с помощью следующей простой модели.

Электронная плотность валентного электрона Na распределяется между Na+ и

He и, таким образом, образует ридберговское состояние всей молекулы. Остав

шийся ион Na+ поляризует атом He, что приводит к притяжению между Na+
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Таблица 2.1. Параметры Na+ и He [113, 114].

Параметр Значение, а.е.

Поляризуемость He 𝛼1 1.38

Поляризуемость Na+ 𝛼2 1.06

Радиус атомного остова He 𝑟1𝑐 0.83

Радиус атомного остова Na+ 𝑟2𝑐 0.96

и He.

Модельный гамильтониан для ридберговского электрона в молекуле NaHe

построен по методу Ботчера и Далгарно [115]. Этот гамильтониан имеет вид:

𝐻 = 𝑇 + 𝑉Na+,He(𝑅) + 𝑉He, 𝑒(𝑟1) + 𝑉Na+, 𝑒(𝑟2) + 𝑉Na+,He, 𝑒(𝑟1, 𝑟2, 𝜃1, 𝜃2, 𝑅), (2.1)

где 𝑇 – кинетическая энергия электрона, 𝑟1(2) – расстояния от ридберговско

го электрона до атомов He и Na+, соответственно, 𝜃1(2) – углы между r1(2) и

межъядерной осью (см. Рис. 2.1).

Член 𝑉Na+,He описывает взаимодействие иона Na
+ и He:

𝑉Na+,He(𝑅) = 𝑎𝑒−𝑏𝑅 − 𝛼1

2𝑅4
, (2.2)

где 𝑅 – расстояние между ядрами, 𝛼1 – дипольная поляризуемость He. Первое

слагаемое в (2.2) представляет собой близкодействующее отталкивание между

Na+ и He. В расчетах для моделирования этого отталкивания использовалась

убывающая экспонента, предложенная в [116]. Значения 𝑎 и 𝑏 обсуждаются в

Приложении А. Второе слагаемое отражает поляризационное взаимодействие

иона Na+ и He.

Слагаемое 𝑉He, 𝑒(𝑟1) описывает взаимодействие между ридберговским элек

троном и атомом Не и берется в следующей форме [113]

𝑉He, 𝑒(𝑟1) = −(2 + 3.38𝑟1)𝑒
−3.38𝑟1

𝑟1
− 𝛼1𝑓

2
1 (𝑟1)

2𝑟41
, (2.3)
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(б)
с
м

-1

(в)

Рис. 2.2. КПЭ для основного и возбужденных состояний NaHe.
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E
, 
см

-1

R

Рис. 2.3. КПЭ для основного состояния NaHe+ и 3p состояния NaHe.

где функции обрезки 𝑓1(2) задаются выражением

𝑓𝑛(𝑟𝑛) =

√︂
1− exp

[︁
− (𝑟𝑛/𝑟𝑛𝑐)

6
]︁
, 𝑛 = 1, 2, (2.4)

𝑟1𝑐(2𝑐) – радиусы атомных остовов He и Na+, соответственно.

𝑉Na+,𝑒(𝑟2) – потенциал ридберговского электрона в атоме натрия. Он берет

ся в следующей форме [117]

𝑉Na+,𝑒(𝑟2) = −10𝑒−7.902𝑟2 + 23.51𝑟2𝑒
−2.688𝑟2 + 1

𝑟2
. (2.5)

Потенциал 𝑉Na+,He,𝑒(𝑟1, 𝑟2, 𝜃1, 𝜃2, 𝑅) описывает трехчастичное взаимодействие

между ридберговским электроном, Na+ и He [110, 118]:

𝑉Na+,He,𝑒(𝑟1, 𝑟2, 𝜃1, 𝜃2, 𝑅) = 𝛼1𝑓1(𝑟1)
cos 𝜃1
𝑟21𝑅

2
− 2𝛼2𝑓2(𝑟2)𝛼1𝑓1(𝑟1)

𝑅5

cos 𝜃2
𝑟22

+
𝛼2𝑓2(𝑟2)𝛼1𝑓1(𝑟1)

𝑅3𝑟21𝑟
2
2

(2 cos 𝜃1 cos 𝜃2 + sin 𝜃1 sin 𝜃2) (2.6)

где 𝛼2 – дипольная поляризуемость Na
+. Потенциал (2.6) состоит из следующих

компонентов: (i) энергия взаимодействия ридберговского электрона с электри

ческим диполем, индуцированным на Не зарядом Na+; (ii) энергия взаимодей

ствия диполя, индуцированного ридберговским электроном на Na+, и диполя,

индуцированного Na+ на Не; (iii) энергия взаимодействия диполей, индуциро

ванных ридберговским электроном на Na+ и на He.
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Рис. 2.4. Радиальные электронные плотности для атомных состояний Na и КПЭ NaHe

Значения параметров остова, использованные в расчётах данной работы,

приведены в Таблице 2.1.

2.2. Результаты и обсуждение

Уравнение Шредингера с гамильтонианом (2.1) решалось численно с ис

пользованием метода конечных элементов. Спектр был получен при значениях

𝑅 от 2 до 50 а.е. для 38 дублетных электронных состояний молекулы NaHe. Рас

считанные спектроскопические константы перечислены в Таблицах 2.2 и 2.3, а

КПЭ показаны на Рис. 2.2. Состояния приведены в порядке возрастания энер

гии. Для первого связанного состояния 𝐴2Π (𝜋3p) полученные в данной работе

результаты сравниваются с экспериментальной работой [76]. Для 26 состояний

результаты данной работы сравниваются с предыдущими теоретическими пуц

бликациями. Двенадцать электронных состояний в Таблице 2.3 теоретически

получены в настоящей работе впервые.

КПЭ для основного состояния X 2Σ+ (𝜎3s) молекулы NaHe можно интер

претировать как взаимодействие Ван-дер-Ваальса между нейтральным натри

ем и гелием. Это взаимодействие в основном отталкивающее, однако оно имеет

яму с положением равновесия 𝑅𝑒 = 13.22 a.е. (см. Рис. 2.2(c)) и очень малой

глубиной 𝐷𝑒 = 3.0 · 10−6 а.е. (0.66 см−1), что удовлетворительно согласуется

с другими работами (см. Таблицу 2.2). Следует подчеркнуть, что вышеупо
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Таблица 2.2. Спектроскопические константы для электронных состояний молекулы NaHe.

Состояние 𝑅𝑒, a.u. 𝐷𝑒, см
−1 𝜔𝑒, см

−1 Состояние 𝑅𝑒, a.u. 𝐷𝑒, см
−1 𝜔𝑒, см

−1

X2Σ+(𝜎3s) 13.22a 0.66a – 12Δ(𝛿3d) 4.46a 502.56a 168.9a

11.55b 21.23b – 11.94b 12.04b –

11.51d 2.54d – 9.34c 84.15c –

12.09e – – 4.17l 811l 229.6l

12.13f 1.29f – 22Π(𝜋3d) 4.58a 214.97a 138.11a

12.79g 0.66g – 6.86b 11.67b –

12.11h 1.45h – 4.40c 159.12c –

12.08j 1.22j – 4.15l 508l 227.9l

11.87i 3.86i – 42Σ+(𝜎3d)* 4.25a 818.86a 227.18a

11.98k 3.84k – 4.09l 593l 268.6l

A2Π(𝜋3p) 4.27a 472.25a 196.12a 4.15p 938p –

4.21c 229.00c – 32Π(𝜋4p) 4.5a 256.6a 154.23a

4.26g 462.00g – 12.81b 8.58b –

4.60h 355.00h – 14.28c 19.62c –

4.57j 299.00j – 4.2l 522l 229.9l

4.49i 283.00i – 52Σ+(𝜎4p)* 7.33a 281.82a 114.13a

4.19l 636l 212.7l 8.32b 33.45b 32.95b

4.52m 210.00m – 8.53c 13.61c –

4.34n 730.00n – 7.26l 172l 111l

4.40±0.2o 480±50o – 62Σ+(𝜎5s)* 4.49a 348.06a 180.72a

32Σ+(𝜎4s)* 4.57a 641.33a 195.51a 8b 67.71b –

4.94b 603.64b 213.80b 8.64c 8.08c –

4.68c 437.41c – 4.23l 623l 252.6l

4.28l 616l 212.7l 4.35p 438p 99.3p

4.49p 438.00p 99.30p

* Глубина потенциальных ям по отношению к барьерам в том же потенциале

[a] Настоящая работа; [b] Теоретически, RSPT2, [78]; [c] Теоретически, MRCI, [78]; [d] Теоре

тически, [65]; [e] Теоретически, [63]; [f] Теоретически, [119]; [g] Теоретически, [67]; [h] Теорети

чески, [66]; [j] Теоретически, [74]; [i]Теоретически, ALDET-CI, [69]; [k]Теоретически, MCSCF,

[69]; [l]Теоретически, [77]; [m]Теоретически, [61]; [n]Теоретически, [120]; [o]Экспериментально,

[76]; [p]Теоретически, [60].
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Таблица 2.3. Спектроскопические константы для электронных состояний молекулы NaHe.

Состояние 𝑅𝑒, а.u. 𝐷𝑒, см
−1 𝜔𝑒, см

−1 Состояние 𝑅𝑒, a.u. 𝐷𝑒, см
−1 𝜔𝑒, см

−1

22Δ(𝛿4d) 4.56a 231.38a 142.47a 102Σ+(𝜎6s)* 4.51 a 268.39a 156.72a

8.67b 21.50b 26.82b 4.33d 345d 95.2d

8.47c 15.03c – 42Δ(𝛿5d) 4.56a 236.58a 143.65a

12Φ(𝜑4f) 4.56a 231.08a 142.9a 14.72b 3.23b –

8.96b 8.95b 22.34b 12Γ(𝛾5g) 4.55a 237.79a 144.15a

42Π(𝜋4d) 4.49a 367.25 a 159.81a 3.72b 1 338b 331.02b

19.67b 0.33b – 22Φ(𝜑5f) 4.55a 240.66a 144.52a

16.37c 6.14c – 32Φ(𝜑5g) 4.56a 236.32a 143.77a

32Δ(𝛿4f) 4.55a 245.25a 144.61a 52Δ(𝛿5f) 4.55a 243.19a 144.7a

8.19b 59.98b 38.31b 15.55b 2.28b –

8.68c 9.31c – 62Δ(𝛿5g) 4.55a 243.51a 144.64a

72Σ+(𝜎4d)* 4.56a 311.09a 141.20a 3.66b 1 969b 372.43b

14.96b 2.83b – 72Π(𝜋5d) 4.52a 307.35a 153.63a

4.37d 312d 87.5d 17.11b 1.01b –

52Π(𝜋4f) 4.56a 263.29 a 143.66a 82Π(𝜋5f) 4.56a 249.09a 143.65a

6.28b 2.85b – 5.15b 128.46b –

6.25c 1.03c – 92Π(𝜋5g) 4.55a 249.87a 144.86a

82Σ+(𝜎4f)* 4.36a 388.95a 203.06a 112Σ(𝜎5d)* 4.56a 279.06a 141.52a

15.49b 2.59b – 122Σ(𝜎5f)* 4.55a 249.61a 144.9a

4.22d 488d – 132Σ(𝜎5g)* 4.44a 363.65a 173.77a

62Π(𝜋5p) 4.53a 245.43a 143.66a 102Π(𝜋6p) 4.54a 242.86a 146.42a

8.05c 26.55c – 142Σ(𝜎6p)* 5.2a 194.58a 147.53a

4.21e 519e 227.8e 152Σ(𝜎7s)* 4.51a 360.02a 161.17a

92Σ+(𝜎5p)* 6.72 a 139.73a 59.82a 72Δ(𝛿6d) 4.55a 241.83a 144.68a

6.49d 421d – 22Γ(𝛾6g) 4.55a 240.71a 144.56a

6.95e – 74.9e 32Γ(𝛾6h) 4.55a 239.11a 144.32a

* Глубина потенциальных ям по отношению к барьерам в том же потенциале

a Настоящая работа

b Теоретически, RSPT2, [78]

c Теоретически, MRCI, [78]

d Теоретически, [60]

e Теоретически, [77]
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мянутое взаимодействие Ван-дер-Ваальса является чрезвычайно слабым при

𝑅𝑒 = 13.22 а.е. и, следовательно, выходит за рамки настоящей работы. Тем не

менее расчет обнаруживает его и дает для него положение равновесия, согласу

ющееся с другими работами, что демонстрирует высокую надежность предла

гаемого в диссертации метода.

Для первого возбужденного состояния 𝐴2Π (𝜋3p) поведение КПЭ анало

гично NaHe+ (см. Рис. 2.2). Это может быть легко объяснено пространственным

распределением ридберговской электронной волновой функции (см. Рис. 2.5(a)).

В этом состоянии электрон находится далеко от гелия, поэтому взаимодействие

He и Na+ является доминирующим. Такое поведение характерно для всех со

стояний, кроме Σ. Следует отметить, что 𝐴2Π (𝜋3p) является единственным

состоянием NaHe, для которого имеются экспериментальные данные [76], и про

ведённый в данной работе расчет дает наилучшее согласие с ними по сравнению

с другими теоретическими работами.

Для второго возбужденного состояния 𝐵2Σ+ (𝜎3p) КПЭ снова в основ

ном отталкивающая (см. Рис. 2.3), как и для основного состояния, но менее

крутая из-за диффузного распределения ридберговской электронной волновой

функции вдоль межъядерной оси (см. Рис. 2.5 (б)).

В Таблице 2.3 не приводятся данные из [77] для состояний 4d и 4f, по

скольку в этой работе есть очевидная ошибка в идентификации этих состояний.

Действительно, в работе [77] состояния 4f лежат ниже 4d при больших 𝑅, что

противоречит тому, что для атома Na состояние 4f лежит выше 4d [121].

Для большинства других состояний результаты данной работы также удо

влетворительно согласуются с другими теоретическими работами, за исключе

нием [78].

Следует отметить, что проведённые в данной работе расчёты подтвержда

ют волнообразный характер КПЭ для некоторых состояний. Это явление обсуж

далось ранее в [57, 59]. Например (см. Рис. 2.4) КПЭ для состояния 62Σ (𝜎5s)

содержит главную потенциальную яму при 𝑅 = 4.49 а.е. и вторую неглубокую
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(б)

Рис. 2.5. Электронная плотность ридберговского электрона для 3p состояний молекулы NaHe

при 𝑅 = 4.4 а.е.; (a) A2Π(𝜋3p), (б) B2Σ+(𝜎3p).

яму при 𝑅 = 11.91 а.е. Аналогично, для состояния 102Σ (𝜎6s) имеются ямы с

𝑅 = 11.22 а.е. и 𝑅 = 22.05 а.е. Видно, что эти ямы соответствуют узлам рид

берговской электронной волновой функции в атоме Na. Такие множественные

ямы имеют место только для Σ-состояний из-за концентрации ридберговской

электронной волновой функции вдоль межъядерной оси (см. Рис. 2.5).

2.3. Выводы ко второй главе

В настоящей главе разработан подход к описанию спектроскопических ха

рактеристик эксимерных молекул на основании метода модельного потенциала.

Описанный метод, с одной стороны, обладает более высокой точностью, чем

ДКП, c другой стороны не является столь ресурсоемким, как методы ab initio

и хорошо подходит для описания высоковозбужденных электронных состояний.

В построенный модельный потенциал включены следующие слагаемые:

� взаимодействие иона Na+ и He, включающие в себя поляризационное вза

имодействие и короткодействующее отталкивание

� взаимодействие между ридберговским электроном и атомом He, которое

также включает в себя поляризационное и короткодействующее взаимо
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действия

� взаимодействие ридберговского электрона и иона Na+, включающее в себя

кулоновское и короткодействующее взаимодействие

� трехчастичное поляризационное взаимодействие между ридберговским элек

троном Na+ и He.

Далее с данным потенциалом было численно решено уравнение Шредин

гера методом конечных элементов. Были изучены спектроскопические характе

ристики первых 38 состояний молекулы NaHe. Построены кривые потенциаль

ной энергии и распределение электронной плотности. На КПЭ, соответствую

щей основному состоянию, обнаружена очень неглубокая яма, соответствующая

Ван-дер-Ваальсовому взаимодействию. Глубина и положение данной ямы удо

влетворительно соответствует другим работам. Тот факт, что разработанный

метод обнаруживает это взаимодействие, несмотря на его слабость на данном

расстоянии, свидетельствует о надежности метода.

Также было подтверждено, что кривые потенциальной энергии высоких

ридберговских состояний имеют несколько ям и барьеров на больших межъ

ядерных расстояниях, обусловленных радиальными колебаниями электронной

плотности ридберговских состояний атома натрия. Эти множественные ямы

имеют место только для Σ-состояний, т.к. в таких состояниях ридберговская

электронная функция концентрируется вдоль межъядерной оси.
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Глава 3

Диффузионная динамика ридберговских

состояний в поле излучения с непрерывным

спектром

3.1. Ионизация под действием излучения с непрерывным

спектром

Экспериментальное наблюдение ионизации ридберговских состояний ато

ма водорода СВЧ-излучением [122] (см. также [123]) стимулировало большое

количество теоретических исследований, посвященных квантовой диффузии и

классической теории возникновения и развития хаотического движения. Мо

дель квантовой диффузии для указанного процесса была предложена в работе

[124]. В этой модели внешнее поле считалось монохроматическим, что соответ

ствовало условиям эксперимента [122]. Для появления в атомном спектре до

статочного количества переходов с частотой, равной частоте воздействующего

излучения, в работе [124] предполагалось значительное штарковское расщепле

ние атомных уровней.

Суть механизма диффузионной ионизации состоит в том, что атом, нахо

дившийся в начальный момент времени в состоянии, прямая фотоионизация из

которого невозможна или маловероятна, вследствие многоступенчатых каскад

ных переходов между уровнями под действием внешнего излучения приходит в

какое-либо высоковозбужденное состояние, из которого он быстро ионизирует

ся. Название данного механизма связано с тем, что многоступенчатые каскад

ные переходы эффективно описываются как процесс постепенной диффузии

заселенности из начального состояния в состояния, всё более отличающиеся от

него по энергии.
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Классическое рассмотрение этой задачи, в частности, хаотизация из-за пе

ременного электромагнитного поля регулярных траекторий заряженной части

цы в кулоновском поле, проводилось в большом числе работ. В качестве примера

можно указать статьи [125–127]. Одними из первых обзорных статей, посвящен

ных рассматриваемому вопросу, являются статьи [128, 129].

Интересным представляется рассмотреть диффузионное перераспределе

ние состояний под действием излучения с непрерывным спектром. В этом слу

чае для реализации каскадных процессов не требуется сильное возмущение

атомного спектра и, соответственно, эти процессы оказываются возможными

при более низкой интенсивности излучения. По сравнению с диффузионной

ионизацией в поле монохроматического излучения, для излучения с непрерыв

ным спектром данный тип ионизации исследован значительно меньше. В работе

Каулакиса [79] была теоретически рассмотрена диффузионная ионизация рид

берговских состояний в поле чернотельного излучения, однако были сделаны

только достаточно грубые оценки, и данная работа не имела продолжения. В

экспериментальной работе [80] было отмечено существенное влияние каскадных

процессов на вероятность фотоионизации, однако систематического исследова

ния этих процессов не проводилось. Следует отметить также публикации Бете

рова и сотрудников, которые экспериментально измерили скорость ионизации

ридберговских состояний атомов щелочных металлов под действием чернотель

ного излучения [81], а также провели соответствующие теоретические расчеты

[12, 82], учитывая при этом каскадные процессы, но с длиной каскадов, не пре

вышающей четыре ступени.

Сложность учета многоступенчатых каскадных процессов при решении ки

нетических уравнений заключается в том, что с увеличением количества ступе

ней резко увеличивается количество состояний, которые необходимо включать в

расчет. Решить эту проблему позволяет переход от дискретного представления

процесса к непрерывному представлению — диффузионному приближению на

основе уравнения Фоккера–Планка. Аналогичный подход активно используется
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для расчета столкновительной ионизации (см., например, [86, 87, 89]), однако

для фотоионизации данный подход менее разработан.

В данной работе исследуется диффузионная ионизация атома натрия из

лучением с прямоугольным спектром. Рассмотрение производилось как путем

непосредственного численного решения кинетических уравнений для заселен

ности состояний, так и посредством диффузионного приближения на основе

уравнения Фоккера-Планка. Диффузионное приближение дало результат, хо

рошо согласующийся с численными расчетами. Однако в связи с достаточно

большими квантовыми дефектами 𝑠- и 𝑝-состояний атома Na заселенность ока

зывалась сосредоточенной в этих состояниях. Интерес представляет ситуация

непроникающих ридберговских состояний, когда заселенность может распреде

ляться между состояниями с более высокими 𝑙.

Также в работе исследуется перераспределение заселенности в атоме водо

рода по 𝑛 и 𝑙 под действием излучения с непрерывным спектром в результате

многоступенчатых каскадных процессов. Показано, что заселенность перерас

пределяется преимущественно вдоль некоторой линии в координатах 𝑛, 𝑙 (линия

распространения) внутри некоторых границ. С помощью диффузионного при

ближения, т.е. перехода от кинетических уравнений к уравнению Фоккера-План

ка получено простое выражение для этой линии. Изначально рассмотривается

излучение с прямоугольным спектром, далее полученные результаты обобща

ются на излучение с произвольной зависимостью спектральной плотности от

частоты. Результаты, полученные с использованием диффузионного приближе

ния, сравниваются с расчетом непосредственно на основе системы кинетических

уравнений для заселенностей состояний атома.

3.2. Кинетические уравнения

Будем рассматривать поле малой интенсивности с непрерывным спектром.

В этом случае можно пренебречь динамическим эффектом Штарка [124] и рас
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сматривать эволюцию системы как последовательность переходов между уров

нями с различными значениями главного и орбитального квантовых чисел. Бу

дем считать, что в начальный момент времени электрон находится в некотором

состоянии (𝑛0, 𝑙0), а последующие переходы и ионизация атома определяются

системой кинетических уравнений:

𝑑𝑁𝑛𝑙

𝑑𝑡
=
∑︁
𝑛′𝑙′

𝑉 (𝑛′𝑙′ → 𝑛𝑙)𝑁𝑛′𝑙′ −𝑁𝑛𝑙

(︃∑︁
𝑛′𝑙′

𝑉 (𝑛𝑙 → 𝑛′𝑙′) +𝑊𝑖(𝑛𝑙)

)︃
, (3.1)

где 𝑁𝑛𝑙 — заселенность состояния (𝑛𝑙), 𝑉 (𝑛𝑙 → 𝑛′𝑙′) — вероятность перехода

𝑛𝑙 → 𝑛′𝑙′, равная сумме вероятностей вынужденного и спонтанного переходов

𝑉 (𝑛𝑙 → 𝑛′𝑙′) = 𝑉ind(𝑛𝑙 → 𝑛′𝑙′) + 𝑉sp(𝑛𝑙 → 𝑛′𝑙′),

𝑊𝑖(𝑛𝑙) — вероятность прямой фотоионизации электрона из состояния (𝑛𝑙).

Вероятность вынужденного перехода связана с вероятностью спонтанного

перехода следующим соотношением

𝑉ind(𝑛𝑙 → 𝑛′𝑙′) =
𝜋2𝑐3

𝜔3
𝜌(𝜔𝑛′𝑙′→𝑛𝑙)𝑉sp (3.2)

При этом вероятность спонтанного перехода для атома рассчитывается как

[130]

𝑉sp(𝑛𝑙 → 𝑛′𝑙′) =
4𝜔(𝑛𝑙 → 𝑛′𝑙′)3

33
max (𝑙, 𝑙′)

2𝑙 + 1
𝑅2(𝑛𝑙 → 𝑛′𝑙′), (3.3)

где 𝑅(𝑛𝑙 → 𝑛′𝑙′) - радиальный матричный элемент перехода.

В работе используется две модельные системы — атом водорода и атом

натрия.

Радиальный матричный элемент для атома натрия рассчитывался путем

численного интегрирования радиальных волновых функций натрия, получен

ных путем численного решения уравнения Шредингера со следующим модель

ным потенциалом [117]

𝑉Na+,𝑒(𝑟) = −10𝑒−7.902𝑟 + 23.51𝑟𝑒−2.688𝑟 + 1

𝑟
. (3.4)
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Радиальный матричный элемент для атома водорода рассчитывался путем

численного интегрирования водородных волновых функций.

Вероятность прямой фотоионизации рассчитывается в соответствии с фор

мулой [131]

𝑊𝑖(𝑛, 𝑙) = 𝑐

∫︁ ∞

𝜔𝑛𝑙

𝜎𝜔𝜌𝜔𝑑𝜔, (3.5)

где 𝜔𝑛𝑙 – пороговая частота фотоионизации для состояния 𝑛𝑙, 𝜎𝜔 – сечение

фотоионизации при частоте 𝜔, 𝜌𝜔 – объемная плотность фотонов излучения.

Для изотропного и неполяризованного излучения, которое рассматривает

ся далее, сечение фотоионизации рассчитывается следующим образом

𝜎𝜔 =
4𝜋2𝜔

3𝑐(2𝑙 + 1)

∑︁
𝑙′=𝑙±1

max(𝑙, 𝑙′)𝑅2(𝑛𝑙 → 𝐸𝑙′), (3.6)

где 𝑅(𝑛𝑙 → 𝐸𝑙′) – радиальный матричный элемент перехода из состояния дис

кретного спектра 𝑛𝑙 в состояние непрерывного спектра 𝐸𝑙′. Данный матричный

элемент рассчитывался путем численного интегрирования волновых функций

дискретного спектра.

Волновые функции непрерывного спектра 𝐸𝑙′, необходимые для расчета

вероятность прямой фотоионизации для атома натрия рассчитывалась путем

численного решения задачи Коши для стационарного уравнения Шредингера

(𝑉Na+,𝑒(𝑟) +
̂︀𝑇 )Ψ = 𝐸Ψ (3.7)

при 𝐸 > 0. Для получения начальных условий использовалась асимптоти

ка волновой функции при малых 𝑟 [132]:

Ψ = 𝐶𝑟𝑙+1. (3.8)

В различных работах константа 𝐶 выбирается либо, равной 1, либо рас

считывается из нормировки волновых функций на 𝛿-функцию [94].
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Рис. 3.1. Примеры блуждания электрона по энергетическим уровням в атоме Na из на

чального состояния 9𝑠 под действием излучения с граничными частотами 𝜔min = 7 · 10−4,

𝜔max = 5 · 10−3 и энергетической спектральной плотностью излучения 𝜌 = 4 · 10−14. По оси

абсцисс отложен номер перехода, т. е. порядковый номер ступени каскада 𝑘. По оси ординат

отложено эффективное квантовое число 𝑛eff = 𝑛 − 𝜇, где 𝜇 — квантовый дефект состояния.

Горизонтальными линиями показаны состояния 𝑠, 𝑝 и 𝑑 (сплошные, штриховые и пунктирные

линии соответственно). В результате блуждания, показанного на Рис. 3.1(a), атом ионизиру

ется, тогда как в случае (б) атом в результате спонтанного перехода возвращается в основное

состояние.

Расчёты, проведённые в данной работе, ограничиваются только случаем

стохастического излучения, фазы спектральных компонент которого представ

ляют равномерно распределенные случайные величины. Именно это позволяет

описать воздействие излучения системой кинетических уравнений (3.1) и пре

небречь интерференционными эффектами.

3.3. Моделирование случайных блужданий методом

Монте-Карло

Используя в качестве модельного объекта атом натрия, на который дей

ствует излучение с прямоугольным спектром с граничными частотами 𝜔min =

7 · 10−4, 𝜔max = 5 · 10−3 и энергетической спектральной плотностью излуче

ния 𝜌 = 4 · 10−14, рассмотрим процесс блуждания электрона по состояниям.
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Рис. 3.2. Количество событий ионизации с заданным числом ступеней в каскаде. Началь

ное состояние атома и параметры излучения такие же, как на Рис. 3.1. Общее количество

рассмотренных событий ионизации: 10000. Можно видеть, что наиболее часты каскады с ко

личеством ступеней порядка 40-60.

На Рис. 3.1 представлены результаты численного моделирования двух реали

заций такого процесса: когда блуждание заканчивается ионизацией и когда

блуждание заканчивается спонтанным переходом в основное состояние. В рас

четах использовались формулы для матричных элементов связанно-связанных

и связанно-свободных переходов в ридберговских атомах, приведенные в рабо

тах [133–137], и модельный потенциал для атома натрия, предложенный в [117].

Моделирование было выполнено в классической модели случайных блужданий

с описанными выше вероятностями переходов. Как можно видеть, электрон

совершает достаточно длительный путь по уровням, что связано с малостью

вероятности ионизации и спонтанных переходов по отношению к вероятности

вынужденных переходов в дискретном спектре.

Отметим также, что блуждания, представленные на Рис. 3.1, происходят

преимущественно между состояниями 𝑠 и 𝑝. Это связано с тем, что при вы

бранных параметрах излучения в рассматриваемых областях спектра натрия

вероятности переходов между этими состояниями значительно выше, чем меж

ду другими. Это позволяет оставить в (3.1) только состояния 𝑠 и 𝑝. Также

перейдем в (3.1) к суммарным заселенностям

𝑁(𝑛) = 𝑁(𝑛, 𝑠) +𝑁(𝑛, 𝑝),
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складывая уравнения для𝑁(𝑛, 𝑠) и𝑁(𝑛, 𝑝) и усредняя коэффициенты в правых

частях уравнений.

Оценим теперь, какой вклад вносят многоступенчатые каскады в суммар

ную вероятность ионизации. На Рис. 3.2 показано распределение событий иони

зации по длине приводящих к ним каскадов. Видно, что преобладают каскады

длиной 40–60 ступеней, т. е. достаточно длинные. Такие длительные случай

ные блуждания допускают эффективное описание этого процесса как процесса

диффузии по состояниям, определяемого уравнением Фоккера-Планка [79, 86,

124].

3.4. Переход к уравнению Фоккера-Планка

Опишем переход от системы кинетических уравнений (3.1) к уравнению

Фоккера-Планка [89, 138]. Спонтаннные и вынужденные переходы рассматри

ваются по отдельности.

Скорость вынужденных переходов 𝑉ind(𝑛, 𝑙 → 𝑛′, 𝑙′) рассматривается как

функция следующих параметров: квантовых чисел 𝑛 и 𝑙 начального состояния

и Δ𝑛 = 𝑛′ − 𝑛, Δ𝑙 = 𝑙′ − 𝑙. Таким образом система уравнений (3.1) может быть

записана следующим образом

𝑑𝑁𝑛𝑙

𝑑𝑡
=
∑︁
Δ𝑛Δ𝑙

𝑉ind(𝑛−Δ𝑛, 𝑙 −Δ𝑙; Δ𝑛,Δ𝑙)𝑁𝑛−Δ𝑛,𝑙−Δ𝑙

−𝑁𝑛𝑙

(︃∑︁
Δ𝑛Δ𝑙

𝑉ind(𝑛, 𝑙; Δ𝑛,Δ𝑙) +𝑊𝑖(𝑛𝑙) +𝑊𝑞(𝑛𝑙)

)︃
, (3.9)

где 𝑊𝑞(𝑛𝑙) =
∑︀

𝑛′𝑙′ 𝑉sp(𝑛𝑙 → 𝑛′𝑙′).

Слагаемое 𝑉ind(𝑛−Δ𝑛, 𝑙 −Δ𝑙; Δ𝑛,Δ𝑙)𝑁𝑛+Δ𝑛,𝑙+Δ𝑙 можно следующим обра
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зом разложить в ряд Тейлора

𝑉 (𝑛−Δ𝑛, 𝑙 −Δ𝑙; Δ𝑛,Δ𝑙)𝑁𝑛−Δ𝑛,𝑙−Δ𝑙

≈ 𝑉 𝑁 −Δ𝑛
𝜕

𝜕𝑛
𝑉 𝑁 −Δ𝑙

𝜕

𝜕𝑙
𝑉 𝑁+

1

2

(︂
Δ𝑛2

𝜕2

𝜕𝑛2
𝑉 𝑁 + 2Δ𝑛Δ𝑙

𝜕2

𝜕𝑛𝜕𝑙
𝑉 𝑁 +Δ𝑙2

𝜕2

𝜕𝑙2
𝑉 𝑁

)︂
, (3.10)

где 𝑉ind(𝑛, 𝑙; Δ𝑛,Δ𝑙)𝑁𝑛,𝑙 обозначается как 𝑉 𝑁 для краткости записи.

После подстановки (3.10) в (3.9) получаем вместо системы обыкновенных

дифференциальных уравнений одно уравнение в частных производных

𝜕𝑁

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑛
𝐴𝑛𝑁 − 𝜕

𝜕𝑙
𝐴𝑙𝑁 +

𝜕2

𝜕𝑛2
𝐵𝑛𝑛𝑁

+ 2
𝜕2

𝜕𝑛𝜕𝑙
𝐵𝑛𝑙𝑁 +

𝜕2

𝜕𝑙2
𝐵𝑙𝑙𝑁 − (𝑊𝑖 +𝑊𝑞)𝑁, (3.11)

где коэффициенты определяются следующими выражениями:

𝐴𝑛 =
∑︁
𝑛′𝑙′

𝑉 (𝑛𝑙 → 𝑛′𝑙′)(𝑛′ − 𝑛), (3.12)

𝐴𝑙 =
∑︁
𝑛′𝑙′

𝑉 (𝑛𝑙 → 𝑛′𝑙′)(𝑙′ − 𝑙), (3.13)

𝐵𝑛𝑛 =
1

2

∑︁
𝑛′𝑙′

𝑉 (𝑛𝑙 → 𝑛′𝑙′)(𝑛′ − 𝑛)2, (3.14)

𝐵𝑛𝑙 =
1

2

∑︁
𝑛′𝑙′

𝑉 (𝑛𝑙 → 𝑛′𝑙′)(𝑛′ − 𝑛)(𝑙′ − 𝑙), (3.15)

𝐵𝑙𝑙 =
1

2

∑︁
𝑛′𝑙′

𝑉 (𝑛𝑙 → 𝑛′𝑙′)(𝑙′ − 𝑙)2. (3.16)

3.5. Диффузионная динамика проникающих состояний

атома натрия

Будем считать, что спектральная плотность действующего на атом излу

чения сосредоточена между граничными значениями частоты 𝜔min и 𝜔max. В

этом случае можно разделить все спектральные уровни атома на три группы в

зависимости от их энергии (Рис. 3.7).
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Рис. 3.3. Области в энергетическом спектре электрона: I — невозможны никакие вынужден

ные переходы; II — возможны вынужденные связанно-связанные переходы, но не прямая

фотоионизация; III — возможна прямая фотоионизация; 𝜔max — максимальная частота в

спектре излучения, действующего на атом.

I. 𝐸𝑛𝑙 < 𝐸1: область, где частоты всех разрешенных переходов превосходят

𝜔max, соответственно, излучение не может индуцировать какие-либо переходы

в данной области.

II. 𝐸1 < 𝐸𝑛𝑙 < 𝐸2 = −𝜔max: область, где излучение может индуцировать

связанно-связанные переходы, но прямая фотоионизация невозможна.

III. 𝐸2 < 𝐸𝑛𝑙 < 0: область, где становится возможной прямая фотоиониза

ция.

Значения главных квантовых чисел, соответствующие 𝐸1 и 𝐸2, обозначим

𝑛1 и 𝑛2.

Наибольший интерес представляет область II, поэтому далее будем счи

тать, что начальное состояние электрона (𝑛0, 𝑙0) находится в этой области.

Как было отмечено выше (см. стр. 64), при рассматриваемых параметрах

задачи переходы в атоме натрия происходят преимущественно между состояни

ями s и p. Это позволяет привести уравнение (3.11) к более простому виду:

𝜕𝑁

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑛
(𝐴𝑁) +

𝜕2

𝜕𝑛2
(𝐷𝑁)− (𝑊𝑖 +𝑊𝑞)𝑁, (3.17)
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Рис. 3.4. Коэффициенты 𝐷(𝑛), 𝐴(𝑛) для переходов в атоме Na. Начальное состояние и пара

метры излучения такие же как на Рис. 3.1.

где

𝐴(𝑛) =
1

2

∑︁
𝑛′>𝑛1

[𝑉 (𝑛𝑠→ 𝑛′𝑝) + 𝑉 (𝑛𝑝→ 𝑛′𝑠)](𝑛′ − 𝑛), (3.18)

𝐷(𝑛) =
1

4

∑︁
𝑛′>𝑛1

[𝑉 (𝑛𝑠→ 𝑛′𝑝) + 𝑉 (𝑛𝑝→ 𝑛′𝑠)](𝑛′ − 𝑛)2, (3.19)

𝑊𝑖(𝑛) =
1

2
(𝑊𝑖(𝑛𝑠) +𝑊𝑖(𝑛𝑝)),

𝑊𝑞(𝑛) =
1

2

∑︁
𝑛′≤𝑛1

𝑉 (𝑛𝑠→ 𝑛′𝑝) + 𝑉 (𝑛𝑝→ 𝑛′𝑠).

Можно видеть, что уравнение (3.17) представляет из себя уравнение диффу

зии с дополнительными слагаемыми, соответствующими утечке заселенности в

область I и в непрерывный спектр.

Расчет коэффициентов (3.18), (3.19), результаты которого приведены на

Рис. 3.4, показывает, что при выбранных параметрах излучения в широком ин

тервале значений 𝑛 справедливы допущения: (i) 𝐷 ≫ 𝐴; (ii) 𝐷 слабо зависит

от 𝑛. С учетом этих допущений в области II уравнение (3.17) принимает следу

ющий вид:
𝜕𝑁II

𝜕𝑡
= 𝐷

𝜕2𝑁II

𝜕𝑛2
−𝑊𝑞𝑁II. (3.20)

К уравнению (3.20) необходимо добавить граничное условие:

𝑑𝑁II

𝑑𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑛=𝑛1

= 0, (3.21)
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означающее нулевой поток заселенности через границу 𝑛 = 𝑛1, поскольку за

счет вынужденных переходов электрон не может перейти из области II в об

ласть I.

В области III уравнение (3.17) выглядит так:

𝜕𝑁III

𝜕𝑡
= 𝐷

𝜕2𝑁III

𝜕𝑛2
− (𝑊𝑖 +𝑊𝑞)𝑁III. (3.22)

При этом на границе 𝑛 = 𝑛2 должны выполняться условия непрерывности:

𝑁II = 𝑁III,
𝑑𝑁II

𝑑𝑛
=
𝑑𝑁III

𝑑𝑛
. (3.23)

Уравнения (3.20) и (3.22) вместе с граничным условием (3.21) и услови

ями непрерывности (3.23) допускают аналитическое решение, однако оно ока

зывается слишком громоздким и не позволяет сделать какие-либо качествен

ные оценки. Поэтому примем дальнейшие упрощения: пренебрегая граничны

ми условиями (3.23), воспользуемся для области II известным решением для

полубесконечного стержня:

𝑁II =
exp (−𝑤𝑞𝑡)

2
√
𝜋𝐷𝑡

(︂
exp

(︂
−(𝑛− 𝑛0)

2

4𝐷𝑡

)︂
+ exp

(︂
−(𝑛− 2𝑛1 + 𝑛0)

2

4𝐷𝑡

)︂)︂
. (3.24)

Примем также, что вероятность перехода в область I имеет приближенно по

стоянное значение: 𝑊𝑞(𝑛) ≈ 𝑤𝑞 = const.

Далее пользуемся решением (3.24) для того, чтобы определить поток на

границе 𝑛 = 𝑛2:

𝜕𝑁II

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑛=𝑛2

=
exp (−𝑤𝑞𝑡)

4
√
𝜋𝐷3𝑡3

×[︂
(𝑛2 − 𝑛0) exp

(︂
−(𝑛2 − 𝑛0)

2

4𝐷𝑡

)︂
+ (𝑛2 − 2𝑛1 + 𝑛0) exp

(︂
−(𝑛2 − 2𝑛1 + 𝑛0)

2

4𝐷𝑡

)︂]︂
.

(3.25)

После подстановки (3.25) в (3.23) уравнение (3.22) может быть решено.

На Рис. 3.5 представлена динамика перераспределения заселенности по уров

ням, полученная численно из уравнения (3.1) (точки) и рассчитанная на основе
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диффузионного приближения (3.20)–(3.25) (сплошные линии). Как видно, диф

фузионное приближение очень хорошо согласуется с численным расчетом. Этот

факт можно также рассматривать как обоснование сделанных выше приближе

ний.

Теперь перейдем к рассмотрению полной вероятности ионизации в единицу

времени

Ω𝑖 =

∫︁ ∞

𝑛2

𝑊𝑖(𝑛)𝑁III(𝑛)𝑑𝑛.

При этом сделаем еще одно приближение — примем, что в области III скорость

прямой фотоионизации имеет примерно равное значение для всех состояний

𝑊𝑖(𝑛) ≈ 𝑤𝑖 = const. Тогда

Ω𝑖 = 𝑤𝑖𝑃, 𝑃 =

∫︁ ∞

𝑛2

𝑁III(𝑛)𝑑𝑛.

Проинтегрировав уравнение (3.22) по 𝑛 в диапазоне от 𝑛2 до ∞, получим

уравнение для 𝑃 :
𝑑𝑃

𝑑𝑡
= −𝐷𝜕𝑁II

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑛=𝑛2

− (𝑤𝑖 + 𝑤𝑞)𝑃. (3.26)

Решив уравнение (3.26), получим:

Ω𝑖(𝑡) = −𝑤𝑖𝐷

∫︁ 𝑡

0

𝜕𝑁II

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑛=𝑛2

𝑒(𝑤𝑖+𝑤𝑞)(𝜏−𝑡)𝑑𝜏, (3.27)

где
𝜕𝑁II

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑛=𝑛2

определяется выражением (3.25).

Таким образом, в рамках диффузионного приближения оказалось возмож

ным получить явные выражения для заселенности состояний (3.24) и скорости

ионизации (3.27).

На Рис. 3.6 представлена скорость ионизации, рассчитанная по форму

ле (3.27) и полученная численно из (3.1). Можно видеть, что в начальный

момент она равна 0, потому что заселенность сосредоточена в области II, где

прямая фотоионизация невозможна. Затем заселенность частично переходит в

область III, соответственно скорость ионизации начинает расти, достигая своего
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Рис. 3.5. Перераспределение заселенности состояний в атоме Na. Начальное состояние и па

раметры излучения такие же как на Рис. 3.1. Точки — численное решение кинетических

уравнений (3.1); сплошная линия — диффузионное приближение (3.20)-(3.25).
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Рис. 3.6. Скорость ионизации атома Na (скорость уменьшения заселенности связанных состо

яний) в зависимости от времени. Начальное состояние и параметры излучения такие же как

на Рис. 3.1. Сплошная линия — численное решение кинетических уравнений (3.1); штриховая

линия — расчет по формуле (3.27).
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максимального значения в момент времени

𝑡𝑖 ≈ 0.2

(︃
𝑛2 − 𝑛0

𝜔𝑞

√
𝐷

)︃2/3

, (3.28)

и далее медленно убывает, потому что суммарная заселенность состояний в

области II и III уменьшается.

Представляет интерес оценить, какова должна быть минимальная спек

тральная плотность излучения, при которой существенная доля заселенности

начального состояния уходит в непрерывный спектр, а не возвращается в основ

ное состояние. Для этого, очевидно, время жизни состояния 𝜏 ∼ 1/𝑤𝑞 должно

превышать характерное время ионизации 𝑡𝑖. Запишем коэффициент диффузии

в виде 𝐷 ∼ 𝜌𝐶, где 𝐶 — коэффициент пропорциональности, зависящий от 𝜔min

и 𝜔max. Тогда из (3.28) следует, что минимальная плотность излучения, при ко

торой диффузионная ионизация становится существенной, дается выражением

𝜌min ≈ 0.008
𝑤𝑞(𝑛2 − 𝑛0)

2

𝐶
. (3.29)

Для ионизации атома Na из начального состояния 9𝑠 под действием излучения

с граничными частотами 𝜔min = 7 · 10−4, 𝜔max = 5 · 10−3 выражение (3.29) дает

𝜌min ≈ 2 · 10−16.

Выполненное рассмотрение остается справедливым и для излучения с непря

моугольным спектром. От профиля спектра будут зависеть лишь численные

значения вероятностей переходов в кинетических уравнениях (3.1) и соответ

ственно коэффициентов в уравнении Фоккера-Планка (3.17) и в следующих

из него приближенных решениях и оценках (3.24)–(3.29). Диффузионная дина

мика переходов под действием излучения с неограниченным спектром требует

дополнительного анализа, но и для нее данное рассмотрение остается по боль

шей части справедливым, если можно указать приближенные значения 𝜔min и

𝜔max, понимая их как границы диапазона, в котором сосредоточена большая

часть энергии излучения (например, в случае теплового излучения).
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(a) (б)

𝑡 = 5 ∙ 109 𝑡 = 1010

Рис. 3.7. Диффузия электрона по состояниям в пространстве квантовых чисел 𝑛, 𝑙 из на

чального состояния 6𝑑 под действием излучения с граничными частотами 𝜔min = 10−3,

𝜔max = 7 · 10−3 и энергетической спектральной плотностью 𝜌 = 4 · 10−14. Яркостью обо

значена заселенность состояния; сплошная линия – "линия распространения"; пунктирными

линиями обозначены границы (3.37-3.39)

3.6. Диффузионная динамика состояний атома водорода

Вначале будем предполагать, что спектральная плотность действующего

на атом излучения постоянна и сосредоточена между граничными значениями

частоты 𝜔min и 𝜔max. Проведем прямое численное моделирование такой системы,

решив кинетические уравнения (3.1). В ее динамике относительно распределе

ния заселенности по 𝑛 и 𝑙 качественно можно выделить два основных этапа:

1. Заселяются преимущественно состояния, соответствующие увеличению

исходных квантовых чисел 𝑛0 и 𝑙0 на одно и то же число (Рис. 3.7(а));

2. Скорость распространения по 𝑙 значимо уменьшается; заселенность рас

плывается по состояниям, находясь при этом преимущественно в некоторых

границах (Рис. 3.7(б)).

При дипольном переходе под действием излучения с частотой 𝜔 имеет

место изменение энергии и орбитального момента

Δ𝐸 = ±𝜔, Δ𝑙 = ±1 (3.30)

По правилу Бете наибольшей вероятностью обладают переходы с одинако

выми знаками Δ𝐸 и Δ𝑙, то есть если Δ𝐸 = 𝜔, то Δ𝑙 = 1, а если Δ𝐸 = −𝜔, то
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Δ𝑙 = −1. Для таких переходов Δ𝐸/Δ𝑙 = 𝜔.

Если в спектре излучения присутствуют частоты 𝜔min ≤ 𝜔 ≤ 𝜔max, то

получаем

𝜔min ≤
Δ𝐸

Δ𝑙
≤ 𝜔max (3.31)

Частота перехода не может быть меньше, чем расстояние между соседними

уровнями 𝜔𝑛 = 𝐸𝑛+1 − 𝐸𝑛. Соответственно, можно уточнить нижнюю границу

неравенства (3.31):

max(𝜔𝑛, 𝜔min) ≤
Δ𝐸

Δ𝑙
≤ 𝜔max (3.32)

или

1/max(𝜔𝑛, 𝜔min) ≤
Δ𝑙

Δ𝐸
≤ 1/𝜔max (3.33)

Нижняя и верхняя границы этого неравенства определяют соответственно ниж

нюю и верхнюю границы области распространения заселенности, обозначенные

пунктирными линиями на Рис. 3.7.

Обозначим через 𝐸𝐼𝐼 такое значение 𝐸, при котором 𝜔𝑛 ≈ 𝜔min. Тогда

при 𝐸 < 𝐸𝐼𝐼 : 𝜔𝑛 ≤ Δ𝐸

Δ𝑙
≤ 𝜔max (3.34)

при 𝐸 > 𝐸𝐼𝐼 : 𝜔min ≤
Δ𝐸

Δ𝑙
≤ 𝜔max (3.35)

В дальнейшем будем называть область энергий с 𝐸𝐼 < 𝐸 < 𝐸𝐼𝐼 зоной II, а

область энергий с 𝐸 > 𝐸𝐼𝐼 — зоной III.

Запишем приближенные оценки для 𝜔𝑛, 𝐸𝐼𝐼 и соответствующего значения

𝑛 = 𝑛𝐼𝐼 :

𝑛𝐼𝐼 = 𝜔
−1/3
min , 𝐸𝐼𝐼 = −1

2
𝜔
2/3
min (3.36)

Ограничимся ситуацией, когда интенсивность излучения достаточно вели

ка, соответственно вероятность индуцированных переходов существенно выше,

чем вероятность спонтанных, и будем рассматривать лишь те переходы, кото

рые происходят в соответствии с правилом Бете. Тогда, согласно вышеизложен

ному, эти переходы должны удовлетворять неравенствам (3.34–3.35).
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В результате, в рамках данного упрощенного описания, в процессе перехо

дов заселенность распределяется не по всем состояниям со всевозможными 𝑛 и

𝑙, а лишь по тем, которые лежат в области со следующими границами:

Нижняя граница — прямая линия в плоскости (𝐸, 𝑙), для которой

𝑑𝑙/𝑑𝐸 = 1/𝜔max, так что она задается формулой

𝑙 = 𝑙0 +
𝐸 − 𝐸0

𝜔max
. (3.37)

Верхняя граница — составная. При 𝐸 < 𝐸𝐼𝐼 она определяется условием

𝑑𝑙/𝑑𝑛 = 1. Следовательно

𝑙 = 𝑙0 + 𝑛− 𝑛0. (3.38)

Отметим, что наиболее вероятными являются именно перехолы с Δ𝑛 = ±1, со

ответственно в данной зоне заселенность сосредотачивается, преимущественно,

именно вдоль данной линии.

При 𝐸 > 𝐸𝐼𝐼 верхняя граница задается условием 𝑑𝑙/𝑑𝐸 = 1/𝜔𝑚𝑖𝑛. Следо

вательно

𝑙 = 𝑙𝐼𝐼 +
𝐸 − 𝐸0

𝜔min
, (3.39)

где 𝑙𝐼𝐼 = 𝑙 = 𝑙0 + 𝑛𝐼𝐼 − 𝑛0.

Как уже было сказано, описанная картина является упрощенной. В дей

ствительности заселяются и состояния, лежащие вне указанной области. Это

вызвано двумя причинами: 1) наряду с индуцированным поглощением имеет

место и индуцированное излучение на различных частотах; 2) правило Бете не

является строгим, происходят и переходы, ему не соответствующие, хотя и с

маленькой вероятностью.

Тем не менее, как показывает численное моделирование (см. Рис 3.7), боль

шая часть заселенности сосредотачивается именно в данной области. При этом

на Рис. 3.7(б) видно, что заселенность неравномерно распределена внутри этих

границ, она сосредоточена преимущественно вдоль некоторой линии, которую

будем называть «линией распространения». Изучению именно этой линии далее

будет уделяться основное внимание.
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(𝑎)

𝛼

(б)

𝐞

Рис. 3.8. (а) Эллипс диффузии. Преимущественное направление диффузии соответствует

главной оси эллипса и образует угол 𝛼 с осью 𝑛, диффузия происходит с эффективным

коэффициентом 𝐷. (б) Векторное поле диффузии, соответствующее увеличению 𝑛 и 𝑙. Синяя

линяя – векторная линия этого поля. Красной точкой обозначены 𝑛0, 𝑙0

Для дальнейшего анализа динамики системы воспользуемся диффузион

ным приближением (3.11). Качественно динамика системы (3.11) преимуще

ственно определяется диффузионными слагаемыми, и можно записать урав

нение (3.11) в виде:

𝜕𝑁

𝜕𝑡
=

𝜕2

𝜕𝑛2
𝐵𝑛𝑛𝑁 + 2

𝜕2

𝜕𝑛𝜕𝑙
𝐵𝑛𝑙𝑁 +

𝜕2

𝜕𝑙2
𝐵𝑙𝑙𝑁. (3.40)

При малых 𝑡 решение данного уравнения имеет вид:

𝑁 ∼ exp

(︂
− 1

4𝑡

(︂
𝐵𝑙𝑙(𝑛0, 𝑙0)Δ𝑛

2 + 2𝐵𝑛𝑙(𝑛0, 𝑙0)Δ𝑛Δ𝑙 +𝐵𝑛𝑛(𝑛0, 𝑙0)Δ𝑙
2

𝐵𝑛𝑛(𝑛0, 𝑙0)𝐵𝑙𝑙(𝑛0, 𝑙0)−𝐵𝑛𝑙(𝑛0, 𝑙0)2

)︂)︂
.

Следовательно, фронт диффузии (линия, на которой показатель экспоненты

имеет постоянное значение) имеет вид эллипса (Рис. 3.8(a)), который далее

будем называть эллипсом диффузии:

𝐵𝑙𝑙(𝑛0, 𝑙0)Δ𝑛
2 + 2𝐵𝑛𝑙(𝑛0, 𝑙0)Δ𝑛Δ𝑙 +𝐵𝑛𝑛(𝑛0, 𝑙0)Δ𝑙

2 =

4𝑡(𝐵𝑛𝑛(𝑛0, 𝑙0)𝐵𝑙𝑙(𝑛0, 𝑙0)−𝐵𝑛𝑙(𝑛0, 𝑙0)
2). (3.41)

Отсюда ясно, что диффузия происходит преимущественно вдоль главной оси

этого эллипса, которая задаётся направлением:

ctg𝛼 =
𝐵𝑛𝑛 −𝐵𝑙𝑙 +

√︀
(𝐵𝑙𝑙 −𝐵𝑛𝑛)2 + 4𝐵2

𝑛𝑙

2𝐵𝑛𝑙
(3.42)
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и происходит с эффективным коэффициентом диффузии:

𝐷 =
𝐵𝑛𝑛 +𝐵𝑙𝑙 +

√︀
(𝐵𝑙𝑙 −𝐵𝑛𝑛)2 + 4𝐵2

𝑛𝑙

2
. (3.43)

Соответственно, нарисовав для каждой точки в плоскости 𝑛, 𝑙 направление глав

ной оси эллипса диффузии, получим векторное поле, определяющее распро

странение заселенности (см. Рис. 3.8(б)). Распространение заселенности будет

происходить вдоль векторной линии данного поля, задаваемой уравнением

𝑑𝑛

𝑑𝑙
= ctg𝛼 (3.44)

и проходящей через точку (𝑛0, 𝑙0). Эта векторная линия и является линией рас

пространения.

Чтобы решить уравнение (3.44), необходимо в явном виде получить коэф

фициенты диффузии. C учетом правила Бете и считая, что диффузия проис

ходит с близкой скоростью в направлении уменьшения и увеличения 𝑙, можно

записать коэффициенты диффузии как

𝐵𝑛𝑛 ≈
Δ𝑛max∑︁
Δ𝑛min

𝑉𝑛,𝑙;𝑛+Δ𝑛,𝑙+1Δ𝑛
2, (3.45)

𝐵𝑛𝑙 ≈
Δ𝑛max∑︁
Δ𝑛min

𝑉𝑛,𝑙;𝑛+Δ𝑛,𝑙+1Δ𝑛, (3.46)

𝐵𝑙𝑙 ≈
Δ𝑛max∑︁
Δ𝑛min

𝑉𝑛,𝑙;𝑛+Δ𝑛,𝑙+1. (3.47)

Здесь

Δ𝑛min ≈ 𝜔min𝑛
3, (3.48)

Δ𝑛max ≈ 𝜔max𝑛
3 (3.49)

обозначают соответственно минимальное и максимальное изменения 𝑛, допу

стимые частотным спектром.

Для того чтобы вычислить суммы (3.45-3.47), необходимо знать вид зави

симости 𝑉𝑛,𝑙;𝑛+Δ𝑛,𝑙+1 от Δ𝑛. Воспользуемся квазиклассическим выражением в
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приближении 𝑛, 𝑙 ≫ Δ𝑛 [135]:

𝑉𝑛,𝑙;𝑛+Δ𝑛,𝑙+1 = 2𝜌𝑓(𝑛, 𝑙)

(︂
𝑛′𝑛

𝑛2 − 𝑛′2

)︂3

≈ 𝜌𝑓(𝑛, 𝑙)
(︁ 𝑛

Δ𝑛

)︁3
(3.50)

Подставив (3.50) в (3.45-3.47), видим, что коэффициенты диффузии выра

жаются через суммы гармонических рядов:

𝐵𝑛𝑛 ≈ 𝑓(𝑛, 𝑙)𝑛3𝜌

Δ𝑛max∑︁
Δ𝑛min

1

Δ𝑛
, (3.51)

𝐵𝑛𝑙 ≈ 𝑓(𝑛, 𝑙)𝑛3𝜌

Δ𝑛max∑︁
Δ𝑛min

1

Δ𝑛2
, (3.52)

𝐵𝑙𝑙 ≈ 𝑓(𝑛, 𝑙)𝑛3𝜌

Δ𝑛max∑︁
Δ𝑛min

1

Δ𝑛3
. (3.53)

Для начала рассмотрим диффузию электрона по состояниям в зоне II, где

Δ𝑛min = 1. В этом случае в суммах (3.51-3.53) при небольшом Δ𝑛max доми

нирует первое слагаемое, равное 1, и все три коэффициента диффузии имеют

один порядок. Соответственно в числителе выражения (3.42) 𝐵𝑛𝑛 − 𝐵𝑙𝑙 ≪ 𝐵𝑛𝑙

и ctg𝛼 ≈ 1, что приводит, как уже было замечено выше, к распространению

заселенности в зоне II вдоль линии (3.38).

Тем не менее, ряд (3.51) не сходится при Δ𝑛max → ∞, и при достаточно

больших Δ𝑛max коэффициент 𝐵𝑛𝑛 начинает превышать остальные коэффици

енты, что приводит к отклонению линии распространения от прямой (3.38).

Сделаем оценку для верхней границы области, в которой заселенность рас

пространяется по этой прямой. Примем, что на границе выполняется условие:

𝐵𝑛𝑛 −𝐵𝑙𝑙 ≈ 𝐵𝑛𝑙. (3.54)

Записав суммы гармонических рядов (3.51-3.53) через интегралы, получим

следующие оценки для коэффициентов диффузии:
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𝐵𝑛𝑛 ≈ 𝑓(𝑛, 𝑙)𝑛3𝜌 (lnΔ𝑛max + 𝛾) , (3.55)

𝐵𝑛𝑙 ≈ 𝑓(𝑛, 𝑙)𝑛3𝜌

(︂
𝜋2

6
− 1

Δ𝑛max

)︂
, (3.56)

𝐵𝑙𝑙 ≈ 𝑓(𝑛, 𝑙)𝑛3𝜌

(︂
𝜁3 −

1

Δ𝑛2max

)︂
, (3.57)

где 𝛾 ≈ 0.58 – константа Эйлера, 𝜁3 ≈ 1.2 – константа Апери.

Подставив в условие (3.54) выражения (3.55-3.57) и выразив значение 𝑛

через (3.49), получим:

�̃�𝐼𝐼 ≈

(︃
exp(𝜋

2

6 − 𝛾 + 𝜁3)

𝜔max

)︃1/3

≈
(︂
9.63

𝜔max

)︂1/3

В результате граничная точка 𝑛𝑏 области, в которой распространение про

исходит вдоль прямой (3.38), определяется минимальным из выражений (3.36)

и (3.54). Соответствующее 𝑙𝑏 определяется согласно (3.38) как 𝑙𝑏 = 𝑛𝑏 − 𝑛0 + 𝑙0.

Сравнивая полученное выражение с ранее приведенным определением гра

ницы зоны II (3.36), видим, что если 𝜔max ≤ 9.63𝜔min, то граница области, в

которой заселенность распространяется вдоль прямой (3.38), определяется зна

чением 𝜔min, в противном случае граница определяется значением 𝜔max. Случай,

когда граница определяется значением 𝜔max, продемонстрирован на Рис. 3.9(а);

на Рис. 3.9(б) представлен случай, когда граница определяется значением 𝜔min.

В III зоне, напротив, 𝐵𝑛𝑛 ≫ 𝐵𝑛𝑙 ≫ 𝐵𝑙𝑙. Отсюда

ctg𝛼 ≈ 𝐵𝑛𝑛

𝐵𝑛𝑙
=

∑︀Δ𝑛max

Δ𝑛min

1
Δ𝑛∑︀Δ𝑛max

Δ𝑛min

1
Δ𝑛2

≈
ln Δ𝑛max

Δ𝑛min

2( 1
Δ𝑛min

− 1
Δ𝑛max

)
. (3.58)

С учетом (3.44) и (3.48-3.49) получим из (3.58) уравнение линии распро

странения в зоне III:
𝑑𝑛

𝑑𝑙
= Ω𝑛3, (3.59)

где

Ω =
ln 𝜔max

𝜔min

2( 1
𝜔min

− 1
𝜔max

)
. (3.60)
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(𝑎) (б) (в)

𝑂

𝐴

𝐵

𝐶

𝑂
𝐴

𝐵
𝐵

𝑂

Рис. 3.9. Диффузия электрона по состояниям в пространстве квантовых чисел 𝑛, 𝑙 под дей

ствием излучения со спектральной плотностью 𝜌 = 4 ·10−14. Цветом обозначена заселенность

состояния, красная линия – прямая (3.38), черной и зеленой линией обозначены границы

(3.37-3.39), синяя линяя – распространение из точки 𝑛𝑏, 𝑙𝑏 с эффективной частотой (3.60).

Точка O соответствует 𝑛0, точка A соответствует 𝑛𝐼 , точка В соответствует 𝑛𝐼𝐼 , точка C

соответствует �̃�𝐼𝐼 , (a) Начальное состояние 8𝑓 , 𝜔min = 2 · 10−4, 𝜔max = 3 · 10−3. (б) Начальное

состояние 6𝑑, 𝜔min = 10−3, 𝜔max = 7 · 10−3, т. B совпадает с т. С. (в) Начальное состояние 7𝑔,

𝜔min = 10−3, 𝜔max = 3 · 10−3, т. А совпадает с т. О, т. В совпадает с т. С.

Записав решение (3.59) с учетом начального условия 𝑛 = 𝑛𝑏, 𝑙 = 𝑙𝑏 в виде

𝑙 − 𝑙𝑏 =
1

Ω

(︂
1

𝑛2𝑏
− 1

𝑛2

)︂
, (3.61)

видим, что Ω имеет смысл эффективной частоты, с которой система совершает

переходы в зоне III. Несложно показать, что 𝜔min ≤ Ω ≤ 𝜔max.

На Рис. 3.9 динамика, предсказываемая уравнением (3.61), сопоставлена с

результатами численного моделирования для различных начальных состояний

и граничных частот. Видно, что уравнение (3.38) (красная линия) и уравнение

(3.61) (синяя линии) действительно описывают преимущественное направление

диффузии.

Рассмотрим, как изменятся полученные результаты, если спектр излуче

ния не прямоугольный, но для которого, тем не менее, преимущественная доля

энергии излучения сосредочена в некотором ограниченном частотном диапа

зоне. В качестве примера будем использовать спектр черного тела.

Отметим, что основные закономерности, наблюдаемые в случае прямо

угольного спектра, выполняются и для произвольного ограниченного спектра,

т.е. в определенном диапазоне 𝑛 при 𝑛 < 𝑛𝑏 распространение заселенности про
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исходит по прямой (3.38), а при достаточно больших 𝑛 соответствует излучению

с некоторой эффективной частотой Ω. Однако при расчете 𝑛𝑏 и Ω необходи

мо учитывать зависимость энергетической спектральной плотности излучения

𝜌(𝜔) от частоты.

Сначала получим выражения для коэффициентов диффузии. Воспользо

вавшись для оценки сумм (3.51-3.53) формулой Эйлера-Маклорена и оценив

Δ𝑛 = 𝜔𝑛3, получим удобный для дальнейшего анализа вид формул (3.45-3.47):

𝐵𝑛𝑛 ≈ 𝑓(𝑛, 𝑙)𝑛3
∫︁ ∞

1/𝑛3

𝜌(𝜔)

𝜔
𝑑𝜔, (3.62)

𝐵𝑛𝑙 ≈ 𝑓(𝑛, 𝑙)

∫︁ ∞

1/𝑛3

𝜌(𝜔)

𝜔2
𝑑𝜔, (3.63)

𝐵𝑙𝑙 ≈
𝑓(𝑛, 𝑙)

𝑛3

∫︁ ∞

1/𝑛3

𝜌(𝜔)

𝜔3
𝑑𝜔. (3.64)

Далее, подставив в формулу (3.54) выражения (3.62-3.64), получим следу

ющее уравнение, из которого можно найти 𝑛𝑏:∫︁ ∞

1/𝑛3
𝑏

𝜌(𝜔)

(︂
𝑛3𝑏
𝜔

− 1

𝜔2
− 1

𝑛3𝑏𝜔
3

)︂
𝑑𝜔 = 0. (3.65)

В случае излучения абсолютно черного тела, где

𝜌(𝜔) =
𝜔3

exp (𝜔/𝑘𝑇 )− 1
, (3.66)

решением уравнения (3.65) будет являться выражение:

𝑛𝑏 = (𝑥𝑘𝑇 )−1/3, (3.67)

где 𝑥 = 1.94 – решение уравнения∫︁ ∞

𝑥

𝑦3

𝑒𝑦 − 1

(︂
1

𝑦
− 𝑥

𝑦2
− 𝑥2

𝑦3

)︂
𝑑𝑦 = 0,

полученного из (3.65) заменой переменных.

Теперь получим оценку для характерной частоты распространения засе

ленности при больших 𝑛. Для этого подставим в (3.58) выражения (3.62-3.63).
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Видно, что частоту можно приближенно записать как

Ω =

∫︀∞
0

𝜌(𝜔)
𝜔 𝑑𝜔∫︀∞

0
𝜌(𝜔)
𝜔2 𝑑𝜔

. (3.68)

В случае излучения абсолютно черного тела эффективная частота перехо

дов записывается как:

Ω = 𝑋𝑘𝑇,

где 𝑋 =
∫︀∞
0

𝑦2

𝑒𝑦−1𝑑𝑦/
∫︀∞
0

𝑦
𝑒𝑦−1𝑑𝑦 = 1.46.

Отметим дополнительно, что Ω должна быть больше, чем частота перехо

дов на уровень с соседним 𝑛. Это условие дает дополнительное ограничение на

𝑛𝑏:

𝑛𝑏 > Ω−1/3.

Для теплового излучения это требование приводит к тому, что граница 𝑛𝑏 сдви

гается до

𝑛′𝑏 > (1.46𝑘𝑇 )−1/3.

На Рис. 3.10 показано сравнение линий распространения, рассчитанных

по формулам (3.65) и (3.68), с результатами численного моделирования. Видно,

что рассчитанные линии хорошо согласуются с динамикой системы.

Далее проанализируем характерные временные масштабы процесса пере

распределения заселенности. Для этого произведем следующую замену перемен

ных в уравнении Фоккера-Планка (3.40) — от старых переменных 𝑛 и 𝑙 перейдем

к новым переменным 𝑠 и 𝑝. Переменные 𝑠 и 𝑝 определим через уравнения

𝜕𝑠

𝜕𝑛
=

1

cos𝛼
,

𝜕𝑠

𝜕𝑙
=

1

sin𝛼
, (3.69)

𝜕𝑝

𝜕𝑛
= − 1

sin𝛼
,

𝜕𝑝

𝜕𝑙
=

1

cos𝛼
, (3.70)

𝑠(𝑛0, 𝑙0) = 0, 𝑡(𝑛0, 𝑙0) = 0, (3.71)

где 𝛼 определяется из уравнения (3.42). Можно видеть, что данные перемен

ные являются естественными координатами линии распространения, т.е. 𝑑𝑠 -
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𝑂

𝑂

𝑀

(𝑎) (б)

𝑡 = 6 ∙ 109

𝑛0 = 7, 𝑙0 = 2
𝑇 = 1000 𝐾

𝑡 = 2 ∙ 109

𝑛0 = 11, 𝑙0 = 4
𝑇 = 1000 𝐾

𝑀

(в)

𝑡 = 2 ∙ 1010

𝑛0 = 7, 𝑙0 = 2
𝑇 = 600 𝐾

𝑂

(г)

𝑡 = 8 ∙ 109

𝑛0 = 11, 𝑙0 = 4
𝑇 = 600 𝐾

𝑂

𝑀

Рис. 3.10. Диффузия электрона по состояниям в пространстве квантовых чисел 𝑛, 𝑙 из на

чального состояния 7𝑑 под действием теплового излучения. Цветом обозначена заселенность

состояния, красная линия — прямая (3.38), синяя линяя — распространение с эффективной

частотой согласно уравнению (3.68).
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Рис. 3.11. Распределение заселенности по состояниям на линии распространения в различные

моменты времени. По оси абсцисс обозначено квантовое число 𝑛. Точки — численное реше

ние, сплошная линия — диффузионное приближение. (а) Излучение имеет прямоугольный

спектр с 𝜔min = 2 · 10−4, 𝜔max = 3 · 10−3 и 𝜌 = 4 · 10−14, начальное состояние 7d. (б) Излучение

имеет прямоугольный спектр с теми же параметрами, начальное состояние 10g. (в) Тепловое

излучение с T=600K, начальное состояние 7d. (г) Тепловое излучение с T=600K, начальное

состояние 9g. (д) Тепловое излучение с T=1000K, начальное состояние 7d. (e) Тепловое из

лучение с T=1000K, начальное состояние 9g.
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дифференциал длины линии распространения, а 𝑑𝑝 - дифференциал нормали

к линии распространения.

После данной замены, если предполагать, что коэффициенты диффузии

являются медленно меняющимися функциями, уравнение Фоккера-Планка сво

дится к уравнению
𝜕𝑁

𝜕𝑡
=

𝜕2

𝜕𝑠2
𝐵𝑠𝑠𝑁 +

𝜕2

𝜕𝑝2
𝐵𝑝𝑝𝑁. (3.72)

с начальными условиями

𝑁(𝑠, 𝑝, 0) = 𝛿(𝑠, 𝑝). (3.73)

Здесь коэффициент диффузии по направлению линии распространения

𝐵𝑠𝑠 =
𝐵𝑛𝑛 +𝐵𝑙𝑙 +

√︀
(𝐵𝑙𝑙 −𝐵𝑛𝑛)2 + 4𝐵2

𝑛𝑙

2
, (3.74)

а коэффициент диффузии по нормали к линии распространения

𝐵𝑝𝑝 =
𝐵𝑛𝑛 +𝐵𝑙𝑙 −

√︀
(𝐵𝑙𝑙 −𝐵𝑛𝑛)2 + 4𝐵2

𝑛𝑙

2
. (3.75)

Обсудим теперь граничные условия системы. Вообще говоря, они определяются

как
𝜕𝑁

𝜕𝑙

⃒⃒⃒⃒
𝑙=0

= 0,
𝜕𝑁

𝜕𝑙

⃒⃒⃒⃒
𝑙=𝑛−1

= 0,
𝜕𝑁

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑛=𝑛𝑔

= 0, (3.76)

где 𝑛𝑔 – нижняя граница распространения заселенности по 𝑛. Область в 𝑛 < 𝑛𝑔

– это область, где частоты всех разрешенных переходов превосходят максималь

ную частоту излучения, соответственно, излучение не может индуцировать ка

кие-либо переходы в данной области. В области 𝑛 < 𝑛𝑔 доминируют спонтанные

переходы.

Предполагая, что 𝐵𝑠𝑠 ≥ 𝐵𝑝𝑝, что обусловлено правилом Бете, можно огра

ничиться одним граничным условием

𝜕𝑁

𝜕𝑠

⃒⃒⃒⃒
𝑠=𝑠𝑔

= 0, (3.77)

где 𝑠𝑔 – минимальное из значений 𝑠 в точках пересечения линии распростране

ния с ограничивающими линиями 𝑛 = 𝑛𝑔, 𝑙 = 0.
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Решение данного уравнения записывается следующим образом

𝑁 =
1

4𝜋𝑡
√︀
𝐵𝑠𝑠𝐵𝑝𝑝

exp

(︂
− 𝑝2

4𝐵𝑝𝑝𝑡

)︂
[︂
exp

(︂
−(𝑠− 𝑠𝑔)

2

4𝐵𝑠𝑠𝑡

)︂
+ exp

(︂
−(𝑠+ 𝑠𝑔)

2

4𝐵𝑠𝑠𝑡

)︂]︂
(3.78)

На Рис. 3.11 показано, что аналитическое решение дает хорошее согласие

с численным моделированием.

3.7. Выводы к третьей главе

В настоящей главе рассмотрено диффузионное перераспределение насе

ленностей между ридберговскими состояниями в атоме за счет многоступен

чатого каскада переходов, индуцированных излучением непрерывного спектра.

Результаты решения кинетических уравнений были сопоставлены с результа

тами, получаемыми из диффузионного приближения. Были получены явные

выражения для приблизительных границ области перераспределения, а также

для «линии распространения» в пространстве квантовых чисел 𝑛 и 𝑙. Также

были получены явные выражения для заселенности в зависимости от времени,

а также для скорости ионизации. Было получено, что скорость ионизации в

случае, если существенную роль играет диффузионный механизм, имеет харак

терный максимум.

Сравнение результатов численного моделирования с качественным анали

зом уравнения Фоккера-Планка показывает, что основные особенности процес

са перераспределения в основном не зависят от интенсивности конкурирующих

процессов, таких как спонтанные переходы в основное состояние и фотоиониза

ция.

В нашей модели концентрации атомов предполагаются достаточно низки

ми, что может иметь место в атмосферах красных гигантов и в туманностях,

поэтому не учитываем столкновительные переходы. Мы полагаем, что предло

женный подход может быть полезен при анализе лабораторных экспериментов
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и астрофизических данных. В частности, данный подход, вероятно, может быть

полезен для анализа «ридберговской лестницы» – многоступенчатого каскада

радиационных переходов в звездных атмосферах. Такого рода каскады могут

иметь место и в туманностях, где высокие значения главного квантового чис

ла 𝑛 ∼ 1000 [139] и большое количество задействованных состояний делают

прямое моделирование весьма затруднительным.
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Заключение

Настоящая работа посвящена разработке теоретических методов, повыша

ющих точность расчета спектроскопических характеристик ридберговских со

стояний и позволяющих проанализировать динамику переходов между данны

ми состояниями. Данная тема актуальна для технологических приложений, в

частности, атомы в ридберговских состояниях могут использоваться как ло

гические элементы в квантовых компьютерах. Особый интерес представляют

ридберговские состояния с высоким значением орбитального квантового числа,

поскольку анализ их характеристик позволяет определять с высокой точностью

свойства соответствующего катиона (атомного или молекулярного), такие как

дипольный и квадрупольный моменты, поляризуемость и т.д.

В диссертационной работе развита теория диполь-кулоновского приближе

ния в части оптимального выбора начала отсчета для неэлектронейтральных

систем, что позволяет улучшить точность расчета спектроскопических харак

теристик ридберговских состояний. Также произведен асимптотический учет

вклада квадрупольного слагаемого в угловую часть волновой функции ридбер

говского электрона, что может быть использовано для построения улучшенного

базиса в многоканальной теории квантового дефекта. На основе трехчастично

го гамильтониана разработан полуаналитический метод модельного потенциала

для расчета спектроскопических характеристик эксимерных молекул. С исполь

зованием диффузионного приближения получены аналитические выражения,

описывающие динамику перераспределения заселенности ридберговских состо

яний в пространстве квантовых чисел 𝑛 и 𝑙 под действием излучения с непре

рывным частотным спектром.

Полученные результаты могут быть использованы для интерпретации аст

рофизических данных, в частности, результаты, полученные для эксимерной

молекулы NaHe могут быть использованы для анализа крыльев уширения ли

нии Na в спектрах коричневых карликов и экзопланет. Обнаруженная многоям
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ная структура кривых потенциальной энергии молекулы NaHe может представ

лять интерес для создания ридберговских поляронов. Полученные результаты

для диффузионной динамики ридберговских состояний могут быть использова

ны для исследования эффекта «ридберговской лестницы» в спектрах красных

гигантов и туманностей. Также полученные результаты по диффузионной ди

намике могут представлять интерес для планирования экспериментов c ридбер

говскими состояниями в электростатических и магнито-оптических ловушках

и для разработки логических ключей в квантовых компьютерах.

Основные результаты диссертационной работы опубликованы в 8 печат

ных работах, из них 5 статей опубликовано в рецензируемых журналах, входя

щих в список ВАК и индексируемых Web of Science и Scopus.
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Приложение А

Точность слагаемых в гамильтониане (2.1)

Рассмотрим точность каждого слагаемого в потенциале в гамильтониане

(2.1).

Чтобы оценить точность потенциала 𝑉Na+,He (2.2), сравним его с альтерна

тивными:

𝑉Na+,He(𝑅) = 𝑎𝑒−𝑏𝑅 −

(︃
𝛼1

2𝑅4
+
𝛼
(2)
1

2𝑅6

)︃
𝑓 21 (𝑅); (А.1)

𝑉Na+,He(𝑅) = 𝑎𝑒−𝑏𝑅 − 𝑐𝑅𝑑𝑒−𝑔𝑅 −

(︃
𝛼1

2𝑅4
+
𝛼
(2)
1

2𝑅6

)︃
𝑓 21 (𝑅); (А.2)

𝑉Na+,He(𝑅) = 𝑎𝑒−𝑏𝑅 −

(︃
𝛼1

2𝑅4
+
𝛼
(2)
1

2𝑅6
+
𝛼
(3)
1

2𝑅8

)︃
𝑓 21 (𝑅); (А.3)

Здесь квадрупольные и октупольные поляризуемости гелия 𝛼
(2)
1 = 2.326 и

𝛼
(3)
1 = 10, соответственно [140]. Параметры 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 и 𝑔 в потенциале полу

чены из экспериментальных данных [116]. Результаты представлены в Табли

це А.1 и Рис. А.1. Можно заметить, что расхождение между потенциалам по

рядка 20 см−1 (при 𝑅 = 4.4 a.е.), что можно использовать для оценки точности

𝑉Na+,He.

Теперь рассмотрим потенциал 𝑉He, 𝑒(𝑟1) (2.3). Для проверки его точности

Таблица А.1. Параметры в потенциалах (2.2, А.1 – А.3)

Уравнения 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑔

(2.2) 45.31 2.485 – – –

(А.1) 50.57 2.488 – – –

(А.2) 56.44 2.498 7862.31 4.84 8.89

(А.3) 57.23 2.508 – – –
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Рис. А.1. Потенциал 𝑉Na+,He. Экспериментальные значения [116] (черные точки) и модель

ный потенциал (2.2, А.1–А.3) (красные, оранжевые, зеленые и синие линии соответственно;

на правом графике зеленые и оранжевые линии совпадают). Параметры модельных потен

циалов приведены в Таблицах. 2.1 и А.1.

в данной работе был рассчитан спектр для потенциала NaHe (2.3) c модифи

цированной функцией обрезки [113]:

𝑉He, 𝑒(𝑟1) = −(2 + 3.38𝑟1)𝑒
−3.38𝑟1

𝑟1
− 𝛼1

2𝑟41

(︃
1−

5∑︁
𝑘=0

1

𝑘!

(︁ 𝑟1
0.16546

)︁𝑘
𝑒−

𝑟1
0.16546

)︃
(А.4)
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Рис. А.2. Сравнение КПЭ для состояния 𝐴2Π(𝜋3𝑝), полученных из потенциалов (2.3) и (А.4),

красная и голубая линия, соответственно.

Соответствующие КПЭ представлены на Рис. А.2. Они дают равновесные

межъядерные расстояния 𝑅 = 4.27 a.е. и 4.25 a.е. и глубину ямы 𝐷𝑒 = 472 см−1
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и 450 см−1 для (2.3) и (А.4), соответственно. Расхождение значений 𝐷𝑒 состав

ляет примерно 22 см−1, что дает оценку точности 𝑉He, 𝑒(𝑟1). Можно видеть,

что эти результаты для состояния 𝐴2Π(𝜋3𝑝) находятся в пределах экспери

менталььной погрешности [76] и соответствуют экспериментальному значению

𝐷𝑒 = 480±50 см−1 лучше, чем большая часть других теоретических работ (см.

Таблицу 2.2).

Чтобы проверить точность потенциала 𝑉Na+,𝑒 (3.4), в данной работе был

рассчитан спектр атома Na, заданный гамильтонианом 𝑇 + 𝑉Na+,𝑒 и сравнили

его с данными NIST (см. Таблицу А.2). Как можно видеть, точность 𝑉Na+,𝑒

превосходна (среднеквадратичное отклонение уровней энергии от эксперимента

составляет менее 5× 10−5 а.е. ≃ 10 см−1).

Потенциал 𝑉Na+,He,𝑒 (2.6) также вносит вклад в неточность расчетов, пото

му что, с одной стороны, функции обрезки (2.4) приближенно характеризуют

взаимодействия электронов, а с другой стороны, этот потенциал не включает в

себя более высокие мультипольные члены, такие как гиперполяризуемость и т.

д. Наши оценки показывают, что соответствующая погрешность составляет не

более 10 см−1.

Также имеет место неадиабатический вклад в энергию. Его можно систе

матически учесть, используя многоканальный метод квантового дефекта [108].

По нашей оценке для рассматриваемых невращательных состояний этот вклад

не превышает нескольких обратных сантиметров, также, как и поправки, свя

занные со спин-орбитальным взаимодействием.
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Таблица А.2. Сравнение рассчитанного спектра 𝑉Na+,𝑒(𝑟2) с данными NIST [121]

𝑛𝑙
Энергия состояния, а.е.

Настоящая работа NIST

3s -0.188860057 -0.188857595

3p -0.111520101 -0.1115604235

4s -0.071672772 -0.07157753

3d -0.055977803 -0.0559362555

4p -0.051021971 -0.050938305

5s -0.023154985 -0.0231317535

4d -0.031498673 -0.03144192325

4f -0.031251425 -0.03126799

5p -0.029244687 -0.0291962475

6s -0.015675379 -0.015661987

5d -0.020144549 -0.0201056905

5f -0.020001195 -0.02001052

6p -0.018948119 -0.0189201175

7s -0.011312381 -0.011304
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