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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè. Êàê èçâåñòíî, ëþáûå ïðîöåññû èëè

ÿâëåíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ íåêîòîðûìè ïàðàìåòðàìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì âî ìíîãèõ

îáëàñòÿõ âîçíèêàþò çàäà÷è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ. Íàïðèìåð, ïðîãíî-

çèðîâàíèå öåíû íà êàêîé-ëèáî ôèíàíñîâûé èíñòðóìåíò, ïðîãíîçèðîâàíèå ÷èñ-

ëà çàáîëåâøèõ îïðåäåëåííîé áîëåçíüþ, ïðîãíîçèðîâàíèå òåìïåðàòóðû âîçäóõà

èëè êîëè÷åñòâà îñàäêîâ è ò.ä. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî áëàãîäàðÿ ïðèìåíåíèþ

àâòîìàòè÷åñêèõ ñèñòåì, çàäà÷è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîãóò áûòü ýô-

ôåêòèâíî ðåøåíû áåç íåïîñðåäñòâåííîãî ó÷àñòèÿ ÷åëîâåêà. Àêòóàëüíîñòü òåìû

äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòüþ àâòîìàòè÷åñêî-

ãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé.

Èçâåñòíî, ÷òî èäåàëüíûé ïðîãíîçàòîð èìååò òðàíñöåíäåíòíóþ ïåðåäàòî÷-

íóþ ôóíêöèþ. Òàêèå ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûìè.

Ýòî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñíîâíóþ ïðîáëåìó ïðè àíàëèçå è ñèíòåçå ñèñòåì óïðàâ-

ëåíèÿ. Íàèáîëåå ïðîñòûì è ýôôåêòèâíûì ñïîñîáîì ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû

ìîæíî ñ÷èòàòü àïïðîêñèìàöèþ áåñêîíå÷íîìåðíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ñ ïî-

ìîùüþ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Âûáîð â êà÷åñòâå

àïïðîêñèìèðóþùèõ ìîäåëåé äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îáúÿñíÿåòñÿ òåì,

÷òî, âî-ïåðâûõ, âîïðîñû àïïðîêñèìàöèè äðîáíî-ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè â

êîìïëåêñíîé îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû â ìàòåìàòè÷åñêîé

ëèòåðàòóðå, âî-âòîðûõ, ïðèìåíåíèå äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé äàåò

âîçìîæíîñòü ðåøàòü çàäà÷è àíàëèçà è ñèíòåçà ñèñòåì óïðàâëåíèÿ áåñêîíå÷íî-

ìåðíûìè îáúåêòàìè ñ ïîìîùüþ õîðîøî ðàçâèòûõ ìåòîäîâ òåîðèè àâòîìàòè÷å-

ñêîãî óïðàâëåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííûìè îáúåêòàìè.

Íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè

èäåàëüíîãî ïðîãíîçàòîðà: ôîðñèðóþùèìè èëè èíåðöèîííûìè çâåíüÿìè íà îñ-

íîâå ñëåäñòâèÿ âòîðîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà [47], ðàçëîæåíèÿ ýêñïîíåíöè-

àëüíîé ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà è àïïðîêñèìàöèè Ïàäå. Íåäîñòàòêàìè ðàññìîò-

ðåííûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ: íåóñòîé÷èâîñòü

ïîëó÷åííûõ àïïðîêñèìàöèé, êàê â ñëó÷àå ñî ñëåäñòâèåì èç âòîðîãî çàìå÷àòåëü-

íîãî ïðåäåëà è àïïðîêñèìàöèåé Ïàäå; íåîñóùåñòâèìîñòü ðåàëèçàöèè èäåàëüíî-

ãî äèôôåðåíöèðóþùåãî çâåíà [25], êàê â ñëó÷àå ñ ðàçëîæåíèåì â ðÿä Òåéëîðà.

Ìåòîä àïïðîêñèìàöèè Ïàäå [7] îòìå÷àåòñÿ áîëåå âûñîêîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìî-

ñòè ê ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè è áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòüþ â ñðàâíåíèè ñ

4



ðàçëîæåíèåì â ðÿä Òåéëîðà.

Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû äèññåðòàöèè. Íåîáõîäèìîñòü â ïðî-

ãíîçèðîâàíèè ïðèâåëà ê ñîçäàíèþ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Ìåòî-

äû ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïî ñòåïåíè ôîðìàëèçàöèè ìîæíî ðàçäåëèòü íà èíòóèòèâ-

íûå è ôîðìàëèçîâàííûå. Ê èíòóèòèâíûì ìåòîäàì îòíîñÿòñÿ ìåòîäû èíäèâèäó-

àëüíûõ è êîëëåêòèâíûõ ýêñïåðòíûõ îöåíîê. Ôîðìàëèçîâàííûå ìåòîäû äåëÿòñÿ

íà ýêñòðàïîëÿöèîííûå, ñòðóêòóðíûå, ìàòåìàòè÷åñêèå, àññîöèàòèâíûå ìåòîäû,

à òàêæå ìåòîäû îïåðåæàþùåé èíôîðìàöèè. Ýêñòðàïîëÿöèîííûå è ìàòåìàòè-

÷åñêèå ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ïðîðàáîòàííûìè â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå.

Òðàäèöèîííûå ìåòîäû ïðîãíîçèðîâàíèÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ ðàññìàòðèâàëèñü

â ðàáîòàõ Ñ. Â. Àðæåíîñêîãî, Â. Í. Àôàíàñüåâà, Ã. Ì. Ãàìáàðîâà, Ò. À. Äóáðîâà,

Þ. Ï. Ëóêàøèíà è îñíîâàíû íà ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ è ñîñòîÿò â îïðåäå-

ëåíèè îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ âðåìåííîãî ðÿäà, âëèÿþùèõ íà äèíàìèêó ðÿäà,

è ïîñëåäóþùåé ýêñòðàïîëÿöèè ïî èçâåñòíûì ïðåäûäóùèì è òåêóùèì çíà÷å-

íèÿì. Ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè ïðèìåíèìû, â îñíîâíîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ êðàò-

êîñðî÷íûõ ïðîãíîçîâ. Âûäåëÿþò ñëåäóþùèå îñíîâíûå ãðóïïû ìåòîäîâ: ñãëà-

æèâàíèå (ñãëàæèâàíèå ïðîñòîé ñêîëüçÿùåé ñðåäíåé, âçâåøåííîé ñêîëüçÿùåé

ñðåäíåé, ýêñïîíåíöèàëüíîå ñãëàæèâàíèå è èõ ðàçíîâèäíîñòè); àíàëèòè÷åñêàÿ

îöåíêà íåñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé (àâòîêîððåëÿöèÿ óðîâíåé, ïðîãíîçèðîâàíèå

ïî ëèíèè òðåíäà, ïðîãíîçèðîâàíèå ïåðèîäè÷åñêîé êîìïîíåíòû); àâòîðåãðåññè-

îííûå ìîäåëè (AR, ARMA, ARIMA è äð.); àäàïòèâíûå ìîäåëè (ïîëèíîìèàëü-

íûå, ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèå); ìåòîäû ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñèñòåì âðåìåííûõ ðÿ-

äîâ (òðåíäîâàÿ ìîäåëü ñèñòåìû âðåìåííûõ ðÿäîâ, ñîâìåñòíàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ

ìîäåëü, ìîäåëü âåêòîðíîé àâòîðåãðåññèè).

Öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿ-

åòñÿ ïîñòðîåíèå îïåðåæàþùèõ èíäèêàòîðîâ äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà

ñèãíàëîâ. Îïåðåæàþùèå èíäèêàòîðû äîëæíû àâòîìàòè÷åñêè âû÷èñëÿòü ïðî-

ãíîç ïðîèçâîëüíîãî, çàðàíåå íåèçâåñòíîãî ñèãíàëà íà çàäàííîå âðåìÿ óïðåæäå-

íèÿ. Ïîñòðîåííûå èíäèêàòîðû äîëæíû áûòü ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìûìè è îáëà-

äàòü óñòîé÷èâîñòüþ. Êðîìå òîãî, îïåðåæàþùèå èíäèêàòîðû äîëæíû äîïóñêàòü

ïðîñòóþ òåõíè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è.

1) Â êëàññå óñòîé÷èâûõ ïðàâèëüíûõ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ïîëó÷èòü

àïïðîêñèìàöèþ èäåàëüíîãî óïðåäèòåëÿ.

2) Íà îñíîâå àïïðîêñèìàöèè èäåàëüíîãî óïðåäèòåëÿ ñèíòåçèðîâàòü àâòîìàòè-
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÷åñêîå óñòðîéñòâî ïðîãíîçèðîâàíèÿ (ïðîãíîçàòîð).

3) Èññëåäîâàòü òî÷íîñòü ïðîãíîçèðîâàíèÿ äëÿ çàäàííûõ êëàññîâ ñèãíàëîâ.

4) Ðàçðàáîòàòü ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îïåðåæàþùèõ èíäèêàòîðîâ ñ ïîìîùüþ ñèí-

òåçèðîâàííûõ ïðîãíîçàòîðîâ.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ. Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìå-

òîäîâ è àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îáðàáîòêè èíôîðìàöèè è àâòîìàòè÷åñêîãî

ïðîãíîçèðîâàíèÿ çàäàííîãî êëàññà ñèãíàëîâ.

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ. Àâòîìàòè÷åñêèå ïðîãíîçàòîðû, îáåñïå÷èâàþùèå

ïðîãíîç íåêîòîðîãî êëàññà ñèãíàëîâ ïðè çàäàííîì âðåìåíè óïðåæäåíèÿ.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå ñèñòåìàòè÷åñêè èñ-

ïîëüçóþòñÿ ïîíÿòèÿ è ìåòîäû òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé, òåîðèè óñòîé÷èâîñòè, ëèíåéíîé àëãåáðû, ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, òåî-

ðèè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ, òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé äåéñòâèòåëü-

íîãî ïåðåìåííîãî.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ñðåäè ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòîâ îòìåòèì

ñëåäóþùèå:

1) Â êëàññå óñòîé÷èâûõ ïðàâèëüíûõ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ïîëó÷åíû

àïïðîêñèìàöèè èäåàëüíîãî óïðåäèòåëÿ;

2) Âïåðâûå ðàçðàáîòàíû ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ àâòîìàòè÷åñêèõ ïðîãíîçàòîðîâ

- ðåàëüíîãî è ìîäàëüíîãî ïðîãíîçàòîðîâ;

3) Èññëåäîâàíà òî÷íîñòü ïîñòðîåííûõ ïðîãíîçàòîðîâ è ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ çà-

äàííîãî êëàññà ñèãíàëîâ ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà ëþáàÿ, íàïåðåä çàäàííàÿ,

òî÷íîñòü ïðîãíîçèðîâàíèÿ çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ ïîðÿäêà ïðîãíîçàòîðà;

4) Íà îñíîâå ñèíòåçèðîâàííûõ ðåàëüíîãî è ìîäàëüíîãî ïðîãíîçàòîðîâ ðàçðà-

áîòàíû ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ îïåðåæàþùèõ èíäèêàòîðîâ.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòÿì èññëåäîâàíèÿ ñïåöèàëüíîñòè

2.3.1 Ñèñòåìíûé àíàëèç, óïðàâëåíèå è îáðàáîòêà èíôîðìàöèè, ñòàòèñòèêà (ôèçè-

êî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè).

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèñ-

ñåðòàöèè èìåþò òåîðåòè÷åñêîå è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå, òàê êàê ðàçðàáîòàí-

íûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ïðîãíîçàòîðîâ è îïåðåæàþùèõ èíäèêàòîðîâ øèðîêîãî
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êëàññà ñèãíàëîâ ïîçâîëÿþò ðåøàòü àêòóàëüíûå çàäà÷è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïàðà-

ìåòðîâ ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ, à òàêæå äàþò âîçìîæíîñòü ñèíòåçèðîâàòü âûñî-

êîêà÷åñòâåííûå àâòîìàòè÷åñêèå ñèñòåìû.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ è ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1) Â êëàññå óñòîé÷èâûõ ïðàâèëüíûõ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ïîëó÷åíû

àïïðîêñèìàöèè èäåàëüíîãî óïðåäèòåëÿ.

2) Ðàçðàáîòàíû ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ àâòîìàòè÷åñêèõ ïðîãíîçàòîðîâ.

3) Çàäàííàÿ òî÷íîñòü ïðîãíîçèðîâàíèÿ äëÿ îïðåäåëåííîãî êëàññà âõîäíûõ

ñèãíàëîâ ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíà çà ñ÷åò âûáîðà ïîðÿäêà è ïàðàìåòðîâ ïðî-

ãíîçàòîðà.

4) Ìîäàëüíûé ïðîãíîçàòîð ïðè îïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòàõ ÿâëÿåòñÿ äèô-

ôåðåíöèðóþùèì íàáëþäàòåëåì.

5) Ðàçðàáîòàíû ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ îïåðåæàþùèõ èíäèêàòîðîâ.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòà-

òîâ ñëåäóåò èç ïðèìåíåíèÿ ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è èçâåñòíûõ òåî-

ðåòè÷åñêèõ îöåíîê ïîãðåøíîñòåé ÷èñëåííûõ ðåøåíèé è íà îñíîâàíèè âû÷èñëè-

òåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ ñðàâíåíè-

åì ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ìàòåðèàëû ïî âñåì ðàçäåëàì äèññåðòàöè-

îííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

1) L ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Âîïðîñû òåõíè÷å-

ñêèõ è ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê â ñâåòå ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé¿

(ã. Íîâîñèáèðñê, 2022 ã.)

2) XVII ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ýêîíîìè÷åñêîå

ïðîãíîçèðîâàíèå: ìîäåëè è ìåòîäû¿ (ã. Âîðîíåæ, 2022 ã.)

3) II ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå òåõ-

íîëîãèè: òåíäåíöèè è ïåðñïåêòèâû ðàçâèòèÿ¿ (ã. Ïåòðîçàâîäñê, 2021 ã.)

4) X ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Îáùåñòâî è ýêîíî-

ìè÷åñêàÿ ìûñëü â XXI â.: ïóòè ðàçâèòèÿ è èííîâàöèè¿ (ã. Âîðîíåæ, 2022

ã.)
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5) XXIII Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Èíôîðìàòèêà:

ïðîáëåìû, ìåòîäû, òåõíîëîãèè¿ (ã. Âîðîíåæ, 2023 ã.)

Ïóáëèêàöèè Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 11 ðàáîò [26, 27, 28, 29,

30, 31, 32, 33, 35, 71, 72], â òîì ÷èñëå â èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ � 3, è

1 � â èçäàíèÿõ, èíäåêñèðóåìûõ â Scopus (Q2).

Ëè÷íûé âêëàä. Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå è ïðîâåäå-

íèè òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, à òàêæå àíàëèçå ïîëó-

÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè, ïîëó÷åíû ïðè

íåïîñðåäñòâåííîì ó÷àñòèè àâòîðà íà ýòàïàõ ïîñòàíîâêè çàäà÷ è ðàçðàáîòêè ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ èõ ðåøåíèÿ, îáðàáîòêè ïîëó÷åí-

íûõ äàííûõ. Ïîäãîòîâêà ê ïóáëèêàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðîâîäèëàñü

àâòîðîì êàê ñàìîñòîÿòåëüíî, òàê è â ñîàâòîðñòâå, ïðè÷åì âêëàä äèññåðòàíòà

áûë îïðåäåëÿþùèì. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ è îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðîâîäèëèñü

ñîâìåñòíî ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì.

Ñòðóêòóðà è ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò: ââåäå-

íèå, òðè ãëàâû, çàêëþ÷åíèå, ñïèñîê îáîçíà÷åíèé, ñïèñîê ëèòåðàòóðû. Â êîíöå

êàæäîé ãëàâû ïðèâåäåíû âûâîäû ïî ãëàâå. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 117 ñòðà-

íèöàõ îñíîâíîãî òåêñòà, ñîäåðæèò 2 òàáëèöû, 64 ðèñóíêà, ñïèñîê ëèòåðàòóðû

èç 119 íàèìåíîâàíèé.

Êðàòêî îïèøåì ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, ñôîðìóëèðîâàíû

öåëè, çàäà÷è, ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè. Êðàòêî

èçëîæåíî ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàç-

ëè÷íûõ ïðîöåññîâ, ïðèâîäÿòñÿ èñòîðèêî�áèáëèîãðàôè÷åñêèå ñïðàâêè, ññûëêè

íà îñíîâíûå ðàáîòû. Ñòàâèòñÿ èññëåäîâàòåëüñêàÿ çàäà÷à.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû àïïðîêñèìàöèè èäåàëüíîãî óïðå-

äèòåëÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè. Ïðèâîäÿòñÿ ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ðå-

àëèçóåìûõ ïðîãíîçàòîðîâ.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ îïåðåæàþùèõ èíäèêàòîðîâ ñ ïîìîùüþ

àâòîìàòè÷åñêèõ ïðîãíîçàòîðîâ.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.
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Ãë à â à 1

ÏÐÎÁËÅÌÀ ÏÐÎÃÍÎÇÈÐÎÂÀÍÈß ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ

ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ

1.1. Ñîâðåìåííûå ìåòîäû ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññîâ

Êàê èçâåñòíî, ëþáûå ïðîöåññû èëè ÿâëåíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ íåêîòîðûìè

ïàðàìåòðàìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ âîçíèêàþò çàäà÷è ïðîãíî-

çèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ: ïðîãíîçèðîâàíèå öåíû íà êàêîé-ëèáî ôèíàíñîâûé èí-

ñòðóìåíò, ïðîãíîçèðîâàíèå ÷èñëà çàáîëåâøèõ îïðåäåëåííîé áîëåçíüþ, ïðîãíî-

çèðîâàíèå òåìïåðàòóðû âîçäóõà èëè êîëè÷åñòâà îñàäêîâ è ò.ä. Íåîáõîäèìîñòü

â ïðîãíîçèðîâàíèè ïðèâåëà ê ñîçäàíèþ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ïðîãíîçèðîâàíèÿ.

Ñîãëàñíî [66] íàñ÷èòûâàåòñÿ ñâûøå 100 ìåòîäîâ ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Ñóùåñòâóåò

áîëüøîå êîëè÷åñòâî êëàññèôèêàöèîííûõ ñõåì ìåòîäîâ ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Îäíà

èç íèõ, ïðåäëàãàåìàÿ â [11, 66], ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1. Ðàññìîòðèì íàèáîëåå

ðàñïðîñòðàíåííûå ìåòîäû.

Ìåòîäû ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïî ñòåïåíè ôîðìàëèçàöèè ìîæíî ðàçäåëèòü íà

èíòóèòèâíûå è ôîðìàëèçîâàííûå [11, 66]. Ê èíòóèòèâíûì ìåòîäàì îòíîñÿòñÿ

ìåòîäû èíäèâèäóàëüíûõ è êîëëåêòèâíûõ ýêñïåðòíûõ îöåíîê. Êàê îòìå÷àåòñÿ â

[9], ýòè ìåòîäû ïðèìåíÿþòñÿ òîãäà, êîãäà îáúåêò ïðîãíîçèðîâàíèÿ ëèáî ñëèø-

êîì ïðîñò, ëèáî íàñòîëüêî ñëîæåí, ÷òî àíàëèòè÷åñêè ó÷åñòü âëèÿíèå ìíîãèõ

ôàêòîðîâ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Ôîðìàëèçîâàííûå ìåòîäû äåëÿòñÿ íà: ýêñ-

òðàïîëÿöèîííûå, ñèñòåìíî-ñòðóêòóðíûå, ìàòåìàòè÷åñêèå, àññîöèàòèâíûå ìåòî-

äû, à òàêæå ìåòîäû îïåðåæàþùåé èíôîðìàöèè. Ýêñòðàïîëÿöèîííûå è ìàòåìà-

òè÷åñêèå ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ïðîðàáîòàííûìè â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå.

Ýêñòðàïîëÿöèîííûå ìåòîäû îñíîâûâàþòñÿ íà àíàëèçå âðåìåííûõ ðÿäîâ è äå-

ëÿòñÿ íà òðàäèöèîííûå ìåòîäû, ìåòîäû íà îñíîâå íå÷åòêîé ëîãèêè è ìåòîäû

íà îñíîâå íåéðîííûõ ñåòåé [57, 110].

Òðàäèöèîííûå ìåòîäû ïðîãíîçèðîâàíèÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ [3, 4, 9, 14, 17,

22, 42, 43, 51, 52, 58, 75, 90, 85, 86, 108, 115] îñíîâàíû íà ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäå-

ëÿõ è ñîñòîÿò â îïðåäåëåíèè îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ âðåìåííîãî ðÿäà, âëèÿþùèõ

íà äèíàìèêó ðÿäà, è ïîñëåäóþùåé ýêñòðàïîëÿöèè ïî èçâåñòíûì ïðåäûäóùèì

è òåêóùèì çíà÷åíèÿì. Ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè ïðèìåíèìû, â îñíîâíîì, äëÿ

ïîëó÷åíèÿ êðàòêîñðî÷íûõ ïðîãíîçîâ. Âûäåëÿþò ñëåäóþùèå îñíîâíûå ãðóïïû

ìåòîäîâ:
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Ðèñ. 1. Ñõåìà êëàññèôèêàöèè ìåòîäîâ ïðîãíîçèðîâàíèÿ

10



� ñãëàæèâàíèå (ñãëàæèâàíèå ïðîñòîé ñêîëüçÿùåé ñðåäíåé, âçâåøåííîé ñêîëü-

çÿùåé ñðåäíåé, ýêñïîíåíöèàëüíîå ñãëàæèâàíèå è èõ ðàçíîâèäíîñòè) [9, 104];

� àíàëèòè÷åñêàÿ îöåíêà íåñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé [79, 86, 115] (àâòîêîððå-

ëÿöèÿ óðîâíåé [46], ïðîãíîçèðîâàíèå ïî ëèíèè òðåíäà [99, 116, 119], ïðîãíî-

çèðîâàíèå ïåðèîäè÷åñêîé êîìïîíåíòû [3]);

� àâòîðåãðåññèîííûå ìîäåëè (AR, ARMA, ARIMA è äð.) [69, 83, 110];

� àäàïòèâíûå ìîäåëè (ïîëèíîìèàëüíûå, ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèå) [46, 51];

� ìåòîäû ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñèñòåì âðåìåííûõ ðÿäîâ (òðåíäîâàÿ ìîäåëü ñèñòå-

ìû âðåìåííûõ ðÿäîâ, ñîâìåñòíàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ìîäåëü, ìîäåëü âåêòîðíîé

àâòîðåãðåññèè) [46].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ ìåòîäû ïðîãíîçèðîâàíèÿ âðåìåí-

íûõ ðÿäîâ, îñíîâàííûå íà ìåòîäàõ íå÷åòêîé ëîãèêè [40, 100, 82, 109] è íà ìà-

øèííîì îáó÷åíèè [86, 89, 92, 96, 106, 107, 112, 115, 117]. Ïðè ýòîì ñïîñîáû

ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ îñíîâàíû áîëüøåé ÷àñòüþ íà ïðèìåíåíèè èñêóññòâåííûõ

íåéðîííûõ ñåòåé [5, 34, 37, 38, 44, 59, 62, 74, 91, 93, 94, 95, 97, 98, 101, 102, 103,

107, 111, 113, 114, 118].

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ê ôîðìàëèçîâàííûì ìåòîäàì ïðîãíîçà îòíîñÿò è ìà-

òåìàòè÷åñêèå ìåòîäû. Â ÷àñòíîñòè, îäèí èç ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ïðîãíî-

çèðîâàíèÿ îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñîîòâåòñòâóþùèõ

ÿâëåíèé èëè ïðîöåññîâ. Íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ôèçè-

÷åñêèõ ïðîöåññîâ â àòìîñôåðå è îêåàíå áûëè ðàçðàáîòàíû ãèäðîäèíàìè÷åñêèå

ìåòîäû ïðîãíîçà ïîãîäû [8, 56]. Îäíàêî òàêîé ïîäõîä òðåáóåò îïèñàíèÿ ñëîæ-

íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, à òàêæå çíàíèÿ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ

ðàññìàòðèâàåìîå ÿâëåíèå èëè ïðîöåññ. Ýòè òðóäíîñòè ñóùåñòâåííî îãðàíè÷è-

âàþò ïðèìåíåíèå îïèñûâàåìîãî ïîäõîäà.

Ïðè íàõîæäåíèè ïðîãíîçà íåêîòîðîãî ñèãíàëà f(t) íà âðåìÿ τ > 0 ñóùå-

ñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò èìåòü âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîãíîçà ∆t. Åñëè ∆t > τ ,

òî ïîëó÷åííûé ïðîãíîç íå èìååò ñìûñëà. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè

íàäî ñòðåìèòüñÿ ê âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ∆t≪ τ . Â ýòîì ñëó÷àå áóäåò çàïàñ âðå-

ìåíè äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Íàïðèìåð, ïîñòðîåíèå àâòîìàòè÷åñêîé òîðãîâîé

ñèñòåìû (òîðãîâîãî ðîáîòà) äëÿ òîðãîâëè íà áèðæå ôèíàíñîâûìè èíñòðóìåí-

òàìè (àêöèÿìè, ôüþ÷åðñàìè, âàëþòàìè è ò.ä.) ïî ïðîãíîçèðóåìîìó çíà÷åíèþ

öåíû èíñòðóìåíòà òðåáóåò îöåíêè äîõîäíîñòè è ðèñêà ñäåëêè, ðàçìåðà òîðãî-

âîé ïîçèöèè, îöåíêè âðåìåíè è óðîâíÿ âõîæäåíèÿ â ñäåëêó. Ïîýòîìó çàïàñ ïî
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âðåìåíè ïðè ïîëó÷åíèè ïðîãíîçà ìîæåò äàòü ñóùåñòâåííûå ïðåèìóùåñòâà, îñî-

áåííî ïðè òîðãîâëå íà ìàëûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè. Åñëè æå â ñèëó êàêèõ-ëèáî

ïðè÷èí (ñëîæíîñòè ïðèìåíÿåìîé ìîäåëè, áîëüøîãî îáú¼ìà âû÷èñëåíèé è ò.ä.)

âðåìÿ∆t âû÷èñëåíèÿ ïðîãíîçà óìåíüøèòü íåëüçÿ, òî ñëåäóåò ëèáî óâåëè÷èâàòü

äëèòåëüíîñòü ïðîãíîçà τ > 0, ëèáî óìåíüøàòü òî÷íîñòü ïðîãíîçà (íàïðèìåð,

çà ñ÷¼ò óïðîùåíèÿ ïðèìåíÿåìîé ìîäåëè). Ïðîèëëþñòðèðóåì òàêîé ïîäõîä íà

ïðèìåðå ïðîãíîçà ïîãîäû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññèôèêàöèåé ìåòîäîâ ïðîãíîçè-

ðîâàíèÿ ïîãîäû Âñåìèðíîé ìåòåîðîëîãè÷åñêîé îðãàíèçàöèè ïðîãíîçû äåëÿòñÿ

ïî çàáëàãîâðåìåííîñòè ïåðèîäà íà [16]:

� Ïðîãíîç òåêóùåé ïîãîäû (íàóêàñòèíã) � îïèñàíèå òåêóùåé ïîãîäû è ïðî-

ãíîç ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà ñðîê îò 0 äî 2 ÷àñîâ (ñðåäíÿÿ òî÷-

íîñòü âûøå 95%);

� Câåðõêðàòêîñðî÷íûå (ÑÊÏÏ) � ïðîãíîç ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà

ïåðèîä äî 12 ÷àñîâ (ñðåäíÿÿ òî÷íîñòü 95-96%);

� Êðàòêîñðî÷íûå (ÊÏÏ) � ïðîãíîç ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà ïåðèîä

îò 12 äî 36 ÷àñîâ (3 ñóò.) 12-36 ÷àñîâ (ñðåäíÿÿ òî÷íîñòü 85-95%);

� Ñðåäíåñðî÷íûå (ÑÏÏ) � ïðîãíîç ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà ïåðèîä

îò 36 ÷àñîâ äî 10 ñóòîê (ñðåäíÿÿ òî÷íîñòü 65-90%);

� Äîëãîñðî÷íûå (ÄÏÏ) � ïðîãíîç îò 10 ñóòîê äî 3-õ ìåñÿöåâ (ñðåäíÿÿ òî÷-

íîñòü 60-65%);

� Ñâåðõäîëãîñðî÷íûå (ÑÄÏÏ) � ïðîãíîç áîëåå ÷åì 3 ìåñÿöà (ñðåäíÿÿ òî÷-

íîñòü îêîëî 50%).

Íàóêàñòèíã è ñâåðõêðàòêîñðî÷íûå ïðîãíîçû ïîãîäû î÷åíü âàæíû è îáû÷íî èñ-

ïîëüçóþòñÿ â àýðîïîðòàõ, ìîðñêèõ ïîðòàõ, êîñìîäðîìàõ, òàê êàê âíåçàïíûå

ïîðûâû âåòðà, ðåçêîå óõóäøåíèå âèäèìîñòè èç-çà òóìàíà èëè îñàäêîâ ìîãóò

ïðèâåñòè ê êàòàñòðîôè÷åñêèì ïîñëåäñòâèÿì, áîëüøèì ôèíàíñîâûì ïîòåðÿì. Â

òî æå âðåìÿ ÷àñòîòà ñîñòàâëåíèÿ òàêèõ ïðîãíîçîâ âûøå: ñðåäíåñðî÷íûå ðàñ-

ñ÷èòûâàþòñÿ ïî ïðîãíîñòè÷åñêèì ìîäåëÿì 2�4 ðàçà â ñóòêè, íàóêàñòèíã � ýòî

íåïðåðûâíûé ïðîöåññ, êîòîðûé òðåáóåò áîëüøèõ òåõíè÷åñêèõ ðåñóðñîâ. Ïðè

ýòîì äîïóñòèìîå âðåìÿ íà ðàñ÷¼ò òàêîãî ïðîãíîçà â íåñêîëüêî ðàç ìåíüøå: åñëè

îíî ïðåâûøàåò 20 ìèíóò, òî ïðîãíîç íå ïîäõîäèò äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçî-

âàíèÿ. Ïîýòîìó ÷àñòî ñîñòàâëÿåòñÿ ïðîãíîç íå âñåõ ïàðàìåòðîâ, à òîëüêî 1�2

(íàïðèìåð, ïîðûâû âåòðà è òóìàí, èëè ïîðûâû âåòðà è ãðîçà).
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Â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ íåðåäêî âîçíèêàþò ñèòóàöèè, êîãäà ìàòåìà-

òè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, îñíîâàííîå íà èñïîëüçîâàíèè òî÷íûõ çàêîíîâ, îêà-

çûâàåòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì, íî â ðàñïîðÿæåíèè èññëåäîâàòåëåé ïîÿâëÿåòñÿ ðå-

çóëüòàò íàáëþäåíèé ïàðàìåòðîâ èññëåäóåìîãî ïðîöåññà èëè ÿâëåíèÿ. Â ýòèõ

ñëó÷àÿõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ìåòîäû,

îñíîâàííûå íà àíàëèçå íàáëþäàåìûõ ïàðàìåòðîâ. Ïîìèìî âûøåïåðå÷èñëåííûõ

ïîäõîäîâ, ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ìåòîäû ïðîãíîçèðîâàíèÿ [10, 36, 41, 64]:

1) Ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ëèíåéíîé ðàçäåëèìîñòè;

2) Ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ÿäåðíûõ îöåíêàõ;

3) Êîìáèíàòîðíî-ëîãè÷åñêèå ìåòîäû è àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ îöåíîê;

4) Àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû;

5) Ðåøàþùèå èëè ðåãðåññèîííûå äåðåâüÿ è ëåñà;

6) Ìåòîäû, îñíîâàííûå íà îïîðíûõ âåêòîðàõ.

Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìåòîäîâ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñòàâèò ïåðåä ñïåöèàëèñòàìè

çàäà÷ó âûáîðà ìåòîäîâ, êîòîðûå äàâàëè áû àäåêâàòíûå ïðîãíîçû äëÿ èçó÷àå-

ìûõ ïðîöåññîâ èëè ñèñòåì [12, 66]. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàçðàáàòûâàþòñÿ àëãîðèòìû

âûáîðà ìåòîäîâ äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ [23]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îïèñàííûå

âûøå ìåòîäû ïðîãíîçèðîâàíèÿ äîïóñêàþò àâòîìàòèçàöèþ [39]. Àâòîìàòèçàöèÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîãíîçèðîâàíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûìè âû÷èñëèòåëü-

íûìè óñòðîéñòâàìè � ýêñòðàïîëÿòîðàìè (ïðîãíîçàòîðàìè). Åñëè íà âõîä òàêî-

ãî óñòðîéñòâà ïîäàòü íåêîòîðûé ñèãíàë, òî íà âûõîäå ïîëó÷èòñÿ óïðåæäåííîå

çíà÷åíèå ýòîãî ñèãíàëà. Ïðè ýòîì è âõîäíîé, è âûõîäíîé ñèãíàëû ìîãóò áûòü

êàê íåïðåðûâíûìè, òàê è äèñêðåòíûìè [39]. Â òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâ-

ëåíèÿ áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ çàäà÷àì óïðåæäåíèÿ: äëÿ îáúåêòîâ ñ çà-

ïàçäûâàíèåì ïðèìåíÿþòñÿ óïðåäèòåëè Ñìèòà è Ðåñâèêà [19, 81], ïðåäëàãàþòñÿ

ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ äèôôåðåíöèðóþùèõ è ôîðñèðóþùèõ ýëåìåíòîâ [50]. Îäíà-

êî ïîñòðîåíèå àâòîìàòè÷åñêèõ ïðîãíîçàòîðîâ ñâÿçàíî ñ ðÿäîì ïðèíöèïèàëüíûõ

òðóäíîñòåé, ïîäðîáíûé àíàëèç êîòîðûõ áóäåò ïðîâåäåí â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

1.2. Ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ïðîãíîçàòîðîâ

Äëÿ ñèãíàëà f(t) ïðîãíîçîì (óïðåæäåíèåì) íà âðåìÿ τ > 0 ÿâëÿåòñÿ ñèãíàë

f(t+ τ) (ñì. ðèñ. 2).
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Ðèñ. 2. Ñèãíàë f(t) è f(t+ τ)

Îïð å ä å ë å í è å 1.1. Ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà (èçîáðàæåíèåì ïî Ëàïëàñó)

ôóíêöèè f(t) âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé t íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ F (p) êîìïëåêñ-

íîé ïåðåìåííîé p = σ + iω, j =
√
−1, σ, ω ∈ R, òàêàÿ, ÷òî:

F (p) =

∞∫
0

e−ptf(t) dt. (1.1)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ëàïëàñà. Ôóíêöèþ f(t)

íàçûâàþò îðèãèíàëîì â ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëàñà, à ôóíêöèþ F (p) íàçûâàþò

èçîáðàæåíèåì ïî Ëàïëàñó ôóíêöèè f(t). Â äàëüíåéøåì ñâÿçü ìåæäó îðèãè-

íàëîì è èçîáðàæåíèåì áóäåì îáîçíà÷àòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: f(t) ≑ F (p),

ïðè÷eì èçîáðàæåíèå áóäåì çàïèñûâàòü ñ çàãëàâíîé áóêâû.

Íàéäåì èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó ñèãíàëà f(t + τ). Òàê êàê äëÿ f(t + τ)

äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ îðèãèíàëîâ [55], òî ïîòðåáóåì, ÷òîáû f(t+τ) = 0

äëÿ ∀ t < 0. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ f(t) = 0

äëÿ ∀ t < τ . Òîãäà, îáîçíà÷àÿ

G(p) ≑ f(t+ τ)

è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó çàïàçäûâàíèÿ [49], ïîëó÷àåì

f(t) = f(t+ τ − τ) ≑ F (p) = G(p)e−τp.

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

f(t+ τ) ≑ G(p) = eτpF (p). (1.2)
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Ñîîòíîøåíèå (1.2) ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãèì ñïîñîáîì. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî f(t)

ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé â òî÷êå t, ðàññìîòðèì ðàç-

ëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè f(t+ τ) â òî÷êå t:

f(t+ τ) = f(t) +
τ

1!
ḟ(t) +

τ 2

2!
f̈(t) + . . .+

τn

n!
f (n)(t) + . . . . (1.3)

Ïðèìåíÿÿ ê ðàçëîæåíèþ (1.3) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îðèãèíàëà [55] ïðè íóëåâûõ çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè f(t) è âñåõ

åå ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå t = 0, íàõîäèì

f(t+ τ) ≑ F (p) +
τ

1!
pF (p) +

τ 2

2!
p2F (p) + . . .+

τn

n!
pnF (p) + . . . .

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè eτp â ðÿä Òåéëîðà

eτp = 1 +
τ

1!
p+

τ 2

2!
p2 + . . .+

τn

n!
pn + . . . , (1.4)

ñðàçó ïîëó÷àåì ôîðìóëó (1.2).

Îïð å ä å ë å í è å 1.2. Ïóñòü u(t) � âõîäíîé ñèãíàë ñèñòåìû, à y(t) � âû-

õîäíîé ñèãíàë ñèñòåìû. Òîãäà ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé W (s) òàêîé ñèñòåìû

íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ:

W (p) =
Y (p)

U(p)
, (1.5)

ãäå p = σ + jω � îïåðàòîð ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè â ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëàñà,

j =
√
−1, σ, ω ∈ R; U(p) è Y (p) � ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ñèãíàëîâ u(t)

è y(t) ñîîòâåòñòâåííî:

U(p) =

+∞∫
0

u(t)e−pt dt ≑ u(t), Y (p) =

+∞∫
0

y(t)e−pt dt ≑ y(t). (1.6)

Êàê èçâåñòíî, ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ëèíåéíîãî ñòàöèîíàðíîãî îáúåêòà äà-

åò ïîëíîå îïèñàíèå äàííîãî îáúåêòà [25]. Âñå äðóãèå âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè

îáúåêòà ïîëó÷àþòñÿ èç ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè. Èç (1.2) ñëåäóåò, ÷òî óñòðîéñòâî,

îñóùåñòâëÿþùåå ïðîãíîç (óïðåæäåíèåì) íà âðåìÿ τ > 0, èìååò ïåðåäàòî÷íóþ

ôóíêöèþ

Ψ(p) = eτp , τ > 0, p ∈ C. (1.7)

Â äàëüíåéøåì óñòðîéñòâî, îñóùåñòâëÿþùåå ïðîãíîç (óïðåæäåíèå) ïðîèçâîëü-

íîãî ñèãíàëà íà âðåìÿ τ > 0 è èìåþùåå ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ (1.7), áóäåì
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íàçûâàòü èäåàëüíûì ïðîãíîçàòîðîì (óïðåäèòåëåì) äëÿ óïðåæäåíèÿ íà âðåìÿ

τ .

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî èäåàëüíûé ïðîãíîçàòîð èìååò òðàíñöåíäåíòíóþ ïå-

ðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ. Òàêèå ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íîìåð-

íûìè, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñíîâíóþ ïðîáëåìó ïðè àíàëèçå è ñèíòåçå ñè-

ñòåì óïðàâëåíèÿ îáúåêòàìè ñ òðàíñöåíäåíòíûìè ïåðåäàòî÷íûìè ôóíêöèÿìè.

Íàèáîëåå ïðîñòûì è ýôôåêòèâíûì ñïîñîáîì ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ìîæíî

ñ÷èòàòü àïïðîêñèìàöèþ áåñêîíå÷íîìåðíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ

äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Âûáîð â êà÷åñòâå àïïðîê-

ñèìèðóþùèõ ìîäåëåé äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî,

âî-ïåðâûõ, âîïðîñû àïïðîêñèìàöèè äðîáíî-ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè â êîì-

ïëåêñíîé îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòå-

ðàòóðå, âî-âòîðûõ, ïðèìåíåíèå äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé äàåò âîç-

ìîæíîñòü ðåøàòü çàäà÷è àíàëèçà è ñèíòåçà ñèñòåì óïðàâëåíèÿ áåñêîíå÷íîìåð-

íûìè îáúåêòàìè ñ ïîìîùüþ õîðîøî ðàçâèòûõ ìåòîäîâ òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî

óïðàâëåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííûìè îáúåêòàìè.

Òàê êàê íåïîñðåäñòâåííàÿ ðåàëèçàöèÿ èäåàëüíîãî ïðîãíîçàòîðà íåîñóùå-

ñòâèìà, òî ðàññìîòðèì ñïîñîáû àïïðîêñèìàöèè ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåäàòî÷íîé

ôóíêöèè (1.7). Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì èç âòîðîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà

[47]. Èìååì

eτp = lim
N→∞

(
1 +

τp

N

)N
. (1.8)

Îáîçíà÷èì

ΨL,N(p) =
(
1 +

τp

N

)N
. (1.9)

Íà ðèñ. 3�5 èçîáðàæåíû ñîîòâåòñòâåííî ÀÔ×Õ, À×Õ è ÀÔÕ ôóíêöèé eτp è

ΨL,N(p) ïðè τ = 1 è N = 2, N = 4.

Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì àïïðîêñèìàöèè (1.9) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ðåàëè-

çàöèè èäåàëüíîãî ôîðñèðóþùåãî çâåíàW (p) = 1+
τ

N
p, à çíà÷èò íåîáõîäèìîñòü

ðåàëèçàöèè èäåàëüíîãî äèôôåðåíöèðóþùåãî çâåíà ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé

W (p) = p, ÷òî, êàê èçâåñòíî, íåîñóùåñòâèìî [25].

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ðàâåíñòâîì (1.7) è òîæäåñòâîì

eτp =
1

e−τp
.

Ïîëó÷àåì

eτp =
1

lim
N→∞

(
1− τp

N

)N = lim
N→∞

1(
1− τp

N

)N .
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Ðèñ. 3. ÀÔ×Õ ôóíêöèé ep è ΨL,N(p)

Ðèñ. 4. À×Õ ôóíêöèé ep è ΨL,N(p)

Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

ΨL−,N(p) =
1(

1− τp

N

)N . (1.10)

Íà ðèñ. 6�8 èçîáðàæåíû ñîîòâåòñòâåííî ÀÔ×Õ, À×Õ è ÀÔÕ ôóíêöèé eτp

è ΨL−,N(p) ïðè τ = 1 è N = 2, N = 4. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñ. 9 èçîáðàæåíû

ñîîòâåòñòâåííî ÀÔ×Õ ôóíêöèé eτp, ΨL,4(p) è ΨL−,4(p) ïðè τ = 1.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ðåàëèçóåìóþ àïïðîêñè-
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Ðèñ. 5. ÀÔÕ ôóíêöèé ep è ΨL,N(p)

Ðèñ. 6. ÀÔ×Õ ôóíêöèé ep è ΨL−,N(p)

ìàöèþ (1.10) äëÿ eτp. Îäíàêî àïïðîêñèìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ΨL−,N(p) ïðè êàæ-

äîìN èìååò ïðàâûé ïîëþñ p =
N

τ
ïîðÿäêàN è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé.

Äàëåå ðàññìîòðèì àïïðîêñèìàöèþ ýêñïîíåíòû eτp, îñíîâàííóþ íà ðàçëîæå-

íèè ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà (1.4). Ïåðåïèøåì ôîðìóëó (1.4)

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

eτp =
∞∑
k=0

τ k

k!
pk = lim

N→∞

N∑
k=0

τ k

k!
pk
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Ðèñ. 7. À×Õ ôóíêöèé ep è ΨL−,N(p)

Ðèñ. 8. ÀÔÕ ôóíêöèé ep è ΨL−,N(p)

è îáîçíà÷èì

ΨT,N(p) =
N∑
k=0

τ k

k!
pk . (1.11)

Íà ðèñ. 10�12 èçîáðàæåíû ñîîòâåòñòâåííî ÀÔ×Õ, À×Õ è ÀÔÕ ôóíêöèé eτp

è ΨT,N(p) ïðè τ = 1 è N = 2, N = 4. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñ. 13 èçîáðàæåíû

ñîîòâåòñòâåííî ÀÔ×Õ ôóíêöèé eτp, ΨL,4(p) è ΨT,4(p) ïðè τ = 1.

Íåñìîòðÿ íà áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè eτp ôóíê-

öèåé ΨT,N(p) ïî ñðàâíåíèþ ñ àïïðîêñèìàöèåé ôóíêöèåé ΨL,N(p) (ïðè îäíîì è
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Ðèñ. 9. ÀÔ×Õ ôóíêöèé ep, ΨL,4(p) è ΨL−,4(p)

Ðèñ. 10. ÀÔ×Õ ôóíêöèé ep è ΨT,N(p)

òîì æå N), òàêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåàëèçàöèè èäå-

àëüíîãî äèôôåðåíöèðóþùåãî çâåíà ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé W (p) = p, ÷òî,

êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, íåîñóùåñòâèìî [25]. Êðîìå òîãî, àïïðîêñèìèðóþùàÿ

ôóíêöèÿ ΨT,N(p) äëÿ N ⩾ 5 èìååò ïðàâûå íóëè [7]. Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû íóëè

ôóíêöèè ΨT,N(p) äëÿ N = 1, 6.

Äðóãîé øèðîêî ïðèìåíÿåìûé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè eτp îñíîâàí

íà àïïðîêñèìàöèÿõ Ïàäå [7], ïîëó÷àåìûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, èç ðÿäà Òåéëîðà.

Âàæíûì ñâîéñòâîì àïïðîêñèìàöèé Ïàäå ÿâëÿåòñÿ èõ ëó÷øàÿ ñõîäèìîñòü ïî
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Ðèñ. 11. À×Õ ôóíêöèé ep è ΨT,N(p)

Ðèñ. 12. ÀÔÕ ôóíêöèé ep è ΨT,N(p)

ñðàâíåíèþ ñ ðÿäàìè Òåéëîðà. Îäíàêî åùå ëó÷øå îíè ñõîäÿòñÿ â òåõ îáëàñòÿõ,

ãäå ñîîòâåòñòâóþùèå ñòåïåííûå ðÿäû ðàñõîäÿòñÿ, íî ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷å-

ñêèìè ðàçëîæåíèÿìè [7, 53]. ×àñòî ýòî äàåò ïðàêòè÷åñêèé ïîäõîä ê çàäà÷àì

àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ è èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ïðèëîæåíèé. Ïðå-

èìóùåñòâî ðàçëîæåíèÿ â ñõîäÿùèéñÿ ðÿä Òåéëîðà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óâå-

ëè÷åíèå òî÷íîñòè ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ íîâûõ ÷ëåíîâ.

Â ñëó÷àå äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî N -å

ïðèáëèæåíèå ïîëíîñòüþ íå ñâÿçàíî ñ ïðåäûäóùèìè ïðèáëèæåíèÿìè. Òàêèì îá-
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Ðèñ. 13. ÀÔ×Õ ôóíêöèé ep, ΨL,4(p) è ΨT,4(p)

ðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ íóæíî âíîâü ïðèìåíÿòü òîò

æå ñàìûé ìåòîä, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî áûëî ïîëó÷åíî ïðåäûäóùåå ïðèáëèæå-

íèå. Óïîìÿíóòîå âûøå ïðåèìóùåñòâî ðàçëîæåíèé â ðÿäû Òåéëîðà, ïî ñóùåñòâó,

ñîõðàíÿåòñÿ â íåêîòîðûõ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèÿõ Ïàäå [53], è

ýòîò ôàêò âìåñòå ñ òåì, ÷òî äàííûå àïïðîêñèìàöèè Ïàäå ìîãóò ñõîäèòüñÿ â

îáëàñòÿõ, ãäå ðÿä Òåéëîðà ðàñõîäèòñÿ, óñèëèâàåò ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå àïïðîê-

ñèìàöèé Ïàäå.

Ðàññìîòðèì îïðåäåëåíèå àïïðîêñèìàöèè Ïàäå, ââåäåííîå Áåéêåðîì [7].

Î ïð å ä å ë å í è å 1.3. Åñëè ñóùåñòâóþò àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíûAL,M(p),

BL,M(p) ñòåïåíè M è L ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî

BL,M(p)

AL,M(p)
= F (p) +O(pL+M+1) (1.12)

è

AL,M(0) = 1, (1.13)

òî äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ

FL,M(p) =
BL,M(p)

AL,M(p)
(1.14)

íàçûâàåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé Ïàäå ôóíêöèè F (p).

Ðàññìîòðèì àïïðîêñèìàöèþ Ïàäå ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè eτp. Ñîãëàñíî

[7, 24, 53] èìååì

eτp = eτpN,N +∆N(p) =
BN,N(p)

AN,N(p)
+ ∆N(p) , (1.15)
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N ΨT,N(p) Íóëè ΨT,N(p) (ïðè τ = 1)

1 1 + τp p1 = −1

2 1 + τp+ (τp)2

2
p1,2 = −1± j

3 1 + τp+ (τp)2

2
+ (τp)3

6
p1 = −1,5961

p2,3 = −0,7020± 1,8073j

4 1 + τp+ (τp)2

2
+ (τp)3

6
+ (τp)4

24
p1,2 = −0,2706± 2,5048j

p3,4 = −1,7294± 0,8890j

5 1 + τp+ (τp)2

2
+ (τp)3

6
+ p1 = −2,1806

+ (τp)4

24
+ (τp)5

120
p2,3 = 0,2398± 3,1283j

p4,5 = −1,6495± 1,6939j

6 1 + τp+ (τp)2

2
+ (τp)3

6
+ p1,2 = 0,8036± 3,6977j

+ (τp)4

24
+ (τp)5

120
+ (τp)6

720
p3,4 = −1,4418± 2,4345j

p5,6 = −2,3618± 0,8384j

Òàáë. 1. Ðàñïðåäåëåíèå íóëåé ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà Òåéëîðà

ãäå

BN(p) = BN,N(p) =
N∑
k=0

(2N − k)!

k!(N − k)!
(τp)k, (1.16)

AN(p) = AN,N(p) = BN,N(−p), (1.17)

∆N(p) =
(−1)Nπ

24N+1(N !)2
(τp)2N+1eτp

(
1+ τp

4(2N+1)

)(
1 +O(N−1)

)
. (1.18)

Çäåñü ∆N(p) � îøèáêà àïïðîêñèìàöèè.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ àïïðîêñèìàöèé Ïàäå (1.15) ôóíêöèè eτp ìîæíî èñïîëüçî-

âàòü ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû [53]:

B0(p) = 1, B1(p) = τp+ 2,

Bn+1(p) = 2(2n+ 1)Bn(p) + (τp)2Bn−1(p), n ∈ N,
A0(p) = 1, A1(p) = −τp+ 2,

An+1(p) = 2(2n+ 1)An(p) + (τp)2An−1(p), n ∈ N.

(1.19)

Äàëåå ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

ΨP,N(p) = eτpN,N =
BN(p)

AN(p)
, (1.20)

ãäå BN(p) è AN(p) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (1.16) è (1.17) ñîîòâåòñòâåííî. Â

òàáë. 2 ïðèâåäåíû àïïðîêñèìàöèè Ïàäå ΨP,N(p) ôóíêöèè e
τp ïðè N = 1, 4.

Íà ðèñ. 14�16 èçîáðàæåíû ñîîòâåòñòâåííî ÀÔ×Õ, À×Õ è ÀÔÕ ôóíêöèé

eτp è ΨP,2(p) ïðè τ = 1. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñ. 17 èçîáðàæåíû ñîîòâåòñòâåííî

ÀÔ×Õ ôóíêöèé eτp, ΨP,2(p) è ΨT,4(p) ïðè τ = 1.
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N ΨP,N(p)

1 2+τp
2−τp

2 12+6τp+(τp)2

12−6τp+(τp)2

3 120+60τp+12(τp)2+(τp)3

120−60τp+12(τp)2−(τp)3

4 1680+840τp+180(τp)2+20(τp)3+(τp)4

1680−840τp+180(τp)2−20(τp)3+(τp)4

Òàáë. 2. Àïïðîêñèìàöèè Ïàäå ôóíêöèè eτp

Ðèñ. 14. ÀÔ×Õ ôóíêöèé ep è ΨP,2(p)

Ðèñ. 15. À×Õ ôóíêöèé ep è ΨP,2(p)
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Ðèñ. 16. ÀÔÕ ôóíêöèé ep è ΨP,2(p)

Ðèñ. 17. ÀÔ×Õ ôóíêöèé ep, ΨP,2(p) è ΨT,4(p)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àïïðîêñèìàöèè Ïàäå ΨP,N(p)

ê ôóíêöèè eτp âûøå, ÷åì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÷àñòè÷íîé ñóììû ðÿäà Òåéëîðà

ΨT,N(p). Ýòîò ðåçóëüòàò áûë äîêàçàí â [7]: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àïïðîêñèìàöèé

Ïàäå FL,M(p) ñòðåìèòñÿ ê F (p) òàê, ÷òî ïðè p→ 0

F (p)− FL,M(p) = O(pL+M+1). (1.21)
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Ïîýòîìó åñëè ôóíêöèÿ F (p) ïðåäñòàâèìà ñòåïåííûì ðÿäîì âèäà

F (p) =
∞∑
i=0

cip
i , (1.22)

òî ïðè p→ 0 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

∞∑
i=0

cip
i = FL,M(p) +O(pL+M+1). (1.23)

Îäíàêî ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì àïïðîêñèìàöèè Ïàäå ΨP,N(p) ôóíêöèè

eτp ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü àïïðîêñèìàöèé Ïàäå. Ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

èç ôîðìóë (1.15) è (1.17).

1.3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ïðîáëåìû ñèíòåçà ïðîãíîçàòîðîâ ìîæíî

ñôîðîìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó, ðåøåíèþ êîòîðîé áóäåò ïîñâÿùåíà äàí-

íàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ àâòîìàòè÷åñêîãî

ðåàëèçóåìîãî óñòîé÷èâîãî óñòðîéñòâà ïðîãíîçèðîâàíèÿ (ïðîãíîçàòîðà) íà âðå-

ìÿ óïðåæäåíèÿ τ > 0 äëÿ ñèãíàëîâ èç ñëåäóþùåãî êëàññà. Ïóñòü ôóíêöèÿ

f : [0,∞) → R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé â [0,∞);

2) f(t) = 0 ∀t < −τ ;

3) ðàñòåò â [0,∞) íå áûñòðåå ýêñïîíåíòû ñ ëèíåéíûì ïîêàçàòåëåì, ò. å.

∃α0 ∈ R,M > 0 : |f(t)| ⩽Meα0t ∀t > 0.

Òàêèì îáðàçîì, â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñèãíà-

ëîâ èç êëàññà ñèãíàëîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 1)�3).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðîãíîçàòîð äîëæåí îñóùåñòâëÿòü àâòîìàòè÷åñêîå

ïðîãíîçèðîâàíèå ïðîèçâîëüíîãî, çàðàíåå íåèçâåñòíîãî ñèãíàëà f(t) èç çàäàííî-

ãî êëàññà, ò. å. ïðîãíîçàòîð äîëæåí àâòîìàòè÷åñêè íàõîäèòü çíà÷åíèå f(t+τ) ïî

çíà÷åíèÿì ïðîèçâîëüíîãî ñèãíàëà f(t). Êðîìå òîãî, ðàçðàáàòûâàåìûé ïðîãíî-

çàòîð äîëæåí îáåñïå÷èòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïðè äîïóñòè-

ìîì âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ ïðîãíîçà. Êðîìå òîãî, ðàçðàáàòûâåìûé â äèññåðòàöèè

ìåòîä ñèíòåçà ïðîãíîçàòîðîâ äîëæåí áûòü ïðèìåíèì êàê ê íåïðåðûâíûì (àíà-

ëîãîâûì), òàê è ê äèñêðåòíûì ñèãíàëàì.
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1.4. Âûâîäû ïî ãëàâå 1

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàññìîòðåíû ñîâðåìåííûå ìåòîäû ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïà-

ðàìåòðîâ ïðîöåññîâ. Â ÷àñòíîñòè, áûë îòìå÷åí ìåòîä àâòîìàòè÷åñêîãî ïðî-

ãíîçèðîâàíèÿ øèðîêîãî êëàññà ñèãíàëîâ ñ ïîìîùüþ èäåàëüíîãî óïðåäèòåëÿ,

êîòîðûé èìååò ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ â âèäå ýêñïîíåíòû. Ïðèâåäåíî îïèñà-

íèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ àïïðîêñèìàöèè ýêñïîíåíöèàëü-

íîé ôóíêöèè, à èìåííî íà îñíîâå ñëåäñòâèÿ âòîðîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà,

ðàçëîæåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà è àïïðîêñèìàöèè Ïàäå.

Íåäîñòàòêàìè ðàññìîòðåííûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ÿâ-

ëÿþòñÿ: íåóñòîé÷èâîñòü ïîëó÷åííûõ àïïðîêñèìàöèé, êàê â ñëó÷àå ñ ñëåäñòâèåì

èç âòîðîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà è àïïðîêñèìàöèåé Ïàäå; íåîñóùåñòâèìîñòü

ðåàëèçàöèè èäåàëüíîãî äèôôåðåíöèðóþùåãî çâåíà, êàê â ñëó÷àå ñ ðàçëîæåíè-

åì â ðÿä Òåéëîðà. Ìåòîä àïïðîêñèìàöèè Ïàäå îòìå÷àåòñÿ áîëåå âûñîêîé ñêî-

ðîñòüþ ñõîäèìîñòè ê ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè è áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòüþ â

ñðàâíåíèè ñ ðàçëîæåíèåì â ðÿä Òåéëîðà.
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Ãë à â à 2

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÐÎÃÍÎÇÀÒÎÐÎÂ

2.1. Äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçëè÷íûå ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè èìåþò ñâîè äîñòîèíñòâà

è íåäîñòàòêè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ, ýôôåêòèâíîñòü òîãî èëè èíî-

ãî ñïîñîáà ïðèáëèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òåì, íàñêîëüêî ïîëíî è òî÷íî àïïðîê-

ñèìèðóþùàÿ ìîäåëü îòðàæàåò ñâîéñòâà èñõîäíîãî áåñêîíå÷íîìåðíîãî îáúåê-

òà óïðàâëåíèÿ. Îïðåäåëÿþùóþ ðîëü ïðè âûáîðå êëàññà àïïðîêñèìèðóþùèõ

ôóíêöèé èãðàåò îáëàñòü â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, â êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ

àïïðîêñèìàöèÿ [61]. Òàê êàê â ñèñòåìå àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ âõîäíûå

âîçäåéñòâèÿ íà áåñêîíå÷íîìåðíûé îáúåêò ñî ñòîðîíû ïîäñèñòåìû ñ ñîñðåäîòî-

÷åííûìè ïàðàìåòðàìè ìîæíî ñ÷èòàòü ôóíêöèÿìè ñ îãðàíè÷åííûì ñïåêòðîì,

òî âûáîð àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè ìîæíî îñóùåñòâëÿòü íà îñíîâå áëèçîñòè

(â ñìûñëå îïðåäåëåííûõ êðèòåðèåâ) ê òî÷íîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè îáúåêòà â

íåêîòîðîé îáëàñòè |p| < Ω êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé p, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîëî-

ñå íèçêèõ ÷àñòîò 0 ⩽ ω < Ω. ßñíî, ÷òî âñÿ èíôîðìàöèÿ î ïîâåäåíèè ôóíêöèè

êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, è, ñëåäîâàòåëüíî, â

îáëàñòè |p| < Ω, çàêëþ÷åíà â åå îñîáûõ òî÷êàõ. Ïîýòîìó ïåðåäàòî÷íûå ôóíê-

öèè àïïðîêñèìèðóþùåé ìîäåëè Ψ̂(p) äîëæíû èìåòü òå æå îñîáûå òî÷êè (ïîëþ-

ñû, àëãåáðàè÷åñêèå òî÷êè âåòâëåíèÿ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà), ÷òî è ïåðåäàòî÷íàÿ

ôóíêöèÿ èñõîäíîãî îáúåêòà Ψ(p), è ãëàâíûå ÷àñòè Ψ̂(p) è Ψ(p) â ýòèõ îñîáûõ

òî÷êàõ äîëæíû ñîâïàäàòü [61]. Ïðè òàêîé àïïðîêñèìàöèè îøèáêà âîñïðîèçâå-

äåíèÿ ñèãíàëà áóäåò òåì ìåíüøå, ÷åì óæå åãî ñïåêòð [61]. Âåëè÷èíó Ω ñëåäóåò

âûáèðàòü òàêîé, ÷òîáû îñíîâíàÿ ÷àñòü ñïåêòðà òèïè÷íûõ âõîäíûõ âîçäåéñòâèé

ëåæàëà â îáëàñòè 0 ⩽ ω < Ω.

Äàëåå ðàññìîòðèì íàèáîëåå ýôôåêòèâíûå ñïîñîáû êîíå÷íîìåðíîé äðîáíî-

ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé îáú-

åêòîâ, ðåàëèçóþùèå îïèñàííûé âûøå ìåòîä.

2.1.1. Àïïðîêñèìàöèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ïåðåäàòî÷íûõ

ôóíêöèé îòðåçêîì ðÿäà Òåéëîðà

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïðåäñòàâëåíèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ

ñòåïåííûõ ðÿäîâ, â ÷àñòíîñòè, ðÿäîâ Òåéëîðà. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé êîìïëåêñ-
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íîãî ïåðåìåííîãî â ðÿäû ïðåäñòàâëÿåò íå òîëüêî òåîðåòè÷åñêèé, íî è ïðàê-

òè÷åñêèé èíòåðåñ. Íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ Òåéëîðà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû

àïïðîêñèìàöèè Ïàäå, îáëàäàþùèå âàæíûìè äëÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñâîéñòâàìè.

Ïóñòü ôóíêöèÿ Ψ: C → C ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â íåêîòîðîé îáëàñòè

G ⊆ C.
Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè Ψ(p) ñ öåíòðîì â òî÷êå a ∈ G

íàçûâàåòñÿ ðÿä

Ψ(p) =
∞∑
n=0

Ψ(n)(a)

n!
(p− a)n =

=
N∑
n=0

Ψ(n)(a)

n!
(p− a)n +∆N(p),

(2.1)

ãäå îñòàòî÷íûé ÷ëåí ∆N(p) ðÿäà Òåéëîðà èìååò âèä

∆N(p) =
∞∑

n=N+1

Ψ(n)(a)

n!
(p− a)n =

=
(p− a)N+1

2πj

∫
C

Ψ(z) dz

(z − p)(z − a)N+1
,

(2.2)

C � íåêîòîðûé çàìêíóòûé êîíòóð, ëåæàùèé â G è ñîäåðæàùèé òî÷êè p è a.

Ëåììà 2.1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R′ ðàäèóñ êðóãà àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè Ψ(p)

è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî R, 0 < R < R′, è êðóã |p − a| = kR, ãäå

0 < k < 1 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü C � îêðóæíîñòü |z − a| = R. Òîãäà â

ëþáîì êðóãå |p− a| < kR èìååì îöåíêó [49]

|∆N(p)| ⩽
kN+1M(R)

1− k
, (2.3)

ãäå M(R) � ìàêñèìóì ìîäóëÿ ôóíêöèè Ψ(p) â êðóãå |p− a| ⩽ R.

Îïð å ä å ë å í è å 2.2. Îòðåçêîì ðÿäà Òåéëîðà äëèíû N + 1 èëè ÷àñòè÷íîé

ñóììîé ïîðÿäêà N ðÿäà Òåéëîðà íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

ΨN(p) =
N∑
n=0

Ψ(n)(a)

n!
(p− a)n , N ∈ Z0.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (2.1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

Ψ(p) = ΨN(p) + ∆N(p), N ∈ Z0.

Îòâåò íà âîïðîñ, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ôóíêöèÿ Ψ(p) ïðåäñòàâèìà ñâîèì ðÿäîì

Òåéëîðà (2.1), äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 2.1. Ôóíêöèÿ Ψ(p) ïðåäñòàâèìà ñâîèì ðÿäîì Òåéëîðà (2.1) â ëþáîì

îòêðûòîì êðóãå Γ: |p − a| < R, Γ ⊆ G, ñ öåíòðîì â òî÷êå a, â êîòîðîì îíà

àíàëèòè÷íà. Âî âñÿêîé çàìêíóòîé îáëàñòè γ ⊂ Γ, ïðèíàäëåæàùåé ýòîìó êðóãó,

ðÿä Òåéëîðà ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

Â äàëüíåéøåì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, âûòåêàþùåå èç òåîðå-

ìû Àáåëÿ [49].

Òåîðåìà 2.2. Îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
k=0

ck(p − a)k ÿâëÿåòñÿ

îòêðûòûé êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå a, Γ: |p− a| < R, êîòîðûé ìîæåò òàêæå âû-

ðîæäàòüñÿ â òî÷êó èëè çàïîëíÿòü âñþ ïëîñêîñòü, è åùå, áûòü ìîæåò, íåêîòîðûå

òî÷êè íà ãðàíèöå êðóãà Γ.

Îïð å ä å ë å í è å 2.3. Ðàäèóñ R êðóãà ñõîäèìîñòè Γ íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì

ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà.

Óòâåðäèòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ: áóäåò ëè ñóììà ïðîèçâîëüíîãî ñõîäÿùå-

ãîñÿ ñòåïåííîãî ðÿäà àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé, äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [49].

Òåîðåìà 2.3. Ñóììà ëþáîãî ñòåïåííîãî ðÿäà â êðóãå åãî ñõîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ

àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Ñôîðìóëèðóåì åùå òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà [49].

Òåîðåìà 2.4. Ëþáîé ñòåïåííîé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ñâîåé ñóììû.

Èç òåîðåìû 2.4 âûòåêàþò äâà âàæíûõ ñëåäñòâèÿ [49], êîòîðûå áóäóò èñïîëüçî-

âàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Ñëåäñòâèå 2.1. Íàéäåííîå ëþáûì ñïîñîáîì ðàçëîæåíèå àíàëèòè÷åñêîé ôóíê-

öèè Ψ(p) â ñòåïåííîé ðÿä ÿâëÿåòñÿ òåéëîðîâñêèì ðàçëîæåíèåì ýòîé ôóíêöèè.

Ñëåäñòâèå 2.2. Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà

Ψ(p) =
∞∑
n=0

cn(p− a)n (2.4)

ñîâïàäàåò ñ ðàññòîÿíèåì îò öåíòðà a äî áëèæàéøåé òî÷êè, â êîòîðîé íàðóøà-

åòñÿ àíàëèòè÷íîñòü ñóììû Ψ(p) ýòîãî ðÿäà.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ cn ñòåïåííîãî ðÿäà (2.4) â

ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.1 è ðàâåíñòâà (2.1) íàðÿäó ñ ôîðìóëîé

cn =
Ψ(n)(a)

n!
, n ∈ Z0, (2.5)

ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì [49]:

cn =
1

2πj

∫
C

Ψ(z) dz

(z − a)n+1
, n ∈ Z0. (2.6)
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Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó:

Ëåììà 2.2. Ïóñòü çàäàíî ïðîèçâîëüíîå R > 0. Òîãäà

max
p∈C
|p|⩽R

|eτp| = eτR ∀ τ > 0 . (2.7)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü p = u+ jv, j =
√
−1. Òîãäà ∀ τ ∈ R

|eτp| = |eτ(u+jv)| = |eτuejτv| = |eτu||ejτv| .

Òàê êàê ∀ τ, v ∈ R â ñèëó ôîðìóëû Ýéëåðà, îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî

÷èñëà è îñíîâíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî òîæäåñòâà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

|ejτv| = | sin τv + j cos τv| =
√

sin2 τv + cos2 τv = 1

è ∀ τ, v ∈ R âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî eτu > 0, òî

|eτp| = eτu .

Äëÿ τ > 0 ôóíêöèÿ eτu ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è ïîýòîìó â ñèëó óñëîâèÿ

|p| =
√
u2 + v2 ⩽ R

äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà ïðè u = R. Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

(2.7). Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðèì å ð 2.1. Íàéäåì òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè Ψ(p) = eτp, τ > 0,

ñ öåíòðîì â òî÷êå a = 0. Ôóíêöèÿ eτp ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â C. Â ñèëó

ôîðìóëû (2.5) è î÷åâèäíîãî ñîîòíîøåíèÿ

dneτp

dpn

∣∣∣∣
p=0

= τn, n ∈ Z0,

ïîëó÷àåì

cn =
τn

n!
, n ∈ Z0.

Òîãäà ðÿä Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè eτp èìååò âèä

eτp =
∞∑
n=0

τn

n!
pn (2.8)

è â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.2 ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî p ∈ C. Îöåíêà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà
∆N(p) ðÿäà Òåéëîðà (2.8) äëÿ ôóíêöèè e

τp îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì (2.3) è

èìååò âèä

|∆N(p)| ⩽
kN+1M(R)

1− k
, M(R) = max

p : |p|⩽R
|eτp| .
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Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 2.2 îñòàòî÷íûé ÷ëåí |∆N(p)| óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó
íåðàâåíñòâó:

|∆N(p)| ⩽
eτRkN+1

1− k
. (2.9)

2.1.2. Ïðèìåíåíèå ðÿäîâ Áóðìàíà-Ëàãðàíæà äëÿ

àïïðîêñèìàöèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè â ðÿä Áóðìàíà-Ëàãðàí-

æà. Ðÿäû Áóðìàíà-Ëàãðàíæà � ïîëåçíîå äëÿ ïðèëîæåíèé îáîáùåíèå ðÿäîâ

Òåéëîðà [18, 20, 49, 70], è ïîëó÷àþòñÿ ïðè ðàçëîæåíèè îäíîé àíàëèòè÷åñêîé

ôóíêöèè Ψ(p) ïî ñòåïåíÿì äðóãîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèèW (p). Ñ ýòîé öåëüþ

ââåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïð å ä å ë å í è å 2.4. Íóëåì ôóíêöèè W(p) íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ òî÷êà p = a,

â êîòîðîé W (p) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0: W (a) = 0.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.5. Ïîðÿäîê ìëàäøåé îòëè÷íîé îò íóëÿ ïðîèçâîäíîé -

W (n)(a), n ⩾ 1, íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì íóëÿ a, ò. å.

W (a) = W ′(a) = . . . = W (n−1)(a) = 0, W (n)(a) ̸= 0.

Ïðè n = 1 íóëü a íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì.

Îïð å ä å ë å í è å 2.6. Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ ïîëþñîì ôóíêöèè W (p), åñëè

W (p) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè ïðèáëèæåíèè ê a, ò. å. åñëè ñóùåñòâóåò

ïðåäåë lim
p→a

W (p) = ∞.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.7. Ïîðÿäêîì m ïîëþñà a ôóíêöèè W (p) áóäåì íàçûâàòü

ïîðÿäîê m íóëÿ a ôóíêöèè 1/W (p). Ïðè m = 1 ïîëþñ a íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì.

Ðàññìîòðèì îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþW (p), àíàëèòè÷åñêóþ â îêðåñòíîñòè òî÷-

êè a, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, ñàìîé ýòîé òî÷êè.

Îïð å ä å ë å í è å 2.8. Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé (èëè

ïðàâèëüíîé òî÷êîé) ôóíêöèèW (p), åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim
p→a

W (p).

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ W (p) � ïðàâèëüíàÿ â òî÷êå a.

Äîêàæåì òåïåðü ñëåäóþùóþ âàæíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü ôóíêöèè Ψ(p) è W (p) ïðàâèëüíû â íåêîòîðîé òî÷êå a,

ïðè÷åì W (p) èìååò â òî÷êå a íóëü ïåðâîãî ïîðÿäêà. Çàìêíóòûé êîíòóð C,

îãðàíè÷èâàþùèé íåêîòîðóþ îáëàñòü D, âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû D ñîäåðæàëà

òî÷êó a, îáå ôóíêöèè áûëè ïðàâèëüíû â D̄ = D ∪ C è ÷òîáû W (p) ïðèíèìàëà
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ñâîè çíà÷åíèÿ ëèøü îäèí ðàç. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå ôóíêöèè Ψ(p) â

ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä Áóðìàíà-Ëàãðàíæà

Ψ(p) =
∞∑
n=0

αnW
n(p) =

N∑
n=0

αnW
n(p) + ∆N(p), (2.10)

ãäå αn � êîýôôèöèåíòû ðÿäà Áóðìàíà-Ëàãðàíæà, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëîé

αn =
1

n!
lim
p→a

dn

dpn

[
Ψ(p)W ′(p)(p− a)n+1

W n+1(p)

]
, n ∈ Z0, (2.11)

∆N(p) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí ðÿäà Áóðìàíà-Ëàãðàíæà, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé

∆N(p) =
∞∑

n=N+1

αnW
n(p) =

WN+1(p)

2πj

∫
C

Ψ(z)W ′(z) dz

WN+1(z)
(
W (z)−W (p)

) . (2.12)

Ä îê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó äëÿ ñóììû ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷å-

ñêîé ïðîãðåññèè

1 + q + q2 + . . .+ qN =
1− qN+1

1− q
, q ∈ C, q ̸= 1, N ∈ N. (2.13)

Î÷åâèäíî ðàâåíñòâî
1− qN+1

1− q
=

1

1− q
− qN+1

1− q
.

Òîãäà ôîðìóëó (2.13) ïåðåïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

1− q
= 1 + q + q2 + . . .+ qN +

qN+1

1− q
. (2.14)

Ðàññìîòðèì äàëåå

1

W (z)−W (p)
=

1

W (z)

(
1− W (p)

W (z)

) =

=
1

W (z)
· 1

1− W (p)

W (z)

.

(2.15)

Ïîëàãàÿ â ôîðìóëå (2.14)

q =
W (p)

W (z)
,
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ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

1

1− W (p)

W (z)

= 1 +
W (p)

W (z)
+
W 2(p)

W 2(z)
+ . . .+

WN(p)

WN(z)
+

+

WN+1(p)

WN+1(z)

1− W (p)

W (z)

.

(2.16)

Â ôîðìóëå (2.16) ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â âèäå

WN+1(p)

WN+1(z)

1− W (p)

W (z)

=
WN+1(p)

WN(z)
(
W (z)−W (p)

) . (2.17)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ (2.16) è (2.17), ôîðìóëà (2.15) ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

W (z)−W (p)
=

1

W (z)

[
1 +

W (p)

W (z)
+
W 2(p)

W 2(z)
+ . . .+

WN(p)

WN(z)
+

+
WN+1(p)

WN(z)
(
W (z)−W (p)

)] .
Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (2.15) ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèíèìàåò

îêîí÷àòåëüíûé âèä

1

W (z)−W (p)
=

1

W (z)

[
1 +

W (p)

W (z)
+
W 2(p)

W 2(z)
+ . . .

. . .+
WN(p)

WN(z)

]
+

WN+1(p)

WN+1(z)
(
W (z)−W (p)

) . (2.18)

Óìíîæèì òåïåðü îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.18) íà
1

2πj
Ψ(z)W ′(z) è ïðîèíòåãðè-

ðóåì ïîëó÷èâøååñÿ ðàâåíñòâî ïî z âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà C. Ïîëó÷àåì

1

2πj

∫
C

Ψ(z)W ′(z) dz

W (z)−W (p)
=

=
1

2πj

∫
C

Ψ(z)W ′(z)

W (z)

[
1 +

W (p)

W (z)
+
W 2(p)

W 2(z)
+ . . .+

WN(p)

WN(z)

]
dz+

+
1

2πj

∫
C

Ψ(z)W ′(z)WN+1(p) dz

WN+1(z)
(
W (z)−W (p)

) .
(2.19)
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Â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.19) èìååòñÿ èíòåãðàë

1

2πj

∫
C

Ψ(z)W ′(z) dz

W (z)−W (p)
. (2.20)

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé î ôóíêöèÿõ Ψ(p) è W (p) ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â

èíòåãðàëå (2.20) èìååò îäíó îñîáóþ òî÷êó z = p, ÿâëÿþùóþñÿ ïîëþñîì ïåðâîãî

ïîðÿäêà. Êàê èçâåñòíî [49], âû÷åò ôóíêöèè â ïîëþñå ïåðâîãî ïîðÿäêà îïðåäå-

ëÿåòñÿ ôîðìóëîé

res
z=p

Ψ(z)W ′(z)

W (z)−W (p)
= lim

z→p
(z − p)

Ψ(z)W ′(z)

W (z)−W (p)
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

res
z=p

Ψ(z)W ′(z)

W (z)−W (p)
= lim

z→p

Ψ(z)W ′(z)

W (z)−W (p)

z − p

=
Ψ(p)W ′(p)

W ′(p)
= Ψ(p).

Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ê èíòåãðàëó (2.20) òåîðåìó î âû÷åòàõ, ïîëó÷àåì

1

2πj

∫
C

Ψ(z)W ′(z) dz

W (z)−W (p)
= res

z=p

Ψ(z)W ′(z)

W (z)−W (p)
= Ψ(p).

Ïîëàãàÿ äàëåå

αn =
1

2πj

∫
C

Ψ(z)W ′(z)

W n+1(z)
dz, n = 0, 1, 2, . . . , (2.21)

è ââîäÿ îáîçíà÷åíèå (2.12) èç (2.19) ïðè N → ∞ ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè

Ψ(p) â ðÿä Áóðìàíà-Ëàãðàíæà (2.10).

Òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû ôóíêöèÿ W (p) èìååò ïðîñòîé íóëü â òî÷êå a,

òî â ôîðìóëå (2.21) ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ

Ψ(z)W ′(z)

W n+1(z)

èìååò ïîëþñ ïîðÿäêà n+1. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ê ê èíòåãðàëó (2.21) òåîðåìó î âû÷å-

òàõ, ïîëó÷àåì ôîðìóëó (2.11) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ αn ðÿäà Áóðìàíà-Ëàãðàíæà.

Åñëè òî÷êà p âûáðàíà òàê áëèçêî ê a, ÷òî∣∣∣∣W (p)

W (z)

∣∣∣∣ = |q| < 1 , (2.22)
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òî ðÿä (2.10) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ. Â ñèëó ñäåëàííûõ âûøå ïðåä-

ïîëîæåíèé óñëîâèå (2.22) âñåãäà ìîæåò áûòü âûïîëíåíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç àì å ÷ à í è å 2.1. Ïðè n ⩾ 1ôîðìóëó (2.11) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì [20, 49, 76]:

αn =
1

2πj

∫
C

Ψ′(z)

W n(z)
dz =

1

n!
lim
p→a

dn−1

dpn−1

[
Ψ′(p)

(p− a)n

W n(p)

]
. (2.23)

Ç àì å ÷ à í è å 2.2. Îòìåòèì, ÷òî åñëè W (a) ̸= 0, òî ôóíêöèþ Ψ(p) ìîæíî

ðàñêëàäûâàòü â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ôóíêöèè W̃ (p) = W (p)− a.

Ç àì å ÷ à í è å 2.3. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè W (p) = p − a ôîðìóëà äëÿ

îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ðÿäà Áóðìàíà-Ëàãðàíæà (2.12) ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé äëÿ

îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ðÿäà Òåéëîðà (2.2), âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ (2.21)

ñîâïàäàþò ñ (2.6), à ðàçëîæåíèå (2.10) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðÿä Òåéëîðà (2.1) äëÿ

ôóíêöèè Ψ(p). Òàêèì îáðàçîì, ðÿä Áóðìàíà-Ëàãðàíæà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì

ðÿäà Òåéëîðà.

Ç àì å ÷ à í è å 2.4. Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè -

Ψ(p) = eτp â ðÿä Áóðìàíà-Ëàãðàíæà ïî ñòåïåíÿì íåêîòîðîé ôóíêöèè W (p)

ïðè a = 0. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ Ψ(p) = eτp óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì äëÿ

ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Áóðìàíà-Ëàãðàíæà. Ôóíêöèÿ eτp ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé âî

âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïðè ëþáîì τ . Òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

ïðåäåë

lim
p→0

Ψ(p) = lim
p→0

eτp = 1

ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, òî óñëîâèå ïðàâèëüíîñòè ôóíêöèè Ψ(p) âûïîëíåíî. Òà-

êèì îáðàçîì, ôóíêöèÿΨ(p) = eτp óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì äëÿ ðàçëîæåíèÿ

â ðÿä Áóðìàíà-Ëàãðàíæà âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

2.2. Ïîñòðîåíèå ïðîãíîçàòîðîâ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ àâòîìàòè÷åñêîãî óñòðîéñòâà ïðîãíîçèðîâà-

íèÿ (ïðîãíîçàòîðà) íà âðåìÿ óïðåæäåíèÿ τ > 0 äëÿ ëþáîãî ñèãíàëà f èç çà-

äàííîãî êëàññà, ò. å. ïðîãíîçàòîð äîëæåí íàõîäèòü çíà÷åíèå f(t+ τ) ïî èçâåñò-

íûì çíà÷åíèÿì ïðîèçâîëüíîãî ñèãíàëà f(t). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðîãíîçàòîð

äîëæåí îñóùåñòâëÿòü àâòîìàòè÷åñêîå ïðîãíîçèðîâàíèå ïðîèçâîëüíîãî, çàðàíåå

íåèçâåñòíîãî ñèãíàëà f(t). Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ àâ-

òîìàòè÷åñêîãî ïðîãíîçà ïðîèçâîëüíîãî ñèãíàëà òðåáóåòñÿ ðåàëèçîâàòü ïåðåäà-

òî÷íóþ ôóíêöèþ òðàíñöåíäåíòíîãî áåñêîíå÷íîìåðíîãî îáúåêòà eτp .
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2.2.1. Ïîñòðîåíèå ðåàëèçóåìûõ ïðîãíîçàòîðîâ

Ðàññìîòðèì äàëåå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè eτp â ðÿä Áóðìàíà � Ëàãðàíæà (2.10)

ïî ñòåïåíÿì

W (p) =
p

µp+ 1
, µ ⩾ 0. (2.24)

Ëåììà 2.3. Ôóíêöèÿ (2.24) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 2.5 ïðè a =

= 0.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèÿ W (p) ÿâëÿ-

åòñÿ àíàëèòè÷åñêîé âñþäó íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, êðîìå òî÷êè p = −1/µ

(µ ̸= 0), â êîòîðîé W (p) èìååò ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðè µ = 0 ôóíêöèÿ

W (p) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé âñþäó íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî W (p) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé â òî÷êå p = 0. Òàê êàê

ïðåäåë

lim
p→0

W (p) = 0

ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, òî óñëîâèå ïðàâèëüíîñòè ôóíêöèèW (p) âûïîëíåíî. Êðî-

ìå òîãî, ôóíêöèÿW (p) èìååò â òî÷êå p = 0 íóëü ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â ñàìîì äåëå,

ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå (2.24), ïîëó÷àåì

W (0) =
0

µ · 0 + 1
= 0,

W ′(p)
∣∣
p=0

=

(
p

µp+ 1

)′∣∣∣∣
p=0

=

=
1 · (µp+ 1)− p · µ

(µp+ 1)2

∣∣∣∣
p=0

=
1

(µ · 0 + 1)2
= 1 ̸= 0 .

Ëåììà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì äàëåå ðàçëîæåíèå ôóíêöèèΨ(p) = eτp â ðÿä Áóðìàíà-Ëàãðàíæà

ïî ñòåïåíÿì ôóíêöèè (2.24). Ñ ýòîé öåëüþ äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.6. Äëÿ ôóíêöèè Ψ(p) = eτp ðàçëîæåíèå â ðÿä Áóðìàíà-Ëàãðàíæà

ïî ñòåïåíÿì ôóíêöèè (2.24) ñóùåñòâóåò è èìååò âèä

eτp =
∞∑
n=0

αn
pn

(µp+ 1)n
. (2.25)

Ôîðìóëà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ αn îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

αn =
τn

n!

n−1∑
k=0

Ck
n−1A

k
n

(
µ

τ

)k

, n ⩾ 1; α0 = 1. (2.26)
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó òåîðåìû 2.5, çàìå÷àíèÿ 2.4 è ëåììû 2.3 ðÿä Áóðìà-

íà-Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèè Ψ(p) = eτp ïî ñòåïåíÿì ôóíêöèè (2.24) ñóùåñòâóåò.

Íàéä¼ì òåïåðü ðàñ÷åòíóþ ôîðìóëó äëÿ êîýôôèöèåíòîâ αn, n ⩾ 0. Ïðè

n = 0 èìååì α0 = Ψ(0) = 1 . Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé n ⩾ 1. Èç ôîðìóëû

(2.23), ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (2.24), ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íåòðóäíî

ïîëó÷èòü

αn =
τ

n!
lim
p→0

dn−1

d pn−1

[
eτp(µp+ 1)n

]
, n ⩾ 1.

Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ëåéáíèöà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ

ôóíêöèé, íàõîäèì

αn =
τ

n!
lim
p→0

n−1∑
k=0

Ck
n−1

(
eτp
)(n−1−k)(

(µp+ 1)n
)(k)

=

=
τ

n!
lim
p→0

n−1∑
k=0

Ck
n−1τ

n−1−keτpAk
nµ

k(µp+ 1)n−k, n ⩾ 1.

(2.27)

Çäåñü Ck
n−1 è A

k
n � ÷èñëî ñî÷åòàíèé è ðàçìåùåíèé ñîîòâåòñòâåííî,

Ck
n−1 =

(n− 1)!

k!(n− 1− k)!
, Ak

n =
n!

(n− k)!
.

Ïåðåõîäÿ â (2.27) ê ïðåäåëó ïðè p→ 0, ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, îêîí-

÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ôîðìóëó (2.26) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ αn. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè µ > 0 â îáëàñòè Re p > −1

µ
ïîëó÷àåì ðåàëèçóåìîå

ðàçëîæåíèå ôóíêöèè Ψ(p) = eτp ïî ñòåïåíÿì àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè W (p) =

=
p

µp+ 1
. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè µ = 0 êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ Òåéëîðà

è Áóðìàíà-Ëàãðàíæà ñîâïàäàþò, ò. å. µ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðàìåòð

ðåãóëÿðèçàöèè, ïðèìåíÿåìûé äëÿ ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ [65].

Îòìåòèì, ÷òî íà ïàðàìåòð µ ìîæíî íàêëàäûâàòü äîïîëíèòåëüíûå òðåáî-

âàíèÿ [20]. Íàïðèìåð, µ ìîæåò áûòü âûáðàíî èç óñëîâèÿ òî÷íîãî ðàâåíñòâà

êàêîé-ëèáî ÷àñòè÷íîé ñóììû è ñóììû âñåãî ðÿäà, èëè âûáîð µ ìîæåò áûòü

ñäåëàí ñ öåëüþ óñèëåíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà (2.10). Â ÷àñòíîñòè, â [20, 60, 78]

ïðåäëàãàåòñÿ ïðèíÿòü

µ =
Ψ′(0)

α0
. (2.28)

Òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå Ψ′(p) = τeτp è α0 = 1, òî ôîðìóëà (2.28)

îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå µ:

µ = τ. (2.29)
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Òîãäà ôîðìóëà (2.26) ïðèíèìàåò âèä

αn =
τn

n!

n−1∑
k=0

Ck
n−1A

k
n, n ⩾ 1; α0 = 1. (2.30)

Ñ ïîìîùüþ ðÿäà (2.25) íàéäåì ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ àâòîìàòè÷åñêîãî

ïðîãíîçàòîðà. Ñ ýòîé öåëüþ ïðåäñòàâèì ðàçëîæåíèå (2.25) â ñëåäóþùåì âèäå:

eτp =
N∑
n=0

αn
pn

(µp+ 1)n
+∆N(p), (2.31)

ãäå ∆N(p) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí ðÿäà Áóðìàíà-Ëàãðàíæà. Ïåðåäàòî÷íóþ ôóíê-

öèþ ïðîãíîçàòîðà ðàññìîòðèì â âèäå

ΨN(p) =
N∑
n=0

αn
pn

(µp+ 1)n
. (2.32)

Íà ðèñ. 18�20 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîãíîçàòîðà (2.32) ïðè

µ = 0, 01 è N = 3. Ïðîãíîç äëÿ ñèãíàëà t ln(t+ 1) èçîáðàæåí íà ðèñ. 21.

Ðèñ. 18. ÀÔ×Õ ôóíêöèé ep è WN(p)
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Ðèñ. 19. À×Õ ôóíêöèé ep è WN(p)

Ðèñ. 20. ÀÔÕ ôóíêöèé ep è WN(p)
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Ðèñ. 21. Ïðîãíîç ñèãíàëà t ln(t+ 1)

2.2.2. Èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè ðåàëèçóåìûõ ïðîãíîçàòîðîâ

Èññëåäóåì òåïåðü òî÷íîñòü ïðîãíîçàòîðà (2.32) è äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåî-

ðåìó.

Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþ-

ùåå óñëîâèþ R > 0, R ̸= 1

µ
. Òîãäà îñòàòî÷íûé ÷ëåí ∆N(p) ðÿäà Áóðìàíà-

Ëàãðàíæà (2.31) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó:

|∆N(jω)| ⩽
eτR

|µR− 1|
νN+1

1− ν
∀ω ∈ [0, qΩ] , (2.33)

ãäå

Ω =
R√

2µR + 1
; (2.34)

q � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, 0 < q < 1; ν � êîíñòàíòà, óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ óñëîâèþ

ν =
q(µR + 1)√

µ2q2R2 + 2µR + 1
< 1 . (2.35)

Ä îê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôóíêöèÿ Ψ(p) = eτp, p ∈ C, ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé âî

âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. Ôóíêöèÿ W (p) =
p

µp+ 1
, µ > 0, àíàëèòè÷åñêàÿ

â C, êðîìå îñîáîé òî÷êè p = −1

µ
, êîòîðàÿ, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòûì ïîëþñîì ôóíêöèè W (p).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2.12). Ïóñòü C �

îêðóæíîñòü |z| = R, z ∈ C. Ðàññìîòðèì òåïåðü p ∈ C, ëåæàùèå íà ìíèìîé îñè
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p = jω, êîãäà 0 ⩽ ω < R. Ïîñëå î÷åâèäíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èç (2.12) ïîëó÷àåì

∆N(p) =
1

2πj

∫
C

Ψ(z)W ′(z)(
1− W (p)

W (z)

)
W (z)

WN+1(p)

WN+1(z)
dz . (2.36)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:∣∣∣∣W (p)

W (z)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣p(µz + 1)

(µp+ 1)z

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ p

µp+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣µz + 1

z

∣∣∣∣ . (2.37)

Îöåíèì (2.37) ñâåðõó. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì ìíîæèòåëè, âõîäÿùèå â ïðàâóþ

÷àñòü (2.37). Èìååì∣∣∣∣µz + 1

z

∣∣∣∣ = |µz + 1|
|z|

=
|µz + 1|

R
⩽
µ|z|+ 1

R
=
µR + 1

R
. (2.38)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

ρ =
µR + 1

R
= µ+

1

R
. (2.39)

Òîãäà îöåíêà (2.38) ïðèíèìàåò âèä∣∣∣∣µz + 1

z

∣∣∣∣ ⩽ ρ . (2.40)

Àíàëîãè÷íî îöåíèâàåì∣∣∣∣ p

µp+ 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ jω

µjω + 1

∣∣∣∣ = ω√
µ2ω2 + 1

. (2.41)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì îöåíêó∣∣∣∣W (p)

W (z)

∣∣∣∣ ⩽ ρω√
µ2ω2 + 1

. (2.42)

Ïîêàæåì äàëåå, ÷òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣W (p)

W (z)

∣∣∣∣ < 1 . (2.43)

Ýòî íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíåíî, åñëè

ρω√
µ2ω2 + 1

< 1 . (2.44)

Î÷åâèäíî, ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

(ρ2 − µ2)ω2 − 1 < 0. (2.45)
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Òàê êàê èìååò ìåñòî ôîðìóëà (2.39) è R > 0, òî ρ > µ è íåðàâåíñòâî (2.45)

ïðèíèìàåò âèä

ω2 − 1

ρ2 − µ2
< 0 (2.46)

èëè (
ω +

1√
ρ2 − µ2

)(
ω − 1√

ρ2 − µ2

)
< 0. (2.47)

Òàêèì îáðàçîì,

ω ∈
(
− 1√

ρ2 − µ2
,

1√
ρ2 − µ2

)
. (2.48)

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå ω ⩾ 0, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

ω ∈
[
0,

1√
ρ2 − µ2

)
. (2.49)

Îòñþäà ñðàçó íàõîäèì

Ω =
1√

ρ2 − µ2
=

1√(
µ+ 1

R

)2 − µ2
(2.50)

Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èç (2.50) ïîëó÷àåì (2.34). Òàê êàê 2µR >

0, òî

Ω =
R√

2µR + 1
< R . (2.51)

Îáîçíà÷èì

χ(ω) =
ω√

µ2ω2 + 1
. (2.52)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî χ(ω) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò äëÿ âñåõ ω ⩾ 0. Äåéñòâè-

òåëüíî,

χ′(ω) =

(
ω√

µ2ω2 + 1

)′
=

1

(µ2ω2 + 1)3/2
> 0 ∀ω ⩾ 0 . (2.53)

Ïîýòîìó äëÿ ω ∈ [0, qΩ], ãäå q � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, óäîâëå-

òâîðÿþùåå óñëîâèþ 0 < q < 1, ôóíêöèÿ χ(ω) äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî

çíà÷åíèÿ ïðè ω = qΩ:

max
ω∈[0,qΩ]

χ(ω) = χ(qΩ) =
qΩ√

µ2q2Ω2 + 1
. (2.54)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôîðìóëó (2.34), ïîëó÷àåì

χ(qΩ) =
qR√

µ2q2R2 + 2µR + 1
. (2.55)
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Òîãäà äëÿ (2.42) èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà:∣∣∣∣W (p)

W (z)

∣∣∣∣ = ρχ(ω) ⩽ ρχ(qΩ) =
ρqR√

µ2q2R2 + 2µR + 1
=

=
q(µR + 1)√

µ2q2R2 + 2µR + 1
= ν .

(2.56)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ν < 1. Â ñàìîì äåëå, èç (2.35) ïîëó÷àåì óñëîâèå

ν =
q(µR + 1)√

µ2q2R2 + 2µR + 1
< 1 . (2.57)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî

q2(µR + 1)2 < µ2q2R2 + 2µR + 1 .

Îòñþäà, ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

q2(2µR + 1) < 2µR + 1 ,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì â ñèëó óñëîâèÿ q < 1.

Ðàññìîòðèì äàëåå W ′(z). Èìååì

W ′(z) =

(
z

µz + 1

)′
=

1

(µz + 1)2
. (2.58)

Òîãäà ∣∣∣∣W ′(z)

W (z)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ µz + 1

(µz + 1)2z

∣∣∣∣ = 1

|(µz + 1)z|
=

=
1

|µz + 1||z|
=

1

|µz + 1|R
.

(2.59)

Èññëåäóåì |µz + 1|. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

|µz + 1| = |µz − (−1)| ⩾ |µ|z| − 1| = |µR− 1|

Â ðåçóëüòàòå èç (2.59) ïîëó÷àåì îöåíêó∣∣∣∣W ′(z)

W (z)

∣∣∣∣ ⩽ 1

R|µR− 1|
, ∀ z : |z| = R; µR ̸= 1. (2.60)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôîðìóëó (2.35), îöåíèì òåïåðü ñëåäóþùèé ìîäóëü:∣∣∣∣1− W (p)

W (z)

∣∣∣∣ ⩾ ∣∣∣∣1− ∣∣∣W (p)

W (z)

∣∣∣∣∣∣∣ ⩾ |1− ν| = 1− ν . (2.61)
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Òàê êàê èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

max
z : |z|⩽R

|Ψ(z)| = max
z : |z|⩽R

|eτz| = eτR (2.62)

è äëèíà êîíòóðà C, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü |z| = R, ðàâíà

2πR, òî â ñèëó ôîðìóë (2.36), (2.35), (2.60), (2.61), (2.62) ∀ω ∈ [0, qΩ] îêîí÷à-

òåëüíî ïîëó÷àåì îöåíêó (2.33). Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç (2.33) ñëåäóåò, ÷òî îöåíêà ∆N(jω) íå çàâèñèò îò ω. Ïîýòîìó íà ëþáîì

îòðåçêå ω ∈ [0, qΩ] îøèáêà àïïðîêñèìàöèè ∆N(jω) ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê

íóëþ ïðè N → ∞.

Ñëåäñòâèå 2.3. Ïóñòü çàäàíî ïðîèçâîëüíîå Ω∗ > 0. Òîãäà

lim
N→∞

|∆N(jω)| = 0 ∀ω ∈ [0,Ω∗] . (2.63)

Ä îê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèé Ψ(p) è W (p) ðàäèóñ R

ìîæåò áûòü âûáðàí ñêîëü óãîäíî áîëüøèì. Âûáåðåì R èç óñëîâèÿ qΩ = Ω∗,

ò. å. ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (2.34)

Ω∗ =
qR√

2µR + 1
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî R

q2R2 − 2µ(Ω∗)2R− (Ω∗)2 = 0,

ðåøàÿ êîòîðîå, íàõîäèì

R =
Ω∗

q2

(
µΩ∗ +

√
(µΩ∗)2 + q2

)
.

Èç (2.33) ñëåäóåò, ÷òî îöåíêà ∆N(jω) íå çàâèñèò îò ω. Ïîýòîìó â ñèëó óñëîâèÿ

ν < 1 íà ëþáîì îòðåçêå ω ∈ [0,Ω∗] îøèáêà àïïðîêñèìàöèè ∆N(jω) ðàâíîìåðíî

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè N → ∞. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ñëåäóåò îñîáî îòìåòèòü, ÷òî ∆N(jω) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÀÔ×Õ îøèáêè àï-

ïðîêñèìàöèè ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ ïðîãíîçàòîðà (2.32). Òàê êàê â ïîëîñå ÷àñòîò

[0,Ω∗] àìïëèòóäíî-ôàçî÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè àïïðîêñèìèðóþùåé ìîäåëè

ΨN(p) è èñõîäíîé ôóíêöèè eτp ìàëî îòëè÷àþòñÿ, òî äëÿ âõîäíûõ ñèãíàëîâ,

ñïåêòð êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîñîé ÷àñòîò [0,Ω∗], ñîãëàñíî [68] áóäóò ìàëî

îòëè÷àòüñÿ è ïåðåõîäíûå ïðîöåññû.
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2.2.3. Ïîñòðîåíèå ìîäàëüíûõ ïðîãíîçàòîðîâ

Ðàññìîòðèì äàëåå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè eτp â ðÿä Áóðìàíà-Ëàãðàíæà (2.10)

ïî ñòåïåíÿì ôóíêöèè

W (p) =
pL(p)

D(p)
, (2.64)

ãäå â ñîîòâåòñòâèè ñ [25] ìíîãî÷ëåíû D(p) è L(p) äëÿ ëþáîãî s ∈ N îïðåäåëÿ-

þòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

D(p) =
m∑
i=0

dip
m−i , L(p) =

m∑
i=s

dip
m−i, m ⩾ s. (2.65)

Çäåñü D(p) � ïðîèçâîëüíûé àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ãóðâèöà ñòåïåíè m íàä

ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R.
Ç àì å ÷ à í è å 2.5. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè m = s = 1 â ñèëó ôîðìóë

(2.64) è (2.65) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

W (p) =
d1p

d0p+ d1
=

p

d0
d1
p+ 1

=
p

µp+ 1
, µ =

d0
d1
. (2.66)

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ (2.64) ñîâïàäàåò ñ ðàññìîòðåííîé ðàíåå

ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé (2.24).

Î÷åâèäíî, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèÿ W (p) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé

âñþäó íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê pk (òàêèõ

òî÷åê íå áîëåå m), â êîòîðûõ D(pk) = 0 è ôóíêöèÿ W (p) èìååò ïîëþñ ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî ïîðÿäêà.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî W (p) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé â òî÷êå p = 0. Òàê êàê

ïðåäåë

lim
p→0

W (p) = 0

ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, òî óñëîâèå ïðàâèëüíîñòè ôóíêöèèW (p) âûïîëíåíî. Êðî-

ìå òîãî, ôóíêöèÿW (p) èìååò â òî÷êå p = 0 íóëü ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â ñàìîì äåëå,
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ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ D(p) è L(p) (ñì.ôîðìóëû (2.65)), ïîëó÷àåì

W (0) =
0 · L(0)
D(0)

=
0 · dm
dm

= 0,

W ′(p)
∣∣
p=0

=
(pL(p)
D(p)

)′∣∣∣∣
p=0

=

=

(
L(p) + pL′(p)

)
D(p)− pL(p)D′(p)

D2(p)

∣∣∣∣
p=0

=

=
(dm + 0 · dm−1)dm − 0 · dm · dm−1

d2m
= 1 ̸= 0 .

Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (2.10) èìååì

Ψ(p) = eτp =
∞∑
n=0

αnW
n(p) =

∞∑
n=0

αn

(
pL(p)

D(p)

)n

. (2.67)

Òàê êàê ïðè p = 0 ðàçëîæåíèå (2.67) ïðèíèìàåò âèä

eτ ·0 = 1 = α0 +
∞∑
n=1

αn

(
pL(p)

D(p)

)n∣∣∣∣
p=0

= α0 + 0 = α0 , (2.68)

òî î÷åâèäíî, ÷òî

α0 = 1. (2.69)

Ïðè n ⩾ 1 ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ αn ðÿäà Áóðìàíà-Ëàãðàíæà (2.67)

ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (2.23). Òàê êàê

Ψ′(p) =
(
eτp
)′
= τeτp ,

òî ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èç (2.23) èìååì

αn =
τ

n!
lim
p→0

dn−1

d pn−1

[
Dn(p)

Ln(p)
eτp
]
, n ⩾ 1. (2.70)

Ïðèìåíÿÿ ê ôîðìóëå ïðàâèëî Ëåéáíèöà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ

ôóíêöèé, ïîëó÷àåì

αn =
τ

n!
lim
p→0

n−1∑
k=0

Ck
n−1

(
eτp
)(n−1−k)

(
Dn(p)

Ln(p)

)(k)

, n ⩾ 1.

Çäåñü Ck
n−1 � áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî(

eτp
)(n−1−k)

= τn−1−keτp.
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Èç ôîðìóëû (2.70), ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî è ñâîéñòâà ïðåäåëîâ, íàõî-

äèì

αn =
τ

n!

n−1∑
k=0

Ck
n−1

τ k
lim
p→0

(
Dn(p)

Ln(p)

)(k)

, n ⩾ 1.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âèä ìíîãî÷ëåíîâD(p) è L(p), îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëàìè

(2.65), ïðåäñòàâèì ìíîãî÷ëåí D(p) â ñëåäóþùåì âèäå:

D(p) =
m∑
i=0

dip
m−i =

s−1∑
i=0

dip
m−i +

m∑
i=s

dip
m−i = Q(p) + L(p),

ãäå

Q(p) =
s−1∑
i=0

dip
m−i = pm−s+1Q0(p), Q0(p) =

s−1∑
i=0

dip
s−1−i . (2.71)

Òîãäà
Dn(p)

Ln(p)
=

(
Q(p)

L(p)
+ 1

)n

.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà è (2.71), ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

Dn(p)

Ln(p)
=

n∑
i=0

C i
n

Qi(p)

Li(p)
= 1 +

n∑
i=1

C i
np

i(m−s+1)Q
i
0(p)

Li(p)
. (2.72)

Âûïèøåì äàëåå ôîðìóëó äëÿ k-é (k = 1, n− 1) ïðîèçâîäíîé âûðàæåíèÿ

(2.72). Â ñèëó ëèíåéíîñòè îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, à òàêæå ïðàâèëà Ëåéá-

íèöà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé, èìååì(
Dn(p)

Ln(p)

)(k)

=
dk

d pk

n∑
i=1

C i
np

i(m−s+1)Q
i
0(p)

Li(p)
=

=
n∑

i=1

C i
n

dk

d pk

[
pi(m−s+1)Q

i
0(p)

Li(p)

]
=

=
n∑

i=1

C i
n

k∑
r=0

Cr
k

(
pi(m−s+1)

)(r)[Qi
0(p)

Li(p)

](k−r)

.

Òàê êàê ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(
pi(m−s+1)

)(r)
=


0, i(m− s+ 1) < r,

r!, i(m− s+ 1) = r,

Ar
i(m−s+1)p

i(m−s+1)−r, i(m− s+ 1) > r,

(2.73)
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òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå(
Dn(p)

Ln(p)

)(k)

=
k∑

r=0

Cr
k

n∑
i=1

C i
nA

r
i(m−s+1)p

i(m−s+1)−r

[
Qi

0(p)

Li(p)

](k−r)

. (2.74)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôîðìóëó (2.74) ïðè p→ 0. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ñâîéñòâ

ïðåäåëîâ è îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ D(p) è L(p), èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
p→0

Dn(p)

Ln(p)
= 1 ∀n ⩾ 1.

Ïóñòü äàëåå

q = m− 2s.

Òîãäà, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (2.74) ïðè p → 0 è ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ïðåäåëîâ è

ñîîòíîøåíèå (2.73), ïîëó÷àåì

lim
p→0

(
Dn(p)

Ln(p)

)(k)

=

=
k∑

r=0

Cr
k

n∑
i=1

C i
nA

r
i(s+q+1) limp→0

pi(s+q+1)−r lim
p→0

[
Qi

0(p)

Li(p)

](k−r)

=

=
k∑

r=0

Cr
kr!

n∑
i=1

C i
n

[
Qi

0(p)

Li(p)

](k−r)

p=0

.

Ïðè ýòîì

Cr
kr! = Ar

k.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (2.70) ïðèíèìàåò îêîí÷àòåëüíûé âèä

αn =
τ

n!

n−1∑
k=0

Ck
n−1

τ k

k∑
r=0

Ar
k

n∑
i=1

C i
n

[
Qi

0(p)

Li(p)

](k−r)

p=0

. (2.75)

Âûïèøåì òåïåðü ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ ìîäàëüíîãî ïðîãíîçàòîðà. Ñ ýòîé

öåëüþ ïðåäñòàâèì ðàçëîæåíèå (2.67) â ñëåäóþùåì âèäå:

eτp =
N∑
n=0

αnW
n(p) + ∆N(p) =

N∑
n=0

αn

(
pL(p)

D(p)

)n

+∆N(p), (2.76)

ãäå ìíîãî÷ëåíû D(p) è L(p) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (2.65), αn ÿâëÿþòñÿ

êîýôôèöèåíòàìè ðÿäà Áóðìàíà-Ëàãðàíæà è îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (2.69),

(2.75), ∆N(p) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí ðÿäà Áóðìàíà-Ëàãðàíæà â ðàññìàòðèâàåìîì

ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ W (p) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (2.64).
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Òàêèì îáðàçîì, ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ìîäàëüíîãî ïðîãíîçàòîðà ïðèíèìàåò

îêîí÷àòåëüíûé âèä

ΨN(p) =
N∑
n=0

αnW
n(p) =

N∑
n=0

αn

(
pL(p)

D(p)

)n

. (2.77)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ ïðîãíîçà, íåïîñðåä-

ñòâåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ôîðìóëû (2.77) ÿâëÿåòñÿ íåöåëåñîîáðàçíîé, ò.ê. êàæäîå

ñëàãàåìîå ñîäåðæèò ñòåïåíü ôóíêöèè W (p), âû÷èñëåíèå êîòîðîé òðåáóåò ñó-

ùåñòâåííûõ âðåìåííûõ çàòðàò. Ñõåìà, ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 22, ïîçâîëÿåò

ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû.

Ðèñ. 22. Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ïðîãíîçàòîðîâ

Íà ðèñ. 23 ïðåäñòàâëåíû ñîîòâåòñòâåííî ãðàôèêè ÀÔ×Õ äëÿ eτp è ïåðåäà-

òî÷íîé ôóíêöèè ìîäàëüíîãî ïðîãíîçàòîðà ΨM,N(jω) ïðè τ = 0, 25 c, µ1 =

= 0, 018 c, µ2 = 0, 02 c, N = 3. Íà ðèñ. 24 èçîáðàæåíû ãðàôèêè ïðîãíîçà ïðè

h = 0, 001 c äëÿ ñèãíàëà

f(t) = t cos t sin(ln(1 + t)t). (2.78)

Àíàëîãè÷íûå ãðàôèêè äëÿ N = 5 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 25�26.
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Ðèñ. 23. ÀÔ×Õ ôóíêöèé eτjω è ΨM,N(jω)

Ðèñ. 24. Ïðîãíîç ñèãíàëà f(t) = t cos t sin(ln(1 + t)t)
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Ðèñ. 25. ÀÔ×Õ ôóíêöèé eτjω è ΨM,N(jω)

Ðèñ. 26. Ïðîãíîç ñèãíàëà f(t) = t cos t sin(ln(1 + t)t)
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2.2.4. Ïîñòðîåíèå äèôôåðåíöèðóþùèõ íàáëþäàòåëåé

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé{
ẋ(t) = Ax(t),

y(t) = Cx(t),
(2.79)

ãäå x(t) ∈ Rm; y(t) ∈ R, y(t) = f(t); ìàòðèöû A ∈ Rm×m è C ∈ R1×m èìåþò âèä

A =


0 1 0 . . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 0 1

0 0 0 . . . 0 0

 ; C = (1, 0, . . . , 0). (2.80)

Ïîêàæåì, ÷òî ïàðà ìàòðèö {A,C} ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ íàáëþäàåìîé [2].

Ñ ýòîé öåëüþ âûïèøåì ìàòðèöó íàáëþäàåìîñòè, îïðåäåëÿåìóþ ïî ñëåäóþùåé

ôîðìóëå [2]:

Qí =
[
Cò...AòCò...(Aò)2Cò... . . .

...(Aò)n−1Cò
]
. (2.81)

Ó÷èòûâàÿ âèä ìàòðèö A è C, íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî

Qí = E, (2.82)

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m. Èç (2.82) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

rankQí = rankE = m. (2.83)

Ðàâåíñòâî (2.83) ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì ïîëíîé íàáëþäàåìîñòè [2] ïàðû ìàòðèö

{A,C}.
Äàëåå äëÿ ñèñòåìû (2.79) ñèíòåçèðóåì íàáëþäàòåëü [48]{

ż(t) = Az(t) +K
(
y(t)− ŷ(t)

)
,

ŷ(t) = Cz(t)
(2.84)

ãäå z(t) ∈ Rm � âåêòîð îöåíêè âåêòîðà ñîñòîÿíèé; ŷ(t) � âûõîä íàáëþäàòåëÿ;

K ∈ Rm×1 � ìàòðèöà-ñòîëáåö êîýôôèöèåíòîâ óñèëåíèÿ íàáëþäàòåëÿ. Ïîäñòàâ-

ëÿÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.84) óðàâíåíèå âûõîäà íàáëþäàòåëÿ, ïîñëå

î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

ż(t) = (A−KC)z(t) +Ky(t). (2.85)
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî y(t) = f(t), ïåðåïèøåì óðàâåíèå íàáëþ-

äàòåëÿ (2.85) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ż(t) = (A−KC)z(t) +Kf(t). (2.86)

Äëÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà íàáëþäàþùåãî óñòðîéñòâà (2.86) îïðå-

äåëèì ìàòðèöó K êîýôôèöèåíòîâ óñèëåíèÿ íàáëþäàòåëÿ. Â ñèëó ïîëíîé íà-

áëþäàåìîñòè ïàðû ìàòðèö {A,C} äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ïîëè-

íîìà D(p) ñòåïåíè m ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ìàòðèöà K, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óñëîâèþ [2]

D(p) = det(Ep− A+KC). (2.87)

Â [2] ïîêàçàíî, ÷òî ìàòðèöà K ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì íàéäåíà

ïî ôîðìóëå

K = R−1L, (2.88)

ãäå

R = (MQí)
ò, (2.89)

Qí � ìàòðèöà íàáëþäàåìîñòè äëÿ ïàðû {A,C}, ìàòðèöà M ∈ Rm×m èìååò

ñëåäóþùèé âèä:

M =


0 0 . . . 0 1

0 0 . . . 1 0

. . . . . . . . . . . . .

0 1 . . . 0 0

1 0 . . . 0 0

 . (2.90)

Â ñîîòíîøåíèè (2.88) ìàòðèöà-ñòîëáåö L ∈ Rm×1 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

L =


dm

dm−1

· · ·
d2

d1

 , (2.91)

ãäå di (i = 1,m ) � êîýôôèöèåíòû æåëàåìîãî ìíîãî÷ëåíà D(p), ò. å.

D(p) = pm + d1p
m−1 + . . .+ dm−1p+ dm =

m∑
i=0

dip
m−i, d0 = 1. (2.92)

Òàê êàê Qí = E è èìååò ìåñòî î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî M = M ò, ñîãëàñíî

(2.89) ïîëó÷àåì R =M . Òîãäà èç ôîðìóëû (2.88) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

MK = L. (2.93)
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Ïóñòü

K =


k1

k2

· · ·
km−1

km

 , (2.94)

Ó÷èòûâàÿ âèä ìàòðèöû M , îïðåäåëÿåìîé ôîðìóëîé (2.90), íåïîñðåäñòâåííûì

óìíîæåíèåì íàõîäèì

MK =


km

km−1

· · ·
k2

k1

 . (2.95)

Èç ðàâåíñòâà (2.93), ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôîðìóëû (2.95) è (2.91), ñðàçó ïî-

ëó÷àåì ñîîòíîøåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû-ñòîëáöà K:

ki = di, i = 1,m. (2.96)

Äàëåå íàéäåì ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ, ñâÿçûâàþùóþ âõîäíîé ñèãíàë f(t) è

zi(t). Ñ ýòîé öåëüþ ïðåäñòàâèì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå íàáëþäàòåëÿ (2.86) â êîîð-

äèíàòíîé ôîðìå. Ó÷èòûâàÿ âèä ìàòðèö A, C è K, îïðåäåëÿåìûõ ðàâåíñòâàìè

(2.80) è (2.94), ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

A−KC =


−k1 1 0 . . . 0 0

−k2 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−km−1 0 0 . . . 0 1

−km 0 0 . . . 0 0

 .

Òîãäà óðàâíåíèå íàáëþäàòåëÿ (2.86) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

ż1(t) = −k1z1(t) + z2(t) + k1f(t),

ż2(t) = −k2z1(t) + z3(t) + k2f(t),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
żm−1(t) = −km−1z1(t) + zm(t) + km−1f(t),

żm(t) = −kmz1(t) + kmf(t).

(2.97)
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Ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (2.97) ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïðè íóëåâûõ

íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ:

z1(0) = z2(0) = . . . = zm(0) = 0.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îðèãèíàëîâ [55], çàïèøåì ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé (2.97) â ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæåíèé ïî Ëàïëàñó:

pZ1(p) = −k1Z1(p) + Z2(p) + k1F (p),

pZ2(p) = −k2Z1(p) + Z3(p) + k2F (p),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
pZm−1(p) = −km−1Z1(p) + Zm(p) + km−1F (p),

pZm(p) = −kmZ1(p) + kmF (p),

(2.98)

ãäå F (p) ≑ f(t), Zi(p) ≑ zi(t), i = 1,m. Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.98) ñ ïîìî-

ùüþ ìåòîäà Êðàìåðà íàéäåì Z1(p). Äëÿ ýòîãî ïåðåíåñåì íåèçâåñòíûå Z1(p),

Z2(p), . . ., Zm(p) â ëåâóþ ñòîðîíó. Òîãäà îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (2.98) ïðèìåò

ñëåäóþùèé âèä:

∆(p) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p+ k1 −1 0 . . . 0 0

k2 p −1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

km−1 0 0 . . . p −1

km 0 0 . . . 0 p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2.99)

Ïî ïîñòðîåíèþ íàáëþäàòåëÿ îïðåäåëèòåëü ∆(p) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

∆(p) = det(pE − A+KC). (2.100)

Â ñèëó óñëîâèÿ (2.87) ðàâåíñòâî (2.100) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆(p) = det(pE − A+KC) = D(p). (2.101)

Ñîãëàñíî ìåòîäó Êðàìåðà çàìåíèì òåïåðü ïåðâûé ñòîëáåö îïðåäåëèòåëÿ (2.99)

ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Èìååì

∆1(p) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k1F (p) −1 0 . . . 0 0

k2F (p) p −1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

km−1F (p) 0 0 . . . p −1

kmF (p) 0 0 . . . 0 p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâàìè îïðåäåëèòåëåé âûíåñåì èç ïåðâîãî ñòîëáöà îïðå-

äåëèòåëÿ ∆1(p) îáùèé ìíîæèòåëü F (p). Ïîëó÷àåì

∆1(p) = F (p)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k1 −1 0 . . . 0 0

k2 p −1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

km−1 0 0 . . . p −1

km 0 0 . . . 0 p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= F (p)∆̃1(p). (2.102)

Ïðåäñòàâèì îïðåäåëèòåëü ∆̃1(p) â âèäå ðàçíîñòè äâóõ îïðåäåëèòåëåé

∆̃1(p) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p+ k1 − p −1 0 . . . 0 0

k2 p −1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

km−1 0 0 . . . p −1

km 0 0 . . . 0 p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p+ k1 −1 0 . . . 0 0

k2 p −1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

km−1 0 0 . . . p −1

km 0 0 . . . 0 p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p −1 0 . . . 0 0

0 p −1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . p −1

0 0 0 . . . 0 p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(2.103)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïåðâûé îïðåäåëèòåëü â ïðàâîé ÷àñòè (2.103) ñîâïàäàåò

ñ ∆(p), à âòîðîé îïðåäåëèòåëü ðàâåí pm. Òîãäà

∆̃1(p) = ∆(p)− pm. (2.104)

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (2.102), (2.104), (2.101) ïî ìåòîäó Êðàìåðà

íàõîäèì

Z1(p) =
∆1(p)

∆(p)
=

∆̃1(p)

∆(p)
F (p) =

∆(p)− pm

∆(p)
F (p) =

= F (p)− pm

∆(p)
F (p) = F (p)− pm

D(p)
F (p).

(2.105)
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Íàéäåì òåïåðü îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå Z2(p), . . ., Zm(p). Ñ ýòîé öåëüþ ïåð-

âûå (m− 1) óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.98) ïðåäñòàâèì â ñëåäóþùåì âèäå:
Z2(p) = pZ1(p) + k1

(
Z1(p)− F (p)

)
,

Z3(p) = pZ2(p) + k2
(
Z1(p)− F (p)

)
,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Zm(p) = pZm−1(p) + km−1

(
Z1(p)− F (p)

)
,

(2.106)

ò. å.

Zi(p) = pZi−1(p) + ki−1

(
Z1(p)− F (p)

)
, i = 2,m. (2.107)

Èç ôîðìóëû (2.105) íàõîäèì

Z1(p)− F (p) = − pm

D(p)
F (p). (2.108)

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå âûðàæåíèå (2.108) â ôîðìóëó (2.107), ïîëó÷àåì

Zi(p) = pZi−1(p)− ki−1
pm

D(p)
F (p), i = 2,m.

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (2.105) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

Z2(p) = pZ1(p)− k1
pm

D(p)
F (p) = pF (p)− pmR1(p)

D(p)
F (p),

Z3(p) = pZ2(p)− k2
pm

D(p)
F (p) = p2F (p)− pmR2(p)

D(p)
F (p),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Zm(p) = pZm−1(p)− km
pm

D(p)
F (p) =

= pm−1F (p)− pmRm−1(p)

D(p)
F (p),

(2.109)

ãäå

Ri−1(p) = pi−1 + k1p
i−2 + . . .+ ki−2p+ ki−1 =

=
i−1∑
j=0

kjp
i−1−j, k0 = 1, i = 1,m.

Òàê êàê ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (2.96), òî ìíîãî÷ëåí Ri−1(p) ìîæíî ïåðåïèñàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ri−1(p) =
i−1∑
j=0

djp
i−1−j, d0 = 1, i = 1,m. (2.110)
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Òîãäà èç (2.109) ïîëó÷àåì ôîðìóëó

Zi(p) = pi−1F (p)− pmRi−1(p)

D(p)
F (p) =

=
pi−1D(p)− pmRi−1(p)

D(p)
F (p), i = 1, n.

(2.111)

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó (2.111) ïîäðîáíåå. Â ñèëó (2.92) è (2.110) ïîñëå î÷åâèäíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì

pi−1D(p)− pmRi−1(p) = pi−1
m∑
j=0

djp
m−j − pm

i−1∑
j=0

djp
i−1−j =

= pi−1

( i−1∑
j=0

djp
m−j +

m∑
j=i

djp
m−j

)
− pm

i−1∑
j=0

djp
i−1−j =

= pi−1
m∑
j=i

djp
m−j .

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ôîðìóëó

Zi(p) = Wi(p)F (p), i = 1,m, (2.112)

ãäå

Wi(p) =
Qi(p)

D(p)
, Qi(p) = pi−1

m∑
j=i

djp
m−j . (2.113)

Ç àì å ÷ à í è å 2.6. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ Wi(p),

îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé (2.113), ïðè i = 2 ñîâïàäàåò ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé

(2.64) ïðè s = 2. Â ñàìîì äåëå, ïîäñòàâëÿÿ i = 2 â (2.113), ïîëó÷àåì

W2(p) =
Q2(p)

D(p)
, Q2(p) = p

m∑
j=2

djp
m−j . (2.114)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè s = 2 â ôîðìóëå (2.64) èìååì

L(p) =
m∑
i=2

dip
m−i.

Ïîýòîìó

Q2(p) = pL(p)

è ôóíêöèÿ (2.114) ñîâïàäàåò ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé (2.64). Îòñþäà âûòåêàåò

âàæíûé ðåçóëüòàò: ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ (2.64) ïðè s = 2 ÿâëÿåòñÿ ïåðåäàòî÷-

íîé ôóíêöèåé íàáëþäàòåëÿ ñîñòîÿíèé îòíîñèòåëüíî âòîðîé êîîðäèíàòû.
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2.2.5. Èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè ìîäàëüíûõ ïðîãíîçàòîðîâ

Èññëåäóåì äàëåå òî÷íîñòü ïðîãíîçàòîðà ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé (2.77).

Êàê è â ï. 2.2.2, îáîçíà÷èì ÷åðåç R > 0 ðàäèóñ êðóãà àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè

Ψ(z) = eτz, z ∈ C. Ïóñòü C � îêðóæíîñòü |z| = R. Ðàññìîòðèì òåïåðü p ∈ C,
ëåæàùèå íà ìíèìîé îñè p = jω, êîãäà 0 ⩽ ω < R.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2.36) è ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:∣∣∣∣W (p)

W (z)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣p(µ1z + 1)(µ2z + 1)

(µ1p+ 1)(µ2p+ 1)z

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣ p

(µ1p+ 1)(µ2p+ 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣(µ1z + 1)(µ2z + 1)

z

∣∣∣∣ . (2.115)

Îöåíèì (2.115) ñâåðõó. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ìíîæèòåëè, âõîäÿùèå â ïðàâóþ

÷àñòü (2.115). Ïîëó÷àåì∣∣∣∣(µ1z + 1)(µ2z + 1)

z

∣∣∣∣ = |µ1z + 1||µ2z + 1|
|z|

=
|µ1z + 1||µ2z + 1|

R
⩽

⩽
(µ1|z|+ 1)(µ2|z|+ 1)

R
=

(µ1R + 1)(µ2R + 1)

R
.

(2.116)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

ρ =
(µ1R + 1)(µ2R + 1)

R
. (2.117)

Â òàêîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (2.116) ïðèíèìàåò âèä∣∣∣∣(µ1z + 1)(µ2z + 1)

z

∣∣∣∣ ⩽ ρ . (2.118)

Àíàëîãè÷íî îöåíèâàåì∣∣∣∣ p

(µ1p+ 1)(µ2p+ 1)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ jω

(µ1jω + 1)(µ2jω + 1)

∣∣∣∣ =
=

ω√
(µ21ω

2 + 1)(µ22ω
2 + 1)

.
(2.119)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì îöåíêó∣∣∣∣W (p)

W (z)

∣∣∣∣ ⩽ ρω√
(µ21ω

2 + 1)(µ22ω
2 + 1)

. (2.120)

Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣W (p)

W (z)

∣∣∣∣ < 1 . (2.121)

60



Íåðàâåíñòâî (2.121) áóäåò âûïîëíåíî, åñëè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ρω√
(µ21ω

2 + 1)(µ22ω
2 + 1)

< 1 . (2.122)

Ðàññìîòðèì äàëåå ñëó÷àé µ1 = µ2 = µ. Òîãäà íåðàâåíñòâî (2.122) ïðèíèìàåò

âèä
ρω

µ2ω2 + 1
< 1 . (2.123)

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

µ2ω2 − ρω + 1 > 0. (2.124)

Èç ôîðìóëû (2.117) ñëåäóåò, ÷òî

ρ =
(µR + 1)2

R
=
µ2R2 + 2µR + 1

R
= 2µ+ µ2R +

1

R
. (2.125)

Òàê êàê R > 0 è µ > 0, òî

ρ > 2µ (2.126)

è íåðàâåíñòâî (2.124) ïðèíèìàåò âèä(
ω − ρ−

√
ρ2 − 4µ2

2µ2

)(
ω − ρ+

√
ρ2 − 4µ2

2µ2

)
> 0. (2.127)

Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå ω ⩾ 0, ïîëó÷àåì

ω ∈
[
0,
ρ−

√
ρ2 − 4µ2

2µ2

)
∪
(
ρ+

√
ρ2 − 4µ2

2µ2
,+∞

)
. (2.128)

Ïîêàæåì äàëåå, ÷òî
ρ+

√
ρ2 − 4µ2

2µ2
> R. (2.129)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå√
ρ2 − 4µ2 > 2µ2R− ρ

èëè, ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,

µ2R2 −Rρ+ 1 < 0 . (2.130)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôîðìóëó (2.125), ïîëó÷àåì

µ2R2 −Rρ+ 1 = µ2R2 −R
(µR + 1)2

R
+ 1 =

= µ2R2 − (µR + 1)2 + 1 = −2µR < 0 .
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Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (2.130), à ñëåäîâàòåëüíî è (2.129), âûïîëíÿåòñÿ.

Ïîëîæèì

Ω =
ρ−

√
ρ2 − 4µ2

2µ2
. (2.131)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî

Ω < R. (2.132)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.131), ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â âèäå√
ρ2 − 4µ2 > ρ− 2µ2R (2.133)

èëè, ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,

µ2R2 −Rρ+ 1 < 0 . (2.134)

Ýòî íåðàâåíñòâî ñîâïàäåò ñ íåðàâåíñòâîì (2.130), êîòîðîå, êàê áûëî ïîêàçàíî

âûøå, âûïîëíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (2.132) ñïðàâåäëèâî.

Ðàññìîòðèì äàëåå ω ∈ [0, qΩ], ãäå q � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 0 < q < 1. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

χ(ω) =
ω

µ2ω2 + 1
. (2.135)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî χ(ω) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò äëÿ âñåõ ω ∈ [0, qΩ]. Äåé-

ñòâèòåëüíî,

χ′(ω) =

(
ω

µ2ω2 + 1

)′
=

1− µ2ω2

(µ2ω2 + 1)2
. (2.136)

Ïîêàæåì, ÷òî

Ω <
1

µ
.

Â ñàìîì äåëå, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (2.131),

ρ−
√
ρ2 − 4µ2

2µ2
<

1

µ
.

Òîãäà

ρ− 2µ <
√
ρ2 − 4µ2.

Òàê êàê èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (2.126), òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿ-

åòñÿ. Ïîýòîìó χ′(ω) > 0 äëÿ ω ∈ [0, qΩ] è ôóíêöèÿ χ(ω) äîñòèãàåò ñâîåãî

ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðè ω = qΩ:

max
ω∈[0,qΩ]

χ(ω) = χ(qΩ) =
qΩ√

µ2q2Ω2 + 1
. (2.137)
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Òîãäà äëÿ (2.120) èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà:∣∣∣∣W (p)

W (z)

∣∣∣∣ = ρχ(ω) ⩽ ρχ(qΩ) = ν . (2.138)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ν < 1. Â ñàìîì äåëå, èç (2.138) ïîëó÷àåì óñëîâèå

ν =
ρqΩ√

µ2q2Ω2 + 1
< 1 . (2.139)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî

µ2q2Ω2 − ρqΩ + 1 > 0 .

Òàê êàê qΩ < R è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (2.130), òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî

òàêæå ñïðàâåäëèâî.

Ðàññìîòðèì äàëåå W ′(z). Èìååì

W ′(z) =

(
z

(µ1z + 1)(µ2z + 1)

)′
=

1− µ1µ2z
2

(µ1z + 1)2(µ2z + 1)2
. (2.140)

Òîãäà ∣∣∣∣W ′(z)

W (z)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1− µ1µ2z
2

(µ1z + 1)2(µ2z + 1)2
(µ1z + 1)(µ2z + 1)

z

∣∣∣∣ =
=

|1− µ1µ2z
2|

|(µ1z + 1)(µ2z + 1)z|
=

|1− µ1µ2z
2|

|µ1z + 1||µ2z + 1||z|
=

=
|1− µ1µ2z

2|
|µ1z + 1||µ2z + 1|R

.

(2.141)

Èññëåäóåì |µiz + 1|, i = 1, 2. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

|µiz + 1| = |µiz − (−1)| ⩾ |µi|z| − 1| = |µiR− 1|.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âûðàæåíèå

|1− µ1µ2z
2| ⩽ 1 + µ1µ2|z|2 = 1 + µ1µ2R

2.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îöåíêó∣∣∣∣W ′(z)

W (z)

∣∣∣∣ ⩽ 1 + µ1µ2R
2

R|µ1R− 1||µ2R− 1|
, ∀ z : |z| = R; µiR ̸= 1. (2.142)

Â ñèëó ôîðìóë (2.36), (2.138), (2.142), (2.61), (2.62) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

îöåíêó

|∆N(jω)| ⩽
1

2π
2πReτR

1 + µ1µ2R
2

R|µ1R− 1||µ2R− 1|
νN+1

1− ν
=

=
eτR(1 + µ1µ2R

2)

|µ1R− 1||µ2R− 1|
νN+1

1− ν
.

(2.143)
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Òàêèì îáðàçîì,

|∆N(jω)| ⩽
eτR(1 + µ1µ2R

2)

|µ1R− 1||µ2R− 1|
νN+1

1− ν
∀ω ∈ [0, qΩ] . (2.144)

Èç (2.144) ñëåäóåò, ÷òî îöåíêà∆N(jω) íå çàâèñèò îò ω. Ïîýòîìó íà ëþáîì îòðåç-

êå ω ∈ [0, qΩ] îøèáêà àïïðîêñèìàöèè∆N(jω) ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè

N → ∞. Ñëåäóåò îñîáî îòìåòèòü, ÷òî ∆N(jω) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÀÔ×Õ îøèá-

êè àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ ïðîãíîçàòîðà (2.77). Òàê êàê â ïîëîñå

÷àñòîò [0, qΩ] àìïëèòóäíî-ôàçî÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè àïïðîêñèìèðóþùåé

ìîäåëè ΨN(p) è èñõîäíîé ôóíêöèè eτp ìàëî îòëè÷àþòñÿ, òî äëÿ âõîäíûõ ñèã-

íàëîâ, ñïåêòð êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîñîé ÷àñòîò [0, qΩ], ñîãëàñíî [68] áóäóò

ìàëî îòëè÷àòüñÿ è ïåðåõîäíûå ïðîöåññû.

2.3. Âûâîäû ïî ãëàâå 2

Â äàííîé ãëàâå ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ñïîñîáû äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé àï-

ïðîêñèìàöèè ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé îáúåêòîâ, ñðåäè êîòîðûõ âûäåëåíû àï-

ïðîêñèìàöèè ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ Òåéëîðà è ðÿäîâ Áóðìàíà-Ëàãðàíæà. Äëÿ ýêñ-

ïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè íàéäåíû êîýôôèöèåíòû ðÿäà Áóðìàíà-Ëàãðàíæà, ïî-

ëó÷åíû îöåíêè îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ ðÿäîâ Òåéëîðà è Áóðìàíà-Ëàãðàíæà. Ñ ïî-

ìîùüþ ðÿäà Áóðìàíà-Ëàãðàíæà ïîëó÷åíà àïïðîêñèìàöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé

ôóíêöèè ïî ðåàëèçóåìûì óñòîé÷èâûì äðîáíî-ðàöèîíàëüíûì ïåðåäàòî÷íûì

ôóíêöèÿì. Íà îñíîâå àïïðîêñèìàöèé ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè îòðåçêîì ðÿ-

äà Áóðìàíà-Ëàãðàíæà ðåøåíà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ àâòîìàòè÷åñêèõ óñòðîéñòâ

ïðîãíîçèðîâàíèÿ: ïðåäëîæåí ñïîñîá ñèíòåçà ðåàëèçóåìîãî è ìîäàëüíîãî ïðî-

ãíîçàòîðîâ. Îñíîâûâàÿñü íà îöåíêå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ðÿäà Áóðìàíà-Ëàãðàíæà,

áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñèãíàëîâ ñ çàäàííîé ïîëîñîé ÷àñòîò ìîæåò áûòü äîñòèã-

íóòà ëþáàÿ íàïåðåä çàäàííàÿ òî÷íîñòü ïðîãíîçèðîâàíèÿ çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ

êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ ðÿäà Áóðìàíà-Ëàãðàíæà. Ïðè ýòîì äëÿ ìîäàëüíîãî ïðîãíî-

çàòîðà ñîõðàíÿåòñÿ ôèëüòðóþùåå ñâîéñòâî. Ïîêàçàíî, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå,

ìîäàëüíûé ïðîãíîçàòîð ñîâïàäàåò ñ äèôôåðåíöèðóþùèì íàáëþäàòåëåì, êî-

òîðûé â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðîì Êàëìàíà. Ýòî ïîçâîëÿåò âûáèðàòü

ïàðàìåòðû ìîäàëüíîãî ïðîãíîçàòîðà ïðè íàëè÷èè ñëó÷àéíûõ ïîìåõ íàáëþäå-

íèÿ.

64



Ãë à â à 3

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÎÏÅÐÅÆÀÞÙÈÕ ÈÍÄÈÊÀÒÎÐÎÂ

3.1. Îïåðåæàþùèå èíäèêàòîðû

Ôîíäîâûé ðûíîê òàêæå, êàê è â öåëîì ýêîíîìèêà ëþáîé ñòðàíû, íå ñòàòè-

÷åí. Íà íåì ïðîèñõîäÿò ïåðèîäû ðîñòà è ñïàäà, êîòîðûå â ñîâîêóïíîñòè ñîñòàâ-

ëÿþò ýêîíîìè÷åñêèå öèêëû. Òàêèå êîëåáàíèÿ îêàçûâàþò âëèÿíèå è íà ãëîáàëü-

íûå òðåíäû ðàçëè÷íûõ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ. Îäíàêî ïðîäîëæèòåëüíîñòü

ïåðèîäîâ ðîñòà èëè ïàäåíèÿ íåîäèíàêîâà, ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü

òåêóùóþ ñòàäèþ öèêëà èëè íàìå÷àþùóþñÿ òåíäåíöèþ åå ñìåíû, íåîáõîäèìî

óìåòü èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ýêîíîìè÷åñêèå èíäèêàòîðû.

Ïðèíèìàÿ ðåøåíèÿ îá èíâåñòèðîâàíèè â òîò èëè èíîé àêòèâ, ñëåäóåò ïðîâî-

äèòü àíàëèç íå òîëüêî êîíêðåòíîé êîìïàíèè, íî è ñèòóàöèþ ýêîíîìèêè â öåëîì,

òàê êàê èçâåñòíî, ÷òî íà ðàçíûõ ôàçàõ ýêîíîìè÷åñêîãî öèêëà êîìïàíèè ðàçíûõ

îòðàñëåé ìîãóò äåìîíñòðèðîâàòü ðàçíóþ óñòîé÷èâîñòü è ýôôåêòèâíîñòü. Ïî-

ýòîìó âàæíî îöåíèâàòü äèíàìèêó è òðåíäû ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé.

Òàêèå ïîêàçàòåëè õàðàêòåðèçóþò îáùåå ñîñòîÿíèå ýêîíîìèêè è åå òåíäåíöèè.

Îíè ìîãóò áûòü îïóáëèêîâàíû êàê â îò÷åòàõ ïðàâèòåëüñòâ, òàê è ðàññ÷èòû-

âàòüñÿ íåçàâèñèìûìè îðãàíèçàöèÿìè â îïðåäåëåííûå äàòû. Ïîðîé ïóáëèêàöèè

çíà÷åíèé èíäèêàòîðîâ ïî ñòåïåíè ñâîåãî âëèÿíèÿ íà ôîíäîâûé ðûíîê ñîïî-

ñòàâèìû ñ âëèÿíèåì âûõîäà ôèíàíñîâûõ îò÷åòîâ êîìïàíèé íà êîòèðîâêè èõ

àêöèé. Òîëüêî â ñëó÷àå ñ èíäèêàòîðàìè èõ âëèÿíèå èìååò áîëåå ìàñøòàáíîå

çíà÷åíèå. Èç òàêèõ ÿðêèõ ïðèìåðîâ � ïóáëèêàöèÿ äàííûõ ïî èíôëÿöèè ÑØÀ

çà ÿíâàðü 2022ã (ðåêîðäíûé òåìï ðîñòà çà ïîñëåäíèå 40 ëåò), êîòîðàÿ çàïóñòèëà

ìåõàíèçì ðàñïðîäàæ íà àìåðèêàíñêîì ðûíêå. Íåäîñòàòêîì òàêèõ ñòàòèñòè÷å-

ñêèõ äàííûõ ÿâëÿåòñÿ èõ ïóáëèêàöèÿ ñ íåêîòîðîé âðåìåííîé çàäåðæêîé, ò.å.

îíè îòðàæàþò èçìåíåíèÿ, êîòîðûå óæå ïðîèçîøëè. Ïîýòîìó, áîëüøîå çíà÷åíèå

èìåþò òå èíäèêàòîðû, êîòîðûå ìîãóò ïîêàçàòü âîçìîæíûå áóäóùèå èçìåíåíèÿ

â ýêîíîìèêå. Òàêèå èíäèêàòîðû ïðèíÿòî íàçûâàòü îïåðåæàþùèìè.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðèì, êàêèå èíäèêàòîðû ñ÷èòàþòñÿ îïåðåæàþùèìè,

à òàêæå áîëåå ïîäðîáíî ðàçáåðåì íåñêîëüêî ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ îïåðåæàþùèõ

èíäèêàòîðîâ ñ îïèñàíèåì èõ ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè äëÿ èíâåñòîðà.

Ñóùåñòâóþùèå ýêîíîìè÷åñêèå èíäèêàòîðû ïðèíÿòî ðàçäåëÿòü íà òðè òèïà:

� Îïåðåæàþùèå.
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� Çàïàçäûâàþùèå.

� Ñîâïàäàþùèå.

Îïåðåæàþùèå èíäèêàòîðû � ýòî òàêèå ïîêàçàòåëè, êîòîðûå îáû÷íî ìåíÿ-

þòñÿ ðàíüøå âñåé ýêîíîìèêè â öåëîì. Òî åñòü îíè ñëóæàò ñèãíàëàìè î áóäó-

ùèõ èçìåíåíèÿõ â ýêîíîìèêå, íàïðèìåð, ñìåíå ôàçû ýêîíîìè÷åñêîãî öèêëà è

èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé àêòèâíîñòè. Ýòî îñîáåííî

âàæíî ïðè âûõîäå ýêîíîìèêè èç ðåöåññèè èëè åå ïðèáëèæåíèè ê êðèçèñíîé

ôàçå.

Çàïàçäûâàþùèå èíäèêàòîðû îòðàæàþò óæå ïðîèçîøåäøèå ýêîíîìè÷åñêèå

èçìåíåíèÿ. Îíè îñíîâàíû íà ïðîøëûõ öåíîâûõ êîëåáàíèÿõ è äàþò ïðåäñòàâëå-

íèå îá èñòîðè÷åñêèõ äàííûõ êîíêðåòíîãî ðûíêà, ýêîíîìèêè èëè àêòèâà. Äàí-

íûå èíäèêàòîðû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé è

äîñòîâåðíîñòè ðàíåå ñäåëàííûõ ïðîãíîçîâ. Ê ÷èñëó çàïàçäûâàþùèõ îòíîñÿò

äàííûå ïî îáúåìàì ïðîäàæ, èíäåêñ èíôëÿöèè è äð.

Ñîâïàäàþùèå èíäèêàòîðû ïîêàçûâàþò òåêóùåå ïîëîæåíèå ýêîíîìèêè è èç-

ìåíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî ñ ýêîíîìè÷åñêèìè òðåíäàìè (ÂÂÏ, ÷èñëî çàíÿòûõ è

äð).

Ñëåäóåò îòìåòèòü áîëüøóþ óñëîâíîñòü íàçíà÷åíèÿ èíäèêàòîðîâ ïî äâóì ïî-

ñëåäíèì ãðóïïàì. Ñðåäè ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ ðàçíûå àíàëèòèêè ïî-ðàçíîìó

îïðåäåëÿþò òèï òîãî èëè èíîãî èíäèêàòîðà. ×òî êàñàåòñÿ îïåðåæàþùèõ èíäè-

êàòîðîâ, òî çäåñü âñå áîëåå îäíîçíà÷íî. È äàëåå â ðàáîòå ðàññìîòðèì íåñêîëüêî

ïðèìåðîâ, íàèáîëåå øèðîêî èñïîëüçóåìûõ, îïåðåæàþùèõ èíäèêàòîðîâ.

Îïåðåæàþùèå èíäèêàòîðû â ýêîíîìèêå:

� Èíäåêñ äåëîâîé àêòèâíîñòè (PMI).

� Äîõîäíîñòü êðàòêîñðî÷íûõ è äîëãîñðî÷íûõ îáëèãàöèé.

� Òðàíñïîðòíûé èíäåêñ.

� TED-ñïðåä.

� Ñîîòíîøåíèå öåí ðèñêîâûõ (ìóñîðíûõ) îáëèãàöèé ê ãîñóäàðñòâåííûì îá-

ëèãàöèÿì (JHK/IEF).

Èíäåêñ äåëîâîé àêòèâíîñòè (PMI) - îäèí èç ñàìûõ âàæíûõ îïåðåæàþùèõ

èíäèêàòîðîâ äëÿ îöåíêè ñîñòîÿíèÿ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ýêîíîìèêè. Îáû÷íî PMI
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ïóáëèêóåòñÿ ðàíüøå äðóãèõ èíäåêñîâ, òàêèõ êàê ÂÂÏ, ïðîìûøëåííîå ïðîèç-

âîäñòâî, çàíÿòîñòü è ò.ä. Ñ ïîìîùüþ àíàëèçà èíäåêñà ìîæíî ïðîãíîçèðîâàòü

ðàçâèòèå òåíäåíöèé â ýêîíîìèêå â öåëîì.

Èíäåêñ äåëîâîé àêòèâíîñòè ðàññ÷èòûâàåòñÿ íà îñíîâå åæåìåñÿ÷íûõ îïðîñîâ

ìåíåäæåðîâ ïî çàêóïêàì ðàçëè÷íûõ êîìïàíèé, êàê â ïðîèçâîäñòâåííîé ñôåðå,

òàê è â ñôåðå óñëóã. Èíäåêñ ïîìîãàåò îïðåäåëèòü, óõóäøàþòñÿ èëè óëó÷øà-

þòñÿ ðûíî÷íûå óñëîâèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåíåäæåðîâ ïî çàêóïêàì, èëè æå îíè

âîâñå îñòàþòñÿ ïðåæíèìè. PMI èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àíàëèçà òåêóùèõ è áóäóùèõ

óñëîâèé âåäåíèÿ áèçíåñà.

Èíäåêñ PMI ðàññ÷èòûâàþò äâå îðãàíèçàöèè: Èíñòèòóò óïðàâëåíèÿ ñíàáæå-

íèåì (ISM, Institute for Supply Management) è Ãëîáàëüíûé ïîñòàâùèê äàííûõ

- IHS Markit.

Çíà÷åíèå PMI âûøå 50% óêàçûâàåò íà ðîñò àêòèâíîñòè â ñåêòîðå ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ ïðåäûäóùèì ìåñÿöåì, à çíà÷åíèå íèæå 50% - íà ñîêðàùåíèå è ñïàä

ýêîíîìèêè. Çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ, ðàâíîå 50%, ãîâîðèò î òîì, ÷òî êîëè÷åñòâî

ìåíåäæåðîâ, ñîîáùàþùèõ îá óëó÷øåíèè ñèòóàöèè, ðàâíî êîëè÷åñòâó òåõ, êòî

çàÿâëÿåò, ÷òî áèçíåñ óõóäøèëñÿ. Î òåìïàõ èçìåíåíèÿ òàêæå ñóäÿò ïî ðàçíèöå ñî

ñðåäíåé òî÷êîé : ÷åì îíî áîëüøå, òåì ñèëüíåå èçìåíåíèÿ â äåëîâîé àêòèâíîñòè.

Íà ôåâðàëü 2021 ã. çíà÷åíèå èíäåêñà PMI ÑØÀ áûëî áîëüøå ïîðîãîâîé îò-

ìåòêè 50, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î õîðîøåì ñîñòîÿíèè ïðîèçâîäñòâåííîãî ñåêòîðà

è î åãî ïîëíîì âîññòàíîâëåíèè äî äîêðèçèñíûõ óðîâíåé. Çíà÷åíèå èíäåêñà PMI

ïî ÐÔ îñòàåòñÿ íà óðîâíå âûøå çíà÷åíèÿ 50, ÷òî ãîâîðèò î õîðîøåì ñîñòîÿíèè

ïðîèçâîäñòâåííîãî ñåêòîðà ýêîíîìèêè ÐÔ.

Äîõîäíîñòü êðàòêîñðî÷íûõ è äîëãîñðî÷íûõ îáëèãàöèé. Ñîîòíîøåíèå äîõîä-

íîñòåé îáëèãàöèé ñ ðàçíûìè ñðîêàìè ïîãàøåíèÿ ïîìîãàåò îòñëåæèâàòü òåêóùèå

íàñòðîåíèÿ â ýêîíîìèêå è ïîíèìàòü îðèåíòèðû äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ñîáû-

òèé. Ñðàâíèòü äîõîäíîñòü êðàòêî- è äîëãîñðî÷íûõ îáëèãàöèé ìîæíî, ïîñòðîèâ

òàê íàçûâàåìóþ êðèâóþ äîõîäíîñòè. Âàæíî òàêæå, ÷òî ê ðàññìîòðåíèþ ïðè-

íèìàåòñÿ èìåííî áåñêóïîííàÿ äîõîäíîñòü. ×àùå âñåãî äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèâîé

áåñêóïîííîé äîõîäíîñòè áåðóò ãîñóäàðñòâåííûå îáëèãàöèè ñ ðàçëè÷íûìè ñðî-

êàìè ïîãàøåíèÿ. Íî òàêîé àíàëèç ìîæíî ïðîâîäèòü è äëÿ äðóãèõ îáëèãàöèé

ñ îäèíàêîâûì êðåäèòíûì êà÷åñòâîì ëþáûõ ýìèòåíòîâ. Àêòóàëüíûå çíà÷åíèÿ

áåñêóïîííîé äîõîäíîñòè ÎÔÇ ñ ðàçíûìè ñðîêàìè ïóáëèêóþòñÿ íà ñàéòå ÖÁ ÐÔ

êàæäûé ðàáî÷èé äåíü. Ðûíîê îáëèãàöèé íàìíîãî áîëüøå ïî ñâîèì îáúåìàì, ÷åì

ðûíîê àêöèé. Èìåííî ìíåíèå åãî ó÷àñòíèêîâ â áÎëüøåé ñòåïåíè êîððåëèðóåò ñ

ðåàëüíûì ïîëîæåíèåì äåë â ýêîíîìèêå. Åñëè èíâåñòîðû æäóò ðîñòà èíôëÿöèè
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è ñòàâîê, òî ñêîðåå âñåãî, îíè íå áóäóò ãîòîâû äàâàòü ãîñóäàðñòâó â äîëã íà òå-

êóùèõ óñëîâèÿõ íà äëèòåëüíûé ñðîê. Ñîîòâåòñòâåííî öåíû äëèííûõ îáëèãàöèé

ïàäàþò, à äîõîäíîñòü, íàïðîòèâ, ðàñòåò. È íàîáîðîò.

Ïî ôîðìå (íàêëîíó) êðèâîé äîõîäíîñòè ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òåêóùåì

ñîñòîÿíèè è âîçìîæíûì áóäóùèì ãëîáàëüíûì èçìåíåíèÿì â ýêîíîìèêå. Íà-

ïðèìåð, 1 ôåâðàëÿ 2021 ãîäà êðèâàÿ äîõîäíîñòè ÎÔÇ èìåëà âèä, ïðèâåäåííûé

íèæå íà ãðàôèêå. Äàííûé òèï êðèâîé, òàê íàçûâàåìûé íîðìàëüíûé, êîãäà

äîõîäíîñòü ÎÔÇ ñ áîëåå äëèòåëüíûì ñðîêîì îáðàùåíèÿ âûøå, ÷åì äîõîäíîñòü

êðàòêîñðî÷íûõ öåííûõ áóìàã. Òàêèå êðèâûå óêàçûâàþò íà ýêîíîìè÷åñêèé ðîñò

è ñâèäåòåëüñòâóþò î áëàãîïðèÿòíîì ðàçâèòèè ýêîíîìèêè. Íà ôåâðàëü 2021 ã.

êðèâàÿ äîõîäíîñòè âûãëÿäåëà ñëåäóþùèì îáðàçîì: îíà ñòàëà èíâåðñíîé, ò.å.

êîðîòêèå îáëèãàöèè èìåþò áîëåå âûñîêóþ äîõîäíîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ äîëãî-

ñðî÷íûìè. Òàêîé ãðàôèê ìîæåò îòðàæàòü îïàñåíèÿ èíâåñòîðîâ, ñâÿçàííûå ñ

îæèäàíèåì ñíèæåíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé àêòèâíîñòè èëè ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî ýêî-

íîìèêà óæå ñòîëêíóëàñü ñ ñåðüåçíûìè ïðîáëåìàìè. Ïîýòîìó èíâåñòîðû ïîêóïà-

þò îáëèãàöèè ñ áîëåå äîëãèì ñðîêîì ïîãàøåíèÿ, ÷òîáû çàôèêñèðîâàòü òåêóùóþ

äîõîäíîñòü â îæèäàíèè áîëåå íèçêèõ äîõîäíîñòåé ïðåäñòîÿùèõ âûïóñêîâ.

Òðàíñïîðòíûé èíäåêñ. Òðàíñïîðòíûé ñåêòîð � îäíà èç âàæíåéøèõ îòðàñ-

ëåé ýêîíîìèêè, îáåñïå÷èâàþùàÿ ïåðåâîçêó ëþäåé è ãðóçîâ. Ðàçâèòèå òðàíñ-

ïîðòíîé èíôðàñòðóêòóðû ñïîñîáñòâóåò ðîñòó òîðãîâîãî îáîðîòà. Êðîìå òîãî,

äèíàìèêà ñïðîñà íà òðàíñïîðòíûå óñëóãè ÿâëÿåòñÿ îïåðåæàþùèì èíäèêàòîðîì

ðàçâèòèÿ ýêîíîìèêè, òàê êàê õàðàêòåðèçóþò óðîâåíü äåëîâîé àêòèâíîñòè. Ãëî-

áàëüíûé òðàíñïîðòíûé èíäåêñ (Èíäåêñ ãðóçîâûõ ïåðåâîçîê, TSI) ðàññ÷èòûâà-

åòñÿ Áþðî òðàíñïîðòíîé ñòàòèñòèêè ÑØÀ åæåìåñÿ÷íî êàê îòíîøåíèå îáúåìîâ

ïåðåâîçîê òåêóùåãî è ïðåäûäóùåãî ìåñÿöåâ. Àêòóàëüíûå çíà÷åíèÿ ïóáëèêó-

þòñÿ íà îôèöèàëüíîì ñàéòå Áþðî. Äèíàìèêà çíà÷åíèÿ òðàíñïîðòíîãî èíäåêñà

èíôîðìèðóåò îá óâåëè÷åíèè èëè óìåíüøåíèè îáúåìà òðàíñïîðòíûõ óñëóã ïî

ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì ìåñÿöåì. Ïðè ýêîíîìè÷åñêîì ðîñòå óâåëè÷èâàþòñÿ

îáúåìû ïðîèçâîäñòâà è ñïðîñà íà òîâàðû è óñëóãè. ×òîáû ïðîèçâîäèòü áîëüøå

òîâàðîâ è äîñòàâëÿòü èõ ïîòðåáèòåëÿì, ïðåäïðèÿòèÿì òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëü-

íûå óñëóãè ïî ïåðåâîçêå ãðóçîâ (êàê ãîòîâîé ïðîäóêöèè, òàê è ñûðüÿ è ðàçëè÷-

íûõ êîìïëåêòóþùèõ). Òàêèì îáðàçîì, èíäåêñ îòðàæàåò ðåàêöèþ ïîñòàâùèêîâ

òðàíñïîðòíûõ óñëóã íà ïîòðåáíîñòè ýêîíîìèêè â ïåðåâîçêå ãðóçîâ è èçìåíÿåò-

ñÿ ðàíüøå, ÷åì ïîêàçàòåëè ñàìîé ýêîíîìèêè (îáúåì ïðîìïðîèçâîäñòâà, îáúåìû

ïðîäàæ, ÂÂÏ è äð.).

Íà ðèñóíêå íèæå ïðèâåäåí ãðàôèê òðàíñïîðòíîãî èíäåêñà. Êàê âèäíî íà
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ãðàôèêå, â 2019-2020 ãã. ïðîèçîøëî çíà÷èòåëüíîå ïàäåíèå èíäåêñà íà ôîíå êðè-

çèñà èç-çà ïàíäåìèè COVID-19, êîòîðûé ïðèâåë ê ïîòåðå ìèëëèîíîâ ðàáî÷èõ

ìåñò, ñíèæåíèþ îáúåìîâ òîðãîâëè, à òàêæå ê ïàäåíèþ öåí íà íåôòü è ñûðüå-

âûå òîâàðû. Çà 2020 ãîä èíäåêñ óñëóã ãðóçîâûõ ïåðåâîçîê óïàë íà 4,6%, à â

2021 ãîäó îí âûðîñ íà 2,6%, ïîñêîëüêó ýêîíîìèêà íà÷àëà âîññòàíàâëèâàòüñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, èíäåêñ âûñòóïàåò â êà÷åñòâå îïåðåæàþùåãî èíäèêàòîðà îá-

ùèõ ýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé. Ðàñòóùèé òðåíä ãîâîðèò î òîì, ÷òî ðàñòåò

îáúåì ãðóçîâûõ ïåðåâîçîê, ðîçíè÷íûå òîðãîâöû óâåëè÷èâàþò çàïàñû, à ïðîèç-

âîäèòåëè çàêàçûâàþò ñûðüå è ñðåäñòâà ïðîèçâîäñòâà â îæèäàíèè óëó÷øåíèÿ

ýêîíîìè÷åñêèõ óñëîâèé.

TED-ñïðåä. TED-ñïðåä ðàññ÷èòûâàåòñÿ êàê ðàçíèöà ìåæäó ñòàâêàìè ìåæ-

áàíêîâñêîãî êðåäèòîâàíèÿ è äîõîäíîñòÿìè êàçíà÷åéñêèõ îáëèãàöèé ÑØÀ. Ñðàâ-

íåíèå ýòèõ ñòàâîê äàåò ïðåäñòàâëåíèå î íàëè÷èè âîçìîæíûõ ðèñêîâ â áàíêîâ-

ñêîé ñèñòåìå. Â ïåðèîäû ýêîíîìè÷åñêîãî êðèçèñà ïðîèñõîäèò ðîñò TED-ñïðåäà,

ò.ê. âîçðàñòàåò ðèñê äåôîëòà, è áàíêè íåîõîòíî îñóùåñòâëÿþò êðåäèòîâàíèå

äðóã äðóãà, ñòàâêè êðåäèòîâ ðàñòóò. Òàêèì îáðàçîì, âûñîêèé TED-ñïðåä óêà-

çûâàåò íà ðàñòóùèé ðèñê äåôîëòà áàíêîâ è ýêîíîìè÷åñêîé íåñòàáèëüíîñòè.

Ñíèæåíèå TED-ñïðåäà ãîâîðèò îá óìåíüøåíèè ðèñêà äåôîëòà è óëó÷øåíèè

ýêîíîìè÷åñêîé ñèòóàöèè.

Íà ïðèâåäåííîì íèæå ãðàôèêå ìîæíî óâèäåòü èçìåíåíèÿ TED-ñïðåäà çà

20-ëåòíèé ïåðèîä, ñ ÿíâàðÿ 2001 ã. Ïðè ðàáîòå ñ äàííûì èíäèêàòîðîì ìîæíî

ñëåäóþùèì îáðàçîì òðàêòîâàòü åãî çíà÷åíèÿ: TED-ñïðåä = 0 ñ÷èòàåòñÿ íåé-

òðàëüíûì çíà÷åíèåì ïîêàçàòåëÿ. TED-ñïðåäà < 0,50 óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ðûí-

êè ñ÷èòàþò ôèíàíñîâûé ðèñê íåáîëüøèì. Ñïðåä TED êîëåáëåòñÿ ñ òå÷åíèåì

âðåìåíè, íî îáû÷íî îñòàåòñÿ â äèàïàçîíå 10 è 50 á.ï. (0,1% è 0,5%). TED-ñïðåä

> 1,0 óêàçûâàåò íà âûñîêóþ íåîïðåäåëåííîñòü è, ïî êðàéíåé ìåðå, íà íåêîòî-

ðûé ðèñê â ãëîáàëüíîé ôèíàíñîâî-áàíêîâñêîé ñèñòåìå. Âî âðåìÿ ôèíàíñîâîãî

êðèçèñà 2007�2009 ãîäîâ ñïðåä äîñòèãàë 4,5 á.ï. Òàêæå èíäèêàòîð ðåçêî óâå-

ëè÷èâàëñÿ âî âðåìÿ êðèçèñà 2020 ãîäà. Çíà÷åíèÿ èíäèêàòîðà íà ôåâðàëü 2021

ñîñòàâëÿåò 0,11, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î áëàãîïðèÿòíîé ñèòóàöèè íà ìåæáàíêîâ-

ñêîì ðûíêå. Çà ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ëåò ðàçíèöà ìåæäó êðàòêîñðî÷íûìè ñòàâ-

êàìè ìèíèìàëüíàÿ.

Ñîîòíîøåíèå öåí ðèñêîâûõ (ìóñîðíûõ) îáëèãàöèé ê ãîñóäàðñòâåííûì îá-

ëèãàöèÿì (JHK/IEF). Ýòîò èíäèêàòîð õàðàêòåðèçóåò îòíîøåíèå èíâåñòîðîâ ê

ðèñêàì. Ñ÷èòàåòñÿ êàê îòíîøåíèå èíäåêñà ðèñêîâûõ îáëèãàöèé (JNK) ê èíäåê-

ñó ãîñóäàðñòâåííûõ îáëèãàöèé (IEF). Â ïåðèîäû ðîñòà ôîíäîâîãî ðûíêà çíà÷å-

69



íèå ïîêàçàòåëÿ ðàñòåò, ÷òî ãîâîðèò î òîì, ÷òî áîëüøå êàïèòàëà ïåðåòåêàåò èç

áåçðèñêîâûõ àêòèâîâ â ðèñêîâûå. Ïîä ðèñêîâûìè ïîäðàçóìåâàþòñÿ âûñîêîäî-

õîäíûå èëè ìóñîðíûå îáëèãàöèè � äîëãîâûå áóìàãè êîìïàíèé ñ êðàéíå íèçêèì

óðîâíåì ôèíàíñîâîé óñòîé÷èâîñòè è ïîëíûì îòñóòñòâèåì çàïàñà ôèíàíñîâîé

ïðî÷íîñòè (¾Âûñîêîäîõîäíûå îáëèãàöèè¿). Êàê âèäíî íà ïðèâåäåííîì íèæå

ãðàôèêå, çíà÷èòåëüíîå ïàäåíèå èíäèêàòîðà íàáëþäàëîñü â 2020 ãîäó, ÷òî ãî-

âîðèò î íåäîâåðèè ðèñêîâûì îáëèãàöèÿì è ïåðåòåêàíèè äåíåã â áåçðèñêîâûå

àêòèâû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ çíà÷åíèÿ èíäèêàòîðà äîñòèãëè ñâîèõ äîêðèçèñíûõ

çíà÷åíèé. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî â ýêîíîìèêå íå íàáëþäàåòñÿ âûñîêîãî óðîâíÿ

ðèñêà äåôîëòîâ êîìïàíèé ñ âûñîêîé êðåäèòíîé íàãðóçêîé. Òî åñòü ñêëàäûâà-

þùàÿñÿ íà ðûíêå ñèòóàöèÿ áëàãîïðèÿòíà äëÿ áîëüøèíñòâà êîìïàíèé.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðåæàþùèå èíäèêàòîðû ïðåäîñòàâëÿþò èíôîðìàöèþ î

íà÷àëå òðåíäîâ â ýêîíîìèêå, êîòîðûå åùå ÿâíî ñåáÿ íå ïðîÿâèëè è ìîãóò èñ-

ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ðåöåññèé ýêîíîìèêè èëè åå

âûõîäà èç êðèçèñà. Êàæäûé èíäèêàòîð ïî-ñâîåìó ïîëåçåí. Âíèìàíèå ê òàêèì

ïîêàçàòåëÿì è ïîíèìàíèå ôîðìèðóþùèõñÿ íà ðûíêå òåíäåíöèé ìîæåò ïîìî÷ü â

ïðèíÿòèè áîëåå îáîñíîâàííûõ èíâåñòèöèîííûõ ðåøåíèé è ñâîåâðåìåííîì ïðî-

âåäåíèè ðåáàëàíñèðîâêè èíâåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ. Îäíàêî íåëüçÿ îñíîâû-

âàòüñÿ ëèøü íà îäíîì ïîêàçàòåëå èëè èíäèêàòîðå, ñëåäóåò ïðîâîäèòü ïîëíî-

öåííûé êîìïëåêñíûé àíàëèç ìàêðîñðåäû. Ãðàìîòíûé àíàëèç èíäèêàòîðîâ ïî-

ìîãàåò îïðåäåëèòü òåêóùóþ ôàçó ýêîíîìè÷åñêîãî öèêëà, ñèãíàëû åãî ñìåíû è

íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûå àêòèâû. Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü ôóíäàìåí-

òàëüíóþ îöåíêó êîíêðåòíûõ êîìïàíèé.

Ðèñ. 27. Êîìïîçèòíûé èíäåêñ PMI ÑØÀ
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Ðèñ. 28. Êîìïîçèòíûé èíäåêñ PMI ÐÔ

Ðèñ. 29. Êðèâàÿ áåñêóïîííîé äîõîäíîñòè
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Ðèñ. 30. Êðèâàÿ áåñêóïîííîé äîõîäíîñòè

Ðèñ. 31. Òðàíñïîðòíûé èíäåêñ
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Ðèñ. 32. TED-ñïðåä

Ðèñ. 33. Ñîîòíîøåíèå öåí JHK/IEF
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3.2. Ïîñòðîåíèå îïåðåæàþùèõ èíäèêàòîðîâ ñ ïîìîùüþ

ðåàëèçóåìîãî ïðîãíîçàòîðà

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî τ > 0 ïðè ïîìîùè óñòðîéñòâà

ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé (2.32) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà îöåíêà ïðîãíîçà f(t+ τ)

ïî èçâåñòíîìó ñèãíàëó f(t). Â ôîðìóëå (2.32) êîýôôèöèåíòû αn ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé êîýôôèöèåíòû ðÿäà Áóðìàíà�Ëàãðàíæà è îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

(2.26).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (p) èçîáðàæåíèÿ ïî Ëàïëàñó ñèãíàëà f(t). Òîãäà èçîá-

ðàæåíèå ΨN(p)F (p) áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé èçîáðàæåíèå îöåíêè ïðîãíîçà

f(t+ τ). Ïîëîæèì

GN(p) = ΨN(p)F (p) ≑ gN(t) (3.1)

è ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ îðèãèíàëà gN(t) ïî èçîáðàæåíèþGN(p). Çäåñü

gN(t) � îöåíêà ïðîãíîçà f(t + τ), ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ ïðîãíîçàòîðà (2.32)

(ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ N , µ, τ ).

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî gN(t) â ñèëó ôîðìóëû (3.1) è ñâîéñòâà óìíîæåíèÿ

èçîáðàæåíèé [80] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâ¼ðòêó èìïóëüñíîé ôóíêöèè ψN(t) ïðî-

ãíîçàòîðà è âõîäíîãî ñèãíàëà f(t), ò. å.

gN(t) = (ψN ∗ f)(t) =
t∫

0

f(t− z)ψN(z) dz, (3.2)

ãäå ψN(t) ≑ ΨN(p). Ïîýòîìó çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ îöåíêè ïðîãíîçà gN(t) ìîæíî

ñâåñòè ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ èìïóëüñíîé ôóíêöèè ψN(t) è ïîñëåäóþùåé çàäà÷å

âû÷èñëåíèÿ ñâ¼ðòêè (3.2).

Èòàê, îïðåäåëèì èìïóëüñíóþ ôóíêöèþ ψN(t). Äëÿ ýòîãî íàéäåì îðèãèíàë

èçîáðàæåíèÿ W n(p), n ⩾ 1. Â ñèëó (2.24) èìååì

W n(p) =
pn

(µp+ 1)n
=

pn

µn(p+ 1
µ)

n
=

1

µn

(
p+ 1

µ − 1
µ

)n
(p+ 1

µ)
n

=

=
1

µn

(
1−

1
µ

p+ 1
µ

)n

.

Ïóñòü λ =
1

µ
. Òîãäà ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

W n(p) = λn
(
1− λ

p+ λ

)n

. (3.3)
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Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà, ïîëó÷àåì(
1− λ

p+ λ

)n

=
n∑

k=0

Ck
n1

n−k

(
− λ

p+ λ

)k

=

=
n∑

k=0

Ck
n(−λ)k

1

(p+ λ)k
.

Ðàñïèøåì ïîñëåäíþþ ñóììó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n∑
k=0

Ck
n(−λ)k

1

(p+ λ)k
= C0

n(−λ)0
1

(p+ λ)0
+

+
n∑

k=1

Ck
n(−λ)k

1

(p+ λ)k
= 1 +

n∑
k=1

Ck
n(−λ)k

1

(p+ λ)k
.

(3.4)

Ñîãëàñíî èçâåñòíîé ôîðìóëå [80]

tk ≑
k!

pk+1
k ∈ N,

è ñâîéñòâó ñìåùåíèÿ [80] èìååì

e−λttk ≑
k!

(p+ λ)k+1
k ∈ N.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (3.4) è ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè èçîáðàæåíèÿ ïî Ëà-

ïëàñó, íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå îïåðàòîðíîå ðàâåíñòâî:(
1− λ

p+ λ

)n

≑δ(t) +
n∑

k=1

Ck
n(−λ)k

e−λttk−1

(k − 1)!
=

= δ(t)− λe−λt
n∑

k=1

Ck
n

(−λt)k−1

(k − 1)!
.

(3.5)

Çäåñü áûëî èñïîëüçîâàíî èçâåñòíîå îïåðàòîðíîå ðàâåíñòâî [80]

δ(t) ≑ 1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî λ =
1

µ
, èç ôîðìóë (3.3) è (3.5) ïîëó÷àåì

W n(p) ≑
1

µn

[
δ(t)− e−t/µ

µ

n∑
k=1

Ck
n

(k − 1)!

(
− t

µ

)k−1]
. (3.6)
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Â ñèëó (2.26) è (3.6) èìïóëüñíàÿ ôóíêöèÿ ψN(t) ïðîãíîçàòîðà (2.32) îïðåäåëÿ-

åòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

ψN(t) = δ(t) +
N∑
n=1

αn

µn

[
δ(t)− e−t/µ

µ

n∑
k=1

Ck
n

(k − 1)!

(
− t

µ

)k−1]
=

= δ(t)
[
1 +

N∑
n=1

αn

µn

]
− e−t/µ

µ

N∑
n=1

αn

µn

n∑
k=1

(−1)k−1Ck
n

(k − 1)!

( t
µ

)k−1

.

(3.7)

Ïîëîæèì

an =
αn

µn
, n = 1, N ; bn,k =

(−1)k−1Ck
n

(k − 1)!
, k, n = 1, N.

Òîãäà ôîðìóëà (3.7) ïðèíèìàåò îêîí÷àòåëüíûé âèä

ψN(t) = δ(t)
[
1 +

N∑
n=1

an

]
− e−t/µ

µ

N∑
n=1

an

n∑
k=1

bn,k

( t
µ

)k−1

. (3.8)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.8) â (3.2), ïîëó÷àåì

gN(t) =
[
1 +

N∑
n=1

an

] t∫
0

f(t− z)δ(z) dz−

− 1

µ

N∑
n=1

an

n∑
k=1

bn,k

t∫
0

(z
µ

)k−1

e−z/µf(t− z) dz .

(3.9)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôèëüòðóþùåå ñâîéñòâî δ-ôóíêöèè [15]

t∫
0

f(t− z)δ(z) dz = f(t)

èç (3.9) íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ îöåíêè ïðîãíîçà

gN(t) =
[
1 +

N∑
n=1

an

]
f(t)−

− 1

µ

N∑
n=1

an

n∑
k=1

bn,k

t∫
0

(z
µ

)k−1

e−z/µf(t− z) dz .
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ââåä¼ì íîâóþ ïåðåìåííóþ

s =
z

µ
. Òîãäà z = µs, d z = µ d s è èíòåãðàë ïðèíèìàåò âèä

t∫
0

(z
µ

)k−1

e−z/µf(t − z) dz = µ

t/µ∫
0

sk−1e−sf(t − µs) ds = µIk(µ, t). (3.10)

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà ïðîãíîçà gN(t) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

gN(t) =
[
1 +

N∑
n=1

an

]
f(t)−

N∑
n=1

an

n∑
k=1

bn,kIk(µ, t) . (3.11)

Òàê êàê ïðè êàæäîì n òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü èíòåãðàëû Ik(µ, t), k = 1, n, òî äëÿ

óìåíüøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé ñëåäóåò ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëèòü èí-

òåãðàëû Ik(µ, t), k = 1, N , à çàòåì ïîäñòàâëÿòü íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â (3.11).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè òàêîì ïîäõîäå ïîòðåáóåòñÿ âû÷èñëåíèå N èíòå-

ãðàëîâ âìåñòî âû÷èñëåíèÿ
N(N + 1)

2
èíòåãðàëîâ ïðè íåïîñðåäñòâåííîé ðåàëè-

çàöèåé ôîðìóëû (3.11).

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó ïîëó÷åíèÿ ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëå-

íèÿ èíòåãðàëà Ik(µ, t). Ïóñòü

Jk(µ, t) = µIk(µ, t). (3.12)

Â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè ñâåðòêè äâóõ ôóíêöèé [49] ïðåäñòàâèì èíòåãðàë Jk(µ, t)

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Jk(µ, t) =

t∫
0

(t− z

µ

)k−1

e−(t−z)/µf(z) dz =

=
1

µk−1

t∫
0

(t− z)k−1e−(t−z)/µf(z) dz.

(3.13)

Ðàññìîòðèì äàëåå ïðèðàùåíèå âðåìåíè t+∆t è âû÷èñëèì çíà÷åíèå èíòåãðàëà

Jk(µ, t+∆t) . Èç ôîðìóëû (3.13) ñðàçó ïîëó÷àåì

Jk(µ, t+∆t) =
1

µk−1

t+∆t∫
0

(t+∆t− z)k−1e−(t+∆t−z)/µf(z) dz. (3.14)
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Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà [47], ïðåäñòàâèì

èíòåãðàë â âèäå ñóììû èíòåãðàëîâ

Jk(µ, t+∆t) =
1

µk−1

t∫
0

(t+∆t− z)k−1e−(t+∆t−z)/µf(z) dz+

+Qk(µ; t, t+∆t),

(3.15)

ãäå

Qk(µ; t, t + ∆t) =
1

µk−1

t+∆t∫
t

(t + ∆t − z)k−1e−(t+∆t−z)/µf(z) dz. (3.16)

Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà

(t− z +∆t)k−1 =
k−1∑
i=0

C i
k−1(∆t)

k−1−i(t− z)i , (3.17)

ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

t∫
0

(t+∆t− z)k−1e−(t+∆t−z)/µf(z) dz =

= e−∆t/µ
k−1∑
i=0

C i
k−1(∆t)

k−1−iµiJi+1(µ, t).

(3.18)

Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ èç ôîðìóëû (3.15) íàõîäèì ñëåäóþùåå ðåêóð-

ðåíòíîå ñîîòíîøåíèå:

Jk(µ, t+∆t) = e−∆t/µ
k−1∑
i=0

C i
k−1

(∆t
µ

)k−1−i

Ji+1(µ, t)+

+Qk(µ; t, t+∆t).

(3.19)

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (3.11) ïîëó÷èì äàëåå ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû äëÿ âû-

÷èñëåíèÿ ïðîãíîçà. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ïðîãíîçà

ñâåëàñü ê çàäà÷å èíòåãðèðîâàíèÿ âçâåøåííîãî âõîäíîãî ñèãíàëà. Òàê êàê äëÿ

ïðîãíîçà äîñòóïíû òîëüêî çíà÷åíèÿ âõîäíîãî ñèãíàëà f(t), à ñàì âõîäíîé ñèã-

íàë íåèçâåñòåí, òî ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ

èíòåãðàëà ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

îñíîâàíû íà çàìåíå èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè òàêîé àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíê-

öèåé, èíòåãðàë îò êîòîðîé âû÷èñëÿëñÿ áû äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Â êà÷åñòâå àï-

ïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé îáû÷íî èñïîëüçóþò èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû
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(íàïðèìåð, Ëàãðàíæà) èëè ñïëàéíû. Ïîëó÷àåìûå â ýòîì ñëó÷àå ïðèáëèæåííûå

ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ êâàäðàòóðíûìè (èëè ïðîñòî êâàäðàòóðîé) [63]:

b∫
a

φ(t) dt ≈
M∑
i=1

ρiφ(ti) = PM . (3.20)

Ïðè ýòîì òî÷êè ti íàçûâàþòñÿ óçëàìè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû, ρi � âåñàìè.

Îòìåòèì, ÷òî óçëû è âåñà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû íå çàâèñÿò îò φ(t).

Ïðè ïðèìåíåíèè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë âàæíûìè ñâîéñòâàìè ÿâëÿþòñÿ òî÷-

íîñòü è óñòîé÷èâîñòü. Íà ïðàêòèêå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè âû÷èñëÿþòñÿ (èëè èçìå-

ðÿþòñÿ) ñ íåêîòîðûìè îøèáêàìè. Â ðåçóëüòàòå, âìåñòî çíà÷åíèÿ φ(ti) ïîëó÷àåì

φ̂(ti) = φ(ti) + δi, ãäå δi � îøèáêà èçìåðåíèÿ. Òîãäà â ôîðìóëå (3.20) âìåñòî

çíà÷åíèÿ PM ïîëó÷àåì PM+
M∑
i=1

ρiδi. Ïðè âûáîðå êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû, óñòîé-

÷èâîé ïî îòíîøåíèþ ê îøèáêàì èçìåðåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, ñëåäóåò

îïèðàòüñÿ íà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [63]:

Óòâåðæäåíèå. Åñëè ïðè ëþáîì M ⩾ 1 âñå âåñà ρi êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû

íåîòðèöàòåëüíû, òî îíà óñòîé÷èâà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïî÷òèòåëüíû êâàäðàòóðû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè âåñàìè.

Åñëè ñðåäè âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ åñòü îòðèöàòåëüíûå, òî ýòî ïðèâîäèò ê

óâåëè÷åíèþ îøèáîê [63].

Ê óñòîé÷èâûì îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà òðàïåöèé [63]

PM =
h

2

M−1∑
i=0

(
φ(ti) + φ(ti+1), (3.21)

ãäå
a = t0 < t1 < . . . < tM = b,

ti+1 = ti + h, i = 0,M ; h =
b− a

M
.

(3.22)

Ðàññìîòðèì äàëåå ïðàêòè÷åñêè âàæíûé ñëó÷àé, êîãäà âõîäíîé ñèãíàë f(t)

çàäàåòñÿ ñâîèìè îòñ÷åòàìè fl = f(tl) ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè ∆t =

= h = tl+1 − tl. Ïóñòü t0 = 0. Òîãäà tl = lh, l = 0, 1, 2, . . .. Òàêîå òðåáîâàíèå

ê ñèãíàëó íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà âûáîð êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë. Â ÷àñò-

íîñòè, êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà Ñèìïñîíà [63] íåïðèìåíèìà èç-çà íåîáõîäèìîñòè

âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ñèãíàëà â òî÷êàõ
ti + ti+1

2
. Â òî æå âðåìÿ ôîðìóëà òðàïå-

öèé (3.21) è ôîðìóëà Íüþòîíà [21] ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â äàííîì ñëó÷àå.

Èòàê, âîñïîëüçóåìñÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé òðàïåöèé (3.21) ïðè M = 1 è

h = ∆t. Áóäåì ñ÷èòàòü , ÷òî ∆t âûáðàíî äîñòàòî÷íî ìàëûì. Òîãäà ñ ïîìîùüþ
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ôîðìóëû (3.21) ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èç (3.16) ïîëó÷àåì

Qk(µ; lh, (l + 1)h) =


h

2
(fl+1 + e−h/µfl), k = 1;

h

2

(
h

µ

)k−1

e−h/µfl, k > 1.

(3.23)

Íàéäåì òåïåðü Jk(µ, (l + 1)h) = Jk,l+1 â ôîðìóëå. Èç (3.19) è (3.23) âûòåêàåò

J1,l+1 =e
−h/µJ1,l +

h

2
(fl+1 + e−h/µfl),

Jk,l+1 =e
−h/µ

[
k−1∑
i=0

C i
k−1

(h
µ

)k−1−i

Ji+1,l+

+
h

2

(
h

µ

)k−1

fl

]
, k > 1.

(3.24)

Êðîìå òîãî, èç ôîðìóëû (3.13) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

Jk,0 = 0. (3.25)

Òàêèì îáðàçîì, ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîãíîçà, ó÷èòûâàÿ ôîð-

ìóëû (3.11) è (3.12) ïðèíèìàåò îêîí÷àòåëüíûé âèä

gN(µ, τ, (l + 1)h) =
(
1 +

N∑
n=1

an

)
fl+1 −

1

µ

N∑
n=1

an

n∑
k=1

bn,kIk,l+1 . (3.26)

Íà ðèñ. 34 è 35 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ïðîãíîçà ïðè τ = 0, 25 c, µ = 0, 05 c,

N = 3, h = 0, 0001 c äëÿ ñèãíàëîâ f(t) = t cos t sin(sin(ln(1 + t)t)) è f(t) =

= t cos t sin(ln(1+t)t) ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñ. 34 è 35 èçîáðàæåíû

ãðàôèêè f(t+ τ). Ó÷èòûâàÿ èçâåñòíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå ðàâåíñòâî

sinα cos β =
1

2
[sin(α− β) + cos(α + β)], (3.27)

c ïîìîùüþ ãðàôèêîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 36, ìîæíî âèäåòü, ÷òî òî÷íîñòü

ïðîãíîçà (ñì. ðèñ. 34 è 35) óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû âõîäíîãî ñèã-

íàëà. Îäíàêî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ çàäàííîé ÷àñòîòû ω0 çà ñ÷åò ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ µ è N ïðîãíîçàòîðà (2.32) ìîæíî îáåñïå÷èòü

çàäàííóþ òî÷íîñòü ïðîãíîçà äëÿ âñåõ ñèãíàëîâ, ÷àñòîòà êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò

ω0.
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Ðèñ. 34. Ïðîãíîç ñèãíàëà f(t) = t cos t sin(sin(ln(1 + t)t))

Ðèñ. 35. Ïðîãíîç ñèãíàëà f(t) = t cos t sin(ln(1 + t)t)

Ðèñ. 36. Çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû èññëåäóåìûõ ñèãíàëîâ îò âðåìåíè
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3.3. Ïîñòðîåíèå îïåðåæàþùèõ èíäèêàòîðîâ ñ ïîìîùüþ ìîäàëüíîãî

ïðîãíîçàòîðà

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîãíîçàòîð, ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿ-

åòñÿ ôîðìóëîé (2.77).

Êàê è ðàíåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç F (p) èçîáðàæåíèÿ ïî Ëàïëàñó ñèãíàëà f(t).

Òîãäà èçîáðàæåíèå ΨN(p)F (p) áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé èçîáðàæåíèå îöåíêè

ïðîãíîçà f(t+ τ). Ïîëîæèì

GN(p) = ΨN(p)F (p) ≑ gN(t) (3.28)

è ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ îðèãèíàëà gN(t) ïî èçîáðàæåíèþGN(p). Çäåñü

gN(t) � îöåíêà ïðîãíîçà f(t+ τ), ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ ïðîãíîçàòîðà (2.77).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

Φ0(p) = F (p),

Φ1(p) = W (p)F (p) = W (p)Φ0(p),

Φ2(p) = W 2(p)F (p) = W (p)
(
W (p)Φ0(p)

)
= W (p)Φ1(p),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ΦN(p) = WN(p)F (p) =

= W (p)
(
WN−1(p)Φ0(p)

)
= W (p)ΦN−1(p).

(3.29)

Òîãäà GN(p) ïðèìåò âèä

GN(p) = ΨN(p)F (p) =
N∑
n=0

αnΦn(p) . (3.30)

Çàïèøåì ôîðìóëû (3.29) â âèäå ðåêêóðåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ{
Φ0(p) = F (p),

Φn(p) = W (p)Φn−1(p), n = 1, N.
(3.31)

Â ñèëó ôîðìóëû (3.29) è ñâîéñòâà óìíîæåíèÿ èçîáðàæåíèé [80] â ïðîñòðàíñòâå

îðèãèíàëîâ ïîëó÷àåì ñâåðòêó

φn(t) = (w ∗ φn−1)(t) =

t∫
0

w(t− z)φn−1(z) dz. (3.32)

Çäåñü φn(t) ≑ Φn(p), w(t) ≑ W (p).
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Äàëåå ðàññìîòðèì ïðàêòè÷åñêè âàæíûé ñëó÷àé, êîãäà ìíîãî÷ëåí D(p) èìå-

åò ïðîñòûå äåéñòâèòåëüíûå îòðèöàòåëüíûå êîðíè, ò.å.

D(p) =
m∏
i=1

(p+ λi), λi ∈ R, λi > 0. (3.33)

Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ íàéäåì îðèãèíàë w(t) ôóíêöèèW (p). Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìó-

ëîé ðàçëîæåíèÿ [49]. Èìååì

W (p) =
pL(p)

D(p)
=

m∑
i=1

ci
p+ λi

, (3.34)

ãäå êîýôôèöèåíòû ci íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå

ci = lim
p→−λi

pL(p)(p+ λi)

D(p)
= lim

p→−λi

pL(p)

D(p)

p+ λi

=

=
(−λi)L(−λi)

lim
p→−λi

D(p)

p+ λi

=
(−λi)L(−λi)
D′(−λi)

.

(3.35)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïåðàòîðíîå ðàâåíñòâî

1

p+ λi
≑ e−λit (3.36)

è ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, èç (3.34) ïîëó÷àåì

w(t) =
m∑
i=1

cie
−λit . (3.37)

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå w(t) â ôîðìóëó (3.32), ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

íàõîäèì

φn(t) =

t∫
0

m∑
i=1

cie
−λi(t−z)φn−1(z) dz =

=
m∑
i=1

cie
−λit

t∫
0

eλizφn−1(z) dz.

(3.38)

Îáîçíà÷èì

In−1,i(t) =

t∫
0

eλizφn−1(z) dz, n = 1, N. (3.39)
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Òîãäà

φn(t) =
m∑
i=1

cie
−λitIn−1,i(t) n = 1, N. (3.40)

Ïðè ýòîì

φ0(t) = f(t). (3.41)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ïðîãíîçà

gN(t) =
N∑
n=0

αnφn(t) , (3.42)

ãäå φn (n = 1, N) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (3.40), (3.41).

Çàäàäèì ïðèðàùåíèå âðåìåíè t+∆t è ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîëó÷åíèÿ ðåêóð-

ðåíòíîé ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà In−1,i(t+∆t). Èç ôîðìóëû (3.39),

èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà [47], ïîëó÷àåì

In−1,i(t+∆t) =

t+∆t∫
0

eλizφn−1(z) dz =

=

t∫
0

eλizφn−1(z) dz +

t+∆t∫
t

eλizφn−1(z) dz =

= In−1,i(t) +Qn−1,i(t, t+∆t), n = 1, N.

(3.43)

Çäåñü

Qn−1,i(t, t+∆t) =

t+∆t∫
t

eλizφn−1(z) dz. (3.44)

Âûðàæåíèå (3.43) çàäàåò ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

In−1,i(t+∆t).

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (3.42) ïîëó÷èì äàëåå ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ ïðîãíîçà, êîãäà âõîäíîé ñèãíàë f(t) çàäàåòñÿ ñâîèìè îòñ÷åòàìè fl = f(tl)

÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè∆t = h = tl+1−tl. Ïóñòü t0 = 0. Òîãäà tl = lh,

l = 0, 1, 2, . . .. Ñîãëàñíî (3.43) ïîëó÷àåì

In−1,i,l+1 = In−1,i,l +Qn−1,i(lh, (l + 1)h). (3.45)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ Qn−1,i(lh, (l+1)h) âîñïîëüçóåìñÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé òðà-

ïåöèé (3.21) ïðè M = 1 è h = ∆t. Áóäåì ñ÷èòàòü , ÷òî ∆t âûáðàíî äîñòàòî÷íî

84



ìàëûì. Òîãäà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (3.21) ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

èç (3.44) íàõîäèì

Qn−1,i(lh, (l + 1)h) =
h

2

(
eλi(l+1)hφn−1,l+1 + eλilhφn−1,l

)
=

=
h

2
eλilh

(
eλihφn−1,l+1 + φn−1,l

)
.

(3.46)

Òàêèì îáðàçîì, ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîãíîçà, ó÷èòûâàÿ

ôîðìóëû (3.11) è (3.12) ïðèíèìàåò îêîí÷àòåëüíûé âèä

gN((l + 1)h) =
N∑
n=0

αnφn,l+1 ,

φn,l+1 =
m∑
i=1

cie
−λi(l+1)hIn−1,i,l+1,

φ0,l+1 = fl+1.

(3.47)

Çíà÷åíèÿ In−1,i,l+1 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (3.45).

Ïðèìåð 1

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ìîäàëüíîãî ïðîãíîçàòîðà äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñèãíà-

ëîâ âèäà

f(t) =
at

1− b sin t
(3.48)

ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ a, 0 < b < 1. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè b = 1 ñèãíàë f(t)

íå ïîïàäàåò â êëàññ ïðîãíîçèðóåìûõ ñèãíàëîâ. Îäíàêî ïðè b < 1 ñèãíàë (3.48)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1�3 ïîñòàíîâêè çàäà÷è.

Íà ðèñ. 37 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñèãíàëà (3.48) ïðè

a = 0, 2, b = 0, 8 è ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ ïðîãíîçàòîðà: τ = 0, 25; µ1 = 0, 01;

µ2 = 0, 02; h = 0, 001; N = 2.

Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå 38 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïðîãíîçà (3.48) ïðè

a = 0, 2, b = 0, 9. Íà ðèñ. 39 ïðåäñòàâëåíû ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ñèãíàëîâ.
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Ðèñ. 37. Ïðîãíîç ñèãíàëà (3.48) ïðè a = 0, 2, b = 0, 8

Ðèñ. 38. Ïðîãíîç ñèãíàëà (3.48) ïðè a = 0, 2, b = 0, 9
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Ðèñ. 39. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü

Ïðèìåð 2

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåàëèçóåìîãî è ìîäàëüíîãî ïðîãíîçàòîðîâ íà ðèñ. 40 ïðåä-

ñòàâëåíû ñîîòâåòñòâåííî ãðàôèêè ÀÔ×Õ äëÿ eτp, ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ðåà-

ëèçóåìîãî ïðîãíîçàòîðà ΨR,N(jω) è ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ìîäàëüíîãî ïðîãíî-

çàòîðà ΨM,N(jω) ïðè τ = 0, 25 c, µ = 0, 02 c , µ1 = 0, 018 c, µ2 = 0, 02 c, N = 3.

Íà ðèñ. 41 èçîáðàæåíû ãðàôèêè ïðîãíîçà ïðè h = 0, 001 c äëÿ ñèãíàëà (2.78).

Íà ðèñ. 42 èçîáðàæåíû ãðàôèêè ïðîãíîçà ñèãíàëà (2.78) â ïðèñóòñòâèè âûñî-

êî÷àñòîòíîé ïîìåõè ξ(t) = 0,01 sin(300t). Àíàëîãè÷íûå ãðàôèêè äëÿ N = 5

ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 43�45.

Ðèñ. 40. ÀÔ×Õ ôóíêöèé eτjω, ΨR,N(jω) è ΨM,N(jω)
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Ðèñ. 41. Ïðîãíîç ñèãíàëà f(t) = t cos t sin(ln(1 + t)t)

Ðèñ. 42. Ïðîãíîç ñèãíàëà ñ ïîìåõîé f(t) = t cos t sin(ln(1 + t)t)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âëèÿíèå ïîìåõ îïðåäåëÿåòñÿ âèäîì ïåðåäàòî÷íîé

ôóíêöèè W (p). Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé èäåàëüíîãî äèôôåðåí-

öèàòîðà ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé Wä(p) = p. Íà ðèñ. 46 ïðåäñòàâëåíû À×Õ

èäåàëüíîãî äèôôåðåíöèàòîðà |Wä(jω)| = ω, ðåàëèçóåìîãî äèôôåðåíöèàòîðà

|WR(jω)| =
ω√

µ2ω2 + 1
è ìîäàëüíîãî äèôôåðåíöèàòîðà |WM(jω)| =

=
ω√

(µ21ω
2 + 1)(µ22ω

2 + 1)
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Ðèñ. 43. ÀÔ×Õ ôóíêöèé eτjω, ΨR,N(jω) è ΨM,N(jω)

Ðèñ. 44. Ïðîãíîç ñèãíàëà f(t) = t cos t sin(ln(1 + t)t)
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Ðèñ. 45. Ïðîãíîç ñ ïîìåõîé ñèãíàëà f(t) = t cos t sin(ln(1 + t)t)

Ðèñ. 46. À×Õ äèôôåðåíöèàòîðîâ
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3.4. Ïðèìåð ïðîãíîçèðîâàíèÿ äëÿ çàäà÷è òðàåêòîðíîãî

ñîïðîâîæäåíèÿ

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó òðàåêòîðíîãî ñîïðîâîæäåíèÿ [13], [45]. Ïóñòü äâè-

æåíèå ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé {
ẋ(t) = Ax(t) +Gφ(t),

y(t) = Cx(t) + ψ(t),
(3.49)

ãäå x(t) ∈ R3 � âåêòîð ñîñòîÿíèé, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òðàåêòîð-

íûå ïàðàìåòðû, ïîäëåæàùèå îöåíèâàíèþ: x1 � äàëüíîñòü äî ëåòàòåëüíîãî àï-

ïàðàòà, x2, x3 � ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ äàëüíîñòè è ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè

îòíîñèòåëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî; y(t) ∈ R, y(t) = f(t) = x1(t) �

íàáëþäàåìàÿ ïåðåìåííàÿ; φ(t) � âåêòîð ôîðìèðóþùèõ øóìîâ, êîòîðûé ïîëà-

ãàåòñÿ áåëûì ãàóññîâûì; ψ(t) � âåêòîð øóìîâ íàáëþäåíèé, êîòîðûé ïîëàãàåòñÿ

áåëûì ãàóññîâûì, ïðè÷åì èçâåñòíî, ÷òî M{φ(t)ψ(t)} = 0. Q è R áóäóò ïðåä-

ñòàâëÿòü èíòåíñèâíîñòè äâóõ ÷ëåíîâ (ñ õàðàêòåðèñòèêàìè áåëîãî øóìà) φ(t) è

ψ(t) ñîîòâåòñòâåííî: φ(t) ∼ N
(
0, Q), ψ(t) ∼ N(0, R). Çäåñü A ∈ R3×3 � èçâåñò-

íàÿ ìàòðèöà äèíàìè÷åñêèõ êîôôèöèåíòîâ, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ïðèíÿòîé ìîäåëè

òðàåêòîðíîãî ïåðåìåùåíèÿ âîçäóøíûõ ñóäîâ, G ∈ R3×1 � ìàòðèöà ôîðìèðóþ-

ùèõ øóìîâ, C ∈ R1×3 � ìàòðèöà íàáëþäåíèé, ñòðóêòóðà êîòîðîé çàâèñèò îò

âîçìîæíîãî ÷èñëà êàíàëîâ èçìåðåíèé êîìïîíåíò âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ. Ìàòðèöû

A, G è C èìåþò âèä

A =

0 1 0

0 0 1

0 0 −α

 ; G =

 0

0√
2ασ

 ; C = (1, 0, 0); (3.50)

Çäåñü α � âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ øèðèíó ñïåêòðà ôëóêòóàöèè óñêîðåíèÿ.

Ðàññìîòðèì äàëåå îñíîâíûå óðàâíåíèÿ êàëìàíîâñêîé ôèëüòðàöèè:

˙̂x(t) = Ax̂(t) +K(y(t)− Cx̂(t)),

0 = AP + PAT +Q−KRKT ,
(3.51)

ãäå êîýôôèöèåíò Êàëìàíà ïîëó÷àåòñÿ ïî ôîðìóëå

K = PHTR−1. (3.52)

Çäåñü x̂(t) � îïòèìàëüíàÿ îöåíêà âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ; K � ìàòðèöà êîýôôè-

öèåíòîâ óñèëåíèÿ ôèëüòðà Êàëìàíà; P � êâàäðàòíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà
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äèñïåðñèé îøèáîê ôèëüòðàöèè: P = Mε(t)εT (t), ε(t) = x(t) − x̂(t). Êàëìàí

ïîêàçàë, ÷òî òî÷íîñòü îöåíèâàíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ñîñòîÿíèé x(t), êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ îöåíèâàåìûìè òðàåêòîðíûìè ïàðàìåòðàìè ïåðåìåùåíèÿ âîçäóøíî-

ãî ñóäíà, çàâèñÿò îò êà÷åñòâà àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î äèíàìèêå èõ èçìåíåíèÿ

(ìàòðèöû A è Q ) è ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê øóìîâ èçìåðåíèé (ìàòðè-

öà R). Íåòî÷íîå çíàíèå äèíàìèêè â âèäå ìàòðèöû À ïðèâåäåò ê îøèáêàì ïðè

âû÷èñëåíèè ìàòðèöû äèñïåðñèè P . Íåòî÷íûå çíàíèÿ ìàòðèö èíòåíñèâíîñòåé

Q è R, òàêæå âëèÿþò íà çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ìàòðèöû P . Êðîìå òîãî, ìàòðèöà

èíòåíñèâíîñòåé R øóìîâ íàáëþäåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî âõîäèò â êîýôôèöèåíò

óñèëåíèÿ ôèëüòðà Êàëìàíà, âëèÿÿ íà åãî âåëè÷èíó, à ñëåäîâàòåëüíî, íà ðå-

çóëüòàò ôîðìèðîâàíèÿ îöåíêè x̂(t).

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäñêàçàíèå äàëüíîñòè íà âðåìÿ óïðåæäåíèÿ τ ñ ïîìîùüþ

ôèëüòðà Êàëìàíà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

ỹ(t) = x̂1(t) +
x̂2(t)τ

1!
+
x̂3(t)τ

2

2!
(3.53)

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå Êàëìàíà äëÿ îöåíêè ïðîãíîçà äàëüíîñòè ïðè âà-

ðüèðîâàíèè îøèáêè èçìåðåíèÿ â êàíàëå äàëüíîñòè â ïðåäåëàõ îò 50 äî 750 ì,

ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè ôîðìèðóþùèõ øóìîâ â äèàïàçîíå 0, 015 . . . 1/c2,

ïîëîñû ôîðìèðóþùèõ øóìîâ â äèàïàçîíå 1/60 . . . 1, êîãäà σ = 0, 01/c2, α =

= 1/60−1. Íà ðèñ. 47 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ïðîãíîçà äàëüíîñòè ñ ïîìîùüþ ôèëü-

òðà Êàëìàíà (ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ) è ìîäàëüíîãî ïðîãíîçàòîðà

ïðè τ = 0.25; µ1 = 0.4; µ2 = 0.3; N = 2. Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îøèáêè äëÿ

ôèëüòðà Êàëìàíà è ìîäàëüíîãî ïðîãíîçàòîðà ðàâíû 13278 è 11546 ñîîòâåò-

ñòâåííî.
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Ðèñ. 47. Ïðîãíîç äàëüíîñòè

3.5. Ïðèìåð ïðîãíîçèðîâàíèÿ äîõîäíîñòåé âàëþòíîãî êóðñà

Ðàññìîòðèì äàëåå ïðèìåíåíèå ìîäàëüíîãî ïðîãíîçàòîðà äëÿ ïðîãíîçèðî-

âàíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ äîõîäíîñòåé âàëþòíûõ êîòèðîâîê. Â êà÷åñòâå èñõîä-

íûõ äàííûõ âîçüìåì îòíîøåíèå êóðñà Åâðî ê Äîëëàðó ÑØÀ ñ èíòåðâàëîì

èçìåíåíèÿ öåíû 30 ìèíóò. Èñïîëüçîâàíèå äîõîäíîñòåé âìåñòî öåí îáúÿñíÿåòñÿ

íåñêîëüêèìè ïðè÷èíàìè. Îïðåäåëèì îáîçíà÷åíèÿ - äîõîäíîñòü ri â ìîìåíò âðå-

ìåíè i, ãäå pi - öåíà ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà â ìîìåíò âðåìåíè i, ïðè ýòîì j=

= (i - 1). Òîãäà àðèôìåòè÷åñêàÿ äîõîäíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìó-

ëîé:

ri =
(pi − pj)

pj
.

Ïðåèìóùåñòâîì èñïîëüçîâàíèÿ äîõîäíîñòåé âìåñòî öåí ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçàöèÿ

- èçìåðåíèå âñåõ ïåðåìåííûõ â ñîïîñòàâèìîé ìåòðèêå, ÷òî ïîçâîëÿåò îöåíèòü

àíàëèòè÷åñêèå âçàèìîñâÿçè ìåæäó äâóìÿ èëè áîëåå ïåðåìåííûìè, íåñìîòðÿ

íà òî, ÷òî îíè èñõîäÿò èç öåíîâûõ ðÿäîâ ñ íåðàâíûìè çíà÷åíèÿìè. Ïåðåõîä

ê äîõîäíîñòÿì ïðèìåíÿåòñÿ âî ìíîãèõ ìåòîäàõ ìíîãîìåðíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî

àíàëèçà.

Ïðèìåíåíèå ëîãàðèôìè÷åñêèõ äîõîäíîñòåé îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè äèñêðåòíîãî øàãà â 30 ìèí âîçíèêàåò çàäà÷à ñãëàæèâàíèÿ çíà÷å-

íèé ïðè áîëüøèõ âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ. Ìîäàëüíûé ïðîãíîçàòîð ðàññìîòðèì

ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ: τ = 1; µ1 = 0, 4; µ2 = 0, 1; N = 2. Ðåçóëüòàòû

ïðîãíîçà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 48. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ äîõîäíîñòü ñ÷èòàåòñÿ ïî
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ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

lr = ln
f(ti)

f(ti−1)
.

Ðèñ. 48. Ïðîãíîç ëîãàðèôìè÷åñêèõ äîõîäíîñòåé âàëþòíîãî êóðñà

3.6. Ïðèìåð ïðîãíîçèðîâàíèÿ õàîòè÷åñêîãî ñèãíàëà

Â ïîñëåäíèå ãîäû íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà âûçûâàåò áîëüøîé èíòåðåñ ó øè-

ðîêîãî êðóãà ñïåöèàëèñòîâ, ðàáîòàþùèõ â ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ îáëàñòÿõ èí-

ôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé [77]. Â ÷àñòíîñòè, â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ðàäèîòåõíèêå

àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ îäíî èç íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé � ýòî ïåðåäà÷à èíôîð-

ìàöèîííûõ ñèãíàëîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé [1].

Ðåàëüíûì ôèçè÷åñêèì ïðèìåðîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ õàîòè÷åñêèì ïî-

âåäåíèåì ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü Ëîðåíöà [1, 77]. Ëîðåíö [105] èçó÷àë òåïëîâóþ êîí-

âåêöèþ â ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå æèäêîñòè, íàõîäÿùåìñÿ â ïîëå ñèë òÿæåñòè è

íàãðåâàåìîì ñíèçó, è ïðåäëîæèë ïðîñòóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü òåïëîâîé

êîíâåêöèè â âèäå ñèñòåìû òðåõ íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ëîðåíö îáíàðóæèë, ÷òî â òàêîé ïðîñòîé ìîäåëè

ìîãóò âîçíèêíóòü ñîâåðøåííî õàîòè÷åñêèå äâèæåíèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî

ìîäåëü Ëîðåíöà èñïîëüçóåòñÿ òàêæå è â äðóãèõ ôèçè÷åñêèõ ìîäåëÿõ: êîíâåê-

öèÿ â çàìêíóòîé ïåòëå, âðàùåíèå âîäÿíîãî êîëåñà, ìîäåëü îäíîìîäîâîãî ëàçå-

ðà, äèññèïàòèâíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ èíåðöèîííîé íåëèíåéíîñòüþ.
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Óðàâíåíèÿ Ëîðåíöà èìåþò ñëåäóþùèé âèä [105]:
ẋ = p(y − x),

ẏ = rx− y − xz,

ż = xy − bz.

(3.54)

Çäåñü ïåðåìåííàÿ x(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåíñèâíîñòü äâèæåíèÿ è ïðîïîð-

öèîíàëüíà óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ êîíâåêòèâíûõ âàëîâ. Ïåðåìåííûå y(t)

è z(t) õàðàêòåðèçóþò ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ïî êîëüöó, ïðè÷åì y(t) äàåò

ðàçíîñòü òåìïåðàòóð ìåæäó âîñõîäÿùèìè è íèñõîäÿùèìè ïîòîêàìè íà óðîâíå

öåíòðîâ âàëîâ, à z(t) � îòêëîíåíèå âåðòèêàëüíîãî ïðîôèëÿ òåìïåðàòóðû îò

ëèíåéíîãî, ñóùåñòâóþùåãî â îòñóòñòâèå êîíâåêöèè, êîãäà òåïëîòà ïåðåäàåò-

ñÿ îò íèæíåé ïëàñòèíû ê âåðõíåé ñ ïîìîùüþ ìåõàíèçìà òåïëîïðîâîäíîñòè.

Êîýôôèöèåíò b � ãåîìåòðè÷åñêèé ìíîæèòåëü, êîòîðûé ñâÿçàí ñ îòíîøåíèåì

÷èñëà âàëîâ ê ðàññòîÿíèþ ìåæäó ïëàñòèíàìè a/b = 4/(1 + a2). Ïàðàìåòð p

� áåçðàçìåðíîå îòíîøåíèå êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè ê òåïëîïðîâîäíîñòè (÷èñëî

Ïðàíäòëÿ). Ïàðàìåòð r � áåçðàçìåðíûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû, ïðîïîðöèîíà-

ëåí ðàçíîñòè òåìïåðàòóð ìåæäó ïëàñòèíàìè è ñâÿçàí ñ ÷èñëîì Ðýëåÿ.

Íà ðèñ. 49, 50, 51 èçîáðàæåíû ãðàôèêè ñîîòâåòñòâåííî x(t), y(t), z(t) ïðè

êîýôôèöèåíòàõ p = 10, r = 28, b = 8/3 è íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ x(0) = −5,

y(0) = 1, z(0) = 0.

Ðèñ. 49. Ãðàôèê êîîðäèíàòû x(t)
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Ðèñ. 50. Ãðàôèê êîîðäèíàòû y(t)

Ðèñ. 51. Ãðàôèê êîîðäèíàòû z(t)
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Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó ïðîãíîçèðîâàíèÿ êîîðäèíàòû x(t) ñ ïîìîùüþ ìî-

äàëüíîãî ïðîãíîçàòîðà ïðè µ1 = 0, 01, µ2 = 0, 1. Íà ðèñ. 52, 53, 54 èçîáðàæåíû

ãðàôèêè ïðîãíîçà ïðè N = 3 è τ = 0, 01, τ = 0, 05 è τ = 0, 1 ñîîòâåòñòâåííî. Íà

ðèñ. 55, 56, 57 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ïðîãíîçà äëÿ N = 5 è τ = 0, 01, τ = 0, 05

è τ = 0, 1 ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 52. Ïðîãíîç êîîðäèíàòû x(t) ïðè τ = 0, 01 è N = 3

Ðèñ. 53. Ïðîãíîç êîîðäèíàòû x(t) ïðè τ = 0, 05 è N = 3
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Ðèñ. 54. Ïðîãíîç êîîðäèíàòû x(t) ïðè τ = 0, 1 è N = 3

Ðèñ. 55. Ïðîãíîç êîîðäèíàòû x(t) ïðè τ = 0, 01 è N = 5
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Ðèñ. 56. Ïðîãíîç êîîðäèíàòû x(t) ïðè τ = 0, 05 è N = 5

Ðèñ. 57. Ïðîãíîç êîîðäèíàòû x(t) ïðè τ = 0, 1 è N = 5
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Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ τ = 0,1 ïðè óâåëè÷åíèè N òî÷íîñòü ïðîãíî-

çà êîîðäèíàòû x(t) ìîäåëè Ëîðåíöà óìåíüøàåòñÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò îáúÿñíÿåòñÿ

áîëüøîé îøèáêîé àïïðîêñèìàöèè ìîäàëüíûì ïðîãíîçàòîðîì ΨN(p) èäåàëüíî-

ãî ïðîãíîçàòîðà eτp âíå çàäàííîé ïîëîñû ÷àñòîò 0 ⩽ ω ⩽ ω∗. Äåéñòâèòåëüíî,

íà ðèñ. 58�60 ïðåäñòàâëåíû À×Õ, Ô×Õ è ÀÔ×Õ ñîîòâåòñòâåííî ìîäàëüíîãî

ïðîãíîçàòîðà ΨN(p) (ïðè N = 3 è N = 5) è èäåàëüíîãî ïðîãíîçàòîðà eτp â ïî-

ëîñå ÷àñòîò 0 ⩽ ω ⩽ π. Î÷åâèäíî, ÷òî ìîäàëüíûé ïðîãíîçàòîð ñ ïåðåäàòî÷íîé

ôóíêöèåé Ψ5(p) îáåñïå÷èâàåò áîëüøóþ òî÷íîñòü, ÷åì ìîäàëüíûé ïðîãíîçàòîð

ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé Ψ3(p). Îäíàêî â ïîëîñå ÷àñòîò π < ω ⩽ 20π ìî-

äàëüíûé ïðîãíîçàòîð ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé Ψ5(p) èìååò áîëüøóþ îøèáêó

àïïðîêñèìàöèè, ÷åì ìîäàëüíûé ïðîãíîçàòîð ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé Ψ3(p)

(ñì. ðèñ. 61�63). Ïîýòîìó ïðîãíîç ñèãíàëà, ñïåêòð êîòîðîãî ñîäåðæèò ÷àñòîòû

èç èíòåðâàëà π < ω ⩽ 20π, ñ ïîìîùüþ ìîäàëüíîãî ïðîãíîçàòîðà Ψ5(p) áóäåò

èìåòü áîëüøóþ îøèáêó, ÷åì Ψ3(p). Ñïåêòð x(t) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 64.

Ðèñ. 58. À×Õ ôóíêöèé eτjω, Ψ3(jω), Ψ5(jω)
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Ðèñ. 59. Ô×Õ ôóíêöèé eτjω, Ψ3(jω), Ψ5(jω)

Ðèñ. 60. ÀÔ×Õ ôóíêöèé eτjω, Ψ3(jω), Ψ5(jω)
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Ðèñ. 61. À×Õ ôóíêöèé eτjω, Ψ3(jω), Ψ5(jω)

Ðèñ. 62. Ô×Õ ôóíêöèé eτjω, Ψ3(jω), Ψ5(jω)
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Ðèñ. 63. ÀÔ×Õ ôóíêöèé eτjω, Ψ3(jω), Ψ5(jω)

Ðèñ. 64. Ñïåêòð x(t)
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3.7. Âûâîäû ïî ãëàâå 3

Â äàííîé ãëàâå ðàññìîòðåíû ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ îïåðåæàþùèõ èíäèêàòî-

ðîâ ñ ïîìîùüþ ðåàëèçóåìîãî è ìîäàëüíîãî ïðîãíîçàòîðîâ. Äëÿ êàæäîãî èç ñïî-

ñîáîâ ïîëó÷åíû ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíêè ïðîãíîçà. Çàäà÷ó

âû÷èñëåíèÿ îöåíêè ïðîãíîçà ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ èìïóëüñíîé

ôóíêöèè è ïîñëåäóþùåé çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ ñâåðòêè. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåí-

íîé çàäà÷è áûëè íàéäåíû èìïóëüñíûå ôóíêöèè. Ïðåäëîæåííûå ðàñ÷åòíûå ñõå-

ìû ïîçâîëÿþò óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé äëÿ âû÷èñëå-

íèÿ ïðîãíîçà: äëÿ ðåàëèçóåìîãî ïðîãíîçàòîðà òðåáóåòñÿ âû÷èñëåíèåN èíòåãðà-

ëîâ âìåñòî âû÷èñëåíèÿ
N(N + 1)

2
èíòåãðàëîâ ïðè íåïîñðåäñòâåííîé ðåàëèçà-

öèè ôîðìóëû îöåíêè ïðîãíîçà. Â äàííîé ãëàâå áûëà èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà òðà-

ïåöèé, èñïîëüçîâàíèå êîòîðîé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äèñêðåòíóþ ïåðåäàòî÷íóþ

ôóíêöèþ ïðîãíîçàòîðà, òàê êàê ïåðåõîä îò íåïðåðûâíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíê-

öèè ê äèñêðåòíîé îáû÷íî îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Òàñòèíà,

ñîîòâåòñòâóþùåãî ôîðìóëå òðàïåöèè.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìîòðåíû ñîâðåìåííûå ìåòîäû ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïàðà-

ìåòðîâ ïðîöåññîâ. Â ÷àñòíîñòè, áûë îòìå÷åí ìåòîä àâòîìàòè÷åñêîãî ïðîãíîçè-

ðîâàíèÿ øèðîêîãî êëàññà ñèãíàëîâ ñ ïîìîùüþ èäåàëüíîãî óïðåäèòåëÿ, êîòîðûé

èìååò ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ â âèäå ýêñïîíåíòû. Ïðèâåäåíî îïèñàíèå è îñíîâ-

íûå ñâîéñòâà ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ àïïðîêñèìàöèè ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè,

à èìåííî íà îñíîâå ñëåäñòâèÿ âòîðîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà, ðàçëîæåíèå ýêñ-

ïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà è àïïðîêñèìàöèÿ Ïàäå. Íåäîñòàòêàìè

ðàññìîòðåííûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ: íåóñòîé-

÷èâîñòü ïîëó÷åííûõ àïïðîêñèìàöèé, êàê â ñëó÷àå ñî ñëåäñòâèåì èç âòîðîãî

çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà è àïïðîêñèìàöèåé Ïàäå; íåîñóùåñòâèìîñòü ðåàëèçà-

öèè èäåàëüíîãî äèôôåðåíöèðóþùåãî çâåíà, êàê â ñëó÷àå ñ ðàçëîæåíèåì â ðÿä

Òåéëîðà. Ïîäõîä ñ ðàçëîæåíèåì â ðÿä Òåéëîðà õàðàêòåðèçóåòñÿ áîëåå âûñîêîé

òî÷íîñòüþ ïî ñðàâíåíèþ ñî âòîðûì çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëîì. Ìåòîä àïïðîê-

ñèìàöèè Ïàäå îòìå÷àåòñÿ áîëåå âûñîêîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè ê ýêñïîíåíöè-

àëüíîé ôóíêöèè è áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòüþ â ñðàâíåíèè ñ ðàçëîæåíèåì â ðÿä

Òåéëîðà.

Â õîäå âûïîëíåíèÿ äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ áûëè ïîëó÷åíû ñëåäó-

þùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

1) Â êëàññå óñòîé÷èâûõ ïðàâèëüíûõ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ïîëó÷å-

íû àïïðîêñèìàöèè èäåàëüíîãî óïðåäèòåëÿ - ðàçëîæåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé

ôóíêöèè â ðÿä Áóðìàíà-Ëàãðàíæà ïî ñòåïåíÿì ïðàâèëüíûõ ôóíêöèé, íå

èìåþùèõ ïîëþñîâ â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè.

2) Íà îñíîâå àïïðîêñèìàöèé ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè îòðåçêîì ðÿäà Áóðìà-

íà-Ëàãðàíæà ðåøåíà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ àâòîìàòè÷åñêèõ óñòðîéñòâ ïðîãíî-

çèðîâàíèÿ - ïðåäëîæåí ñïîñîá ñèíòåçà ðåàëèçóåìîãî è ìîäàëüíîãî ïðîãíî-

çàòîðîâ.

3) Îñíîâûâàÿñü íà îöåíêå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ðÿäà Áóðìàíà-Ëàãðàíæà, áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñèãíàëîâ ñ çàäàííîé ïîëîñîé ÷àñòîò ìîæåò áûòü äîñòèã-

íóòà ëþáàÿ íàïåðåä çàäàííàÿ òî÷íîñòü ïðîãíîçèðîâàíèÿ çà ñ÷åò óâåëè÷å-

íèÿ êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ ðÿäà Áóðìàíà-Ëàãðàíæà, òî åñòü çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ

÷èñëà ÷ëåíîâ ïðîãíîçàòîðà. Ïðè ýòîì äëÿ ìîäàëüíîãî ïðîãíîçàòîðà ñîõðà-

íÿåòñÿ ôèëüòðóþùåå ñâîéñòâî.

105



4) Ïîêàçàíî, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå, ìîäàëüíûé ïðîãíîçàòîð ñîâïàäàåò ñ äèô-

ôåðåíöèðóþùèì íàáëþäàòåëåì, êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ ôèëü-

òðîì Êàëìàíà. Ýòî ïîçâîëÿåò âûáèðàòü ïàðàìåòðû ìîäàëüíîãî ïðîãíîçà-

òîðà ïðè íàëè÷èè ñëó÷àéíûõ ïîìåõ íàáëþäåíèÿ.

5) Ðàçðàáîòàíû ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ îïåðåæàþùèõ èíäèêàòîðîâ ñ ïîìîùüþ

ðåàëèçóåìîãî è ìîäàëüíîãî ïðîãíîçàòîðîâ. Äëÿ êàæäîãî èç ñïîñîáîâ ïî-

ëó÷åíû ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíêè ïðîãíîçà. Çàäà÷ó âû-

÷èñëåíèÿ îöåíêè ïðîãíîçà ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ èìïóëüñíîé

ôóíêöèè è ïîñëåäóþùåé çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ ñâåðòêè. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâ-

ëåííîé çàäà÷è áûëè íàéäåíû èìïóëüñíûå ôóíêöèè ïðîãíîçàòîðîâ. Ïðåä-

ëîæåííûå ðàñ÷åòíûå ñõåìû ïîçâîëÿþò óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷å-

ñêèõ îïåðàöèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîãíîçà: äëÿ ðåàëèçóåìîãî ïðîãíîçàòîðà

òðåáóåòñÿ âû÷èñëåíèåN èíòåãðàëîâ âìåñòî âû÷èñëåíèÿ
N(N + 1)

2
èíòåãðà-

ëîâ ïðè íåïîñðåäñòâåííîé ðåàëèçàöèè ôîðìóëû îöåíêè ïðîãíîçà. Â äàííîé

ãëàâå áûëà èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà òðàïåöèé. Èñïîëüçîâàíèå ýòîé ôîðìó-

ëû ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äèñêðåòíóþ ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ ïðîãíîçàòîðà ,

òàê êàê ïåðåõîä îò íåïðåðûâíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ê äèñêðåòíîé îáû÷-

íî îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Òàñòèíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî

ôîðìóëå òðàïåöèè.

Â õîäå âûïîëíåíèÿ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû âñå ïîñòàâëåííûå èññëåäîâà-

òåëüñêèå çàäà÷è áûëè âûïîëíåíû.
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ÑÏÈÑÎÊ ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈÉ

R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ (âåùåñòâåííûõ) ÷èñåë

C � ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

Z0 � ìíîæåñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë

Rn � àðèôìåòè÷åñêîå n-ìåðíîå äåéñòâèòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî

a ∈ A � ýëåìåíò a èç ìíîæåñòâà A

B ⊆ A � ïîäìíîæåñòâî B ìíîæåñòâà A

f : X → Y � ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ ìíîæåñòâî X â ìíîæåñòâî Y

(f ∗ g)(t) = f(t) ∗ g(t) � ñâåðòêà ôóíêöèé f(t) è g(t)

y(t) ≑ Y (p) � ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

Cn(X) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, n ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà ìíî-

æåñòâå X

Re z � äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z

Im z � ìíèìàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z

| · | � ìîäóëü (àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà) ÷èñëà

degP � ñòåïåíü àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà P

Cm
n � ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m

Am
n � ÷èñëî ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m

E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà

Aò � ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê ìàòðèöå A

A−1 � ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ìàòðèöå A

detA � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A

rankA � ðàíã ìàòðèöû A

∀ � êâàíòîð âñåîáùíîñòè

∃ � êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ
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