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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû íåëèíåéíîãî àíàëèçà,

îñíîâàííûå íà ïîíÿòèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ èìåþò äàâ-

íþþ èñòîðèþ è âîñõîäÿò ê èìåíàì À. Ïóàíêàðå, Ë. Áðàóýðà, Ï.Ñ. Àëåê-

ñàíäðîâà, Ã. Õîïôà, Æ. Ëåðå, Þ. Øàóäåðà. Â äàëüíåéøåì ýòè ìåòîäû

áûëè ðàçâèòû è ïðîäåìîíñòðèðîâàëè ñâîþ âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü â

òðóäàõ Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî, Ñ.Ã. Êðåéíà, Í.À. Áîáûëåâà, Þ.Ã. Áîðè-

ñîâè÷à, Ï.Ï. Çàáðåéêî, Â.Ã. Çâÿãèíà, Â.Ñ. Êëèìîâà, À.È. Ïåðîâà, À.È.

Ïîëîâîöêîãî, Á.Í. Ñàäîâñêîãî, Þ.È. Ñàïðîíîâà, Â.Â. Ñòðûãèíà, Ô. Áðà-

óäåðà (F. Browder), Ê. Äàéìëèíãà (K. Deimling), Ì. Ôóðè (M. Furi), Ë.

Íèðåíáåðãà (L. Nirenberg), Æ. Ìàâåíà (J. Mawhin) è äðóãèõ ó÷åíûõ.

Íà÷èíàÿ ñ ñîðîêîâûõ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà ýòè ìåòîäû ðàñïðîñòðàíÿ-

þòñÿ íà ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ. Ðàçðàáîòêå òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé

ñòåïåíè äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé êîìïàêòíîãî òèïà ñ âûïóêëû-

ìè çíà÷åíèÿìè áûëè ïîñâÿùåíû òðóäûÞ.Ã. Áîðèñîâè÷à, Á.Ä. Ãåëüìàíà,

À.Ä. Ìûøêèñà, Â.Â. Îáóõîâñêîãî, À. ×åëëèíû (A. Cellina), À. Ãðàíàñà

(A. Granas), À. Ëÿñîòû (A. Lasota) è äðóãèõ.

Îäíàêî èññëåäîâàíèå öåëîãî ðÿäà àñïåêòîâ íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëü-

íîãî àíàëèçà, òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé, òåî-

ðèè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì òðåáóåò ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýòîé òåîðèè íà áîëåå

øèðîêèå êëàññû ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. Äîñòàòî÷íî îòìåòèòü, ÷òî

ðÿä âàæíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðàâëåíèÿ è äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðèâîäÿò ê

íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàòü ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ ñ íåâûïóêëûìè

çíà÷åíèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, óêàæåì â êà÷åñòâå òàêîãî îòîáðàæåíèÿ îïåðà-

òîð, ñîïîñòàâëÿþùèé íà÷àëüíûì äàííûì èíòåãðàëüíóþ âîðîíêó äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ èëè îïåðàòîð ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì îáîá-

ùåííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ìíîãîçíà÷íûõ

îòîáðàæåíèé ñ íåâûïóêëûìè (àöèêëè÷íûìè) çíà÷åíèÿìè êîíñòðóêöèè

òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ïðåäëàãàëèñü â ðàáîòàõ À. Ãðàíàñà (A. Granas),

Þ.Ã. Áîðèñîâè÷à, Á.Ä. Ãåëüìàíà, À.Ä. Ìûøêèñà, Â.Â. Îáóõîâñêîãî, Ë.
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Ãóðíåâè÷à (L. Gorniewicz), Â. Êðûøåâñêîãî (W. Kryszewski) è äðóãèõ.

C äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ èçó÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé â áà-

íàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ âåñüìà ýôôåêòèâíûì îðóäèåì ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ

òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè íåêîìïàêòíûõ (óïëîòíÿþùåãî òèïà) ìíîãîçíà÷-

íûõ îòîáðàæåíèé (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû Â.Â. Îáóõîâñêîãî, Ì.È. Êàìåí-

ñêîãî è äð.).

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè, â

íåé èçó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè äëÿ

êëàññà ïñåâäîàöèêëè÷åñêèõ ìíîãîçíà÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé è èõ ïðè-

ëîæåíèÿ ê ðàçëè÷íûì òåîðåìàì î íåïîäâèæíîé òî÷êå, î òî÷êå ñîâïà-

äåíèÿ è ê íåëîêàëüíûì êðàåâûì çàäà÷àì íåëèíåéíîãî òèïà. Îòìåòèì,

÷òî äàííûé êëàññ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîçèöèÿì

ìóëüòèîòîáðàæåíèé àöèêëè÷åñêîãî òèïà ñ íåïðåðûâíûìè îäíîçíà÷íû-

ìè îòîáðàæåíèÿìè. Ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ ïîäîáíîãî âèäà âîçíèêàþò ïðè

èçó÷åíèè îïåðàòîðîâ ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ-

÷åíèé è óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì.

Öåëü ðàáîòû. Ðàçðàáîòàòü íîâûå âàðèàíòû òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé

ñòåïåíè äëÿ ïñåâäîàöèêëè÷åñêèõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé è ïðèìå-

íèòü èõ äëÿ óñòàíîâëåíèÿ íîâûõ ïðèíöèïîâ ñóùåñòâîâàíèÿ íåïîäâèæ-

íûõ òî÷åê, òî÷åê ñîâïàäåíèÿ è ê ðàçðåøèìîñòè íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ

çàäà÷ äëÿ ïîëóëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Ñ ïîìîùüþ òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ ìåòîäîâ íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëü-

íîãî àíàëèçà ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1. Ïîñòðîåíà è èçó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü äëÿ êëàññà ïñåâäî-

àöèêëè÷åñêèõ ìíîãîçíà÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé îòíîñèòåëüíî âûïóêëîãî

çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà â ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå.

2. Ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè äîêàçàíû òåîðåìû

î íåïîäâèæíîé òî÷êå è ñîâïàäåíèè äëÿ ïñåâäîàöèêëè÷åñêèõ ìíîãîçíà÷-

íûõ îòîáðàæåíèé, îáîáùàþùèõ êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû Øåôåðà, Ðîòå
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è Ïóàíêàðå.

3. Âû÷èñëåíà òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü ýêâèâàðèàíòíûõ è íå÷åòíûõ

ïñåâäîàöèêëè÷åñêèõ ìíîãîçíà÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

4. Ïîñòðîåíà è èçó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü äëÿ êëàññà ôóíäàìåí-

òàëüíî ñóæàåìûõ ïñåâäîàöèêëè÷åñêèõ ìíîãîçíà÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé â

ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå.

5. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè äîêàçàíû òåîðåìû î

íåïîäâèæíîé òî÷êå äëÿ ôóíäàìåíòàëüíî ñóæàåìûõ è óïëîòíÿþùèõ ïñåâ-

äîàöèêëè÷åñêèõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé.

6. Ïîñòðîåíà è èçó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü ñîâïàäåíèÿ äëÿ ïàðû,

ñîñòîÿùåé èç ëèíåéíîãî ôðåäãîëüìîâà îïåðàòîðà L íóëåâîãî èíäåêñà è

ïñåâäîàöèêëè÷åñêîãî ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, óïëîòíÿþùåãî îòíî-

ñèòåëüíî L.

7. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü ñîâïàäåíèÿ èñïîëüçîâàíà äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà òåîðåì î ñîâïàäåíèè ëèíåéíîãî ôðåäãîëüìîâà è ïñåâäîàöèêëè÷å-

ñêîãî ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ.

8. Èññëåäîâàíû âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ñòåïåíè ñîâïàäåíèÿ ê íåëî-

êàëüíîé ãðàíè÷íîé çàäà÷å äëÿ ïîëóëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ-

÷åíèÿ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ

ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé è

òîïîëîãèè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-

÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ èññëåäîâà-

íèé â ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ, òåîðèè îïòèìèçàöèè è òåîðèè

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà Âî-

ðîíåæñêîé âåñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå ”Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ XXIV”

� Âîðîíåæ, 2013; Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ”Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ

ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà Ñ.Ã. Êðåéíà” � Âîðîíåæ, 2014; Âîðîíåæñêîé âå-
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ñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå ”Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ XXV” � Âîðîíåæ,

2014; Ìåæäóíàðîäíîé îòêðûòîé êîíôåðåíöèè ”Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû

àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðèëîæåíèÿ â òåõíèêå è òåõíîëîãèÿõ” �

ÂÃËÒÀ 18-19 èþíÿ Âîðîíåæ, 2014; Ìåæäóíàðîäíîì ìîëîäåæíîì ñèìïî-

çèóìå ”Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè. Ìåòîäû, ìîäåëè, ïðèëîæåíèÿ”

� ÂÃËÒÀ 18-19 íîÿáðÿ Âîðîíåæ, 2014; íà ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íî-ìåòî-

äè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ïðåïîäàâàòåëåé êàôåä-

ðû âûñøåé ìàòåìàòèêè ÂÃÏÓ (Âîðîíåæ, 2013, 2014), à òàêæå íà ñåìè-

íàðå ïðîô. Îáóõîâñêîãî Â.Â.

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1]�

[8]. Èç ñîâìåñòíî îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò [2], [3], [8] â äèññåðòàöèþ âêëþ-

÷åíû ðåçóëüòàòû, ïðèíàäëåæàùèå ëè÷íî àâòîðó.

Ðàáîòû [1]�[3] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ðåöåíçèðóåìûõ

íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷å-

òûðåõ ãëàâ, èç êîòîðûõ ïåðâàÿ, âòîðàÿ, òðåòüÿ è ÷åòâåðòàÿ ãëàâû ðàç-

áèòû íà òðè, äâà, òðè è äâà ïóíêòà ñîîòâåòñòâåííî. Îáúåì ðàáîòû 100

ñòðàíèö. Áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò 40 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ è

îïèñûâàåòñÿ êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ñâåäåíèÿ èç ôóíê-

öèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé è òîïîëîãè÷å-

ñêèõ ìåòîäîâ. Äàíî îïðåäåëåíèå êëàññà ïñåâäîàöèêëè÷åñêèõ ìíîãîçíà÷-

íûõ îòîáðàæåíèé (ìóëüòèîòîáðàæåíèé) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü H îáîçíà÷àåò ôóíêòîð êîãîìîëîãèé Àëåêñàíäåðà-Ñïåíüåðà ñ

öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íåïóñòîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ 0-àöèê-

ëè÷íûì, åñëè H0(X) = Z, k-àöèêëè÷íûì (k ≥ 1), åñëè Hk(X) = 0 è

àöèêëè÷íûì, åñëè îíî k-àöèêëè÷íî äëÿ ëþáîãî k ≥ 0.

Ïóñòü X, Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, K(Y ) îáîçíà÷àåò ñîâî-
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êóïíîñòü âñåõ íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ Y , F : X → K(Y )

ìóëüòèîòîáðàæåíèå. Äëÿ i ≥ 0 îáîçíà÷èì

M i
F = {x| x ∈ X, F (x) íå ÿâëÿåòñÿ i− àöèêëè÷íûì}.

Ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : X → K(Y ) íàçûâà-

åòñÿ ïî÷òè àöèêëè÷åñêèì, åñëè:

(a) M i
F = ∅ äëÿ âñåõ i, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî i0 ≥ 0;

(b) ξ = max
0≤i<i0

(dimX M i
F ) < ∞, ãäå dimX îáîçíà÷àåò îòíîñèòåëüíóþ ðàç-

ìåðíîñòü ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå X.

Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : X → K(Y ) íàçûâàåòñÿ ïñåâäîàöèêëè÷åñêèì,

åñëè ñóùåñòâóåò òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Z è íåïðåðûâíîå îòîáðà-

æåíèåΘ : Z → Y òàêîå, ÷òî F ïðåäñòàâèìî â âèäå êîìïîçèöèè F = Θ◦F̄ ,

ãäå F̄ : X → K(Z) ïî÷òè àöèêëè÷åñêîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå.

Âòîðîé ïàðàãðàô ïåðâîé ãëàâû ïîñâÿùåí êîíñòðóêöèè îòíîñè-

òåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ïñåâäîàöèêëè÷åñêèõ ìíîãîçíà÷íûõ âåê-

òîðíûõ ïîëåé (ìóëüòèïîëåé) â ñëåäóþùåé ñèòóàöèè.

Ïóñòü E � õàóñäîðôîâî ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî, U ⊂ E �

âûïóêëàÿ êîíå÷íî îãðàíè÷åííàÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ.

Ïóñòü T � âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî E. Îáîçíà÷èì UT =

U ∩ T , ∂U - ãðàíèöà U.

Ðàññìîòðèì F = Θ ◦ F̄ : ∂U → K(E) � ïñåâäîàöèêëè÷åñêîå ìóëüòèî-

òîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî: a) F (∂U ∩T ) ⊆ T ; b) F |∂U∩T âïîëíå íåïðåðûâíî;

c) FixF ∩ ∂U ∩ T = ∅, ãäå FixF = {x : x ∈ F (x)} � ìíîæåñòâî íåïî-

äâèæíûõ òî÷åê.

Ñ ïîìîùüþ îáîáùåíèÿ Å.Ã. Ñêëÿðåíêî òåîðåìû Âèåòîðèñà 1 è òåî-

ðåìû Â.Â. Îáóõîâñêîãî è À.Ã. Ñêàëåöêîãî î êâàçèðåòðàêöèè 2 îïðåäå-

ëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü γT (Φ) ïñåâäîàöèêëè÷åñêîãî ìóëüòèïîëÿ

1Å.Ã.Ñêëÿðåíêî, Î íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ òåîðèè ïó÷êîâ â îáùåé òîïîëîãèè, ÓÌÍ 19:6 -1964

- Ñ. 47-70
2Â.Â. Îáóõîâñêèé, À.Ã. Ñêàëåöêèé, Íåêîòîðûå òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè íåïðåðûâíûõ îòîáðà-

æåíèé, Ñèá. ìàò. æ. - 1982 - 23. �4 - Ñ. 137-141
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Φ = i− F îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà T .

Óñòàíàâëèâàåòñÿ êîððåêòíîñòü äàííîãî îïðåäåëåíèÿ è îïèñûâàþòñÿ

îñíîâíûå ñâîéñòâà ââåäåííîé õàðàêòåðèñòèêè, âêëþ÷àÿ åå ãîìîòîïè÷å-

ñêóþ èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà T ..

Òðåòèé ïàðàãðàô ïåðâîé ãëàâû ïîñâÿùåí âû÷èñëåíèþ òîïîëîãè-

÷åñêîé ñòåïåíè â íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ñèòóàöèÿõ è ïîëó÷åíèþ íà ýòîé

îñíîâå íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé î íåïîäâèæíîé òî÷êå è òî÷êå ñîâïàäå-

íèÿ. Áàçó ïîäîáíîãî ðîäà ðåçóëüòàòîâ îáðàçóåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

(1.3.1) Òåîðåìà. Ïóñòü F : Ū → K(E) � ïñåâäîàöèêëè÷åñêîå ìóëü-

òèîòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî: (à) F (Ū ∩ T ) ⊂ T ; (b) F |Ū∩T � âïîëíå íåïðå-

ðûâíî; (c) FixF ∩ ∂U ∩ T = ∅.
Åñëè

γT (i− F |∂U) ̸= 0,

òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 ∈ U ∩ T òàêàÿ, ÷òî x0 ∈ F (x0).

Ýòîò îáùèé ïðèíöèï îòêðûâàåò âîçìîæíîñòè äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðàç-

ëè÷íûõ òåîðåì î íåïîäâèæíîé òî÷êå. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäå-

íèå.

(1.3.2) Òåîðåìà. Ïóñòü ŪT ̸= ∅, φ = i − f : Ū → E � îäíîçíà÷íîå

ïîëå òàêîå, ÷òî: (à) f(ŪT ) ⊂ T ; (b) f |ŪT
� âïîëíå íåïðåðûâíî; (c) Fix f ∩

∂U ∩ T = ∅; (d) γT (i− f |∂U) ̸= 0.

Ïóñòü Φ = i − F � ïñåâäîàöèêëè÷åñêîå ìóëüòèïîëå òàêîå, ÷òî: (i)

F (ŪT ) ⊂ T ; (ii) F |ŪT
� âïîëíå íåïðåðûâíî; (iii) FixF ∩ ∂U ∩ T = ∅.

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî

(1.3.3) µφ(x) /∈ Φ(x) äëÿ âñåõ µ < 0, x ∈ ∂U ∩ T.

Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ ŪT òàêàÿ, ÷òî x ∈ F (x).

Ñëåäñòâèÿìè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ àíàëîãè êëàññè÷åñêèõ òåî-

ðåì î íåïîäâèæíîé òî÷êå Øåôåðà è Ðîòå.

Òå æå ìåòîäû ïîçâîëÿþò äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó î ñîâïàäåíèè

òèïà Ïóàíêàðå.
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(1.3.6) Òåîðåìà. Ïóñòü T ⊂ E � êîíóñ ñ âåðøèíîé â íóëå. Ïóñòü

φ = i − f : Ū → E � îäíîçíà÷íîå ïîëå òàêîå, ÷òî óñëîâèÿ (a), (b),

(c), (d) òåîðåìû 1.3.2 âûïîëíåíû. Ïóñòü Φ = i − F : Ū → K(E) �

ïñåâäîàöèêëè÷åñêîå ìóëüòèïîëå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (i), (ii), (iii)

òîé æå òåîðåìû. Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî

(1.3.7) µφ(x) /∈ F (x) äëÿ âñåõ µ > 1, x ∈ ∂U ∩ T.

Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ ŪT òàêàÿ, ÷òî φ(x) ∈ F (x).

Çàâåðøàåò ïåðâóþ ãëàâó âû÷èñëåíèå òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ýêâèâà-

ðèàíòíûõ è íå÷åòíûõ ìóëüòèïîëåé.

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ââåäåíèþ òîïîëîãè÷åñêîé ñòå-

ïåíè è èçó÷åíèþ åå ïðèëîæåíèé äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ íåêîìïàêòíûõ

ïñåâäîàöèêëè÷åñêèõ ìóëüòèîòîáðàæåíèé.

Ïóñòü X ⊆ E. Âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî T ⊆ E íàçûâàåòñÿ

ôóíäàìåíòàëüíûì äëÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F : X → K(E) (èëè ñîîò-

âåòñòâóþùåãî åìó ìóëüòèïîëÿ Φ = i− F ), åñëè:

1) F (X ∩ T ) ⊆ T ; 2) èç x0 ∈ co(F (x0) ∪ T ) ñëåäóåò x0 ∈ T .

Ôóíäàìåíòàëüíîå ìíîæåñòâî T ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F : X → K(E)

òàêîå, ÷òî X ∩ T ̸= ∅ è ñóæåíèå F íà X ∩ T êîìïàêòíî, íàçûâàåòñÿ

ñóùåñòâåííûì.

Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : X → K(E) îáëàäàåò ñóùåñòâåííûì

ôóíäàìåíòàëüíûì ìíîæåñòâîì, òî F íàçûâàåòñÿ âïîëíå ôóíäàìåíòàëü-

íî ñóæàåìûì (íà T ).

Ïðèìåðàìè âïîëíå ôóíäàìåíòàëüíî ñóæàåìûõ ìóëüòèîòîáðàæåíèé

ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûå è óïëîòíÿþùèå îòíîñèòåëüíî ìîíîòîííûõ íåñèí-

ãóëÿðíûõ ìåð íåêîìïàêòíîñòè ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ.

Ïóñòü U � îòêðûòîå âûïóêëîå êîíå÷íî îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî

ëîêàëüíî âûïóêëîãî ïðîñòðàíñòâà E; F = Θ ◦ F̃ : Ū → K(E) � âïîëíå

ôóíäàìåíòàëüíî ñóæàåìîå ïñåâäîàöèêëè÷åñêîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå òà-

êîå, ÷òî x /∈ F (x) äëÿ âñåõ x ∈ ∂U .

Òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíüþ ìóëüòèïîëÿ Φ = i − F , ñîîòâåòñòâóþùåãî
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F , íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü ìóëüòèïîëÿ Φ îòíîñèòåëüíî ïðî-

èçâîëüíîãî ñóùåñòâåííîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ìíîæåñòâà T :

γ(Φ, Ū) := γT (Φ, Ū).

Äîêàçûâàåòñÿ êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, òî åñòü åãî íåçàâèñè-

ìîñòü îò âûáîðà ñóùåñòâåííîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ìíîæåñòâà T . Îïèñû-

âàþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà ââåäåííîé õàðàêòåðèñòèêè, âêëþ÷àÿ åå ãîìî-

òîïè÷åñêóþ èíâàðèàíòíîñòü. Ñâÿçü òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ñ íåïîäâèæ-

íûìè òî÷êàìè ðàñêðûâàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

(2.2.7) Òåîðåìà. Ïóñòü äëÿ âïîëíå ôóíäàìåíòàëüíî ñóæàåìîãî ïñåâ-

äîàöèêëè÷åñêîãî ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F : Ū → K(E) òàêîãî, ÷òî x /∈
F (x) äëÿ âñåõ x ∈ ∂U âûïîëíåíî γ(i− F, Ū) ̸= 0. Òîãäà ∅ ̸= FixF ⊂ U .

Èç ýòîãî îáùåãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î íåïî-

äâèæíîé òî÷êå.

(2.2.8) Òåîðåìà. Ïóñòü îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : Ū → E è ïñåâ-

äîàöèêëè÷åñêîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : Ū → K(E) âïîëíå ôóíäàìåí-

òàëüíî ñóæàåìû íà ñóùåñòâåííîå ôóíäàìåíòàëüíîå ìíîæåñòâî T è íå

èìåþò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà ∂U . Ïóñòü, äàëåå

1) γT (i− f, Ū) ̸= 0;

2) µφ(x) /∈ Φ(x) äëÿ âñåõ µ < 0, x ∈ ∂U , ãäå Φ = i− F , φ = i− f .

Òîãäà ∅ ̸= FixF ⊂ U .

Åå àíàëîãîì äëÿ óïëîòíÿþùèõ ìóëüòèîòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþ-

ùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü E � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è U îãðàíè-

÷åíî.

(2.2.9) Òåîðåìà. Ïóñòü íåïðåðûâíîå îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f :

Ū → E è ïñåâäîàöèêëè÷åñêîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : Ū → K(E) ÿâ-

ëÿþòñÿ (k, β)-óïëîòíÿþùèìè îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé, ìîíîòîííîé,

íåñèíãóëÿðíîé, ïðàâèëüíîé è ïîëóàääèòèâíîé ÌÍÊ β è íå èìåþò íåïî-

äâèæíûõ òî÷åê íà ∂U . Åñëè γ(i − f, Ū) ̸= 0 è âûïîëíåíî óñëîâèå (2)

ïðåäûäóùåé òåîðåìû, òî ∅ ̸= FixF ⊂ U .
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Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ îòìåòèì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(2.2.10) Ñëåäñòâèå (Òåîðåìà Øåôåðà). Ïóñòü ïñåâäîàöèêëè÷å-

ñêîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : Ū → K(E) ÿâëÿåòñÿ (k, β)-óïëîòíÿþùèì

îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé, ìîíîòîííîé, íåñèíãóëÿðíîé, ïðàâèëüíîé è

ïîëóàääèòèâíîé ÌÍÊ β. Ïóñòü

µx /∈ F (x) äëÿ âñåõµ > 1, x ∈ ∂U.

Òîãäà ∅ ̸= FixF ⊂ Ū .

(2.2.11) Ñëåäñòâèå (Òåîðåìà Ðîòå).Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F :

Ū → K(E) � òàêîå æå êàê â (2.2.10). Åñëè

F (∂U) ⊂ Ū ,

òî ∅ ̸= FixF ⊂ Ū .

Òðåòüÿ ãëàâà ðàáîòû ïîñâÿùåíà êîíñòðóêöèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòå-

ïåíè ñîâïàäåíèÿ ëèíåéíîãî ôðåäãîëüìîâà îïåðàòîðà L íóëåâîãî èíäåêñà

è ïñåâäîàöèêëè÷åñêîãî ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óïëîòíÿ-

þùèì îòíîñèòåëüíî L.

Ïóñòü E1, E2 � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Îïåðàòîð L : DomL ⊆ E1 →
E2 � ëèíåéíûé ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð íóëåâîãî èíäåêñà, ñ êîòîðûì àñ-

ñîöèèðîâàíû ñëåäóþùèå îïåðàòîðû:

à) ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ P : E1 → E1 è

Q : E2 → E2 òàêèå, ÷òî ImP = KerL è KerQ = ImL;

á) ëèíåéíûé èçîìîðôèçì LP : DomL∩KerP → ImL, Lp(x) = L(x) äëÿ x ∈
DomL ∩KerP ;

â) íåïðåðûâíûé îïåðàòîð KP : ImL → DomL ∩KerP , Kp(x) = L−1
P ;

ã) êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ Π : E2 → CokerL, çàäàííàÿ êàê Πy = y+ImL;

ä) ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé èçîìîðôèçì Λ : CokerL → KerL;

å) íåïðåðûâíûé îïåðàòîð KP,Q : E2 → E1, çàäàííûé êàê KP,Q(y) =

KP (y −Qy).

Ïóñòü U ⊂ E1 � îòêðûòîå âûïóêëîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî; β �

ìåðà íåêîìïàêòíîñòè â E1.
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Ïóñòü ïñåâäîàöèêëè÷åñêîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : Ū → K(E2) ÿâëÿ-

åòñÿ (L, β)-óïëîòíÿþùèì, òî åñòü: (i) ìíîæåñòâî F(Ū) îãðàíè÷åíî â E2;

(ii) ìóëüòèîòîáðàæåíèå

KP,Q ◦ F : Ū → K(E1)

ÿâëÿåòñÿ β-óïëîòíÿþùèì.

Òî÷êà x ∈ DomL∩Ū íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñîâïàäåíèÿ ïàðû (L,F), åñëè

Lx ∈ F(x).

Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ñîâïàäåíèÿ ïàðû (L,F) îáîçíà÷àåòñÿ Coin(L,F , U).

Ïóñòü Coin(L,F , Ū) ∩ (∂U ∩DomL) = ∅.

Ñòåïåíüþ ñîâïàäåíèÿ

deg(L,F , Ū)

ïàðû (L,F) íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü deg(i−G, Ū) ìóëüòèïî-

ëÿ i − G, ãäå ïñåâäîàöèêëè÷åñêîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå G : Ū → K(E1)

îïðåäåëåíî êàê

G(x) = Px+ (ΛΠ +KP,Q) ◦ F(x).

Óñòàíàâëèâàåòñÿ êîððåêòíîñòü äàííîãî îïðåäåëåíèÿ è îïèñûâàþòñÿ

îñíîâíûå ñâîéñòâà ñòåïåíè ñîâïàäåíèÿ.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò ñëåäóþùèé îáùèé ïðèí-

öèï ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ñîâïàäåíèÿ.

(3.3.1) Òåîðåìà. Åñëè

deg(L,F , Ū) ̸= 0,

òî

∅ ̸= Coin(L,F , Ū) ⊂ U.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ ââåäåííîé õàðàêòåðèñòèêè ê

çàäà÷å î òî÷êàõ ñîâïàäåíèÿ ïàðû (L,F).
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Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé âàðèàíò òåîðåìû î íå÷åòíîì ïîëå.

(3.3.4) Òåîðåìà. Ïóñòü îáëàñòü U ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî íóëÿ,

ìóëüòèîòîáðàæåíèå F íå÷åòíî íà ∂U , òî åñòü

F(−x) = −F(x) äëÿ âñåõ x ∈ ∂U.

Òîãäà ñòåïåíü ñîâïàäåíèÿ deg(L,F , Ū) íå÷åòíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ∅ ̸=
Coin(L,F , Ū) ⊂ U ∩DomL.

Äîêàçûâàåòñÿ òàêæå ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè.

(3.3.5) Òåîðåìà. Ïóñòü F : Ū → K(E2) � (L, β)-óïëîòíÿþùåå ïñåâ-

äîàöèêëè÷åñêîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî

(i) Lx /∈ λF(x) äëÿ âñåõ x ∈ DomL ∩ ∂U, λ ∈ (0, 1];

(ii) 0 /∈ ΠF(x) äëÿ âñåõ x ∈ KerL ∩ ∂U ;

(iii) degKerL(ΛΠF|UKerL
, ŪKerL) ̸= 0.

Òîãäà ∅ ̸= Coin(L,F , Ū) ⊂ (U ∩DomL).

Â çàâåðøåíèå ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ òåîðåìà î òî÷êå ñîâïàäåíèÿ, ÿâ-

ëÿþùàÿñÿ àíàëîãîì òåîðåìû Á.Í. Ñàäîâñêîãî î íåïîäâèæíîé òî÷êå.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå îáñóæäàþòñÿ âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ïîñòðî-

åííîé â ïðåäûäóùåé ãëàâå òåîðèè ê èçó÷åíèþ ñëåäóþùåé çàäà÷è.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîëóëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå â ñå-

ïàðàáåëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E

(4.1.1) y′(t) ∈ Ay(t) + F (t, y(t)), t ∈ [0, T ]

âìåñòå ñ íåëîêàëüíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ñëåäóþùåãî âèäà

(4.1.2) Ly(0) = φ(y),

ãäå L : DomL ⊆ E → E - ëèíåéíûé ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð íóëåâîãî

èíäåêñà, φ : C([0, T ];E) → E - íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëèíåéíàÿ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ (4.1.1) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ
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A) A : DomA ⊆ E → E - çàìêíóòûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïîðîæäàþ-

ùèé C0-ïîëóãðóïïó eAt, t ≥ 0.

Äëÿ ìíîãîçíà÷íîé íåëèíåéíîñòè F : [0, T ] × E → Kv(E) âûïîëíåíû

óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè3.

Çàäà÷à (4.1.1) � (4.1.2) ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ x ∈ E âêëþ-

÷åíèÿ

Lx ∈ φ(Σ(x)),

èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, îòûñêàíèþ òî÷êè ñîâïàäåíèÿ îïåðàòîðà L è ìóëü-

òèîòîáðàæåíèÿ φ◦Σ. Çäåñü Σ(x) � ìóëüòèîòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå
êàæäîìó x ∈ E ìíîæåñòâî âñåõ èíòåãðàëüíûõ ðåøåíèé y(·) âêëþ÷åíèÿ
(4.1.1), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ y(0) = x.

Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé îáùèé ïðèíöèï ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (4.1.1)

� (4.1.2).

(4.2.5) Òåîðåìà. Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå φ ◦ Σ : U → K(E) ÿâ-

ëÿåòñÿ (L, β)-óïëîòíÿþùèì è deg(L,φ ◦ Σ, U) ̸= 0. Òîãäà íåëîêàëüíàÿ

ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à (4.1.1.) � (4.1.2) èìååò ðåøåíèå.

Îïèñûâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òîáû ìóëüòèîòîáðàæåíèå

φ ◦ Σ áûëî (L, β)-óïëîòíÿþùèì. Ïðè âûïîëíåíèè òàêîãî ðîäà óñëîâèé

ñïðàâåäëèâî, íàïðèìåð, ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

(4.2.7) Òåîðåìà. Ïóñòü U ⊂ E � âûïóêëîå îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå

ìíîæåñòâî; PT : E → K(E) � ìóëüòèîïåðàòîð ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì

âêëþ÷åíèÿ (4.1.1), óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

P1) äëÿ ëþáîãî x ∈ DomL ∩ ∂U :

PT (x) ∩ {µLx : µ ≥ 1} = ∅;

P2) 0 ̸∈ ΠPT (x) äëÿ âñåõ x ∈ KerL ∩ ∂U ;

3ñè. M.Kamenskii, V.Obukhovskii, P.Zecca, Condensing Multivalued Maps and Semilinear Di�erential

Inclusions in Banach Spaces, Walter de Gruyter, Berlin - New York, 2001
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P3) degKerL(ΛΠPT |UKerL
, UKerL) ̸= 0, ãäå ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé òîïîëîãè÷åñêóþ ñòåïåíü ìóëüòèïîëÿ, âû÷èñëÿåìóþ â êî-

íå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå KerL.

Òîãäà ñóùåñòâóåò èíòåãðàëüíîå ðåøåíèå y(·) îáîáùåííîé ïåðèîäè÷å-

ñêîé çàäà÷è (4.1.1), Ly(0) = y(T ) òàêîå, ÷òî y(0) ∈ U ∩DomL.
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