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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ñîçäàíèþ è èññëåäîâà-

íèþ ñâîéñòâ ñåìåéñòâà äèñêðåòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðîñòà è ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ íà îñíîâå èçâåñòíûõ íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé. Îñíîâîé äëÿ ýòèõ ìî-
äåëåé ñëóæèò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ñóáñòàíöèè â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå. Äèñ-
êðåòíàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê êîìïüþòåðíîìó ìîäåëèðîâàíèþ, è ïîýòîìó
âûçûâàåò ïîñòîÿííûé èíòåðåñ èññëåäîâàòåëåé. Â äèññåðòàöèè îñíîâíîå âíèìà-
íèå ñîñðåäîòî÷åíî íà ñåòî÷íûõ êîíå÷íî�ðàçíîñòíûõ è ïðîåêöèîííûõ ìåòîäàõ
äèñêðåòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Óíèâåðñàëüíûì è êðàéíå âàæíûì ìåòîäîì äèñêðåòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Êëþ÷åâûìè âîïðîñàìè ïðè ïîñòðîåíèè
ìîäåëåé ýòèì ìåòîäîì âûñòóïàþò àïïðîêñèìàöèÿ, óñòîé÷èâîñòü è ñõîäèìîñòü.

Ïðîåêöèîííî�ñåòî÷íûå ìåòîäû (ìåòîäû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ) íà ñåãî-
äíÿøíèé äåíü ÿâëÿþòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî äåéñòâåííûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ çàäà÷
ñèñòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òàêèõ àëãî-
ðèòìîâ îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî îíè ïî ñâîåé ôîðìå ÿâëÿþòñÿ âàðèàöèîííûìè
èëè ïðîåêöèîííûìè è îáëàäàþò âñåìè èõ ïðåèìóùåñòâàìè, à ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, ïðèâîäÿò ê ñèñòåìàì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîäîáíûì âîçíèêàþùèì
â ðàçíîñòíûõ ìåòîäàõ.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ âåëèêà ðîëü ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, îñîáåííî êîãäà
îñòàþòñÿ íåïðîðàáîòàííûìè âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñî ñõîäèìîñòüþ ïðèáëèæåí-
íûõ ìåòîäîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ðàçäåëå, íàçûâàåìîì ¾èíæåíåðíàÿ ìàòåìà-
òèêà¿, âû÷èñëèòåëüíîìó ýêñïåðèìåíòó îòâîäèòñÿ êëþ÷åâàÿ ðîëü.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ � íåïðåðûâíûå íåëèíåéíûå ìàòåìàòè÷åñêèå
ìîäåëè ðîñòà è ðàñïðîñòðàíåíèÿ è èíñòðóìåíòû èõ äèñêðåòèçàöèè.

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàçíîñòíûå, ïðîåêöèîííî�
ñåòî÷íûå ìåòîäû äëÿ ìîäåëåé ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàñïðîñòðàíåíèÿ è ðîñòà ñî ñòå-
ïåííîé íåëèíåéíîñòüþ è èõ ñâîéñòâà.

Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îãðîìíûé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íåëè-

íåéíûå ìîäåëè ðîñòà, à òàêæå ðîñòà è ðàñïðîñòðàíåíèÿ (èëè èíà÷å ðåàêöèè-
äèôôóçèè), ïîñêîëüêó ïåðåõîä ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïîçâîëÿåò
â ðÿäå ñëó÷àåâ, çàìåíÿÿ ðåàëüíûå íàáëþäåíèÿ è èçìåðåíèÿ àíàëèçîì ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïðîãíîçèðîâàòü òå÷åíèå ïðîöåññà è ïîìîãàåò âûðàáàòûâàòü
ýôôåêòèâíûå ïîäõîäû ê èññëåäîâàíèþ è ïðîãíîçèðîâàíèþ.

Î ìåòîäàõ äèñêðåòèçàöèè òàêèõ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ìîæíî ñêàçàòü,
÷òî ýòî íåäîñòàòî÷íî èññëåäîâàííàÿ îáëàñòü, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñóùåñòâåííûé
ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ â ïîñëåäíèå ãîäû. Áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò ïîñâÿùåíî îä-
íîðîäíûì ðàçíîñòíûì ñõåìàì, óñòîé÷èâûì íà ëþáûõ äîïóñòèìûõ ñåòêàõ (ñì.
íàïðèìåð ðàáîòû À.À. Ñàìàðñêîãî, A.B. Ãóëèíà). Ïî ïîâîäó äèñêðåòèçàöèè
íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòû Ï.Ï. Ìàòóñà. Ýòè ðàáîòû ìîãóò
ñ÷èòàòüñÿ îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ äèñêðåòèçàöèè
íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ðîñòà�ðàñïðîñòðàíåíèÿ.
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Òàêèì îáðàçîì, ñîçäàíèå äèñêðåòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íà îñíîâå
íåëèíåéíîé ìîäåëè ðîñòà è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé íàó÷-
íîé è âàæíîé ïðèêëàäíîé ïðîáëåìîé.

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû � ðàçðàáîòêà, îáîñíîâàíèå è òåñòè-
ðîâàíèå ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ äèñêðåòèçàöèè íåïðåðûâíûõ
íåëèíåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðîñòà è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì
ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé.

Çàäà÷àìè, ïîðîæäåííûìè ñôîðìóëèðîâàííîé öåëüþ, ÿâëÿþòñÿ:
1. Ïîñòðîåíèå, ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå è ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ýô-

ôåêòèâíûõ ëèíåéíûõ êîíå÷íî�ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ íåïðåðûâíîé íåëèíåéíîé
ìîäåëè ðîñòà è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ
òåõíîëîãèé.

2. Ðàçðàáîòêà íîâîé äèñêðåòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è ýôôåêòèâíî-
ãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà äèñêðåòèçàöèè íåïðåðûâíîé ñèíãóëÿðíîé ìîäåëè ðîñòà
è ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Ðàçðàáîòêà è îáîñíîâàíèå ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ìåòîäîâ äëÿ äèñêðåòèçàöèè ïëîñêîé ñòàöèîíàðíîé ñèíãóëÿðíîé ìîäåëè ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñóáñòàíöèè.

3. Ñîçäàíèå êîìïëåêñà ïðîãðàìì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû ðîñòà è
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì ðàçðàáîòàííîé â ðàìêàõ äèññåðòàöèè òåõíîëî-
ãèè äèñêðåòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëü-
íîãî ýêñïåðèìåíòà.

Îáëàñòü èññëåäîâàíèé. Äèññåðòàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùèì
ïóíêòàì ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè:

1. Ðàçðàáîòêà íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ îáúåêòîâ
è ÿâëåíèé (ïóíêò 1).

2. Ðåàëèçàöèÿ ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ â âèäå
êîìïëåêñîâ ïðîáëåìíî�îðèåíòèðîâàííûõ ïðîãðàìì äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëè-
òåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà (ïóíêò 3).

3. Êîìïëåêñíûå èññëåäîâàíèÿ íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ ïðîáëåì ñ ïðèìå-
íåíèåì ñîâðåìåííîé òåõíîëîãèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è âû÷èñëè-
òåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà (ïóíêò 8).

Íàó÷íàÿ íîâèçíà äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ.
Â äèññåðòàöèè óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå íîâûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû:
1. Ðàçðàáîòàí, îáîñíîâàí è ïðîòåñòèðîâàí ýôôåêòèâíûé ëèíåéíûé âû-

÷èñëèòåëüíûé ìåòîä äëÿ íåïðåðûâíîé íåëèíåéíîé ìîäåëè ðîñòà è ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé, îòëè÷àþùèéñÿ
îò ñóùåñòâóþùèõ òåì, ÷òî îí ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé è ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü îöåíêó ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè è äîñòà-
òî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè.

2. Ðàçðàáîòàíû íîâûå äèñêðåòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè íà îñíî-
âå íåïðåðûâíîé ñèíãóëÿðíîé ìîäåëè ðàñïðîñòðàíåíèÿ, íåïðåðûâíîé íåëèíåé-
íîé ñèíãóëÿðíîé ìîäåëè ðîñòà�ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèîííî�
ñåòî÷íîãî ìåòîäà Áóáíîâà�Ãàëåðêèíà, îòëè÷àþùåãîñÿ ïðèìåíåíèåì ôèíèòíûõ
ñïëàéíîâ îñîáîãî âèäà è ïîçâîëÿþùåãî äîêàçàòü îöåíêó ïîãðåøíîñòè â âåñîâîì
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ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå, à òàêæå äèñêðåòèçàöèÿ ïëîñêîé íåïðåðûâíîé
ñèíãóëÿðíîé ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ñóáñòàíöèè, îòëè÷àþùàÿñÿ
ó÷åòîì îñëàáëåííûõ òðåáîâàíèé ê ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ è ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷èòü
àïðèîðíóþ îöåíêó.

3. Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîé â ðàìêàõ äèññåðòàöèè òåõíîëîãèè ñîçäà-
íèÿ äèñêðåòíûõ ëèíåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñîçäàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì,
ïîçâîëÿþùèé îñóùåñòâëÿòü ïðîâåäåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ â ðàì-
êàõ èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû ðîñòà�ðàñïðîñòðàíåíèÿ.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ. Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ
òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ è ïîëîæåíèé îáîñíîâàíà ñòðîãîñòüþ ïðèìåíÿåìûõ
ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ, êîððåêòíîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðà-
òà. Â ìîäåëüíûõ çàäà÷àõ, äîïóñêàþùèõ íàõîæäåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ, ðåçóëü-
òàòû, ïîëó÷åííûå ïðè ðåàëèçàöèè ïîñòðîåííûõ â äèññåðòàöèè ïðèáëèæåííûõ
ìåòîäîâ ñ ïîìîùüþ ñîçäàííûõ ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòîâ, ñîãëàñóþòñÿ ñ òî÷íû-
ìè ðåøåíèÿìè ñ íåçíà÷èòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ. Â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ðàçðà-
áîòàííîãî êîìïëåêñà ïðîãðàìì ê çàäà÷àì ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííûõ íàòóðíûõ
èçìåðåíèé íàáëþäàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ è ðåçóëüòà-
òàìè íàáëþäåíèé.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è îá-
ñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ: íà IV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî�
ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ïðîãðàììèðîâà-
íèå è ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà¿ (ã. Âåëèêèé Íîâãîðîä, 7�8 íîÿáðÿ 2022 ã.); íà
Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìà-
òåìàòèêè, èíôîðìàòèêè è ìåõàíèêè¿ (ã. Âîðîíåæ, 12�14 äåêàáðÿ 2022ã.); íà
Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
øêîëà¿ (ã. Âîðîíåæ, 27 ÿíâàðÿ�1 ôåâðàëÿ 2023ã.); íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé
êîíôåðåíöèè ¾Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà¿ (ã. Âîðîíåæ, 30
ÿíâàðÿ�4 ôåâðàëÿ 2025ã.).

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû êëàñ-
ñè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ êîíå÷íî�ðàçíîñòíûõ ñõåì, èõ ñõîäèìîñòè è
óñòîé÷èâîñòè ñ ïðèâëå÷åíèåì àïïàðàòà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ôóíêöèî-
íàëüíîãî àíàëèçà, âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, ìåòîäû, ðàçâèòûå â ðàáîòàõ
íàó÷íîé øêîëû È.À. Êèïðèÿíîâà ïðè èññëåäîâàíèè âåñîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ
ïðîñòðàíñòâ è ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, à òàêæå ìåòîäèêà
ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â õîäå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, ñ íàòóð-
íûìè äàííûìè, à ïðè óíèêàëüíîì ñî÷åòàíèè íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ óñëîâèé,
äîïóñêàþùåì òî÷íîå ðåøåíèå, áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ òî÷íûì ðåøåíèåì.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü äèññåðòàöèè çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî ðàçðàáîòàííûå â íåé ìåòîäû ëèíåéíîé äèñêðåòèçàöèè íåëè-
íåéíûõ ìîäåëåé ðîñòà è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðèâîäÿò ê âû÷èñëèòåëüíûì àëãî-
ðèòìàì, èìåþùèì ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü, ÷òî óïðîùàåò èõ èñïîëüçîâàíèå ïðè
èññëåäîâàíèè ìîäåëèðóåìûõ ïðîöåññîâ. Â ýòîì ñîñòîèò ïðåèìóùåñòâî ðàçðàáî-
òàííûõ â äèññåðòàöèè ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè íåëè-
íåéíûìè ìåòîäàìè.
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Ðàçðàáîòàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü ïðîãíî-
çèðîâàíèå ðîñòà è ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Ýòîò êîìïëåêñ áûë ïðîòåñòèðîâàí â äâóõ
ñèòóàöèÿõ. Âî-ïåðâûõ, ïðè óíèêàëüíîì ñî÷åòàíèè íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé èçâåñòíà ÿâíàÿ ôîðìóëà ïðåäñòàâëåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðè-
âàåìîé íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è ïåðâîãî ðîäà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÷èñ-
ëåííîãî ýêñïåðèìåíòà îòëè÷àþòñÿ îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ ñî ñòàòèñòè÷åñêîé ïî-
ãðåøíîñòüþ. Âî-âòîðûõ, ñðåäè âîçìîæíûõ ïðèìåíåíèé ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ
áûëî âûáðàíî ïðèëîæåíèå ê ìîäåëèðîâàíèþ ðîñòà è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ãëèî-
ìû, ïîñëå ÷åãî áûë âûáðàí âàðèàíò òåñòèðîâàíèÿ, îïèðàþùèéñÿ íà èñõîäíûå
äàííûå ýòîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ñîãëà-
ñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè èçìåðåíèé ïðè ââåäåííûõ èñõîäíûõ äàííûõ. Ïîëó÷åíû
ñâèäåòåëüñòâà î ðåãèñòðàöèè ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ.

Â ðàìêàõ ñôîðìóëèðîâàííîé â ðàáîòå ïðîáëåìû íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ
ñëåäóþùèå ïîëîæåíèÿ:

1. Ïîñòðîåíà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ ðåãóëÿðíîé íåëèíåéíîé ìîäåëè
ðîñòà�ðàñïðîñòðàíåíèÿ, îòëè÷àþùàÿñÿ ëèíåéíîé ñòðóêòóðîé, ïîçâîëÿþùàÿ
îñóùåñòâëÿòü ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò â óñëîâèÿõ ïîíèæåííîé àëãîðèòìè÷åñêîé
ñëîæíîñòè, ïîëó÷åíà îöåíêà åå ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè O(h2+ τ), äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, ïîçâîëÿþùèå ñäåëàòü âûâîä î åå ñõîäèìîñòè.

2. Ðàçðàáîòàí è îáîñíîâàí ýôôåêòèâíûé ÷èñëåííûé ìåòîä äèñêðåòè-
çàöèè ñèíãóëÿðíîé íåïðåðûâíîé ìîäåëè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïðîåêöèîííî�ñåòî÷íîãî ìåòîäà Áóáíîâà�Ãàëåðêèíà ñ ôèíèòíûìè ñïëàéíàìè
ñïåöèàëüíîãî âèäà, ïîçâîëÿþùèé äîêàçàòü îöåíêó ïîãðåøíîñòè â âåñîâîì
ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå, íà îñíîâå êîòîðîãî ïðîâåäåíà è ïðîòåñòèðî-
âàíà äèñêðåòèçàöèÿ íåëèíåéíîé ñèíãóëÿðíîé ìîäåëè ðîñòà�ðàñïðîñòðàíåíèÿ,
êðîìå òîãî, ïîñòðîåíà äèñêðåòèçàöèÿ ïëîñêîé íåïðåðûâíîé ñèíãóëÿðíîé ñòàöè-
îíàðíîé ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ñóáñòàíöèè, ïîçâîëÿþùàÿ ó÷åñòü îñëàáëåííûå
òðåáîâàíèÿ ê ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ è ïîëó÷èòü àïðèîðíóþ îöåíêó.

3. Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòì ðåàëèçàöèè ëèíåéíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ
ðåãóëÿðíîé íåëèíåéíîé ìîäåëè ðîñòà�ðàñïðîñòðàíåíèÿ è ðåàëèçóþùàÿ åãî ïðî-
ãðàììà äëÿ ÝÂÌ ¾×èñëåííîå ðåøåíèå íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îäíî-
ìåðíîãî êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ðåàêöèè�äèôôóçèè¿, àëãîðèòì ðåàëèçà-
öèè ëèíåéíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîé ìîäåëè ðîñòà�
ðàñïðîñòðàíåíèÿ è ðåàëèçóþùàÿ åãî ïðîãðàììà äëÿ ÝÂÌ ¾Ïðîãðàììà ÷èñëåí-
íîãî ðàñ÷åòà äëÿ ñèíãóëÿðíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ðåàêöèè�äèôôóçèè¿,
ïîçâîëÿþùèå îñóùåñòâëÿòü âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû â ðàìêàõ èññëåäî-
âàíèÿ ïðîöåññîâ ðîñòà�ðàñïðîñòðàíåíèÿ.

Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ. Â êîëè÷åñòâåííîì âûðàæåíèè â îïóáëè-
êîâàííûõ ðàáîòàõ ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ 4.628 ïå÷àòíûõ ëèñòîâ, ÷òî ñîñòàâ-
ëÿåò 91% îò îáùåãî êîëè÷åñòâà ïå÷àòíûõ ëèñòîâ ðàâíîãî 5.063 ï.ë.. Îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû è ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó, ïîëó÷åíû ëè÷íî àâòîðîì. Ñîâ-
ìåñòíî ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì ïðîâîäèëàñü ïîñòàíîâêà çàäà÷è, îáñóæäàëèñü
ïîëó÷åííûå îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû è ôîðìèðîâàëèñü âûâîäû.
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Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââå-
äåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû è ïðèëîæåíèÿ. Ðà-
áîòà èçëîæåíà íà 155 ñòðàíèöàõ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû, êîòîðûé ñîäåðæèò
124 íàèìåíîâàíèÿ, âêëþ÷àåò ñòàòüè, ñîäåðæàùèå ðåçóëüòàòû ðàáîòû, à òàê-
æå äâà ñâèäåòåëüñòâà î ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè ïðîãðàììû äëÿ ÝÂÌ.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ
Íóìåðàöèÿ ïðèâîäèìûõ íèæå îïðåäåëåíèé è óòâåðæäåíèé ñîâïàäàåò ñ

íóìåðàöèåé â äèññåðòàöèè.
Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû, õàðàêòåðèçóåòñÿ ñòå-

ïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ, ôîðìóëèðóþòñÿ öåëü è çàäà÷è äèñ-
ñåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ, ïðèâîäÿòñÿ ìàòåðèàëû è ìåòîäû, îïèñûâàåòñÿ íà-
ó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû, ðàñêðûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêàÿ è íàó÷íàÿ çíà÷èìîñòü.

Â ïåðâîé ãëàâå ïîêàçàíî, êàêèì îáðàçîì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ñóáñòàíöèè
ïðèâîäèò ê íåïðåðûâíîé íåëèíåéíîé ìîäåëè ðîñòà�ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Êðîìå òî-
ãî, â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ îáçîð îñíîâíûõ íàó÷íûõ äîñòèæåíèé, ìîòèâèðó-
þùèõ òåìàòèêó äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ.

Bî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ ìîäåëü ðîñòà�
ðàñïðîñòðàíåíèÿ (ðåàêöèè�äèôôóçèè), âêëþ÷àþùàÿ ñîîòíîøåíèå

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ Au(1− u), 0 < x < 1, 0 < t ≤ T,A > 0, (2.1.1)

êðàåâûå óñëîâèÿ

u(0, t) = u1(t), u(1, t) = u2(t), 0 ≤ t ≤ T, (2.1.2)

è íà÷àëüíîå óñëîâèå
u(x, 0) = u0(x), 0 ≤ x ≤ 1. (2.1.3)

Ââîäèòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ñ øàãàìè h = 1/N è τ = T/M :

whτ = wh × wτ = {xi = ih, i = 0, 1, .., N} × {tj = jτ, j = 0, 1, ..,M}.

Äëÿ äèñêðåòèçàöèè ìîäåëè (2.1.1)-(2.1.3) ââîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ ðàçíîñò-
íàÿ ñõåìà

yj+1
i − yji
τ

= σ
yj+1
i−1 − 2yj+1

i + yj+1
i+1

h2
+ (1− σ)

yji−1 − 2yji + yji+1

h2
+

+(A− β)(1− yji )y
j+1
i + β(1− yj+1

i )yji , 0 < i < N, 0 ≤ j < M,

(2.2.1)

yj0 = uj1, y
j
N = uj2, (2.1.5)

y0i = y(xi, 0) = u0(xi). (2.1.6)

Â äèññåðòàöèè äîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

σ + η = 1, α + β = A, (2.1.9)

ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè îöåíèâàåòñÿ êàê ψ = O(h2 + τ). Äàëåå çíà÷åíèÿ
âåñîâûõ ïàðàìåòðîâ ïðèíèìàþòñÿ ñëåäóþùèìè: 0 < σ < 1, A/2 < β < A.
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Òåîðåìà 2.3.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

A

2
< β < min

{
A,

2(1− σ)

h2

}
, (2.3.9)

τ < min

{
1

2 (1−σ)
h2 − β

,
1

A− β

}
(2.3.10)

è ðàçíîñòíîå ðåøåíèå y(x, t) íåîòðèöàòåëüíî íà ñåòêå ωhτ . Òîãäà ñïðàâåäëèâà
äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà:

0 ≤ yji ≤ eAtjm2, i = 0, N, j = 0,M,

ãäå
m1 = min

(x,t)∈D
{u1(t), u2(t), u0(x)},m2 = max

(x,t)∈D
{u1(t), u2(t), u0(x)}.

Ñëåäñòâèå 2.3.3. Äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû (2.2.1), (2.1.5),(2.1.6) ñïðà-
âåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

∥yj∥C ≤ eAtjm2, j = 0, N.

Óñòàíîâëåíà ìîíîòîííîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû (2.2.1), (2.1.5), (2.1.6) äëÿ
0 < σ < 1 ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ:

A

2
< β < min

{
A,

2(1− σ)

h2

}
,

τ < min

{
1

A− β
,

1

Am2eAT + 2 (1−σ)
h2 − β

}
.

(2.4.8)

Äëÿ ñåòî÷íîé ôóíêöèè δy = ỹ − y, ãäå y � ðåøåíèå ðàçíîñòíîé ñõåìû
(2.2.1), (2.1.5), (2.1.6), à ỹ � ðåøåíèå ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ çàäà÷è ñ âîçìóùåí-
íûìè âõîäíûìè äàííûìè ïîëó÷åíà îöåíêà:

∥δyj+1∥C ≤ max
{
max

t
{|δu1(t)|, |δu2(t)|}, eλtj+1∥δu0(x)∥C

}
, (2.4.9)

äåìîíñòðèðóþùàÿ óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû (2.2.1), (2.1.5), (2.1.6) ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.4.8) ïî îòíîøåíèþ ê ìàëîìó âîçìóùåíèþ âõîäíûõ äàí-
íûõ.

Â òðåòüåé ãëàâå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå èíñòðóìåíòû äèñêðåòèçàöèè íåïðå-
ðûâíîé ñèíãóëÿðíîé ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ. Äèñêðåòèçà-
öèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì Ðèòöà â âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå Êèïðèÿíîâà H1

γ .
Èññëåäóþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà, íàõîäèòñÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè èñ-
ïîëüçóåìîãî ìåòîäà. Òàêæå ïðîèçâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå ïðîåêöèîííî�ñåòî÷íîé
ñõåìû ñ äàëüíåéøèì èññëåäîâàíèåì âîïðîñà ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà.
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Íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå [xi, xi+1], i = 0, n− 1, xi = ih îòðåçêà [0, 1] ââåäåì
êóñî÷íî�íåïðåðûâíûå ôóíêöèè:

ϕi(x) =


x1−γ−x1−γ

i−1

x1−γ
i −x1−γ

i−1

, x ∈ [xi−1, xi],

x1−γ
i+1 −x1−γ

x1−γ
i+1 −x1−γ

i

, x ∈ [xi, xi+1],

0, x /∈ [xi−1, xi+1], i = 2, .., n− 1.

(3.1.17)

ϕ1(x) =

{
1, x ∈ [0, x1], 0, x /∈ [0, x2],
x1−γ
2 −x1−γ

x1−γ
2 −x1−γ

1

, x ∈ [x1, x2].
ϕn(x) =

{
x1−γ−x1−γ

n−1

x1−γ
n −x1−γ

n−1

, x ∈ [xn−1, xn],

0, x /∈ [xn−1, xn].
(3.1.18)

Âûâîäÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ àïïðîêñèìàöèåé â
ïðîñòðàíñòâàõ Êèïðèÿíîâà è ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ
íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîé ñèíãóëÿðíîé ìîäåëè.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèíãóëÿðíàÿ ëèíåéíàÿ äèôôóçèîííàÿ ìîäåëü, âêëþ÷à-
þùàÿ ñîîòíîøåíèå:

∂u

∂t
− x−γ ∂

∂x

(
xγp(x)

∂u

∂x

)
+ q(x)u = f, (3.2.1)

íà÷àëüíîå óñëîâèå
u(x, 0) = u(0) (3.2.2)

è êðàåâûå óñëîâèÿ
∂u

∂x

∣∣∣
x=0

= 0, u(1, t) = 0, (3.2.3)

ãäå f = f(x, t) ∈ L2,γ(Ω) ∀t, x ∈ Ω = (0, 1), t ∈ [0, T ], u(0) = u(0)(x),
p(x) ∈ C1[0, 1] è q(x) ∈ C[0, 1] , p(x) ≥ p0 > 0, q(x) ≥ 0, p0 = const, γ > 0, γ ̸= 1.

Îïðåäåëåíèå 3.2.2. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.2.1)�(3.2.3) íàçîâåì
ôóíêöèþ u(x, t), êîòîðàÿ ïî÷òè ïðè êàæäîì t ∈ (0, T ) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-
ñòâó H1

γ(Ω) , ∂u/∂t ∈ L2,γ((0, T )×Ω) è ïî÷òè âñþäó íà (0, T ) ïðè ëþáîì âûáîðå
w(x) ∈ H1

γ(Ω) óäîâëåòâîðÿþùóþ ðàâåíñòâàì:(
∂u

∂t
, w

)
(t) + [u,w](t) = (f, w)(t), (3.2.5)

(u(x, 0), w) = (u(0), w). (3.2.6)

Çäåñü (·, ·) = (·, ·)L2,γ(Ω)
,

[u, v] =

∫ 1

0

xγ
(
p(x)

du

dx

dv

dx
+ q(x)uv

)
dx.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ âèäà uh =
n−1∑
i=1

ai(t)ϕi çàäà÷è

(3.2.1)�(3.2.3) èñïîëüçóåòñÿ îïðåäåëåíèå 3.2.2. Íà îòðåçêå [0, 1] ââîäèòñÿ ðàâíî-
ìåðíàÿ ñåòêà xi = ih, i = 0, .., n. Êîýôôèöèåíòû ai(t) èùóòñÿ èç ñèñòåìû ÎÄÓ,
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ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Áóáíîâà�Ãàëåðêèíà èç (3.2.5)�(3.2.6):(
∂uh
∂t

, ϕi

)
(t) + [uh, ϕi](t) = (f, ϕi)(t), (3.2.7)

(uh(x, 0)− u(0), ϕi) = 0, i = 1, .., n− 1. (3.2.8)

Íà îòðåçêå [0, T ] ââîäèòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà
tj = jτ ,τ = T/J ,j = 0, . . . , J . Ê óðàâíåíèÿì (3.2.7)�(3.2.8) ïðèìåíÿåòñÿ àï-
ïðîêñèìàöèÿ ïî âðåìåíè ñ ïîìîùüþ íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ uh áûëà ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ îöåíêà

max
t∈(0,T )

∥uh∥2(t) +
∫ T

0

[uh]
2(t′)dt′ ≤ C

(∫ T

0

∥f∥2(t′)dt′ + ∥u(0)∥2
)
, (3.2.22)

äîêàçûâàþùàÿ íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ uh çàäà÷è îò f è u(0).
Äîêàçàíà ñõîäèìîñòü uh ê u ïðè h→ 0:

max
t∈(0,T )

∥ u− uh∥2(t) +
T∫

0

[u− uh]
2dt′ → 0, h→ 0,

à òàêæå îöåíêà T∫
0

∥∥∥∥∂ξh∂t
∥∥∥∥2 dt′


1
2

+ max
t∈(0,T )

[ξh](t) ≤ ch, ξh = u− uh.

Ñòðîèòñÿ äèñêðåòíàÿ ìîäåëü, àïïðîêñèìèðóþùàÿ ñèíãóëÿðíóþ íåëèíåé-
íóþ ìîäåëü ðîñòà�ðàñïðîñòðàíåíèÿ (ðåàêöèè�äèôôóçèè). Ïîñòðîåíèå ïðèáëè-
æåííîãî ðåøåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ äâóìÿ ìåòîäàìè. Äëÿ ëåâîé ÷àñòè îñíîâíîãî
ñîîòíîøåíèÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñòðîèòñÿ íà îñíîâå äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ñ ïî-
ìîùüþ ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íîãî ìåòîäà, ðàññìîòðåííîãî â íàñòîÿùåé ãëàâå äèñ-
ñåðòàöèè. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè íåëèíåéíîé ïðàâîé ÷àñòè u(1− u) èñïîëüçóåòñÿ
ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñ âåñàìè, ïîñòðîåííàÿ âî âòîðîé ãëàâå.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèíãóëÿðíàÿ íåëèíåéíàÿ ìîäåëü ðîñòà�
ðàñïðîñòðàíåíèÿ (ðåàêöèè�äèôôóçèè), âêëþ÷àþùàÿ ñîîòíîøåíèå

∂u

∂t
− x−γ ∂

∂x

(
xγp(x)

∂u

∂x

)
+ q(x)u = ρu(1− u), 0 < x < 1, 0 < t ≤ T, (3.3.1)

íà÷àëüíîå óñëîâèå
u(x, 0) = u(0), 0 ≤ x ≤ 1, (3.3.2)

êðàåâîå óñëîâèå
∂u

∂x

∣∣∣
x=0

= 0, u(1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T. (3.3.3)
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Äëÿ äèñêðåòèçàöèè ìîäåëè (3.3.1)�(3.3.3) ïîñòðîåíà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

yj1

[
τ(A1,1 − β + ρyj−1

1 ) +B1,1

]
+ yj2[τA1,2 +B1,2] =

= yj−1
1 [B1,1 + τα] + yj−1

2 B1,2, i = 1,

yji−1[τAi,i−1 +Bi,i−1] + yji

[
τ(Ai,i − β + ρyj−1

i ) +Bi,i

]
+

+ yji+1[τAi,i+1 +Bi,i+1] = yj−1
i−1Bi,i−1 + yj−1

i [Bi,i + τα] + yj−1
i+1Bi,i+1, i = 2, N − 2,

yjN−2[τAN−1,N−2 +BN−1,N−2] + yjN−1

[
τ(AN−1,N−1 − β + ρyj−1

N−1)+

+BN−1,N−1

]
= yj−1

N−2BN−1,N−2 + yj−1
N−1[BN−1,N−1 + τα], i = N − 1.

Aij = Aji = [ϕi, ϕj] =

∫
Ωij

xγ
(
p
dϕi
dx

dϕj
dx

+ qϕiϕj

)
dx, j = 1, . . . , n− 1.

Bij = Bji = (ϕi, ϕj) =

∫
Ωij

xγϕiϕjdx.

yj−1
1 − yj−1

0 = 0, yj−1
N = 0, y0i = y(xi, 0) = u0(xi).

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñêðåòèçàöèÿ ñòàöèîíàðíîé ñèíãóëÿðíîé ìîäåëè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñóáñòàíöèè.

Ïóñòü Ω = {(x1, x2) : 0 < x1 < 1, 0 < x2 < 1}, Γ = {x1 = 1, 0 ≤ x2 ≤ 1}∪
∪{x2 = 0, 1, 0 ≤ x1 ≤ 1} è

Lu = x−γ
1

∂

∂x1

(
xγ1
∂u

∂x1

)
+
∂2u

∂x22
− qu, q ∈ C(Ω), q ≥ 0.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ ñèíãóëÿðíàÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ, âêëþ÷àþ-
ùàÿ ñîîòíîøåíèå (óðàâíåíèå)

Lu = −f(x1, x2), γ > 0, (x1, x2) ∈ Ω, (3.4.1)

è êðàåâûå óñëîâèÿ

xγ1
∂u

∂x1
= 0, x1 = 0, u(x) = 0, x ∈ Γ. (3.4.2)

Íà çàìûêàíèè îáëàñòè Ω ââîäèòñÿ ñåòêà ω = ωx1
× ωx2

:

ωx1
= {x1,i = (i− 1

2
)h1, i = 1, N1, (N1 −

1

2
)h1 = 1},

ωx2
= {x2,j = jh2, j = 0, N2, h2 =

1

N2
}.

Ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ óçëîâ ñåòêè ω îáîçíà÷àåòñÿ ω, à ìíîæåñòâî óçëîâ,
ëåæàùèõ íà ãðàíèöå Γ îáîçíà÷àåòñÿ σ.

Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Êèïðèÿíîâà W 2
2,γ(Ω), óäîâëå-

òâîðÿþùèõ êðàåâûì óñëîâèÿì (3.4.2) îáîçíà÷àåòñÿ W 2
2,γ,0(Ω)
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Îïðåäåëåíèå 3.4.1. Ñèëüíûì ðåøåíèåì â ìîäåëè (3.4.1)�(3.4.2) áóäåì íàçû-
âàòü ôóíêöèþ u ∈ W 2

2,γ,0(Ω), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

a(u, µ) = −l(µ), ∀µ ∈ W 2
2,γ,0(Ω), (3.4.8)

ãäå

a(u, µ) =

∫∫
Ω

xγL(u)L(µ)dΩ, l(µ) =

∫∫
Ω

xγ1f(x1, x2)L(µ)dΩ, f ∈ L2,γ(Ω).

Òåîðåìà 3.4.2. Ïóñòü f(x1, x2) ∈ L2,γ(Ω). Òîãäà ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è
(3.4.1)�(3.4.2) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (îáîçíà÷åíèÿ À.À. Ñàìàðñêîãî):

((x1 − 0, 5h1)
γyx1

)x1
+ xγ1yx2x2

− qxγ1y = −S1S2 (x
γ
1f(x1, x2)) , (x1, x2) ∈ ω,

y(x1, x2) = 0, (x1, x2) ∈ σ, (3.4.15)

ãäå Si�óñðåäíÿþùèå îïåðàòîðû Ñòåêëîâà, îïðåäåëåííûå ïî ôîðìóëå

Siu(x) =
1

hi

xi+0,5hi∫
xi−0,5hi

u(x1, . . . , ξi, . . . , xn)dξi.

Ïóñòü v = y − u, ãäå y � ðåøåíèå çàäà÷è (3.4.15), u � ðåøåíèå çàäà÷è
(3.4.1)-(3.4.2), � ïîãðåøíîñòü ýòîé ðàçíîñòíîé ñõåìû. Ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå
ñëåäóþùàÿ íîðìà:

∥Ξv∥0,γ,ω = {((x1 − 0, 5h1)
γvx1

, vx1
]1 + (xγ1vx2

, vx2
]2 + (xγ1qv, v)}

1
2 .

Òåîðåìà 3.4.3. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (3.4.15) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ÿâ-
ëÿþùååñÿ óñòîé÷èâûì ïî ïðàâîé ÷àñòè. Âûïîëíåíà àïðèîðíàÿ îöåíêà:

∥Ξv∥0,γ,ω ≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1√

(x− 0, 5h1)γ
η1

]∣∣∣∣∣
1

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1√

xγ1
η2

]∣∣∣∣∣
2

+ ∥η3∥C,

ãäå η1, η2, η3 îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëàì

η1 = (x1 − 0, 5h1)
γux1

− S2

(
xγ1
∂u

∂x1

)−0,51

, (3.4.17)

η2 = xγ1ux2
− S1

(
xγ1
∂u

∂x2

)−0,52

, (3.4.18)

η3 = −xγ1qu+ S1S2 (x
γ
1qu) . (3.4.19)
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Ãëàâà 4 ñîäåðæèò îïèñàíèå êîìïëåêñà ïðîãðàìì, âêëþ÷àþùåå èíòåð-
ôåéñ ïîëüçîâàòåëÿ, ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìîâ íà ÿçûêå Python, äèàãðàììû êëàñ-
ñîâ è ñöåíàðèåâ, à òàêæå ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ïåðâûé
ïðîãðàììíûé ïðîäóêò ðåàëèçóåò ÷èñëåííûé ìåòîä äëÿ ðåãóëÿðíîé íåëèíåéíîé
ìîäåëè ðîñòà�ðàñïðîñòðàíåíèÿ, âòîðîé � äëÿ ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîé ìîäåëè.
Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ñ äàííûìè íàáëþäåíèé
áûëî âûáðàíî ïðèìåíåíèå èçó÷àåìûõ óðàâíåíèé îïèñàíèþ ðîñòà è ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ ãëèîìû.

Íà ðèñóíêàõ 1�2 ïðåäñòàâëåíû äèàãðàììû ñöåíàðèåâ è êëàññîâ ñîîòâåò-
ñòâåííî äëÿ ïåðâîãî ïðîãðàììíîãî ïðîäóêòà. Ðèñóíîê 3 îòðàæàåò èíòåðôåéñ
ïîëüçîâàòåëÿ. Ïðè ïîïûòêå ââîäà íåêîððåêòíûõ äàííûõ, âîçíèêàåò ñîîáùåíèå
îá îøèáêå.

Ðèñ. 1: Äèãðàììà ñöåíàðèåâ

äëÿ ïðîãðàììû, ðåàëèçóþùåé

ðåãóëÿðíóþ ìîäåëü ðåàêöèè�

äèôôóçèè

Ðèñ. 2: Äèàãðàììà êëàññîâ äëÿ ïðî-

ãðàììû, ðåàëèçóþùåé ðåãóëÿðíóþ ìî-

äåëü ðåàêöèè�äèôôóçèè

Ìîäåëüíûå ïðèìåðû ïðîâîäèëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ êîìáèíà-
öèé çíà÷åíèé ñêîðîñòè äèôôóçèè è ïðîëèôåðàöèè: [íèçêàÿ äèôôóçèÿ, íèçêàÿ
ïðîëèôåðàöèÿ], [âûñîêàÿ äèôôóçèÿ, íèçêàÿ ïðîëèôåðàöèÿ], [íèçêàÿ äèôôó-
çèÿ, âûñîêàÿ ïðîëèôåðàöèÿ], [âûñîêàÿ äèôôóçèÿ, âûñîêàÿ ïðîëèôåðàöèÿ] è
[ñðåäíÿÿ äèôôóçèÿ, ñðåäíÿÿ ïðîëèôåðàöèÿ] è äëÿ ðàçëè÷íûõ âðåìåí íàáëþ-
äåíèÿ: 4, 9, 13, 26, 39, 52, 65 è 81 íåäåëÿ. Âõîäíûå äàííûå è äàííûå íàòóðíûõ
íàáëþäåíèé âçÿòû èç ñòàòåé Ì. Ïàïàäîãèîðãàêè, Ê.Ð. Ñâàíñîí.

Ðèñóíîê 4 èëëþñòðèðóåò ãðàôè÷åñêóþ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ îäíîãî èç ñåðèè
÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ìîäåëüíûé ïðèìåð ïðîâîäèëñÿ äëÿ ñðåäíèõ çíà÷å-
íèé äèôôóçèè è ïðîëèôåðàöèè: D = 1.8 ìì2/ íåäåëþ, ρ = 0.19 1/ íåäåëþ,
îòðåçêå èçìåíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé îò 0 äî 80 ìì, âðåìåííîé ïå-
ðåìåííîé îò 0 äî 100 íåäåëü, çíà÷åíèÿõ âåñîâûõ ïàðàìåòðîâ σ = 0.5, β = 0.08.
Ïðè òàêîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ D è ρ, çíà÷åíèå ¾èíäåêñà íåâèäèìîñòè¿ (D/ρ)
ðàâíî 9.47, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì çíà÷åíèåì äëÿ ýòîãî ïî-
êàçàòåëÿ. Âòîðàÿ ïðîãðàììà ïîñòðîåíà íà àíàëîãè÷íûõ ïðèíöèïàõ.
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Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîçâîëèë ñäåëàòü âûâî-
äû, ñðåäè êîòîðûõ îñíîâíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

1. Äëÿ óíèêàëüíîãî ñî÷åòàíèÿ íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ è ãðàíè÷íûõ ðåæè-
ìîâ, äîïóñêàþùåãî ÿâíîå ðåøåíèå â âèäå áåãóùåé âîëíû, ðåçóëüòàòû âû÷èñëè-
òåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ ðåãóëÿðíîé ìîäåëè ðîñòà�ðàñïðîñòðàíåíèÿ ãëèîìû
ñðàâíåíû ñ òî÷íûì ðåøåíèåì. Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè âûñîêóþ òî÷íîñòü ïðèáëè-
æåíèÿ. Äëÿ íàáîðà âõîäíûõ äàííûõ, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå íàòóðíûõ èç-
ìåðåíèé, ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ñîãëàñóþòñÿ ñ äàííûìè
íàáëþäåíèé.

2. Äëÿ ñèíãóëÿðíîé ìîäåëè ðîñòà�ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîëó÷åíû ðåçóëüòà-
òû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, ñîãëàñóþùèåñÿ ñ íàòóðíûìè íàáëþäåíèÿìè.

Íà îñíîâàíèè ýòèõ âûâîäîâ ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ðàçðàáîòàííûå â äèñ-
ñåðòàöèè ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò è ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ìîãóò ñëóæèòü èí-
ñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ ðîñòà è ðàñïðîñòðàíåíèÿ.

Ðèñ. 3: Ïðèìåð íåêîððåêòíîãî çàïîëíåíèÿ

ñòàðòîâîé ôîðìû (ïàðàìåòð β)

Ðèñ. 4: Ìîäåëèðîâàíèå ðîñòà è ðàñïðîñòðàíå-

íèÿ ãëèîìû ó ÷åëîâåêà, D = 1.8 ìì2/ íåäåëþ,

ρ = 0.19 1/ íåäåëþ

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ
1. Ðàçðàáîòàí, îáîñíîâàí è ïðîòåñòèðîâàí ýôôåêòèâíûé ëèíåé-

íûé âû÷èñëèòåëüíûé ìåòîä äëÿ íåïðåðûâíîé íåëèíåéíîé ìîäåëè ðîñòà�
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé. Ðàç-
ðàáîòàííûé ìåòîä äèñêðåòèçàöèè íåëèíåéíîé ìîäåëè ðîñòà�ðàñïðîñòðàíåíèÿ
îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî îí ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé. Ïðè ýòîì îí ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè è äîñòà-
òî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè.

2. Ðàçðàáîòàíà íîâàÿ äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è ýôôåêòèâ-
íûé ÷èñëåííûé ìåòîä äèñêðåòèçàöèè íåïðåðûâíîé ñèíãóëÿðíîé ìîäåëè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ. Ìîäåëü ðåàëèçîâàíà ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèîííî�ñåòî÷íîãî ìåòîäà
Áóáíîâà�Ãàëåðêèíà, îòëè÷àþùåãîñÿ ïðèìåíåíèåì ôèíèòíûõ ñïëàéíîâ îñîáîãî
âèäà è ïîçâîëÿþùåãî äîêàçàòü îöåíêó ïîãðåøíîñòè â âåñîâîì ôóíêöèîíàëü-
íîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðåäëîæåíà ëèíåéíàÿ äèñêðåòíàÿ ìîäåëü äëÿ ñèíãóëÿðíîé
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íåëèíåéíîé íåïðåðûâíîé ìîäåëè ðîñòà�ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Ðàçðàáîòàíà àïïðîê-
ñèìèðóþùàÿ äèñêðåòíàÿ ìîäåëü äëÿ ïëîñêîé ñèíãóëÿðíîé ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è
ðàñïðåäåëåíèÿ ñóáñòàíöèè, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ ó÷åòîì îñëàáëåííûõ òðåáîâàíèé
ê ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àïðèîðíóþ îöåíêó.

3. Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîé â ðàìêàõ äèññåðòàöèè òåõíîëîãèè ñîçäàíèÿ
äèñêðåòíûõ ëèíåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñîçäàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì äëÿ
èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû ðîñòà�ðàñïðîñòðàíåíèÿ è ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ.

Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû, ïîëîæåíèÿ è ïðîãðàììíûé êîì-
ïëåêñ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ, ñâÿçàííûõ
ñ ìîäåëèðîâàíèåì ïðîöåññîâ ðîñòà�ðàñïðîñòðàíåíèÿ: â ìåäèöèíå, ýïèäåìèîëî-
ãèè, ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêå, òåîðèè ãîðåíèÿ.

Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè.
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