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Введение 

 

Актуальность темы. Современные технологические процессы в 

машиностроении, строительном деле, биотехнологиях используют не только 

естественные материалы, но и, в большинстве случаев, искусственные 

материалы, обладающие заранее заданными свойствами. К таким материалам 

можно отнести пропант (полимерный материал с включением в него твердых 

плавающих шариков, которые после гидроразрыва нефте- и газовых пластов 

создают искусственные фильтры), искусственные смазки с добавлением 

твердых нано- и микрочастиц и ряд других. Проведение инженерных 

расчетов течения и деформирования таких материалов требует разработки 

новых математических моделей, развивающих классические подходы, и 

новых математических методов решения построенных задач, содержащих 

малые параметры. 

Построение новых математических моделей, как правило, связано с 

развитием классических моделей вязкой жидкости Ньютона, Навье, Стокса 

путем учета моментных напряжений Эрингеном А. К., Аэро Э. Л., 

Булыгиным А. Н. , Кувшинским Е. В [32, 97, 98, 157-161, 164, 166-174, 176-

179, 181, 182, 184-194] и другими. 

Введение в рассмотрение малых, но не бесконечно малых, 

представительных объемов Эрингеном А. К. , Николаевским В. Н.,  

Вервейко Н. Д. привело к необходимости учета параметров микрообъемов в 

выражениях для деформаций, скоростей деформаций и в уравнениях баланса 

количества движения и момента количества движения.  

Развитие математического моделирования непосредственно связано с 

построением новых математических моделей с учетом дополнительных 

характеристик объектов, уточнением и разработкой новых методов анализа 

существующих моделей, использованием новых численных алгоритмов, 

разработкой эффективных программных комплексов. Следует отметить, что 
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модели, построенные с учетом микроструктуры и времени релаксации, 

включают в себя дополнительные диссипативные эффекты, что приводит      

к возможности построения устойчивых, явных конечно-разностных схем  

[34-36, 39, 40, 51, 52, 57-59, 66, 72, 76, 83, 94, 108, 137-141, 150].  В 

современных условиях, когда происходит активное использование 

многоядерных процессоров и распределенных вычислений, этот фактор 

может стать решающим при выборе модели описания деформирования 

сплошной среды [16-18, 24, 25, 42, 44, 45, 48-56 ,64 ,73-75 , 84 , 96-98 , 

119,122, 123, 127, 128, 158, 159 , 161]. 

Можно выделить три основных направления исследований внутренних 

стационарных взаимодействий между структурными элементами: 

континуальный, статистический и структурно-феноменологический. 

Первый метод приводит к уравнениям Навье-Стокса, следующие 

приближения приводят к уравнениям с более высоким порядком 

пространственных производных, что вызывает существенные трудности при 

их численном решении [77-79, 99-101, 111, 117, 118, 120, 129, 130].  

Структурно-феноменологическое направление основано на пересмотре 

основных гипотез механики сплошных сред. Оно занимает промежуточное 

положение между классическим описанием сплошных сред и статистической 

физикой. Здесь следует отметить работы А. М. Кривцова [96,97], И. А. 

Кунина [98],  Б. Е. Победря [121-123], А. К. Эрингена [164, 172, 173] и др. 

[174] 

Получил широкое распространение подход, основанный на введении в 

представительный бесконечно малый объем дополнительных степеней 

свободы [132,135] (ротационных, осцилляционных или способностей к 

микродеформации). В результате чего появилась возможность учитывать 

внутреннюю структуру (микроструктуру) реальных материалов (зернистость, 

волокнистость и т. д.) [37,38]. Первоначально данный подход был предложен 

в 1909 [170] году путем учета ротационных степеней свободы и 
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впоследствии получил название континуум Коссера. В 1911 году была 

опубликована работа Леру, в которой происходил учет микродеформации 

бесконечно малого представительного объема. Особый интерес к 

исследованию неклассических континуумов возник в 50 – 60-е годы ввиду 

широкого внедрения композиционных материалов. В эти годы были 

выполнены работы В. Т. Койтера [93], Р. Д. Миндлина [181], В. Новацкого 

[112], Е. Рейснера [122], Л. И. Седова [142-145, 175] и др. Особое место в 

дальнейшем развитии данного подхода занимают исследования 

распространения различных видов волн в таких континуумах. В настоящее 

время данное направление активно развивается в работах отечественных и 

зарубежных авторов [5, 63, 64, 127, 128, 145]. 

Учет микроструктуры материала также возможен за счет уточнения 

основных кинематических характеристик сплошной среды. Данный       

подход предложен в работах Н. Д. Вервейко совместно с  

П. П. Сумцом, С. А. Шашкиной, М. И. Быковой [6, 48-56]. 

Введение элементарного объема также ставит вопрос о применимости 

методов механики сплошных сред при исследовании наноструктур с 

использованием совместного подхода Лагранжа и Эйлера [1, 33, 68, 85, 87, 

88, 99-105, 131, 142-145, 147, 162, 163] в периодических средах. Некоторые 

исследователи считают, что процесс расчета механических характеристик 

должен проходить в рамках методов молекулярной механики [178-180]. 

Учет характерного размера микроструктуры и времени релаксации 

обычно необходим в динамических задачах механики деформируемого 

твердого тела. В связи с этим следует отметить работы Г. И. Быковцева [46], 

А. А. Буренина [42,43], В. И. Ряжских [136], И. А. Викторова, Ю. М. 

Мяснянкина, А. Д. Чернышева , Н. Д. Вервейко и др. Характерный размер 

микроструктуры вносит существенный вклад в описание процессов в задачах 

теории оболочек, где один из характерных размеров системы достаточно мал.  
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В настоящее время в зарубежной и отечественной литературе активно 

ведутся исследования, направленные на учет дополнительных физических 

характеристик реально существующих сред [6-15, 165-169, 171, 174,           

176-178, 180]. Следует отметить, что до конца не решен вопрос о границах 

применимости того или иного метода исследования для конкретной 

практической задачи. 

Предложенный в диссертационной работе подход базируется на 

классическом подходе Эйлера, используемом при описании неупругих сред     

[87, 88, 142-145, 152-155], сплошной среды в виде непрерывного поля 

осредненных физических характеристик. Для проведения процедуры 

осреднения представительный объем должен обладать определенными 

размерами, причем при его уменьшении погрешность вычисления 

осредненных характеристик будет возрастать. Характерной величиной 

порядка погрешности, подхода развиваемого в диссертации, является 

величина Lh/ . Идеальный случай 0  при 0h  соответствует 

классическому подходу в механике сплошных сред. 

Особенности решения дифференциальных задач с малым параметром 

представляют собой достаточно серьезные затруднения, и в различных 

ситуациях они исследованы Ершовым Л. И., Иевлевым Д. Д. Перовым А. И., 

Задорожным В. Г., Найфе А. К., Коулом В. Ж. [47, 80, 81, 86-88, 95, 110]. 

Большой вклад в решение задач с особенностями внесли механики 

воронежской школы – Спорыхин А. Н., Артёмов М. А., Чернышов А. Д., 

Вервейко Н. Д., Ковалев А. В., Шашкин А. И и др. [45, 52, 148, 159]. 

Построенные математические модели течения микроструктурных 

материалов позволили описать такие эффекты течения, как проскальзывание 

вдоль границы и учесть образование застойных твердых зон [57, 58]. 
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Диссертация посвящена разработке математической модели течения 

микроструктурного вязкопластического материала, постановке граничных 

условий на неподвижных и подвижных границах и границе затвердевания 

материала. В качестве конкретной задачи течения микроструктурного 

вязкопластического материала рассматривается вращательное течение между 

двумя почти цилиндрическими поверхностями, которое исследуется методом 

малого параметра и численным методом конечных элементов. 

Цели и задачи исследования. Целью проведенной работы является 

построение замкнутой математической модели плоского вращательного 

течения микроструктурного вязкопластического материала в почти 

цилиндрическом зазоре и расчет поля скоростей течения аналитическими и 

численными методами. Поставленная цель достигается путем уточнения 

системы дифференциальных уравнений в частных производных плоского 

течения микроструктурного вязкопластического материала в полярных 

координатах, постановки граничных условий с учетом малых параметров 

микроструктуры, форм границ области течения и решения следующих задач: 

- исследования вращательного течения микроструктурного 

вязкопластического материала в зазоре с внешней эллиптической границей; 

- исследования вращательного течения микроструктурного 

вязкопластического материала в зазоре с внутренней эксцентрично 

вращающейся границей; 

- разработки варианта МКЭ с нелинейными базисными функциями и 

программы на ЭВМ расчета основного вращательного течения в зазоре 

между двумя коаксиальными цилиндрами. 

Методы исследования. Для решения поставленных задач 

использованы аналитические методы механики сплошных сред, теории 

возмущений (малого параметра), численные методы конечных элементов 

(линейной алгебры) и методы программирования в среде Delphi. 
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Положения, выносимые на защиту 

1. Формулировка граничных условий течения микроструктурного 

вязкопластического материала на произвольной подвижной границе и на 

границе затвердевания материала.  

2. Расчет методом малого параметра поля скоростей течения 

микроструктурного вязкопластического материала в зазоре с внешней 

эллиптической границы. 

3. Расчет поля методом малого параметра поля скоростей течения 

микроструктурного вязкопластического материала в зазоре с эксцентрично 

вращающимся внутренним цилиндром.  

4. Разработка варианта МКЭ с нелинейными базисными функциями  

для расчета основного течения микроструктурного вязкопластического 

материала в зазоре между цилиндрами. 

Научная новизна. К новым научным результатам, полученным в 

диссертации относятся: 

- постановка граничных условий течения микроструктурного 

вязкопластического материала на подвижной и неподвижной поверхностях и 

на границе отвердевания материала; 

- построение поля скоростей течения микроструктурного 

вязкопластического материала в зазоре с внешней эллиптической границы; 

- построение поля скоростей течения микроструктурного 

вязкопластического материала в зазоре с эксцентрично вращающимся 

внутренним цилиндром; 

- построение варианта алгоритма МКЭ с нелинейными базисными 

функциями и программы в среде Delphi, расчет внешнего течения 

микроструктурного вязкопластического материала в зазоре между 

эксцентричными цилиндрами. 
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Достоверность. Все научные результаты, представленные в 

диссертации получены путем корректного применения теории уравнений в 

частных производных, методов малого параметра для решения регулярно и 

сингулярно возмущенных дифференциальных уравнений, методов конечных 

элементов с нелинейными базисными функциями, методов линейной 

алгебры, решения систем линейных алгебраических уравнений с 

трехдиагональной матрицей, методов прогонки, использованием 

стандартных программ построения пространственных графиков и правилами 

программирования в среде Delphi. 

Практическая значимость исследования. Практическая значимость 

результатов диссертации определяется областью их применения в ситуациях, 

когда отсутствуют методы расчета течения микроструктурного 

вязкопластического материала, – это течение материалов в химических 

технологиях, пульпы в горнодобывающей промышленности, сложных 

растворов в технологиях гидроразрывов пластов и др. 

Использованные в диссертации методы малого параметра и МКЭ могут 

служить частью общих курсов и спецкурсов для магистров, обучающимся по 

специальности «Математическое моделирование, механика деформируемого 

твердого тела» и ряда других. 

Апробация работы. Основные положения диссертационной работы 

докладывались и обсуждались на кафедре теоретической и прикладной 

механики, на научных сессиях факультета ПММ Воронежского 

государственного университета и на следующих конференциях: 

1. Международная конференция «Актуальные проблемы прикладной 

математики, информатики и механики», Россия, г. Воронеж, 12 – 14 декабря 

2013 г. 

2. VIII Всероссийская конференция по механике деформируемого 

твердого тела, Россия, Чебоксары, 16 – 21 июня 2014 г.   
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3. Международная научно-практическая конференция «Актуальные 

вопросы науки, технологии и производства», Россия, г. Санкт-Петербург,   

26-27 сентября 2014 г. 

4. IX Международная научно-практическая конференция «Инновации в 

науке: применение и результаты», Россия, г. Новосибирск, 17-18 октября 

2014 г. 

5. Международный молодежный симпозиум «Современные проблемы 

математики. Методы, модели, приложения», Россия, г. Воронеж, 18-19 

ноября 2014 г.  

Публикации. По теме диссертации опубликовано 12 научных работ, 

перечень которых приведен в конце автореферата, в том числе 2 статьи 

опубликованы в журналах из списка ВАК. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, трех 

глав, заключения и библиографического списка. Работа содержит 115 

страниц машинописного текста, на которых приведены 39 рисунков и листы 

программы на Delphi. 
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Глава 1.  Математическая модель движения деформируемых       

материалов с учётом их характерного линейного размера 

представительного элемента объёма 3hV   

 

1.1. Иерархия математических моделей взаимодействия 

деформируемых  материалов с твердыми поверхностями 

 

Одной из самых простых и, в историческом плане, первой является 

модель взаимодействия подвижных относительно друг друга поверхностей, 

при которой не происходит деформирования или течения самих материалов. 

Силовое взаимодействие поверхностей определяется при этом законом 

Кулона сухого трения [65, 149]. Отметим, что деформирование трущихся 

материалов происходит в очень тонкой области взаимодействия тел. 

Актуальность исследования такого взаимодействия обусловлена широким 

распространением этого явления как в обычных условиях, так и в условиях 

низких температур при вакууме. Главными факторами при этом являются 

физико-химические процессы переноса вещества в тонких слоях. 

Модель сухого взаимодействия поверхностей может быть представлена 

(схематически на рис. 1) в форме закона Кулона-Амонтона 

nTp FpF                         (1.1) 
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Рис. 1.1. Схематическое изображение модели сухого трения при 

взаимодействии поверхностей  ( F  - действующая сила на один из объектов; 

np  - нормальная сила взаимодействия между поверхностями; 

TpF - сила сопротивления (трения); 

 - скорость относительного движения поверхностей). 

 

Векторная запись закона Кулона (1.1) имеет нелинейный вид  

  /nnh f                     (1.2)  

В случае динамического взаимодействия упругих тел при наличии 

поверхностных волн закон сухого трения Кулона-Амонтона в форме (1.2) 

представляет значительные трудности [112, 149] при расчёте упругих волн в 

стержнях, где необходимо учитывать переменность коэффициента сухого 

трения f, его зависимость от скорости ʋ  взаимодействия поверхностей. 

В историческом плане появление колеса в материальной культуре 

человечества привело к уменьшению сопротивления при перемещении тел. 

Использование различного рода смазок в подшипниках скольжения 

значительно уменьшило сопротивление движения тел. Математическую 

модель движения вязкого материала в тонких цилиндрических зазорах 

подшипников скольжения связывают с именами Навье и Стокса. В 

соответствии с гипотезой вязкого сопротивления силу сопротивления 

движения колеса можно представить в виде 

  hDHF /                      (1.3) 

  
TpF  

F  

np  
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Здесь D – диаметр подшипника качения; H – ширина, h – толщина зазора 

подшипника; μ - коэффициент вязкости смазки;   - скорость относительного 

движения поверхностей. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Рис. 1.2. Схематическое изображение элемента вязкого трения в подшипнике 

скольжения и распределения скорости течения в зазоре. 

 

Закон вязкого трения Навье-Стокса в терминах напряжений можно 

представить в виде dnd /     [89, 102-106, 147, 151, 156] 

  ijijkkij  2    (i, j = 1,2,3)        (1.4) 

где ij  - тензор напряжений;    ijjiij ,,/2/1   - тензор скоростей 

деформации;  i  - вектор скорости; μo - коэффициент объёмной вязкости; μ - 

коэффициент сдвиговой вязкости. 

Увеличение температурного диапазона использования подшипников 

качения от южных широт России до полярного круга, когда смазочные 

материалы могут находиться как в жидком состоянии, так и в пластическом, 

застывшем, требует использования математической модели 

вязкопластического деформирования материала. Связь напряжений со 

скоростями деформаций определяется законом пластичности Мизеса  

02 2  kf ijij   [87, 88] и законом Навье-Стокса 

h 

Fcomp 

D 
h 

F 

h  
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  ijijkkij  23/1   .         (1.5) 

В соответствии с условиями (1.5) вязкопластический материал находится в 

твёрдом недеформируемом состоянии до достижения напряжённого 

состояния, удовлетворяющего условию пластичности 22kijij   , а затем 

материал ведёт себя как вязкая жидкость (1.5). На рис. 1.3 представлена 

картина сдвига вязкопластического материала 

 

 

 

 

 

 

  

Рис. 1.3. Схематическое изображение сдвигового течения 

вязкопластического материала 

 

Стремление к уменьшению силы вязкого трения привело к идее замены 

эффекта (факта) прилипания смазочного материала к поверхностям 

скольжения на эффект качения, перекатывания квазиэлементов смазочного 

материала вдоль поверхности. Такими свойствами обладают 

микроструктурные смазочные материалы, в которых отдельные молекулы 

образуют как бы связанные микроструктуры, обладающие внутренней 

связью и возможностью вести себя как квазитвёрдые образования  [87, 88]. 

Характерная особенность деформирования таких микроструктурных 

вязкопластических материалов проявляется при сдвиге (рис. 1.4). 

 

 

 

 

dndk /    
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Рис. 1.4. Распределение скорости течения микроструктурного 

вязкопластического материала при сдвиге (скорость течения n  на 

поверхности скольжения отлична от 0, 0n ) 

 

Проскальзывание 0n  материала смазки вдоль поверхности ведёт к 

уменьшению градиента скорости   по направлению нормали и тем самым к 

уменьшению сопротивления вязкого трения 

dndk m /              (1.6) 

Здесь m  - коэффициент вязкости микроструктурного материала. 

Обстоятельства, связанные с уменьшением вязкого сопротивления 

микроструктурных вязкопластических материалов, делают актуальным 

изучение эффектов деформирования, обусловленных микроструктурой и 

приводящих к изменению характера течения таких материалов. 

 

 

1.2. Законы движения элементарного объема  

вязкопластического микроструктурного материала 

 

Для описания движения микроструктурного материала выделим в 

материале объем 3hV   с центром в точке М (x,y,z) (рис. 1.5), заменим 

действие на него со стороны отброшенного материала силами и 

воспользуемся вторым законом динамики Ньютона: «Изменение количества 

движения твердого тела за некоторый промежуток времени t  равняется 

импульсу внешних действующих сил [141, 143, 144]». 

  

n  
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     tVgtFtVtttV                     (1.7) 

Вводя координаты x1=x, x2=y, x3=z, напряжение 2/hF  и тензор 

напряжений  3,2,1, jiij , переходя к пределу по времени t при 0t  с 

сохранением слагаемых порядка  22 hOh . 

Приведем уравнение (1.7) к виду [45]  

i

jkk

ij

j

iji g
xxx

h
xdt

d















3

2                  (1.8) 

(i=1,2,3) 

gi - вектор объемных сил, действующих на материал. 

Уравнение в частных производных (1.8) представляет собой уточнение 

классического уравнения движения материальной точки сплошной среды в 

напряжениях [142-145] за счет учета конечности представительного объема 

V , при  0h  и 0V  уравнение (1.8) переходит в известное уравнение 

изменения количества движения элемента сплошной среды [143]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.5. Схематическое изображение представительного 

объема V  материальной среды под действием сил F на гранях 

объема движущегося со скоростью  центра мас, 

вращающегося с угловой скоростью   в момент времени t 

 

z 

x 

 Fx 

Fy 

y 

r

Fz 

h 
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Следующим необходимым законом, определяющим движение 

представительного объема V  является закон изменения момента 

количества движения твердого тела: «Изменение момента количества 

движения твердого тела за промежуток времени  t  равняется импульсу 

момента всех внешних действующих сил» [143]. Для материальной точки 

масой m этот закон имеет вид  

      FtGttGG om                   (1.9)  

где  mxrG   - момент количества движения материальной точки; 

FxrF   - момент вектора силы. 

Для представительного объема V закон изменения момента количества 

движения (1.8) при предельном переходе в нем по t 0t  конкретизируется   

 
38/ hmom

dt

dw
J i

j

ij       (i=1,2,3)               (1.10) 

где ijJ  - тензор инерции объема  V . 

Окончательно вводя ij  и  ijm  - тензоры напряжений ij  и моментных 

напряжений ijw  получим  

       xxhxmdtdmJ jkijkjijikijkjij  /4//2/1/ 22           (1.11) 

Здесь ijk  - тензор Леви-Чивита, 

 mi - момент внешних сил в точке М 















.,,320

 ,,1

 ,,1

kjiиндексовилисовпадениипри

доkjiиндeксовкеперестановнечетнойпри

доkjiиндeксовкеперестановчетнойпри

xx

ijk  

 

Система 6-ти уровней движения(1.8, 1.11) для скорости   и угловой 

скорости вращения   является не замкнутой, так как содержит восемнадцать 

неопределенных еще тензоров напряжений ij и моментных напряжений ijw . 
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1.3. Кинематические характеристики деформирования 

представительного объема V  

 

При построении классических математических моделей механики 

сплошных сред в выражениях для тензоров деформаций и скоростей 

деформаций ограничиваются точностью  hO , а величины более высокого 

порядка не учитываются. Стремление прилагать МСС к течению и 

деформированию современных микроструктурных материалов на 

макроуровне и на микроуровне требует учета величин  2hO  или в 

безразмерном виде    2
/ LhO . В работах [45, 164] получены выражения для 

линейного представления деформаций и скоростей деформаций с учетом 

величин   2hO  

  kk
c
ij

c
ijij xxehee  /6/ 22                   (1.12) 

здесь   iiji
c
ij xxe  //2/1   - тензор скоростей деформации по Коши.  

При 0h  уточненный тензор скоростей деформации (1.12) совпадает с 

выражением тензора Коши. 

 

1.4. Реологические уравнения микроструктурного 

вязкопластического материала 

 

Замыкающими уравнениями системы уравнений движения (1.8, 1.11), 

позволяющими выразить напряжение  ij  и моментные напряжения ijm  через 

скорость течения i , являются уравнения вязкопластичности: 

а) условие пластичности, утверждающее, что пластическое течение возможно 

после достижения предельного напряженного состояния 

 2
2 2 oijij KI   ,                (1.13) 

где   ijkkijij  3/1 , ij  - символ Кронекера; 1ij  при i=j и 0ij      

при  i≠ j. 
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b) условие несжимаемости исследуемого материала  

    const   т.е. 0/  kk x                 (1.14) 

с) закон вязкого течения материала после достижения предельного 

пластического состояния   

  ijkkijijijij eeee  3/1;2  .               (1.15) 

Для случая несжимаемости материала закон вязкости Ньютона (1.15) можно 

представить в виде   

ijij e 2 .                     (1.16) 

Система дифференциальных уравнений (1.8, 1.11, 1.13, 1.16) 

представляет собой замкнутую систему уравнений для величин  i  , iw  , ije  , 

ij ,  определяющих деформирование и течение вязкопластического 

микроструктурного материала. 

 

1.5. Математическая модель стационарного течения микроструктурного 

вязкопластического материала в форме системы дифференциальных 

уравнений для скорости течения 

 

Рассмотрим течения материала, в котором отсутствует собственное 

вращение  0w  отдельных частиц [45]. Это предположение приводит к 

отсутствию моментных напряжений ( 0ijm ) и  к уравнению для напряжений  

     02  jkijkhE  ,                 (1.17) 

где E - единичный оператор, Δ - оператор Лапласа, ijk  - тензор Леви-Чивата. 

Последнее уравнение в отсутствие внешних возмущений при нулевых 

внешних граничных условий допускает решение, тождественно равное нулю, 

0jkijk  ,                             (1.18) 

которое соответствует симметричности тензора напряжений 

микроструктурного материала 

 jiij   .                             (1.19) 
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Сокращение (уменьшение) числа неизвестных ij , ijm , i , iw , 

определяющих течение и деформирование вязкопластического материала, 

возможно путём исключения напряжений и скоростей деформаций системы 

уравнений, в результате чего получается система уравнений для векторов 

скорости  321 ,,   и угловой скорости  321 ,,  . Из уравнения (1.8)   

получим 

  i

jikk

j

jjkk

i

ji

i

jj

ii g
xxxxxxxx

h
xxxxdt

d













































44
2

22

6/  (1.20) 

(i,j,k=1,2,3).  

Заметим, что символы x /  в дифференциальных уравнения 

обозначают операцию градиента, которая в случае прямоугольной 

ортогональной декартовой системы координат есть просто частная 

производная по координате хе, а в криволинейной системе координат должна 

учитывать кривизну пространства. 

Система уравнений в частных производных (1.20) имеет 4-й порядок 

производных по геометрическим координатам, является «жёсткой», 

сингулярно возмущенной за счёт малого параметра h при старшей 

производной . [62, 65, 67, 70, 71] 

Для построения стационарного поля скоростей течения в некоторой области 

D необходимо дополнить математическую модель (1.20) граничными 

условиями, учитывающими не только границу S области D, но и неизвестную 

заранее границу ∑ возможной застойной, жёсткой, области  D* (рис. 1.6 ) 

 

 

 

 

 
 

Рис. 1.6. Изображение границы S и ∑ (внешней границы  

области течения D и границы ∑ жёсткой, застойной зоны) 

∑ 

D 
n  

  

S 


 

n
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Поскольку материал при течении и деформировании ведёт себя как 

вязкий, то естественным является предположение прилипания к границе S  

SSSr    ;0 , 

т. e.  Siiii n  ;0                   (1.21) 

Наличие микроструктуры материала с характерным линейным размером h 

предполагает возникновение пограничного слоя с поперечным размером 

порядка  hO , в котором представительный элемент 2hV   может катиться 

с линейным поперёк слоя распределением скорости  

 nhSt  /                         (1.22) 

Выделение пограничного слоя необходимо дополнить условием 

«сращивания» внешнего течения и течения внутри пограничного слоя. 

Таким условием может быть условие линейного продолжения [47, 86, 95,  

110] решения на границе SA пограничного слоя во внешнее течение  

 
SASSA n

|||



 




                    (1.23) 

где γ = const – материала. 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Рис. 1.7. Изображение внешней границы S области течения D 

и границы SA пограничного слоя 

 

В зависимости от величины предела пластичности для разных 

материалов возможно более «слабое» продолжение решения для поля 

n  

S 

SA 
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скорости на границе SA пограничного слоя 

 0|
6

|
3

32










SASA

n

h

n

 
.                 (1.24) 

Условия (1.23 - 1.24) применимы к течению материалов с разным уровнем 

микроструктуры и с разной степенью гладкости продолжения решения на 

границе  SA пограничного слоя. 

Условие на границе ∑ , отделяющей область течения от области 

твёрдого «жесткого» состояния материала, состоит в выполнении на SA 

условия пластичности, условия достижения в материале предельного 

напряжённого состояния 

  22 oijij k


  .                 (1.13) 

Условие предельного напряжённого состояния материала (1.13) может 

быть представлено в скоростях, учитывая закон вязкости и направление 

скорости течения на ∑ 

02   ntont ek                  (1.25) 

Условие пластичности ( 1.13 ) в скоростях на ∑  примет вид 

  0/6/ 222  nehe c
n

c
n   ,              (1.26) 

где   0;//
2

1
 nn

c
n ne     

Таким образом, система 3-x дифференциальных уравнений в частных 

производных 4-го порядка вместе с граничными условиями является 

замкнутой и позволяет рассчитывать поля скоростей течения и его 

характеристики: объемный расход, перепад давлений при течении в 

ограниченных областях. 

  0,,,,  iijkkjjjkkiijjjji g  ;  0, kk ; 

  SAjjiiSiiSAiiSiiSii nn ,;0;0               (1.27)

 ;0ne  0,,  SAmnnSAn   . 
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1.6. Особенности исследования математической модели  

течения и деформирования микроструктурных  

вязкопластических материалов 

 

 Рассматриваемая в диссертации математическая модель течения 

микроструктурного вязкопластического материала представляет собой 

линейную систему стационарных уравнений в частных производных 4-го 

порядка с граничными условиями на заданной границей S области D и с 

неизвестной границей S* области D* твёрдого состояния материала. При 

всей внешней простоте исследуемая задача обладает трудностями, 

связанными с:  

а) не заданностью заранее границы S* области твёрдого поведения 

материала, которая определяется выполнением условия 

предельного напряженного состояния материала, являющегося 

существенно нелинейным  22 oijij K  . 

б) наличием малого параметра  , стоящего при старшей производной в 

системе уравнений в частных производных; такие системы 

называют «жёсткими», или сингулярно возмущёнными;  

в) наличием больших градиентов скоростей течения по направлению 

нормали к границе S области D, что требует внимательного подхода 

к выбору численного метода, учитывающего пограничный слой 

путём построения решения в нём или путём игнорирования расчётов 

самого пограничного слоя. 

 В рассматриваемом в диссертации классе задач первая особенность, 

связанная с определением границы S* твёрдого поведения материала, 

упрощается ввиду линейности условия предельного состояния материала  

(1.25), которое представимо  

      .02/12/1 ,,,, 
neeeennnne               (1.28) 
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Вторая особенность исследуемых задач, связанная с наличием малого 

параметра δ, требует применения теории малого параметра и численных 

методов [47, 86, 95, 110]. Изменение масштаба нормальной координаты и к 

поверхности S позволяет выделять решение вблизи S в пограничном слое 

(внутреннее разложение) и выделить решение вне пограничного слоя с 

малыми градиентами скоростей (внешнее разложение). 

 Наличие больших градиентов скоростей в исследуемых задачах 

диссертации требует анализа различных дискретных методов решения и 

выбора наиболее оптимального с точки зрения минимизации погрешности  

количества операций. 

 Для случая стационарного вращательного движения 

микроструктурного вязкопластического материала уравнения движения 

(1.20) представим в цилиндрических координатах ( zr ,, ), положив 

  ,rr  ;   ,rw  
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Глава 2. Вращательное движение вязкопластического 

микроструктурного материала в плоских зазорах  

с кольцевыми стенкми 

 
2.1. Вращательное движение вязкопластического  

микроструктурного материала в кольцевом зазоре 

 

Наиболее часто сдвиговое течение различных технических материалов 

между двумя цилиндрами встречается в широко распространенных 

подшипниках скольжения. В случае смазки с микродобавками из 

микрочастиц этот материал можно моделировать вязкопластической 

жидкостью с учетом конечности представленных элементов 3hV  . Общий 

подход к построению реологических уравнений сложных сред развит            

Д. Д. Ивлевым в [87, 88]. На рис. 2.1 изображена схема течения, где 
 RR ,  - 

внутренний и внешний радиус границ области течения, )(rw - величина 

окружной скорости течения, )(  Rwwo  - скорость внутренней границы, 

0)( Rw - условие на внешней границе.  

Уравнение в напряжениях стационарного движения 

микроструктурного вязкопластического материала имеет вид [87] 

02 




rr

rr  
,                                                                   (2.1) 

где )(
2

1
;

6
;2

2

r

w

r

wh c
r

c
r

c
rrrr 




   . 

 r  касательная компонента тензора напряжений,  r  компонента 

тензора скорости деформаций, h  характерный линейный размер 

микроструктуры. 

 

Дифференциальное уравнение (2.1) для напряжения  r  интегрируется [45] 

22 / rro
o
rr                                                                              (2.2) 
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и для скорости деформаций  r  получаем выражение  

2)/(/ rro
o
rr    .                                                                                 (2.3) 

Подстановка в (2.3) выражения скорости деформаций  r  через скорость  rw  

приводит к обыкновенному дифференциальному уравнению третьего 

порядка для   rw  

2

22
2

.)()(
1

6
)(

6 r

r

r

w
w

r

w
w

r

h

r

w
wh oo

r .                     (2.4) 

Граничные условия при наличии застойной зоны при  Rr  имеют вид 

;)()(;)( oRwRwwRw o      

)(;0)(;0)(   RKRwRw c
r ,                        (2.5) 

здесь oK  предел пластичности,  - коэффициент вязкости. 

Количество граничных условий позволяет определить 4 постоянных 

интегрирования и границу R  застойной зоны. 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

Рис. 2.1. Схематическое изображение течения в кольцевом канале с 

застойной зоной   RRr ,  

 

Точное решение сингулярно возмущенного дифференциального уравнения 4-

го порядка (2.4) представляется громоздким и для исследования 

воспользуемся методом малого параметра [47, 90-92, 95, 110]. 

 rW  

R+ 

R- 

 

     R* 
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Внешнее 


w  по малому  решение удовлетворяет уравнению (2.4) при 0h   

2

2
2

r

r

r

w
w oo

r




  .                                                                      (2.6) 

Уравнение (6) имеет точное решение 

r
CrCrw

1
.)( 21 



,                                                                (2.7) 

здесь 
2

,/ 21

o
o
r

oo

r
CrwC


  - постоянные интегрирования. 

 

Использование граничных условий только на одном конце границы  Rr  

или   Rr  приводит к значениям постоянных ,00: 2121  CиCСиC  т. е. 

к невозможности движения без учета влияния параметра h  микроструктуры. 

Построим внешнее решение задачи при выполнении первых граничных 

условий 

еtrwWRw .,0)(;)(  





 

0/.;/. 2121   RCRCWRCRC  .                                 (2.8) 

 

Получим из условий (2.8) [49] 
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На рис. 2.2 представлен график (2.9) зависимости скорости 




w

w
 течения от 

границы R  застойной зоны и радиуса r . 
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Рис. 2.2. Пространственный график распределения скорости течения )(rw


 

для различных значений R  застойной зоны 
 

На рис. 2.3 представлен график зависимости скорости  rw


 в нулевом 

внешнем разложении скорости в ряд по малому параметру h  

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.3. Поведение безразмерной скорости течения   


Wrw /  в нулевом 

приближении разложения решения  rw  в степенной ряд по h  

 

Найдем радиус *R  застойной зоны исходя из внешнего решения 
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A ) и условия выполнения 

предельного напряжения на границе застойной зоны 
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   ** 2 RKR rr     ,                (2.10) 

здесь 
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1

66

22

.             (2.11) 

После подстановки значения   rwrwc
r //2/1   в уравнение (2.10) 

получим 

     *222 /3/21/2/ RrrhrBK  ,                                 (2.12) 

здесь )/(
22*2*   RRRRWB . 

Уравнение (2.12) является уравнением для *R   

0232/32/3 22*2

0

4*
0 






   hRWRRWRKRK  .           (2.13) 

Для малых 2h  уравнение (2.13) имеет решение для радиуса *R  застойной 

зоны 

.2
0

22*
0

K

WR
RR


                    (2.14) 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.4. График изображения поведения квадрата радиуса  

застойной зоны  2* / RR  в зависимости от  2/ Rh  и (  WRK /0 ) 
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Уравнение для радиуса *R  застойной зоны с учетом характерного размера 2h  

микроструктуры можно получить из (2.13) 

2

0
*
0

2*
0

2*

3

4
h

KR

RW
RR






.                (2.15) 

После подстановки значения 
2*

0R  из (2.14) в (2.15) получим [49] 

.
3

2
12

2*
0

2

0

22*
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R

h

K

WR
RR                 (2.16) 

Из выражения (2.16) для радиуса *R  застойной зоны следует, что сам радиус 

*R  увеличивается с ростом относительного характерного линейного размера 

 Rh /  микроструктуры, при этом толщина 
*RR 
 застойной зоны 

уменьшается. Скорость роста RR /*  в зависимости от  Rh /  определяется 

безразмерным параметром   RKW 0/ . Из чего можно сделать вывод, 

что увеличение вязкости   и скорости движения  W  границы, а также 

уменьшение предела пластичности 0K  и радиуса R  ведут к усилению 

влияния микроструктуры  Rh /  на радиусе застойной зоны (рис. 2.4). 

 

2.2. Вращательное движение вязкопластического микроструктурного 

материала в зазоре между неконцентрическими окружностями 

 

 Построение поля скорости и давления при течении вязкой жидкости в 

кольцевых зазорах связано с расчётом цилиндрических подшипников 

качения.     В процессе вращения вала в таком подшипнике возможен вариант 

эксцентрического расположения вала по отношению к внешнему 

цилиндрическому корпусу. Для случая малых кольцевых зазоров смазочные 

материалы проявляют не только свойство вязкости, но и свойства, 

обусловленные микроструктурой материала, что приводит к необходимости 

учёта конечности скорости деформаций для представительного объёма 
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3hv   материала [57, 61]. Далее проведено применение математической 

модели течения вязкой жидкости с учётом скорости деформаций величин 

порядка  2/ Lh  (h - характерный линейный размер представительного 

объёма материала, L - характерный линейный размер объёма течения) к 

задаче течения микроструктурных материалов в зазорах малой ширины. 

 

2.2.1. Постановка задачи 

 

Рассмотрим течение микроструктурного вязкого материала в круговой 

области радиуса Ro, порожденного вращением окружности радиуса ro, 

эксцентрично расположенной внутри области  D (рис. 2.5). 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

Рис. 2.5. Схематическое изображения области D течения материала за счёт 

вращения окружности радиуса Ro с центром в точке 0 

Зададим границы течения неподвижной внешней окружность 


Г  и 

вращающейся внутренней окружности  


Г  

,Rr                      (2.17) 

.cos2 222
   rrr                 (2.18)
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R+ 



Г  
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Здесь   - расстояние между центрами окружностей (рис. 2.5),                  

  - полярный угол. 

Для случая малых   уравнение границы 


Г  с точностью до 
1
  

представим в виде 

.cos  rr                   (2.19) 

Поле скоростей      11 , rwvrvvr   стационарного течения удовлетворяет 

системе 2* уравнений в частных производных [49] 
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Здесь  - коэффициент вязкости; h - характерный линейный размер 

представительного объема 3hv  ;   - оператор Лапласа; 
c
r  - скорость 

деформации сдвига 
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                   (2.21) 

Граничными условиями для скорости на границах  


Г   и  


Г   будут 

условие прилипания и условие линейного распределения скорости течения в 

пограничном слое вблизи твёрдых границ 

     
 

.0;0;0 





r

Rw
RwRwRv 
                (2.22) 

    .0|;|;0| 
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t
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v
vrrvrv               (2.23) 

Здесь tv  - касательная компонента скорости на пvГ;


 - нормальная 
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компонента вектора скорости течения на вращающейся границе 


Г . 

Ограничиваясь величинами до 
1
  конкретизируем граничные условия 

(2.23) на 


Г , для чего вычислим векторы t  и n  - касательной и нормали к 


Г , 

обозначив f - градиент к линии


Г , где 0cos  rrf  - уравнение 

границы 


Г . 

  ;sin;1 f   ;sin,1 n  1;sint              (2.24) 

  /sin// rn . 

Относительную компоненту касательной скорости  t
OTHv  с точностью до 

1
  

представит в виде  

OTHOTH
t
OTH wvtvv   sin ; 

.sin|;| vrwwvv
Г

OTH
Г

t
OTH                          (2.25) 

В граничных условиях (2.23), задаваемых на криволинейном контуре 


Г , 

содержащем малый параметр  , желательно значение компонент скорости  

сразу разложить в степенной ряд по параметру   [49, 57, 61] 

      ;...|,cos|, 1 
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rwrwrw rr
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           (2.26) 

здесь .cos/   r  

Таким образом, используя разложение функций v и w на                     

границе 


Г , перенося граничные условия с действительной эксцентрической 

окружности (2.26) на окружность того же радиуса с центром в начале 

координат rr  , преобразуем граничные условия (2.23) с учётом 
1
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2.2.2. Постановка задачи течения микроструктурной вязкой  

жидкости в безразмерной форме 

 

Выберем в качестве характерных величин R  - линейный размер; 

w  -  

характерная скорость; 

p  - характерное давление и введём обазначения  

22 6/ Rh ;  R/  ;  



 Rwp / ; Rr /  и знак обезразмеривания 

скорости и давления далее не будем использовать, т. е. старые обозначения 

скорости и давления будем использовать в качестве безразмерных, тогда 

уравнения стационарного движения (2.19) и граничные условия (2.5 - 2.6) 

примут вид  

  ;,, 1
2

,,   pwwv c
r   

  ;,,,,,   pwwv c
r                                (2.29) 

    ///2/1;/// 2222 wwvc
r                         

  0|/;0|;0|  
ГГГ

wwwv  ; 

на границе 


Г , где 1 , граничные условия будут  

  ;01 v   ;01 w  
 

;0
,1

1 










w
v                (2.30) 

На поверхности вращающейся окружности, на границе 


Г  граничные 

условия с точностью до 
1
  будут 
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0sin
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wv
v .             (2.32) 

Система 2x уравнений в частных производных (2.29) имеет 4й порядок, 

является сингулярно возмущенной, граничные условия (2.30 - 2.32) 

позволяют выделить часть из них на условия в пограничном слое, а часть для 

уравнений, решения которых применимы вне пограничного слоя. 

Условие совместности системы (2.29) даёт уравнение для давления 

 ,,P которое получим путём дифференцирования 1го по переменной  , а 

2го из (12) дифференцированием по переменной   и исключением скоростей 

wv ,  

  0,,2   pp .                           (2.33) 

 

Для решения поставленной задачи применим метод возмущений 

(метод малого параметра), представляя решение в виде степенного ряда по   

и  , ограничиваясь слагаемыми 1го порядка по 1 и 1 . 

 

2.2.3. Внутреннее погранслойное нулевого порядка разложение 

скоростей  в степенной ряд по   

 

Для исследования задачи внутреннего решения в пограничом слое 

толщиной   (рис. 2.6) проведём растяжение нормальной координаты n в 

несколько раз с тем, чтобы сохранить в уравнениях (2.29) производные до 4го 

порядка. Очевидно при такой операции изменение скоростей v и w вдоль 



  38 

границы Г будет несущественно и производными по направлению t  можно 

будет пренебречь. В граничных условиях выделим элемент границы Rr   и 

растянем координату    так, что 

4

4

44

4

3

3

33

3

2

2

22

2 1
;

1
;

1
;

1

 


































,               (2.34) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. (2.6). Схематическое изображение области течения вблизи границы Г: а) 

выделение пограничного поля толщиной  ; б) выделение области течения 

вблизи границы Г при условии её растяжения по нормали n  

 

Уравнения (2.29) примут вид 
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Для случая растяжения координаты  в   расположим    и устремим  

к 0 ( 1,0   ). 

Предельные уравнения (2.35) при 0  примут вид 
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,                       (2.36) 

здесь 


w и 


v  -функции координат внутри пограничного слоя:   ,


 ww , 

  ,


 vv , при этом координата   отсчитывается от границы Г+ или Г-, где 

 или   равны нулю. 

 

В предположении цилиндрической внешней границы Г+, где мы 

смотрим наш пограничный слой, в уравнениях (2.36) 

0







v
  и  0








w
, так что получим 
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 .                         (2.37) 

Из (2.37) следует, что так как 
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то выполняется 
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И, следовательно,  

C
ww





























 , 

откуда  

.ln 21211 CCCC
ww

















 

Постоянная  С11= 0 в силу ограниченности 


w  при 0 . 

 

Тогда получим уравнение  

2

1
Cw

w








,                            (2.38) 

решение которого имеет вид 

   


 21 CCw  

   ln21 CCw 


 .                           (2.39) 

Выберем С2=0 в силу ограниченности ln  при 0 . 

Поле скорости течения внутри пограничного слоя представляет собой [113] 

    ;;0  Cwv 


                            (2.40) 

одномерное линейное по нормальной координате течение, соответствующее 

прилипанию материала к стенке   00 


w  [116]. 

 

Постоянная интегрирования С определяется из условия сращивания 

внутреннего разложения  nw 


 на границе пограничного слоя и внешнего 

решения   ,


w  на границе Г+ (вследствие малости n  границы пограничного 

слоя внешняя Г+ совпадает с погрешностью порядка  ). 
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Рис. 2.7. График изменения скорости течения  


w  внутри 

пограничного слоя  nГ0  

 

2.2.4. Нулевое приближение внешнего разложения:   ,ˆ w ,   ,ˆv  

 

 

В уравнениях (2.29) для скорости w и   удерживая слагаемые, не 

содержащие параметры [3]   и  , получим 

;,,ˆ,ˆ 00   pKvv   

.,,ˆ,ˆ,ˆ 2
000   pKwwv                           (2.41) 

Граничные условия для компонентов скоростей   ,ˆ w  и   ,ˆv  на 

внешней границе Г+ при 1  поставим исходя из существования 

пограничного слоя и условия линейного приближения скорости  ,1ˆ w  

вблизи границы, и условия безотрывного течения на Г+ , т. е. условия 

 ,1ˆv =0. 

  ;0,1ˆ v  

 
 

.0
,1

,1ˆ 








 



w
w                            (2.42) 

Аналогичный вид имеют граничные условия на внутренней границе Г+ в 

нулевом приближении 

    ,v̂  ; 

 
 





 



 






w
w ,ˆ                 (2.43) 



w  

0 Гп 
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Вследствие независимости граничных условий от угловой координаты  , т. 

е. вследствие осимметричности условий (2.42 — 2.43), компоненты скорости 

  ,ˆ w  и   ,ˆv  не зависят от угла  , т. е. 

0,ˆ v ;  0,ˆ w .                 (2.44) 

Система уравнений в частных производных (2.41) превращается в систему 

обыкновенных дифференциальных уравнений 2го порядка с граничными 

условиями (2.42 — 2.43) 
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w
w

w
w

w

р
о

дугиэлементздесь
р

k
w

                      (2.45) 

 

 

Правые части уравнений (2.45) равны нулю вследствие 

оссиметричности и отсутствия поперечного движения 

  0ˆ v .                             (2.46) 

Окружная скорость  ŵ  определяется из (2.46) 

   21ˆ CCw  ,                                       (2.47) 

где С1 и C2 находим из граничных условий на Г+ и Г- в нулевом приближении 













 



wCCC

CCC

221

221 0
.                 (2.48) 

 

Из (2.31) следует  

  
;

121

1
1








wC




21

1
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wC .             (2.49) 
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Скорость  ŵ  приобретает следующее выражение 

    



 







1

121
ˆ






w
wZ                 (2.50) 

На рис. 2.8 приведен график функции    










w
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Рис. 2.8. График изображения распределения относительной  

скорости Z в зависимости от   и   

 

Из рис. 2.8 следует линейное убывание скорости от радиуса и 

гиперболический рост с увеличением параметра микроструктуры  . 

Знание распределения скорости течения в зазоре позволяет найти 

необходимый крутящий момент М, обеспечивающий вращение вала с 

угловой скоростью. Крутящий момент М вычисляется следующим образом 

 rRM 2 , где 
r

r










 .                                           (2.50.1) 

  2/2 2  HRM ;   22/ RMMHM  .                   (2.50.2) 
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Рис. 2.8.1. График зависимости момента сопротивления от параметра 

микроструктуры   HM /21/1    

 

Относительное безразмерное уменьшение момента сопротивления можно 

представить в виде 

   
 

  


 221/2
0

0





M

MM
, где H/  .               (2.50.3) 

 

На рис. 2.8.1 сплошной линией представлен график зависимости M  момента 

сопротивления на валу в зависимости от параметра микроструктуры 

H/  , а штриховой линией показан момент сопротивления вращению 

вала в вязкой жидкости. 

Из выражения (2.50.3) для относительного безразмерного уменьшения 

момента сопротивления вращению вала с угловой скоростью Ω следует, что 

относительное уменьшение момента пропорционально относительному 

характерному размеру микроструктуры  H/ , является малой величиной 

вследствие малости характерного размера микроструктуры. Сам эффект 

уменьшения относительного момента сопротивления η существенен для 

случая малых H зазоров и предельное уменьшение момента сопротивления 

составляет 1/3 от момента сопротивления вращению вала в вязкой жидкости 

без эффекта микроструктуры  [114]. 

 

r/H 
1 0 -1/2 

1/3 

 

1 

M
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2.2.5. Внешние разложения первого порядка скоростей w  и v  

в разложении по малому параметру   

 

Уравнения первого порядка для скоростей в разложении по малому 

параметру  получим из (2.29), удерживая слагаемые порядка   

  ;, ,,   pwv
r

c                      (2.51) 

  ;, ,
22

,,   pwwv
r

c    

здесь   


/ˆ/ˆ/ˆ2/1  wwv
r

c  . 

Граничные условия проскальзывания первого порядка в разложении по 

параметру  (2.30-2.32) принимают вид:  

на внешней границы Г+, где 1  

    ;0/,1,1    ww                           (2.52) 

  0,1 v ; 

на внутренней границе Г- в первом приближении по  , где    условие 

проскальзывания, получим 

    ;0/     ww                 (2.53) 

  .0 v  

Нулевое приближение ŵ  и v̂   скорости внешнего течения известно             

по (2.46, 2.47)  

    .
1

1

21
,ˆ;0,ˆ 











 











w
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Таким образом, неоднородная часть уравнений определяется 
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   (2.53) 

Вследствие независимости граничных условий от угловой координаты 

уравнения (2.51) становятся обыкновенными дифференциальными 

уравнениями 

;
2

2






  p

K
w





 

  




p

K
B





3

1

12
.                             (2.55) 

 

Задача изучения сдвигового течения в цилиндрическом зазоре  1,   

ставилась в предположении отсутствия внешнего давления P. Анализ 

уравнений (2.55) первого приближения по параметру   показывает, что 

исследуемое движение возможно только при возникновении слабого, 

порядка   , перепада давления вдоль радиуса 

  3

1

12 







k

Bp
K                     (2.56) 

Из (2.56) следует, что давление в зазоре изменяется вдоль радиуса   по 

закону 

  













2

1

1 
 

k

B
App ,                (2.57) 

где A - постоянная интегрирования. 

 

На рис. 2.9 представлен качественный график изменения давления вдоль 

радиуса   
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Рис. 2.9. График изменения давления  p , показывающий 

слабое увеличение давления по направлению к внешнему контуру 

цилиндрического зазора 

 

Скорость w  удовлетворяет однородному дифференциальному 

уравнению (2.55) 

0
2

2








w
,                   (2.58) 

так что из (2.58) следует  

   21 CCw  ; 

при граничных условиях (2.50, 2.51) 

0221  CCC   

0221  CCC  .                               (2.59) 

Определитель D однородной системы 2x линейных алгебраических 

уравнений отличен от нуля 

    0211   D  

Тогда из (2.59) следует, что С1=С2=0, т. е. первое внешнее приближение 

разложения скорости по параметру  равна нулю, и параметр   не влияет на 

поле скоростей в первом приближении. 

 

p
 

 


P  

 p  

A
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2.2.6. Внешние разложения первого порядка для скоростей w  и v  

в разложении по малому параметру – эксцентриситету    

 

Дифференциальное уравнение для скоростей  w  и v  получим из 

системы (2.29),  удерживая слагаемые порядка   [49, 57] 

  .,, pwv        

  .
2

,,, pwwv                               (2.60) 

Для полученной системы дифференциальных уравнений в частных  

производных второго порядка (2.63) граничные условия проскальзывания 

принимают вид 

 
 

  ;0,1;0
,1

,1  



 


 v

w
w  

 
 

;0
,

, 








w
w    

    .0,sin,    wv                                (2.61) 

 

Граничные условия (2.61) содержат переменную  , поэтому система 

уравнений (2.60) является системой уравнений в частных производных, 

которая в силу граничных условий допускает решение для w  и v  

следующего вида 

        .sin,;cos,   gvfw                (2.62) 

Для сомножителей  f  и  g  получим из (2.60-2.61) систему 

обыкновенных дифференциальных уравнений с граничными условиями 

cp
fg
















2

2

; 

cpf
f

g 


 2



   ;                            (2.63) 

      ;01;011  gff   

         wgff  ;0 . 
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Для возмущенного давления допустимо представление вида 

      sin, cprp   

Эксцентричный сдвиг внутреннего контура приводит к возникновению 

слабого порядка  , возмущению давления p , для которого получим из 

(2.63) следующее уравнение   

  .02 

 pp  

022  ppp                                  (2.64) 

Построим решение дифференциального уравнения (2.64), положив /zp  , 

тогда  

2

ZZ
p 


   ;



Z
p   ZZp   2

            (2.65) 

  ZZZZp   2 ; 

уравнение (2.64) примет вид 

0;0/ 2  ZZZZ  ;                          (2.66) 

уравнение (2.66) есть уравнение Эйлера  

 2/5;1;2  sCZCZ  
 




























  ln
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5
sinln

2

5
cos 21 CCZ  .                 (2.67) 

Давление   ,p  принимает вид  
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 (a)       (b) 
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Рис. 2.10. Распределение возмущения давления   ,p  в области течения 




 sinln
2

5
sin

1
21 












 CCp .    2,0 ,  

a)  1,1.0 ,   b)  1,5.0 ,   c)  1,8.0   

 

 Расчёты возмущения окружной скорости и возмущения давления p  за 

счёт сдвига внутреннего вращающеюся цилиндра на малое расстояние   

влево от центра от внешнего контура показывают, что перепад давления в 

области расширения течения уменьшается, а в области сужения потока 

перепад давления возрастает (рис. 2.10).  
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Глава 3. Вращательное движение 

микроструктурного вязкопластического материала  

в зазоре с эллиптической границей  

 

3.1. Постановка задачи 

 

Рассмотрим стационарное плоское движение микроструктурной вязкой 

жидкости в щелевом канале, образованном внешней границей в форме 

эллипса и внутренним цилиндром, вращающимся с угловой скоростью Ω 

(рис. 3.1) [58]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.1. Изображение внешнего эллиптического контура с полуосями a и b с 

внутренним цилиндром радиуса r0 , вращающегося с угловой скоростью Ω 

 

Уравнения стационарного плоского движения микроструктурной 

вязкой жидкости в полярной системе координат (r,φ) для радиальной и 

окружной компонент скорости     wrVvrVr    ,,,  и давления P имеют 

вид: 
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 – скорость деформации по Коши, Δ – оператор 
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,  ,rP  - давление. 

Уравнение неразрывности (несжимаемости) в случае плоского 

стационарного движения микроструктурного материала в полярных 

координатах представимо в форме 
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Вводя характерные параметры течения: w0 – скорость, R0 – линейный 

размер, К0 – напряжение – представим систему (1) в безразмерном виде. 
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Система трёх уравнений (3.2) в частных производных [107, 124, 125,        

126, 146] имеет 4-й порядок, причем малый параметр 2

0

2 6/h R  стоит перед 

производными 4-го порядка. Такие системы именуются сингулярно 

возмущенными [45] и они обладают той особенностью, что при малых 0  

система (3.2) будет иметь 2-й порядок, нельзя будет удовлетворить 4-м 
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граничным условиям и возникнет необходимость введения пограничного 

слоя  [57]. 

Исследование одномерного сдвигового течения в плоском зазоре 

проведено в  [115]. 

 Для случая движения исследуемого материала в тонких слоях 

относительно малой толщины Н ( V=H/Ro << 1) преобразуем уравнения 

движения и неразрывности от переменных (ξ,φ) к переменным (η,φ), где  

η - относительное расстояния от внутреннего цилиндра, r = Ro 
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уравнения движения и неразрывности (3.2) примут вид  
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3.2. Анализ граничных условий 

 

Сформулируем граничные условия нашей задачи. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.2. Элемент границы Г(Φ(ξ,φ)=0) области течения 

 

Будем полагать, что представительный элемент микроструктурного 

материала прилипает к границе области, допускает качение вдоль нее 

(относительно границы) и не протекает сквозь границу Г  [2]. 
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  .                 (3.4) 

Условие (3.4) может рассматриваться как условие линейного 

распределения скоростей вблизи границы Г или как условие линейного 

сращивания скоростей на границе пограничного слоя Г+Δ0. 

Конкретизируем граничные условия (3-4) на внутреннем контуре 


  

окружности радиуса ξ0, вращающейся с угловой скоростью 
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Внешнюю границу в форме эллипса зададим в виде 
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  02cos1,   .                 (3.6) 

где    222222
0 /;2 baabbaRab   , a, b – полуоси эллипса,  

ε – эксцентриситет. 

С точностью до ε1 уравнение эллипса (6) принимает вид 

  02cos
2

1
1, 








  . 

Нормаль к эллипсу зададим через оператор градиента 
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  2sin;1



n .                   (3.7) 

Вектор касательной   к эллипсу определим из условия его 

ортогональности к нормали  0nn  

 1;2sin   .                              (3.8) 

Нормальные и касательные к границе эллипса компоненты скорости 

вычислим, используя (3.7, 3.8). 

 2sin wnn ;                  (3.9) 

w  2sin . 

Граничные условия (3.3, 3.4) на неподвижном эллипсе с точностью до 

ε1 вычисляются  

     02sin,,
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   wn ; 

     0,2sin,
ГГ
   w ;              (3.10) 
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Однородная система линейных уравнений (3.10) для   ,  и  ,w  на  



Г  имеет определитель 02sin1 222  D , поэтому условия (3.10) 

принимают более простой вид: 

    0,;0,
ГГ
   w .                (3.12) 
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Условие (3.11) преобразуем, заменяя производную по нормали r через 

производные по ξ и φ. 
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Тогда условие (3.11) преобразуется с учетом ε1
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Граничные условия (3.12, 3.14) представлены в форме, учитывающей 

параметр ε1, но сами значения компонентов скоростей   ,  и   ,w  

вычислены на точной границе 0
ˆ Г , на эллипсе, уравнение которого имеет 

нелинейное представление (3.6). Преследуя дальнейшую цель использовать 

для решения рассматриваемой задачи метод возмущений (метод малого 

параметра) [95, 110, 183] с точностью до ε1 разложим функции   ,  и 

  ,w , вычисляемые на контуре эллипса, в степенной ряд по малому 

параметру ε условий (3.12, 3.14), удержим слагаемые с учетом до ε1 на 

эллипсе 
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где 
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, а уравнение границы при ε=0 принимает вид  =ρ,  

т. е. граничные условия (12,14) ставятся на окружности 
222 baab   . 

 

Значения скорости   и w на поверхности эллипса представляются в 

виде ряда по малому эксцентриситету ε 
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Граничные условия прилипания (3.12) представительного элемента 

жидкости к границе в форме эллипса, представленные в виде ряда по малому 

эксцентриситету ε с точностью до ε1, принимают вид 
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Используя разложения (3.16) скоростей в ряд по малому параметру ε, 

упростим граничное условие (3.14) с точностью до ε1 на границе Г̂ , 

уравнение которой в нулевом приближении есть ξ =ρ. 
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3.3. Полная постановка задачи течения микроструктурного 

вязкопластического материала в кольцевом зазоре, образованном 

внешним эллипсом и вращающимся с угловой скоростью 0  

внутренним цилиндром с учетом малых параметров ε и δ с точностью  

до величин первого порядка ε1 и δ1 

 

Дадим полную систему 3-х уравнений в частных производных (3.2) 

(для компонент скорости течения   ,  и   ,w ) и граничных условий: 
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       0/1,/1,  c
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Здесь 
222 baab  - радиус окружности, аппроксимирующей 

эллипс с погрешностью порядка ε1. Заметим, что граничные условия (3.20, 

3.22) прилипания материала к границам Г


 и Г


 заданы на самих границах 

ξ=ξ0 и ξ=ρ, а граничные условия (3.21, 3.23) приближенно вычисляются на 

этих границах, хотя их место на границах пограничных слоев 0



Г  и 

0



Г . Это замечание важно при применении этих условий к внутреннему 

и внешнему течениям. 

 

3.4. Построение поля скоростей течения в пограничном слое 

 

Параметром, определяющим сингулярность задачи, является δ и для 

построения поля скоростей в пограничном слое растянем координату ξ, 

положив ξ=λζ; ζ= ξ /λ; λ=δ2; α>1                                                                (3.24) 
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Рис. 3.3. Схематическая картина растяжения координаты ξ в (1/ δα) раз, 

так что малым изменениям ζ следуют большие значения координаты ξ 

 

Для осесимметричных граничных условий при ε→0 система уравнения 

(19, 20) становится системой 3-х обыкновенных уравнений по переменной ξ. 

В силу граничных условий     0  v  получим одно обыкновенное 

дифференциальное уравнение для  



w , которое в пределе при δ→0 

принимает вид 
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Далее будем координату ξ отсчитывать от границы течения и вследствие 

ограниченности и возможности существования  



w (Δ) при ξ=0 уравнение 

(3.25) будет иметь решение для  w  в виде 

     Сw 


,                                   (3.26)  

где постоянная С должна определяться из условия согласования   



w (Δ)  

на границе пограничного с внешним разложения  



w  при ξ→0. 

  Таким образом, в таком пограничном слое    00 ,0]/,0[   


 

 /1tg
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имеет место линейное распределение скорости   



w   . [4] 

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

Рис. 3.4. Линейный график скорости течения   



w  в пограничном слое, 

соответствующий скорости точек представительного элемента при его 
  

качении вдоль границы 

 

 

3.5.1. Построение внешнего разложения  решения исследуемой  

задачи в виде степенного ряда по малым параметрам   и   

 

Решение задачи (3.19 - 3.23) для поля скоростей ,(V ) и  ,(w ) вне 

пограничного слоя будем искать в виде отрезка степенного ряда по   и   с 

точностью до первых порядков 1  и 1  [95, 110, 183, 186] 

...),(),(),(),( 0    VVVV                         (3.27) 

...),(),(),(),( 0    wwww               (3.28) 

Для формулировки уравнений и граничных условий для членов рядов 

(3.27 - 3.28) подставим эти представления в постановку задачи (3.19 - 3.23) и 

выполним эти уравнения с точностью до 1  и 1 , т. е. с погрешностью 

второго порядка по   и  . 

 

 

 





w
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3.5.2. Внешнее разложение нулевого порядка  

в разложении по малым параметрам   и   

 

Из полной постановки задачи (3.19 - 3.23) после подстановки 

приближенного решения в форме (3.27 - 3.28) и выполнения этих уравнений 

при 0  и 0  получим систему уравнений  
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и граничные условия 
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Вид пограничных условий (3.31 - 3.32) говорит о том, что они не 

зависят от угловой координаты  , и сами уравнения в частных производных 

тоже не содержат переменную  , следовательно и скорости 
00 , wV  и 

давление 0P не зависят от переменной  . 

В результате мы должны рассматривать систему (3.29 - 3.30) как 

систему 2-х обыкновенных дифференциальных уравнений.  

;0 0
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2
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при граничных условиях  
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,0)()(;0)(;0)( '000   wwwV                   (3.36) 

где 00
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0
0 )(   ww отн . 

Уравнение (3.33) для )(0 V  и граничные условия (3.35 - 3.36) для )(0 V  
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показывают, что допустимым является нулевое решение для )(0 V , т. е. 

радиальное движение материала в нулевом приближении отсутствует и 

перепада давления по радиусу нет, так что давление 0P  в нулевом 

приближении постоянно  

ConstP ),(0  .                        (3.37) 

Для дифференциального уравнения второго порядка для )(0 w  (3.34) 

из (3.35 - 3.36) мы имеем право выбирать только условия сопряжения 

внутреннего и внешнего разложений на границе пограничного слоя, 

поскольку условия прилипания уже использованы для решений внутри 

пограничного слоя, что для )(0 w  будет иметь следующие задачи:  

;0)(''0 w       

 ;0)()( 0
0

0
0   отнотн ww                  (3.38) 

.0)()( '00   ww       

Решение дифференциальной задачи (3.38) имеет вид 

            21
0 )( CCw  ,                                                (3.39) 

где С1 и С2 определяются из граничных условий 

          002021   CCC , 

          0221  CCC  .                                                  (3.40) 

Из условий (3.40) определяются С1 и С2.  

).();2/( 0010002   CС        (3.41) 

Распределение окружной скорости )(w 0
 имеет линейный вид 
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Рис. 3.5. График распределения окружной скорости )(0 w   

в нулевом  приближении 

 

Как следует из графика распределения окружной скорости )(0 w  в 

нулевом приближении вблизи высшей границы    образуется застойная 

зона малой толщины )(   .  

Таким образом, в нулевом приближении разложения скоростей и 

давления в ряд по малым   и   материал совершает чисто вращательное 

движение 0,0 00  wV  по окружности при постоянном давлении 0P  в 

области течения с относительно тонкой зоной застоя вблизи внешней 

неподвижной границы.  

 

3.5.3. Внешнее разложение первого порядка по параметру   

для скорости течения V  и w  

 

Подставляя разложение для скоростей V и w в виде рядов (3.27, 3.28) в 

уравнения (3.19) и граничные условия (3.20 - 3.23) и выполняя условия 

равенства при слагаемых 1 , получим 
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Граничные условия (3.44) и сами границы   j0  не содержат 

угловой переменной   и сами уравнения в правой части (3.43) тоже не 

содержат переменной  , так что задачи (3.43 - 3.44) являются системой 2-х 

обыкновенных дифференциальных уравнений 2-го порядка, в которой  
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 cc C .                                    (3.45) 

В результате вычислений (45) приходим к выводу, что система 

уравнений (3.43) является неоднородной и при нулевых граничных условиях 

(3.44) имеет не нулевое решение, т. е. в первом приближении по малому 

параметру микроструктуры   сама микроструктура влияет на внешнее 

разложение в нулевом приближении, т. е.  

.0),(;0),(    wV                                                                 (3.46) 

Условие непротиворечивости уравнений (3.43) доставляет 

обыкновенное дифференциальное уравнение для возмущения давления 

  .0)( ''2  P                                                              (3.47) 

Из (3.47) можно получить распределение по радиусу добавочного 

давления )(P  

./)( BAP  
                                                            (3.48) 

Однако независимость правых частей уравнений (3.43) от   приводит 

к однородному уравнению для )(w  и при граничных условиях (3.44). 

.)(;)(;0 220' CwCww  
                                  (3.49) 

где )2/( 0002   wС , 

Из уравнения и граничных условий (3.49) определяется возмущенная 
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скорость w  
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w .                                     (3.50) 

Радиальная добавка скорости )(V  не ограничивается уравнением, но 

в силу нулевых граничных условий она равна нулю 

.0)( V                                                                         (3.51) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.6 . Схематическое избрание добавочной w  окружной скорости 

 

 Из рис. 3.6  следует, что микроструктура ведет к увеличению окружной 

скорости вблизи вращающегося вала и к уменьшению скорости на внешней 

границе. 

 

3.5.4. Внешнее разложение 
 wV ,  первого порядка по параметру    

(эксцентриситету внешней эллиптической границы)  

для скорости течения 
 

Подставляя разложение для скоростей ),( V  и ),( w  в виде рядов 

(3.27, 3.28) в уравнение (3.19) и граничные условия (3.20 - 3.23) и выполняя 

условия равенства при слагаемых 1 , получим уравнения 
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И граничные условия 
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Граничные условия (3.50 - 3.51) содержат выражения, показывающие 

влияние приближения нулевого порядка ),(0 V и ),(0 w  на приближение 

1-го порядка V  и w . Уточним граничные условия с учетом 0V и 0w  
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    (3.53) 

Для системы 2-х уравнений в частных производных 2-го порядка шести 

граничных условий избыточно, так что граничные условия, используемые в 

расчете пограничного слоя, должны быть исключены. Такими условиями 

являются условия прилипания 

.0),(),(),( 00    VVw                               (3.54) 

Саму систему 2-х уравнений (3.47 - 3.48) упростим, исключив из них 

V путем дифференцирования 1-го уровня по  , второго – по   и исключая 

из полученных 'V , получим условие непротиворечивости  

.0''''  









  wwww  

Граничные условия (3.50 - 3.51) и уравнения (3.47 - 3.48) допускают 

представление скоростей V  и w в форме разделяющихся переменных  
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.2cos)(),(;2sin)(),(    wwVV                 (3.55) 

Для сомножителей V и w получим систему 2-х обыкновенных 

дифференциальных уравнений 

.0"2

0224
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wwV




                                                             (3.56) 

Граничные условия (3.52 - 3.53) примут для w  вид 
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               (3.57) 

Граничные условия для V будут 

.0)(;0)( 0   VV                   (3.58) 

Система уравнений (3.56) имеет точное решение 

Второе из уравнений (3.56) интегрируется один раз 

,2'2 1DwwV                    (3.59) 

где 1D  - постоянная интегрирования. 

Из (3.59) получаем 

).2'(
2

1
1DwwV                     (3.60) 

Подставляя V из (3.60) в (3.56) получим уравнение для w.  

.' 1Dww                     (3.61) 

Уравнение (61) интегрируется и имеет точное решение  

.21 DDw                     (3.62) 

Поскольку мы рассматриваем внешнее разложение, то условие 

прилипания не выполняем, а используем условия качения представительного 

элемента для нахождения постоянных D1 и D2 

.
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                 (3.63) 

Из (3.63) находим D1 и D2 
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где ).2/( 0002  C                             (3.67) 

Собирая представление для слагаемых первого порядка V  и w  (3.55) 

вместе с   (3.65 - 3.67) получим 
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Рис. 3.7. График возмущения относительной окружной скорости wZ  как 

функции угла   и параметра микроструктуры   для случаев   

1.0)   a , 5.0)   б  
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Рис. 3.8. График возмущения относительной радиальной скорости vZ  как 

функции угла   и параметра микроструктуры   для случаев   

1.0)   a , 5.0)   б  

 

Из (3.68 - 3.69) следует, что эксцентриситет   вызывает слабое порядка 

1  изменение окружной скорости w  (3.68) (которая зависит от радиуса и 

угла  ) и радиальной скорости V (не зависящей от радиуса). На рис. 3.7  

представлены графики относительных добавочных скоростей V  и w . 

 

Как следует из рис. 3.7, 3.8 увеличение относительного радиуса   

вращающегося цилиндра ведёт к увеличению возмущения окружной 

скорости w  за счёт эксцентриситет  , причём это возмущение носит 

гармонический характер по углу  . 

Сам знак + или - возмущения определяется знаком    2222 / aбaб  , так 

что для эллипса, растянутого вдоль  0;  бax , окружная  ,rw  скорость  

уменьшается. 

Отметим, что возмущение радиальной скорости vZ  не зависит от 

радиуса   и носит гармонический характер по углу  . 
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Глава 4. Компьютерное моделирование 

сингулярных задач течения микроструктурного           

материала методом конечных элементов (МКЭ) 

 с нелинейными базисными функциями  

 

4.1. Особенности численного моделирования задач вращательного 

движения микроструктурного вязкопластического материала 

 

Сложность компьютерного, аналитического и численного 

математического рассмотрения сдвигового течения микроструктурной 

вязкопластической жидкости в цилиндрической щели определяется 

несколькими причинами [60]: 

во-первых, отсутствуют алгоритмы и выражения в виде формул 

расчёта мощности сил трения МВПМ  во вращательном движении 

подшипников скольжения; 

во-вторых, возможно образование зон отвердевания материала 

(застойных зон течения), границы которых могут быть определены только в 

процессе решения самой задачи; 

в-третьих, сама дифференциальная задача нахождения скорости 

течения материала определяется дифференциальным уравнением [45] 4го  

порядка, в котором малый параметр Rh /  (характеризующий  

микроструктуру материала) стоит как коэффициент при старших  

производных 4го порядка (в однажды продифференцируемом уравнении [45] 

старшими производными являются производные 3-го  порядка). Этот факт 

характеризует задачу [45] как сингулярно возмущенную [95, 110] и учёт 

малого параметра   ведёт к отличию поведения скорости сдвигового течения 

(рис. 4.1) с учётом   от поведения скорости 0/Vw   без учёта  ,  т. е.  

течение вязкопластического материала и течение микроструктурного 

вязкопластического материала кардинально отличаются.  
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Рис. 4.1. Схематическое изображение области  *, RRr  ,  

сдвигового течения и застойной зоны   RRr ,*
 

 

 Задачу компьютерного моделирования сдвигового течения 

микроструктурного вязкопластического материала в кольцевом зазоре 

поставим как задачу численного построения решения обыкновенного  

дифференциального уравнения [45] четвёртого порядка с граничными  

условиями на неизвестной границе 
*Rr   и на известной границе  Rr . 
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Предложенная задача (4.1 - 4.2) представляет собой граничную задачу и её 

решение планируется осуществить методом конечных элементов с выбором 

нелинейных базисных функций, заданных на всей области решения  1,0 . 

 

 

 

R+ 

R- R* 

Wo
 

Ω 



  72 

4.2. Выбор численного алгоритма решения задачи о течении 

вязкопластического материала при наличии неизвестных 

заранее границ отвердевания материала 

Задача определения поля скоростей при плоском течении 

вязкопластического материала с учётом микроструктуры самого материала 

формулируется как задача нахождения решения обыкновенного (или в 

частных производных) линейного дифференциального уравнения с 

переменными коэффициентами. Особенностью задачи является то, что она 

является сингулярно возмущённой. Малый параметер /h L, 

характеризующий микроструктуру (здесь h  - характерный размер 

микроструктуры, L - характерный линейный размер самой задачи), стоит как 

коэффициент при старших производных, так что анализ задачи методом 

возмущений приводит в нулевом по   приближении к потере части 

граничных условий. Исходя из этих  соображений желателен анализ задачи в 

целом в отличие от разложения по малому параметру   и выделения 

пограничного слоя. 

 

4.3. Формулировка дифференциальной задачи 

 

 Пусть поле скоростой плоского течения вязкопластического материала 

задаётся системой 2x дифференциальнных уравнений в частных производных 

4го порядка с переменными коэффицентами  
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   (i=1,2).          (4.3)             

Здесь Dx , Dy   - частная производная, а - функции координат. 

На рис. 4.2 представлена область D течения, при этом часть границы г* 

области течения (x,y) ϵ D заранее неизвестно.  
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Рис. 4.2. Схематическое изображение области течения  

вязкопластического материала 

 

 Граничными условиями на Г+ и Г-  являются условия прилипания 

частицы материала к границе и условия типа «качения» представительного 

элемента вдоль Г 

 

ν| г+ =0  ;  ν| г- = νо;   

 

;0;0   ГГГГ n
v

n
v









                    (4.4) 

 

k2 . 

 

здесь n, τ - нормаль и касательная к границе Г  или Г*  . 

 

Построение точного или приближенного аналитического решения задачи (4.3 

- 4.4) представляется затруднительным, поэтому остановимся на выборе 

численных методов. 

 

4.4. Характерные свойства метода конечных разностей решения задачи 
 

 При замене функций νi непрерывного аргумента (x, y) и производных 

по x, y на стеке с шагом Δx, Δy задача (4.3 - 4.4) сведётся к системе MxN 

линейных алгебраических уравнений для ~  с разреженной матрицей, при 

этом порядок аппроксимации задачи (4.3 - 4.4)   конечно разностным 

νy 

 



  

νx 

г * 

 

г + 

 

г - 
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аналогом будет иметь второй порядок точности по шагу Δ 

2.~~
 CDD                     (4.5) 

здесь D
~

 - разреженная матрица  размерности MxN, ~ - вектор. 

 

4.5. Характерные свойства метода конечных элементов (МКЭ)      

решения дифференциальных уравнений с выбором нелинейних 

базисных функций 

 

 Самым простым вариантом МКЭ является [109] введение линейных 

базисных функций на сетке с шагом Δ (в одномерном случае), представление 

решения задачи (4.3 - 4.4) в виде ряда по базисным функциям (4.7) и 

ортогонализация невязки (4.8) в системе тех же базисых функций .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 4.3. Схематическое изображение одномерной  

линейной базисной функции 
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Однако такой подход к решению задачи (4.3-4.4) невозможен в силу 

отсутствия 2-х, 3-x и 4-x  производных от  xk  в силу линейности базисных 

функций (4.7). 

Возможным выходом из сложившейся ситуации является введение базисных 

функций более высокого порядка[109] или введение нелинейных базисных 

функций вида [41] 

 
 

2

2



ixx

i ex




 .                  (4.9) 

 

Предложенная базисная функция известна как «мексиканская шляпа» [41]. Её 

особенностью является наличие производных по x от  xi  любого порядка и 

быстрое затухание  xi  с увеличением  2ixx   при уменьшении      

параметра  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.4. График базисной функции «мексиканская шляпа» 

 для различных значений 21    (представленный в системе MATLAB) 

 

 

Систему нелинейных, почти ортогональных, базисных функций можно 

ввести аналогично (4.9) 
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Рис. 4.5. Схематическое изображение базисной функции  xi  

 

 

Подсчитаем производные от базисной функции  xi  
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Оценим порядок неортогональности рядом стоящих базисных функций 

i и 1i , вычислив интеграл от произведения i , j  

  .2/
1

1

 




 OedxJ
ix

ix
jiij

                         (4.12) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.6. Схематическое изображение графика произведения 

 соседних базисных функций 1. ii   

 

 

Использование нелинейных базисных функций (4.10) позволяет построить 

систему линейных уравнений с трехдиагональной матрицей для решения 

обыкновенного дифференциального уравнения 4-го порядка. В качестве 

регулятора построенной матрицы выступают: δ - малый параметр сингулярно 

возмущенного уравнения (4.1), Δ - шаг сетки и параметр    [116]. 

 

 

4.6.1. Конечно-разностная аппроксимация обыкновенного 

дифференциального уравнения 4-го порядка на сетке  

методом конечных элементов 

 

 Пусть задача (1) приведена к виду 
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Условие ортогональности невязки уравнения (4.13) к базисной фунции  

  njxj ...21  (4.8) приводит задачу (4.13) к системе линейных 

алгебраических уравнений bAy  .  
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Система алгебраических уравнений (4.14) BAy   имеет 3-х диагональный 

вид с параметрами  , 2  и   

iiiiiiiiii ByAyAyA   1111      ( i , j = 1   2   … n ).             (4.15) 
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Физическая сущность задачи течения микроструктурных материалов 

предполагает положительную определённость матрицы А и одинаковый 



  79 

порядок коэффициентов для учёта эффектов микроструктуры. Это возможно 

при выборе величины   базисных функций:  1/ 2 O  т. е. при  ~ , 

при этом размер шага дискретизации   должен быть больше    . 

Предельная оценка решения iy  в случае больших  , малых  ~                  

следует из (4.15) 

    1...32/ 00  niAxBy iiioii                (4.17) 

Повышение точности предложенного варианта МКЭ можно 

осуществить путём учёта в уравнении (4.8) (ортогонализации невязки) 

интервала [xj-2 , xj+2], что приведёт систему разностных уравнений bAx   

(4.14) к виду с пятидиагональной матрицей, необходимости учета всех 

граничных условий и выявлению пограничного слоя . [102, 105, 143, 144] 

 

4.6.2. Вычислительный алгоритм построения решения  

системы линейных алгебраических уравнений,  

реализующих метод конечных элементов 

 

Задача состоит в нахождении решения системы линейных 

алгебраических уравнений   Ay=b, где  

 ijaA   – квадратная матрица (i,j=1 2 … n)  (задан) 
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 – вектор столбец  (неизвестное) 
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 – вектор столбец     (задан) 

трехдиагональная матрица A  имеет вид  
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где элементы матрицы A  представимы таким образом 
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 , (k=2,3,…, n-1); 

0...;0... 3,2,2,21   knkkkkkkkk aaaaaa . 

Вектор b  представим следующим образом 

     0;...1;;0 000021 





 nk bkCbCbb 





            (4.20) 

 1;0  1,...,3,2  nk . 

Схематически заполняемость элементов матрицы  A  можно представить так 
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               (4.21) 

 

где символ  ν  означает элемент матрицы отличный от нуля . 

 

 

Параметры задачи задаются в виде таблицы 
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Таблица 4.1. Входные данные для параметров  

при расчёте скорости методом прогонки 

 

 

                                                              

                                                                                             

 

 

 

 

Алгоритм прямой прогонки задаётся формулами [140, 141] 

1111111121 ;/;/ arrbqrap  ;         1й  шаг 

  1111,1, ;/;;/   kkkkkkkkkkkkkkkk paarrqabqrap       кй  шаг    (4.22) 

1,...,3,2  nk ; 

  11,11, ;/;   nnnnnnnnnnnn paarrqabq  .       nй  шаг 

 

Обратно решение задачи находим по формуле [140, 141] 

nn qy  , jjjj qypy  1   ( j=n-1,n-2,…,1)              (4.23) 

В результате нахождения решения iy   строится график функции 

 niyi ...,,2,1,0 . 

 

Программа решения системы алгебраических уравнений с 3-х 

диагональностною матрицей реализовано на языке Delphi. [11, 31,                  

19-23, 26-30, 116] 

 

 

 

 

 

 

 

n 10, 20, 30 

Δ 1/n 

γ 0.01, 0.1 

σ 0.01, 0.1 

δ 0, 0.01, 0.1 

C0 1 
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4.6.3. Схема алгоритма расчёта скорости 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Задание (выбор) входных данных из таблицы 

 

 Течение с вращением 

внутреннего цилиндра 

B[1]=1  , co=0 

 

 

 Течение с градиентом давления 

вдоль окружности 

B[1]=0  , co=-1 
 

 

 (Задание граничных условий) 

Задание элементов 1-й строки матрицы A  
 

 

Задание сетки ξ n 

 

Задание элементов матрицы  A  

 в цикле начиная строкой 2 до  строки  N-1  включительно 

 

(Задание граничных условий) 

Задание элементов N-1 строки  матрицы  A 

 

Вычисление значений первых прогоночных 

коэффициентов 
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Вычисление значений  последних прогоночных 

коэффициентов 
 

 

(Процедура) 
Вычисление прогоночных коэффициентов  вторых , 

третьих и т.д. до (N-1) x 
 

 

Вычисление значений y[N]  в последней точке 

 

Построение графиков скорости 

 

Процедура обратной прогонки вычисления y(N-1) … y(1) 
 

 

 Возврат в интерфейс для задания новых входных данных 
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4.6.4. Алгоритма расчёта скорости 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         Начало 

Ввод данных 

N, Δ , γ , δ , σ , Co 

BB= 0.1 ,  0,5 

i - номер строки,  j - номер столбца 

номера элементов матрицы A и вектора  b 

N - число разбиений области решения 

DD- шаг  Δ=1/N 

i=1 до N;  j=1 до N 
 

 A[i,j] := 0 

 

A[1,1] := DD-Gamma 

A[1,2] := Gamma 

i, j, k : integer 

k= 2 до N-1 

вычисление значений ξ  для элементов  

A(k) матрицы A  
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A[N,N-1] := Gamma ; A[N,N]   := DD-Gamma 

 

 

R[1] := A[1,1] ; P[1] := -A[1,2]/R[1]; Q[1] := B[1]/R[1] 

j= N-1 downto 1  

Y[j] := P[j]*Y[j+1]+Q[j] 

 

R[N] := A[N,N]+A[N,N-1]*P[N-1]; 

Q[N] := (B[N]-A[N,N-1]*Q[N-1])/R[N]; 

Y[N] := Q[N]; 

 

 

 

B[k] := Co*DD/Sigma*(Ksi[1]+DD*(k-1)) 

k= 3 до N-1 

B[1] := 0;  B[2] := Co*DD/Sigma*(Ksi[1]+DD) 

B[2] := Co*DD/Sigma*(Ksi[1]+DD) 

k= 2 до N-1 

R[k] := A[k,k]+A[k,k-1]*P[k-1]; 

P[k] := -A[k,k+1]/R[k]; 

Q[k] := (B[k]-A[k,k-1]*Q[k-1])/R[k] 

 

 

 

конец 

построение графиков 
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Численные расчёты скорости течения микроструктурного 

вязкопластического материала в цилиндрическом зазоре, под действием 

перепада давления внутренний цилиндр которого неподвижен, приведены на 

рис. 4.7  - 4.14. 

На рис. 4.7 - 4.8 даны графики скорости течения для случаев 

прилипания материала к неподвижным стенкам зазора на которых 

демонстрируется факт уменьшения максимальной скорости течения с 

увеличением параметра микроструктуры  δ: 

   07.01.0max  , 

   11.001.0max   . 

Градиент скорости при этом на внешнем контуре принимает значения  

  015.01.0   , 

    03.001.0    . 

Из приведенных значений следует, что касательное напряжение на 

стенке, пропорциональное градиенту скорости уменьшается с увеличением 

параметра  δ  и сама скорость 
max  уменьшается, т.е. течение материала 

становится гладким. 

 

На рис. 4.9 - 4.14 приведены графики скорости течения в случае 

движения материала на внутренней границе. Увеличение скорости течения 

на границе ведёт к слабому влиянию градиента давления (рис. 4.9 - 4.11), 

уменьшение скорости на внутренней границе (рис. 4.12. - 4.14) приводит к 

усилению влияния перепада давления , так что при очень маленькой 

скорости    001.01  B  её влияние пренебрежимо мало (рис. 4.14). 

 

 

 

 

 

 



  87 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.7. 

Рис. 4.9. 

Рис. 4.8. 
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Рис. 4.10. 

Рис. 4.11. 

Рис. 4.12. 
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Рис. 4.7. - 4.14. Примеры расчета скорости течения при различных значениях 

вводных параметров Δ, σ, δ (вдоль оси координат отложена скорость, 

значения которой в соответствующей точке представлены в виде таблицы) 

 

 

Проведенные расчёты поля скоростей течения при уменьшении шага 

сетки показывают  детализацию течения и структуру пограничного слоя , что 

согласуется с анализом течения методом возмущений. 

 

 

Рис. 4.13. 

Рис. 4.14. 
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Заключение 
 

В заключении сформулированы основные научные результаты 

диссертации. 

 

1.  Формулировка замкнутой математической модели вращательного 

движения микроструктурного вязкопластического материала с учётом 

выделения пограничного слоя, граничных условий на заданных внешних 

границах и условия на границе затвердевания вязкопластического 

материала,сильные условия продолжения решения, состоящие в линейном 

продолжении решения за пограничный слой. 

2.  Создан алгоритм и расчётные формулы математической модели  

построения поля скоростей вращательного течения микроструктурного 

вязкопластического материала в зазоре с внешней эллиптической границей и 

внутренним вращающимся валом. Показано, что малый эксцентриситет 

внешней границы сохраняет устойчивым характер сдвигового течения и 

приводит к увеличению необходимого для вращения цилиндра крутящего 

момента. 

3.  Выражения для расчёта поля скоростей течения в кольцевом зазоре 

с эксцентрично вращающимся внутренним валом и графики скоростей 

течения в зазоре, которые показали сохранение общего характера 

сдвигового течения при малом эксцентриситете расположения внутреннего 

вала. Малый эксцентриситет расположения внутреннего вращающегося 

цилиндра приводит к увеличению прикладываемого крутящего момента. 

4.  Программный комплекс, реализующий численный алгоритм 

дискретизации исследуемой сингулярно возмущенной задачи методом 

конечных элементов (МКЭ) с использованием нелинейных базисных 

функций. Программа решения полученной системы линейных 

алгебраических уравнений реализована в среде Delphi. Построенный 

алгоритм обладает устойчивостью по отношению к малым возмущениям и 
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позволил проводить расчёты поля скорости без выделения пограничного 

слоя. Погрешность построенного алгоритма есть величина порядка  

геометрического шага разбиения и зависит также от параметра σ  базисных 

функций.  

Проведенные численные расчёты вращательного течения   

соответствуют расчётам по методу введения пограничного слоя и выделения 

основного течения, выполненным в главе 2 для течения с возмущёнными 

границами. 
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Листы программы 
 
 
unit DECLAR; 

{Назначение: Описание и объявление нестандартных типов и 
    глобальных данных и объектов } 

interface 
Const 

NMax=100; 
Type 

Vector = array [1..NMax] of real; 
Matrix = array [1..NMax,1..NMax] of real; 

var 
A  : Matrix; 
B  : Vector; 
Co  : integer; 
DD   : real; 
Delta  :  real; 
EndCal  : boolean;  // Окончание вычислений  
EndExp   : boolean; //Завершение компьютерного эксперимента   
Gamma : real; 
Ksi  : Vector; 
N  : integer; //Число узлов   
P  : Vector; 
Q  : Vector; 
R  : Vector; 
Sigma  : real; 
Y  : Vector; 

implementation 
end. 
 
unit CALCUL; 
    // Назначение: Проведение вычислений согласно дискретному аналогу 
          //    математической модели и разработанному алгоритму вычислений 
  interface 

uses 
DECLAR; 

procedure Stepon; 
procedure Result; 

implementation 
procedure Stepon; 
var 

i, j, k : integer;    // i - номер строки,  j - номер столбца 
// номера элементов матрицы A и вектора  b 



begin 
for i := 1 to N do // N - число разбиений области решения 
for j := 1 to N do 

A[i,j] := 0; 
A[1,1] := DD-Gamma; // Задание элементов 1-й строки 

 // матрицы A , DD- шаг  Δ=1/N 
A[1,2] := Gamma; 

for k := 2 to N-1 do // Задание элементов матрицы  A 
// начиная со строки 2 до  строки  N-1  включительно  

Begin 
   // Вычисление значений ksi  для элементов  A(k) матрицы A 

Ksi[k-1] := (k-1)/N; 
Ksi[k]   := k/N; 
Ksi[k+1] := (k+1)/N; 
A[k,k-1] := DD/Sigma*exp(-DD/Sigma) 
*(-Delta/(sqr(Sigma)*Sigma) 
*sqr(Ksi[k-1])*Ksi[k-1]-2*Delta/sqr(Sigma)*sqr(Ksi[k-1]) 
-3*Delta/Sigma*Ksi[k-1]-3*Delta+sqr(Ksi[k-1])*Ksi[k-1] 
/Sigma+sqrt(Ksi[k-1])); 
A[k,k]   := (1-exp(-2*DD/Sigma))/Sigma 
*(-4*Delta/sqr(Sigma)*sqr(Ksi[k]) -6*Delta+2*sqr(Ksi[k])); 
A[k,k+1] := DD/Sigma*exp(-DD/Sigma) 
*(Delta/(sqr(Sigma)*Sigma) 
*sqr(Ksi[k+1])*Ksi[k+1]-2*Delta/sqr(Sigma)*sqr(Ksi[k+1]) 
+3*Delta/Sigma*Ksi[k+1]-3*Delta-sqr(Ksi[k+1])*Ksi[k+1] 
/Sigma+sqr(Ksi[k+1])); 

end; 
A[N,N-1] := Gamma;   // Задание элементов матрицы  A строки 
A[N,N]   := DD-Gamma; // для последний строки 
B[1] := 0; // Задание элементов вектора b первой части  

// уравнения  Ay=b 
B[2] := Co*DD/Sigma*(0.1+DD); 
For k := 3 to N-1 do B[k] := Co*DD/Sigma*(0.1+DD*(k-1)); 

{ Алгоритм прогонки} 
{   прямой ход            } 
R[1] := A[1,1]; // Задание элементов 1x  значений прогоночные 

// коэффициентов p,Q 
P[1] := -A[1,2]/R[1]; 
Q[1] := B[1]/R[1]; 
For k := 2 to N-1 do 

Begin  // Вычисление в цикле прогоночные коэффициентов 
R[k] := A[k,k]+A[k,k-1]*P[k-1]; 
P[k] := -A[k,k+1]/R[k]; 
Q[k] := (B[k]-A[k,k-1]*Q[k-1])/R[k]; 



End; 
// Вычисление значений последних прогоночных коэффициентов 
R[N] := A[N,N]+A[N,N-1]*P[N-1];   
Q[N] := (B[N]-A[N,N-1]*Q[N-1])/R[N]; 
{   обратный ход             } 
// Вычисление значений  решения y(N) в последний точке 
Y[N] := Q[N];  

// обратной прогонки операция 
For j := N-1 downto 1 do Y[j] := P[j]*Y[j+1]+Q[j]  

end; {Stepon} 
procedure Result;  // построение графиков 
begin 
end; {Result} 
end. 
 
unit CONTROL; 

// Назначение:  Организация управления вычислениями в комплексе 
interface 

uses 
DECLAR, PROLOG, CALCUL, OUTPUT, EPILOG; 

procedure Contrl; 
implementation 

procedure Contrl; 
// Назначение: Последовательность шагов выполнения 
// вычислений для одного расчета в рамках технологии 
 // программирования  OLYMPUS 

begin 
Inital;      // задание начальных физических данных 
Auxval;      // Вычисление промежуточных величин 
Start;       // задание начальных значений управляющих  
  переменных 
Output1;     // вывод исходных данных в файл результатов 
repeat 

Stepon;    // вычисления на одном шаге 
Output2;   // вывод промежуточных данных 
Tesend;    // проверка окончания вычислений 

until EndCal; 
Result;      // вычисления интегральных характеристик 

end; {Contrl} 
end. 
 
 
 
 



unit DATAWINDOW; 
interface 
uses 

Windows, Messages, SysUtils, Variants, Classes, Graphics, Controls, 
Forms,Dialogs, StdCtrls, ExtCtrls, DECLAR, TeeProcs, TeEngine, Chart, 
Buttons,Series; 

type 
TForm1 = class(TForm) 

Panel1: TPanel; 
Panel2: TPanel; 
Label1: TLabel; 
Panel3: TPanel; 
LabeledEdit1: TLabeledEdit; 
LabeledEdit2: TLabeledEdit; 
LabeledEdit3: TLabeledEdit; 
LabeledEdit4: TLabeledEdit; 
LabeledEdit5: TLabeledEdit; 
BitBtn1: TBitBtn; 
Chart1: TChart; 
Series1: TLineSeries; 
procedure BitBtn1Click(Sender: TObject); 

private  { Private declarations } 
public    { Public declarations } 
end; 

var 
Form1: TForm1; 

implementation 
 procedure TForm1.BitBtn1Click(Sender: TObject); 

//Назначение: Чтение данных с клавиатуры  
begin 

N     := StrToInt  (LabeledEdit1.Text); 
Gamma := StrToFloat(LabeledEdit2.Text); 
Sigma := StrToFloat(LabeledEdit3.Text); 
Delta := StrToFloat(LabeledEdit4.Text); 
Co    := StrToInt  (LabeledEdit5.Text); 

end;   
end. 
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