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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â êîíöå ÕÕ âåêà ìíîãîçíà÷íûé àíàëèç è òåî-

ðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé íà÷àëè áóðíî ðàçâèâàòüñÿ â ñâÿçè

ñ ðàçâèòèåì òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, òåîðèè èãð, íåãëàäêîãî

àíàëèçà è äðóãèõ ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè.

Èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ êëàññîâ íåëèíåéíûõ çàäà÷, ïîñòðîåíèå è èçó-

÷åíèå ðàçðåøèìîñòè àäåêâàòíûõ èì êëàññîâ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé è

âêëþ÷åíèé òðàäèöèîííî âêëþ÷àåòñÿ â íåëèíåéíûé ôóíêöèîíàëüíûé àíà-

ëèç. Ïðè èçó÷åíèè âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðàçðåøèìîñòüþ íåëèíåéíûõ

óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé, âàæíóþ ðîëü èãðàþò êà÷åñòâåííûå ìåòîäû, â

÷àñòíîñòè, òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå.

Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê âïîëíå íåïðåðûâíûõ ìíîãî-

çíà÷íûõ îòîáðàæåíèé áûëà ïîñòðîåíà íà ðàáîòàõ Ñ. Êàêóòàíè, Ñ. Ýé-

ëåíáåðãà è Ä. Ìîíòãîðìåðè, À. Ãðàíàñà, Ë. Ãóðíåâè÷à, À.Ä. Ìûøêèñà,

Þ.Ã. Áîðèñîâè÷à, Á.Ä. Ãåëüìàíà, Â.Â. Îáóõîâñêîãî è ìíîãèõ äðóãèõ.

Îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå îïåðàòîð-

íîãî âêëþ÷åíèÿ âèäà f(x) ∈ F (x), ãäå f - îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, F -

ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå.

Â 1997 ãîäó ïîÿâèëàñü ðàáîòà B. Ricceri, ïîñâÿùåííàÿ èçó÷åíèþ óðàâ-

íåíèé âèäà A(x) = f(x), ãäå A - ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ñþðúåêòèâíûé

îïåðàòîð, f - êîìïàêòíîå îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Â ýòîé ðàáîòå íå

òîëüêî áûëà äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü òàêèõ óðàâíåíèé, íî è èçó÷åíà òî-

ïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû B. Ricceri áûëè îáîáùåíû Á.Ä. Ãåëüìàíîì. Îí

èçó÷àë óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà A - çàìêíóòûé ëèíåéíûé îïåðàòîð.
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Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ îïåðàòîðíûõ âêëþ÷åíèé âèäà

A(x) ∈ F (x), ãäå A - ëèíåéíûé ñþðúåêòèâíûé îïåðàòîð, F - ìíîãîçíà÷-

íîå îòîáðàæåíèå ñ âûïóêëûìè êîìïàêòíûìè îáðàçàìè, äåéñòâóþùèìè

â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Â ïåðâîé ÷àñòè èçó÷àþòñÿ îïåðàòîðíûå âêëþ÷åíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà

ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì. Ïîëó÷åí-

íûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê èçó÷åíèþ âûðîæäåííûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ âêëþ÷åíèé âèäà A(x′) ∈ F (t, x), ãäå A - ëèíåéíûé ñþðúåêòèâíûé

îïåðàòîð, F - ìíîãîçíà÷íîå êîìïàêòíîå îòîáðàæåíèå.

Âòîðàÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíà âîïðîñàì ðàçðåøèìîñòè îïåðàòîð-

íûõ âêëþ÷åíèé âèäà A(x) ∈ F (x) â ñëó÷àå, êîãäà ìíîãîçíà÷íîå îòîáðà-

æåíèå F ÿâëÿåòñÿ óïëîòíÿþùèì îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A.

Ðàññìîòðåíèþ ýòèõ âîïðîñîâ è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.

Öåëü ðàáîòû.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ðàçðåøèìîñòè è ñâîéñòâ

ìíîæåñòâà ðåøåíèé îïåðàòîðíûõ âêëþ÷åíèé, ó êîòîðûõ ãëàâíàÿ ÷àñòü

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ñþðúåêòèâíûì îïåðàòîðîì è ïðèëîæåíèå ïîëó÷åí-

íûõ ðåçóëüòàòîâ ê èçó÷åíèþ ðàçðåøèìîñòè íîâûõ êëàññîâ âûðîæäåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé è óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû, âêëþ÷åííûå â äèññåðòàöèþ, ÿâ-

ëÿþòñÿ íîâûìè. Îòìåòèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1. Äîêàçàíû òåîðåìû î ðàçðåøèìîñòè è ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà ðåøå-

íèé îïåðàòîðíûõ âêëþ÷åíèé, ó êîòîðûõ ãëàâíàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-

òûì ëèíåéíûì ñþðúåêòèâíûì îïåðàòîðîì, à ìíîãîçíà÷íîå âîçìóùåíèå

âïîëíå íåïðåðûâíî îòíîñèòåëüíî ýòîé ãëàâíîé ÷àñòè.
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2. Ðàññìîòðåíû ïðèëîæåíèÿ äîêàçàííûõ òåîðåì ê ðàçðåøèìîñòè âû-

ðîæäåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ,

ó êîòîðûõ âûðîæäåíèå çàäàåòñÿ çàìêíóòûì ëèíåéíûì ñþðúåêòèâíûì

îïåðàòîðîì.

3. Èçó÷åíà ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì,

çàäàííûõ âûðîæäåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.

4. Äîêàçàíû òåîðåìû î ðàçðåøèìîñòè è ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà ðåøå-

íèé îïåðàòîðíûõ âêëþ÷åíèé, ó êîòîðûõ ãëàâíàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ íåïðå-

ðûâíûì ëèíåéíûì ñþðúåêòèâíûì îïåðàòîðîì, à ìíîãîçíà÷íîå âîçìóùå-

íèå ÿâëÿåòñÿ óïëîòíÿþùèì îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé ÷àñòè. Ðàññìîòðåíû

ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ òåîðåì äëÿ èçó÷åíèÿ îäíîãî êëàññà âûðîæäåí-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè ìíî-

ãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé è äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.

Äàííàÿ ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïðåäñòàâëåííûå â íåé

ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èçó÷åíèè íîâûõ êëàññîâ îïå-

ðàòîðíûõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé, çàäà÷ óïðàâëåíèÿ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ

êîíôåðåíöèÿõ "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, òåîðèè

óïðàâëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (Âîðîíåæ, ÏÌÒÓÌÌ-

2012)"; "Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ øêîëà Ñ.Ã. Êðåéíà - 2012"; íà Âîðîíåæ-

ñêèõ çèìíèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ (ÂÇÌØ-2011, ÂÇÌØ-2013)"; íà
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XXIII Âîðîíåæñêîé âåñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå "Ñîâðåìåííûå ìå-

òîäû òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷"(Âîðîíåæ, 2012ã.); íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷-

íîé êîíôåðåíöèè ¾Êîëìîãîðîâñêèå ÷òåíèÿ � VI. Îáùèå ïðîáëåìû óïðàâ-

ëåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (Òàìáîâ, 2013); íà íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ â

Âîðîíåæñêîì ãîñóäàðñòâåííîì ïåäàãîãè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå. Ðåçóëüòà-

òû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå ïðîô. Îáóõîâñêîãî Â.Â.

(ÂÃÏÓ, 2013).

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 8 ðàáîòàõ: [1] - [8]. Ðàáîòû

[1], [2], [3] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷-

íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ. Èç

ñîâìåñòíûõ îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò [1] -[3] â äèññåðòàöèþ âêëþ÷åíû ðå-

çóëüòàòû, ïðèíàäëåæàùèå ëè÷íî àâòîðó.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïóíêòû è

ïîäïóíêòû, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 41 íàèìåíîâàíèå. Îáúåì

ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 84 ñòðàíèöû òåêñòà.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Âî ââåäåíèè äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð ëèòåðàòóðû ïî òåìå äèññåðòàöèè

è èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Ïåðâàÿ ãëàâà ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé, îíà ñîäåðæèò ñâåäåíèÿ èç

òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé è äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé,

íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì.

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà âîïðîñàì ñóùåñòâîâàíèÿ è
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ñâîéñòâàì ìíîæåñòâà ðåøåíèé îïåðàòîðíûõ âêëþ÷åíèé âèäà

A(x) ∈ F (x), (2.1)

ãäå A � çàìêíóòûé ëèíåéíûé ñþðúåêòèâíûé îïåðàòîð, F � ìíîãîçíà÷-

íîå êîìïàêòíîå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A âîçìóùåíèå. Ðàññìàòðèâàþò-

ñÿ ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ òåîðåì äëÿ èçó÷åíèÿ âûðîæäåííûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé è îäíîãî êëàññà óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì.

Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ñòàòüÿõ [1], [4], [5] [6], [7],

Â ïóíêòå 2.1 èçó÷àåòñÿ ðàçðåøèìîñòü îïåðàòîðíûõ âêëþ÷åíèé è

ñâîéñòâ ìíîæåñòâà ðåøåíèé âêëþ÷åíèé âèäà A(x) ∈ F (x), ãäå A(x) �

çàìêíóòûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, F (x) � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå.

Ïóñòü E1, E2 - áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, A : D(A) ⊂ E1 → E2 � çàìêíó-

òûé ëèíåéíûé ñþðúåêòèâíûé îïåðàòîð.

2.1.1 Îïðåäåëåíèå. ×èñëî

||A−1|| = sup
y∈E2

(
inf{||x|| | x ∈ E1, A(x) = y}

||y||
)

íàçûâàåòñÿ íîðìîé ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ A−1.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ||A−1|| <∞.

Ïóñòü X � ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà E1, F : X → Kv(E2) � ìíîãî-

çíà÷íîå îòîáðàæåíèå.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå:

A(x) ∈ F (x). (2.1)

Îáîçíà÷èì N(A,F ) ìíîæåñòâî ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ (2.1).

Ïóñòü x0 ∈ D(A) ⊂ E1 íåêîòîðàÿ òî÷êà, BR[x0] çàìêíóòûé øàð ðà-

äèóñà R ñ öåíòðîì â x0, F : BR[x0] → Kv(E2) � âïîëíå íåïðåðûâíîå

ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå.
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2.1.5 Òåîðåìà. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî k > ||A−1||, ÷òî äëÿ

ëþáîé òî÷êè x ∈ BR[x0] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

min
u∈F (x)

||A(x0)− u|| ≤ R

k
,

òî ìíîæåñòâî N(A,F ) ̸= Ø.

2.1.8 Ñëåäñòâèå. Ïóñòü âïîëíå íåïðåðûâíîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðà-

æåíèå F : E1 → Kv(E2) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà c è d òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

x ∈ E1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

max
u∈F (x)

||u|| ≤ c||x||+ d.

Ïóñòü ðàçìåðíîñòü dim(Ker(A)) ≥ 1.

Åñëè

c <
1

||A−1||
,

òî ìíîæåñòâî N(A,F ) ̸= Ø è íåîãðàíè÷åíî.

Â ïóíêòå 2.2 äîêàçàííûå òåîðåìû ïðèìåíÿþòñÿ ê èññëåäîâàíèþ âî-

ïðîñîâ ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíîãî êëàñ-

ñà âûðîæäåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé.

Ïóñòü A : D(A) ⊂ E1 → E2 � ëèíåéíûé çàìêíóòûé ñþðúåêòèâíûé

îïåðàòîð, x0 ∈ D(A), BR[x0] � çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â

òî÷êå x0. Ïóñòü ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : [0, T ]×BR[x0] −→ Kv(E2)

âïîëíå íåïðåðûâíî.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

A(x′) ∈ F (t, x), (2.4)

A(x(0)) = A(x0). (2.5)
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2.2.1 Îïðåäåëåíèå. Ðåøåíèåì çàäà÷è (2.4), (2.5) íà ïðîìåæóò-

êå [0, l], ãäå 0 < l ≤ T , íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ x(t)

òàêàÿ, ÷òî A(x′(t)) ∈ F (t, x(t)) äëÿ ï.â. t ∈ [0, l], è A(x(0)) = A(x0).

Îáîçíà÷èì
∑

(x0, [0, l]) - ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (2.4), (2.5) íà

ïðîìåæóòêå [0, l].

2.2.2 Òåîðåìà. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íàéäåòñÿ òàêîå

÷èñëî l0 > 0, ÷òî
∑

(x0, [0, l0]) ̸= Ø.

Â ïóíêòå 2.3 òåîðåìû, ïîëó÷åííûå â ïóíêòàõ 2.1 è 2.2, ïðèìåíÿþòñÿ

ê èçó÷åíèþ òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà ëîêàëüíûõ ðåøåíèé

âûðîæäåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé.

2.3.9 Òåîðåìà. Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâî KerA ÿâëÿåòñÿ äîïîëíÿå-

ìûì â ïðîñòðàíñòâå E1. Åñëè dim(KerA) ≥ 1, òî ñóùåñòâóåò òàêîå

÷èñëî l0 > 0, ÷òî∑
(x0, [0, l0]) ̸= Ø è dim(

∑
(x0, [0, l0])) = ∞.

Ïóíêò 2.4 ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, çàäàííûõ âûðîæ-

äåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñíà÷àëà àáñòðàêòíàÿ ìîäåëü óïðàâëÿåìîé ñèñòå-

ìû.

Ïóñòü E1, E2, E3 - áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, A : D(A) ⊂ E1 → E2 -

çàìêíóòûé ëèíåéíûé ñþðúåêòèâíûé îïåðàòîð, f : E1 × E3 → E2 íåëè-

íåéíîå îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(f1) f ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì;

(f2) ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà c1 è d1 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé

òî÷êè (x, u) ∈ E1 × E3 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

||f(x, u)|| ≤ c1(||x||+ ||u||) + d1;
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(f3) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ E1 îòîáðàæåíèå

fx = f(x, ·) : E3 → E2

ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì îòîáðàæåíèåì.

Ïóñòü U : E1 → Kv(E3) - ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó ìíîãîçíà÷íîå îòîá-

ðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà c2 è d2 òàêèå, ÷òî

max
u∈U(x)

||u|| ≤ c2||x||+ d2 (2.11)

äëÿ ëþáîãî x ∈ E1.

Èçó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:

A(x) = f(x, u), (2.12)

u ∈ U(x). (2.13)

Çàäà÷ó (2.12)-(2.13) áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé

ñâÿçüþ, à ìíîæåñòâî U(x) - ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé äëÿ

òî÷êè x ∈ E1.

Ðåøåíèåì óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (2.12)-(2.13) áóäåì íàçûâàòü ïàðó (x∗, u∗)

òàêóþ, ÷òî

A(x∗) = f(x∗, u∗), (2.14)

u∗ ∈ U(x∗). (2.15)

Òî÷êó x∗ ∈ E1 íàçîâåì òðàåêòîðèåé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, à u∗ ∈ E3

- ñîîòâåòñòâóþùèì óïðàâëåíèåì.

2.4.1 Òåîðåìà.Ïóñòü îòîáðàæåíèå f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (f1)−

(f3), ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå U - ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó è óäîâëå-
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òâîðÿåò óñëîâèþ (2.11). Òîãäà åñëè

c1(1 + c2) <
1

||A−1||
,

òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (2.14) - (2.15) íåïóñòî.

Ïóñòü E1, E2, E3 � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, A : D(A) ⊂ E1 → E2 �

çàìêíóòûé ëèíåéíûé ñþðúåêòèâíûé îïåðàòîð, g : [0, T ]×E1 ×E3 → E2

� íåëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(g1) g ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì;

(g2) ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ôóíêöèè α è β, îïðåäåëåííûå íà ïðî-

ìåæóòêå [0, T ] òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè (t, x, u) ∈ [0, T ] × E1 × E3

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

||g(t, x, u)|| ≤ α(t)(||x||+ ||u||) + β(t). (2.17)

(g3) ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ t ∈ [0, T ] è x ∈ E1 îòîáðàæåíèå g

àôôèííî ïî u.

Ïóñòü ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå U : C([0,T ], E1) → Kv(C([0,T ], E3)) - ïî-

ëóíåïðåðûâíî ñâåðõó è ñóùåñòâóþò ÷èñëà c2 è d2 òàêèå, ÷òî ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî:

max
u∈U

||u|| ≤ c2||z||+ d2 (2.18)

äëÿ ëþáîãî z ∈ C([0,T ], E1).

Ïóñòü x0 ∈ D(A) - íåêîòîðàÿ òî÷êà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:

(Ax)′(t) = g(t, x(t), u(t)), (2.19)

ãäå

u(t) ∈ U(x)(t), (2.20)
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äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ],

A(x0) = Ax0. (2.21)

2.4.2 Òåîðåìà.Ïóñòü îòîáðàæåíèå g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (g1)−

(g3), ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå U - ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó è óäîâëå-

òâîðÿåò îöåíêå (2.18). Òîãäà åñëè

(1 + c2)

T∫
0

α(s)ds <
1

||A−1||
,

òî çàäà÷à (2.19)-(2.21) èìååò ðåøåíèå.

Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ìíîãîçíà÷íûõ óïëîò-

íÿþùèõ âîçìóùåíèé ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ñþðúåêòèâíûõ îïåðàòîðîâ.

Â íåé äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé âêëþ÷åíèé âèäà

A(x) ∈ F (x), ãäå A � íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ñþðúåêòèâíûé îïåðàòîð,

à F � óïëîòíÿþùåå ìíîãîçíà÷íîå âîçìóùåíèå A. Ïîëó÷åííûå òåîðåìû

ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíûõ ðåøåíèé îä-

íîãî êëàññà âûðîæäåííûõ âêëþ÷åíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ðåçóëü-

òàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [2], [3], [8].

Â ïóíêòå 3.1 ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìíîãîçíà÷íûõ óïëîòíÿ-

þùèõ îòîáðàæåíèé. Äàíû îïðåäåëåíèå ψ-óïëîòíÿþùåãî ìíîãîçíà÷íîãî

îòîáðàæåíèÿ è òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êè äëÿ ψ-óïëîòíÿþùåãî ìíî-

ãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ.

Â ïóíêòå 3.2 ýòîé ãëàâû äàíû îïðåäåëåíèÿ (A,ψ)-óïëîòíÿþùåãî

ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ è A-ïîä÷èíåííîãî îïåðàòîðà.

Ïóñòü E, E0 - áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, A : E → E0 - îãðàíè÷åííûé ëè-

íåéíûé îïåðàòîð. Ïóñòü â E0 çàäàíà ìîíîòîííàÿ, íåñèíãóëÿðíàÿ, àëãåá-

ðàè÷åñêè ïîëóàääèòèâíàÿ, âåùåñòâåííàÿ, ïðàâèëüíàÿ ìåðà íåêîìïàêò-
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íîñòè ψ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ψA : P (E) → R ∪ ∞, îïðåäåëåííîå

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψA(Ω) = ψ(A(Ω)).

Ýòî îòîáðàæåíèå ψA íàçûâàåòñÿ ìåðîé íåêîìïàòíîñòè èíäóöèðîâàííîé

îïåðàòîðîì A.

Ïóñòü D(F ) îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî â E, A : E → E0 � ëèíåéíûé

íåïðåðûâíûé ñþðúåêòèâíûé îïåðàòîð, F : D(F ) → Kv(E0) � ïîëóíåïðå-

ðûâíîå ñâåðõó ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå.

3.2.1 Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ (A,ψ)-óïëîòíÿþ-

ùèì, åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà Q ⊂ D(F ) èç íåðàâåíñòâà

ψ(F (Q)) ≥ ψA(Q)

âûòåêàåò ðàâåíñòâî ψA(Q) = 0.

3.2.3 Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îïåðàòîð B ïîä÷èíåí

îïåðàòîðó A, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ E ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

||A(x)|| ≥ ||B(x)||.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû (A,ψ)-óïëîòíÿþùèõ ìíîãîçíà÷íûõ

îòîáðàæåíèé.

Ïóñòü îïåðàòîð B : E → E1 ïîä÷èíåí îïåðàòîðó A, ìíîæåñòâî X

� îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî â E. Ïóñòü G : X × E1 → Kv(E0) �

ìíîãîçíà÷íîå ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî k ∈ (0, 1), ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X è
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ëþáûõ y1, y2 ∈ E1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

h(G(x, y1), G(x, y2)) ≤ k||y1 − y2||;

2) äëÿ ëþáîãî y ∈ E1 ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå G(·, y) : X → Kv(E0)

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F : X → Kv(E0), F (x) = G(x,B(x)). Ïóñòü

â ïðîñòðàíñòâå E0 çàäàíà ìåðà íåêîìïàêòíîñòè Õàóñäîðôà χ.

3.2.7 Ïðåäëîæåíèå. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìíîãîçíà÷íîå

îòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ (A,χ)-óïëîòíÿþùèì îòîáðàæåíèåì.

Â ïóíêòå 3.3 èçó÷àåòñÿ ðàçðåøèìîñòü âêëþ÷åíèé ñ (A,ψ)-óïëîòíÿþ-

ùèìè ìíîãîçíà÷íûìè îòîáðàæåíèÿìè.

Ïóñòü A : E → E0 - îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé cþðúåêòèâíûé îïåðà-

òîð. Ïóñòü â E0 çàäàíà ìîíîòîííàÿ, íåñèíãóëÿðíàÿ, àëãåáðàè÷åñêè ïî-

ëóàääèòèâíàÿ, âåùåñòâåííàÿ, ïðàâèëüíàÿ ìåðà íåêîìïàêòíîñòè ψ. Ïóñòü

x0 ∈ E - íåêîòîðàÿ òî÷êà, BR[x0]- çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â

x0, F : BR[x0] → Kv(E0) � ìíîãîçíà÷íîå ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó (A,ψ)-

óïëîòíÿþùåå îòîáðàæåíèå.

Ðàññìîòðèì âêëþ÷åíèå

A(x) ∈ F (x), (3.5)

N(A,F ) - ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîãî âêëþ÷åíèÿ.

3.3.1 Òåîðåìà. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî k > ∥A−1∥, ÷òî äëÿ

ëþáîé òî÷êè x ∈ BR[x0] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

min
u∈F (x)

||A(x0)− u|| ≤ R

k
,

òî N(A,F ) ̸= Ø.
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Â ïóíêòå 3.4 òåîðåìà 3.3.1 ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû

î ñóùåñòâîâàíèè ëîêàëüíûõ ðåøåíèé ó îäíîãî íîâîãî êëàññà âûðîæäåí-

íûõ âêëþ÷åíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.
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