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Ââåäåíèå
Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Ïîÿâèâøàÿñÿ â ïîñëåäíåå âðå-

ìÿ âîçìîæíîñòü ôîðìèðîâàíèÿ ñâåðõêîðîòêèõ ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ ïîç-
âîëÿåò ïðîèçâîäèòü èçìåðåíèå ðàäèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ñ âû-
ñîêîé ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòüþ. Îäíîâðåìåííî èìååòñÿ âîçìîæíîñòü
ñîçäàíèÿ äåòåêòîðîâ, ðåàãèðóþùèõ íà êàæäûé îòäåëüíûé êâàíò ñâå-
òà [29]. Íàêîíåö, ñîâðåìåííûå êîìïüþòåðíûå òåõíîëîãèè ïîçâîëÿþò ðåà-
ëèçîâûâàòü ñëîæíûå àëãîðèòìû â ðåàëüíîì âðåìåíè. Òåì ñàìûì ïîÿâëÿ-
þòñÿ óñëîâèÿ äëÿ óâåëè÷åíèÿ òî÷íîñòè óñòðîéñòâ, ïðîèçâîäÿùèõ îïòè-
÷åñêèå èçìåðåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïðåäåëü-
íî âîçìîæíîé òî÷íîñòè èçìåðåíèé, èíûìè ñëîâàìè, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ
õàðàêòåðèñòèê ýôôåêòèâíûõ îöåíîê, à òàêæå èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ
àëãîðèòìîâ ñ öåëüþ íàõîæäåíèÿ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ýòè àëãîðèòìû
áëèçêè ê ýôôåêòèâíûì. Ýòà çàäà÷à àêòóàëüíà, ïîñêîëüêó îáëàñòü ïðè-
ìåíåíèÿ îïòè÷åñêèõ èçìåðåíèé âåñüìà îáøèðíà è ïðîäîëæàåò ðàñøè-
ðÿòüñÿ.

Ïåðå÷èñëèì ðÿä îáëàñòåé ïðèìåíåíèÿ îïòè÷åñêèõ ëîêàòîðîâ:
X èçìåðåíèå äàëüíîñòè è óãëîâûõ êîîðäèíàò äâèæóùèõñÿ öåëåé: êî-

ðàáëåé, ñàìîëåòîâ, êîñìè÷åñêèõ îáúåêòîâ [111] è ò.ä., ïîñòðîåíèå
îáúåìíûõ ìîäåëåé ñëîæíûõ îáúåêòîâ;

X âûñîêîòî÷íûå èçìåðåíèÿ ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèÿ öåëåé, à òàêæå ïî-
òîêîâ æèäêîñòåé è ãàçîâ [40, 41, 42];

X ïîëó÷åíèå íåêîîðäèíàòíîé èíôîðìàöèè î öåëÿõ: ïàðàìåòðàõ ïî-
âåðõíîñòè (øåðîõîâàòîñòè, êðèâèçíû), ïàðàìåòðîâ âèáðàöèè è äâè-
æåíèÿ âîêðóã öåíòðà ìàññ, èçîáðàæåíèé è äð. [66];

X âûñîêîòî÷íîå íàâåäåíèå ñèñòåì îðóæèÿ;

X îáåñïå÷åíèå ñòûêîâêè êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ, ïîñàäêè ñàìîëåòîâ,
ñóäîâîæäåíèÿ (ëàçåðíûå íàâèãàöèîííûå ñèñòåìû) [60, 80];

X ýëåìåíòû òåõíè÷åñêîãî çðåíèÿ â àâòîìàòè÷åñêèõ è ðîáîòèçèðîâàí-
íûõ ñèñòåìàõ (ñèñòåìû èçìåðåíèÿ äàëüíîñòè, ôîðìèðîâàíèÿ èçîá-
ðàæåíèÿ, ñåëåêöèè è ðàñïîçíàâàíèÿ öåëåé è äð.) [66];

X èçìåðåíèå ïàðàìåòðîâ îêðóæàþùåé ñðåäû, âêëþ÷àÿ àòìîñôåðó, à
òàêæå êîíòðîëü åå çàãðÿçíåíèÿ ïðîäóêòàìè õîçÿéñòâåííîé äåÿòåëü-
íîñòè ÷åëîâåêà [39, 40, 41, 42, 51, 68].
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Îòìåòèì òàêæå ðÿä ïðèíöèïèàëüíûõ îñîáåííîñòåé ëàçåðíîé ëîêàöèè.

X Êîãåðåíòíîñòü è ìàëàÿ äëèíà âîëíû èçëó÷åíèÿ ëàçåðîâ ïîçâîëÿþò
ñîçäàâàòü èñòî÷íèêè èçëó÷åíèÿ ñ óçêîé äèàãðàììîé íàïðàâëåííî-
ñòè. Âñëåäñòâèå ýòîãî ñòàëî âîçìîæíûì âûñîêîòî÷íîå èçìåðåíèå
óãëîâîãî ïîëîæåíèÿ öåëè.

X Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí îïòè÷åñêîãî äèàïàçîíà â ãàçîîáðàçíûõ è æèä-
êèõ ñðåäàõ ñîïðîâîæäàåòñÿ èõ çíà÷èòåëüíûì ðàññåÿíèåì, ÷òî íåîá-
õîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé îïòè-
÷åñêèõ ñèãíàëîâ.

X Ñîçäàíèå ïðåäíàìåðåííûõ ïîìåõ äëÿ îïòè÷åñêîé ëîêàöèè âîçìîæ-
íî, íî ñëîæíåå, ÷åì äëÿ ðàäèîëîêàöèè.

Îñíîâîé ðàáîòû ñèñòåì îïòè÷åñêîé ëîêàöèè, íàâèãàöèè è ñâÿçè ÿâëÿ-
åòñÿ îáðàáîòêà ïðèíèìàåìûõ îïòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ
ìåñòîïîëîæåíèÿ îáúåêòà (äàëüíîñòè è íàïðàâëåíèÿ íà íåãî), åãî ñêîðî-
ñòè, óñêîðåíèÿ è ò. ï. Óæå ñàì îïòè÷åñêèé ñèãíàë â ñèëó åãî êâàíòîâî-
ìåõàíè÷åñêîé ïðèðîäû ñëåäóåò îïèñûâàòü â ñòàòèñòè÷åñêèõ òåðìèíàõ.
Îñîáåííî çàìåòíî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè îïèñàíèè ñëàáûõ
îïòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ. Òàêîé ñèãíàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñìåñü ïîëåçíîãî
ñèãíàëà è øóìà, êîòîðàÿ â äàííîé äèññåðòàöèè ñ÷èòàåòñÿ àääèòèâíîé.
Îïòè÷åñêèé ñèãíàë â âèäå ïîòîêà ôîòîíîâ ïîñòóïàåò íà âõîä ôîòîäåòåê-
òîðà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî íà åãî âûõîäå îáðàçóåòñÿ ïîòîê ôîòîýëåêòðîíîâ.
Ïðè âåñüìà øèðîêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ [29, 66, 102] ïîòîê ôîòîýëåêòðî-
íîâ ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà. Åñëè èñòî÷íèêîì îïòè÷åñêîãî
ñèãíàëà ÿâëÿåòñÿ òåïëîâîå èçëó÷åíèå (íàïðèìåð, ïîæàð), òî áîëåå àäå-
êâàòíîé ìîäåëüþ ñòàòèñòèêè ôîòîýëåêòðîíîâ ÿâëÿåòñÿ [4] îòðèöàòåëüíîå
áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå; íî â ñëó÷àå, êîãäà äëèòåëüíîñòü âðåìåíè
èçìåðåíèÿ ïðåâûøàåò âðåìÿ êîãåðåíòíîñòè [36], îíî òàêæå ïåðåõîäèò â
ïóàññîíîâñêîå. Â ëþáîì ñëó÷àå îáðàçóþùèéñÿ ïîòîê ôîòîýëåêòðîíîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèì. Êðîìå òîãî, ïîëåçíûé ñèãíàë, ôîðìèðóþùèéñÿ
â ðåçóëüòàòå ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç íåîäíîðîäíîñòè àòìîñôåðû è îòðàæå-
íèÿ ïîñûëàåìîãî ñèãíàëà îò öåëè, èñêàæàåòñÿ â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ñëó-
÷àéíûì îáðàçîì. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îáðàáîòêè îïòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ
ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé çàäà÷åé è åå åñòåñòâåííî ðåøàòü â ðàìêàõ ñòà-
òèñòè÷åñêîé ðàäèîôèçèêè.
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Ïðèâåäåì êðàòêèé îáçîð èìåþùåéñÿ ëèòåðàòóðû ïî òåìå äèññåðòà-
öèè. Îáùèì ìàòåìàòè÷åñêèì âîïðîñàì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïîñâÿùåíû
êíèãè [19, 25, 31, 98, 99], ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè � êíèãè [13, 30, 48,
53, 56], à òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ � êíèãè [15, 18, 38, 52, 76, 84, 85,
98, 114]. Â ÷àñòíîñòè, èçëîæåíèå â êíèãàõ [25, 33, 56] îðèåíòèðîâàíî íà
ïðèëîæåíèÿ â ðàäèîôèçèêå. Îñîáî îòìåòèì êíèãè [11, 12, 81, 84, 113], ãäå
ïîäðîáíî èçëàãàåòñÿ òåîðèÿ ïóàññîíîâñêîãî è îòðèöàòåëüíîãî áèíîìè-
àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèé, ìàðêîâñêèõ è ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåñ-
ñîâ, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà, øèðîêî èñïîëü-
çóåìûå â îïòè÷åñêîé ëîêàöèè.

Îáñóæäåíèå ðàçíûõ ìîäåëåé øóìîâ ìîæíî íàéòè â êíèãàõ [3, 22, 81,
101]. Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷ îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà è îöåíêè åãî
ïàðàìåòðîâ îáñóæäàþòñÿ â êíèãàõ [17, 22, 55, 67, 83, 85, 115]. Çäåñü
æå ïðîâîäèòñÿ ðàñ÷åò õàðàêòåðèñòèê îáíàðóæåíèÿ è îöåíêè ïàðàìåòðîâ
ñèãíàëà äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòûõ ìîäåëåé øóìà (àääèòèâíûõ ãàóññîâñêèõ:
áåëîãî óçêîïîëîñíîãî, îêðàøåííîãî) è äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèãíàëîâ. Â
êíèãàõ [55, 83], êðîìå òîãî, ïðèâîäèòñÿ ïîäðîáíûé ðàñ÷åò õàðàêòåðè-
ñòèê îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà è îöåíêè åãî ïàðàìåòðîâ ñ ó÷¼òîì àíîìàëü-
íûõ îøèáîê.

Ðåøåíèþ çàäà÷ îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà è îöåíêè åãî ïàðàìåòðîâ â óñëî-
âèÿõ ïàðàìåòðè÷åñêîé àïðèîðíîé íåîïðåäåëåííîñòè ïîñâÿùåíû êíèãè
[22, 55, 86, 87, 101, 103].

Îñíîâû òåîðèè îáðàáîòêè ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ èçëîæåíû â êíè-
ãàõ [37, 79, 88, 110]. Èìåííî òàêèìè ÿâëÿþòñÿ ñèãíàëû â çàäà÷àõ îïòè-
÷åñêîé ëîêàöèè.

Êðóã çàäà÷, â ðåøåíèè êîòîðûõ ïðèìåíÿþòñÿ èìïóëüñû ðàçíîé ôè-
çè÷åñêîé ïðèðîäû (ðàäèî, íàïðÿæåíèÿ, îïòè÷åñêèõ è ò.ä.), îïèñàí â [35,
45, 69]. Çäåñü æå ïðåäëàãàþòñÿ ñïîñîáû àâòîìàòèçàöèè ìåòîäîâ èñïîëü-
çîâàíèÿ èìïóëüñîâ è îïèñàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ òåõíè÷åñêèõ ïðèñïîñîá-
ëåíèé.

Êíèãè [10, 43, 62, 71, 117] ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâûõ ìåòî-
äîâ îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëîâ è îöåíêè èõ ïàðàìåòðîâ: íåïàðàìåòðè÷åñêèõ,
ðîáàñòíûõ, ðàññ÷èòàííûõ íà òÿæåëûå õâîñòû è äð.; îáñóæäàåòñÿ õàðàê-
òåð ñõîäèìîñòè îöåíîê.

Ñìåæíûå âîïðîñû ê çàäà÷àì ñòàòèñòè÷åñêîé ðàäèîôèçèêè îáñóæäà-
þòñÿ â êíèãàõ [7, 17, 50, 101]: êëàññèôèêàöèÿ ñèãíàëîâ [7, 101], îñîáåí-
íîñòè ïðîâåäåíèÿ äèñêðåòèçàöèè ñèãíàëîâ [50, 101], ïðèíöèïû ðàáîòû
ñîãëàñîâàííûõ è ãðåáåí÷àòûõ ôèëüòðîâ [101], ïîìåõîóñòîé÷èâîå êîäèðî-
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âàíèå [7, 101], îñîáåííîñòè ðàçíûõ òèïîâ ìîäóëÿöèé è èõ îáëàñòè ïðè-
ìåíåíèÿ [7, 17, 50, 101], îïèñàíèå ðàçëè÷íûõ êàíàëîâ ñâÿçè, âêëþ÷àÿ
êîñìè÷åñêèå è êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèå [7].

Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ ëèòåðàòóðû, ïîñâÿùåííîé îáðàáîòêå îïòè÷å-
ñêèõ ñèãíàëîâ.

Â êíèãàõ [8, 9, 21, 23, 26, 28, 77, 97, 111, 120, 121] ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ âîïðîñû òåõíè÷åñêîãî óñòðîéñòâà ñèñòåì îïòè÷åñêîé ñâÿçè è ëîêà-
öèè, ïðîâîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ. Â ÷àñòíîñòè,
â [9, 28, 97, 120] îáñóæäàåòñÿ óñòðîéñòâî ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ëàçåðíûõ
ïðèáîðîâ; â [8, 21, 23, 26, 121] îïèñûâàåòñÿ óñòðîéñòâî ëîêàòîðîâ, ôîðìè-
ðîâàíèå ñèãíàëîâ, äèàãðàìì íàïðàâëåííîñòè, îñîáåííîñòè ðàñïðîñòðàíå-
íèå ñâåòà.

Â êíèãàõ [39, 40, 41, 42, 51, 68] îïèñûâàþòñÿ ñòðóêòóðíûå ñõåìû è
êëàññèôèêàöèÿ îïòè÷åñêèõ ñèñòåì, èñïîëüçóåìûõ â ìåòåîðîëîãè÷åñêîì
îïòè÷åñêîì ëàçåðíîì èññëåäîâàíèè àòìîñôåðû, ïðèâîäÿòñÿ õàðàêòåðè-
ñòèêè ðàññåÿíèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà â àòìîñôåðå, â òîì ÷èñëå ñ ó÷å-
òîì òóðáóëåíòíîñòåé, ïîãîäîîáðàçóþùèõ è çàãðÿçíÿþùèõ ôàêòîðîâ, îá-
ñóæäàåòñÿ îòðàæåíèå ñâåòà îò çåìëè è ìîðñêîé ïîâåðõíîñòè, îñîáîå âíè-
ìàíèå óäåëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèì, ïîëÿðèçàöèîííûì è ñòàòèñòè÷åñêèì
õàðàêòåðèñòèêàì ñâåòà. Â [51] îïèñûâàþòñÿ ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ è ðàññåÿíèÿ ñâåòà â àòìîñôåðå. Â [39] ïðè-
âîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è èçìåðåíèÿ âåòðà ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.

Êíèãè [47, 54, 102] ïîñâÿùåíû îñíîâàì êâàíòîâîé òåîðèè ñòàòèñòè÷å-
ñêèõ îöåíîê. Â ÷àñòíîñòè, â íèõ ïðèâîäèòñÿ êâàíòîâàÿ ôîðìóëèðîâêà
ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îïòè÷åñêèõ ïîëåé. Â [54, 102] èçëàãàþòñÿ
îñíîâû êâàíòîâîé ñòàòèñòèêè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è îñíîâû ïðèåìà
îïòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ. Â [54] ïðèâîäÿòñÿ âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè
ïîëåé ðàçëè÷íûõ òèïîâ èçëó÷àòåëåé. Îñîáî îòìåòèì, ÷òî â [102] îïè-
ñûâàþòñÿ ïðèíöèïèàëüíûå êâàíòîâûå îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà
òî÷íîñòü ñâÿçè.

Â êíèãàõ [21, 23, 39, 51, 54, 60, 97, 102, 105, 106, 120] îáñóæäàþò-
ñÿ çàäà÷è ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè îïòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ: îáíàðóæåíèå
ñèãíàëîâ, îöåíêà ïàðàìåòðîâ, îïòèìàëüíàÿ ôèëüòðàöèÿ, ïîòåíöèàëüíàÿ
òî÷íîñòü îöåíîê, ïðîâîäèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå îïòè÷åñêèõ ïî-
ëåé. Â ÷àñòíîñòè, â [23, 39, 60] ðåøàåòñÿ çàäà÷à îöåíêè ñêîðîñòè ïî äî-
ïëåðîâñêîìó ñäâèãó è ïî èçìåðåíèÿì äàëüíîñòè. Âî âñåõ ýòèõ êíèãàõ
îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ó÷åò êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ïðèðîäû ñâåòà îáÿçàòåëåí
ïðè åãî ñòàòèñòè÷åñêîì îïèñàíèè, à ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïîñòðîåíèè îï-
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òèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ îáðàáîòêè.
Â êíèãàõ [73, 121] îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû ôîðìèðîâàíèÿ è ôèëüòðà-

öèè ïðîñòðàíñòâåííûõ îïòè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé, îïèñûâàþòñÿ îñîáåííî-
ñòè îïòè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé � ðåãóëÿðíîñòü è çåðíèñòîñòü, ïðèâîäèòñÿ
àíàëèç ðàçëè÷íûõ âèäîâ ñïåêòðà. Â [121] òàêæå ïðîâîäèòñÿ êëàññèôè-
êàöèÿ îïòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ ïî ÷àñòîòå, ìîùíîñòè è äðóãèì ôèçè÷åñêèì
õàðàêòåðèñòèêàì; îáñóæäàåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà ñ ïîçèöèé ãåîìåò-
ðè÷åñêîé îïòèêè.

Â êíèãàõ [3, 40, 51, 97, 120] ïðîâîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ ðàçëè÷íûõ
òèïîâ íåàòìîñôåðíûõ øóìîâ è ïîìåõ. Â ÷àñòíîñòè, â [3] îïèñûâàåòñÿ
âîçäåéñòâèå øóìîâûõ ôëóêòóàöèé íà îïòè÷åñêèå ãåíåðàòîðû.

Â êíèãå [66] îáñóæäàåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-
ïîäîáèÿ äëÿ çàäà÷è ðàçëè÷åíèÿ îïòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ ñ ðàñ÷åòîì õàðàê-
òåðèñòèê òî÷íîñòè.

Â [58, 59] ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñèãíàëîâ äëÿ
ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñèãíàëà è øóìà, âêëþ÷àÿ ïóàññî-
íîâñêèå. Â [58] äëÿ îïòè÷åñêîãî ñèãíàëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à îöåíêè âðå-
ìåííîãî ïîëîæåíèÿ, ðàññ÷èòûâàåòñÿ åå äèñïåðñèÿ. Â [59] ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ çàäà÷è îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñèãíàëà, äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî ðàññìàòðèâà-
åòñÿ çàäà÷à îöåíêè âðåìåííîãî ïîëîæåíèÿ, ðàññ÷èòûâàåòñÿ åå äèñïåðñèÿ.
Òåì íå ìåíåå îòìåòèì, ÷òî â êíèãàõ [58, 59, 60] íåò îöåíîê óñêîðåíèÿ, íå
ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ïàðàìåòðè÷åñêîé àïðèîðíîé íåîïðåäåëåííîñòè,
îòñóòñòâóåò êà÷åñòâåííûé àíàëèç ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ìåòîäà ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, íå îáñóæäàþòñÿ ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå óïðî-
ñòèòü òåõíè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ ïðèåìíèêà.

Ñòàòèñòè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ îöåíîê ïà-
ðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè äëÿ çîíäèðîâàíèÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ îïòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû [65, 90, 91, 93, 96].

Â [93] ðàññìîòðåí ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ.
Íàéäåíû äèñïåðñèè îöåíîê äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ â ïðåäïîëî-
æåíèÿõ, ÷òî îñòàëüíûå ïàðàìåòðû èçâåñòíû, ëèáî íåèçâåñòåí êàêîé-òî
îäèí, ëèáî íåèçâåñòíû âñå òðè; ïðîâåäåíî êà÷åñòâåííîå ñðàâíåíèå ýòèõ
äèñïåðñèé. Êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè íå âûïèñûâàëèñü, íî íàëè÷èå èí-
ôîðìàöèîííîé ìàòðèöû Ôèøåðà â ïðèíöèïå ïîçâîëÿåò íàéòè è èõ. Ðà-
áîòà [90] ÿâëÿåòñÿ áîëåå ðàííèì âàðèàíòîì [93], ãäå ðàññìàòðèâàþòñÿ
òîëüêî îöåíêè äàëüíîñòè è ñêîðîñòè.

Â [91] ðàññìîòðåí ñëó÷àé íàëè÷èÿ íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ, ïðè-
÷åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèíèìàåìûõ èìïóëüñîâ ïðåäïîëàãàåòñÿ áûñòðî
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ôëóêòóèðóþùåé (èçëîæåíèå âåäåòñÿ íå â òåðìèíàõ íåèíôîðìàòèâíûõ
ïàðàìåòðîâ, à â òåðìèíàõ èçìåíåíèÿ ôîðìû èíòåíñèâíîñòè îòäåëüíûõ
èìïóëüñîâ). Èçó÷åí âîïðîñ îá óâåëè÷åíèè äèñïåðñèé îöåíîê äàëüíîñòè è
ñêîðîñòè (îöåíêà óñêîðåíèÿ íå ðàññìàòðèâàåòñÿ), à òàêæå êîýôôèöèåíòà
êîððåëÿöèè çà ñ÷åò íàëè÷èÿ íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ. Ðàññìîòðåí
ñëó÷àé, êîãäà ìåäëåííî ôëóêòóèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàáàòû-
âàåòñÿ êàê áûñòðî ôëóêòóèðóþùàÿ. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñî ñëó÷àåì îò-
ñóòñòâèÿ íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ. Îáñóæäàþòñÿ òðè êîíêðåòíûõ
ïðèìåðà ôîðì èíòåíñèâíîñòè îòäåëüíîãî èìïóëüñà ïîñûëàåìîãî ñèãíà-
ëà.

Â [96] ðàññìîòðåí ñëó÷àé íàëè÷èÿ íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ, ïðè-
÷åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèíèìàåìûõ èìïóëüñîâ ìîæåò áûòü êàê ìåä-
ëåííî, òàê è áûñòðî ôëóêòóèðóþùåé. Íî â êà÷åñòâå èíôîðìàòèâíûõ
ïàðàìåòðîâ âçÿòû âðåìåííîå ïîëîæåíèå è ïåðèîä ñëåäîâàíèÿ. Òàêèì îá-
ðàçîì, óñêîðåíèå â êà÷åñòâå èíôîðìàòèâíîãî ïàðàìåòðà íå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ. Ðàññìîòðåí ïðèìåð îäèíî÷íîãî èìïóëüñà ñ ïåðåäíèì è çàäíèì
ôðîíòàìè ýêñïîíåíöèàëüíîé ôîðìû.

Â äèññåðòàöèè [65] ïîëó÷åíû õàðàêòåðèñòèêè ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ
îöåíîê äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ, íî (â îòëè÷èå îò íàñòîÿùåé
äèññåðòàöèè) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôîðìà èíòåíñèâíîñòè ïðèíèìàåìî-
ãî ñèãíàëà èçâåñòíà. Êðîìå òîãî, ñèíòåçèðîâàí àëãîðèòì è ðàññ÷èòàíû
õàðàêòåðèñòèêè êâàçèïðàâäîïîäîáíûõ îöåíîê äàëüíîñòè è ñêîðîñòè, íî
(â îòëè÷èå îò íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè) áåç óñêîðåíèÿ. Êâàçèîïòèìàëüíûé
àëãîðèòì â [65] íå ðàññìàòðèâàëñÿ, à òàêæå íå ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à
îöåíîê ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ â óñëîâèÿõ ïàðàìåòðè÷åñêîé àïðèîðíîé
íåîïðåäåëåííîñòè.

Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå
íåñêîëüêèõ áëèçêèõ ê ýôôåêòèâíûì àëãîðèòìîâ îöåíêè ïàðàìåòðîâ äâè-
æåíèÿ ïðè îïòè÷åñêîì çîíäèðîâàíèè öåëè, à òàêæå ñðàâíåíèå ìåæäó ñî-
áîé èõ õàðàêòåðèñòèê òî÷íîñòè è ñëîæíîñòè àïïàðàòóðíîé ðåàëèçàöèè.
Áîëåå äåòàëüíî ýòà öåëü ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó.

X Íàõîæäåíèå õàðàêòåðèñòèê ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê äàëü-
íîñòè, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ â óñëîâèÿõ ïàðàìåòðè÷åñêîé àïðèîðíîé
íåîïðåäåëåííîñòè.

X Èññëåäîâàíèå ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â óñëîâèÿõ ìåä-
ëåííûõ è áûñòðûõ ôëóêòóàöèé öåëè.
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X Ïðèìåíåíèå êâàçèïðàâäîïîäîáíîãî àëãîðèòìà è ðàñ÷åò åãî õàðàê-
òåðèñòèê.

X Ñèíòåç êâàçèîïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà è ðàñ÷åò åãî õàðàêòåðèñòèê.

X Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ àíîìàëüíûõ îøèáîê (ïîðîãîâûõ ÿâëåíèé) íà
òî÷íîñòü êâàçèïðàâäîïîäîáíûõ è êâàçèîïòèìàëüíûõ îöåíîê.

X Ïðîâåðêà òåîðåòè÷åñêèõ âûâîäîâ è íàõîæäåíèå ãðàíèö èõ ïðèìåíè-
ìîñòè ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

X Ïðîâåäåíèå êà÷åñòâåííîãî ñðàâíåíèÿ ñëîæíîñòè àïïàðàòóðíîé ðåà-
ëèçàöèè èññëåäóåìûõ àëãîðèòìîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

X Ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ õàðàêòå-
ðèñòèê ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ (äàëü-
íîñòè, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ) â óñëîâèÿõ ïàðàìåòðè÷åñêîé àïðèîð-
íîé íåîïðåäåëåííîñòè.

X Íàéäåíû àñèìïòîòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ â óñëîâèÿõ ïàðàìåòðè÷åñêîé
àïðèîðíîé íåîïðåäåëåííîñòè êàê â ñëó÷àå ìåäëåííûõ, òàê è áûñò-
ðûõ ôëóêòóàöèé.

X Ñèíòåçèðîâàíû íîâûå êâàçèïðàâäîïîäîáíûé è êâàçèîïòèìàëüíûé
àëãîðèòìû îöåíêè ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ. Íàéäåíû õàðàêòåðèñòèêè
ñèíòåçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ, âêëþ÷àÿ ïîðîãîâûå.

X Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû õàðàêòåðèñòèêè òî÷íîñòè îöåíîê êàê
àëãîðèòìà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â óñëîâèÿõ áûñòðûõ ôëóê-
òóàöèé, òàê è êâàçèîïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà ïðè óñëîâèè ñîâïàäå-
íèÿ ôîðì èíòåíñèâíîñòåé îæèäàåìîãî è ïðèíèìàåìîãî ñèãíàëîâ è
èíòåíñèâíîñòåé îæèäàåìîãî è ïðèíèìàåìîãî øóìîâ, áûëè áëèçêè ê
ýôôåêòèâíûì, íåîáõîäèìî îáåñïå÷èâàòü áîëüø�èå çíà÷åíèÿ îòíîøå-
íèÿ ñèãíàë-øóì äëÿ êàæäîãî èìïóëüñà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè; à äëÿ
äîñòèæåíèÿ áëèçîñòè õàðàêòåðèñòèê òî÷íîñòè îöåíîê ìàêñèìàëüíî-
ãî ïðàâäîïîäîáèÿ â óñëîâèÿõ ìåäëåííûõ ôëóêòóàöèé, à òàêæå êâà-
çèïðàâäîïîäîáíûõ îöåíîê, ê ýôôåêòèâíûì, íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü
áîëüø�èå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ ñèãíàë-øóì äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èìïóëüñîâ â öåëîì.
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Ïåðå÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû â îòëè÷èå îò èçâåñòíûõ ðàíåå ó÷èòûâàþò
ïàðàìåòðè÷åñêóþ àïðèîðíóþ íåîïðåäåëåííîñòü.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Óñòàíîâëåíî, ÷òî â
óñëîâèÿõ ïàðàìåòðè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðà-
âäîïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ èç ðàññìàòðèâàåìûõ íàèáîëåå òî÷íîé, íî è íàè-
áîëåå ñëîæíî àïïàðàòóðíî ðåàëèçóåìîé, à êâàçèîïòèìàëüíàÿ îöåíêà �
íàèìåíåå òî÷íîé, íî íàèáîëåå ïðîñòî àïïàðàòóðíî ðåàëèçóåìîé. Ïîëó-
÷åííûå â ðàáîòå õàðàêòåðèñòèêè ïîçâîëÿþò ñäåëàòü îáîñíîâàííûé âû-
áîð ìåæäó ïðåäëàãàåìûìè àëãîðèòìàìè îöåíêè ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ,
èñõîäÿ èç àïðèîðíîé èíôîðìàöèè è òðåáîâàíèé ê òî÷íîñòè è ñëîæíî-
ñòè àïïàðàòóðíîé ðåàëèçàöèè. Íàéäåíû ïðîñòûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ,
íàêëàäûâàåìûå íà ôîðìó èíòåíñèâíîñòè ïðèíèìàåìîãî è îæèäàåìîãî
ñèãíàëîâ, ãàðàíòèðóþùèå ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì
ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü õàðàêòåðèñòè-
êè îöåíîê. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îáðàáîòêè
èçìåðåíèé äàëüíîñòè âûñîêîòî÷íûìè ëàçåðíûìè äàëüíîìåðàìè ñ öåëüþ
ïîëó÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ñêîðîñòè è óñêîðåíèè öåëè.

Âíåäðåíèå íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ. Ðàáîòà íàä äèññåðòàöèåé ïðîâî-
äèëàñü â ðàìêàõ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé òåìàòèêè êàôåäðû ðàäèîôè-
çèêè Âîðîíåæñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà è áûëà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔ-
ÔÈ (ïðîåêòû �13-01-97504 è �13-08-06735), à òàêæå ãðàíòàìè ôåäåðàëü-
íîé öåëåâîé ïðîãðàììû �Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííî-
âàöèîííîé Ðîññèè� íà 2009-2013 ãîäû � 14.Â37.25.2102 ïî òåìå �Ðàçðà-
áîòêà ðàäèîëîêàöèîííûõ ìåòîäîâ äèñòàíöèîííîãî çîíäèðîâàíèÿ è ìî-
íèòîðèíãà ìîðñêîé ïîâåðõíîñòè è ëåäîâîé îáñòàíîâêè äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
áåçîïàñíîñòè ðàçðàáîòêè íîâûõ ýíåðãîýôôåêòèâíûõ ñåâåðíûõ ìîðñêèõ
ìåñòîðîæäåíèé óãëåâîäîðîäîâ è èõ äîáû÷è�, � 14.Â37.25.2032 ïî òåìå
�Ðàçðàáîòêà ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ îáðàáîòêè è àíàëèçà ñâåðõøèðîêî-
ïîëîñíûõ ñèãíàëîâ è ïîëåé ïðè íàëè÷èè ñëó÷àéíûõ èñêàæåíèé â óñëî-
âèÿõ êîìïëåêñíîé àïðèîðíîé íåîïðåäåëåííîñòè� è � 14.Â37.25.2015 ïî
òåìå �Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà íåñòàöèîíàðíûõ ñëó-
÷àéíûõ ïðîöåññîâ â óñëîâèÿõ ïàðàìåòðè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè ïðè
ñêà÷êîîáðàçíî-ïëàâíîì èçìåíåíèè èõ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê�.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âíåäðåíû â íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé è ó÷åáíîé
ðàáîòå íà êàôåäðå ðàäèîôèçèêè Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåð-
ñèòåòà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.
X Õàðàêòåðèñòèêè òî÷íîñòè ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíîé îöåíêè, à òàêæå
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ñòðóêòóðà è õàðàêòåðèñòèêè òî÷íîñòè ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäîáíî-
ãî, êâàçèïðàâäîïîäîáíîãî è êâàçèîïòèìàëüíîãî àëãîðèòìîâ.

X Îáîñíîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïðè ëþáîì êîëè÷åñòâå íåèçâåñòíûõ íåèí-
ôîðìàòèâíûõ ðåãóëÿðíûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäå-
ëåé ñèãíàëîâ.

X Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ êâàçèïðàâäîïîäîáíàÿ è êâàçèîïòèìàëüíàÿ
îöåíêè ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíûìè è ñîñòîÿòåëüíû-
ìè.

X Ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè êâàçèîïòèìàëüíîãî ìåòîäà îöåíêè ïîñðåä-
ñòâîì ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

X Ðåêîìåíäàöèè ïî âûáîðó àëãîðèòìà îöåíêè ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ,
èñõîäÿ èç àïðèîðíîé èíôîðìàöèè, îòíîøåíèÿ ñèãíàë-øóì è òðåáî-
âàíèé ê ñëîæíîñòè àïïàðàòóðíîé ðåàëèçàöèè.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ. Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòà-
òîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ êîððåêòíûì èñïîëüçîâàíèåì îáùåòåîðåòè÷åñêèõ ïî-
ëîæåíèé ñòàòèñòè÷åñêîé ðàäèîôèçèêè, à òàêæå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è
ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, ðåçóëüòàòàìè ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ íà ÝÂÌ è ñîâïàäåíèåì ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè ñ èçâåñòíûìè â ðÿäå
÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèè áûëè ïðåä-
ñòàâëåíû â âèäå äîêëàäîâ è îáñóæäàëèñü íà XV, XVII, XVIII, XIX, XX
Ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ �Ðàäèîëîêàöèÿ, íà-
âèãàöèÿ, ñâÿçü�, Âîðîíåæ, 2009, 2011, 2012, 2013, 2014 è XV Ìåæäóíà-
ðîäíîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé êîíôåðåíöèè �Êèáåðíåòèêà è âûñîêèå òåõ-
íîëîãèè 21 âåêà�, Âîðîíåæ, 2010.

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû ðàáîòû [123, 124,
125, 126, 127, 128, 129, 130, 131, 132, 133], èç íèõ ðàáîòû [127, 128, 130,
131, 133] îïóáëèêîâàíû â èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ äëÿ ïóáëè-
êàöèè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèé, à îñòàëüíûå � â ñáîðíèêàõ
òðóäîâ êîíôåðåíöèé. Â ðàáîòàõ, îïóáëèêîâàííûõ â ñîàâòîðñòâå, ëè÷íî
ñîèñêàòåëþ ïðèíàäëåæàò êîíêðåòèçàöèÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ òåîðå-
òè÷åñêèõ çàäà÷, ïðîâåäåíèå ðàññóæäåíèé, âûïîëíåíèå àíàëèòè÷åñêèõ è
÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, àíàëèç è èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ, à òàêæå ñòà-
òèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íà ÝÂÌ.
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Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 131 íàçâàíèé, à òàêæå 38
ðèñóíêîâ.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Âî ââåäåíèè îáñóæäàþòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è,
àêòóàëüíîñòü òåìû è îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðîèçâåäåí ðàñ÷åò õàðàêòåðèñòèê ýôôåêòèâíûõ îöå-
íîê äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ â óñëîâèÿõ ïàðàìåòðè÷åñêîé àïðè-
îðíîé íåîïðåäåëåííîñòè, âûçâàííîé áûñòðûìè è ìåäëåííûìè ôëóêòóà-
öèÿìè öåëè. Òàêæå ïðîèçâåäåí ðàñ÷åò õàðàêòåðèñòèê îöåíîê ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â òåõ æå àïðèîðíûõ óñëîâèÿõ. Ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêè
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíû-
ìè ñ ðîñòîì îòíîøåíèÿ ñèãíàë-øóì äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà íåèç-
âåñòíûõ ðåãóëÿðíûõ íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìîòðåí êâàçèïðàâäîïîäîáíûé ìåòîä îöåíêè äàëü-
íîñòè, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ. Ðàññ÷èòàíû õàðàêòåðèñòèêè êâàçèïðàâäî-
ïîäîáíûõ îöåíîê ñ ó÷åòîì ïîðîãîâûõ ÿâëåíèé. Ñôîðìóëèðîâàíû óñëî-
âèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ôîðìó èíòåíñèâíîñòè ïðèíèìàåìûõ è îæèäàå-
ìûõ èìïóëüñîâ, ïðè êîòîðûõ îöåíêè ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñî-
ñòîÿòåëüíûìè. Ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå êâàçèïðàâäîïîäîáíîé îöåí-
êè ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü òåõíè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ ïðèåìíèêà ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ïðèåìíèêîì, îñóùåñòâëÿþùèì îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïî-
äîáèÿ â óñëîâèÿõ ïàðàìåòðè÷åñêîé àïðèîðíîé íåîïðåäåëåííîñòè.

Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷åíî ïðèìåíåíèå êâàçèîïòèìàëüíîãî ìåòîäà ê
îöåíêå äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ. Ïðîèçâåäåí ðàñ÷åò õàðàêòå-
ðèñòèê òî÷íîñòè êâàçèîïòèìàëüíûõ îöåíîê ñ ó÷åòîì ïîðîãîâûõ ÿâëå-
íèé. Ïîêàçàíî, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè òî÷íîñòè êâàçèîïòèìàëüíîé îöåíêè
ñîâïàäàþò ñ õàðàêòåðèñòèêàìè òî÷íîñòè êâàçèïðàâäîïîäîáíîé îöåíêè â
óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ ïîðîãîâûõ ÿâëåíèé. Ïðè ýòîì êâàçèîïòèìàëüíàÿ
îöåíêà ïðîèãðûâàåò êâàçèïðàâäîïîäîáíîé â ïîðîãîâîé îáëàñòè. Êðîìå
òîãî, ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî êâàçèîïòèìàëüíàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íàè-
áîëåå ïðîñòî òåõíè÷åñêè ðåàëèçóåìîé èç âñåõ ðàññìîòðåííûõ. Ïðèâåäåíû
ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êâàçèîïòèìàëüíîãî àëãîðèò-
ìà îöåíêè äàëüíîñòè è ñêîðîñòè. Îíè ïîêàçàëè ãðàíèöû ñïðàâåäëèâîñòè
ïðåäïîëîæåíèé, èñïîëüçîâàííûõ ïðè ðàñ÷åòå õàðàêòåðèñòèê òî÷íîñòè
êâàçèîïòèìàëüíîé îöåíêè, è ïîäòâåðäèëè ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â îá-
ëàñòè ïðèìåíèìîñòè äîïóùåííûõ ïðåäïîëîæåíèé.

Â çàêëþ÷åíèè ïîäâîäèòñÿ èòîã, êðàòêî ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðå-
çóëüòàòû è âûâîäû.



Ãëàâà 1

Îöåíêà ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ öåëè â
óñëîâèÿõ àïðèîðíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé
íåîïðåäåëåííîñòè

1.1 Âëèÿíèå ìåäëåííûõ ôëóêòóàöèé öåëè íà ýôôåê-
òèâíîñòü îöåíîê

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ [21,
23, 37, 102] â ñèñòåìàõ îïòè÷åñêîé ëîêàöèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì àêòóàëüíî
èññëåäîâàíèå îïòèìàëüíûõ è áëèçêèõ ê îïòèìàëüíûì ìåòîäîâ îáðàáîòêè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îïòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ.

Â [93, 94] ïðîâåäåí ñèíòåç àëãîðèòìà îáðàáîòêè ïðèíèìàåìîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè îïòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ è ðàñ÷åò õàðàêòåðèñòèê îöåíîê ïà-
ðàìåòðîâ äâèæåíèÿ � äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ � â óñëîâèÿõ
ïîëíîé àïðèîðíîé îïðåäåëåííîñòè. Â ýòèõ ðàáîòàõ ôîðìà èíòåíñèâíî-
ñòè ïðèíèìàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ÷èòàëàñü àïðèîðè èçâåñòíîé, îò-
ñóòñòâîâàëè íåèíôîðìàòèâíûå ïàðàìåòðû, íå ó÷èòûâàëèñü ôëóêòóàöèè
öåëè è òðóäíîñòè àïïàðàòóðíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ.

Îäíàêî â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ôëóêòóàöèè öåëè, à òàêæå ôèçè÷åñêèå
ýôôåêòû, ñîïðîâîæäàþùèå ðàññåÿíèå è ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà â ðàçëè÷-
íûõ ñðåäàõ, ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ôîðìà èíòåíñèâíîñòè îòäåëüíûõ îïòè-
÷åñêèõ èìïóëüñîâ ìîæåò çàâèñåòü îò êîíå÷íîãî ÷èñëà íåèçâåñòíûõ íåèí-
ôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ, â îöåíêå êîòîðûõ íåò íåîáõîäèìîñòè [87, 107].
Õîòÿ â îöåíêå íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ íåò íåîáõîäèìîñòè, èõ íà-
ëè÷èå âëèÿåò íà òî÷íîñòü îöåíêè èíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ, â êà÷å-
ñòâå êîòîðûõ âûñòóïàþò äàëüíîñòü, ñêîðîñòü è óñêîðåíèå.

Â ýòîé ãëàâå îáñóæäàþòñÿ ïîòåðè òî÷íîñòè ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ
îöåíîê äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ öåëè, â óñëîâèÿõ àïðèîðíîé

13
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íåîïðåäåëåííîñòè, ñâÿçàííîé ñ íàëè÷èåì êîíå÷íîãî ÷èñëà íåèçâåñòíûõ
íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ ó ðàññåÿííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïòè-
÷åñêèõ èìïóëüñîâ. Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî îöåíêè, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå
àëãîðèòìà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýô-
ôåêòèâíûìè.

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàñ÷åòà õàðàêòåðè-
ñòèê ýôôåêòèâíûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ìåäëåííî ôëóêòóèðó-
þùåé öåëè.

Ïîëîæèì, ÷òî èçëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ
ñ èíòåíñèâíîñòüþ

sN(t) =
N−1∑

k=0

ŝ
(
t− (k − µ)ϑ− λ

)
, (1.1.1)

ãäå ŝ(t) � ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ èíòåíñèâíîñòü îòäåëüíîãî îïòè÷åñêî-
ãî èìïóëüñà, λ � âðåìåííîå ïîëîæåíèå, ϑ � ïåðèîä ïîâòîðåíèÿ èìïóëü-
ñîâ. Ïàðàìåòð µ îïðåäåëÿåò òî÷êó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñ êîòîðîé ñâÿ-
çàíî âðåìåííîå ïîëîæåíèå λ. Òàê, ïðè µ = 0 âåëè÷èíà λ îïðåäåëÿåò
âðåìåííîå ïîëîæåíèå ïåðâîãî èìïóëüñà, ïðè µ = (N − 1)/2 � âðåìåí-
íîå ïîëîæåíèå ñåðåäèíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.1.1), à ïðè µ = N − 1 �
âðåìåííîå ïîëîæåíèå ïîñëåäíåãî èìïóëüñà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïîëåçíûé ñèãíàë âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå ðàññåÿíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè îïòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ (1.1.1) îáúåêòîì, îáëàäàþùèì äàëüíîñòüþ R0

è ðàäèàëüíûìè ñêîðîñòüþ V0 è óñêîðåíèåì A0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôîðìà
èíòåíñèâíîñòè ðàññåÿííîãî ñèãíàëà èçâåñòíà ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî íåêî-
òîðîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ, ïðè÷åì çíà÷åíèÿ
íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ íå ìåíÿþòñÿ îò èìïóëüñà ê èìïóëüñó. Òà-
êèì îáðàçîì, èíòåíñèâíîñòü ðàññåÿííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ
èìååò âèä [23, 37, 93]

s(t, R0, V0, A0,
−→
l0 ) =

=
N−1∑

k=0

s0
(
t− 2R0/c− (k − µ)(1 + 2V0/c)ϑ− A0(k − µ)2ϑ2/c,

−→
l0

)
. (1.1.2)

Çäåñü ôóíêöèÿ s0(t,
−→
l0 ) îïèñûâàåò ôîðìó èíòåíñèâíîñòè îäíîãî ðàññåÿí-

íîãî îïòè÷åñêîãî èìïóëüñà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.1.2) è, â îáùåì ñëó÷àå,
îòëè÷àåòñÿ îò ŝ(t) â (1.1.1), −→l0 � âåêòîð íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ,
c � ñêîðîñòü ñâåòà. Ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàáëþäåíèÿ âåäóòñÿ â
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çåìíûõ óñëîâèÿõ, òàê ÷òî

|V0| ¿ c, Nϑ|A0| ¿ c. (1.1.3)

Çäåñü è äàëåå èíäåêñîì íîëü îòìå÷åíû èñòèííûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ
ïàðàìåòðîâ ðàññåÿííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ ñ èí-
òåíñèâíîñòüþ (1.1.2).

Ñèãíàë ñ èíòåíñèâíîñòüþ (1.1.2) íàáëþäàåòñÿ íà îòðåçêå âðåìåíè [0, T ]
íà ôîíå îïòè÷åñêîãî øóìà ñ ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòüþ ν. Ñëåäîâà-
òåëüíî, îáðàáîòêå äîñòóïíà ðåàëèçàöèÿ π(t) ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà ñ
èíòåíñèâíîñòüþ

β(t,
−→
l ) = s(t,

−→
l ) + ν. (1.1.4)

×òîáû îïðåäåëèòü âëèÿíèå ïàðàìåòðè÷åñêîé àïðèîðíîé íåîïðåäåëåí-
íîñòè íà òî÷íîñòü ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ äâèæå-
íèÿ, ðàññ÷èòàåì õàðàêòåðèñòèêè ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê ïàðà-
ìåòðîâ ðàññåÿííîãî ñèãíàëà.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåãóëÿðíûé ñëó÷àé [43, 87], êîãäà èíòåíñèâíî-
ñòè s0(t,

−→
l ) îòäåëüíûõ îïòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ äèôôåðåíöèðóåìû ïî t è

ïî âñåì ïàðàìåòðàì li, i = 1, . . . , p. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî èíòåðâàë
íàáëþäåíèÿ [0, T ] áîëüøå äëèòåëüíîñòè âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïòè-
÷åñêèõ èìïóëüñîâ, ò. å. T > Nϑ, à âåëè÷èíà ñêâàæíîñòè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè íå ìåíåå äâóõ, òàê ÷òî îòäåëüíûå èìïóëüñû íå ïåðåêðûâàþòñÿ.

Âûïèøåì ôóíêöèþ íåîïðåäåëåííîñòè [102]

H(
−→
l1 ,
−→
l2 ) =

∫ T

0
ln

(
1+s(t,

−→
l1 )/ν

)
ln

(
1+s(t,

−→
l2 )/ν

)(
s(t,

−→
l0 )+ν

)
dt. (1.1.5)

Èçâåñòíî [102], ÷òî èíôîðìàöèîííàÿ ìàòðèöà Ôèøåðà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ôóíêöèþ íåîïðåäåëåííîñòè ïî ôîðìóëå

Î =

[
∂2H(

−→
l1 ,
−→
l2 )

∂l1i∂l2j

∣∣∣−→
l1 =

−→
l0 ,

−→
l2 =

−→
l0

]

i,j=1,...,p

. (1.1.6)

Êàê ïîêàçàíî â [102], êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà K ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâ-
íûõ îöåíîê èìååò âèä

K = Î−1. (1.1.7)
Ïðèìåíèì îïèñàííûé âûâîä êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû (1.1.7) äëÿ ñëó-

÷àÿ, êîãäà ñèãíàë âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå îòðàæåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îïòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ îò îáúåêòà, íàõîäÿùåãîñÿ íà ðàññòîÿíèè R0 è äâè-
æóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ V0 è óñêîðåíèåì A0. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå,
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â ýòîì ñëó÷àå ðàññåÿííûé ñèãíàë èìååò âèä (1.1.2). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ïàðàìåòðû R, V , A è −→l íåèçâåñòíû.

Ïðåäñòàâëåíèå (1.1.5) äëÿ ôóíêöèè íåîïðåäåëåííîñòè â ðàññìàòðèâà-
åìîì ñëó÷àå ïðèîáðåòàåò âèä

H(R1, V1, A1,
−→
l1 ; R2, V2, A2,

−→
l2 ) =

∫ T

0

(
ν + s(t, R0, V0, A0,

−→
l0 )

)×

× ln
(
1 + s(t, R1, V1, A1,

−→
l1 )/ν

)
ln

(
1 + s(t, R2, V2, A2,

−→
l2 )/ν

)
dt.

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíþþ ôîðìóëó âûðàæåíèå (1.1.2) è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå
íà ñêâàæíîñòü, ïîëó÷àåì

H(R1, V1, A1,
−→
l1 ; R2, V2, A2,

−→
l2 ) =

=
N−1∑

k=0

∫ T

0
(ν + s0

(
t− 2R0/c− (k− µ)(1 + 2V0/c)ϑ−A0(k− µ)2ϑ2/c,

−→
l0

)×

× ln
(
1 + s0

(
t− 2R1/c− (k − µ)(1 + 2V1/c)ϑ− A1(k − µ)2ϑ2/c,

−→
l1

)
/ν

)×
× ln

(
1 + s0

(
t− 2R2/c− (k−µ)(1 + 2V2/c)ϑ−A2(k−µ)2ϑ2/c,

−→
l2

)
/ν

)
dt.

(1.1.8)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èíôîðìàöèîííàÿ ìàòðèöà Ôèøåðà (1.1.6)
â ïîäðîáíîé çàïèñè ïðèîáðåòàåò âèä

Î =




∂2H
∂R1∂R2

∂2H
∂R1∂V2

∂2H
∂R1∂A2

∂2H

∂R1∂
←−
l2

∂2H
∂V1∂R2

∂2H
∂V1∂V2

∂2H
∂V1∂A2

∂2H

∂V1∂
←−
l2

∂2H
∂A1∂R2

∂2H
∂A1∂V2

∂2H
∂A1∂A2

∂2H

∂A1∂
←−
l2

∂2H

∂
−→
l1 ∂R2

∂2H

∂
−→
l1 ∂V2

∂2H

∂
−→
l1 ∂A2

∂2H

∂
−→
l1 ∂

←−
l2




.

Çäåñü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëåíû â òî÷êå R1 = R2 = R0, V1 = V2 =

V0, A1 = A2 = A0,
−→
l1 =

−→
l2 =

−→
l0 ; èíäåêñ 0 ñîîòâåòñòâóåò èñòèííîìó çíà-

÷åíèþ ïàðàìåòðîâ ðàññåÿííîãî ñèãíàëà; ∂2H

∂
−→
l1 ∂R2

îçíà÷àåò âåêòîð-ñòîëáåö
èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà-ñòðîêè −→l1 ; ∂2H

∂R1∂
←−
l2

�
âåêòîð-ñòðîêó èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà-ñòîëáöà←−
l2 =

−→
l2

T ; à ∂2H

∂
−→
l1 ∂

←−
l2

� êâàäðàòíóþ ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç âòîðûõ ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ ∂2H

∂l1i∂l2j
, ïðè÷åì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êîìïîíåíòàì

âåêòîðà-ñòîëáöà←−l2 ðàñïîëîæåíû ïî ñòðîêàì, à ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî
êîìïîíåíòàì âåêòîðà-ñòðîêè −→l1 � ïî ñòîëáöàì.
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Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó Î â áëî÷íîì âèäå:

Î =

(
A B
C D

)
, C = BT ,

ãäå

A =




∂2H
∂R1∂R2

∂2H
∂V1∂R2

∂2H
∂A1∂R2

∂2H
∂R1∂V2

∂2H
∂V1∂V2

∂2H
∂A1∂V2

∂2H
∂R1∂A2

∂2H
∂V1∂A2

∂2H
∂A1∂A2


 , B =




∂2H

∂R1∂
←−
l2

∂2H

∂V1∂
←−
l2

∂2H

∂A1∂
←−
l2


 ,

C =
(

∂2H

∂
−→
l1 ∂R2

∂2H

∂
−→
l1 ∂V2

∂2H

∂
−→
l1 ∂A2

)
, D =

(
∂2H

∂
−→
l1 ∂

←−
l2

)
.

Ïîñêîëüêó âåêòîð −→l1 èìååò ðàçìåðíîñòü p, ìàòðèöà B èìååò ðàçìåð 3×p,
ìàòðèöà C = BT èìååò ðàçìåð p× 3, à ìàòðèöà D � p× p.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

α =

∫ T

0

1

ν + s0(t;
−→
l0 )

(∂s0(t;
−→
l0 )

∂t

)2

dt, (1.1.9)

βi =

∫ T

0

1

ν + s0(t;
−→
l0 )

(∂s0(t;
−→
l0 )

∂t

)(∂s0(t;
−→
l )

∂li

)∣∣∣−→
l =

−→
l0

dt,

β =
(
β1 β2 . . . βp

)
=

∫ T

0

1

ν + s0(t;
−→
l0 )

(∂s0(t;
−→
l0 )

∂t

)(∂s0(t;
←−
l )

∂
←−
l

)∣∣∣←−
l =

←−
l0

dt, (1.1.10)

γij =

∫ T

0

1

ν + s0(t;
−→
l0 )

∂s0(t;
←−
l )

∂li

∣∣∣←−
l =

←−
l0

∂s0(t;
−→
l )

∂lj

∣∣∣−→
l =

−→
l0

dt, (1.1.11)

γ =
(
γij

)
i,j=1,2,...,p

=

∫ T

0

1

ν + s0(t;
−→
l0 )

(∂s0(t;
−→
l )

∂
−→
l

)∣∣∣−→
l =

−→
l0

(∂s0(t;
←−
l )

∂
←−
l

)∣∣∣←−
l =

←−
l0

dt. (1.1.12)

Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèÿ

Mν = Mν(µ) =
N−1∑

k=0

(k − µ)ν, (1.1.13)

r2 = r2(µ) = − M1√
M0M2

, (1.1.14)

r3 = r3(µ) = − M3√
M2M4

, (1.1.15)

r4 = r4(µ) = − M2√
M0M4

. (1.1.16)
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Ëåììà 1.1.1. Ïóñòü α + β = γ + δ, ïðè÷åì

γ ≤ α ≤ α + β

2
=

γ + δ

2
≤ β ≤ δ.

Òîãäà
MαMβ ≤ MγMδ.

Â ÷àñòíîñòè,
M 2

1 ≤ M0M2, M 2
2 ≤ M0M4, M 2

3 ≤ M2M4,

M1M3 ≤ M0M4, M2M3 ≤ M1M4.

Òåì ñàìûì
|r2| ≤ 1, |r3| ≤ 1, |r4| ≤ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâà òèïà M 2
1 ≤ M0M2 ëåãêî âûâåñòè èç

íåðàâåíñòâà Áóíÿêîâñêîãî�Êîøè�Øâàðöà [44], ñîãëàñíî êîòîðîìó
∣∣∣
N−1∑

k=0

xkyk

∣∣∣
2
≤

(N−1∑

k=0

x2
k

)(N−1∑

k=0

y2
k

)
.

Äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü xk = 1, yk = k−µ. Òîãäà ïîëó÷èì
∣∣∣∑N−1

k=0 (k−µ)
∣∣∣
2
≤

N
∑N−1

k=0 (k − µ)2.
Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé. Ïîëîæèì zi = (i − µ)ν. Ñ ó÷åòîì ýòîãî

ñîêðàùåíèÿ íóæíîå íåðàâåíñòâî ïðèîáðåòàåò âèä
(∑

i

zα
i

)(∑

j

zβ
j

)
≤

(∑

i

zγ
i

)(∑

j

zδ
j

)
.

Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê âûðàæåíèÿ zα
i zβ

i è zγ
i zδ

i , ñîäåðæàùèå ïðîèçâåäå-
íèÿ äâóõ ñîâïàäàþùèõ zi, ñîêðàùàþòñÿ. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
íåðàâåíñòâî

zα
i zβ

j + zα
j zβ

i ≤ zγ
i zδ

j + zγ
j zδ

i .

Ðàçäåëèì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íà z
α+β

2

i z
α+β

2

j = z
γ+δ
2

i z
γ+δ
2

j è ââåäåì îáî-
çíà÷åíèÿ x =

zj

zi
, u = β−α

2 , v = δ−γ
2 . Â ðåçóëüòàòå íåðàâåíñòâî ïðèìåò

âèä
xu + x−u ≤ xv + x−v.

Çàìåòèì, ÷òî v ≥ u. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
x =

zj

zi
> 1. Ïðè ôèêñèðîâàííîì x ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(u) = xu+x−u.

Èç åå ïðîèçâîäíîé f ′(u) = (xu− x−u) ln x âèäíî, ÷òî îíà âîçðàñòàåò. Ýòî
è îçíà÷àåò íàëè÷èå íóæíîãî íåðàâåíñòâà.
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Èç ôîðìóëû (1.1.8) ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (1.1.13) â ðåçóëüòàòå ñòàí-
äàðòíûõ âû÷èñëåíèé èìååì: äëÿ êîìïîíåíò ìàòðèöû A

∂2H

∂R1∂R2

=
4

c2
α

N−1∑

k=0

1 =
4

c2
M0α,

∂2H

∂R1∂V2

=
4

c2
αϑ

N−1∑

k=0

(k − µ) =
4

c2
αϑM1,

∂2H

∂V1∂R2

=
4

c2
αϑ

N−1∑

k=0

(k − µ) =
4

c2
αϑM1,

∂2H

∂V1∂V2

=
4

c2
αϑ2

N−1∑

k=0

(k − µ)2 =
4

c2
αϑ2M2,

∂2H

∂R1∂A2

=
2

c2
αϑ2

N−1∑

k=0

(k − µ)2 =
2

c2
αϑ2M2,

∂2H

∂V1∂A2

=
2

c2
αϑ3

N−1∑

k=0

(k − µ)3 =
2

c2
αϑ3M3,

∂2H

∂A1∂A2

=
1

c2
αϑ4

N−1∑

k=0

(k − µ)4 =
1

c2
αϑ4M4,

äëÿ êîìïîíåíò ìàòðèöû B

∂2H

∂R1∂
←−
l2

= −2

c
β

N−1∑

k=0

1 = −2

c
βM0 = −2

c

(
β1 β2 . . . βp

)
M0,

∂2H

∂V1∂
←−
l2

= −2

c
βϑ

N−1∑

k=0

(k − µ) = −2

c
βϑM1 = −2

c

(
β1 β2 . . . βp

)
ϑM1,

∂2H

∂A1∂
←−
l2

= −1

c
βϑ2

N−1∑

k=0

(k − µ)2 = −1

c
βϑ2M2 = −1

c

(
β1 β2 . . . βp

)
ϑ2M2,

äëÿ êîìïîíåíò ìàòðèöû C = BT

∂2H

∂
−→
l1 ∂R2

= −2

c
βT

N−1∑

k=0

1 = −2

c
βT M0 = −2

c

(
β1 β2 . . . βp

)T
M0,

∂2H

∂
−→
l1 ∂V2

= −2

c
βT ϑ

N−1∑

k=0

(k − µ) = −2

c
βT ϑM1 = −2

c

(
β1 β2 . . . βp

)T
ϑM1,

∂2H

∂
−→
l1 ∂A2

= −1

c
βT ϑ2

N−1∑

k=0

(k − µ)2 = −1

c
βT ϑ2M2 = −1

c

(
β1 β2 . . . βp

)T
ϑ2M2,

äëÿ ìàòðèöû D

∂2H

∂
−→
l1 ∂

←−
l2

= Nγ = N
(
γij

)
i,j=1,...,p

.
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Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöû A, B, C è D ïðèîáðåòàþò ñëåäóþùèé âèä

A =
α

c2




4M0 4ϑM1 2ϑ2M2

4ϑM1 4ϑ2M2 2ϑ3M3

2ϑ2M2 2ϑ3M3 ϑ4M4


 , (1.1.17)

B = −1

c




2M0

2ϑM1

ϑ2M2


 (

β1 β2 . . . βp

)
, (1.1.18)

C = −1

c




β1

β2

. . .

βp




(
2M0 2ϑM1 ϑ2M2

)
, (1.1.19)

D = N
(
γij

)
i,j=1,2,...,p

, (1.1.20)
ãäå γij îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëå (1.1.11).

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà ñîâìåñòíî-ýôôåê-
òèâíûõ îöåíîê îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (1.1.7). Íåèçâåñòíûå ïàðàìåò-
ðû −→

l0 ïðåäïîëàãàþòñÿ íåèíôîðìàòèâíûìè, ïîýòîìó íåò íåîáõîäèìîñòè
îïðåäåëÿòü âñå ýëåìåíòû êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû (1.1.7). Äîñòàòî÷-
íî íàéòè ýëåìåíòû, õàðàêòåðèçóþùèå ïîòåíöèàëüíóþ òî÷íîñòü îöåíîê
äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ. Îíè ðàñïîëàãàþòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè
ïåðâûõ òðåõ ñòðîê è ïåðâûõ òðåõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû (1.1.7), ò.å. â òîì
ìåñòå, ãäå â ìàòðèöå Î íàõîäèòñÿ áëîê A. Îáîçíà÷èì ýòîò áëîê ìàòðèöû
K ðàçìåðà 3× 3 ñèìâîëîì K(

−→
l0 ).

Áëîê K(
−→
l0 ) èìååò ñìûñë êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû ñîâìåñòíî-ýôôåê-

òèâíîé îöåíêè ïàðàìåòðîâ R, V è A ïðè íàëè÷èè íåèíôîðìàòèâíûõ
ïàðàìåòðîâ −→l0 . Òàêèì îáðàçîì, îí ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ âåëè÷èí:

K(
−→
l0 ) =




D(R|·)
√

D(R|·)D(V |·)R(R, V |·)
√

D(R|·)D(A|·)R(R,A|·)√
D(V |·)D(R|·)R(V, R|·) D(V |·)

√
D(A|·)D(A|·)R(V,A|·)√

D(A|·)D(R|·)R(A,R|·)
√

D(A|·)D(V |·)R(A, V |·) D(A|·)


 . (1.1.21)

Çäåñü òî÷êà ïîñëå ÷åðòû â îáîçíà÷åíèÿõ òèïà D(R|·) äëÿ äèñïåðñèé è
R(R, A|·) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè îçíà÷àåò íàáîð R0, V0, A0,

−→
l0

âñåõ èìåþùèõñÿ ïàðàìåòðîâ.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ K(

−→
l0 ) âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé.
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Ëåììà 1.1.2 (ôîðìóëà Ôðîáåíèóñà, [27, ñ. 57]). Ïóñòü êâàäðàòíàÿ ìàò-
ðèöà M ðàçáèòà íà áëîêè:

M =

(
A B

C D

)
,

è ïóñòü ìàòðèöû M è D íåâûðîæäåíû, ïðè÷åì èçâåñòíà ìàòðèöà D−1.
Òîãäà ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê M , ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå:

M−1 =

(
F−1 −F−1BD−1

−D−1CF−1 D−1 + D−1CF−1BD−1

)
,

ãäå F = A−BD−1C.

Ñîãëàñíî ëåììå 1.1.2 ìàòðèöà K(
−→
l0 ) ðàâíà ìàòðèöå (A−BD−1C)−1.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöà D (1.1.20) íåâûðîæäåíà, ÷òî ôèçè-
÷åñêè ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðà-
ìåòðîâ äðóã îò äðóãà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ∆,
îáðàòíîé ê

(
γij

)
i,j=1,2,...,p

:
(
γij

)−1
=

(
D

(−1)
ij

)
=

(
∆ij

)
i,j=1,...,p

.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà D = N
(
γij

)
i,j=1,2,...,p

èìååì

D−1 =
1

N

(
∆ij

)
i,j=1,...,p =

1

M0

(
∆ij

)
i,j=1,...,p

.

Âûïèøåì ìàòðèöó
A−BD−1C

è íàéäåì îáðàòíóþ ê íåé. Âñïîìíèì âèä (1.1.17) ìàòðèöû A è, èñïîëüçóÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ (1.1.18), (1.1.19) è (1.1.20), âû÷èñëèì BD−1C:

BD−1C =
αρp

c2M0




4M 2
0 4ϑM0M1 2ϑ2M0M2

4ϑM0M1 4ϑ2M 2
1 2ϑ3M1M2

2ϑ2M0M2 2ϑ3M1M2 ϑ4M 2
2


 , (1.1.22)

ãäå

ρp =
1

α

p∑

i=1

p∑

j=1

βi ∆ij βj. (1.1.23)
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Îòñþäà èìååì
A−BD−1C =

=
α

c2




4M0 − 4ρpM0 4ϑM1 − 4ϑρpM1 2ϑ2M2 − 2ϑ2ρpM2

4ϑM1 − 4ϑρpM1 4ϑ2M2 − 4ϑ2ρp
M2

1

M0
2ϑ3M3 − 2ϑ3ρp

M1M2

M0

2ϑ2M2 − 2ϑ2ρpM2 2ϑ3M3 − 2ϑ3ρp
M1M2

M0
ϑ4M4 − ϑ4ρp

M2
2

M0


 =

=
α

c2




4(1− ρp)M0 4ϑ(1− ρp)M1 2ϑ2(1− ρp)M2

4ϑ(1− ρp)M1 4ϑ2
(
M2 − ρpM2

1

M0

)
2ϑ3

(
M3 − ρpM1M2

M0

)

2ϑ2(1− ρp)M2 2ϑ3
(
M3 − ρpM1M2

M0

)
ϑ4

(
M4 − ρpM2

2

M0

)


 . (1.1.24)

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé [20, 24] ïîëó÷àåì [127]
K(
−→
l0 ) =

(
A −B D −1 B T

)−1 =

=
c2

α

1(
(2M1M3 + M0M4)M2 −M3

2 −M0M2
3 −M2

1 M4

)×

×




(M0M4+2ρpM1M3)M2−M0M2
3−ρpM2

1 M4−ρpM3
2

4(1−ρp)M0

1
4ϑ(M2M3 −M1M4) 1

2ϑ2 (M1M3 −M2
2 )

1
4ϑ(M2M3 −M1M4) 1

4ϑ2 (M0M4 −M2
2 ) 1

2ϑ3 (M1M2 −M0M3)
1

2ϑ2 (M1M3 −M2
2 ) 1

2ϑ3 (M1M2 −M0M3) 1
ϑ4 (M0M2 −M2

1 )


 .

(1.1.25)

Â ñëó÷àå ρp = 0 (îòñóòñòâèå íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ) ìàòðèöà
K (1.1.25) ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíîé èç ëèòåðàòóðû [93] ìàòðèöåé

K = A−1 =
c2

α

1(
(2M1M3 + M0M4)M2 −M 3

2 −M0M 2
3 −M 2

1M4
)×

×



1
4(M2M4 −M 2

3 ) 1
4ϑ(M2M3 −M1M4)

1
2ϑ2 (M1M3 −M 2

2 )
1
4ϑ(M2M3 −M1M4)

1
4ϑ2 (M0M4 −M 2

2 ) 1
2ϑ3 (M1M2 −M0M3)

1
2ϑ2 (M1M3 −M 2

2 ) 1
2ϑ3 (M1M2 −M0M3)

1
ϑ4 (M0M2 −M 2

1 )


 .

(1.1.26)
Â ñëó÷àå µ = (N − 1)/2 ýòè ôîðìóëû ïðèîáðåòàþò âèä

K(
−→
l0 ) =

c2

α




3(3N2−7)−20(N2−1)ρp

4N
(
4(N2−4)+3(7−3N2)ρp

) 0 − 30(1−2ρp)

Nϑ2
(
4(N2−4)+3(7−3N2)ρp

)
0 3

(N3−N)ϑ2 0

− 30(1−2ρp)

Nϑ2
(
4(N2−4)+3(7−3N2)ρp

) 0 720(1−ρp)

N(N2−1)ϑ4
(
4(N2−4)+3(7−3N2)ρp

)


 ,

K =
c2

α




21−9N2

64N−16N3 0 − 15
2(N3−4N)ϑ2

0 3
(N3−N)ϑ2 0

− 15
2(N3−4N)ϑ2 0 180

(N5−5N3+4N)ϑ4


 .
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À â ñëó÷àå µ = 0 �

K(
−→
l0 ) =

c2

α




− 60
N+2+ 1

1−ρp
+8+ 24

N+1

4N
9−18N

2ϑN3+6ϑN2+4ϑN
15

N(N2+3N+2)ϑ2

9−18N
2ϑN3+6ϑN2+4ϑN

3(16N2−30N+11)
(N5−5N3+4N)ϑ2 − 90

N(N+1)(N2−4)ϑ3

15
N(N2+3N+2ϑ2 − 90

N(N+1)(N2−4)ϑ3
180

(N5−5N3+4N)ϑ4


 ,

K =
c2

α




9(N−1)N+6
4N(N+1)(N+2)

9−18N
2ϑN3+6ϑN2+4ϑN

15
N(N2+3N+2)ϑ2

9−18N
2ϑN3+6ϑN2+4ϑN

3(16N2−30N+11)
(N5−5N3+4N)ϑ2 − 90

N(N+1)(N2−4)ϑ3

15
N(N2+3N+2)ϑ2 − 90

N(N+1)(N2−4)ϑ3
180

(N5−5N3+4N)ϑ4


 .

Íàïîìíèì (ñì. ôîðìóëó (1.1.21)), ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðè-
öû K(

−→
l0 ) ñîâïàäàþò ñ äèñïåðñèÿìè ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê, à

âíåäèàãîíàëüíûå � ñ èõ êîâàðèàöèÿìè. Èñõîäÿ èç ýòîãî, âûïèøåì âûðà-
æåíèÿ äëÿ äèñïåðñèé è êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè îöåíîê ïàðàìåòðîâ
äâèæåíèÿ.

Èç ôîðìóëû (1.1.25) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ äèñïåðñèé ñîâìåñò-
íî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ â óñëîâèÿõ ìåäëåííûõ
ôëóêòóàöèé:

D(R|R0, V0, A0,
−→
l0 ) =

c2

α

(M0M4 + 2ρpM1M3)M2 −M0M
2
3 − ρpM

2
1 M4 − ρpM

3
2

4(1− ρp)M0

(
(2M1M3 + M0M4)M2 −M3

2 −M0M2
3 −M2

1 M4

) ,

D(V |R0, V0, A0,
−→
l0 ) =

c2

α

1

4ϑ2

M0M4 −M2
2(

(2M1M3 + M0M4)M2 −M3
2 −M0M2

3 −M2
1 M4

) ,

D(A|R0, V0, A0,
−→
l0 ) =

c2

α

1

ϑ4

M0M2 −M2
1(

(2M1M3 + M0M4)M2 −M3
2 −M0M2

3 −M2
1 M4

) ,

è äëÿ êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê ïàðà-
ìåòðîâ äâèæåíèÿ â óñëîâèÿõ ìåäëåííûõ ôëóêòóàöèé:

R(R, V |R0, V0, A0,
−→
l0 ) =

M2M3 −M1M4√
(M0M4+2ρpM1M3)M2−M0M2

3−ρpM2
1 M4−ρpM3

2

(1−ρp)M0

√
(M0M4 −M2

2 )
,

R(R, A|R0, V0, A0,
−→
l0 ) =

M1M3 −M2
2√

(M0M4+2ρpM1M3)M2−M0M2
3−ρpM2

1 M4−ρpM3
2

(1−ρp)M0

√
(M0M2 −M2

1 )
,

R(V, A|R0, V0, A0,
−→
l0 ) =

M1M2 −M0M3√
M0M4 −M2

2

√
(M0M2 −M2

1 )
.

Âèä äèñïåðñèé è êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ
îöåíîê ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèÿ íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ ïîëó÷àåò-
ñÿ â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè ρp = 0 â âûïèñàííûå âûøå ôîðìóëû:
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D(R|R0, V0, A0) =
c2

α

M2M4 −M2
3

4
(
(2M1M3 + M0M4)M2 −M3

2 −M0M2
3 −M2

1 M4

) ,

D(V |R0, V0, A0) =
c2

α

M0M4 −M2
2

4ϑ2
(
(2M1M3 + M0M4)M2 −M3

2 −M0M2
3 −M2

1 M4

) ,

D(A|R0, V0, A0) =
c2

α

M0M2 −M2
1

ϑ4
(
(2M1M3 + M0M4)M2 −M3

2 −M0M2
3 −M2

1 M4

) ,

R(R, V |R0, V0, A0) =
M2M3 −M1M4√

(M2M4 −M2
3 )(M0M4 −M2

2 )
,

R(R, A|R0, V0, A0) =
M1M3 −M2

2√
(M2M4 −M2

3 )(M0M2 −M2
1 )

,

R(V,A|R0, V0, A0) =
M1M2 −M0M3√

(M0M4 −M2
2 )(M0M2 −M2

1 )
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç χ îòíîøåíèÿ äèñïåðñèé è êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿ-
öèè â ñëó÷àå íàëè÷èÿ íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ ê ñëó÷àþ èõ îòñóò-
ñòâèÿ. Íàïðèìåð,

χ(R|R0, V0, A0) =
D(R|R0, V0, A0,

−→
l0 )

D(R|R0, V0, A0)
,

χ(R, V |R0, V0, A0) =
R(R, V |R0, V0, A0,

−→
l0 )

R(R, V |R0, V0, A0)
,

χ(R, A|R0, V0, A0) =
R(R,A|R0, V0, A0,

−→
l0 )

R(R, A|R0, V0, A0)
.

(1.1.27)

Âåëè÷èíà χ õàðàêòåðèçóåò ïîòåðè òî÷íîñòè ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöå-
íîê, ïîÿâëÿþùèåñÿ âñëåäñòâèå ïàðàìåòðè÷åñêîé àïðèîðíîé íåîïðåäå-
ëåííîñòè â âèäå ìåäëåííûõ ôëóêòóàöèé. Èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë èìååì

χ(R|R0, V0, A0) =
(M0M4 + 2ρpM1M3)M2 −M0M

2
3 − ρpM

2
1 M4 − ρpM

3
2

(1− ρp)M0(M2M4 −M2
3 )

=

=
1− r2

3 − ρp(r
2
2 + r2

4 + 2r2r3r4)

(1− ρp)(1− r2
3)

,

(1.1.28)

χ(V |R0, V0, A0) = 1, (1.1.29)
χ(A|R0, V0, A0) = 1. (1.1.30)

ãäå r2, r3 è r4 îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (1.1.14), (1.1.15) è (1.1.16).
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Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè ñîâìåñòíîé îöåíêå âñåõ òðåõ ïàðàìåòðîâ äâè-
æåíèÿ � äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ � íàëè÷èå íåèíôîðìàòèâíûõ
ïàðàìåòðîâ âëèÿåò ëèøü íà òî÷íîñòü îöåíêè äàëüíîñòè.

Îáñóäèì çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðîâ χ îò µ. Ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ ôîðìóë
âûðàçèì íåòðèâèàëüíûå ïàðàìåòðû ÷åðåç κ = N−1

2 − µ:

χ(R|R0, V0, A0) =
(5ρp − 9)N4 + 2

�−36(ρp − 1){2 − 5(ρp − 3)
�
N2 + 72{2(10{2 − 1)(ρp − 1) + 5ρp − 21

3 (3N4 − 10N2 + 240{4 − 24(N2 + 1){2 + 7) (ρp − 1)
,

χ(R, V |R0, V0, A0) =

s
(9N4 − 6(12{2 + 5)N2 + 720{4 − 72{2 + 21) (ρp − 1)

(5ρp − 9)N4 + 2 (−36(ρp − 1){2 − 5(ρp − 3)) N2 + 72{2(10{2 − 1)(ρp − 1) + 5ρp − 21
,

χ(R, A|R0, V0, A0) =

s
(9N4 − 6(12{2 + 5)N2 + 720{4 − 72{2 + 21) (ρp − 1)

(5ρp − 9)N4 + 2 (−36(ρp − 1){2 − 5(ρp − 3)) N2 + 72{2(10{2 − 1)(ρp − 1) + 5ρp − 21
.

Ïîñìîòðèì íà ãðàôèêè ýòèõ çàâèñèìîñòåé, ñì. ðèñ. 1.1.1. Äàëåå íàéäåì
ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû.

-150 -100 -50 50 100 150

1.02

1.04

1.06

1.08

1.10

1.12

1.14

-150 -100 -50 50 100 150

0.94

0.95

0.96

0.97

0.98

Ðèñ. 1.1.1: Çàâèñèìîñòü χ(R|R0, V0, A0) (ñëåâà) è χ(R, V |R0, V0, A0) =
χ(R,A|R0, V0, A0) (ñïðàâà) îò κ ïðè N = 100 è N = 300, ρp = 0.2

Âåëè÷èíà χ(R|R0, V0, A0) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â òî÷êàõ (íå çàâèñÿ-
ùèõ îò ρp)

κ = ±
√

N 2 + 1

2
√

5
èëè µ =

N − 1

2
∓
√

N 2 + 1

2
√

5
.

Ýòî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàâíî

χ(R|R0, V0, A0)|max =
(9− 4ρp)N

2 + ρp − 6

3(3N 2 − 2)(1− ρp)
.

Ëîêàëüíûé ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè κ = 0 èëè µ = N−1
2 , îí ðàâåí

χ(R|R0, V0, A0)|loc min =
(9− 5ρp)N

2 + 5ρp − 21

3(3N 2 − 7)(1− ρp)
.
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Ãëîáàëüíûé ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â òî÷êàõ κ = ±N−1
2 èëè µ = 0 è

µ = N − 1, îí ðàâåí

χ(R|R0, V0, A0)|min =
−4ρp + N(12ρp + N(9− 8ρp)− 9) + 6

3(3(N − 1)N + 2)(1− ρp)
.

Êàê âèäèì, âåëè÷èíà χ(R|R0, V0, A0) çàâèñèò îò ïàðàìåòðà µ, îïðåäåëÿ-
þùåãî òî÷êó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñ êîòîðîé ñâÿçàíî åå âðåìåííîå ïîëî-
æåíèå. Èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà µ íå ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè
èçìåíåíèÿ àëãîðèòìîâ ôîðìèðîâàíèÿ è ïðèåìà èñïîëüçóåìîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè èìïóëüñîâ, à òîëüêî ê íåñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñèãíàëà. Ïðè ïîÿâëåíèè ïàðàìåòðè÷åñêîé àïðèîðíîé
íåîïðåäåëåííîñòè æåëàòåëüíî, ÷òîáû óõóäøåíèå õàðàêòåðèñòèê òî÷íî-
ñòè áûëî íàèìåíüøèì, à ñëåäîâàòåëüíî, χ(R|R0, V0, A0) áûëî ìèíèìàëü-
íûì. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ çíà÷åíèå µ, ïðè êîòîðîì
äîñòèãàåòñÿ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå χ(R|R0, V0, A0).

Ôîðìóëà (1.1.24) ïîçâîëÿåò òàêæå íàéòè õàðàêòåðèñòèêè ðàçäåëüíûõ
îöåíîê äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ ïðè íàëè÷èè êîíå÷íîãî ÷èñ-
ëà ïðîèçâîëüíûõ íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ýòîãî â ìàòðèöå
A − BD−1C (1.1.24) äîñòàòî÷íî óäàëèòü ñòðîêè è ñòîëáöû, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå àïðèîðè èçâåñòíûì èíôîðìàòèâíûì ïàðàìåòðàì, ñîêðàòèâ åå
ðàçìåðíîñòü äî ÷èñëà íåèçâåñòíûõ èíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ. Åñëè
îòñóòñòâóþò íåèíôîðìàòèâíûå ïàðàìåòðû, òî â èìåþùèõñÿ ôîðìóëàõ
ñëåäóåò ïîëîæèòü ρp = 0. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû (âû-
÷èñëåíèÿ ïðèâåäåíû â ñòàòüå [127]; â ñëó÷àå ρp = 0 îíè ñîâïàäàþò ñ ðå-
çóëüòàòàìè [90, 93]). Îáîçíà÷åíèÿ â ïðèâîäèìûõ íèæå ôîðìóëàõ àíàëî-
ãè÷íû èñïîëüçîâàâøèìñÿ âûøå: íàïðèìåð, D(R|R0, V0,

−→
l0 ) åñòü äèñïåð-

ñèÿ ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíîé îöåíêè ïàðàìåòðà R, à R(R, V |R0, V0,
−→
l0 ) �

êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê R è V ïðè
óñëîâèè, ÷òî íåèçâåñòíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ R0, V0, à çíà÷åíèå ïàðà-
ìåòðà A0 èçâåñòíî, îöåíêà ïàðàìåòðîâ ïðîèçâîäèòñÿ â óñëîâèÿõ ìåä-
ëåííûõ ôëóêòóàöèé, ïðè ýòîì D(R|R0, V0) åñòü äèñïåðñèÿ ñîâìåñòíî-
ýôôåêòèâíîé îöåíêè ïàðàìåòðà R ïðè óñëîâèè íåèçâåñòíîãî çíà÷åíèÿ
ñêîðîñòè, à R(R, V |R0, V0) � êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ñîâìåñòíî-ýô-
ôåêòèâíûõ îöåíîê R è V â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ àïðèîðíîé ïàðàìåòðè÷å-
ñêîé íåîïðåäåëåííîñòè è ïðè èçâåñòíîì çíà÷åíèè óñêîðåíèÿ. Âåëè÷èíà χ

ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì äèñïåðñèé â ñëó÷àå íàëè÷èÿ íåèíôîðìàòèâíûõ ïà-
ðàìåòðîâ ê ñëó÷àþ èõ îòñóòñòâèÿ, ñì. ôîðìóëó (1.1.27). Íàïîìíèì, ÷òî
Mν îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (1.1.13), rk � ôîðìóëàìè (1.1.14)�(1.1.16),



27

α � ôîðìóëîé (1.1.9), à ρp � ôîðìóëîé (1.1.23). Èòàê, èìååì

D(R|R0, V0,
−→
l0 ) =

c2

4α

M0M2 − ρpM
2
1

(1− ρp)M0(M0M2 −M 2
1 )

,

D(V |R0, V0,
−→
l0 ) =

c2

4αϑ2

M0

M0M2 −M 2
1
,

R(R, V |R0, V0,
−→
l0 ) = −

√
M 2

1 (1− ρp)

M0M2 − ρpM 2
1
,

D(R|R0, V0) =
c2

4α

M2

M0M2 −M 2
1
,

D(V |R0, V0) =
c2

4αϑ2

M0

M0M2 −M 2
1
,

R(R, V |R0, V0) = −r2 = − M1√
M0M2

,

χ(R|R0, V0) =
D(R|R0, V0,

−→
l0 )

D(R|R0, V0)
=

M0M2 − ρpM
2
1

(1− ρp)M0M2
, (1.1.31)

χ(V |R0, V0) =
D(V |R0, V0,

−→
l0 )

D(V |R0, V0)
= 1, (1.1.32)

D(R|R0, A0,
−→
l0 ) =

c2

4α

M0M4 − ρpM
2
2

(1− ρp)M0(M0M4 −M 2
2 )

,

D(A|R0, A0,
−→
l0 ) =

c2

αϑ4

M0

M0M4 −M 2
2
,

R(R,A|R0, A0,
−→
l0 ) = −

√
M 2

2 (1− ρp)

M0M4 − ρpM 2
2
,

D(R|R0, A0) =
c2

4α

M4

M0M4 −M 2
2
,

D(A|R0, A0) =
c2

αϑ4

M0

M0M4 −M 2
2
,

R(R, A|R0, A0) = −r4 = − M2√
M0M4

,

χ(R|R0, A0) =
D(R|R0, A0,

−→
l0 )

D(R|R0, A0)
=

M0M4 − ρpM
2
2

(1− ρp)M0M4
, (1.1.33)

χ(A|R0, A0) =
D(A|R0, A0,

−→
l0 )

D(A|R0, A0)
= 1, (1.1.34)
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D(V |V0, A0,
−→
l0 ) =

c2

4αϑ2

M0M4 − ρpM
2
2(

(M0M4 + 2ρpM1M3)M2 −M0M2
3 − ρpM2

1 M4 − ρpM3
2

) ,

D(A|V0, A0,
−→
l0 ) =

c2

αϑ4

M0M2 − ρpM
2
1(

(M0M4 + 2ρpM1M3)M2 −M0M2
3 − ρpM2

1 M4 − ρpM3
2

) ,

R(V, A|V0, A0,
−→
l0 ) = −(M0M3 − ρpM1M2)

√
1

(M0M4 − ρpM2
2 )(M0M2 − ρpM2

1 )
,

D(V |V0, A0) =
c2

4αϑ2

M4

M2M4 −M2
3

,

D(A|V0, A0) =
c2

αϑ4

M2

M2M4 −M2
3

,

R(V,A|V0, A0) = −r3 = − M3√
M2M4

,

χ(V |V0, A0) =
D(V |V0, A0,

−→
l0 )

D(V |V0, A0)
=

=
M0M4 − ρpM

2
2(

(M0M4 + 2ρpM1M3)M2 −M0M2
3 − ρpM2

1 M4 − ρpM3
2

) M2M4 −M2
3

M4

,

(1.1.35)

χ(A|V0, A0) =
D(A|V0, A0,

−→
l0 )

D(A|V0, A0)
=

=
M0M2 − ρpM

2
1(

(M0M4 + 2ρpM1M3)M2 −M0M2
3 − ρpM2

1 M4 − ρpM3
2

) M2M4 −M2
3

M2

,

(1.1.36)

D(R|R0,
−→
l0 ) =

c2

4α

1

M0(1− ρp)
,

D(R|R0) =
c2

4α

1

M0
,

χ(R|R0) =
D(R|R0,

−→
l0 )

D(R|R0)
=

1

1− ρp
, (1.1.37)

D(V |V0,
−→
l0 ) =

c2

4αϑ2

1

M2 − ρp
M2

1

M0

,

D(V |V0) =
c2

4αϑ2

1

M2
,

χ(V |V0) =
D(V |V0,

−→
l0 )

D(V |V0)
=

1

1− ρp
M2

1

M0M2

, (1.1.38)
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D(A|A0,
−→
l0 ) =

αϑ4

c2

(
M4 − ρp

M 2
2

M0

)
,

D(A|A0) =
c2

αϑ4

1

M4
,

χ(A|A0) =
D(A|A0,

−→
l0 )

D(A|A0)
=

1

1− ρp
M2

2

M0M4

. (1.1.39)

Òåîðåìà 1.1.3. Êàæäàÿ èç âåëè÷èí (1.1.28), (1.1.31), (1.1.33), (1.1.38)
è (1.1.39) íå ïðåâîñõîäèò

1

1− ρp
.

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ âåëè÷èí (1.1.35) è (1.1.36) òåîðåìà 1.1.3 íå âåðíà, ïî-
ñêîëüêó ïðè µ = (N − 1)/2 ýòè âåëè÷èíû òîæäåñòâåííî ðàâíû 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âåëè÷èíû (1.1.28) èìååì

χ(R|R0, V0, A0) =
1− r2

3 − ρp(r
2
2 + r2

4 + 2r2r3r4)

(1− ρp)(1− r2
3)

≤

≤ 1− r2
3

(1− ρp)(1− r2
3)

=
1

1− ρp
.

Äëÿ âåëè÷èíû (1.1.31)

χ(R|R0, V0) =
M0M2 − ρpM

2
1

(1− ρp)M0M2
≤ M0M2

(1− ρp)M0M2
=

1

1− ρp
.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ âåëè÷èíû (1.1.33) ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé (1.1.38). Èìååì (â ñèëó ëåììû 1.1.1)

χ(V |V0) =
1

1− ρp
M2

1

M0M2

=
1

1− ρpr2
2
≤ 1

1− ρp
.

Ñëó÷àé (1.1.39) ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè òî÷íîñòè îöåíîê äàëüíîñòè,
ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ â óñëîâèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè ìî-
ãóò áûòü îïèñàíû â òåðìèíàõ åäèíñòâåííîé âåëè÷èíû ρp, îïðåäåëÿåìîé
ôîðìóëîé (1.1.23). Ïîýòîìó âàæíî èìåòü äëÿ íåå ÿâíîå îïèñàíèå.

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ:

R̃ij = R̃ij(
−→
l0 ) =

∆ij√
∆ii∆jj

, (1.1.40)
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ãäå ∆ij � ýëåìåíòû ìàòðèöû, îáðàòíîé ê ìàòðèöå
(
γij

)
i,j=1,2,...,p

. Îíè
èìåþò ñìûñë êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöå-
íîê íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ li è lj ïðè îöåíêå âñåõ íåèíôîðìàòèâ-
íûõ ïàðàìåòðîâ −→l ïðè óñëîâèè, ÷òî çíà÷åíèÿ R0, V0 è A0 èíôîðìàòèâ-
íûõ ïàðàìåòðîâ èçâåñòíû. Äåéñòâèòåëüíî ìàòðèöà D = N

(
γij

)
i,j=1,2,...,p

ÿâëÿåòñÿ áëîêîì èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû Ôèøåðà, ñîîòâåòñòâóþùåé
ïàðàìåòðàì −→l . Ïîýòîìó åñëè âû÷èñëèòü ìàòðèöó Ôèøåðà ïðè óñëîâèè,
÷òî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ R0, V0 è A0 èçâåñòíû, òî ïîëó÷èì â òî÷íîñòè
ìàòðèöó D. Ïîñêîëüêó êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà ñîâìåñòíûõ îöåíîê åñòü
îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê ìàòðèöå Ôèøåðà, òî âåëè÷èíû 1

N ∆ij åñòü êîâàðèà-
öèè ìåæäó îöåíêàìè ïàðàìåòðîâ li è lj, à 1

N ∆ii è 1
N ∆jj � äèñïåðñèè ýòèõ

îöåíîê.
Îòìåòèì î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå ôîðìóëû (1.1.40):

R̃ii = 1.

×èñëà
Rti = Rti(

−→
l0 ) = − Bi1√

A11 ·Dii

=
βi√

α · γii
(1.1.41)

èìåþò ñìûñë êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè ìåæäó ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâ-
íûìè îöåíêàìè äàëüíîñòè R èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, âðåìåííîãî ïîëîæå-
íèÿ è ïàðàìåòðà li ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå îñòàëüíûå ïàðàìåòðû èçâåñòíû.
Â ñàìîì äåëå, èç ïîëíîé èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû Ôèøåðà Î ìîæíî ïî-
ëó÷èòü èíôîðìàöèîííóþ ìàòðèöó Ôèøåðà äëÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ R è
li ïðè óñëîâèè, ÷òî îñòàëüíûå ïàðàìåòðû èçâåñòíû. Âûðåçàÿ èç èíôîð-
ìàöèîííîé ìàòðèöû Ôèøåðà ñîîòâåòñòâóþùèé áëîê, ïîëó÷àåì

Îλ li =

(
A11 Bi1

Bi1 Dii

)
=

(
α
c2N −2

cNβi

−2
cNβi Nγii

)
= N

(
α
c2 −2

cβi

−2
cβi γii

)
.

Íàéäåì îáðàòíóþ ìàòðèöó:

(̂Iλ li)
−1 =

1

N 2( α
c2γii − 4

c2β2
i )

(
γii

2
cβi

2
cβi

α
c2

)
.

Èç ýòîé ôîðìóëû âèäíî, ÷òî êîâàðèàöèÿ ðàâíà 1
N2( α

c2
γii− 4

c2
β2

i )
2
cβi, à äèñ-

ïåðñèè ðàâíû 1
N2( α

c2
γii− 4

c2
β2

i )γii è 1
N2( α

c2
γii− 4

c2
β2

i )
α
c2 ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îá-

ðàçîì, äëÿ êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå (1.1.41).
Íàêîíåö, ÷èñëà

κ2
i = κ2

i (
−→
l0 ) = ∆iiγii
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ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îòíîøåíèå äèñïåðñèè îöåíêè ïàðàìåòðà li ïðè óñëî-
âèè, ÷òî íåèçâåñòíû îñòàëüíûå íåèíôîðìàòèâíûå ïàðàìåòðû, íî èçâåñò-
íû ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ R, V è A, è äèñïåðñèè îöåíêè òîãî æå ïàðàìåò-
ðà li ïðè óñëîâèè, ÷òî èçâåñòíû âñå ïàðàìåòðû, êðîìå li, êàê èíôîðìà-
òèâíûå, òàê è íåèíôîðìàòèâíûå. Äåéñòâèòåëüíî, êàê îòìå÷àëîñü âûøå,
1
N ∆ii åñòü äèñïåðñèÿ îöåíêè ïàðàìåòðà li ïðè óñëîâèè, ÷òî îñòàëüíûå
íåèíôîðìàòèâíûå ïàðàìåòðû íåèçâåñòíû, íî èçâåñòíû ïàðàìåòðû R, V

è A. ×òîáû ðàññ÷èòàòü äèñïåðñèþ îöåíêè ïàðàìåòðà li ïðè óñëîâèè, ÷òî
âñå îñòàëüíûå ïàðàìåòðû (ò. å. ïðî÷èå íåèíôîðìàòèâíûå ïàðàìåòðû, à
òàêæå R, V è A) èçâåñòíû, ðàññìîòðèì áëîê ðàçìåðà 1× 1 èíôîðìàöè-
îííîé ìàòðèöû Ôèøåðà, ñîîòâåòñòâóþùèé òàêîé îöåíêå. Îí ñîñòîèò èç
åäèíñòâåííîãî ÷èñëà Nγii, à îáðàòíàÿ ê íåìó ìàòðèöà ñîñòîèò èç ÷èñ-
ëà 1

Nγii
, èìåþùåãî ñìûñë íóæíîé äèñïåðñèè. Îòñþäà � äîêàçûâàåìàÿ

ôîðìóëà.
Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó (1.1.23) ê

âèäó

ρp =

p∑
i=1

p∑
j=1

RtiR̃ijRtjκiκj. (1.1.42)

Èìååì

ρp = A−1
p∑

i=1

p∑

j=1

Bi ∆ij Bj =

= A−1
p∑

i=1

p∑
j=1

Rti

√
A ·Dii R̃ij

√
∆ii∆jj Rtj

√
A ·Djj =

=

p∑
i=1

p∑
j=1

Rti

√
Dii R̃ij

√
∆ii∆jj Rtj

√
Djj =

=

p∑
i=1

p∑
j=1

RtiR̃ijRtj

√
∆iiγii

√
∆jjγjj =

p∑
i=1

p∑
j=1

RtiR̃ijRtjκiκj.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àè p = 1, 2, 3.
Ïðè p = 1 (ñëó÷àé îäíîãî íåèíôîðìàòèâíîãî ïàðàìåòðà) èìååì ∆ii =

1/γii, îòêóäà
κ1 = 1.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî è ôîðìóëó R̃11 = 1 â (1.1.42), ïîëó÷àåì

ρ1 = R2
t1.
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Ïðè p = 2 (ñëó÷àé äâóõ íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ) â ñèëó ïðà-
âèëà âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû èìååì

(
γ11 γ12

γ21 γ22

)
=

1

∆11∆22 −∆12∆21
×

(
∆22 −∆12

−∆21 ∆11

)
.

Îòñþäà

κ2
1 = ∆11γ11 =

γ11γ22

γ11γ22 − γ12γ21
=

R11R22

R11R22 −R12R21
=

1

1−R2
12

,

ãäå
Rij = − γij√

γiiγjj
.

È àíàëîãè÷íî
κ2

2 =
1

1−R2
12

.

Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (1.1.42), ïîëó÷àåì

ρ2 = R2
t1κ2

1 + R2
t2κ2

2 + 2Rt1Rt2R12κ1κ2 =
R2

t1 + R2
t2 + 2Rt1Rt2R12

1−R2
12

.

Ïðè p = 3 (ñëó÷àé òðåõ íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ) â ñèëó ïðàâè-
ëà âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû èìååì




γ11 γ12 γ13

γ21 γ22 γ23

γ31 γ32 γ33


 =

=
1

∆11∆22∆33 −∆13∆22∆31 + ∆12∆23∆31 + ∆13∆21∆32 −∆11∆23∆32 −∆12∆21∆33
×

×



∆22∆33 −∆23∆32 ∆13∆32 −∆12∆33 ∆12∆23 −∆13∆22

∆23∆31 −∆21∆33 ∆11∆33 −∆13∆31 ∆13∆21 −∆11∆23

∆21∆32 −∆22∆31 ∆12∆31 −∆11∆32 ∆11∆22 −∆12∆21


 .

Îòñþäà
κ2

1 = ∆11γ11 =

=
γ11(γ22γ33 − γ2

23)
γ11γ22γ33 − γ13γ22γ31 + γ12γ23γ31 + γ13γ21γ32 − γ11γ23γ32 − γ12γ21γ33

=

=
R11(R22R33 −R2

23)
R11R22R33 −R13R22R31 + R12R23R31 + R13R21R32 −R11R23R32 −R12R21R33

=

=
1−R2

23

1− 2R12R23R13 −R2
12 −R2

13 −R2
23

,

ãäå
Rij = − γij√

γiiγjj
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� êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûìè îöåíêàìè
ïàðàìåòðîâ li è lj ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå îñòàëüíûå ïàðàìåòðû èçâåñòíû.

Â ñèëó ñèììåòðèè èìååì

κ2
2 =

1−R2
13

1− 2R12R23R31 −R2
13 −R2

23 −R2
12

,

κ2
3 =

1−R2
12

1− 2R12R23R31 −R2
13 −R2

23 −R2
12

.

Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (1.1.42), ïîëó÷àåì

ρ3 = R2
t1κ2

1 + R2
t2κ2

2 + R2
t3κ2

3+

+ 2Rt1Rt2R12κ1κ2 + 2Rt1Rt3R13κ1κ3 + 2Rt2Rt3R23κ2κ3 =

=
1

1− 2R12R23R13 −R2
13 −R2

23 −R2
12
×

×
(
R2

t1(1−R2
23) + R2

t2(1−R2
13) + R2

t3(1−R2
12)+

+ 2Rt1Rt2R12

√
(1−R2

23)(1−R2
13)+

+ 2Rt1Rt3R13

√
(1−R2

23)(1−R2
12)+

+ 2Rt2Rt3R23

√
(1−R2

12)(1−R2
13)

)
.

Èëè

ρ3 =
1

1− 2R12R23R13 −R2
13 −R2

23 −R2
12
×

×
(
R2

t1(1−R2
23) + R2

t2(1−R2
13) + R2

t3(1−R2
12)+

+ 2Rt1Rt2(R12 + R23R13)+

+ 2Rt1Rt3(R13 + R23R12)+

+ 2Rt2Rt3(R23 + R12R13)
)
.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íàéäåì ïðîèãðûø â òî÷íîñòè ñîâìåñòíî-ýôôåê-
òèâíûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ, êîãäà ôîðìà èíòåíñèâíîñòè îäíî-
ãî îïòè÷åñêîãî èìïóëüñà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.1.2) îïèñûâàåòñÿ âûðà-



34

æåíèåì

s(t,
−→
l ) = a

{
η(t)

[
1− exp

(
− t

∆

)]
− η(t− τ)

[
1− exp

(
−t− τ

∆

)]}
,

(1.1.43)

η(t) =

{
1, t ≥ 0,

0, t < 0,
−→
l = (a, τ, ∆),

ãäå τ � äëèòåëüíîñòü âîçðàñòàþùåé ÷àñòè èìïóëüñà, ∆ õàðàêòåðèçó-
åò äëèòåëüíîñòü ôðîíòà èìïóëüñà, a � àìïëèòóäíûé ìíîæèòåëü. Ïðè
îöåíêå ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ öåëè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èìïóëüñîâ âèäà (1.1.43) êàæäûé èìïóëüñ èìååò äî 3 íåèíôîðìàòèâíûõ
ïàðàìåòðîâ (p ≤ 3) � a, τ è ∆. Îòìåòèì, ÷òî èìïóëüñ (1.1.43) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

s(t,
−→
l ) = af

( t

∆
,
∆

τ

)
,

ãäå

f(x, y) = η(x)[1− exp(−x)]− η
(
x− 1

y

)[
1− exp

(
−

(
x− 1

y

))]
.

Ãðàôèê èíòåíñèâíîñòè èìïóëüñà f(x, y) ïîêàçàí íà ðèñ. 1.1.2.
Ôîðìó èíòåíñèâíîñòè, áëèçêóþ ê (1.1.43), èìååò êîðîòêèé îïòè÷åñêèé

èìïóëüñ â ðåçóëüòàòå åãî óøèðåíèÿ ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè â ðàññåèâàþ-
ùåé ñðåäå [21].

0 2 4 6 8 10
x

0.2

0.4

0.6

f

2 4 6 8 10
x

0.2
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0.6

0.8

1
f

Ðèñ. 1.1.2: Ãðàôèê èíòåíñèâíîñòè èìïóëüñà f(x, y) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðà y = ∆/τ . Ñëåâà: y = 1; ñïðàâà: y = 1

5
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Ïðîèãðûø â òî÷íîñòè îöåíêè äàëüíîñòè âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ íåèí-
ôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé (1.1.28). Â ñèëó òåîðå-
ìû 1.1.3, êàê ïðàâèëî, íàèáîëüøèì ÿâëÿåòñÿ ïðîèãðûø â òî÷íîñòè îöåí-
êè äàëüíîñòè, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ âåëè÷èíîé (1 − ρp)

−1 (1.1.37).
Ïðèâåäåì ãðàôèêè ýòîé âåëè÷èíû äëÿ íåêîòîðûõ õàðàêòåðíûõ ñëó÷àåâ.

Íà ðèñ. 1.1.3 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ïðîèãðûøà χR(R|R0) = (1 −
ρp)

−1 (1.1.37) â òî÷íîñòè îöåíêè îò ïàðàìåòðà y = ∆/τ , õàðàêòåðèçóþùå-
ãî îòíîøåíèå äëèòåëüíîñòè ôðîíòà èìïóëüñà ê äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà,
äëÿ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ ïðè q = a/ν = 1.
Êðèâàÿ 1 èëëþñòðèðóåò ïðîèãðûø â òî÷íîñòè îöåíêè, êîãäà íåèíôîð-
ìàòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòð a. Êàê âèäíî, íàëè÷èå íåèíôîðìàòèâíîãî
ïàðàìåòðà a íå óõóäøàåò õàðàêòåðèñòèê ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöå-
íîê ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ. Êðèâûå 2 è 3 èëëþñòðèðóþò ïðîèãðûø â
òî÷íîñòè îöåíêè, êîãäà íåèíôîðìàòèâíûì ÿâëÿåòñÿ îäèí ïàðàìåòð, ñî-
îòâåòñòâåííî, τ èëè ∆; 4 � a è τ ; 5 � a è ∆; 6 � τ è ∆; 7 � âñå òðè
ïàðàìåòðà a, τ è ∆.

Íà ðèñ. 1.1.4 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ïðîèãðûøà χR(R|R0) = (1 −
ρp)

−1 (1.1.37) â òî÷íîñòè îöåíêè îò ïàðàìåòðà y = ∆/τ , õàðàêòåðèçó-
þùåãî îòíîøåíèå äëèòåëüíîñòè ôðîíòà èìïóëüñà ê äëèòåëüíîñòè èì-
ïóëüñà, äëÿ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ ïðè q =
a/ν = 10. Îáîçíà÷åíèÿ êðèâûõ íà ðèñ. 1.1.4 ñîîòâåòñòâóþò ïðèâåäåííûì
íà ðèñ. 1.1.3.

Íà ðèñ. 1.1.5 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ïðîèãðûøà χR(R|R0) = (1 −
ρp)

−1 (1.1.37) â òî÷íîñòè îöåíêè îò ïàðàìåòðà y = ∆/τ äëÿ íåêîòîðûõ
íàáîðîâ íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðà q. Êðèâûå 1, 2, 3 èëëþñòðèðóþò ïðîèãðûø â òî÷íîñòè îöåíêè,
êîãäà íåèíôîðìàòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòð ∆, ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò-
ðà q = a/ν = 0.1, 1, 10 ñîîòâåòñòâåííî. Êðèâûå 4, 5, 6 � êîãäà íåèí-
ôîðìàòèâíûìè ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðû a è τ , ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà
q = a/ν = 0.1, 1, 10. Êðèâûå 7, 8, 9 � êîãäà íåèíôîðìàòèâíûìè ÿâëÿ-
þòñÿ a, τ è ∆, ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà q = a/ν = 0.1, 1, 10.

Ñîïîñòàâëåíèå êðèâûõ íà ðèñ. 1.1.3, 1.1.4 è 1.1.5 ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
âëèÿíèå íàëè÷èÿ ðàçëè÷íûõ íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ èìïóëüñà
(1.1.43) íà òî÷íîñòü ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ äâèæå-
íèÿ ïðè áûñòðûõ ôëóêòóàöèÿõ öåëè. Èç ðèñ. 1.1.3, 1.1.4 è 1.1.5 âèäíî,
÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà y ïðîèãðûø èç-çà íàëè÷èÿ íåêîòîðûõ íåèí-
ôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ ({τ}, {∆}, {a, ∆}, {τ, ∆}) óìåíüøàåòñÿ, à èç-
çà íåêîòîðûõ íàáîðîâ ({a, τ} è {a, τ, ∆}) � ðàñòåò âïëîòü äî çíà÷åíèÿ 4.
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Ñîãëàñíî ðèñ. 1.1.3, 1.1.4 è 1.1.5, íàëè÷èå íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ
ó èìïóëüñà (1.1.43) ìîæåò ïðèâåñòè ê óâåëè÷åíèþ äèñïåðñèé ñîâìåñòíî-
ýôôåêòèâíûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ öåëè â 4 ðàçà.

Íà ðèñ. 1.1.6 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ïðîèãðûøà χR(R|R0) = (1 −
ρp)

−1 (1.1.37) â òî÷íîñòè îöåíêè îò ïàðàìåòðà q äëÿ ðàçëè÷íûõ íàáî-
ðîâ íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ ïðè y = 1. Îáîçíà÷åíèÿ êðèâûõ íà
ðèñ. 1.1.6 ñîîòâåòñòâóþò ïðèâåäåííûì íà ðèñ. 1.1.3. Ñîãëàñíî ðèñ. 1.1.6
ïðîèãðûø â òî÷íîñòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ
íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ íåñêîëüêî óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì îòíîøå-
íèÿ ñèãíàë-ôîí q.
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Ðèñ. 1.1.3: Çàâèñèìîñòü χR îò y ïðè q = 1
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Ðèñ. 1.1.4: Çàâèñèìîñòü χR îò y ïðè q = 10
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Ðèñ. 1.1.5: Çàâèñèìîñòü χR îò y ïðè q = 0.1, 1, 10
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Ðèñ. 1.1.6: Çàâèñèìîñòü χR îò q ïðè y = 1
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Ïîêàæåì, ÷òî ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ [55]
ïðèâîäèò ê àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíûì îöåíêàì ïàðàìåòðîâ äâèæå-
íèÿ, òî÷íîñòü êîòîðûõ èññëåäîâàíà âûøå. Êàê è âûøå, ñ öåëüþ óïðî-
ùåíèÿ âûêëàäîê ïðè âûâîäå îáùèõ ôîðìóë áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàáîð
ïàðàìåòðîâ li, i = 1, . . . , p, âêëþ÷àåò êàê èíôîðìàòèâíûå, òàê è íåèí-
ôîðìàòèâíûå. Áóäåì èñêàòü ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà ïî −→l = (l1, l2, . . . , lp)
ëîãàðèôìà ôóíêöèîíàëà îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ (ÔÎÏ)

L(
−→
l ) = ln λ

(
s(t,

−→
l )

)
=

∫ T

0
ln

(
1 + s(t,

−→
l )/ν

)
dπ(t)−

∫ T

0
s(t,

−→
l ) dt.

(1.1.44)
Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
â êà÷åñòâå îöåíêè ïàðàìåòðà −→l áóäåì èñïîëüçîâàòü âåëè÷èíó

−̂→
l = arg sup

−→
l

L(
−→
l ). (1.1.45)

Ñèãíàëüíîé ôóíêöèåé íàçûâàþò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ëîãàðèô-
ìà ÔÎÏ (1.1.44) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðèíèìàåìàÿ ðåàëèçàöèÿ π(t)

ñîîòâåòñòâóåò èñòèííîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà −→l0 . Ñèãíàëüíóþ ôóíêöèþ
îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì Ŝ(

−→
l0 ,
−→
l ). Â ñèëó [12, ôîðìóëà (3.7.4)] ìàòåìàòè÷å-

ñêîå îæèäàíèå ïåðâîãî èíòåãðàëà â (1.1.44) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îáðàáà-
òûâàåìûé ñèãíàë π(t) èìååò èíòåíñèâíîñòü s(t,

−→
l0 )+ν, ñîîòâåòñòâóþùóþ

çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà −→l0 , ðàâíî
∫ T

0
ln

(
1 + s(t,

−→
l )/ν

)(
s(t,

−→
l0 ) + ν

)
dt.

Âòîðîé èíòåãðàë â (1.1.44) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íå ÿâëÿåòñÿ. Ïîýòîìó
äëÿ ñèãíàëüíîé ôóíêöèè ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

Ŝ(
−→
l0 ,
−→
l ) =

∫ T

0
ln

(
1+s(t,

−→
l )/ν

)(
s(t,

−→
l0 )+ν

)
dt−

∫ T

0
s(t,

−→
l ) dt. (1.1.46)

Øóìîâîé ôóíêöèåé íàçûâàþò ôóíêöèþ N̂(
−→
l ), îïðåäåëÿåìóþ èç ñî-

îòíîøåíèÿ
L(
−→
l ) = Ŝ(

−→
l0 ,
−→
l ) + N̂(

−→
l ).

Âû÷èñëÿåòñÿ øóìîâàÿ ôóíêöèÿ ïî ôîðìóëå

N̂(
−→
l ) = L(

−→
l )− Ŝ(

−→
l0 ,
−→
l ). (1.1.47)
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Èíûìè ñëîâàìè, N̂(
−→
l ) åñòü îòêëîíåíèå ëîãàðèôìà ÔÎÏ îò åãî ìàòåìà-

òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòó ôîðìóëó èìåþùèåñÿ ïðåäñòàâëå-
íèÿ (1.1.44) è (1.1.46) äëÿ L(

−→
l ) è Ŝ(

−→
l0 ,
−→
l ), ïîëó÷àåì

N̂(
−→
l ) = L(

−→
l )− Ŝ(

−→
l0 ,
−→
l ) =

=

∫ T

0
ln

(
1 + s(t,

−→
l )/ν

)(
π′(t)− s(t,

−→
l0 )− ν

)
dt.

(1.1.48)

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ñèãíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì ëîãàðèôìà ÔÎÏ, à øóìîâàÿ � ðàçíîñòüþ ëîãàðèôìà ÔÎÏ è
ñèãíàëüíîé ôóíêöèè (ôîðìóëà (1.1.47)), ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå øó-
ìîâîé ôóíêöèè ðàâíî íóëþ.

Â ñèëó [12, ôîðìóëà (3.7.27)] è ôîðìóëû (1.1.48) äëÿ êîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèè øóìîâîé ôóíêöèè èìååì

BSN(
−→
l1 ,
−→
l2 ) = 〈N̂(

−→
l1 )N̂(

−→
l2 )〉 =

= ν

∫ T

0
ln

(
1 + s(t,

−→
l1 )/ν

)
ln

(
1 + s(t,

−→
l2 )/ν

)(
1 + s(t,

−→
l0 )/ν

)
dt. (1.1.49)

Ëåììà 1.1.4. Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî (−→l = (l1, . . . , lp) � âåêòîðíûé
ïàðàìåòð)

∂2Ŝ(
−→
l0 ,
−→
l )

∂li∂lj

∣∣∣−→
l =

−→
l0

= −∂2H(
−→
l1 ,
−→
l2 )

∂l1i∂l2j

∣∣∣−→
l1 ,
−→
l2 =

−→
l0
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîäèòñÿ ê íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèÿì.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû Ôèøåðà ïîëó÷àåì
ïðåäñòàâëåíèå

Î =

[
∂2H(

−→
l1 ,
−→
l2 )

∂l1i∂l2j

∣∣∣−→
l1 ,
−→
l2 =

−→
l0

]

i,j=1,...,p

=

[
−∂2Ŝ(

−→
l0 ,
−→
l )

∂li∂lj

∣∣∣−→
l =

−→
l0

]

i,j=1,...,p

.

(1.1.50)
Íàéäåì ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà ëîãàðèôìà ÔÎÏ (1.1.44), êîòîðîå èñ-

ïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå îöåíêè (1.1.45).
Ïîëîæèì

mS = max−→
l

Ŝ(
−→
l0 ,
−→
l ) = Ŝ(

−→
l0 ,
−→
l0 ), σ2

SN = 〈(N̂(
−→
l0 )

)2〉,

ãäå ñèìâîë 〈·〉 îçíà÷àåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, Ŝ(
−→
l0 ,
−→
l ) � ñèãíàëü-

íàÿ ôóíêöèÿ (1.1.46), N̂(
−→
l0 ) � øóìîâàÿ ôóíêöèÿ (1.1.48). Ââåäåì â ðàñ-
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ñìîòðåíèå ïàðàìåòð îòíîøåíèå ñèãíàë-øóì (ÎÑØ) [55]

zS =
mS

σSN
=

max−→
l
Ŝ(
−→
l0 ,
−→
l )√

〈(N̂(
−→
l0 )

)2〉
è îáðàòíóþ ê íåìó âåëè÷èíó

ε =
1

zS
.

Åñëè ÎÑØ âåëèêî, òî ε ìàëî.
×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà, ðàññìîòðèì íîð-

ìèðîâàííûå ñèãíàëüíóþ è øóìîâóþ ôóíêöèè ïî ôîðìóëàì

S(
−→
l0 ,
−→
l ) =

1

mS
Ŝ(
−→
l0 ,
−→
l ), N(

−→
l ) =

1

σSN
N̂(
−→
l ).

Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìóì ïî −→l íîðìèðîâàííîé ñèãíàëüíîé ôóíêöèè
S(
−→
l0 ,
−→
l ) ðàâåí 1, à äèñïåðñèÿ íîðìèðîâàííîé øóìîâîé ôóíêöèè N(

−→
l )

òàêæå ðàâíà 1.
Ëîãàðèôì ÔÎÏ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íîðìèðîâàííûå ôóíêöèè ïî ôîð-

ìóëå

L(
−→
l ) = Ŝ(

−→
l0 ,
−→
l ) + N̂(

−→
l ) = mS S(

−→
l0 ,
−→
l ) + σSN N(

−→
l ) =

= mS

[
S(
−→
l0 ,
−→
l ) + εN(

−→
l )

]
.

Ïîñêîëüêó mS ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, âìåñòî ìàêñèìóìà L(
−→
l ) ìîæíî èñ-

êàòü ìàêñèìóì íîðìèðîâàííîãî ëîãàðèôìà ÔÎÏ

M(
−→
l ) = S(

−→
l0 ,
−→
l ) + εN(

−→
l ). (1.1.51)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöó

I =
1

mS

[
∂2H(

−→
l1 ,
−→
l2 )

∂l1i∂l2j

∣∣∣−→
l1 ,
−→
l2 =

−→
l0

]

i,j=1,...,p

=

[
−∂2S(

−→
l0 ,
−→
l )

∂li∂lj

∣∣∣−→
l =

−→
l0

]

i,j=1,...,p

.

Ïóñòü ñèãíàë çàâèñèò îò âåêòîðà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ −→l , à −→l0 �
âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç èñòèííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ âõîäíîãî ñèãíàëà.
Áóäåì èñêàòü îöåíêó −̂→l çíà÷åíèÿ −→l0 , èñõîäÿ èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà íîð-
ìèðîâàííîãî ëîãàðèôìà ÔÎÏ (1.1.51). Â òî÷êå ìàêñèìóìà âñå ÷àñòíûå
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ïðîèçâîäíûå ýòîé ôóíêöèè äîëæíû îáðàùàòüñÿ â íîëü. Íàéäåì −̂→
l èç

óðàâíåíèé ïðàâäîïîäîáèÿ [12, ñ. 41]
[
∂S(

−→
l0 ,
−→
l )

∂li
+ ε

∂N(
−→
l )

∂li

]
−→
l =

−̂→
l

= 0, i = 1, . . . , p. (1.1.52)

Ïðè ôèêñèðîâàííîé ïðèíÿòîé ðåàëèçàöèè π(t) ôóíêöèè S è N ìîæíî
ñ÷èòàòü çàäàííûìè. Î÷åâèäíî, ðåøåíèå −̂→l óðàâíåíèÿ (1.1.52) ÿâëÿåò-
ñÿ ôóíêöèåé ïàðàìåòðà ε. Íàïîìíèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåãóëÿðíûé
ñëó÷àé. Ïîýòîìó ôóíêöèè S è N äèôôåðåíöèðóåìû, ñëåäîâàòåëüíî, ñëå-
äóåò îæèäàòü, ÷òî è çàâèñèìîñòü −̂→l îò ε òàêæå äèôôåðåíöèðóåìà. Òàêèì
îáðàçîì, çàâèñèìîñòü −̂→l îò ε ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

−̂→
l =

−→
l0 + ε

−→
l1 +−→o (ε).

Â ýòîì âûðàæåíèè êàæäàÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà −→o (ε) � âåëè÷èíà áîëü-
øåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì ε, ïðè ε → 0. Óñëîâèìñÿ êîîðäèíàòû âåêòîðà−→
l1 îáîçíà÷àòü l1α, è ñîîòâåòñòâåííî lα � äëÿ âåêòîðà −→l .

Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ëåâîé ÷àñòè êàæäîãî èç óðàâíåíèé (1.1.52), ðàç-
ëîæèì ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì −→l1 äî ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà
ìàëîñòè:

[
∂S(

−→
l0 ,
−→
l )

∂li
+ ε

∂N(
−→
l )

∂li

]
−→
l =

−→
l0

+

+

p∑
α=1

[
∂2S(

−→
l0 ,
−→
l )

∂li∂lα
+ ε

∂2N(
−→
l )

∂li∂lα

]
−→
l =

−→
l0

(
εl1α + o(ε)

)
= 0.

Ðàñêðîåì ñêîáêè è îñòàâèì òîëüêî ÷ëåíû ïîðÿäêà ε:
[
∂S(

−→
l )

∂li

]
−→
l =

−→
l0

+ ε

[
∂N(

−→
l )

∂li

]
−→
l =

−→
l0

+ ε

p∑
α=1

[
∂2S(

−→
l0 ,
−→
l )

∂li∂lα

]
−→
l =

−→
l0

l1α + o(ε) = 0.

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà êîýôôèöèåíòû ïðè
îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε ðàâíû:

[
∂S(

−→
l0 ,
−→
l )

∂li

]
−→
l =

−→
l0

= 0, (1.1.53)
[
∂N(

−→
l )

∂li

]
−→
l =

−→
l0

+

p∑
α=1

[
∂2S(

−→
l0 ,
−→
l )

∂li∂lα

]
−→
l =

−→
l0

l1α = 0. (1.1.54)
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Çäåñü êàæäàÿ ñòðîêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé p óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàçëè÷íûì i = 1, 2, . . . , p.

Ïåðâîå óðàâíåíèå (1.1.53) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ÷òî ïîêàçûâà-
þò ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ. Âûðàæåíèå −∑p

α=1

[
∂2S(

−→
l0 ,
−→
l )

∂li∂lα

]
−→
l =

−→
l0
l1α èç âòîðîãî

óðàâíåíèÿ (1.1.54) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ âåêòîðà ñ
êîîðäèíàòàìè l1α, α = 1, . . . , p, íà ìàòðèöó

I =

(
−

[∂2S(
−→
l0 ,
−→
l )

∂li∂lα

]
−→
l =

−→
l0

)

i,α=1,...,p

.

Íàáîð ÷èñåë
[

∂N(
−→
l )

∂li

]
−→
l =

−→
l0
, i = 1, . . . , p, � ñëó÷àéíûé âåêòîð. Òàêèì îá-

ðàçîì, ðàâåíñòâî (1.1.54) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñî ñëó-
÷àéíûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì. Åãî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ âåêòîð

−→
l1 = I−1n, (1.1.55)

ãäå n � âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè
[

∂N(
−→
l )

∂li

]
−→
l =

−→
l0
, i = 1, . . . , p. Ñëåäîâàòåëüíî,

äëÿ âåêòîðà −̂→l , ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-
ïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ ðàññåÿííîãî ñèãíàëà, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

−̂→
l =

−→
l0 + εI−1n,

ãäå âåêòîðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà n ñîñòîèò èç êîîðäèíàò

ni =
∂N(

−→
l )

∂li

∣∣∣−→
l =

−→
l0

=
1

σSN

∫ T

0

∂s(t,
−→
l )

∂li

∣∣∣−→
l =

−→
l0

π′(t)− s(t,
−→
l0 )− ν

s(t,
−→
l0 ) + ν

dt.

(1.1.56)
Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû ñîâìåñòíûõ îöå-

íîê. Èç ôîðìóëû (1.1.56) è [12, ôîðìóëà (3.7.27)] âèäíî, ÷òî ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû ni èìåþò íóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Ïîýòîìó èõ ëè-
íåéíûå êîìáèíàöèè � êîîðäèíàòû âåêòîðà I−1n � òàêæå èìåþò íóëå-
âûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ. Òåì ñàìûì, ñìåùåíèå âåêòîðà −̂→l îòíî-
ñèòåëüíî −→l0 ðàâíî íóëþ, ò.å. −→l0 ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
âåêòîðà −̂→l . Ðàññ÷èòàåì ýëåìåíòû êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû K îöåíîê
−̂→
l , à −̂→l − −̂→l0 = ε

−̂→
l1 . Â ñèëó ôîðìóëû (1.1.55) äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû K

èìååì
Kαβ = ε2〈l1 αl1 β〉 = ε2

〈( p∑
γ=1

Aαγ

Ω
nγ

)( p∑

δ=1

Aβδ

Ω
nδ

)〉
,
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ãäå Aαγ

Ω � ýëåìåíòû ìàòðèöû, îáðàòíîé ê I, à óãëîâûå ñêîáêè 〈·〉 îçíà÷àþò
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Ïðîäîëæèì âû÷èñëåíèÿ:

Kαβ = ε2
p∑

γ=1

p∑

δ=1

Aαγ

Ω

Aβδ

Ω
〈nγnδ〉. (1.1.57)

Ââåäåì ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿ (ñì. ôîðìóëó (1.1.56), îïðåäåëÿþ-
ùóþ ni)

π′0(t) = π′(t)− s(t,
−→
l0 )− ν, s(t) = s(t,

−→
l0 ), si(t) =

∂s(t,
−→
l )

∂li

∣∣∣−→
l =

−→
l0
.

Òîãäà îïðåäåëåíèå (1.1.56) ni ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

ni =
1

σSN

∫ T

0

si(t)

s(t) + ν
π′0(t) dt.

Çàéìåìñÿ âû÷èñëåíèåì 〈nγnδ〉. Èìååì

〈nγnδ〉 =
1

σ2
SN

〈(∫ T

0

sγ(t)

s(t) + ν
π′0(t) dt

)(∫ T

0

sδ(t)

s(t) + ν
π′0(t) dt

)〉
=

=
1

σ2
SN

∫ T

0

sγ(t)

s(t) + ν

sδ(t)

s(t) + ν

(
s(t) + ν

)
dt =

1

σ2
SN

Îγδ.

Èëè ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî I = 1
mS

Î,

〈nγnδ〉 =
mS

σ2
SN

Iγδ.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò â ôîðìóëó (1.1.57), ïîëó÷àåì

Kαβ = ε2 mS

σ2
SN

p∑
γ=1

p∑

δ=1

Aαγ

Ω
Iγδ

Aβδ

Ω
= ε2 mS

σ2
SN

p∑

δ=1

1αδ
Aβδ

Ω
= ε2 mS

σ2
SN

Aαβ

Ω
=

=
(σ2

SN

mS

)2 mS

σ2
SN

Aαβ

Ω
=

1

mS

Aαβ

Ω
.

Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî Aαγ

Ω � ýëåìåíòû ìàòðèöû, îáðàòíîé ê I, è ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî Î = mSI, ïîëó÷àåì, ÷òî 1

mS

Aαβ

Ω � ýëåìåíòû ìàòðèöû, îáðàòíîé
ê Î. Èòàê, îêîí÷àòåëüíî èìååì

K = Î−1. (1.1.58)
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Â ñèëó ôîðìóëû (1.1.50) ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü â âèäå

K =

[
∂2H(

−→
l1 ,
−→
l2 )

∂l1i∂l2j

∣∣∣−→
l1 ,
−→
l2 =

−→
l0

]−1

i,j=1,...,p
.

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (1.1.58) ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (1.1.7) äëÿ êîð-
ðåëÿöèîííîé ìàòðèöû ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî
ðàâåíñòâî (1.1.58) ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì ââèäó èñïîëüçîâàíèÿ ïðè åå
âûâîäå ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà, è åãî òî÷íîñòü ïîâûøàåòñÿ ñ óìåíüøå-
íèåì ïàðàìåòðà ε, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ðîñòó ÎÑØ. Òàêèì îáðàçîì, îöåíêè
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíû-
ìè ñ ðîñòîì ÎÑØ.

Âûâåäåì êîíêðåòíóþ ôîðìóëó, ïîçâîëÿþùóþ âû÷èñëÿòü ÎÑØ. Ïî-
ñêîëüêó îöåíêè ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè, èç ôîðìóëû (1.1.46) èìååì

mS = Ŝ(
−→
l0 ,
−→
l0 ) =

=

∫ T

0
ln

(
1 + s(t,

−→
l0 )/ν

)(
s(t,

−→
l0 ) + ν

)
dt−

∫ T

0
s(t,

−→
l0 ) dt =

= N
(∫ T

0
ln

(
1 + s0(t,

−→
l0 )/ν

)(
s0(t,

−→
l0 ) + ν

)
dt−

∫ T

0
s0(t,

−→
l0 ) dt

)
.

Â ñèëó ôîðìóëû (1.1.49) èìååì

σ2
SN = BN(

−→
l0 ,
−→
l0 ) = Nν

∫ T

0
ln2(1 + s0(t;

−→
l0 )/ν

)(
1 + s0(t,

−→
l0 )/ν

)
dt.

Ñëåäîâàòåëüíî,

zS =
mS

σSN

=
√

Nν

∫ T

0
ln

[
1 + s0(t,

−→
l0 )/ν

][
1 + s0(t,

−→
l0 )/ν

]
dt− 1

ν

∫ T

0
s0(t,

−→
l0 ) dt√∫ T

0
ln2

[
1 + s0(t;

−→
l0 )/ν

][
1 + s0(t,

−→
l0 )/ν

]
dt

.

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ s0(t,
−→
l0 ) â âèäå

s0(t,
−→
l0 ) = af0(t/τ,

−→
l0 ).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèÿ f0(x,
−→
l0 ) íîðìèðîâà-

íà [6]:
max f0(x,

−→
l0 ) =

∫ +∞

−∞
f 2

0 (x,
−→
l0 ) dx = 1.
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(Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî τ ìîæåò óâåëè÷èâàòüñÿ òîëüêî â òåõ ïðåäåëàõ,
ïîêà íå íàðóøàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ñêâàæíîñòü è ïîêà âñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü èìïóëüñîâ óìåùàåòñÿ â îòðåçêå [0, T ].) Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ
zS ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

zS =
√

Nν

∫ T

0
ln

[
1 + qf0(t/τ,

−→
l0 )

][
1 + qf0(t/τ,

−→
l0 )

]
dt− q

∫ T

0
f0(t/τ,

−→
l0 ) dt√∫ T

0
ln2

[
1 + qf0(t/τ,

−→
l0 )

][
1 + qf0(t/τ,

−→
l0 )

]
dt

=

=
√

Nντ

∫ T/τ

0
ln

[
1 + qf0(x,

−→
l0 )

][
1 + qf0(x,

−→
l0 )

]
dx− q

∫ T/τ

0
f0(x,

−→
l0 ) dx√∫ T/τ

0
ln2

[
1 + qf0(x,

−→
l0 )

][
1 + qf0(x,

−→
l0 )

]
dx

=

=
√

Nντ

∫ +∞
−∞ ln

[
1 + qf0(x,

−→
l0 )

][
1 + qf0(x,

−→
l0 )

]
dx− q

∫ +∞
−∞ f0(x,

−→
l0 ) dx√∫ +∞

−∞ ln2
[
1 + qf0(x,

−→
l0 )

][
1 + qf0(x,

−→
l0 )

]
dx

,

(1.1.59)

ãäå q = a/ν.
Â ñëåäóþùåé òåîðåìå èññëåäóåòñÿ çàâèñèìîñòü ÎÑØ îò ïàðàìåòðîâ a,

ν è τ è, â ÷àñòíîñòè, îïèñûâàåòñÿ íåñêîëüêî ñïîñîáîâ óâåëè÷åíèÿ ÎÑØ.
(a) Óâåëè÷åíèÿ ÎÑØ ìîæíî äîáèòüñÿ ïóòåì óâåëè÷åíèÿ àìïëèòóäû a

(ïðè ôèêñèðîâàííûõ óðîâíå øóìà ν è äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà τ ). (b) Ïðè
óìåíüøåíèè óðîâíÿ øóìà ν (ïðè ôèêñèðîâàííûõ àìïëèòóäå a è äëèòåëü-
íîñòè èìïóëüñà τ ) ÎÑØ ñòðåìèòñÿ ê êîíñòàíòå. (c) Ïðè ôèêñèðîâàííûõ
àìïëèòóäå a è óðîâíå øóìà ν ìîæíî óâåëè÷èòü ÎÑØ ïóòåì óâåëè÷åíèÿ
äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà τ . (d) Íàïðîòèâ, ïðè óâåëè÷åíèè óðîâíÿ øóìà
ν (ïðè ôèêñèðîâàííûõ àìïëèòóäå a è äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà τ ) ÎÑØ
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Òåîðåìà 1.1.5. Ïóñòü çíà÷åíèå âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà −→l0 ôèêñèðîâàíî.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f0(x,

−→
l0 ) íåïðåðûâíà, íåîòðèöàòåëüíà, èìååò êîìïàêò-

íûé íîñèòåëü è õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå îòëè÷íà îò íóëÿ. (a) Åñëè ν è
τ ïîñòîÿííû, òî zS → ∞ ïðè a → ∞. (b) Åñëè a è τ ïîñòîÿííû, òî
zS →

√
Nτa

∫ +∞
0 f0(x,

−→
l0 ) dx ïðè ν → 0. (d) Åñëè a è τ ïîñòîÿííû, òî

zS → 0 ïðè ν →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ f0(x,
−→
l0 ) ñîêðàùåííîå îáî-

çíà÷åíèå f0(x).
Äîêàæåì óòâåðæäåíèÿ (a) è (b). Ðàçäåëèì ÷èñëèòåëü ïðåäñòàâëåíèÿ
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(1.1.59) íà q, à çíàìåíàòåëü � íà √q:

zS =
√

Nντq

∫ +∞
−∞ ln

[
1 + qf0(x)

][
1/q + f0(x)

]
dx− ∫ +∞

−∞ f0(x) dx√∫ +∞
−∞ ln2[1 + qf0(x)

][
1/q + f0(x)

]
dx

=

=
√

Nτa

+∞∫
0

ln
[
1 + qf0(x)

]
f0(x) dx +

+∞∫
0

ln[1+qf0(x)]
q dx−

+∞∫
0

f0(x) dx

√
+∞∫
0

ln2[1 + qf0(x)
]
f0(x) dx +

+∞∫
0

ln2[1+qf0(x)]
q dx

.

Ïðè q →∞ ýòî âûðàæåíèå ïî ïîðÿäêó ðîñòà ýêâèâàëåíòíî âûðàæåíèþ

√
Nτa

∫ +∞
−∞ ln

[
1 + qf0(x)

]
f0(x) dx√∫ +∞

−∞ ln2[1 + qf0(x)
]
f0(x) dx

, (1.1.60)

ïîñêîëüêó èíòåãðàëû
∫ +∞
−∞

ln[1+qf0(x)]
q dx è

∫ +∞
−∞

ln2[1+qf0(x)]
q dx ñòðåìÿòñÿ ê

íóëþ èç-çà òîãî, ÷òî ëîãàðèôì ðàñòåò ìåäëåííåå ëþáîé ñòåïåíè q, à èí-
òåãðàë

∫ +∞
−∞ f0(x) dx ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé è ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

âåëè÷èíó ìåíüøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì ðàñòóùèé èíòåãðàë
∫ +∞
−∞ ln

[
1+

qf0(x)
]
f0(x) dx. ×òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî, ïîêàæåì, ÷òî

∫ +∞
−∞ ln

[
1 + qf0(x)

]
f0(x) dx√∫ +∞

−∞ ln2[1 + qf0(x)
]
f0(x) dx

→
√∫ +∞

−∞
f0(x) dx

ïðè q →∞.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f0(x). Ðàññìîò-

ðèì ìíîæåñòâî
Ω = { x ≥ 0 : f0(x) > 0 }.

Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî ε > 0 ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Ωε = {x ≥ 0 : f0(x) > ε }.
Î÷åâèäíî, ∪ε>0Ωε = Ω. Ïîýòîìó ïðè ε → 0

∫

Ωε

f0(x) dx →
∫

Ω
f0(x) dx.
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Çàìåòèì, ÷òî
∫

Ωε
ln

[
1 + qε

]
f0(x) dx√∫

Ω ln2[1 + qM
]
f0(x) dx

≤

≤
∫ +∞
−∞ ln

[
1 + qf0(x)

]
f0(x) dx√∫ +∞

−∞ ln2[1 + qf0(x)
]
f0(x) dx

≤

≤
∫

Ω ln
[
1 + qM

]
f0(x) dx√∫

Ωε
ln2[1 + qε

]
f0(x) dx

.

Èëè

ln
[
1 + qε

]

ln
[
1 + qM

]
∫

Ωε
f0(x) dx√∫

Ω f0(x) dx
≤

≤
∫ +∞
−∞ ln

[
1 + qf0(x)

]
f0(x) dx√∫ +∞

−∞ ln2[1 + qf0(x)
]
f0(x) dx

≤

≤ ln
[
1 + qM

]

ln
[
1 + qε

]
∫

Ω f0(x) dx√∫
Ωε

f0(x) dx
.

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî

lim
q→+∞

ln
[
1 + qε

]

ln
[
1 + qM

] = 1.

Äåéñòâèòåëüíî, âûðàæåíèå

1− ln
[
1 + qε

]

ln
[
1 + qM

] =
ln

[
1 + qM

]− ln
[
1 + qε

]

ln
[
1 + qM

] =
ln 1+qM

1+qε

ln
[
1 + qM

] =
ln

M+ 1
q

ε+ 1
q

ln
[
1 + qM

]

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïîñêîëüêó ÷èñëèòåëü ñïðàâà ñòðåìèòñÿ ê êîíñòàíòå, à
çíàìåíàòåëü ðàñòåò.

Óòâåðæäåíèå (c) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (1.1.59).
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (d). Ïîäñòàâèì â ôîðìóëó (1.1.59) q = a/ν:

zS =
√

Nντ

∫ +∞
0

ln
[
1 + a

ν
f0(x,

−→
l0 )

][
1 + a

ν
f0(x,

−→
l0 )

]
dx− a

ν

∫ +∞
0

f0(x,
−→
l0 ) dx√∫ +∞

0
ln2

[
1 + a

ν
f0(x;

−→
l0 )

][
1 + a

ν
f0(x,

−→
l0 )

]
dx

.
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Ïðè áîëüøèõ ν (è, ñëåäîâàòåëüíî, ìàëûõ q = a/ν) ýòî ìîæíî ïðèáëè-
æåííî ïåðåïèñàòü â âèäå

zS =
√

Nντ

∫ +∞
0

a
νf0(x,

−→
l0 )

[
1 + a

νf0(x,
−→
l0 )

]
dx− a

ν

∫ +∞
0 f0(x,

−→
l0 ) dx√∫ +∞

0

[
a
νf0(x;

−→
l0 )

]2[
1 + a

νf0(x,
−→
l0 )

]
dx

=

=
√

Nντ

(
a
ν

)2 ∫ +∞
0

[
f0(x,

−→
l0 )

]2
dx

a
ν

√∫ +∞
0

[
f0(x;

−→
l0 )

]2
dx

=

=
√

Nντ
a

ν

√∫ +∞

0

[
f0(x;

−→
l0 )

]2
dx =

=

√
aNτ

ν

√∫ +∞

0

[
f0(x;

−→
l0 )

]2
dx → 0.

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ õàðàêòåðèñòèê ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ
îöåíîê ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðàñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê àñèìïòî-
òè÷åñêè ýôôåêòèâíûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ â óñëîâèÿõ âûñî-
êîé àïîñòåðèîðíîé òî÷íîñòè. Â ÷àñòíîñòè, èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ
ðàñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê ñîâìåñòíûõ îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ [37, 43, 102], åñëè îòíîøåíèå ñèãíàë-øóì (1.1.59) äëÿ âñåé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ ñ èíòåíñèâíîñòüþ (1.1.2) äîñòàòî÷íî âåëèêî.

Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â ïðåäëîæåí-
íîì âûøå âèäå ïîäðàçóìåâàåò ôîðìèðîâàíèå ëîãàðèôìà ÔÎÏ (1.1.44)
êàê ôóíêöèè 3+p ïåðåìåííûõ, ãäå p � êîëè÷åñòâî íåèíôîðìàòèâíûõ ïà-
ðàìåòðîâ. Äëÿ ïîèñêà ïîëîæåíèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè 3+p ïåðåìåííûõ
òðåáóåòñÿ âûðàáîòêà 3 + p çíà÷åíèé ïî ïðèíèìàåìîé ðåàëèçàöèè. Òàê,
íàïðèìåð, åñëè â ìîäåëè ïðèíèìàåìîãî ñèãíàëà ïðèñóòñòâóåò 2 íåèí-
ôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðà è ïðîèçâîäèòñÿ îöåíêà äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è
óñêîðåíèÿ, à ïîèñê ïîëîæåíèÿ ìàêñèìóìà ëîãàðèôìà ÔÎÏ ïðîâîäèòñÿ
ïî 10 çíà÷åíèÿì êàæäîãî ïàðàìåòðà, òî, ñîãëàñíî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ, íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü 105 çíà÷åíèé ëîãàðèôìà ÔÎÏ è
íàéòè íàèáîëüøèé èç íèõ. Î÷åâèäíî, ýòî äîâîëüíî áîëüøîé îáúåì âû-
÷èñëåíèé äëÿ íå ñëèøêîì ñëîæíîé ìîäåëè ïàðàìåòðè÷åñêîé íåîïðåäå-
ëåííîñòè, è äëÿ åãî îñóùåñòâëåíèÿ ïîòðåáóþòñÿ ëèáî çíà÷èòåëüíûå çà-
òðàòû âðåìåíè, ëèáî ìîùíûé êîìïüþòåð ñ âîçìîæíîñòÿìè ïàðàëëåëü-
íûõ âû÷èñëåíèé.
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1.2 Âëèÿíèå áûñòðûõ ôëóêòóàöèé öåëè
íà ýôôåêòèâíîñòü îöåíîê

Íà çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè ðàññåÿííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïòè-
÷åñêèõ èìïóëüñîâ îò íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ îêàçûâàåò âëèÿíèå
õàðàêòåð ôëóêòóàöèé öåëè. Ïðè ìåäëåííûõ ôëóêòóàöèÿõ öåëè çíà÷åíèÿ
íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ −→l0 îäèíàêîâû äëÿ âñåõ èìïóëüñîâ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè. Ïðè áûñòðûõ ôëóêòóàöèÿõ öåëè � çíà÷åíèÿ íåèíôîð-
ìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ −→l0k ðàçíûå ó ðàçëè÷íûõ èìïóëüñîâ. Â íàñòîÿùåì
ïàðàãðàôå îáñóæäàåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü îöåíîê äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è
óñêîðåíèÿ öåëè ïðè íàëè÷èè ó ðàññåÿííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïòè÷å-
ñêèõ èìïóëüñîâ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîèçâîëüíûõ íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðà-
ìåòðîâ â óñëîâèÿõ, êîãäà öåëü ÿâëÿåòñÿ áûñòðî ôëóêòóèðóþùåé.

Ïîëîæèì, ÷òî èçëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ
ñ èíòåíñèâíîñòüþ (1.1.1), à ôîðìà èíòåíñèâíîñòè ðàññåÿííîãî ñèãíàëà
èìååò âèä

s(t, R0, V0, A0,
−→
L0) =

=
N−1∑

k=0

s0
(
t− 2R0/c− (k − µ)(1 + 2V0/c)ϑ− A0(k − µ)2ϑ2/c,

−→
l0k

)
, (1.2.1)

ãäå s0(t,
−→
l0k) � ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ôîðìó îäíîãî ðàññåÿííîãî îïòè-

÷åñêîãî èìïóëüñà, ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì óñëîâèå (1.1.3),
à −→l0k � íàáîð íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ k-ãî èìïóëüñà. Â äàëü-
íåéøåì òàêæå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ

s(t, R, V, A,
−→
L ) =

N−1∑

k=0

s0
(
t̃k,
−→
lk

)
, s(t, R0, V0, A0,

−→
L0) =

N−1∑

k=0

s0
(
t̃0k,

−→
l0k

)
,

ãäå

t̃k = t− 2R/c− (k − µ)ϑ(1 + 2V/c)− A(k − µ)2ϑ2/c,

t̃0k = t− 2R0/c− (k − µ)ϑ(1 + 2V0/c)− A0(k − µ)2ϑ2/c.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îòëè÷èå îò çàäà÷è, ðàññìîòðåííîé â � 1.1, çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàçíûå äëÿ ðàçëè÷íûõ èìïóëüñîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âåêòîð

−→
lk = (lk1, lk2, . . . , lkp)



51

ñîñòîèò èç p íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ, íåèçâåñòíûõ â ñèëó âëèÿ-
íèÿ ôëóêòóàöèé öåëè è ñðåäû ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Â ôîðìóëå (1.2.1) è
äàëåå ïåðâûé èíäåêñ íîëü ó íàáîðà íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ −→l0k =
(l0k1, l0k2, . . . , l0kp) îçíà÷àåò, ÷òî ðå÷ü èäåò îá èñòèííûõ çíà÷åíèÿõ íåèç-
âåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðàññåÿííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïòè÷åñêèõ èìïóëü-
ñîâ. Â ñëó÷àå, êîãäà âåêòîð −→l0k íå çàâèñèò îò k, ò. å. ôîðìà èíòåíñèâ-
íîñòè ó âñåõ èìïóëüñîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäèíàêîâà, ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èìïóëüñîâ (1.1.2) ïðèíÿòî íàçûâàòü ìåäëåííî ôëóêòóèðóþùåé.
Åñëè æå âåêòîð −→l0k ìåíÿåòñÿ ñ èçìåíåíèåì k, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èì-
ïóëüñîâ (1.2.1) ïðèíÿòî íàçûâàòü áûñòðî ôëóêòóèðóþùåé. Ôèçè÷åñêè
íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðåíèÿ áûñòðî ôëóêòóèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî çà âðåìÿ, ïðîõîäÿùåå ìåæäó ïîñûëêîé îòäåëüíûõ
èìïóëüñîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïàðàìåòðû îäèíî÷íîãî èìïóëüñà ìîãóò
ñóùåñòâåííî ìåíÿòüñÿ âñëåäñòâèå ôëóêòóàöèè öåëè. Ïîëíûé íàáîð íåèí-
ôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ −→lk , k = 0, 1, . . . , N − 1, áóäåì çàïèñûâàòü â
âèäå −→L = (

−→
l0 ,
−→
l1 , . . . ,

−−→
lN−1) èëè ïîäðîáíåå

−→
L = (l01, l02, . . . , l0p; l11, l12, . . . , l1p; . . . ; lN−1 1, lN−1 2, . . . , lN−1 p).

Ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé îòëè÷àåòñÿ îò ñèòóàöèè, ñâÿçàííîé ñ ñèãíà-
ëîì (1.1.2), óæå òåì, ÷òî ÷èñëî (ñêàëÿðíûõ) íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåò-
ðîâ òåïåðü íå p, à P = Np.

Áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü ñèãíàë (1.2.1) êàê îáîáùåíèå ñèãíàëà (1.1.2),
â êîòîðîì íàáîð íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ −→l0 ïðåäñòàâëåí −→L0. Èíû-
ìè ñëîâàìè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k-ûé èìïóëüñ ñ èíòåíñèâíîñòüþ s0

(
t −

2R0/c− (k− µ)(1 + 2V0/c)ϑ−A0(k− µ)2ϑ2/c,
−→
l0k

)
ôîðìàëüíî çàâèñèò îò

ïîëíîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ −→L , õîòÿ ôàêòè÷åñêè, êàê âèäíî èç ôîðìó-
ëû (1.2.1), îí çàâèñèò ëèøü îò ÷àñòè −→lk ýòèõ ïàðàìåòðîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèãíàë ñ èíòåíñèâíîñòüþ (1.2.1) íàáëþäàåòñÿ â òå-
÷åíèå èíòåðâàëà âðåìåíè [0, T ] íà ôîíå îïòè÷åñêîãî øóìà ñ èíòåíñèâíî-
ñòüþ ν. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàáîòêå äîñòóïíà ðåàëèçàöèÿ ïóàññîíîâñêîãî
ïðîöåññà ñ èíòåíñèâíîñòüþ

β(t, R0, V0, A0,
−→
L0) = s(t, R0, V0, A0,

−→
L0) + ν.

Êàê è â � 1.1, ÷òîáû îïðåäåëèòü âëèÿíèå ïàðàìåòðè÷åñêîé àïðèîðíîé
íåîïðåäåëåííîñòè â óñëîâèÿõ áûñòðûõ ôëóêòóàöèé íà òî÷íîñòü ñîâìåñò-
íî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ, ðàññ÷èòàåì õàðàêòåðè-
ñòèêè ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ðàññåÿííîãî ñèãíàëà.
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Áóäåì, êàê è ðàíüøå, ðàññìàòðèâàòü ðåãóëÿðíûé ñëó÷àé [43, 87], êî-
ãäà èíòåíñèâíîñòè s0(t,

−→
lk ), k = 0, 1, . . . , N − 1, îòäåëüíûõ îïòè÷åñêèõ

èìïóëüñîâ äèôôåðåíöèðóåìû ïî t è ïî âñåì ïàðàìåòðàì lki, i = 1, . . . , p.
Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî èíòåðâàë íàáëþäåíèÿ áîëüøå äëèòåëüíîñòè
âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ, ò. å. T > Nϑ, à âåëè-
÷èíà ñêâàæíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (äàæå ñîñòîÿùåé èç èìïóëüñîâ ñ
ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ) íå ìåíåå äâóõ, òàê ÷òî îòäåëüíûå èì-
ïóëüñû íå ïåðåêðûâàþòñÿ. Íàêîíåö, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíû
óñëîâèÿ (1.1.3).

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ íåîïðåäåëåííîñòè [102] ïðèîáðå-
òàåò âèä

H(R1, V1, A1,
−→
L1; R2, V2, A2,

−→
L2) =

=

∫ T

0
ln

(
1 + s(t, R1, V1, A1,

−→
L1)/ν

)
ln

(
1 + s(t, R2, V2, A2,

−→
L2)/ν

)×

× (
s(t, R0, V0, A0,

−→
L0) + ν

)
dt.

Èëè ïîäðîáíåå (ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ íà ñêâàæíîñòü)

H(R1, V1, A1,
−→
L1; R2, V2, A2,

−→
L2) =

=
N−1∑

k=0

∫ T

0
ln

[
1+s0

(
t−2R1/c−(k−µ)(1+2V1/c)ϑ−A1(k−µ)2ϑ2/c,

−→
l1k

)
/ν

]
×

× ln
[
1 + s0

(
t− 2R2/c− (k − µ)(1 + 2V2/c)ϑ− A2(k − µ)2ϑ2/c,

−→
l2k

)
/ν

]
×

×
[
s0

(
t− 2R0/c− (k − µ)(1 + 2V0/c)ϑ− A0(k − µ)2ϑ2/c,

−→
l0k

)
+ ν

]
dt.

(1.2.2)

Ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì (1.1.6) èíôîðìàöèîííàÿ ìàòðè-
öà Ôèøåðà ïðèíèìàåò âèä

Î =




∂2H
∂R1∂R2

∂2H
∂R1∂V2

∂2H
∂R1∂A2

∂2H

∂R1∂
←−
L2

∂2H
∂V1∂R2

∂2H
∂V1∂V2

∂2H
∂V1∂A2

∂2H

∂V1∂
←−
L2

∂2H
∂A1∂R2

∂2H
∂A1∂V2

∂2H
∂A1∂A2

∂2H

∂A1∂
←−
L2

∂2H

∂
−→
L1∂R2

∂2H

∂
−→
L1∂V2

∂2H

∂
−→
L1∂A2

∂2H

∂
−→
L1∂

←−
L2




. (1.2.3)

Çäåñü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëåíû â òî÷êå R1 = R2 = R0, V1 =
V2 = V0, A1 = A2 = A0,

−→
L1 =

−→
L2 =

−→
L0;

−→
L � âåêòîð-ñòðîêà, à ←−L =

−→
L T �
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âåêòîð-ñòîëáåö. Ñëåäîâàòåëüíî, êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà K ñîâìåñòíî-
ýôôåêòèâíûõ îöåíîê èìååò âèä

K = Î−1, (1.2.4)
ãäå ìàòðèöà Î çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (1.2.3).

Ìàòðèöó Î (1.2.3) óäîáíî ïðåäñòàâèòü â áëî÷íîì âèäå:

Î =

(
A B
C D

)
, C = BT ,

ãäå (ñîãëàøåíèå î ñìûñëå íàïðàâëåíèé ñòðåëîê íàä ñèìâîëàìè â ïðîèç-
âîäíûõ îïèñûâàëîñü íà ñ. 16)

A =




∂2H
∂R1∂R2

∂2H
∂V1∂R2

∂2H
∂A1∂R2

∂2H
∂R1∂V2

∂2H
∂V1∂V2

∂2H
∂A1∂V2

∂2H
∂R1∂A2

∂2H
∂V1∂A2

∂2H
∂A1∂A2


 , B =




∂2H

∂R1∂
←−
L2

∂2H

∂V1∂
←−
L2

∂2H

∂A1∂
←−
L2


 ,

C =
(

∂2H

∂
−→
L1∂R2

∂2H

∂
−→
L1∂V2

∂2H

∂
−→
L1∂A2

)
, D =

(
∂2H

∂
−→
L1∂

←−
L2

)
.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîñêîëüêó âåêòîð −→L1 èìååò ðàçìåðíîñòü P = Np, ìàò-
ðèöà B èìååò ðàçìåð 3 × P è ñîñòîèò èç áëîêîâ Bk, k = 0, . . . , N − 1,
ðàçìåðà 3× p, ìàòðèöà C = BT èìååò ðàçìåð P × 3, à ìàòðèöà D èìååò
ðàçìåð P × P è èìååò âèä

D =




D0 0 . . . D0 N−1... . . . ...
DN−1 0 . . . DN−1 N−1


 =




γ0 0 . . . γ0 N−1... . . . ...
γN−1 0 . . . γN−1 N−1


 ,

ãäå

Dkm = γkm =




∂2H

∂l1k1∂l2m1
. . .

∂2H

∂l1k1∂l2mp... . . . ...
∂2H

∂l1kp∂l2m1
. . .

∂2H

∂l1kp∂l2mp




.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ H (1.2.2) ñîñòîèò èç N ñëàãàåìûõ, ïðè÷åì â k-îå ñëà-
ãàåìîå âõîäÿò íåèíôîðìàòèâíûå ïàðàìåòðû −→

lk , ñîîòâåòñòâóþùèå òîëü-
êî k-ìó èìïóëüñó, òî äëÿ ïàð ïàðàìåòðîâ l1ki è l2mj ñ k 6= m ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå ∂2H

∂l1ki∂l2mj
ðàâíû íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà D ÿâëÿ-

åòñÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé; äèàãîíàëüíûå áëîêè áóäåì ñîêðàùåííî îáî-
çíà÷àòü Dk = γk.
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Â ðåçóëüòàòå íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì

∂2H

∂R1∂R2
=

N−1∑

k=0

4

c2αk,

∂2H

∂R1∂V2
=

4

c2ϑ

N−1∑

k=0

(k − µ)αk,

∂2H

∂R1∂A2
=

2

c2ϑ
2

N−1∑

k=0

(k − µ)2αk,

∂2H

∂V1∂V2
=

4

c2ϑ
2

N−1∑

k=0

(k − µ)2αk,

∂2H

∂V1∂A2
=

2

c2ϑ
3

N−1∑

k=0

(k − µ)3αk,

∂2H

∂A1∂A2
=

1

c2ϑ
4

N−1∑

k=0

(k − µ)4αk,

∂2H

∂R1∂
←−
l2k

= −2

c
βk = −2

c

(
β1k β2k . . . βpk

)
,

∂2H

∂V1∂
←−
l2k

= −2

c
ϑ(k − µ)βk = −2

c
ϑ(k − µ)

(
β1k β2k . . . βpk

)
,

∂2H

∂A1∂
←−
l2k

= −1

c
ϑ2(k − µ)2βk = −1

c
ϑ2(k − µ)2 (

β1k β2k . . . βpk

)
,

∂2H

∂
−→
l1k∂

←−
l2k

=
(
γki kj

)
i,j=1,...,p.

Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

αk =

∫ T

0

1

ν + s0(t̃0k;
−→
l0k)

(∂s0(t̃0k;
−→
l0k)

∂t

)2

dt, (1.2.5)

βki =

∫ T

0

1

ν + s0(t̃0k;
−→
l0k)

(∂s0(t̃0k;
−→
l0k)

∂t

)(∂s0(t̃0k;
−→
lk )

∂lki

)∣∣∣−→
lk =

−→
l0k

dt,

βk =
(
βk1 βk2 . . . βkp

)
=

∫ T

0

1

ν + s0(t̃0k;
−→
l0k)

(∂s0(t̃0k;
−→
l0k)

∂t

)(∂s0(t̃0k;
←−
lk )

∂
←−
lk

)∣∣∣←−
lk =

←−
l0k

dt,

(1.2.6)
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γki kj =

∫ T

0

1

ν + s0(t̃0k;
−→
l0k)

∂s0(t̃0k;
−→
lk )

∂lkj

∣∣∣−→
lk =

−→
l0k

∂s0(t̃0k;
←−
lk )

∂lki

∣∣∣←−
lk =

←−
l0k

dt,

γk =
(
γki kj

)
i,j=1,2,...,p

=

∫ T

0

1

ν + s0(t̃0k;
−→
l0k)

(∂s0(t̃0k;
−→
lk )

∂
−→
lk

)∣∣∣−→
lk =

−→
l0k

(∂s0(t̃0k;
←−
lk )

∂
←−
lk

)∣∣∣←−
lk =

←−
l0k

dt,

(1.2.7)
t̃0k = t− 2R0/c− (k − µ)(1 + 2V0/c)ϑ− A0(k − µ)2ϑ2/c.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî ìàòðèöû A, Bk, Dk ïðèîáðåòàþò ñëåäóþ-
ùèé âèä

A =
1

c2

N−1∑

k=0

αk




4 4ϑ(k − µ) 2ϑ2(k − µ)2

4ϑ(k − µ) 4ϑ2(k − µ)2 2ϑ3(k − µ)3

2ϑ2(k − µ)2 2ϑ3(k − µ)3 ϑ4(k − µ)4


 , (1.2.8)

Bk = −1

c




2
2ϑ(k − µ)
ϑ2(k − µ)2


 βk = −1

c




2
2ϑ(k − µ)
ϑ2(k − µ)2


 (

β1k . . . βpk

)
, (1.2.9)

Dk = γk =
(
γki kj

)
i,j=1,2,...,p

. (1.2.10)
Äëÿ êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê ïàðà-

ìåòðîâ R, V è A ïðè íàëè÷èè íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ −→L0 îñòàåòñÿ
ñïðàâåäëèâîé ôîðìóëà (1.1.21), ò.å. ýëåìåíòû, ðàñïîëîæåííûå íà ïåðå-
ñå÷åíèè ïåðâûõ òðåõ ñòðîê è ïåðâûõ òðåõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû K (1.1.58),
ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöå A, õàðàêòåðèçóþò ïîòåíöèàëüíóþ òî÷íîñòü
îöåíîê äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèé áëîê ðàçìå-
ðà 3×3 ìàòðèöû K îáîçíà÷èì ñèìâîëîì K(

−→
L0). Ïðè ýòîì ïðè íàõîæäå-

íèè K(
−→
L0) ìîæíî âíîâü ïðèìåíÿòü ôîðìóëó Ôðîáåíèóñà (ëåììà 1.1.2):

K(
−→
L0) =

(
A−BD−1C

)−1.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ∆k, îáðàòíîé ê ìàòðèöå

Dk = γk =
(
γki kj

)
i,j=1,2,...,p

:
(
γki kj

)−1
=

(
D

(−1)
ki kj

)
=

(
∆ki kj

)
i,j=1,...,p .

Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèå

ρpk =
1

αk
βk∆kβ

T
k =

1

αk

p∑
i=1

p∑
j=1

βki ∆ki kj βkj, (1.2.11)

ÿâëÿþùååñÿ àíàëîãîì âåëè÷èíû (1.1.23) äëÿ ìåäëåííî ôëóêòóèðóþùåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.



56

Âû÷èñëèì ìàòðèöó BD−1C. Èìååì (â ñèëó áëî÷íîé äèàãîíàëüíîñòè
ìàòðèöû D−1)

BD−1C =
N−1∑

k=0

BkD
−1
k Ck =

=
N−1∑

k=0

1

c2




2
2ϑ(k − µ)
ϑ2(k − µ)2


 βk∆kβ

T
k

(
2 2ϑ(k − µ) ϑ2(k − µ)2

)
=

=
N−1∑

k=0

αkρpk

c2




2
2ϑ(k − µ)
ϑ2(k − µ)2


 (

2 2ϑ(k − µ) ϑ2(k − µ)2
)

=

=
1

c2

N−1∑

k=0

αkρpk




4 4ϑ(k − µ) 2ϑ2(k − µ)2

4ϑ(k − µ) 4ϑ2(k − µ)2 2ϑ3(k − µ)3

2ϑ2(k − µ)2 2ϑ3(k − µ)3 ϑ4(k − µ)4


 .

(1.2.12)

Àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà (1.1.22) èç � 1.1 äëÿ ñëó÷àÿ ìåäëåííî ôëóêòóè-
ðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòëè÷àåòñÿ îò ôîðìóëû (1.2.12) äëÿ áûñò-
ðî ôëóêòóèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ýòî ðàçëè÷èå ìîæíî îáúÿñíèòü
ñëåäóþùèì.

Ïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1.2.1) ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííî ôëóêòó-
èðóþùåé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ−→l0k îò èìïóëüñà ê èìïóëü-
ñó íå ìåíÿþòñÿ, ò.å. íå çàâèñÿò îò k. Íî ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî
îäíîâðåìåííî ðàññìàòðèâàòü è êàê áûñòðî ôëóêòóèðóþùóþ (ó êîòîðîé
ïàðàìåòðû âñåõ èìïóëüñîâ îêàçàëèñü îäèíàêîâûìè, íî ýòîò ôàêò ïðèåì-
íèêó íåèçâåñòåí). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè êàê ìåäëåííî ôëóêòóèðóþùåé îíà îïèñûâàåòñÿ 3+p ïàðàìåòðàìè, à
ïðè ðàññìîòðåíèè òîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàê áûñòðî ôëóêòóèðóþ-
ùåé îíà îïèñûâàåòñÿ óæå 3+Np ïàðàìåòðàìè, ïðè÷åì íåèíôîðìàòèâíûå
P = Np ïàðàìåòðîâ ìîãóò ìåíÿòüñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.

Ïðè óñëîâèè, ÷òî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ −→l0k íå çàâèñÿò îò k, âåëè÷èíû
αk èç (1.2.5) íå çàâèñÿò îò k è ñîâïàäàþò ñ âåëè÷èíîé α èç (1.1.9), âåëè÷è-
íû βk èç (1.2.6) íå çàâèñÿò îò k è ñîâïàäàþò ñ âåëè÷èíîé β èç (1.1.10),
à âåëè÷èíû γk èç (1.2.7) íå çàâèñÿò îò k è ñîâïàäàþò ñ âåëè÷èíîé γ
èç (1.1.12). Ïîýòîìó âñå âåëè÷èíû ρpk (1.2.11) îäèíàêîâû è ñîâïàäàþò ñ
âåëè÷èíîé ρp (1.1.23). Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöû B (1.1.18) è D (1.1.20)
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âûðàæàþòñÿ ÷åðåç Bk (1.2.9) è Dk (1.2.10) ïî ôîðìóëàì

B =
N−1∑

k=0

Bk, D =
N−1∑

k=0

Dk = NDk.

Â ýòèõ ôîðìóëàõ Dk íå çàâèñèò îò k, íî Bk çàâèñèò îò k, ñì. ôîðìó-
ëó (1.2.9). Ïîýòîìó ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ BD−1C ÷åðåç åäèíûå ïåðåìåííûå
Bk, Dk è Ck:

BD−1C =
N−1∑

k=0

BkD
−1
k Ck äëÿ (1.2.12),

BD−1C =
(N−1∑

k=0

Bk

)(N−1∑

k=0

Dk

)−1(N−1∑

k=0

Ck

)
äëÿ (1.1.22)

íåâîçìîæíî ïðåîáðàçîâàòü äðóã â äðóãà. Ðàçëè÷èå â ýòîì ìåñòå ïðèâîäèò
ê ñóùåñòâåííûì ðàçëè÷èÿì è â ôîðìóëàõ äëÿ A−BD−1C è K.

Îêîí÷àòåëüíî èç (1.2.8) è (1.2.12) ïîëó÷àåì

A−BD−1C =
1

c2

N−1∑

k=0

αk(1− ρpk)




4 4ϑ(k − µ) 2ϑ2(k − µ)2

4ϑ(k − µ) 4ϑ2(k − µ)2 2ϑ3(k − µ)3

2ϑ2(k − µ)2 2ϑ3(k − µ)3 ϑ4(k − µ)4


 .

Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî ýòà ôîðìóëà îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîé ôîðìó-
ëû (1.1.24) äëÿ ñëó÷àÿ ìåäëåííî ôëóêòóèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ñëåäóÿ [96], ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ (îòìåòèì îòëè÷èå îò àíàëîãè÷íîãî
îáîçíà÷åíèÿ (1.1.13) äëÿ ñëó÷àÿ ìåäëåííî ôëóêòóèðóþùåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè)

M̃ν =
N−1∑

k=0

αk(1− ρpk)(k − µ)ν. (1.2.13)

Èñïîëüçóÿ åãî, ìîæíî íàïèñàòü, ÷òî

A−BD−1C =
1

c2




4M̃0 4ϑM̃1 2ϑ2M̃2

4ϑM̃1 4ϑ2M̃2 2ϑ3M̃3

2ϑ2M̃2 2ϑ3M̃3 ϑ4M̃4


 .
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Îòñþäà

K(
−→
L0) =

c2

(
(2M̃1M̃3 + M̃0M̃4)M̃2 − M̃ 3

2 − M̃0M̃ 2
3 − M̃ 2

1M̃4
)×

×




1
4(M̃2M̃4 − M̃ 2

3 ) 1
4ϑ(M̃2M̃3 − M̃1M̃4)

1
2ϑ2 (M̃1M̃3 − M̃ 2

2 )
1
4ϑ(M̃2M̃3 − M̃1M̃4)

1
4ϑ2 (M̃0M̃4 − M̃ 2

2 ) 1
2ϑ3 (M̃1M̃2 − M̃0M̃3)

1
2ϑ2 (M̃1M̃3 − M̃ 2

2 ) 1
2ϑ3 (M̃1M̃2 − M̃0M̃3)

1
ϑ4 (M̃0M̃2 − M̃ 2

1 )


 .

(1.2.14)

Ñðàâíèì ýòó ôîðìóëó ñ ôîðìóëîé (1.1.25). Çäåñü ñóùåñòâåííîå îòëè-
÷èå ýëåìåíòîâ K11 ñâÿçàíî ñ ñóùåñòâåííûì ðàçëè÷èåì ìàòðèö BD−1C,
îòìå÷åííûì âûøå.

Â ñëó÷àå, êîãäà íåèíôîðìàòèâíûå ïàðàìåòðû îòñóòñòâóþò, âåëè÷èíû
αk (1.2.5) íå çàâèñÿò îò k è ñîâïàäàþò ñ α (1.1.9), à âåëè÷èíû ρpk (1.2.11)
ïðåâðàùàþòñÿ â íóëè. Ïîýòîìó ÷èñëà M̃ν (1.2.13) ïðåâðàùàþòñÿ â ÷èñëà
αMν (1.1.13), à ìàòðèöà K(

−→
L0) (1.2.14) � â ìàòðèöó K (1.1.26). Òàêèì

îáðàçîì, ïðîèãðûø â òî÷íîñòè îöåíêè äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ
âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ â óñëîâèÿõ áûñòðûõ
ôëóêòóàöèé õàðàêòåðèçóåòñÿ âåëè÷èíàìè

χ(R|R0, V0, A0) =
D(R|R0, V0, A0,

−→
L0)

D(R|R0, V0, A0)
=

1

α

M̃2M̃4 − M̃ 2
3

M2M4 −M 2
3
×

× (2M1M3 + M0M4)M2 −M 3
2 −M0M

2
3 −M 2

1M4

(2M̃1M̃3 + M̃0M̃4)M̃2 − M̃ 3
2 − M̃0M̃ 2

3 − M̃ 2
1M̃4

,

χ(V |R0, V0, A0) =
D(V |R0, V0, A0,

−→
L0)

D(V |R0, V0, A0)
=

1

α

M̃0M̃4 − M̃ 2
2

M0M4 −M 2
2
×

× (2M1M3 + M0M4)M2 −M 3
2 −M0M

2
3 −M 2

1M4

(2M̃1M̃3 + M̃0M̃4)M̃2 − M̃ 3
2 − M̃0M̃ 2

3 − M̃ 2
1M̃4

,

χ(A|R0, V0, A0) =
D(A|R0, V0, A0,

−→
L0)

D(A|R0, V0, A0)
=

1

α

M̃0M̃2 − M̃ 2
1

M0M2 −M 2
1
×

× (2M1M3 + M0M4)M2 −M 3
2 −M0M

2
3 −M 2

1M4

(2M̃1M̃3 + M̃0M̃4)M̃2 − M̃ 3
2 − M̃0M̃ 2

3 − M̃ 2
1M̃4

.

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ, åñëè èñòèííûå çíà-
÷åíèÿ íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ îäèíàêîâû äëÿ âñåõ èìïóëüñîâ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè (1.2.1). Ïîñëåäíåå ïðåäïîëîæåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííî ôëóêòóèðóþùåé, íî îáðàáàòûâàåòñÿ
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êàê áûñòðî ôëóêòóèðóþùàÿ. Òåïåðü âåëè÷èíû αk (1.2.5) íå çàâèñèò îò k
è ñîâïàäàåò ñ α (1.1.9), à âåëè÷èíû ρpk (1.2.11) îäèíàêîâû è ñîâïàäàþò ñ
ρp (1.1.23). Ïîýòîìó ÷èñëà M̃ν (1.2.13) ïðåâðàùàþòñÿ â ÷èñëà α(1−ρp)Mν ,
ñì. (1.1.13), à âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèãðûøà â òî÷íîñòè îöåíîê ïðèíèìàþò
âèä

χ(R|R0, V0, A0) = (1− ρp)
−1,

χ(V |R0, V0, A0) = (1− ρp)
−1,

χ(A|R0, V0, A0) = (1− ρp)
−1.

(1.2.15)

Âíåøíå ôóíêöèè (1.2.15) ñîâïàäàþò ñ ôóíêöèåé (1.1.37), õîòÿ è èìå-
þò äðóãîé ñìûñë. Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòåé (1.2.15) îò ïàðà-
ìåòðîâ âî ìíîãîì ïîâòîðÿåò èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ
âåëè÷èíû (1.1.37). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ èìïóëüñà (1.1.43) ðèñ. 1.1.3 îïèñû-
âàåò çàâèñèìîñòü ïðîèãðûøåé (1.2.15) â òî÷íîñòè îöåíêè îò ïàðàìåòðà
y = ∆/τ , õàðàêòåðèçóþùåãî îòíîøåíèå äëèòåëüíîñòè ôðîíòà èìïóëü-
ñà ê äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà, äëÿ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ íåèíôîðìàòèâíûõ
ïàðàìåòðîâ ïðè q = a/ν = 1; ðèñ. 1.1.4 � òó æå çàâèñèìîñòü ïðîèãðû-
øåé χ (1.2.15) â òî÷íîñòè îöåíêè îò ïàðàìåòðà y = ∆/τ äëÿ ðàçëè÷-
íûõ íàáîðîâ íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ ïðè q = 10; ðèñ. 1.1.4 � òó
æå çàâèñèìîñòü ïðîèãðûøåé χ (1.2.15) â òî÷íîñòè îöåíêè îò ïàðàìåò-
ðà y = ∆/τ äëÿ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ ïðè
q = a/ν = 0.1, 1, 10; ðèñ. 1.1.6 � çàâèñèìîñòü ïðîèãðûøåé (1.2.15) â òî÷-
íîñòè îöåíêè îò ïàðàìåòðà q äëÿ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ íåèíôîðìàòèâíûõ
ïàðàìåòðîâ ïðè y = 1.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â
ñëó÷àå áûñòðî ôëóêòóèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèâîäèò ê àñèìï-
òîòè÷åñêè ýôôåêòèâíûì îöåíêàì ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ. Áóäåì èñêàòü
ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà ïî R, V , A è −→L ëîãàðèôìà ôóíêöèîíàëà îòíîøå-
íèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ (ÔÎÏ)

L(R, V, A,
−→
L ) =

∫ T

0
ln

(
1 + s(t, R, V, A,

−→
L )/ν

)
dπ(t)−

−
∫ T

0
s(t, R, V, A,

−→
L ) dt. (1.2.16)

Ñîãëàñíî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â êà÷åñòâå îöåíêè ïàðà-
ìåòðîâ R, V , A è −→L áóäåì èñïîëüçîâàòü

(R̂, V̂ , Â,
−̂→
L ) = arg sup

R,V,A,
−→
L

L(R, V,A,
−→
L ). (1.2.17)
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Âûïèøåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñèãíàëüíîé ôóíêöèè � ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ ëîãàðèôìà ÔÎÏ:

Ŝ(R0, V0, A0,
−→
L0; R, V, A,

−→
L ) =

=

∫ T

0
ln

(
1 + s(t, R, V,A,

−→
L )/ν

)(
s(t, R0, V0, A0,

−→
L0) + ν

)
dt−

−
∫ T

0
s(t, R, V, A,

−→
L ) dt, (1.2.18)

è äëÿ øóìîâîé ôóíêöèè:

N̂(R, V, A,
−→
L ) = L(R, V,A,

−→
L )− Ŝ(R0, V0, A0,

−→
L0; R, V, A,

−→
L ) =

=

∫ T

0
ln

(
1 + s(t, R, V,A,

−→
L )/ν

) (
π′(t)− s(t, R0, V0, A0,

−→
L0)− ν

)
dt.

(1.2.19)

Â ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâèÿõ îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé ëåììà 1.1.4 (è,
ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà (1.1.50)), êîòîðàÿ ïðèîáðåòàåò âèä

∂2H(R1, V1, A1,
−→
L 1; R2, V2, A2,

−→
L 2)

∂l1∂l2

∣∣∣
R1,R2=R0; V1,V2=V0; A1,A2=A0;

−→
L 1,

−→
L 2=

−→
L0

=

= −∂2Ŝ(R0, V0, A0,
−→
L 0; R, V, A,

−→
L )

∂l3∂l4

∣∣∣
R=R0; V =V0;A=A0;

−→
L=

−→
L0

, (1.2.20)

ãäå l1 � îäíà èç ïåðåìåííûõ R1, V1, A1 èëè l1ki; l2 � îäíà èç ïåðåìåííûõ
R2, V2, A2 èëè l2mj; l3 è l4 � îäíè èç ïåðåìåííûõ R, V , A èëè lki; k, m =
1, . . . , N − 1; i, j = 1, . . . , p.

Çàìåòèì, ÷òî, êàê ïîêàçûâàþò âû÷èñëåíèÿ, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñèã-
íàëüíîé ôóíêöèè Ŝ(R0, V0, A0,

−→
L0; R, V, A,

−→
L ) (1.2.18) ïî ïåðåìåííûì R,

V , A è −→L ðàâíû íóëþ â òî÷êå (R, V, A,
−→
L ) = (R0, V0, A0,

−→
L0). Ïîýòîìó

îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé, ò.å. ìàêñè-
ìóì ñèãíàëüíîé ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå (R0, V0, A0,

−→
L0). Ïîëîæèì

mS = max
R,V,A,

−→
L

Ŝ(R0, V0, A0,
−→
L0; R, V,A,

−→
L ) =

= Ŝ(R0, V0, A0,
−→
L0; R0, V0, A0,

−→
L0),

σ2
SN =

〈(
N̂(R0, V0, A0,

−→
L0)

)2〉
,

ãäå ñèìâîë 〈·〉 îçíà÷àåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.
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Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (1.2.18) èìååì

mS = Ŝ(R0, V0, A0,
−→
L0; R0, V0, A0,

−→
L0) =

=

∫ T

0
ln

(
1 + s(t, R0, V0, A0,

−→
L0)/ν

)(
s(t, R0, V0, A0,

−→
L0) + ν

)
dt−

−
∫ T

0
s(t, R0, V0, A0,

−→
L0) dt.

Â ñèëó [12, ôîðìóëà (3.7.27)] äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè øóìîâîé
ôóíêöèè èìååì

BN(R1, V1, A1,
−→
L1; R2, V2, A2,

−→
L2) =

= 〈N(R1, V1, A1,
−→
L1)N(R2, V2, A2,

−→
L2)〉 =

= ν

∫ T

0
ln

(
1 + s(t, R1, V1, A1,

−→
L1)/ν

)×

× ln
(
1 + s(t, R2, V2, A2,

−→
L2)/ν

)(
1 + s(t, R0, V0, A0,

−→
L0)/ν

)
dt.

Îòñþäà ïîëó÷àåì äëÿ äèñïåðñèè øóìîâîé ôóíêöèè

σ2
SN = BN(R0, V0, A0,

−→
L0; R0, V0, A0,

−→
L0) =

= ν

∫ T

0
ln2(1 + s(t, R0, V0, A0,

−→
L0)/ν

)(
1 + s(t, R0, V0, A0,

−→
L0)/ν

)
dt.

Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå ñèãíàë-øóì (ÎÑØ) äëÿ âñåé èìïóëüñíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè

zS =
mS

σSN

è îáðàòíóþ ê íåìó âåëè÷èíó

ε =
1

zS
.

×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà, ðàññìîòðèì íîð-
ìèðîâàííûå ñèãíàëüíóþ è øóìîâóþ ôóíêöèè ïî ôîðìóëàì

S(R0, V0, A0,
−→
L0; R, V, A,

−→
L ) =

1

mS
Ŝ(R0, V0, A0,

−→
L0; R, V, A,

−→
L ),

N(R, V, A,
−→
L ) =

1

σSN
N̂(R, V,A,

−→
L ).
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Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïî ïàðàìåòðó −→
L íîðìèðîâàííîé ñèãíàëüíîé

ôóíêöèè S(R0, V0, A0,
−→
L0; R, V,A,

−→
L ) ðàâíî 1, à äèñïåðñèÿ íîðìèðîâàí-

íîé øóìîâîé ôóíêöèè N(R, V, A,
−→
L ) òàêæå ðàâíà 1.

Èñïîëüçóÿ íîðìèðîâàííûå ôóíêöèè, ëîãàðèôì ÔÎÏ ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå

L(R, V, A,
−→
L ) = Ŝ(R0, V0, A0,

−→
L0; R, V, A,

−→
L ) + N̂(R, V, A,

−→
L ) =

= mS S(R0, V0, A0,
−→
L0; R, V,A,

−→
L ) + σSN N(R, V,A,

−→
L ) =

= mS

[
S(R0, V0, A0,

−→
L0; R, V, A,

−→
L ) + εN(R, V, A,

−→
L )

]
.

(1.2.21)

Ïðåäñòàâèì òàêæå ñèãíàëüíóþ (1.2.18) è øóìîâóþ (1.2.19) ôóíêöèè
â âèäå ñëàãàåìûõ (ýòî ìîæíî ñäåëàòü â ñèëó óñëîâèÿ íà ñêâàæíîñòü)

Ŝ(R0, V0, A0,
−→
L0; R, V, A,

−→
L ) =

N−1∑

k=0

Ŝk(R0, V0, A0,
−→
l0k; R, V,A,

−→
lk ),

N̂(R, V,A,
−→
L ) =

N−1∑

k=0

N̂k(R, V,A,
−→
lk ),

ãäå

Ŝk(R0, V0, A0,
−→
l0k; R, V, A,

−→
lk ) =

=

∫ T

0
ln

(
1 + s0(t̃k,

−→
lk )/ν

)(
s(t̃0k,

−→
l0k) + ν

)
dt−

∫ T

0
s0(t̃k,

−→
lk ) dt,

N̂k(R, V,A,
−→
lk ) =

∫ T

0
ln

(
1 + s0(t̃k,

−→
lk )/ν

) (
π′(t)− s0(t̃0k,

−→
l0k)− ν

)
dt.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåëè÷èíû

mSk =

∫ T

0
ln

(
1 + s0(t̃0k,

−→
l0k)/ν

)(
s0(t̃0k,

−→
l0k) + ν

)
dt−

∫ T

0
s0(t̃0k,

−→
l0k) dt,

σ2
SNk = ν

∫ T

0
ln2(1 + s0(t̃0k,

−→
l0k)/ν

)(
1 + s0(t̃0k,

−→
l0k)/ν

)
dt.

(1.2.22)

Â ñèëó ôîðìóëû (1.2.1) è óñëîâèÿ íà ñêâàæíîñòü èìååì

mS =
N−1∑

k=0

mSk, σ2
SN =

N−1∑

k=0

σ2
SNk.
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Ðàññìîòðèì îòíîøåíèÿ ñèãíàë-øóì (ÎÑØ) äëÿ îòäåëüíûõ èìïóëü-
ñîâ:

zSk =
mSk

σSNk

è îáðàòíûå ê íèì âåëè÷èíû

εk =
1

zSk
.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè âñå mSk è, ñîîòâåòñòâåííî, âñå σSNk ðàâíû ìåæäó
ñîáîé, òî mSk = mS/N , σ2

SNk = σ2
SN/N , íî σSNk = σSN/

√
N . Òàê ÷òî εk

èìååò â
√

N ðàç áîëüøèé ïîðÿäîê, ÷åì ε.
Îòäåëüíûå ñëàãàåìûå ëîãàðèôìà ÔÎÏ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Lk(R, V,A,
−→
L ) = Ŝk(R0, V0, A0,

−→
l0k; R, V, A,

−→
lk ) + N̂k(R, V, A,

−→
L ) =

= mSk Sk(R0, V0, A0,
−→
l0k; R, V, A,

−→
L ) + σSNk Nk(R, V, A,

−→
lk ) =

= mSk

[
Sk(R0, V0, A0,

−→
l0k; R, V,A,

−→
lk ) + εkNk(R, V,A,

−→
lk )

]
,

(1.2.23)

ãäå íîðìèðîâàííûå âåëè÷èíû îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

Sk(R0, V0, A0,
−→
l0k; R, V, A,

−→
L ) =

1

mSk
Ŝk(R0, V0, A0,

−→
l0k; R, V, A,

−→
lk ),

Nk(R, V, A,
−→
lk ) =

1

σSNk
N̂k(R, V,A,

−→
lk ).

Çäåñü ìàêñèìóì ïî ïåðåìåííûì −→lk , âõîäÿùèì â −→L , íîðìèðîâàííîé ñèã-
íàëüíîé ôóíêöèè Sk(R0, V0, A0,

−→
l0k; R, V, A,

−→
L ) ðàâåí 1, à äèñïåðñèÿ íîð-

ìèðîâàííîé øóìîâîé ôóíêöèè Nk(R, V,A,
−→
lk ) òàêæå ðàâíà 1.

Áóäåì èñêàòü îöåíêó (R̂, V̂ , Â,
−̂→
L ) âåêòîðà (R0, V0, A0,

−→
L0), êàê òî÷êó

ìàêñèìóìà ëîãàðèôìà ÔÎÏ, ñì. (1.2.17). Â òî÷êå ìàêñèìóìà âñå ÷àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå ëîãàðèôìà ÔÎÏ äîëæíû îáðàùàòüñÿ â íîëü. Îòñþäà
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ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ:
[
∂L(R, V, A,

−→
L )

∂R

]

(R,V,A,
−→
L )=(R̂,V̂ ,Â,

−̂→
L )

= 0,

[
∂L(R, V, A,

−→
L )

∂V

]

(R,V,A,
−→
L )=(R̂,V̂ ,Â,

−̂→
L )

= 0,

[
∂L(R, V, A,

−→
L )

∂A

]

(R,V,A,
−→
L )=(R̂,V̂ ,Â,

−̂→
L )

= 0,

[
∂L(R, V, A,

−→
L )

∂
−→
lk

]

(R,V,A,
−→
L )=(R̂,V̂ ,Â,

−̂→
L )

= 0.

Â ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå (1.2.21),
à â ÷åòâåðòîå � ïðåäñòàâëåíèå (1.2.23):

[
∂S(R0, V0, A0,

−→
L0; R, V,A,

−→
L )

∂R
+ ε

∂N(R, V,A,
−→
L )

∂R

]

(R,V,A,
−→
L )=( bR,bV , bA,

c−→
L )

= 0, (1.2.24)
[
∂S(R0, V0, A0,

−→
L0; R, V,A,

−→
L )

∂V
+ ε

∂N(R, V,A,
−→
L )

∂V

]

(R,V,A,
−→
L )=( bR,bV , bA,

c−→
L )

= 0, (1.2.25)
[
∂S(R0, V0, A0,

−→
L0; R, V,A,

−→
L )

∂A
+ ε

∂N(R, V,A,
−→
L )

∂A

]

(R,V,A,
−→
L )=( bR,bV , bA,

c−→
L )

= 0, (1.2.26)
[
∂Sk(R0, V0, A0,

−→
l0k; R, V,A,

−→
lk )

∂
−→
lk

+ εk
∂Nk(R, V,A,

−→
lk )

∂
−→
lk

]

(R,V,A,
−→
lk )=( bR,bV , bA,

c−→
lk )

= 0. (1.2.27)

Ïðè ôèêñèðîâàííîé ïðèíÿòîé ðåàëèçàöèè π(t) ôóíêöèè S, Sk è N ,
Nk ìîæíî ñ÷èòàòü çàäàííûìè. Î÷åâèäíî, ðåøåíèå (R̂, V̂ , Â,

−̂→
L ) ðàññìàò-

ðèâàåìûõ óðàâíåíèé ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïàðàìåòðîâ ε è
εk. Áóäåì èñêàòü çàâèñèìîñòü (R̂, V̂ , Â,

−̂→
L ) â âèäå

R̂ = R0 + εR1 + o(ε),

V̂ = V0 + εV1 + o(ε),

Â = A0 + εA1 + o(ε),

−̂→
L = (

−̂→
l0 , . . . ,

−̂−→
lN−1),

−̂→
lk =

−→
l0k + εk

−→
l1k +−→o (εk).

(1.2.28)

Óñëîâèìñÿ êîîðäèíàòû âåêòîðà −→l1k îáîçíà÷àòü l1kα. Âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå
â ëåâûõ ÷àñòÿõ êàæäîãî èç óðàâíåíèé (1.2.24)�(1.2.27), ðàçëîæèì ïî ôîð-
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ìóëå Òåéëîðà äî ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (1.2.24)
ïðèìåò âèä

[
∂S(R0, V0, A0,

−→
L0; R, V,A,

−→
L )

∂R
+ ε

∂N(R, V, A,
−→
L )

∂R

]

(R,V,A,
−→
L )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
L0)

+

+

[
∂2S(R0, V0, A0,

−→
L0; R, V, A,

−→
L )

∂R2
+ ε

∂2N(R, V,A,
−→
L )

∂R2

]

(R,V,A,
−→
L )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
L0)

(
εR1 + o(ε)

)
+

+

[
∂2S(R0, V0, A0,

−→
L0; R, V, A,

−→
L )

∂R∂V
+ ε

∂2N(R, V,A,
−→
L )

∂R∂V

]

(R,V,A,
−→
L )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
L0)

(
εV1 + o(ε)

)
+

+

[
∂2S(R0, V0, A0,

−→
L0; R, V, A,

−→
L )

∂R∂A
+ ε

∂2N(R, V,A,
−→
L )

∂R∂A

]

(R,V,A,
−→
L )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
L0)

(
εA1 + o(ε)

)
+

+
N−1∑

k=0

p∑
α=1

[
∂2S(R0, V0, A0,

−→
L0; R, V,A,

−→
L )

∂R∂l1kα

+ ε
∂2N(R, V, A,

−→
L )

∂R∂l1kα

]

(R,V,A,
−→
L )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
L0)

×

×(
εkl1kα + o(εk)

)
= 0.

Îòáðîñèì ÷ëåíû, èìåþùèå ïîðÿäîê, ìåíüøèé ε è εk:
[
∂S(R0, V0, A0,

−→
L0; R, V,A,

−→
L )

∂R
+ ε

∂N(R, V, A,
−→
L )

∂R

]

(R,V,A,
−→
L )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
L0)

+

+

[
∂2S(R0, V0, A0,

−→
L0; R, V,A,

−→
L )

∂R2

]

(R,V,A,
−→
L )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
L0)

εR1+

+

[
∂2S(R0, V0, A0,

−→
L0; R, V, A,

−→
L )

∂R∂V

]

(R,V,A,
−→
L )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
L0)

εV1+

+

[
∂2S(R0, V0, A0,

−→
L0; R, V, A,

−→
L )

∂R∂A

]

(R,V,A,
−→
L )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
L0)

εA1+

+
N−1∑

k=0

p∑
α=1

[
∂2S(R0, V0, A0,

−→
L0; R, V, A,

−→
L )

∂R∂l1kα

]

(R,V,A,
−→
L )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
L0)

ε
(εk

ε

)
l1kα = 0.

Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε (à íå εk):
[
∂S(R0, V0, A0,

−→
L0; R, V,A,

−→
L )

∂R

]

(R,V,A,
−→
L )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
L0)

= 0, (1.2.29)
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[
∂N(R, V, A,

−→
L )

∂R

]

(R,V,A,
−→
L )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
L0)

+

+

[
∂2S(R0, V0, A0,

−→
L0; R, V,A,

−→
L )

∂R2

]

(R,V,A,
−→
L )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
L0)

R1+

+

[
∂2S(R0, V0, A0,

−→
L0; R, V,A,

−→
L )

∂R∂V

]

(R,V,A,
−→
L )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
L0)

V1+

+

[
∂2S(R0, V0, A0,

−→
L0; R, V, A,

−→
L )

∂R∂A

]

(R,V,A,
−→
L )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
L0)

A1+

+
N−1∑

k=0

p∑
α=1

[
∂2S(R0, V0, A0,

−→
L0; R, V, A,

−→
L )

∂R∂l1kα

]

(R,V,A,
−→
L )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
L0)

(εk

ε

)
l1kα = 0. (1.2.30)

Àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (1.2.25) è (1.2.26).
Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (1.2.27):

[
∂Sk(R0, V0, A0,

−→
l0k; R, V, A,

−→
lk )

∂
−→
lk

+ εk
∂Nk(R, V, A,

−→
lk )

∂
−→
lk

]

(R,V,A,
−→
lk )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
l0k)

+

+
[
∂2Sk(R0, V0, A0,

−→
l0k; R, V, A,

−→
lk )

∂
−→
lk ∂R

+ εk
∂2Nk(R, V,A,

−→
lk )

∂
−→
lk ∂R

]

(R,V,A,
−→
lk )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
l0k)

(
εR1 + o(ε)

)
+

+
[
∂2Sk(R0, V0, A0,

−→
l0k; R, V, A,

−→
lk )

∂
−→
lk ∂V

+ εk
∂2Nk(R, V,A,

−→
lk )

∂
−→
lk ∂V

]

(R,V,A,
−→
lk )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
l0k)

(
εV1 + o(ε)

)
+

+
[
∂2Sk(R0, V0, A0,

−→
l0k; R, V, A,

−→
lk )

∂
−→
lk ∂A

+ εk
∂2Nk(R, V,A,

−→
lk )

∂
−→
lk ∂A

]

(R,V,A,
−→
lk )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
l0k)

(
εA1 + o(ε)

)
+

+
N−1∑

k=0

p∑

α=1

[
∂2Sk(R0, V0, A0,

−→
l0k; R, V, A,

−→
lk )

∂
−→
lk ∂l1kα

+ εk
∂2Nk(R, V,A,

−→
lk )

∂
−→
lk ∂l1kα

]

(R,V,A,
−→
lk )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
l0k)

×

×(
εkl1kα + o(εk)

)
= 0.

Îòáðîñèì ÷ëåíû, èìåþùèå ïîðÿäîê, ìåíüøèé ε è εk:
[
∂Sk(R0, V0, A0,

−→
l0k; R, V, A,

−→
lk )

∂
−→
lk

+ ε
(εk

ε

)∂Nk(R, V,A,
−→
lk )

∂
−→
lk

]

(R,V,A,
−→
lk )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
l0k)

+

+

[
∂2Sk(R0, V0, A0,

−→
l0k; R, V,A,

−→
lk )

∂
−→
lk ∂R

]

(R,V,A,
−→
lk )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
l0k)

εR1+

+

[
∂2Sk(R0, V0, A0,

−→
l0k; R, V, A,

−→
lk )

∂
−→
lk ∂V

]

(R,V,A,
−→
lk )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
l0k)

εV1+

+

[
∂2Sk(R0, V0, A0,

−→
l0k; R, V,A,

−→
lk )

∂
−→
lk ∂A

]

(R,V,A,
−→
lk )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
l0k)

εA1+

+
N−1∑

k=0

p∑
α=1

[
∂2Sk(R0, V0, A0,

−→
l0k; R, V,A,

−→
lk )

∂
−→
lk ∂l1kα

]

(R,V,A,
−→
lk )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
l0k)

ε
(εk

ε

)
l1kα = 0.
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Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε:
[
∂Sk(R0, V0, A0,

−→
l0k; R, V,A,

−→
lk )

∂
−→
lk

]

(R,V,A,
−→
lk )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
l0k)

= 0, (1.2.31)
[(εk

ε

)∂Nk(R, V,A,
−→
lk )

∂
−→
lk

]

(R,V,A,
−→
lk )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
l0k)

+

+

[
∂2Sk(R0, V0, A0,

−→
l0k; R, V,A,

−→
lk )

∂
−→
lk ∂R

]

(R,V,A,
−→
lk )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
l0k)

R1+

+

[
∂2Sk(R0, V0, A0,

−→
l0k; R, V, A,

−→
lk )

∂
−→
lk ∂V

]

(R,V,A,
−→
lk )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
l0k)

V1+

+

[
∂2Sk(R0, V0, A0,

−→
l0k; R, V, A,

−→
lk )

∂
−→
lk ∂A

]

(R,V,A,
−→
lk )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
l0k)

A1+

+
N−1∑

k=0

p∑
α=1

[
∂2Sk(R0, V0, A0,

−→
l0k; R, V, A,

−→
lk )

∂
−→
lk ∂l1kα

]

(R,V,A,
−→
lk )=(cR0,cV0,cA0,

c−→
l0k)

(εk

ε

)
l1kα = 0. (1.2.32)

Êàê ïîêàçûâàþò âû÷èñëåíèÿ, ïåðâûå óðàâíåíèÿ (1.2.29)�(1.2.31) â
êàæäîì êîìïëåêòå âûïîëíÿþòñÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n0 âåêòîð

n0 =




[
∂N(R,V,A,

−→
L )

∂R

]

(R,V,A,
−→
L )=(R̂0,V̂0,Â0,

−̂→
L0)[

∂N(R,V,A,
−→
L )

∂V

]

(R,V,A,
−→
L )=(R̂0,V̂0,Â0,

−̂→
L0)[

∂N(R,V,A,
−→
L )

∂A

]

(R,V,A,
−→
L )=(R̂0,V̂0,Â0,

−̂→
L0)(

ε0

ε

)[
∂N0(R,V,A,

−→
l0 )

∂
−→
l0

]

(R,V,A,
−→
l0 )=(R̂0,V̂0,Â0,

←̂−
l00)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(
εN−1

ε

)[
∂NN−1(R,V,A,

−−→
lN−1)

∂
−−→
lN−1

]

(R,V,A,
−−→
lN−1)=(R̂0,V̂0,Â0,

←̂−−−
l0N−1)




.

Îñòàâøèåñÿ óðàâíåíèÿ (1.2.30)�(1.2.32) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âè-
äå

I0




R1

V1

A1(
ε0

ε

)←−
l10

. . . . . . . . .(
εN−1

ε

)←−−−
l1N−1




= n0, (1.2.33)
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ãäå I0 � áëî÷íàÿ ìàòðèöà

I0 =

(
A0 B0

C0 D0

)
, C0 = BT

0 ,

ñîñòîÿùàÿ èç áëîêîâ

A0 = −

0
BB@

∂2S(R0,V0,A0,
−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂R2
∂2S(R0,V0,A0,

−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂R∂V
∂2S(R0,V0,A0,

−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂R∂A
∂2S(R0,V0,A0,

−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂V ∂R
∂2S(R0,V0,A0,

−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂V 2
∂2S(R0,V0,A0,

−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂V ∂A
∂2S(R0,V0,A0,

−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂A∂R
∂2S(R0,V0,A0,

−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂A∂V
∂2S(R0,V0,A0,

−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂A2

1
CCA ,

B0 = −

0
BBBBB@

∂2S(R0,V0,A0,
−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂R∂
←−
l0

. . .
∂2S(R0,V0,A0,

−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂R∂
←−−−
lN−1

∂2S(R0,V0,A0,
−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂V ∂
←−
l0

. . .
∂2S(R0,V0,A0,

−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂V ∂
←−−−
lN−1

∂2S(R0,V0,A0,
−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂A∂
←−
l0

. . .
∂2S(R0,V0,A0,

−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂A∂
←−−−
lN−1

1
CCCCCA

,

C0 = −

0
BBB@

∂2S0(R0,V0,A0,
−→
l00;R,V,A,

−→
l0 )

∂
−→
l0∂R

∂2S0(R0,V0,A0,
−→
l00;R,V,A,

−→
l0 )

∂
−→
l0∂V

∂2S0(R0,V0,A0,
−→
l0 ;R,V,A,

−→
l0 )

∂
−→
l0∂A

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂2SN−1(R0,V0,A0,

−−−−→
l0 N−1;R,V,A,

−−−→
lN−1)

∂
−−−→
lN−1∂R

∂2SN−1(R0,V0,A0,
−−−−→
l0 N−1;R,V,A,

−−−→
lN−1)

∂
−−−→
lN−1∂V

∂2SN−1(R0,V0,A0,
−−−−→
l0 N−1;R,V,A,

−−−→
lN−1)

∂
−−−→
lN−1∂A

1
CCCA ,

D0 = −

0
B@

∂2S0(R0,V0,A0,
−→
l00;R,V,A,

−→
l0 )

∂
−→
l0∂

←−
l0

0 . . . 0

0 0 . . .
∂2SN−1(R0,V0,A0,

−−−−→
l0N−1;R,V,A,

−−−→
lN−1)

∂
−−−→
lN−1∂

←−−−
lN−1

1
CA ,

ãäå âî âñåõ ýëåìåíòàõ âûïîëíåíà ïîäñòàíîâêà (R, V, A,
−→
L ) = (R̂0, V̂0, Â0,

−̂→
L0).

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.2.33), î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ âåêòîð



R1

V1

A1(
ε0

ε

)←−
l10

. . . . . . . . .(
εN−1

ε

)←−−−
l1N−1




= I−1
0 n0.

Îòñþäà è èç (1.2.28) äëÿ âåêòîðà (R̂, V̂ , Â,
−̂→
L ), ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé

îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ ðàññåÿííîãî ñèãíàëà,
ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå




R̂

V̂

Â
←̂−
L




=




R0

V0

A0←−
L0


 + εI−1

0 n0.

Èç ýòîé ôîðìóëû, â ÷àñòíîñòè, âèäíî, ÷òî îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé.
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Ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíþþ ôîðìóëó òàê, ÷òîáû ýëåìåíòû ìàòðèöû I0

áûëè âûðàæåíû ÷åðåç íåíîðìèðîâàííóþ ñèãíàëüíóþ ôóíêöèþ (1.2.18),
à âåêòîð n0 áûë çàìåíåí íåíîðìèðîâàííûì âåêòîðîì

n̂ =




[
∂N̂(R,V,A,

−→
L )

∂R

]

(R,V,A,
−→
L )=(R̂0,V̂0,Â0,

−̂→
L0)[

∂N̂(R,V,A,
−→
L )

∂V

]

(R,V,A,
−→
L )=(R̂0,V̂0,Â0,

−̂→
L0)[

∂N̂(R,V,A,
−→
L )

∂A

]

(R,V,A,
−→
L )=(R̂0,V̂0,Â0,

−̂→
L0)[

∂N̂0(R,V,A,
−→
l0 )

∂
−→
l0

]

(R,V,A,
−→
l0 )=(R̂0,V̂0,Â0,

←̂−
l00)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[
∂N̂N−1(R,V,A,

−−→
lN−1)

∂
−−→
lN−1

]

(R,V,A,
−−→
lN−1)=(R̂0,V̂0,Â0,

←̂−−−
l0N−1)




.

Â ñèëó ôîðìóë

S =
1

mS
Ŝ, Sk =

1

mSk
Ŝk; N =

1

σSN
N̂ , Nk =

1

σSNk
N̂k

èìååì1)

A0 = − 1
mS




∂2 bS(R0,V0,A0,
−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂R2
∂2 bS(R0,V0,A0,

−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂R∂V
∂2 bS(R0,V0,A0,

−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂R∂A
∂2 bS(R0,V0,A0,

−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂V ∂R
∂2 bS(R0,V0,A0,

−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂V 2
∂2 bS(R0,V0,A0,

−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂V ∂A
∂2S(R0,V0,A0,

−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂A∂R
∂2 bS(R0,V0,A0,

−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂A∂V
∂2 bS(R0,V0,A0,

−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂A2


 ,

B0 = − 1
mS




∂2 bS(R0,V0,A0,
−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂R∂
←−
l0

. . . ∂2 bS(R0,V0,A0,
−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂R∂
←−−−
lN−1

∂2 bS(R0,V0,A0,
−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂V ∂
←−
l0

. . . ∂2 bS(R0,V0,A0,
−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂V ∂
←−−−
lN−1

∂2 bS(R0,V0,A0,
−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂A∂
←−
l0

. . . ∂2 bS(R0,V0,A0,
−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂A∂
←−−−
lN−1




,

C0 = −
(

1
mS0

. . . 1
mS N−1

)
×

×




∂2 bS0(R0,V0,A0,
−→
l00;R,V,A,

−→
l0 )

∂
−→
l0 ∂R

∂2 bS0(R0,V0,A0,
−→
l00;R,V,A,

−→
l0 )

∂
−→
l0 ∂V

∂2 bS0(R0,V0,A0,
−→
l00;R,V,A,

−→
l0 )

∂
−→
l0 ∂A

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂2 bSN−1(R0,V0,A0,

−−−−→
l0 N−1;R,V,A,

−−−→
lN−1)

∂
−−−→
lN−1∂R

∂2 bSN−1(R0,V0,A0,
−−−−→
l0 N−1;R,V,A,

−−−→
lN−1)

∂
−−−→
lN−1∂V

∂2 bSN−1(R0,V0,A0,
−−−−→
l0 N−1;R,V,A,

−−−→
lN−1)

∂
−−−→
lN−1∂A


 ,

D0 = −




1
mS0

∂2 bS0(R0,V0,A0,
−→
l00;R,V,A,

−→
l0 )

∂
−→
l0 ∂

←−
l0

0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1
mS N−1

∂2 bSN−1(R0,V0,A0,
−−−−→
l0N−1;R,V,A,

−−−→
lN−1)

∂
−−−→
lN−1∂

←−−−
lN−1


 ,

ãäå âî âñåõ ýëåìåíòàõ âûïîëíåíà ïîäñòàíîâêà (R, V, A,
−→
L ) = (R̂0, V̂0, Â0,

−̂→
L0),

1)Ìàòðèöà C0 çàïèñàíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, ïîñêîëüêó ïðè îáû÷íîé çàïèñè îíà íå óìå-
ùàåòñÿ â ñòðîêó.
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à òàêæå

n0 =




1
σSN

[
∂N̂(R,V,A,

−→
L )

∂R

]

(R,V,A,
−→
L )=(R̂0,V̂0,Â0,

−̂→
L0)

1
σSN

[
∂N̂(R,V,A,

−→
L )

∂V

]

(R,V,A,
−→
L )=(R̂0,V̂0,Â0,

−̂→
L0)

1
σSN

[
∂N̂(R,V,A,

−→
L )

∂A

]

(R,V,A,
−→
L )=(R̂0,V̂0,Â0,

−̂→
L0)

1
σN0

(
ε0

ε

)[
∂N̂0(R,V,A,

−→
l0 )

∂
−→
l0

]

(R,V,A,
−→
l0 )=(R̂0,V̂0,Â0,

←̂−
l00)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1
σN N−1

(
εN−1

ε

)[
∂N̂N−1(R,V,A,

−−→
lN−1)

∂
−−→
lN−1

]

(R,V,A,
−−→
lN−1)=(R̂0,V̂0,Â0,

←̂−−−
l0N−1)




.

Â óðàâíåíèÿõ (1.2.33) óìíîæèì ïåðâûå òðè ñòðîêè íà mS, à ïîñëåäó-
þùèå ñòðîêè � íà mS0, . . . , mS N−1 ñîîòâåòñòâåííî. Óðàâíåíèÿ ïðè ýòîì
çàìåíÿòñÿ íà ýêâèâàëåíòíûå, à ìàòðèöû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ (1.2.33),
ïðèìóò âèä

A = −




∂2 bS(R0,V0,A0,
−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂R2

∂2 bS(R0,V0,A0,
−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂R∂V
∂2 bS(R0,V0,A0,

−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂R∂A
∂2 bS(R0,V0,A0,

−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂V ∂R
∂2 bS(R0,V0,A0,

−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂V 2

∂2 bS(R0,V0,A0,
−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂V ∂A
∂2S(R0,V0,A0,

−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂A∂R
∂2 bS(R0,V0,A0,

−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂A∂V
∂2 bS(R0,V0,A0,

−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂A2


 ,

B = −




∂2 bS(R0,V0,A0,
−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂R∂
←−
l0

. . . ∂2 bS(R0,V0,A0,
−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂R∂
←−−−
lN−1

∂2 bS(R0,V0,A0,
−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂V ∂
←−
l0

. . . ∂2 bS(R0,V0,A0,
−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂V ∂
←−−−
lN−1

∂2 bS(R0,V0,A0,
−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂A∂
←−
l0

. . . ∂2 bS(R0,V0,A0,
−→
L0;R,V,A,

−→
L )

∂A∂
←−−−
lN−1


 ,

C = −




∂2 bS0(R0,V0,A0,
−→
l0k;R,V,A,

−→
lk )

∂
−→
l0 ∂R

∂2 bS0(R0,V0,A0,
−→
l0k;R,V,A,

−→
lk )

∂
−→
l0 ∂V

∂2 bS0(R0,V0,A0,
−→
l0k;R,V,A,

−→
lk )

∂
−→
l0 ∂A

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂2 bSN−1(R0,V0,A0,

−→
l0k;R,V,A,

−→
lk )

∂
−−−→
lN−1∂R

∂2 bSN−1(R0,V0,A0,
−→
l0k;R,V,A,

−→
lk )

∂
−−−→
lN−1∂V

∂2 bSN−1(R0,V0,A0,
−→
l0k;R,V,A,

−→
lk )

∂
−−−→
lN−1∂A


 ,

D = −




∂2 bS0(R0,V0,A0,
−→
l00;R,V,A,

−→
l0 )

∂
−→
l0 ∂

←−
l0

0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . ∂2 bSN−1(R0,V0,A0,
−−−→
l0N−1;R,V,A,

−−−→
lN−1)

∂
−−−→
lN−1∂

←−−−
lN−1


 ,
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à òàêæå

n =




mS

σSN

[
∂N̂(R,V,A,

−→
L )

∂R

]

mS

σSN

[
∂N̂(R,V,A,

−→
L )

∂V

]

mS

σSN

[
∂N̂(R,V,A,

−→
L )

∂A

]

mS0

σN0

(
ε0

ε

)[
∂N̂0(R,V,A,

−→
l0 )

∂
−→
l0

]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

mS N−1

σN N−1

(
εN−1

ε

)[
∂N̂N−1(R,V,A,

−−→
lN−1)

∂
−−→
lN−1

]




=
1

ε




∂N̂(R,V,A,
−→
L )

∂R
∂N̂(R,V,A,

−→
L )

∂V
∂N̂(R,V,A,

−→
L )

∂A
∂N̂0(R,V,A,

−→
l0 )

∂
−→
l0

. . . . . . . . . . .
∂N̂N−1(R,V,A,

−−→
lN−1)

∂
−−→
lN−1




,

ãäå âî âñåõ ýëåìåíòàõ âûïîëíåíà ïîäñòàíîâêà (R, V, A,
−→
L ) = (R̂0, V̂0, Â0,

−̂→
L0).

Ïðè ýòîì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (1.2.33) ïðèìåò âèä

Î




R1

V1

A1(
ε0

ε

)←−
l10

. . . . . . . . .(
εN−1

ε

)←−−−
l1N−1




=
1

ε
n̂,

ãäå

Î =

(
A B
C D

)
, n̂ =




∂N̂(R,V,A,
−→
L )

∂R
∂N̂(R,V,A,

−→
L )

∂V
∂N̂(R,V,A,

−→
L )

∂A
∂N̂0(R,V,A,

−→
l0 )

∂
−→
l0

. . . . . . . . . . .
∂N̂N−1(R,V,A,

−−→
lN−1)

∂
−−→
lN−1




. (1.2.34)

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì


εR1

εV1

εA1

ε0
←−
l10

. . . . . . .

εN−1
←−−−
l1N−1




= I−1n̂.
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò â ôîðìóëû (1.2.28), îêîí÷àòåëüíî èìååì



R̂

V̂

Â
←̂−
L




=




R0

V0

A0←−
L0


 + Î−1n̂. (1.2.35)

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ôîðìóë (1.2.20) ìàòðèöà Î ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé
Ôèøåðà (1.2.3).

Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû ñîâìåñòíûõ îöå-
íîê (1.2.35), ïîëó÷àåìûõ íà îñíîâå ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ (1.2.17). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

−̂→
l =




R̂

V̂

Â
←̂−
L




,
−→
l0 =




R0

V0

A0←−
L0


 ,

−→
l1 = Î−1n̂.

Êîîðäèíàòû ýòèõ âåêòîðîâ áóäåì åäèíîîáðàçíî îáîçíà÷àòü ñèìâîëàìè
lα, l0α è l1α ñîîòâåòñòâåííî.

Èç îïðåäåëåíèÿ (1.2.19) øóìîâîé ôóíêöèè N̂(R, V,A,
−→
L ) è [12, ôîð-

ìóëà (3.7.27)] âèäíî, ÷òî êîîðäèíàòû ñëó÷àéíîãî âåêòîðà n̂ (1.2.34) èìå-
þò íóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Ïîýòîìó è êîîðäèíàòû âåêòîðà
Î−1n, ÿâëÿþùèåñÿ èõ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè, òàêæå èìåþò íóëåâûå
ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ. Òåì ñàìûì, ñìåùåíèå âåêòîðà −̂→l îòíîñèòåëü-
íî −→l0 ðàâíî íóëþ, ò.å. −→l0 ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì âåêòîðà
−̂→
l . Ðàññ÷èòàåì ýëåìåíòû êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû K. Â ñèëó ôîðìó-
ëû (1.2.35) èìååì

Kαβ = 〈l1 αl1 β〉 =
〈(Np+3∑

γ=1

Aαγ

Ω
n̂γ

)(Np+3∑

δ=1

Aβδ

Ω
n̂δ

)〉
,

ãäå Aαγ

Ω � ýëåìåíòû ìàòðèöû, îáðàòíîé ê Î, n̂γ � êîîðäèíàòû âåêòî-
ðà n̂ (1.2.34), à óãëîâûå ñêîáêè 〈·〉 îçíà÷àþò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.
Ïðîäîëæèì âû÷èñëåíèÿ:

Kαβ =

Np+3∑
γ=1

Np+3∑

δ=1

Aαγ

Ω

Aβδ

Ω
〈n̂γn̂δ〉. (1.2.36)
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Ââåäåì ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿ

π′0(t) = π′(t)− s(t, R0, V0, A0,
−→
L0)− ν,

s(t) = s(t, R0, V0, A0,
−→
L0),

sα(t) =
∂s(t, R, V,A,

−→
L )

∂lα

∣∣∣−→
l =

−→
l0
.

Òîãäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (1.2.19) êîîðäèíàòû n̂α âåêòîðà n̂ ïåðåïèøóòñÿ
â âèäå

n̂α =

∫ T

0

sα(t)

s(t) + ν
π′0(t) dt.

Çàéìåìñÿ âû÷èñëåíèåì 〈n̂γn̂δ〉. Èìååì (çäåñü èñïîëüçîâàíû [12, ôîð-
ìóëà (3.7.27)] è îïðåäåëåíèå ìàòðèöû Î = (Îγδ))

〈n̂γn̂δ〉 =
〈(∫ T

0

sγ(t)

s(t) + ν
π′0(t) dt

)(∫ T

0

sδ(t)

s(t) + ν
π′0(t) dt

)〉
=

=

∫ T

0

sγ(t)

s(t) + ν

sδ(t)

s(t) + ν

(
s(t) + ν

)
dt = Îγδ.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò â ôîðìóëó (1.2.36), ïîëó÷àåì

Kαβ =

p∑
γ=1

p∑

δ=1

Aαγ

Ω
Îγδ

Aβδ

Ω
=

p∑

δ=1

1αδ
Aβδ

Ω
=

Aαβ

Ω
.

Âñïîìèíàÿ, ÷òî Aαγ

Ω � ýëåìåíòû ìàòðèöû, îáðàòíîé ê Î, îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷àåì

K = Î−1. (1.2.37)
Â ñèëó ôîðìóëû (1.2.20) ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü â âèäå

K =

[
∂2H(

−→
l 1,

−→
l 2)

∂l1i∂l2j

∣∣∣−→
l 1,
−→
l 2=

−→
l0

]−1

i,j=1,...,p

.

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (1.2.37) ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (1.1.7) äëÿ êîððåëÿ-
öèîííîé ìàòðèöû ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê. Òåì ñàìûì ïîêàçàíî,
÷òî îöåíêè, ïîëó÷àåìûå íà îñíîâå ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ,
ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè (ò.å. ïðè ìàëûõ ε è εk) ýôôåêòèâíûìè.

Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî ðàâåíñòâî (1.2.37) ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì
ââèäó èñïîëüçîâàíèÿ ïðè åå âûâîäå ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà, è åãî òî÷-
íîñòü ïîâûøàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì ïàðàìåòðîâ ε è εk, ÷òî ýêâèâàëåíòíî
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ðîñòó ÎÑØ. Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê âåëè÷èíû εk â
√

N ðàç áîëüøå ïîðÿäêà
âåëè÷èíû ε, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî åäèíñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ
ìàëîñòü εk, ÷òî ýêâèâàëåíòíî áîëüøîìó çíà÷åíèþ ÎÑØ äëÿ îäíîãî èì-
ïóëüñà zSk = 1/εk. Îáñóäèì óñëîâèÿ áîëüøîãî çíà÷åíèÿ zSk = mSk

σSNk
. Â

ñèëó ôîðìóë (1.2.22)

zSk =

∫ T

0 ln
(
1 + s0(t̃0k,

−→
l0k)/ν

)(
s0(t̃0k,

−→
l0k) + ν

)
dt− ∫ T

0 s0(t̃0k,
−→
l0k) dt

ν
∫ T

0 ln2(1 + s0(t̃0k,
−→
l0k)/ν

)(
1 + s0(t̃0k,

−→
l0k)/ν

)
dt

=

=
√

ν

∫ T

0 ln
(
1 + s0(t̃0k,

−→
l0k)/ν

)(
1 + s0(t̃0k,

−→
l0k)/ν

)
dt− 1

ν

∫ T

0 s0(t̃0k,
−→
l0k) dt√∫ T

0 ln2(1 + s0(t̃0k,
−→
l0k)/ν

)(
1 + s0(t̃0k,

−→
l0k)/ν

)
dt

=

=
√

ν

∫ T

0 ln
(
1 + s0(t,

−→
l0k)/ν

)(
1 + s0(t,

−→
l0k)/ν

)
dt− 1

ν

∫ T

0 s0(t,
−→
l0k) dt√∫ T

0 ln2(1 + s0(t,
−→
l0k)/ν

)(
1 + s0(t,

−→
l0k)/ν

)
dt

.

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ s0(t,
−→
l0k) â âèäå

s0(t,
−→
l0k) = af0(t/τ,

−→
l0k).

(Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî τ ìîæåò óâåëè÷èâàòüñÿ òîëüêî â òåõ ïðåäåëàõ,
ïîêà íå íàðóøàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ñêâàæíîñòü è ïîêà âñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü èìïóëüñîâ óìåùàåòñÿ â îòðåçêå [0, T ].) Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ
zSk ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

zSk =
√

ν

T∫
0

ln
[
1 + qf0(t/τ,

−→
l0k)

][
1 + qf0(t/τ,

−→
l0k)

]
dt− q

T∫
0

f0(t/τ,
−→
l0k) dt

√∫ T

0 ln2[1 + qf0(t/τ ;
−→
l0k)

][
1 + qf0(t/τ,

−→
l0k)

]
dt

=

=
√

ντ

∫ T/τ

0 ln
[
1 + qf0(x,

−→
l0k)

][
1 + qf0(x,

−→
l0k)

]
dx− q

∫ T/τ

0 f0(x,
−→
l0k) dx√∫ T/τ

0 ln2[1 + qf0(x;
−→
l0k)

][
1 + qf0(x,

−→
l0k)

]
dx

=

=
√

ντ

∫ +∞
−∞ ln

[
1 + qf0(x,

−→
l0k)

][
1 + qf0(x,

−→
l0k)

]
dx− q

∫ +∞
−∞ f0(x,

−→
l0k) dx√∫ +∞

−∞ ln2[1 + qf0(x;
−→
l0k)

][
1 + qf0(x,

−→
l0k)

]
dx

,

(1.2.38)

ãäå q = a/ν. Ïî ñóòè ïîñëåäíåå âûðàæåíèå òîëüêî ìíîæèòåëåì
√

N îò-
ëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîãî âûðàæåíèÿ (1.1.59). Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâ ñëå-
äóþùèé àíàëîã òåîðåìû 1.1.5.
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Òåîðåìà 1.2.6. Ïóñòü çíà÷åíèå âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà −→l0 ôèêñèðîâàíî.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f0(x,

−→
l0 ) íåïðåðûâíà, íåîòðèöàòåëüíà, èìååò êîìïàêò-

íûé íîñèòåëü è õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå îòëè÷íà îò íóëÿ. (a) Åñëè ν è
τ ïîñòîÿííû, òî zSk → ∞ ïðè a → ∞. (b) Åñëè a è τ ïîñòîÿííû, òî
zSk →

√
τa

∫ +∞
0 f0(x,

−→
l0 ) dx ïðè ν → 0. (c) Åñëè a è ν ïîñòîÿííû, òî

zSk →∞ ïðè τ →∞. (d) Åñëè a è τ ïîñòîÿííû, òî zSk → 0 ïðè ν →∞.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ÎÑØ zSk äëÿ íîðìèðîâàííîãî ïðÿìî-

óãîëüíîãî èìïóëüñà

f0(x) =

{
1, åñëè 0 ≤ x < 1,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Èìååì

zS =
mS

σSN
=
√

ντ
(1 + q) ln(1 + q)− q√

(1 + q) ln(1 + q)
.

Ãðàôèê ýòîé çàâèñèìîñòè ïðèâåäåí íà ðèñ. 1.2.7.

20 40 60 80 100
q

2

4

6

8
z

Ðèñ. 1.2.7: Çàâèñèìîñòü zS îò q ïðè ντ = 1

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ õàðàêòåðèñòèê ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ
îöåíîê ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðàñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê àñèìïòî-
òè÷åñêè ýôôåêòèâíûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ â óñëîâèÿõ âûñî-
êîé àïîñòåðèîðíîé òî÷íîñòè ïðè íàëè÷èè áûñòðûõ ôëóêòóàöèé. Â ÷àñò-
íîñòè, èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðàñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê ñîâìåñòíûõ
îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ [37, 43, 102], åñëè âñå îòíîøåíèÿ
ñèãíàë-øóì (1.2.38) äîñòàòî÷íî áîëüøèå. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â
óñëîâèÿõ áûñòðûõ ôëóêòóàöèé íåîáõîäèìî, ÷òîáû áûëè áîëüøèìè îòíî-
øåíèÿ ñèãíàë-øóì äëÿ âñåõ èìïóëüñîâ â îòäåëüíîñòè, à íå êàê â ñëó÷àå



76

ìåäëåííûõ ôëóêòóàöèé îòíîøåíèå ñèãíàë-øóì (1.1.59) äëÿ âñåé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ. Âî-ïåðâûõ, ýòî äåëàåò íåâîçìîæíûì äîáèòüñÿ
áîëüøîãî îòíîøåíèÿ ñèãíàë-øóì â óñëîâèÿõ áûñòðûõ ôëóêòóàöèé ïóòåì
óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà èìïóëüñîâ, âî-âòîðûõ, íåîáõîäèìî ÷òîáû âñå èì-
ïóëüñû îáëàäàëè äîñòàòî÷íîé ýíåðãèåé ïî îòäåëüíîñòè.

Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â ïðåäëîæåí-
íîì âûøå âèäå ïîäðàçóìåâàåò ôîðìèðîâàíèå ëîãàðèôìà ÔÎÏ êàê ôóíê-
öèè 3+Np ïåðåìåííûõ, ãäå p � êîëè÷åñòâî íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåò-
ðîâ. Äëÿ ïîèñêà ïîëîæåíèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ
òðåáóåòñÿ ïîñòðîåíèå ìíîãîêàíàëüíîãî ïðèåìíèêà, îñóùåñòâëÿþùåãî îá-
ðàáîòêó ïðèíèìàåìîé ðåàëèçàöèè ïî âñåì ïàðàìåòðàì, ïðè÷åì â ñëó÷àå
íàëè÷èÿ â ìîäåëè áûñòðûõ ôëóêòóàöèé ñëîæíîñòü àïïàðàòóðíîé ðåà-
ëèçàöèè ïðèåìíèêà óâåëè÷èòñÿ ñóùåñòâåííî äàæå ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðè-
åìíèêîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, îñóùåñòâëÿþùèì îáðàáîòêó â
óñëîâèÿõ ìåäëåííûõ ôëóêòóàöèé. Òàê, íàïðèìåð, åñëè â ìîäåëè ïðèíè-
ìàåìîãî ñèãíàëà ïðèñóòñòâóåò 2 íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðà, èñïîëü-
çóåòñÿ âñåãî N = 3 èìïóëüñà, à ïîèñê ïîëîæåíèÿ ìàêñèìóìà ëîãàðèôìà
ÔÎÏ ïðîâîäèòñÿ ïî 10 çíà÷åíèÿì êàæäîãî ïàðàìåòðà, òî, ñîãëàñíî ìåòî-
äó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü 109 çíà÷åíèé
ëîãàðèôìà ÔÎÏ è íàéòè íàèáîëüøèé èç íèõ. Î÷åâèäíî, ýòî äîâîëüíî
áîëüøîé îáúåì âû÷èñëåíèé è äëÿ åãî îñóùåñòâëåíèÿ ïîòðåáóþòñÿ ëèáî
çíà÷èòåëüíûå çàòðàòû âðåìåíè, ëèáî ìîùíûé êîìïüþòåð ñ âîçìîæíî-
ñòÿìè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé.

1.3 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû
1. Íàéäåíû îáùèå âûðàæåíèÿ äëÿ õàðàêòåðèñòèê ñîâìåñòíî-ýôôåê-

òèâíûõ îöåíîê äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ ìåäëåííî è áûñòðî ôëóê-
òóèðóþùèõ öåëåé ïðè íàëè÷èè êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîèçâîëüíûõ íåèíôîð-
ìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå íàëè÷èÿ íåèíôîðìàòèâíûõ
ïàðàìåòðîâ íà òî÷íîñòü îöåíîê.

2. Ïðè ñîâìåñòíîé îöåíêå äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ ìåäëåííî
ôëóêòóèðóþùåé öåëè õàðàêòåðèñòèêè ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê
ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ èíâàðèàíòíû ê íàëè÷èþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîèç-
âîëüíûõ íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ. Íàëè÷èå íåèíôîðìàòèâíûõ ïà-
ðàìåòðîâ ìîæåò ïðèâåñòè ëèøü ê ñíèæåíèþ òî÷íîñòè ñîâìåñòíî-ýôôåê-
òèâíîé îöåíêè äàëüíîñòè. Ïðè ðàçäåëüíîé îöåíêå ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ
âîçìîæíî ñíèæåíèå òî÷íîñòè îöåíîê â óñëîâèÿõ àïðèîðíîé ïàðàìåòðè-
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÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè.
3. Ïðè ñîâìåñòíîé îöåíêå äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ áûñòðî

ôëóêòóèðóþùåé öåëè òî÷íîñòü ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê â îáùåì
ñëó÷àå ñíèæàåòñÿ âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ. Â
÷àñòíîñòè, ïðè îáðàáîòêå ìåäëåííî ôëóêòóèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
êàê áûñòðî ôëóêòóèðóþùåé îòíîñèòåëüíûå ïîòåðè â òî÷íîñòè îöåíîê
âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ îäèíàêîâû äëÿ âñåõ
òðåõ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ.

4. Ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ
äâèæåíèÿ ïðè íàëè÷èè êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîèçâîëüíûõ ðåãóëÿðíûõ íåèí-
ôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ, êàê â óñëîâèÿõ ìåäëåííûõ ôëóêòóàöèé, òàê è
â óñëîâèÿõ áûñòðûõ ôëóêòóàöèé, ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâ-
íûìè, ò.å. ïðèáëèæàþòñÿ ïî òî÷íîñòè ê ýôôåêòèâíûì ñ ðîñòîì ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî îòíîøåíèÿ ñèãíàë-øóì.

5. Ïðè ìåäëåííûõ ôëóêòóàöèÿõ öåëè íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü áîëü-
øîå çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ ñèãíàë-øóì äëÿ âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îï-
òè÷åñêèõ èìïóëüñîâ. Áîëüøèõ çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ ñèãíàë-øóì â óñëî-
âèÿõ ìåäëåííûõ ôëóêòóàöèé ìîæíî äîáèòüñÿ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà
èñïîëüçóåìûõ èìïóëüñîâ â çîíäèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óâåëè÷å-
íèåì àìïëèòóäû èìïóëüñîâ ïðè ôèêñèðîâàííîì óðîâíå øóìà èëè óâå-
ëè÷åíèåì äëèòåëüíîñòè èìïóëüñîâ ïðè ôèêñèðîâàííîé àìïëèòóäå.

6. ×òîáû îáåñïå÷èòü àñèìïòîòè÷åñêóþ ýôôåêòèâíîñòü îöåíîê ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â óñëîâèÿõ áûñòðûõ ôëóêòóàöèé íåîáõîäèìî
èìåòü áîëüøèå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ ñèãíàë-øóì äëÿ êàæäîãî îòäåëüíî-
ãî èìïóëüñà ïðèíèìàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîýòîìó óâåëè÷èòü òðå-
áóåìîå îòíîøåíèå ñèãíàë-øóì ïîñðåäñòâîì óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà èì-
ïóëüñîâ â ýòîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî. Áîëüøèå îòíîøåíèÿ ñèãíàë-øóì äëÿ
îòäåëüíûõ èìïóëüñîâ â óñëîâèÿõ áûñòðûõ ôëóêòóàöèé ìîæíî îáåñïå-
÷èòü ïîñðåäñòâîì óâåëè÷åíèÿ àìïëèòóäû êàæäîãî èìïóëüñà ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì óðîâíå øóìà, à òàêæå ïîñðåäñòâîì óâåëè÷åíèÿ äëèòåëüíîñòè
èìïóëüñîâ ïðè ôèêñèðîâàííîé àìïëèòóäå.

7. Íàëè÷èå ïàðàìåòðè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè ïðèâîäèò ê íåîáõîäè-
ìîñòè óñëîæíåíèÿ àïïàðàòóðíîé ðåàëèçàöèè óñòðîéñòâà, îñóùåñòâëÿþ-
ùåãî îáðàáîòêó ïðèíèìàåìîé ðåàëèçàöèè â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ìàê-
ñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðèåìíèêîì, îñóùåñòâëÿþ-
ùèì îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ ïàðà-
ìåòðè÷åñêîé àïðèîðíîé íåîïðåäåëåííîñòè.



Ãëàâà 2

Êâàçèïðàâäîïîäîáíûå îöåíêè
ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ

2.1 Ñâîéñòâà êâàçèïðàâäîïîäîáíûõ îöåíîê
â óñëîâèÿõ âûñîêîé àïîñòåðèîðíîé òî÷íîñòè

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ãëàâå 1, òåõíè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðèåìíèêà, îñó-
ùåñòâëÿþùåãî îáðàáîòêó ïðèíèìàåìîé ñìåñè ñèãíàëà è øóìà â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (â ñëó÷àå ìåäëåííûõ
ôëóêòóàöèé) ïîäðàçóìåâàåò íàõîæäåíèå ïîëîæåíèÿ ìàêñèìóìà ôóíê-
öèè 3 + p ïåðåìåííûõ, ãäå p � ÷èñëî íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ.
Óïðîñòèòü àïïàðàòóðíóþ ðåàëèçàöèþ ïðèåìíèêà ìîæíî, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü êâàçèïðàâäîïîäîáíûì ìåòîäîì îöåíêè, ïîçâîëÿþùèì îáîéòèñü áåç
îöåíêè íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ è òåì ñàìûì íàõîäèòü ïîëîæåíèå
ìàêñèìóìà ôóíêöèè ëèøü 3 ïåðåìåííûõ. Êðîìå òîãî, êâàçèïðàâäîïîäîá-
íûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü îáðàáîòêó ïðèíèìàåìîé ðåàëèçàöèè
â ñëó÷àå, êîãäà ôîðìà èíòåíñèâíîñòè ïðèíèìàåìîãî ïîëåçíîãî ñèãíàëà
èçâåñòíà ëèøü ïðèáëèæåííî. Åñòåñòâåííî, ïðîèñõîäèò íåêîòîðàÿ ïîòåðÿ
òî÷íîñòè îöåíîê ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ òî÷íîñòüþ îöåíîê
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Êâàçèïðàâäîïîäîáíûé ìåòîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå àëüòåð-
íàòèâû ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â óñëîâèÿõ àïðèîðíîé ïà-
ðàìåòðè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè, ðàññìîòðåííîé â ãëàâå 1; â ýòîì ñëó÷àå
ôîðìó èìïóëüñà s1(t) åñòåñòâåííî çàäàâàòü ïóòåì âûáîðà êîíêðåòíûõ
çíà÷åíèé íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ èìïóëüñà s0(t,

−→
l ) â (1.1.2).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðèíèìàåìûé (îáðàáàòûâàåìûé) ñèãíàë ÿâëÿåòñÿ
ðåçóëüòàòîì ðàññåÿíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ (1.1.1)
îáúåêòîì, íàõîäÿùèìñÿ íà äàëüíîñòè R0 è îáëàäàþùåãî ðàäèàëüíûìè
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ñêîðîñòüþ V0 è óñêîðåíèåì A0. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòü ïðèíèìàå-
ìîãî ñèãíàëà èìååò âèä [23, 93]

s(t,
−→
l0 ) = s(t, R0, V0, A0) =

=
N−1∑

k=0

s0
(
t− 2R0/c− (k − µ)(1 + 2V0/c)ϑ− A0(k − µ)2ϑ2/c

)
, (2.1.1)

ãäå èíòåíñèâíîñòü s0(t) ïðèíèìàåìîãî èìïóëüñà â îáùåì ñëó÷àå îòëè÷à-
åòñÿ îò èíòåíñèâíîñòè ŝ(t) â çîíäèðóþùåì ñèãíàëå (1.1.1). Çäåñü ÷åðåç
R0, V0 è A0 îáîçíà÷åíû èñòèííûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ R, V
è A. Êàê è ðàíåå, ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì óñëîâèå (1.1.3), à òàêæå
÷òî èíòåðâàë íàáëþäåíèÿ [0, T ] áîëüøå äëèòåëüíîñòè âñåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè îïòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ, ò.å. T > Nϑ, ïðè÷åì âåëè÷èíà ñêâàæ-
íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ìåíåå äâóõ, òàê ÷òî îòäåëüíûå èìïóëüñû
íå ïåðåêðûâàþòñÿ.

Èäåÿ ìåòîäà êâàçèïðàâäîïîäîáíîé îöåíêè ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ñèí-
òåçà àëãîðèòìà îöåíêè èñïîëüçóåòñÿ íå ôîðìà èíòåíñèâíîñòè ñèãíàëà,
ñîâïàäàþùàÿ ñ íåèçâåñòíîé àïðèîðè s(t,

−→
l0 ), à íåêîòîðàÿ ïðåäïîëàãàå-

ìàÿ (îæèäàåìàÿ) ôîðìà èíòåíñèâíîñòè, â îáùåì ñëó÷àå îòëè÷àþùàÿñÿ
îò s(t,

−→
l0 ):

s1 N(t,
−→
l ) = s1 N(t, R, V, A) =

=
N−1∑

k=0

s1
(
t− 2R/c− (k − µ)(1 + 2V/c)ϑ− A(k − µ)2ϑ2/c

)
. (2.1.2)

Çäåñü −→l = (R, V, A) � âåêòîð äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ, êîòîðûå
òðåáóåòñÿ îöåíèòü, s1(t) � ïðåäïîëàãàåìàÿ ôîðìà èíòåíñèâíîñòè îòäåëü-
íîãî èìïóëüñà ðàññåÿííîãî ñèãíàëà, s1 N(t) � ïðåäïîëîæèòåëüíàÿ ôîðìà
ðàññåÿííîãî ñèãíàëà, òî åñòü ôîðìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ, íà
êîòîðóþ íàñòðàèâàåòñÿ ïðèåìíèê.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàññåÿííûé ñèãíàë ñ èíòåíñèâíîñòüþ (2.1.1) íà-
áëþäàåòñÿ íà ôîíå îïòè÷åñêîãî øóìà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ñòàöè-
îíàðíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ èíòåíñèâíîñòüþ ν. Â ðåçóëüòàòå, äî-
ñòóïíûé äëÿ îáðàáîòêè ïðèíèìàåìûé ñèãíàë π(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðå-
àëèçàöèþ ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà ñ èíòåíñèâíîñòüþ β(t,

−→
l ) = s(t,

−→
l )+

ν, ãäå çíà÷åíèå âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà −→l = (R, V, A) ïîäëåæèò îöåíêå,
à âåëè÷èíà ν, âîçìîæíî, íåèçâåñòíà. Ñèíòåç ïðèåìíèêà ïðîâîäèòñÿ äëÿ
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ïðåäïîëàãàåìîãî ñèãíàëà ñ èíòåíñèâíîñòüþ β1(t,
−→
l ) = s1 N(t,

−→
l )+ν1 ãäå

ν1 � ïðåäïîëàãàåìàÿ èíòåíñèâíîñòü îïòè÷åñêîãî øóìà.
Åñëè áû ôîðìà èíòåíñèâíîñòè ïðèíèìàåìîãî ñèãíàëà s(t,

−→
l ) è èí-

òåíñèâíîñòü øóìà ν áûëè àïðèîðè èçâåñòíû, òî äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðà−→
l ìîæíî áûëî áû âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ [55], ñì. òàêæå ãë. 1. Äëÿ ýòîãî ñëåäîâàëî áû âçÿòü â êà÷åñòâå îöåí-
êè âåêòîðà −→l ïîëîæåíèå íàèáîëüøåãî ìàêñèìóìà ëîãàðèôìà ÔÎÏ [94,
ôîðìóëà (3)], êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ãëàâå 1.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðèåìíèê âìåñòî ëîãàðèôìà ÔÎÏ ôîðìè-
ðóåò ðåøàþùóþ ñòàòèñòèêó [93, 128]

L(
−→
l ) =

∫ T

0
ln

(
1 + s1 N(t,

−→
l )/ν1

)
dπ(t)−

∫ T

0
s1 N(t,

−→
l ) dt. (2.1.3)

Çäåñü −→l = (R, V,A).
Â êà÷åñòâå êâàçèïðàâäîïîäîáíîé îöåíêè ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ, ïî

àíàëîãèè ñ îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, èñïîëüçóåòñÿ ïîëî-
æåíèå íàèáîëüøåãî ìàêñèìóìà ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè

−̂→
l = (R̂, V̂ , Â) = arg sup

(R,V,A)
L(R, V, A). (2.1.4)

Î÷åâèäíî, â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ ôîðì èíòåíñèâíîñòåé ïðèíèìàåìîãî
ñèãíàëà (2.1.1) è îæèäàåìîãî ñèãíàëà (2.1.2), à òàêæå ñîâïàäåíèÿ èñòèí-
íîé èíòåíñèâíîñòè îïòè÷åñêîãî øóìà ñ ïðåäïîëàãàåìîé, ðåøàþùàÿ ñòà-
òèñòèêà (2.1.3) ñîâïàäàåò ñ ëîãàðèôìîì ôóíêöèîíàëà îòíîøåíèÿ ïðàâäî-
ïîäîáèÿ (1.1.44). Â ýòîì ñëó÷àå êâàçèïðàâäîïîäîáíàÿ îöåíêà ïåðåõîäèò
â îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

×òîáû íàéòè õàðàêòåðèñòèêè êâàçèïðàâäîïîäîáíîé îöåíêè, ïðåäñòà-
âèì ðåøàþùóþ ñòàòèñòèêó â âèäå ñóììû ñèãíàëüíîé è øóìîâîé ôóíê-
öèé, à òàêæå íåêîòîðîé êîíñòàíòû [55]

L(
−→
l ) = S(

−→
l0 ,
−→
l ) + N(

−→
l ) + C. (2.1.5)

Ñèãíàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ôîðìóëå (2.1.5) îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ
S(
−→
l0 ,
−→
l ) = 〈L(

−→
l0 )〉 − C, ãäå ñèìâîëîì 〈·〉 îáîçíà÷åíî óñëîâíîå ìàòåìà-

òè÷åñêîå îæèäàíèå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðèíèìàåìàÿ ðåàëèçàöèÿ π(t)

ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ −→
l0 ïàðàìåòðà −→l . Âåëè÷èíà C ÿâëÿåòñÿ óñëîâ-

íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè â óñëîâèÿõ îò-
ñóòñòâèÿ ïîëåçíîãî ñèãíàëà â ïðèíèìàåìîé ðåàëèçàöèè, è îïðåäåëÿåòñÿ
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âûðàæåíèåì

C = ν

∫ T

0
ln

(
1 + s1 N(t,

−→
l )/ν1

)
dt−

∫ T

0
s1 N(t,

−→
l ) dt. (2.1.6)

Ïîñêîëüêó ïàðàìåòðû −→
l = (R, V,A) ÿâëÿþòñÿ íåýíåðãåòè÷åñêèìè, âå-

ëè÷èíà C íå çàâèñèò îò îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ R, V è A.
Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ïðè âûâîäå ôîðìóëû (1.1.46) è ó÷èòûâàÿ ôîð-

ìóëó (2.1.6), ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ ñèãíàëüíîé ôóíêöèè (2.1.5)

Ŝ(
−→
l0 ,
−→
l ) =

∫ T

0
ln

(
1 + s1 N(t,

−→
l )/ν1

)
s(t,

−→
l0 ) dt. (2.1.7)

Øóìîâîé ôóíêöèåé íàçûâàþò ôóíêöèþ, îïèñûâàþùóþ îòêëîíåíèå
ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè (2.1.5) îò åå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Â ñèëó
îïðåäåëåíèÿ øóìîâóþ ôóíêöèþ ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå

N̂(
−→
l ) = L(

−→
l )− 〈L(

−→
l )〉 = L(

−→
l )− Ŝ(

−→
l0 ,
−→
l )− C. (2.1.8)

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòó ôîðìóëó èìåþùèåñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ L(
−→
l ) (2.1.3),

Ŝ(
−→
l0 ,
−→
l ) (2.1.7) è C (2.1.6), ïîëó÷àåì

N̂(
−→
l ) =

∫ T

0
ln

(
1 + s1 N(t,

−→
l )/ν1

)(
π′(t)− s(t,

−→
l0 )− ν

)
dt. (2.1.9)

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ñèãíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè, à øóìîâàÿ � ðàçíîñòüþ ðåøàþùåé
ñòàòèñòèêè è ñèãíàëüíîé ôóíêöèåé, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå øóìîâîé
ôóíêöèè ðàâíî íóëþ. Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ øóìîâîé ôóíêöèè îïðå-
äåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

BSN(
−→
l1 ,
−→
l2 ) = 〈N̂(

−→
l1 )N̂(

−→
l2 )〉 =

=
〈[∫ T

0
ln

(
1+s1 N(t,

−→
l1 )/ν1

)
π′∗(t) dt

][∫ T

0
ln

(
1+s1 N(t,

−→
l2 )/ν1

)
π′∗(t) dt

]〉
,

ãäå
π′∗(t) = π′(t)− s(t,

−→
l0 )− ν.

Â ñèëó [12, ôîðìóëà (3.7.27)] äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè èìååì

BSN(
−→
l1 ,
−→
l2 ) =

∫ T

0
ln

[
1+s1 N(t,

−→
l1 )/ν1

]
ln

[
1+s1 N(t,

−→
l2 )/ν1

][
s(t,

−→
l0 )+ν

]
dt.

(2.1.10)
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåãóëÿðíûé ñëó÷àé [43, 87], êîãäà èíòåíñèâíî-
ñòè s0(t) è s1(t) îòäåëüíûõ îïòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ äèôôåðåíöèðóåìû.

Ïîëîæèì

mS = max−→
l

Ŝ(
−→
l0 ,
−→
l ) = Ŝ(

−→
l0 ,
−→
l#),

σ2
SN = 〈(N̂(

−→
l#)

)2〉 = BSN(
−→
l# ,
−→
l#),

ãäå ÷åðåç −→l# = (R#, V#, A#) îáîçíà÷åíî ïîëîæåíèå íàèáîëüøåãî ìàêñè-
ìóìà ñèãíàëüíîé ôóíêöèè:

−→
l# = arg sup

−→
l

Ŝ(
−→
l0 ,
−→
l ).

Ïîñêîëüêó êîíñòàíòà C íå çàâèñèò îò R, V è A, ïðè íàõîæäåíèè ïîëî-
æåíèÿ ìàêñèìóìà îíà â äàëüíåéøåì ó÷èòûâàòüñÿ íå áóäåò.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèãíàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò îäèí ÿðêî âûðàæåí-
íûé ìàêñèìóì. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îòíîøåíèå ñèãíàë-øóì [55]

zS =
mS

σSN
=

Ŝ(
−→
l0 ,
−→
l#)√

〈BSN(
−→
l# ,
−→
l#)〉

(2.1.11)

è îáðàòíóþ ê íåìó âåëè÷èíó

ε =
1

zS
.

Îïðåäåëèì íîðìèðîâàííûå ñèãíàëüíóþ è øóìîâóþ ôóíêöèè ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì

S(
−→
l0 ,
−→
l ) =

1

mS
Ŝ(
−→
l0 ,
−→
l ), N(

−→
l ) =

1

σSN
N̂(
−→
l ). (2.1.12)

Ðåøàþùàÿ ñòàòèñòèêà (2.1.5) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íèõ ïî ôîðìóëå

L(
−→
l ) = Ŝ(

−→
l0 ,
−→
l ) + N̂(

−→
l ) = mS S(

−→
l0 ,
−→
l ) + σSN N(

−→
l ) =

= mS

(
S(
−→
l0 ,
−→
l ) + εN(

−→
l )

)
.

Âìåñòî ïîëîæåíèÿ ìàêñèìóìà L(
−→
l ) ìîæíî èñêàòü ìàêñèìóì íîðìèðî-

âàííîé ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè

M(
−→
l ) = S(

−→
l0 ,
−→
l ) + εN(

−→
l ). (2.1.13)
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Íîðìèðîâàííûå ôóíêöèè îáëàäàþò ñâîéñòâàìè

max−→
l

S(
−→
l0 ,
−→
l ) = S(

−→
l0 ,
−→
l#) = 1, 〈N 2(

−→
l#)〉 = 1.

Äëÿ àíàëèçà òî÷íîñòè êâàçèïðàâäîïîäîáíûõ îöåíîê ââåäåì â ðàñ-
ñìîòðåíèå êâàçèèíôîðìàöèîííóþ ìàòðèöó

Î =

[
−∂2Ŝ(

−→
l0 ,
−→
l )

∂li∂lj

∣∣∣−→
l =

−→
l#

]

i,j=1,...,p
, (2.1.14)

ãäå −→l# � òî÷êà, â êîòîðîé ñèãíàëüíàÿ ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ìàêñèìóìà. Â
ýòîì ïàðàãðàôå ïîëàãàåì, ÷òî ó ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè èìååòñÿ òîëüêî
îäèí ÿðêî âûðàæåííûé ìàêñèìóì.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé àíàëîã ëåììû 1.1.4.
Ëåììà 2.1.7.

∂2Ŝ(
−→
l0 ,
−→
l )

∂li∂lj

∣∣∣−→
l =

−→
l#

= −
∫ T

0

s(t,
−→
l0 ) + ν(

s1 N(t,
−→
l#) + ν1

)2

∂s1 N(t,
−→
l )

∂li

∣∣∣−→
l =

−→
l#

∂s1 N(t,
−→
l )

∂lj

∣∣∣−→
l =

−→
l#

dt+

+

∫ T

0

( s(t,
−→
l0 ) + ν

s1 N(t,
−→
l#) + ν1

)∂2s1 N(t,
−→
l )

∂li∂lj

∣∣∣−→
l =

−→
l#

dt. (2.1.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîäèòñÿ ê íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèÿì.
Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îòíîøåíèå ñèãíàë-øóì

(2.1.11) äîñòàòî÷íî âåëèêî, òàê ÷òî êâàçèïðàâäîïîäîáíàÿ îöåíêà îáëàäà-
åò âûñîêîé àïîñòåðèîðíîé òî÷íîñòüþ [55]. Áóäåì èñêàòü îöåíêó −̂→l çíà÷å-
íèÿ −→l0 , êàê ïîëîæåíèÿ íàèáîëüøåãî ìàêñèìóìà (íîðìèðîâàííîé) ðåøà-
þùåé ñòàòèñòèêè (2.1.13). Â òî÷êå ìàêñèìóìà âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
ýòîé ôóíêöèè äîëæíû îáðàùàòüñÿ â íîëü. Óðàâíåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ

[∂S(
−→
l0 ,
−→
l )

∂li
+ ε

∂N(
−→
l )

∂li

]
−→
l =

−̂→
l

= 0, i = 1, . . . , p, (2.1.16)

áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ −̂→l . Ïðè ôèê-
ñèðîâàííîé ðåàëèçàöèè π(t) ôóíêöèè S è N ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü çà-
äàííûìè. Î÷åâèäíî, ðåøåíèå −̂→l óðàâíåíèé (2.1.16) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
ïàðàìåòðà ε. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî ðåãóëÿðíûé ñëó÷àé [87],
òî åñòü ôóíêöèè S è N äèôôåðåíöèðóåìû. Èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèé
áóäåì â âèäå ðÿäà ïî ε: çàâèñèìîñòü −̂→l îò ε áóäåì èñêàòü â âèäå

−̂→
l =

−→
l# + ε

−→
l 1 +−→o (ε).
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Â ýòîì âûðàæåíèè êàæäàÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà −→o (ε) � âåëè÷èíà áîëü-
øåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì ε, ïðè ε → 0. Óñëîâèìñÿ êîîðäèíàòû âåêòîðà−→
l 1 îáîçíà÷àòü l1α è, ñîîòâåòñòâåííî, lα � äëÿ âåêòîðà −→l .
Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ëåâîé ÷àñòè êàæäîãî èç óðàâíåíèé (2.1.16),

ðàçëîæèì ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì ε äî ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà
ìàëîñòè:

[∂S(
−→
l0 ,
−→
l )

∂li
+ ε

∂N(
−→
l )

∂li

]
−→
l =

−→
l#

+

+ ε

p∑
α=1

[∂2S(
−→
l0 ,
−→
l )

∂li∂lα
+ ε

∂2N(
−→
l )

∂li∂lα

]
−→
l =

−→
l#

l1α + o(ε) = 0.

Ðàñêðîåì ñêîáêè è îñòàâèì òîëüêî ÷ëåíû ïîðÿäêà ε:
[∂S(

−→
l0 ,
−→
l )

∂li

]
−→
l =

−→
l#

+ε
[∂N(

−→
l )

∂li

]
−→
l =

−→
l#

+ε

p∑
α=1

[∂2S(
−→
l0 ,
−→
l )

∂li∂lα

]
−→
l =

−→
l#

l1α+o(ε) = 0.

Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε:
[∂S(

−→
l0 ,
−→
l )

∂li

]
−→
l =

−→
l#

= 0, (2.1.17)
[∂N(

−→
l )

∂li

]
−→
l =

−→
l#

+

p∑
α=1

[∂2S(
−→
l0 ,
−→
l )

∂li∂lα

]
−→
l =

−→
l#

l1α = 0. (2.1.18)

Çäåñü êàæäàÿ ñòðîêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé p óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàçëè÷íûì i = 1, 2, . . . , p.

Óðàâíåíèå (2.1.17) âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó −→l# � òî÷êà ìàêñèìóìà.
Âûðàæåíèå

∑p
α=1

[
∂2S(

−→
l0 ,
−→
l )

∂li∂lα

]
−→
l =

−→
l#

l1α â óðàâíåíèè (2.1.18) ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ âåêòîðà −→l 1, èìåþùåãî êîîðäèíàòû l1α, α =
1, . . . , p, íà ìàòðèöó (âçÿòóþ ñî çíàêîì ìèíóñ)

I =

(
−

[∂2S(
−→
l0 ,
−→
l )

∂li∂lα

]
−→
l =

−→
l#

)

i,α=1,...,p
.

Íàáîð ÷èñåë
[

∂N(
−→
l )

∂li

]
−→
l =

−→
l#
, i = 1, . . . , p, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì âåêòîðîì.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (2.1.18) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé. Åãî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ âåêòîð

−→
l 1 = I−1n, (2.1.19)
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ãäå n � âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè ∂N(
−→
l )

∂li

∣∣∣−→
l =

−→
l#
, i = 1, . . . , p. Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ âåêòîðà −̂→l , ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé êâàçèïðàâäîïîäîáíóþ îöåíêó
ïàðàìåòðîâ ðàññåÿííîãî ñèãíàëà, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

−̂→
l =

−→
l# + εI−1n, (2.1.20)

ãäå âåêòîðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà n (â ñèëó ôîðìóë (2.1.9) è (2.1.12))
ñîñòîèò èç êîîðäèíàò

ni =
∂N(

−→
l )

∂li

∣∣∣−→
l =

−→
l#

=
1

σSN

∫ T

0

∂s1 N(t,
−→
l )

∂li

∣∣∣−→
l =

−→
l#

π′(t)− s(t,
−→
l0 )− ν

s1 N(t,
−→
l#) + ν1

dt.

(2.1.21)
Èç ôîðìóëû (2.1.21), [12, ôîðìóëà (3.7.27)] è èçâåñòíîé ôîðìóëû

〈π′(t)− s(t,
−→
l0 )− ν〉 = 0 äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïóàññîíîâñêîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ni èìåþò íóëåâîå ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè � êîîð-
äèíàòû âåêòîðà I−1n � òàêæå èìåþò íóëåâûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ.
Òåì ñàìûì, −→l# ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì âåêòîðà −̂→l .

Â ñèëó ôîðìóë (2.1.10) è (2.1.12) äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè íîð-
ìèðîâàííîé øóìîâîé ôóíêöèè N(

−→
l ) èìååì ïðåäñòàâëåíèå

1

σ2
SN

∫ T

0
ln

(
1+s1 N(t,

−→
l1 )/ν1

)
ln

(
1+s1 N(t,

−→
l2 )/ν1

)(
s(t,

−→
l0 )+ν

)
dt. (2.1.22)

Ðàññ÷èòàåì ýëåìåíòû êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû K ñëó÷àéíîãî âåêòî-
ðà −̂→l . Â ñèëó ôîðìóëû (2.1.19) èìååì

Kαβ ≈ ε2〈l1 αl1 β〉 = ε2
〈( p∑

γ=1

Aαγ

Ω
nγ

)( p∑

δ=1

Aβδ

Ω
nδ

)〉
,

ãäå Aαγ

Ω � ýëåìåíòû ìàòðèöû, îáðàòíîé ê I (Aβδ � àëãåáðàè÷åñêèå äîïîë-
íåíèÿ ê ýëåìåíòàì ýòîé ìàòðèöû, à Ω � åå îïðåäåëèòåëü). Ïðîäîëæèì
âû÷èñëåíèÿ:

Kαβ = ε2
p∑

γ=1

p∑

δ=1

Aαγ

Ω

Aβδ

Ω
〈nγnδ〉. (2.1.23)
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Âû÷èñëèì 〈nγnδ〉. Ïîñêîëüêó ni = ∂N(
−→
l )

∂li

∣∣∣−→
l =

−→
l#
, èìååì

〈nγnδ〉 = Bγδ =

=
1

σ2
SN

∫ T

0

s(t,
−→
l0 ) + ν(

s1 N(t,
−→
l#) + ν1

)2
∂s1 N(t,

−→
l )

∂lγ

∣∣∣−→
l =

−→
l#

∂s1 N(t,
−→
l )

∂lδ

∣∣∣−→
l =

−→
l#

dt,

÷òî ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì ñëàãàåìûì ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà (2.1.15)
êâàçèèíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

Î0 =

[∫ T

0

s(t,
−→
l0 ) + ν(

s1 N(t,
−→
l#) + ν1

)2
∂s1 N(t,

−→
l )

∂li

∣∣∣−→
l =

−→
l#

∂s1 N(t,
−→
l )

∂lj

∣∣∣−→
l =

−→
l#

dt

]

i,j=1,...,p

,

(2.1.24)
êîòîðóþ íàçîâåì óêîðî÷åííîé íåíîðìèðîâàííîé êâàçèèíôîðìàöèîííîé
ìàòðèöåé.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî óêîðî÷åííàÿ ìàòðèöà ñîñòîèò èç âòîðûõ ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè (2.1.22).

Îòìåòèì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ íåíîðìèðîâàííîé êâàçèèíôîðìàöèîííîé
ìàòðèöû Î (2.1.14):

Î =

[∫ T

0

s(t,
−→
l0 ) + ν(

s1 N(t,
−→
l#) + ν1

)2
∂s1 N(t,

−→
l )

∂li

∣∣∣−→
l =

−→
l#

∂s1 N(t,
−→
l )

∂lj

∣∣∣−→
l =

−→
l#

dt−

−
∫ T

0

s(t,
−→
l0 ) + ν

s1 N(t,
−→
l#) + ν1

∂2s1 N(t,
−→
l )

∂li∂lj

∣∣∣−→
l =

−→
l#

dt

]

i,j=1,...,p

.

(2.1.25)
Ðàññìîòðèì òàêæå íîðìèðîâàííóþ óêîðî÷åííóþ êâàçèèíôîðìàöèîííóþ
ìàòðèöó I0 = 1

mS
Î0.

Â òåðìèíàõ I0 è Î0 ïðåäûäóùèå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ïðîäîëæèòü òàê:

〈nγnδ〉 =
1

σ2
SN

Bγδ =
1

σ2
SN

(̂I0)γδ =
mS

σ2
SN

(I0)γδ.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò â ôîðìóëó (2.1.23), ïîëó÷àåì

Kαβ = ε2 mS

σ2
SN

p∑
γ=1

p∑

δ=1

Aαγ

Ω
(I0)γδ

Aβδ

Ω
=

1

mS

p∑
γ=1

p∑

δ=1

Aαγ

Ω
(I0)γδ

Aβδ

Ω
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ôîðìóëå äëÿ êîððåëÿöèîííîé
ìàòðèöû [55]

K = Î−1 Î0 Î−1. (2.1.26)
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Íàïîìíèì, ÷òî ðàññåÿííûé ñèãíàë èìååò âèä (2.1.1), à ïðèåìíèê íà-
ñòðîåí íà ñèãíàë (2.1.2), êîòîðûé ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ òî÷êå ìàêñèìóìà ñèãíàëüíîé ôóíêöèè (2.1.7), èìååò âèä

s1 N(t,
−→
l#) = s1 N(t, R#, V#, A#) =

=
N−1∑

k=0

s1
(
t− 2R#/c− (k − µ)(1 + 2V#/c)ϑ− A#(k − µ)2ϑ2/c

)
. (2.1.27)

Èíôîðìàòèâíûìè ïàðàìåòðàìè ñèãíàëà ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ:
äàëüíîñòü R, ñêîðîñòü V è óñêîðåíèå A. Êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ ñèãíàëà
p = 3, çíà÷èò, êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà K èìååò ðàçìåð 3× 3.

Ââåäåì ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿ (ñì. òàêæå íèæå (2.2.28))

t̃k = t− 2R/c− (k − µ)(1 + 2V/c)ϑ− A(k − µ)2ϑ2/c,

t̃0k = t− 2R0/c− (k − µ)(1 + 2V0/c)ϑ− A0(k − µ)2ϑ2/c,

t̃#k = t− 2R#/c− (k − µ)(1 + 2V#/c)ϑ− A#(k − µ)2ϑ2/c,

∆k = 2(R# −R0)/c + 2(k − µ)ϑ(V# − V0)/c + (k − µ)2ϑ2(A# − A0)/c.

(2.1.28)

Îòìåòèì, ÷òî
t̃0k = t̃#k + ∆k,

à ñèãíàëû (2.1.1) è (2.1.27) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

s(t,
−→
l0 ) = s(t, R0, V0, A0) =

N−1∑

k=0

s0
(
t̃#k + ∆k

)
,

s1 N(t,
−→
l#) = s1 N(t, R#, V#, A#) =

N−1∑

k=0

s1
(
t̃#k

)
.

Âû÷èñëèì ìàòðèöó Î0, èñõîäÿ èç ôîðìóëû (2.1.24). Ââåäåì äëÿ ýòîãî
äîïîëíèòåëüíûå ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿ

α0
k =

∫ T

0

s0(t + ∆k) + ν(
s1(t) + ν1

)2

[∂s1(t)

∂t

]2
dt, (2.1.29)

M̂ 0
n =

N−1∑

k=0

α0
k(k − µ)n. (2.1.30)
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Èìååì

∂s1 N(t,
−→
l )

∂R

∣∣∣−→
l =

−→
l#

= −2

c

N−1∑

k=0

∂s1
(
t̃#k

)

∂t
,

∂s1 N(t,
−→
l )

∂V

∣∣∣−→
l =

−→
l#

= −2ϑ

c

N−1∑

k=0

(k − µ)
∂s1

(
t̃#k

)

∂t
,

∂s1 N(t,
−→
l )

∂A

∣∣∣−→
l =

−→
l#

= −ϑ2

c

N−1∑

k=0

(k − µ)2∂s1
(
t̃#k

)

∂t
.

(2.1.31)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñêâàæíîñòü äîñòàòî÷íî âåëèêà è ïîýòîìó íîñèòåëè
îòäåëüíûõ èìïóëüñîâ s0(t̃0k) è s1(t̃#k) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ðàçíûìè
íîìåðàìè k íå ïåðåñåêàþòñÿ, äëÿ èíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ â (2.1.24), èìååì

∫ T

0

s(t,
−→
l0 ) + ν(

s1 N(t,
−→
l#) + ν1

)2
∂s1 N(t,

−→
l#)

∂li

∂s1 N(t,
−→
l#)

∂lj
dt =

=

∫ T

0

ν +
∑N−1

n=0 s0(t̃#n + ∆n)(
ν1 +

∑N−1
r=0 s1(t̃#r)

)2

(N−1∑

k=0

∂s1(t̃#k)

∂li

)(N−1∑
m=0

∂s1(t̃#m)

∂lj

)
dt =

=
N−1∑

k=0

∫ T

0

s0(t̃#k + ∆k) + ν(
s1(t̃#k) + ν1

)2
∂s1(t̃#k)

∂li

∂s1(t̃#k)

∂lj
dt =

=
N−1∑

k=0

∫ T

0

s0(t + ∆k) + ν(
s1(t) + ν1

)2
∂s1(t)

∂t

∂s1(t)

∂t

∂t̃#k

∂li

∂t̃#k

∂lj
dt =

=
N−1∑

k=0

∂t̃#k

∂li

∂t̃#k

∂lj

∫ T

0

s0(t + ∆k) + ν(
s1(t) + ν1

)2
∂s1(t)

∂t

∂s1(t)

∂t
dt =

=
N−1∑

k=0

∂t̃#k

∂li

∂t̃#k

∂lj
α0

k.
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Ñ ó÷åòîì ýòîé ôîðìóëû ïîëó÷àåì

(
Î0)

RR
=

N−1∑

k=0

4

c2α
0
k =

4

c2M̂
0
0,

(
Î0)

RV
=

4ϑ

c2

N−1∑

k=0

(k − µ)α0
k =

4

c2ϑM̂ 0
1,

(
Î0)

RA
=

2ϑ2

c2

N−1∑

k=0

(k − µ)2α0
k =

2

c2ϑ
2M̂ 0

2,

(
Î0)

V V
=

4ϑ2

c2

N−1∑

k=0

(k − µ)2α0
k =

4

c2ϑ
2M̂ 0

2,

(
Î0)

V A
=

2ϑ3

c2

N−1∑

k=0

(k − µ)3α0
k =

2

c2ϑ
3M̂ 0

3,

(
Î0)

AA
=

ϑ4

c2

N−1∑

k=0

(k − µ)4α0
k =

1

c2ϑ
4M̂ 0

4.

Òåì ñàìûì ìàòðèöà Î0 èìååò ñëåäóþùèé âèä

Î0 =
1

c2




4M̂ 0
0 4ϑM̂ 0

1 2ϑ2M̂ 0
2

4ϑM̂ 0
1 4ϑ2M̂ 0

2 2ϑ3M̂ 0
3

2ϑ2M̂ 0
2 2ϑ3M̂ 0

3 ϑ4M̂ 0
4


 . (2.1.32)

Íåíîðìèðîâàííóþ êâàçèèíôîðìàöèîííóþ ìàòðèöó áóäåì íàõîäèòü,
èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.1.14). Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó íîñèòåëè ñèãíàëîâ
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ïåðåñåêàþòñÿ,

∫ T

0

( s(t,
−→
l0 ) + ν

s1 N(t,
−→
l#) + ν1

)∂2s1 N(t,
−→
l )

∂li∂lj

∣∣∣−→
l =

−→
l#

dt =

=

∫ T

0

(ν +
∑N−1

n=0 s0
(
t̃#n + ∆n

)

ν1 +
∑N−1

r=0 s1
(
t̃#r

)
) N−1∑

k=0

∂2s1
(
t̃#k

)

∂li∂lj
dt =

=
N−1∑

k=0

∫ T

0

(s0
(
t̃#k + ∆k

)
+ ν

s1
(
t̃#k

)
+ ν1

)∂2s1
(
t̃#k

)

∂li∂lj
dt.
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Èìååì
∂2s1(t̃k)

∂R2 =
4

c2

∂2s1
(
t̃k

)

∂t2
,

∂2s1(t̃k)

∂R∂V
=

4ϑ

c2 (k − µ)
∂2s1

(
t̃k

)

∂t2
,

∂2s1(t̃k)

∂R∂A
=

2ϑ2

c2 (k − µ)2∂
2s1

(
t̃k

)

∂t2
,

∂2s1(t̃k)

∂V 2 =
4ϑ2

c2 (k − µ)2∂
2s1

(
t̃k

)

∂t2
,

∂2s1(t̃k)

∂V ∂A
=

2ϑ3

c2 (k − µ)3∂
2s1

(
t̃k

)

∂t2
,

∂2s1(t̃k)

∂A2 =
ϑ4

c2 (k − µ)4∂
2s1

(
t̃k

)

∂t2
.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó
Î− = Î0 − Î.

Â ñèëó (2.1.24) è (2.1.25) èìååì ïðåäñòàâëåíèå

Î− =

∫ T

0

( s(t,
−→
l0 ) + ν

s1 N(t,
−→
l#) + ν1

)∂2s1 N(t,
−→
l )

∂li∂lj

∣∣∣−→
l =

−→
l#

dt

]

i,j=1,...,p

.

Ââåäåì ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿ (∆k îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (2.1.28))

α−k =

∫ T

0

(s0(t + ∆k) + ν

s1(t) + ν1

)∂2s1(t)

∂t2
dt =

=

∫ T

0

(s0(t + ∆k) + ν)∂s1(t)
∂t − (s1(t) + ν1)

∂s0(t+∆k)
∂t

(s1(t) + ν1)2

∂s1(t)

∂t
dt,

M̂−
n =

N−1∑

k=0

α−k (k − µ)n.

Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ, äëÿ ìàòðèöû Î− = Î0− Î ïîëó÷àåì ïðåäñòàâ-
ëåíèå

Î− =
1

c2




4M̂−
0 4ϑM̂−

1 2ϑ2M̂−
2

4ϑM̂−
1 4ϑ2M̂−

2 2ϑ3M̂−
3

2ϑ2M̂−
2 2ϑ3M̂−

3 ϑ4M̂−
4


 .

Îòñþäà äëÿ Î = Î0 − Î− èìååì

Î =
1

c2




4(M̂ 0
0 − M̂−

0 ) 4ϑ(M̂ 0
1 − M̂−

1 ) 2ϑ2(M̂ 0
2 − M̂−

2 )

4ϑ(M̂ 0
1 − M̂−

1 ) 4ϑ2(M̂ 0
2 − M̂−

2 ) 2ϑ3(M̂ 0
3 − M̂−

3 )

2ϑ2(M̂ 0
2 − M̂−

2 ) 2ϑ3(M̂ 0
3 − M̂−

3 ) ϑ4(M̂ 0
4 − M̂−

4 )


 .
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Äëÿ ñîêðàùåíèÿ îáîçíà÷åíèé è ñîãëàñîâàíèÿ ñ [91] ââåäåì îáîçíà÷å-
íèÿ

αk = α0
k − α−k ,

M̂k = M̂ 0
k − M̂−

k .

Îòìåòèì, ÷òî αk = α0
k − α−k ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

αk = α0
k − α−k =

∫ T

0

s0(t + ∆k) + ν(
s1(t) + ν1

)2

(ds1(t)

dt

)2
dt−

−
∫ T

0

(s0(t + ∆k) + ν)ds1(t)
dt − (s1(t) + ν1)

ds0(t+∆k)
dt

(s1(t) + ν1)2

ds1(t)

dt
dt =

=

∫ T

0

1

s1(t) + ν1

ds0(t + ∆k)

dt

ds1(t)

dt
dt.

(2.1.33)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

M̂n =
N−1∑

k=0

αk(k − µ)n, (2.1.34)

êîòîðîå ïðèâîäèò ê ïðåäñòàâëåíèþ Î â âèäå

Î =
1

c2




4M̂0 4ϑM̂1 2ϑ2M̂2

4ϑM̂1 4ϑ2M̂2 2ϑ3M̂3

2ϑ2M̂2 2ϑ3M̂3 ϑ4M̂4


 . (2.1.35)

Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà Î âõîäèò â âûðàæåíèå (2.1.26) äëÿ êîððåëÿöè-
îííîé ìàòðèöû K.

Òàêèì îáðàçîì, äèñïåðñèè è êîððåëÿöèè êâàçèïðàâäîïîäîáíûõ îöå-
íîê â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü èç (2.1.26), êóäà ñëåäóåò ïîäñòà-
âèòü (2.1.32) è (2.1.35). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî îáðàùàòü è ïåðåìíîæàòü
ìàòðèöû ðàçìåðîì 3× 3, ÷òî ìîæåò ïîòðåáîâàòü ãðîìîçäêèõ âûêëàäîê.
Êðîìå òîãî, îïðåäåëåíèå âåëè÷èí R#, V# è A# òðåáóåò ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé

[
∂S(

−→
l0 ,
−→
l )

/
∂li

]
−→
l =

−→
l#

= 0,
i = 1, 2, 3 [55]. Ñìåùåíèÿ êâàçèïðàâäîïîäîáíûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ñèã-
íàëà (2.1.20) èìåþò âèä

b(R) = 〈R̂−R0〉 = R# −R0, b(V ) = 〈V̂ − V0〉 = V# − V0,

b(A) = 〈Â− A0〉 = A# − A0,
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è â îáùåì ñëó÷àå íå ðàâíû íóëþ. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó ñìåùåíèÿ îöåíîê
íå çàâèñÿò îò îòíîøåíèÿ ñèãíàë-øóì, à îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìîé èíòåíñèâ-
íîñòè ïðèíèìàåìîãî s(t,

−→
l ) è îæèäàåìîãî s1(t,

−→
l ) ñèãíàëîâ, â îáùåì

ñëó÷àå êâàçèïðàâäîïîäîáíûå îöåíêè íå ñîñòîÿòåëüíû [55]. Ñîïîñòàâëå-
íèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ïî ôîðìóëå (2.1.26) ñ êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöåé
îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ïîëó÷åííîé â ãëàâå 1, ïîçâîëÿåò
íàéòè ïîòåðè â òî÷íîñòè êâàçèïðàâäîïîäîáíûõ îöåíîê äàëüíîñòè, ñêîðî-
ñòè è óñêîðåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ òî÷íîñòüþ îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ òî÷êà ìàêñè-
ìóìà àðãóìåíòà −→l# = (R#, V#, A#) ñèãíàëüíîé ôóíêöèè (2.1.7) ñîâïàäà-
åò ñ òî÷êîé èñòèííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ −→l0 = (R0, V0, A0) ðàññåÿííîãî
ñèãíàëà s(t,

−→
l0 ) (2.1.1), ò.å. îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé è íåñìåùåí-

íîé.
Ñ ó÷åòîì ôîðìóë (2.1.1) è (2.1.2) ïðåäñòàâëåíèå (2.1.7) äëÿ ñèãíàëüíîé

ôóíêöèè ïðèîáðåòàåò âèä

Ŝ(
−→
l0 ,
−→
l ) =

N−1∑

k=0

∫ T

0

ln
(
1 + s1

(
t− 2R/c− (k − µ)(1 + 2V/c)ϑ− A(k − µ)2ϑ2/c

)
/ν1×

× (
s0

(
t− 2R0/c− (k − µ)(1 + 2V0/c)ϑ− A0(k − µ)2ϑ2/c

)
+ ν

)
dt.

Ââåäåì ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå (ñð. ñ ∆k â (2.1.28))

δk = 2(R−R0)/c + 2(k − µ)ϑ(V − V0)/c + (k − µ)2ϑ2(A− A0)/c.

Òîãäà ïîñëå ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ ìîæíî íàïèñàòü, ÷òî

Ŝ(
−→
l0 ,
−→
l ) =

N−1∑

k=0

∫ T

−T

ln
(
1 + s1(t− δk)/ν1

)(
s0(t) + ν

)
dt. (2.1.36)

Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà ýêñòðåìóìà â îòñóòñòâèè øóìà íàõîäèòñÿ èç
óñëîâèé (2.1.17):

[∂S(
−→
l0 ,
−→
l )

∂li

]
−→
l =

−→
l#

= 0.
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Ðàñïèøåì ýòè óñëîâèÿ ïîäðîáíî, èìåÿ â âèäó, ÷òî ïàðàìåòðîâ òðè:
[∂S(

−→
l0 ,
−→
l )

∂R

]
−→
R=

−→
R#,

−→
V =

−→
V#,

−→
A=

−→
A#

=
N−1∑

k=0

2

c

∫ T

−T

s′1(t−∆k)

s1(t−∆k) + ν1

(
s0(t) + ν

)
dt,

[∂S(
−→
l0 ,
−→
l )

∂V

]
−→
R=

−→
R#,

−→
V =

−→
V#,

−→
A=

−→
A#

=
N−1∑

k=0

(k − µ)ϑ

c

∫ T

−T

s′1(t−∆k)

s1(t−∆k) + ν1

(
s0(t) + ν

)
dt,

[∂S(
−→
l0 ,
−→
l )

∂A

]
−→
R=

−→
R#,

−→
V =

−→
V#,

−→
A=

−→
A#

=
N−1∑

k=0

(k − µ)2ϑ2

c

∫ T

−T

s′1(t−∆k)

s1(t−∆k) + ν1

(
s0(t) + ν

)
dt,

ãäå ∆k îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (2.1.28).
Ïîñêîëüêó ôóíêöèè s0(t) è s1(t−δk) âíå îòðåçêà [−T, T ] ïðàêòè÷åñêè

ðàâíû íóëþ, â ôîðìóëå (2.1.36) è àíàëîãè÷íûõ åé ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî èíòåðâàëó (−∞,∞). Ýòî ïðåäïîëîæåíèå óïðîñòèò
íåêîòîðûå èç äàëüíåéøèõ âûêëàäîê.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìàêñèìóì ïî δ îäíîãî ñëàãàåìîãî
∫ +∞

−∞
ln

(
1 + s1(t− δ)/ν1

)(
s0(t) + ν

)
dt

èç ôîðìóëû (2.1.36) äîñòèãàåòñÿ ïðè δ = 0, òî ìàêñèìóì âñåé ñèãíàëü-
íîé ôóíêöèè (2.1.36) äîñòèãàåòñÿ ïðè R = R0, V = V0 è A = A0. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé. Ïîñêîëüêó

∫ +∞

−∞
ln

(
1 + s1(t− δ)/ν1

)
ν dt

íå çàâèñèò îò δ, ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ìàêñèìóì ïî δ ôóíê-
öèè

G(δ) =

∫ +∞

−∞
ln

(
1 + s1(t− δ)/ν1

)
s0(t) dt (2.1.37)

äîñòèãàåòñÿ ïðè δ = 0. Âûÿñíèì, êîãäà ýòî ñâîéñòâî èìååò ìåñòî.
Íà÷íåì ñ îáùèõ íàáëþäåíèé. Ïî ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó (èíòåíñèâíîñòü

ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà) s0(t) ≥ 0 è s1(t) ≥ 0.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

r(t) = ln
(
1 + s1(t)/ν1

)
. (2.1.38)

Èñïîëüçóÿ åå, ïðåäñòàâëåíèå (2.1.37) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

G(δ) =

∫ +∞

−∞
r(t− δ)s0(t) dt. (2.1.39)
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Ëåììà 2.1.8. Ôóíêöèÿ r(t) íåîòðèöàòåëüíà òàì, ãäå s1(t) íåîòðèöàòåëü-
íà; ðàâíà íóëþ, ãäå s1(t) ðàâíà íóëþ è ìîíîòîííà íà òåõ èíòåðâàëàõ, ãäå
s1(t) ìîíîòîííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ôîðìóëû (2.1.38).

Ïðèìåð 1. Â [91] ïðèâîäèòñÿ óñëîâèå íà s0(t) è s1(t), çàêëþ÷àþùååñÿ
â ÷åòíîñòè s0(t) è s1(t). Óòâåðæäåíèÿ ïîäîáíîãî ñîðòà äîêàçûâàþòñÿ â
òåîðåìàõ 2.1.9 è 2.1.10. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè ÷åòíîñòè îáåèõ
ôóíêöèé ìàêñèìóì ìîæåò äîñòèãàòüñÿ íå â òî÷êå −→l0 . Âîçüìåì s0(t) =
exp(−|t|), à

r(t) =





b(a− t), åñëè 0 < t < a,

a(b + t), åñëè −b < t < 0,

0, â ïðî÷èõ ñëó÷àÿõ.
Íà ðèñ. 2.1.1 ïîêàçàíû ãðàôèêè s0(t), r(t) è èõ ñâåðòêè. Âèäíî, ÷òî ýêñ-
òðåìóì ñâåðòêè äîñòèãàåòñÿ íå â íóëå.

-4 -2 2 4

1
s0

-4 -2 2 4

1

r

-3 -2 -1 1 2 3

5

1

r*s0

Ðèñ. 2.1.1: Ãðàôèêè r, s1(t) è èõ ñâåðòêè (r ∗ s0)(t) èç ïðèìåðà 1 ïðè a = −5 è b = 1

Â òåîðåìå 2.1.9 áóäåì ïðåäïîëàãàòü (ýòî ïî÷òè î÷åâèäíîå íåîáõîäèìîå
óñëîâèå äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà G â òî÷êå δ = 0), ÷òî ìàêñèìóìû s0(t) è
s1(t) íàõîäÿòñÿ â îäíîé è òîé æå òî÷êå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî òî÷êà t = 0.

Òåîðåìà 2.1.9. Ïóñòü ôóíêöèè s0(t) è s1(t) ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè è óáû-
âàþò íà (0, +∞). Òîãäà ìàêñèìóì ôóíêöèè (2.1.37) äîñòèãàåòñÿ â íóëå,
è òåì ñàìûì êâàçèïðàâäîïîäîáíàÿ îöåíêà (2.1.4) ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèåì (2.1.38) (ôóíêöèÿ r(t)
íåîòðèöàòåëüíàÿ, ÷åòíàÿ è óáûâàåò íà (0, +∞)). Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
δ > 0 èìååì
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G(0)−G(δ) =

∫ +∞

0

(
r(t)− r(t− δ)

)
s0(t) dt =

=

∫ 0

−∞

(
r(t)− r(t− δ)

)
s0(t) dt +

∫ δ/2

0

(
r(t)− r(t− δ)

)
s0(t) dt+

+

∫ δ

δ/2

(
r(t)− r(t− δ)

)
s0(t) dt +

∫ +∞

δ

(
r(t)− r(t− δ)

)
s0(t) dt =

=

∫ 0

−∞

(
r(t)− r(t− δ)

)
s0(t) dt +

∫ +∞

δ

(
r(t)− r(t− δ)

)
s0(t) dt+

+

∫ δ

δ/2

(
r(t)− r(t− δ)

)
s0(t) dt +

∫ δ/2

0

(
r(t)− r(t− δ)

)
s0(t) dt =

=

∫ 0

−∞

(
r(t)− r(t− δ)

)
s0(t) dt +

∫ +∞

−∞

(
r(t + δ)− r(t)

)
s0(t + δ) dt+

+

∫ δ/2

0

(
r(t+δ/2)−r(t−δ/2)

)
s0(t+δ/2) dt+

∫ 0

−δ/2

(
r(t+δ/2)−r(t−δ/2)

)
s0(t+δ/2) dt =

=

∫ +∞

0

(
r(−t)− r(−t− δ)

)
s0(−t) dt +

∫ +∞

0

(
r(t + δ)− r(t)

)
s0(t + δ) dt+

+

∫ δ/2

0

(
r(t+δ/2)−r(t−δ/2)

)
s0(t+δ/2) dt+

∫ δ/2

0

(
r(−t+δ/2)−r(−t−δ/2)

)
s0(−t+δ/2) dt =

=

∫ +∞

0

(
r(t)− r(t + δ)

)
s0(t) dt +

∫ +∞

0

(
r(t + δ)− r(t)

)
s0(t + δ) dt+

+

∫ δ/2

0

(
r(t+δ/2)−r(t−δ/2)

)
s0(t+δ/2) dt+

∫ δ/2

0

(
r(t−δ/2)−r(t+δ/2)

)
s0(t−δ/2) dt =

=

∫ +∞

0

(
r(t)− r(t + δ)

)(
s0(t)− s0(t + δ)

)
dt+

+

∫ δ/2

0

(
r(t + δ/2)− r(t− δ/2)

)(
s0(t + δ/2)− s0(t− δ/2)

)
dt.

Îáà èíòåãðàëà íåîòðèöàòåëüíû â ñèëó óáûâàíèÿ r(t) è s0(t).
Â ñèëó ñèììåòðèè ñëó÷àé δ < 0 ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåííîìó.

Òåîðåìà 2.1.10. Ïóñòü ôóíêöèè s0(t) è s1(t) ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè. Òîãäà
G′(0) = 0 (íî ýòî íå çíà÷èò, ÷òî â òî÷êå δ = 0 ó ôóíêöèè G ìàêñèìóì,
ìîæåò áûòü è ìèíèìóì, ñì. ðèñ. 2.1.2.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.1.39), ãäå r(t) çàäàíî ôîðìó-
ëîé (2.1.38), âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ G � ÷åòíàÿ. À ó ÷åòíîé ôóíêöèè
G′(0) = 0.

Ðàññìîòðèì îáùèå ôîðìóëû â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå îöåíîê ñîâïàäàåò ñ èñòèííûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ (ò. å.
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-4 -2 2 4

1
s0

-4 -2 2 4

1
r

-4 -2 2 4

0.5

r*s0

Ðèñ. 2.1.2: Ãðàôèêè ÷åòíûõ r(t), s1(t), äëÿ êîòîðûõ èõ ñâåðòêà (r ∗ s0)(t) ïðè δ = 0
èìååò ìèíèìóì, à íå ìàêñèìóì

îöåíêè ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè):
−→
l# =

−→
l0 .

Â ÷àñòíîñòè, ïîêàæåì, ÷òî ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè êîððåëÿöèîííóþ
ìàòðèöó óäàåòñÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå, ïîçâîëÿþùåì ñðàâíèòü åå ñ àíà-
ëîãè÷íîé ìàòðèöåé äëÿ ñëó÷àÿ îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ,
ÿâëÿþùèõñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíûìè.

Â ñëó÷àå íåñìåùåííîé îöåíêè ÷èñëà ∆k (2.1.28) ïðåâðàùàþòñÿ â íóëè.
Ïîýòîìó âåëè÷èíû α0

k (2.1.29) ñòàíîâÿòñÿ íåçàâèñÿùèìè îò k è ïðèîáðå-
òàþò âèä

α0 =

∫ T

0

s0(t) + ν(
s1(t) + ν1

)2

(d s1(t)

dt

)2
dt, (2.1.40)

à ÷èñëà (2.1.30) ïðåâðàùàþòñÿ â ÷èñëà

M̂ 0
n = α0Mn,

ãäå Mn çàäàþòñÿ ôîðìóëîé (1.1.13). Ïîýòîìó ìàòðèöà (2.1.32) ïðèîáðå-
òàåò âèä

Î0 =
α0

c2




4M0 4ϑM1 2ϑ2M2

4ϑM1 4ϑ2M2 2ϑ3M3

2ϑ2M2 2ϑ3M3 ϑ4M4


 .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ÷èñëà αk (2.1.33) ïðåâðàùàþòñÿ â ÷èñëî

α =

∫ T

0

1

s1(t) + ν1

d s0(t)

dt

d s1(t)

dt
dt, (2.1.41)

à ÷èñëà (2.1.34) ïðåâðàùàþòñÿ â ÷èñëà

M̂n = αMn,
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ãäå Mn çàäàþòñÿ ôîðìóëîé (1.1.13). Ïîýòîìó ìàòðèöà (2.1.35) ïðèîáðå-
òàåò âèä

Î =
α

c2




4M0 4ϑM1 2ϑ2M2

4ϑM1 4ϑ2M2 2ϑ3M3

2ϑ2M2 2ϑ3M3 ϑ4M4


 .

Îêîí÷àòåëüíî èç ôîðìóëû (2.1.26) èìååì

K = c2α
0

α2

1(
(2M1M3 + M0M4)M2 −M 3

2 −M0M 2
3 −M 2

1M4
)

×



1
4(M2M4 −M 2

3 ) 1
4ϑ(M2M3 −M1M4)

1
2ϑ2 (M1M3 −M 2

2 )
1
4ϑ(M2M3 −M1M4)

1
4ϑ2 (M0M4 −M 2

2 ) 1
2ϑ3 (M1M2 −M0M3)

1
2ϑ2 (M1M3 −M 2

2 ) 1
2ϑ3 (M1M2 −M0M3)

1
ϑ4 (M0M2 −M 2

1 )


 .

(2.1.42)

Åñëè ñðàâíèâàòü ýòîò ðåçóëüòàò ñ ôîðìóëîé (1.1.26)

K =
c2

α̂

1(
(2M1M3 + M0M4)M2 −M 3

2 −M0M 2
3 −M 2

1M4
)

×



1
4(M2M4 −M 2

3 ) 1
4ϑ(M2M3 −M1M4)

1
2ϑ2 (M1M3 −M 2

2 )
1
4ϑ(M2M3 −M1M4)

1
4ϑ2 (M0M4 −M 2

2 ) 1
2ϑ3 (M1M2 −M0M3)

1
2ϑ2 (M1M3 −M 2

2 ) 1
2ϑ3 (M1M2 −M0M3)

1
ϑ4 (M0M2 −M 2

1 )


 ,

ãäå
α̂ =

∫ T

0

1

s0(t) + ν

(d s0(t)

dt

)2
dt,

äëÿ ñëó÷àÿì s0(t) = s1(t), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îöåíêå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ è ν = ν1, òî âèäíî, ÷òî îòëè÷èå òîëüêî â êîýôôèöèåíòàõ
α0/α2 è 1/α̂. Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ äèñïåðñèé è
êîððåëÿöèé êâàçèïðàâäîïîäîáíîé ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêè è îöåíêè ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì è òåì æå äëÿ âñåõ îöåíèâàåìûõ
ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ (äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ) è èìååò âèä

χ =
D∗

D
=

α̂α0

α2 .

Çäåñü D∗ � äèñïåðñèÿ êâàçèïðàâäîïîäîáíîé îöåíêè îäíîãî èç ïàðàìåò-
ðîâ R, V èëè A, à D � äèñïåðñèÿ îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
òîãî æå ïàðàìåòðà.
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Äëÿ àíàëèçà âåëè÷èíû χ óäîáíî ïåðåéòè ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåí-
íûì. Ïðåäñòàâèì ñèãíàëû â âèäå

s0(t) = a0f0(t),

s1(t) = a1f1(t),

ãäå ñèìâîëîì a0 îáîçíà÷åí ìàêñèìóì ñèãíàëà s0(t), ñèìâîëîì a1 � ìàê-
ñèìóì ñèãíàëà s1(t); òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìóìû ôóíêöèé f0(t) è f1(t)
ðàâíû åäèíèöå. Ââåäåì áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ñìûñë îòíî-
øåíèé èíòåíñèâíîñòåé ñèãíàë-ôîí

q0 =
a0

ν
, q1 =

a1

ν1
.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ îòíîøåíèå χ ñîîòâåòñòâóþùèõ äèñïåðñèé è êîð-
ðåëÿöèé ñîñòîÿòåëüíîé êâàçèïðàâäîïîäîáíîé îöåíêè è îöåíêè ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïðèíèìàåò âèä

χ =
D∗

D
=

α̂α0

α2 =

=

(∫ T

0
1

(s0(t)+ν)

(d s0(t)
dt

)2
dt

)(∫ T

0
s0(t)+ν

(s1(t)+ν1)2
(d s1(t)

dt

)2
dt

)

( ∫ T

0
1

s1(t)+ν1

ds0(t)
dt

ds1(t)
dt dt

)2 =

=

(∫ T

0
1

1+ s0(t)
ν

(d s0(t)
dt

)2
dt

)(∫ T

0
1+ s0(t)

ν

(1+ s1(t)
ν1

)2

(d s1(t)
dt

)2
dt

)

( ∫ T

0
1

1+ s1(t)
ν1

ds0(t)
dt

ds1(t)
dt dt

)2 = (2.1.43)

=

(∫ T

0
1

1+q0f0(t)

(d f0(t)
dt

)2
dt

)(∫ T

0
1+q0f0(t)

(1+q1f1(t))2
(d f1(t)

dt

)2
dt

)

( ∫ T

0
1

1+q1f1(t)
df0(t)

dt
df1(t)

dt dt
)2 .

Çàìå÷àíèå 2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

g0(t) =
1√

1 + q0f0(t)

d f0(t)

dt
, g1(t) =

√
1 + q0f0(t)

1 + q1f1(t)

d f1(t)

dt
.

Âûðàæàÿ (2.1.43) ÷åðåç ýòè ôóíêöèè, ïîëó÷àåì

χ =

∫ T

0 g2
0(t) dt

∫ T

0 g2
1(t) dt(∫ T

0 g0(t)g1(t) dt
)2 .

Îòñþäà â ñèëó íåðàâåíñòâà Áóíÿêîâñêîãî�Êîøè�Øâàðöà ñëåäóåò, ÷òî
χ ≥ 1 è χ = 1 ëèøü, êîãäà g0(t) è g1(t) ïðîïîðöèîíàëüíû.
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Êîíêðåòèçèðóåì (2.1.43) äëÿ ñëó÷àÿ ñëàáûõ îïòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ,
êîãäà a0 ¿ ν è a1 ¿ ν1. Äëÿ ýòîãî ïåðåéäåì â (2.1.43) ê ïðåäåëó ïðè
q0 → 0 è q1 → 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

χ(q0 → 0, q1 → 0) =

(∫ T

0

(
d f0(t)

dt

)2
dt

)(∫ T

0

(
d f1(t)

dt

)2
dt

)

(∫ T

0
d f0(t)

dt
d f1(t)

dt dt

)2 . (2.1.44)

Èç (2.1.44) âèäíî, ÷òî ïðîèãðûø â òî÷íîñòè îöåíêè äëÿ ñëàáûõ îïòè÷å-
ñêèõ èìïóëüñîâ íå çàâèñèò îò îòëè÷èÿ çíà÷åíèé èõ ìàêñèìàëüíûõ èí-
òåíñèâíîñòåé a0 è a1. Ïðèâåäåì ïðèìåðû ðàñ÷åòà ïðîèãðûøà â òî÷íîñòè
êâàçèïðàâäîïîäîáíîé îöåíêè äëÿ êîíêðåòíûõ ôîðì èíòåíñèâíîñòåé îï-
òè÷åñêèõ èìïóëüñîâ.

Â ñëó÷àå ñèãíàëîâ f0(t) = exp(−|t|) è f1(t) = exp(−|ζt|) äëÿ çàâèñè-
ìîñòè χ îò q è ζ ìîæíî óêàçàòü ÿâíóþ ôîðìóëó ïðè q0 = q1 = q:

χ(q, ζ) =
(−q)

1
ζ +1 (ν ln(1 + q)− 1)(
B−q

(
1 + 1

ζ , 0
))2 ×

×
[
ζ
(
−1

ν

) 1
ζ (

ν2 ln(1 + q) + 1− ν
)− (1 + ζ)νB−q

(
2 +

1

ζ
, 0

)]
,

ãäå íåïîëíàÿ B-ôóíêöèÿ [34] îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Bz(a, b) =

∫ z

0
ta−1(1− t)b−1 dt.

Êðîìå òîãî, äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ óäàåòñÿ âûâåñòè ÿâíóþ ôîðìóëó ïðè ζ = 1:

χ(q0, q1) = q3
1(q1 + 1)(q0 − ln(q0 + 1))×

× q1(q0(q1 + 2)− q1)− (q1 + 1)(2q0 − q1) ln(q1 + 1)

q2
0(q1(2q0 + (q1 − 1)q1) + (q1 + 1)(q0(q1 − 2)− (q1 − 1)q1) ln(q1 + 1))2 .

Óäàåòñÿ òàêæå âûðàçèòü χ ÷åðåç âñå òðè àðãóìåíòà q0, q1 è ζ ïîìîùüþ
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè [34] 2F1(a, b, c, z) =

∑∞
k=0

(a)k(b)kzk

(c)kk! , ãäå èñ-
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ïîëüçóåòñÿ ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå (a)k = a(a + 1) . . . (a + k − 1):

χ(q0, q1, ζ) = −q2
1(q1 + 1)(ζ + 1)2(2ζ + 1)(q0 − ln(q0 + 1))×

×
(
q0q

2
1(q1 + 1)(ζ + 1) 2F1

(
1, 2 +

1

ζ
; 3 +

1

ζ
;−q1

)−

− (2ζ + 1)(q1(q0q1 − 1) + (q1 + 1) ln(q1 + 1))
)
×

×
[
q2
0ζ

(
q0(q1 + 1)q2

1(2ζ + 1) 2F1
(
1, 1 +

1

ζ
; 2 +

1

ζ
;−q1

)
+

+ (q1 − 1)(ζ + 1)
[
q0q

2
1(q1 + 1)(ζ + 1) 2F1

(
1, 2 +

1

ζ
; 3 +

1

ζ
;−q1

)−

− (2ζ + 1)
(
q0q

2
1 − q1 + q1 ln

( 1

q1
+ 1

)
+ q1 ln(q1) + ln(q1 + 1)

)])2]−1

.

Äëÿ ñèãíàëîâ f0(t) = exp(−|t|) è f1(t) = exp(−|ζt|) âû÷èñëåíèÿ ïî ôîð-
ìóëå (2.1.44) ïðèâîäÿò ê âûðàæåíèþ

χ(q0 = q1 = 0) =
(ζ + 1)2

4ζ
.

Äëÿ ñèãíàëîâ f0(t) = exp(−t2) è f1(t) = exp
(−(ζt)2

)
âû÷èñëåíèÿ ïî

ôîðìóëå (2.1.44) ïðèâîäÿò ê âûðàæåíèþ

χ(q0 = q1 = 0) =
(ζ + 1)6

64ζ3 .

Äëÿ ñèãíàëîâ f0(t) = 1
1+t2 è f1(t) = 1

1+(ζt)2 âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìó-
ëå (2.1.44) ïðèâîäÿò ê âûðàæåíèþ

χ(q0 = q1 = 0) =
(ζ2 + 1)3

8ζ3 .

Íà ïðèâîäèìûõ íèæå ðèñóíêàõ ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïî
ôîðìóëå (2.1.43) è åå ÷àñòíûì ñëó÷àÿì.

Íà ðèñ. 2.1.3, 2.1.4, 2.1.5 è 2.1.6 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü χ(q1) ïðè ðàç-
ëè÷íûõ q0 è ζ. Ïðè ζ = 1 íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ χ ïðèíèìàåò äëÿ ñèã-
íàëîâ, ñîñòîÿùèõ èç èìïóëüñîâ f0(t) = 1

1+t2 è f1(t) = 1
1+(ζt)2 , à íàè-

áîëüøåå � äëÿ ñèãíàëîâ, ñîñòîÿùèõ èç èìïóëüñîâ f0(t) = exp(−t2) è
f1(t) = exp

(−(ζt)2
)
. Íà ýòèõ ðèñóíêàõ òàêæå âèäíî, ÷òî ÷åì áëèæå q0 è

q1 äðóã ê äðóãó, òåì ìåíüøå χ. Óâåëè÷åíèå (óìåíüøåíèå) ζ ïðèâîäèò ê
ýôôåêòó, ïîõîæåìó íà çíà÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèå (óìåíüøåíèå) q0 â òîì
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ñìûñëå, ÷òî ìèíèìóìû ãðàôèêîâ ñäâèãàþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòîðî-
íó.

Íà ðèñ. 2.1.7, 2.1.8, 2.1.9 è 2.1.10 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü χ(ζ) ïðè ðàç-
ëè÷íûõ q = q0 = q1. Íà ðèñ. 2.1.7 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èíòåíñèâíîñòü îä-
íîãî èìïóëüñà ðàññåÿííîãî ñèãíàëà ñîâïàäàåò ñ ôîðìîé èìïóëüñîâ ñèã-
íàëà, íà êîòîðûé íàñòðîåí ïðèåìíèê, à íà îñòàëüíûõ ðèñóíêàõ � ÷òî
îíè ðàçíûå. Âèäíî, ÷òî åñëè ñèãíàëû íå ñîâïàäàþò, òî ìèíèìóì, êàê
ïðàâèëî, äîñòèãàåòñÿ íå ïðè ζ = 1.

Èç ðèñ. 2.1.7 òàêæå âèäíî, ÷òî íàèìåíüøàÿ ïîòåðÿ òî÷íîñòè íàáëþ-
äàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè èìïóëüñîâ f0(t) = exp(−|t|), à íàèáîëüøàÿ �
èìïóëüñîâ f0(t) = exp(−t2). Èç ðèñ. 2.1.8 âèäíî, ÷òî äëÿ ðàññåÿííîãî
ñèãíàëà, ñîñòîÿùåãî èç èìïóëüñîâ f0(t) = exp(−|t|), íàñòðîéêà ïðèåìíè-
êà íà èìïóëüñû f1(t) = 1

1+(ζt)2 ïðèâîäèò ê ìåíüøåé ïîòåðå òî÷íîñòè, ÷åì
íàñòðîéêà ïðèåìíèêà íà èìïóëüñû f1(t) = exp

(−(ζt)2
)
.

Èç ðèñ. 2.1.9 âèäíî, ÷òî äëÿ ðàññåÿííîãî ñèãíàëà, ñîñòîÿùåãî èç èì-
ïóëüñîâ f0(t) = exp(−t2), íàñòðîéêà ïðèåìíèêà íà èìïóëüñû f1(t) =

1
1+(ζt)2 ïðèâîäèò ê ìåíüøåé ïîòåðå òî÷íîñòè, ÷åì íà íàñòðîéêà ïðèåìíè-
êà íà èìïóëüñû f1(t) = exp

(−(ζt)2
)
ïðè ζ, áëèçêèõ ê 1; íî ïðè ζ, äàëå-

êèõ îò åäèíèöû, íàáëþäàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûé ýôôåêò. Èç ðèñ. 2.1.9
òàêæå âèäíî, ÷òî ïðè ζ, äàëåêèõ îò 1, íàñòðîéêà ïðèåìíèêà íà èìïóëü-
ñû f1(t) = exp(−|ζt|) ïðèâîäèò ê ìåíüøåé ïîòåðå òî÷íîñòè, ÷åì äàæå
íàñòðîéêà íà èìïóëüñû f1(t) = exp

(−(ζt)2
)
, ñîâïàäàþùèå ïî ôîðìå ñ

ðàññåÿííûìè f0(t) = exp(−t2) ñ òî÷íîñòüþ äî äëèòåëüíîñòè.
Èç ðèñ. 2.1.10 âèäíî, ÷òî äëÿ ðàññåÿííîãî ñèãíàëà, ñîñòîÿùåãî èç èì-

ïóëüñîâ f0(t) = 1
1+t2 , ïðè ζ, äàëåêèõ îò 1, íàñòðîéêà ïðèåìíèêà íà èì-

ïóëüñû f1(t) = exp(−|ζt|) ïðèâîäèò ê ìåíüøåé ïîòåðå òî÷íîñòè, ÷åì íà
ëþáûå äðóãèå, â òîì ÷èñëå � íà èìïóëüñû f1(t) = 1

1+(ζt)2 , ñîâïàäàþ-
ùèå ïî ôîðìå ñ ðàññåÿííûìè f0(t) = 1

1+t2 ñ òî÷íîñòüþ äî äëèòåëüíîñòè.
Ïðè ýòîì ïðè ëþáûõ ζ è áîëüøèõ q íàñòðîéêà ïðèåìíèêà íà èìïóëüñû
f1(t) = exp(−|ζt|) ïðèâîäèò ê ìåíüøåé ïîòåðå òî÷íîñòè, ÷åì íàñòðîéêà
ïðèåìíèêà íà èìïóëüñû f1(t) = exp

(−(ζt)2
)
. Íî ïðè ζ, áëèçêèõ ê 1, è

ìàëûõ q íàñòðîéêà ïðèåìíèêà íà èìïóëüñû f1(t) = exp
(−(ζt)2

)
ïðèâî-

äèò ê ìåíüøåé ïîòåðå òî÷íîñòè, ÷åì íàñòðîéêà ïðèåìíèêà íà èìïóëüñû
f1(t) = exp(−|ζt|).

Êàê è ñëåäóåò îæèäàòü, íà âñåõ ðèñóíêàõ χ = 1 ïðè ζ = 1 è q1 = q0.
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Ðèñ. 2.1.3: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè χ(q1) ïðè ðàçëè÷íûõ q0 è ζ äëÿ ñèãíàëîâ f0(t) =
exp(−|t|) è f1(t) = exp(−|ζt|). Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò q0 = 1, ïóíêòèðíàÿ �
q0 = 10, øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ � q0 = 0.1
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Ðèñ. 2.1.4: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè χ(q1) ïðè ðàçëè÷íûõ q0 è ζ äëÿ ñèãíàëîâ f0(t) = 1
1+t2

è f1(t) = 1
1+(ζt)2

. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò q0 = 1, ïóíêòèðíàÿ � q0 = 10,
øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ � q0 = 0.1
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Ðèñ. 2.1.5: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè χ(q1) ïðè ðàçëè÷íûõ q0 è ζ äëÿ ñèãíàëîâ f0(t) =
exp(−t2) è f1(t) = exp

(−(ζt)2
)
. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò q0 = 1, ïóíêòèðíàÿ �

q0 = 10, øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ � q0 = 0.1
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Ðèñ. 2.1.6: Ïîâòîðåíèå ðèñ. 2.1.5 äðóãîì ìàñøòàáå: ãðàôèê çàâèñèìîñòè χ(q1) ïðè
ðàçëè÷íûõ q0 è ζ äëÿ ñèãíàëîâ f0(t) = exp(−t2) è f1(t) = exp

(−(ζt)2
)
Ñïëîøíàÿ

ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò q0 = 1, ïóíêòèðíàÿ � q0 = 10, øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ � q0 = 0.1
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Ðèñ. 2.1.7: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè χ(ζ) ïðè ðàçëè÷íûõ q = q0 = q1. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ
ñîîòâåòñòâóåò f0(t) = exp(−|t|) è f1(t) = exp(−|ζt|), ïóíêòèðíàÿ � f0(t) = exp(−t2)
è f1(t) = exp

(−(ζt)2
)
, øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ � f0(t) = 1

1+t2
è f1(t) = 1

1+(ζt)2
. Ïîñëåäíèé

ãðàôèê ñîâïàäàåò ñ ïðèâåäåííûì â [91]
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Ðèñ. 2.1.8: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè χ(ζ) ïðè f0(t) = exp(−|t|) è ðàçëè÷íûõ q = q0 = q1.
Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò f1(t) = exp(−|ζt|), ïóíêòèðíàÿ � f1(t) = exp

(−(ζt)2
)
,

øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ � f1(t) = 1
1+(ζt)2
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Ðèñ. 2.1.9: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè χ(ζ) ïðè f0(t) = exp(−t2) è ðàçëè÷íûõ q = q0 = q1.
Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò f1(t) = exp(−|ζt|), ïóíêòèðíàÿ � f1(t) = exp

(−(ζt)2
)
,

øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ � f1(t) = 1
1+(ζt)2
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Ðèñ. 2.1.10: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè χ(ζ) ïðè f0(t) = 1
1+t2

è ðàçëè÷íûõ q = q0 = q1.
Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò f1(t) = exp(−|ζt|), ïóíêòèðíàÿ � f1(t) = exp

(−(ζt)2
)
,

øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ � f1(t) = 1
1+(ζt)2
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2.2 Ïîðîãîâûå ñâîéñòâà êâàçèïðàâäîïîäîáíûõ
îöåíîê

Â óñëîâèÿõ ìàëûõ ÎÑØ èëè â óñëîâèÿõ áîëüøèõ àïðèîðíûõ èíòåð-
âàëîâ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âëèÿíèå
àíîìàëüíûõ îøèáîê íà òî÷íîñòü îöåíîê ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ [55]. Â
òåðìèíàõ êâàçèïðàâäîïîäîáíîé îöåíêè (â ÷àñòíîñòè, îöåíêè ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ) àíîìàëüíûå îøèáêè ïîÿâëÿþòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà
íàèáîëüøèé ìàêñèìóì ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè âûçâàí íå íàëè÷èåì ðàñ-
ñåÿííîãî ñèãíàëà, à ðåàëèçàöèåé øóìà. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå îáñóæ-
äàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè êâàçèïðàâäîïîäîáíûõ îöåíîê â óñëîâèÿõ, êîãäà
âëèÿíèå àíîìàëüíûõ îøèáîê ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì.

Êàê è â � 2.1 áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðèíèìàåìûé ñèãíàë ÿâëÿåòñÿ ðå-
çóëüòàòîì ðàññåÿíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ (1.1.1)
îáúåêòîì, íàõîäÿùèìñÿ íà äàëüíîñòè R0 è îáëàäàþùåãî ñêîðîñòüþ V0 è
óñêîðåíèåì A0, à èíòåíñèâíîñòü ïðèíèìàåìîãî ñèãíàëà èìååò âèä (2.1.1).
Êàê è ðàíåå, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óñëîâèå (1.1.3) âûïîëíåíî, à èíòåðâàë
íàáëþäåíèÿ [0, T ] áîëüøå äëèòåëüíîñòè âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïòè-
÷åñêèõ èìïóëüñîâ, ò.å. T > Nϑ, ïðè÷åì âåëè÷èíà ñêâàæíîñòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè íå ìåíåå äâóõ, òàê ÷òî îòäåëüíûå èìïóëüñû íå ïåðåêðûâàþòñÿ.

Äîñòóïíûé äëÿ îáðàáîòêè ñèãíàë π(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåàëèçàöèþ
ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà ñ èíòåíñèâíîñòüþ

β(t, R0, A0, V0) = s(t, R0, V0, A0) + ν,

ãäå s(t, R0, V0, A0) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (2.1.1), ν � èíòåíñèâíîñòü îïòè-
÷åñêîãî øóìà, à ïàðàìåòðû R0, V0 è A0 ïîäëåæàò îöåíêå. Òàê êàê ôîð-
ìà èíòåíñèâíîñòè s0(t) è, âîçìîæíî, èíòåíñèâíîñòü øóìà ν ìîãóò áûòü
íåèçâåñòíû, òî ñèíòåç àëãîðèòìà îöåíêè ïðîâîäèòñÿ äëÿ ñèãíàëà ñ èí-
òåíñèâíîñòüþ

β1(t, R0, A0, V0) = s1 N(t, R0, V0, A0) + ν1,

ãäå s1 N(t, R0, V0, A0) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (2.1.2), ν1 � ïðåäïîëàãàåìàÿ èí-
òåíñèâíîñòü îïòè÷åñêîãî øóìà.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ äàëüíîñòè R0, ñêîðîñòè V0 è
óñêîðåíèÿ A0 ëåæàò ñîîòâåòñòâåííî â àïðèîðíûõ èíòåðâàëàõ

[Rmin, Rmax], [Vmin, Vmax], [Amin, Amax].

Ïðè÷åì âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ äàëüíîñòè R0, ñêîðîñòè V0 è óñêîðåíèÿ A0

íåçàâèñèìû è àïðèîðíî îáëàäàþò ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì â ýòèõ
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èíòåðâàëàõ. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà äâèæåíèÿ−→
l0 = (R0, V0, A0) ëåæèò â àïðèîðíîé îáëàñòè (ïàðàëëåëåïèïåäå) W =

[
−→
lmin,

−−→
lmax] è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíî â íåì. Çäåñü

−→
lmin = (Rmin, Vmin, Amin),
−−→
lmax = (Rmax, Vmax, Amax).

Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ ïîíÿòèÿ àíîìàëüíûõ îøèáîê. Êàê è ðàíü-
øå, îáîçíà÷èì ñèìâîëîì −̂→

l òî÷êó àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà ðåøàþùåé
ñòàòèñòèêè (2.1.3), ò. å. îöåíêó âåëè÷èíû −→

l0 = (R0, V0, A0).
Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì íåñêîëüêî ñîêðàùåííûõ îáîçíà÷åíèé:

∆Rpr = Rmax −Rmin, Rpr =
Rmax + Rmin

2
, ∆R0 = R0 −Rpr,

∆Vpr = Vmax − Vmin, Vpr =
Vmax + Vmin

2
, ∆V0 = V0 − Vpr, (2.2.1)

∆Apr = Amax − Amin, Apr =
Amax + Amin

2
, ∆A0 = A0 − Apr.

Åñëè ÎÑØ zS (2.1.11) äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî êâàçèïðàâäîïîäîáíûå
îöåíêè ÿâëÿþòñÿ íàäåæíûìè [55], èõ õàðàêòåðèñòèêè íàéäåíû â � 2.1,
[125, 128]. Îäíàêî, åñëè ÎÑØ íå ñëèøêîì âåëèêî, à ðàçìåðû àïðèîð-
íîé îáëàñòè W ñóùåñòâåííî áîëüøå ïðîòÿæåííîñòè öåíòðàëüíîãî ïèêà
ñèãíàëüíîé ôóíêöèè (2.1.7), òî âîçìîæíî ïîÿâëåíèå àíîìàëüíûõ îøè-
áîê [55]. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàþò ïîðîãîâûå ýôôåêòû, êîòîðûå ïðèâîäÿò
ê çàìåòíîìó óõóäøåíèþ òî÷íîñòè êâàçèïðàâäîïîäîáíûõ îöåíîê.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
∆Rpr < cϑ/2.

Â ýòîì ñëó÷àå ñèãíàëüíàÿ ôóíêöèÿ (2.1.36) ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷å-
íèè −→l0 = (R0, V0, A0) èìååò ëèøü îäèí ÿðêî âûðàæåííûé ìàêñèìóì. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ïîëîæåíèå íàèáîëüøåãî ìàêñèìóìà ñèãíàëüíîé ôóíêöèè
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç −→l# = (R#, V#, A#). Ïóñòü ∆R, ∆V è ∆A � äëèòåëü-
íîñòè (ïðîòÿæåííîñòè) ñèãíàëüíîé ôóíêöèè (2.1.7) ïî ñîîòâåòñòâóþùèì
àðãóìåíòàì. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ

S(R0, V0, A0, R# ±∆R, V#, A#) ' S(R0, V0, A0, R#, V# ±∆V,A#) '
' S(R0, V0, A0, R#, V#, A# ±∆A) ' 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî âûáîð çíà÷åíèé âåëè÷èí ∆R, ∆V è ∆A íåîäíîçíà÷åí.
Îäíàêî, åñëè àïðèîðíàÿ îáëàñòü W âîçìîæíûõ çíà÷åíèé äàëüíîñòè,



108

ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ ñîäåðæèò ìíîãî ýëåìåíòîâ ðàçðåøåíèÿ, òàê ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ

∆R ¿ ∆Rpr, ∆V ¿ ∆Vpr, ∆A ¿ ∆Apr, (2.2.2)

òî íåîäíîçíà÷íîñòü â âûáîðå çíà÷åíèé âåëè÷èí ∆R, ∆V è ∆A íå èãðàåò
ñóùåñòâåííîé ðîëè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

WSN = {[R#−∆R, R# +∆R], [V#−∆V, V# +∆V ], [A#−∆A,A# +∆A]}
ïîäîáëàñòü àïðèîðíîé îáëàñòè W âîçìîæíûõ çíà÷åíèé äàëüíîñòè, ñêî-
ðîñòè è óñêîðåíèÿ, â êîòîðîé öåíòðàëüíûé ïèê ñèãíàëüíîé ôóíêöèè
(2.1.7) ñóùåñòâåííî îòëè÷åí îò íóëÿ. Îøèáêó −̂→l −−→l0 íàçûâàþò íîðìàëü-
íîé, à ñîîòâåòñòâóþùóþ îöåíêó íàäåæíîé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

(R̂, V̂ , Â) ∈ WSN . (2.2.3)

Îáëàñòü WSN íàçûâàþò ñèãíàëüíîé.
Àíîìàëüíîé îøèáêîé íàçûâàþò ñèòóàöèþ, êîãäà îöåíêà (R̂, V̂ , Â) íå

ïðèíàäëåæèò WSN , ò.å. ëåæèò âíå öåíòðàëüíîãî ïèêà ñèãíàëüíîé ôóíê-
öèè. Ñîîòâåòñòâóþùóþ åé îáëàñòü íàçûâàþò øóìîâîé îáëàñòüþ, îáî-
çíà÷èì åå ÷åðåç WN . Âåëè÷èíà (∆R, ∆V, ∆A) âûáèðàåòñÿ, èñõîäÿ èç
äëèòåëüíîñòè ñèãíàëüíîé ôóíêöèè.

Â ñèãíàëüíîé îáëàñòè WSN ðåøàþùóþ ñòàòèñòèêó ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ñóììû ñèãíàëüíîé è øóìîâîé ôóíêöèé è êîíñòàíòû C:

L(R, V,A) = Ŝ(R0, V0, A0, R, V, A) + N̂(R, V,A) + C.

Â øóìîâîé îáëàñòè WN ñèãíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ, è ðåøàþ-
ùàÿ ñòàòèñòèêà ïðèíèìàåò âèä

L(R, V, A) = N̂(R, V, A) + C.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåðîÿòíîñòü íàäåæíîé îöåíêè [87]

P0 = P
[|R̂−R0| < ∆R, |V̂ − V0| < ∆V, |Â− A0| < ∆A

]

èëè
P0 = P [(R̂, V̂ , Â) ∈ WSN ]. (2.2.4)

Âåðîÿòíîñòü íàäåæíîé îöåíêè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïîðîãîâûõ
ñâîéñòâ êâàçèïðàâäîïîäîáíîé îöåíêè (2.1.4). Êàê ìû óâèäèì íèæå, ïðè-
áëèæåííîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè íàäåæíîé îöåíêè (2.2.4) óäàåòñÿ íàéòè,
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åñëè äîïóñòèìà ãàóññîâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðåøàþùåé
ñòàòèñòèêè (2.1.3). Ðàñïðåäåëåíèå ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè (2.1.3) ìîæíî
àïïðîêñèìèðîâàòü ãàóññîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå [12]

Nν min(τ, τ1) À 1, (2.2.5)
ãäå τ è τ1 � ýêâèâàëåíòíûå äëèòåëüíîñòè èìïóëüñîâ ïðèíèìàåìîãî s(t)
è îæèäàåìîãî s1(t) ñèãíàëîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîñêîëüêó êâàçèïðàâäîïîäîáíûé ìåòîä ïîäðàçóìåâàåò íàõîæäåíèå
îöåíêè ïî ïîëîæåíèþ àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè
(2.1.3), òî âåðîÿòíîñòü íàäåæíîé îöåíêè ìîæíî ýêâèâàëåíòíî îïðåäå-
ëèòü êàê

P0 = P
(
HSN > HN

)
, (2.2.6)

ãäå

HSN = sup L(R, V,A), (R, V,A) ∈ WSN ,

HN = sup L(R, V,A) = sup N̂(R, V, A), (R, V, A) ∈ WN .
(2.2.7)

Äðóãèìè ñëîâàìè, âåðîÿòíîñòü (2.2.6) åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àáñî-
ëþòíûé ìàêñèìóì ñóììû ñèãíàëüíîé Ŝ(R0, V0, A0, R, V, A) è øóìîâîé
N̂(R, V, A) ôóíêöèé â ñèãíàëüíîé îáëàñòè WSN áîëüøå, ÷åì ëþáîé èç
âûáðîñîâ øóìîâîé ôóíêöèè N̂(R, V,A) â øóìîâîé îáëàñòè WN .

Òàê êàê êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ øóìîâîé ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìàÿ
ñîîòíîøåíèåì (2.1.10), ïðè |R1−R2| ≥ ∆R, |V1− V2| ≥ ∆V , |A1−A2| ≥
∆A, ïðàêòè÷åñêè îáðàùàåòñÿ â íîëü, òî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðàñïðåäåëå-
íèå N̂(

−→
l ) ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.2.2), ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíû HSN è HN ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû [87] è ïî-
ýòîìó (2.2.6) ïðèíèìàåò âèä

P0 =

∫ +∞

−∞
FN(H) dFSN(H), (2.2.8)

ãäå FN(H) �ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû HN , à FSN(H)
� ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû HSN . Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç
WSN(H) è WN(H) ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé âåëè÷èí HSN è HN , ðàâåí-
ñòâî (2.2.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

P0 =

∞∫

−∞
WSN(H)FN(H) dH =

∞∫

−∞
WSN(H)

H∫

−∞
WN(t) dt dH. (2.2.9)
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×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (2.2.9), âû÷èñëèì ïëîòíîñòü âåðî-
ÿòíîñòè WSN(H) íàèáîëüøåãî ìàêñèìóìà HSN ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè â
ñèãíàëüíîé îáëàñòè WSN è ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ FN(H) íàèáîëüøå-
ãî ìàêñèìóìà ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè â øóìîâîé îáëàñòè WN .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íàèáîëüøèé ìàêñèìóì ðåøàþùåé ñòàòè-
ñòèêè ëåæèò â ñèãíàëüíîé îáëàñòè WSN . Îáîçíà÷èì ñîêðàùåííî ÷å-
ðåç mS ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Ŝ(

−→
l0 ,
−→
l#) ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè L(

−→
l#).

Ïîñêîëüêó ðåøàþùàÿ ñòàòèñòèêà îòëè÷àåòñÿ îò øóìîâîé ôóíêöèè íà
ïîñòîÿííîå ñëàãàåìîå (ñèãíàëüíóþ ôóíêöèþ), îíè èìåþò îäíó è òó æå
äèñïåðñèþ. Èç ôîðìóëû (2.1.10) ñëåäóåò, ÷òî äèñïåðñèÿ σ2

SN ðåøàþùåé
ñòàòèñòèêè L(

−→
l#) ðàâíà

σ2
SN = BSN(

−→
l# ,
−→
l#) = ν

∫ T

0
ln2(1 + s1 N(t;

−→
l#)/ν1

)(
1 + s(t;

−→
l )/ν

)
dt.

(2.2.10)
Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì

L(
−→
l ) = Ŝ(

−→
l0 ,
−→
l ) + N̂(

−→
l )

äëÿ ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè. Ðàñêëàäûâàÿ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè
òî÷êè −→l# äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè âêëþ÷èòåëüíî, âûðàæåíèå
äëÿ íàèáîëüøåãî ìàêñèìóìà (ñîãëàøåíèå î ñìûñëå íàïðàâëåíèé ñòðåëîê
íàä ñèìâîëàìè â ïðîèçâîäíûõ îïèñûâàëîñü íà ñ. 16)

HSN ≈ Ŝ(
−→
l0 ,
−→
l#) + N̂(

−→
l#) +

[
∂Ŝ(

−→
l0 ,
−→
l )

∂
←−
l

+
∂N̂(

−→
l )

∂
←−
l

]

−→
l =

−→
l#

(
←̂−
l −←−l#)+

+
1

2
(
−̂→
l −−→l#)

[
∂2Ŝ(

−→
l0 ,
−→
l )

∂
−→
l ∂
←−
l

+
∂2N̂(

−→
l )

∂
−→
l ∂
←−
l

]

−→
l =

−→
l#

(
←̂−
l −←−l#).

Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó ôîðìóëû (2.1.17)
[

∂S(
−→
l0 ,
−→
l )

∂
−→
l

]
−→
l =

−→
l#

= 0. Ñ ó÷åòîì
ýòîãî ïðåîáðàçóåì ïðåäûäóùåå ïðèáëèæåííîå ïðåäñòàâëåíèå ê âèäó

HSN ≈ Ŝ(
−→
l0 ,
−→
l#) + N̂(

−→
l#) +

[
∂N̂(

−→
l )

∂
←−
l

]

−→
l =

−→
l#

(
←̂−
l −←−l#)+

+
1

2
(
−̂→
l −−→l#)

[
∂2Ŝ(

−→
l0 ,
−→
l )

∂
−→
l ∂
←−
l

]

−→
l =

−→
l#

(
←̂−
l −←−l#).
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Ïðè ýòîì âåëè÷èíà ←̂−l −←−l# îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (2.1.19) èç âûðàæåíèÿ

←̂−
l −←−l# = −

[
∂2Ŝ(

−→
l0 ,
−→
l )

∂
−→
l ∂
←−
l

]−1

−→
l =

−→
l#

[
∂N̂(

−→
l )

∂
−→
l

]
−→
l =

−→
l#

.

Ïðèâåäåì âûâîä ýòîé ôîðìóëû. Íàïîìíèì, ÷òî íîðìèðîâàííûå ñèãíàëü-
íàÿ è øóìîâàÿ ôóíêöèè îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëàì (2.1.12). Êðîìå òîãî,
ââîäèëîñü îáîçíà÷åíèå ε = 1/zS = σSN/mS. Èìååì

←̂−
l −←−l# ≈ ε

←−
l1 ,

à â ñèëó ôîðìóëû (2.1.19) �

←−
l1 = −

[
∂2S(

−→
l0 ,
−→
l )

∂
−→
l ∂
←−
l

]−1

−→
l =

−→
l#

[
dN(

−→
l )

d
−→
l

]
−→
l =

−→
l#

.

Îòñþäà

←̂−
l −←−l# ≈ ε

←−
l1 = −ε

[
∂2S(

−→
l0 ,
−→
l )

∂
−→
l ∂
←−
l

]−1

−→
l =

−→
l#

[
∂N(

−→
l )

∂
−→
l

]
−→
l =

−→
l#

=

= −ε

[
1

mS

∂2Ŝ(
−→
l0 ,
−→
l )

∂
−→
l ∂
←−
l

]−1

−→
l =

−→
l#

[
1

σSN

∂N̂(
−→
l )

∂
−→
l

]
−→
l =

−→
l#

=

= −
[
∂2Ŝ(

−→
l0 ,
−→
l )

∂
−→
l ∂
←−
l

]−1

−→
l =

−→
l#

[
∂N̂(

−→
l )

∂
−→
l

]
−→
l =

−→
l#

.

Ýòî ïîçâîëÿåò âûðàæåíèå äëÿ HSN ïåðåïèñàòü â âèäå

HSN = Ŝ(
−→
l0 ,
−→
l#) + N̂(

−→
l#) + αρ = L(

−→
l#) + αρ, (2.2.11)

ãäå

αρ =
1

2

[
∂N̂(

−→
l )

∂
←−
l

]

−→
l =

−→
l#

[
∂2Ŝ(

−→
l0 ,
−→
l )

∂
−→
l ∂
←−
l

]−1

−→
l =

−→
l#

[
∂N̂(

−→
l )

∂
−→
l

]

−→
l =

−→
l#

.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.2.11) âèäèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè îòíîøåíèÿ ñèã-
íàë-øóì, à ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óìåíüøåíèè αρ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû HSN ñõîäèòñÿ ê ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû L(

−→
l#). Âûøå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðåøàþùåé ñòàòèñòè-

êè L(
−→
l#) áûëî îáîçíà÷åíî ÷åðåç mS, à äèñïåðñèÿ � ÷åðåç σ2

SN . Â ýòèõ
îáîçíà÷åíèÿõ äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè L(

−→
l#)
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è ñîâïàäàþùåé ñ íåé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû HSN

èìååì ïðåäñòàâëåíèå

WSN(H) =
1

σSN

√
2π

exp
[
−(H −mS)2

2σ2
SN

]
. (2.2.12)

Ïåðåéäåì ê øóìîâîé îáëàñòè WN . Ðåøàþùàÿ ñòàòèñòèêà L(
−→
l ) çäåñü

òàêæå èìååò àñèìïòîòè÷åñêè ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Êîððåëÿöèîí-
íàÿ ôóíêöèÿ øóìîâîé ôóíêöèè íåìíîãî îòëè÷àåòñÿ îò (2.1.10):

BN(
−→
l1 ,
−→
l2 ) = ν

∫ T

0
ln

(
1+ s1 N(t;

−→
l1 )/ν1

)
ln

(
1 + s1 N(t;

−→
l2 )/ν1

)
dt. (2.2.13)

Çäåñü ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå s(t;
−→
l0 ), èñ÷åçëî èç-çà òîãî, ÷òî −→l1 è −→l2

îòñòîÿò îò −→l0 íàñòîëüêî äàëåêî, ÷òî èíòåãðàë
∫ T

0
ln

(
1 + s1 N(t;

−→
l1 )/ν1

)
ln

(
1 + s1 N(t;

−→
l2 )/ν1

)
s(t;

−→
l0 ) dt

ïðàêòè÷åñêè îáðàùàåòñÿ â íîëü è èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Èç ôîðìóëû
(2.2.13) âèäíî, ÷òî äèñïåðñèÿ øóìîâîé ôóíêöèè ðàâíà

σ2
N = BN(

−→
l ,
−→
l ) = ν

∫ T

0
ln2(1 + s1 N(t;

−→
l )/ν1

)
dt. (2.2.14)

Íàïîìíèì, ÷òî ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó HN ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîð-
ìóëå (2.2.7). Ñîãëàñíî (2.2.13) ïðè âûïîëíåíèè (2.2.5) øóìîâàÿ ôóíêöèÿ
N̂(R, V, A) â (2.2.7) ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàóññîâñêîå îäíî-
ðîäíîå ïîëå. Ñëåäîâàòåëüíî, FN(H) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
âåëè÷èíû íàèáîëüøåãî ìàêñèìóìà ãàóññîâñêîãî îäíîðîäíîãî ñëó÷àéíî-
ãî ïîëÿ â øóìîâîé îáëàñòè WN . Ïîñêîëüêó äëèòåëüíîñòü êàæäîãî èì-
ïóëüñà ïðåäïîëàãàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.1.2) îãðàíè÷åíà, òî êîð-
ðåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ (2.2.13) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè |R1 − R2| → ∞,
|V1 − V2| → ∞, |A1 − A2| → ∞. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñ óâåëè-
÷åíèåì H ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà âûáðîñîâ ðåàëèçàöèè ïîëÿ N̂(R, V,A) â
øóìîâîé îáëàñòè WN çà óðîâåíü H ñõîäèòñÿ ê çàêîíó Ïóàññîíà [76].
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ áîëüøèõ, íî êîíå÷íûõ H ìîæíî çàïèñàòü [76, 87]
FN(H) ≈ exp[−Π(H)]. Çäåñü Π(H) ñðåäíåå ÷èñëî âûáðîñîâ ðåàëèçàöèè
ãàóññîâñêîãî îäíîðîäíîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöè-
åé (2.2.13) çà óðîâåíü H â øóìîâîé îáëàñòè WN . Åñëè æå âûïîëíÿ-
åòñÿ (2.2.2), òî ïðèáëèæåííî Π(H) � ñðåäíåå ÷èñëî âûáðîñîâ âî âñåé
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àïðèîðíîé îáëàñòè W âîçìîæíûõ çíà÷åíèé äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è óñêî-
ðåíèÿ.

Èñïîëüçóÿ [76], äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà âûáðîñîâ ïîëÿ ñ êîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèåé (2.2.13) â îáëàñòè W, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

Π(H) =
ξ

4π2

H2

σ2
N

exp
(
− H2

2σ2
N

)
, (2.2.15)

ãäå

ξ = Q

√√√√ 1

σ6
N

det
∥∥∥∂2BN(

−→
l1 ,
−→
l2 )

∂
−→
l1 ∂

←−
l2

∣∣∣−→
l1 =

−→
l2

∥∥∥. (2.2.16)

Çäåñü
Q = (Rmax −Rmin)(Vmax − Vmin)(Amax − Amin)

� òðåõìåðíûé åâêëèäîâ îáúåì àïðèîðíîé îáëàñòè W = [
−→
lmin,

−−→
lmax]. Âåëè-

÷èíà ξ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèâåäåííûé îáúåì [87] âîçìîæíûõ çíà÷åíèé
íåèçâåñòíûõ äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ, êîòîðûé îïðåäåëÿåò ÷èñ-
ëî íåêîððåëèðîâàííûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîãî ïîëÿ N̂(R, V, A) â îáëàñòè
W.

Èñïîëüçóÿ (2.2.15), äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíîãî ìàêñè-
ìóìà ïîìåõîâîé ñîñòàâëÿþùåé HN ïðè áîëüøèõ H/σN ïðè âûïîëíå-
íèè (2.2.2) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå [83, ñ. 27] è [94, ôîðìóëà (33)]

FN(H) =

{
exp

[
− ξ

(2π)2
H2

σ2
N

exp
(
− H2

2σ2
N

)]
, H ≥ σN

√
2,

0, H < σN

√
2,

(2.2.17)

Ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå (2.2.12) â (2.2.9):

P0 =

+∞∫

−∞
WSN(H)FN(H) dH =

+∞∫

−∞

1

σSN

√
2π

exp
[
−(H −mS)2

2σ2
SN

]
FN(H) dH.

×òîáû ïîäñòàâèòü ñþäà ïðåäñòàâëåíèå (2.2.17), êîòîðîå ñïðàâåäëèâî òîëü-
êî ïðè áîëüøèõ H/σN , ïðåäñòàâèì ïîñëåäíèé èíòåãðàë â âèäå ñóììû
äâóõ èíòåãðàëîâ:

P0 =

mS/2∫

−∞

1

σSN

√
2π

exp
[
−(H −mS)2

2σ2
SN

]
FN(H) dH+

+

+∞∫

mS/2

1

σSN

√
2π

exp
[
−(H −mS)2

2σ2
SN

]
FN(H) dH.
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Îöåíèì ïåðâûé èíòåãðàë (ïîä èíòåãðàëîì ñòîèò íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíê-
öèÿ, ïîýòîìó ìîäóëü íå íóæåí; â îöåíêå èñïîëüçóåòñÿ íåðàâåíñòâî 0 ≤
FN(H) ≤ 1):

mS/2∫

−∞

1

σSN

√
2π

exp
[
−(H −mS)2

2σ2
SN

]
FN(H) dH ≤

≤
mS/2∫

−∞

1

σSN

√
2π

exp
[
−(H −mS)2

2σ2
SN

]
dH =

mS/2−mS∫

−∞

1√
2π

e−
t2

2 dt. (2.2.18)

Î÷åâèäíî, ÷òî lim
mS→+∞

(mS/2 − mS) = − lim
mS→+∞

mS/2 = −∞. Ïîýòî-
ìó ïåðâûé èíòåãðàë ñ óâåëè÷åíèåì mS ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è íà çíà÷å-
íèå P0 =

∞∫
−∞

WSN(H)FN(H) dH ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íå îêàçûâàåò. Â
îñòàâøèéñÿ âòîðîé èíòåãðàë

∞∫

mS/2

1

σSN

√
2π

exp
[
−(H −mS)2

2σ2
SN

]
FN(H) dH

âõîäÿò çíà÷åíèÿ FN(H) òîëüêî ïðè H ∈ [mS/2,∞) èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî,
òîëüêî ïðè H

σN
∈ [ mS

2σN
,∞), ò. å. òîëüêî ïðè áîëüøèõ H. Òàêèì îáðàçîì,

åñëè ÷èñëî mS

2σN
=

Ŝ(
−→
l0 ,
−→
l#)

2

√〈(
N̂(
−→
l#)

)2〉 âåëèêî (â ÷àñòíîñòè, mS/2 > σN

√
2), òî

P0 ≈
∞∫

mS/2

1

σSN

√
2π

exp
[
−(H −mS)2

2σ2
SN

]
FN(H) dH ≈

≈
∞∫

σN

√
2

1

σSN

√
2π

exp
[
−(H −mS)2

2σ2
SN

]
exp

[
− ξ

(2π)2

H2

σ2
N

exp
(
− H2

2σ2
N

)]
dH.

(Çäåñü èíòåãðàë
mS/2∫

σN

√
2

1
σSN

√
2π

exp
[
− (H−mS)2

2σ2
SN

]
exp

[
− ξ

(2π)2
H2

σ2
N

exp
(
− H2

2σ2
N

)]
dH

ìàë ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì, ÷òî è èíòåãðàë (2.2.18).)
Ïîìèìî mS, σ2

SN (2.2.10), σ2
N (2.2.14), zS = mS

σSN
, ξ (2.2.16) ââåäåì îáî-

çíà÷åíèÿ
zN =

mS

σN
, κ2 =

σ2
N

σ2
SN

.
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Äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ (âûðàæåíèå ξ ÷åðåç èíòåãðàëû áó-
äåò ïîëó÷åíî ïîçæå, ñì. ôîðìóëó (2.2.30))

mS = Ŝ(
−→
l0 ,
−→
l#) =

∫ T

0
ln

(
1 + s1 N(t;

−→
l#)/ν1

)
s(t;

−→
l0 ) dt =

=
N−1∑

k=0

∫ T

0
ln

(
1 + s1(t)/ν1

)
s0(t + ∆k) dt

(2.2.19)

σ2
SN = BSN(

−→
l# ,
−→
l#) = ν

N−1∑

k=0

∫ T

0
ln2(1 + s1(t)/ν1

)(
1 + s0(t + ∆k)/ν

)
dt,

(2.2.20)

σ2
N = BN(

−→
l# ,
−→
l#) = νN

∫ T

0
ln2(1 + s1(t)/ν1

)
dt, (2.2.21)

zS =
mS

σSN
=

Ŝ(
−→
l0 ,
−→
l#)√

BSN(
−→
l# ,
−→
l#)

=

=

∑N−1
k=0

∫ T

0 ln
(
1 + s1(t)/ν1

)
s0(t + ∆k) dt√∑N−1

k=0

∫ T

0 ln2(1 + s1(t)/ν1
)(

s0(t + ∆k) + ν
)
dt

,

(2.2.22)

zN =
mS

σN
=

Ŝ(
−→
l0 ,
−→
l#)√

BN(
−→
l# ,
−→
l#)

=

∑N−1
k=0

∫ T

0 ln
(
1 + s1(t)/ν1

)
s0(t + ∆k) dt√

νN
∫ T

0 ln2(1 + s1(t)/ν1
)
dt

,

(2.2.23)

κ2 =
σ2

N

σ2
SN

=
N

∫ T

0 ln2(1 + s1(t)/ν1
)
dt

∑N−1
k=0

∫ T

0 ln2(1 + s1(t)/ν1
)
s0(t + ∆k)/ν dt

, (2.2.24)

ãäå ∆k îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (2.1.28).
Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ y = H/σSN ïîëó÷àåì

P0 =
1√
2π

+∞∫

κ
√

2

exp
[
−(y − zS)2

2
− ξ

(2π)2

y2

κ2 exp
(
− y2

2κ2

)]
dy.

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé ýòó ôîðìóëó ïåðåïèøåì â âèäå

P0 =
1√
2π

∞∫

−∞
exp

[
−(y − zS)2

2
− ξ

(2π)2

y2

κ2 exp
(
− y2

2κ2

)]
dy. (2.2.25)
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Ðàçíèöà ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäíèìè èíòåãðàëàìè ìàëà ïî òåì æå ñîîáðà-
æåíèÿì, ÷òî è èíòåãðàë (2.2.18). Òî÷íîñòü ôîðìóëû (2.2.25) óëó÷øàåòñÿ
ñ ðîñòîì ξ è zS [87].

Ôîðìóëà (2.2.25) äëÿ âåðîÿòíîñòè P0 íàäåæíîé îöåíêè äîâîëüíî ãðî-
ìîçäêà è ðàñ÷åò ïî íåé âîçìîæåí òîëüêî ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Ïîýòîìó
ïðèâåäåì ïðîñòóþ âåðõíþþ ãðàíèöó äëÿ âåðîÿòíîñòè àíîìàëüíûõ îøè-
áîê.

Ïîñêîëüêó âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè exp(−u) ïîëîæèòåëüíà, îíà
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé âíèç; ñëåäîâàòåëüíî, åå ãðàôèê ëåæèò âûøå êàñà-
òåëüíîé y = 1 − u; èíûìè ñëîâàìè, exp(−u) ≥ 1 − u. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî
íåðàâåíñòâî u = ξ

(2π)2
y2

κ2 exp
(− y2

2κ2

)
, ïîëó÷àåì

exp
[
− ξ

(2π)2

y2

κ2 exp
(
− y2

2κ2

)]
≥ 1− ξ

(2π)2

y2

κ2 exp
(
− y2

2κ2

)
.

Ïîäñòàâèì ýòîò ðåçóëüòàò â ôîðìóëó (2.2.25):

P0 ≥ 1√
2π

∞∫

−∞
exp

[
−(y − zS)2

2

][
1− ξ

(2π)2

y2

κ2 exp
(
− y2

2κ2

)]
dy.

Âû÷èñëèì ïîëó÷èâøèåñÿ èíòåãðàëû:
∞∫

−∞
exp

[
−(y − zS)2

2

]
dy =

√
2π,

∞∫

−∞

( y

κ

)2
exp

[
−(y − zS)2

2

]
exp

[
− y2

2κ2

]
dy =

=
√

2π
(z2

S + 1)κ3 + κ
(κ2 + 1)5/2 exp

[
− z2

S

2(κ2 + 1)

]
.

Ïîäñòàâèì ðåçóëüòàò â ïðåäûäóùóþ ôîðìóëó:

P0 ≥ 1− ξ

(2π)2

(z2
S + 1)κ3 + κ
(κ2 + 1)5/2 exp

[
− z2

S

2(κ2 + 1)

]
. (2.2.26)

Ïðè κ = 1 ýòà ôîðìóëà ïðèîáðåòàåò âèä

P0 ≥ 1− ξ

16
√

2π2
(z2

S + 2) exp
[
−z2

S

4

]
. (2.2.27)

Ïîñêîëüêó âûâîä íåðàâåíñòâà (2.2.26) áûë îñíîâàí íà çàìåíå ôóíêöèè
exp(−u) åå ïåðâûì ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà y = 1−u, íåðàâåíñòâà (2.2.26)
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è (2.2.27) áëèçêè ê ðàâåíñòâàì. Ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïîäîáíûõ ôîðìóë
îáû÷íî ðàâåí ñëåäóþùåìó ñëàãàåìîìó ðÿäà Òåéëîðà, êîòîðûé â íàøåì
ñëó÷àå åñòü

( ξ

(2π)2

)2
·
κ

(
(z4

S + 6z2
S + 3)κ4 + 12(z2

S + 1)κ2 + 12
)

(κ2 + 2)9/2 exp
[
− z2

S

κ2 + 2

]
.

Âèäíî, ÷òî ýòà âåëè÷èíà ìàëà, åñëè ìàëî ξ2 exp
(−z2

S/2
)
.

Íàêîíåö, âû÷èñëèì âåëè÷èíó ξ (2.2.16). Ââåäåì â äîïîëíåíèå ê (2.1.28)
ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿ

t̃1k = t− 2R1/c− (k − µ)(1 + 2V1/c)ϑ− A1(k − µ)2ϑ2/c,

t̃2k = t− 2R2/c− (k − µ)(1 + 2V2/c)ϑ− A2(k − µ)2ϑ2/c,
(2.2.28)

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñèãíàëû ïðèîáðåòàþò âèä

s1 N(t,
−→
l ) = s1 N(t, R, V, A) =

N−1∑

k=0

s1(t̃k), (2.2.29)

s(t,
−→
l1 ) = s(t, R1, V1, A1) =

N−1∑

k=0

s0(t̃1k),

s(t,
−→
l2 ) = s(t, R2, V2, A2) =

N−1∑

k=0

s0(t̃2k).

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (2.2.13) äëÿ BN(
−→
l1 ,
−→
l2 ). Ïîäñòàâèì â

íåãî âûðàæåíèå (2.2.29), ãäå t̃k îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (2.1.28). Èìååì
(çäåñü l1i è l2j îçíà÷àþò ëþáûå èç ïåðåìåííûõ R1, V1 è A1 èëè R2, V2 è
A2 ñîîòâåòñòâåííî)

∂2BN(
−→
l1 ,
−→
l2 )

∂l1i∂l2j
=

ν

ν2
1

∫ T

0

∂s1 N (t;
−→
l1 )

∂l1i

1 + s1 N(t;
−→
l1 )/ν1

·
∂s1 N (t;

−→
l2 )

∂l2j

1 + s1 N(t;
−→
l2 )/ν1

dt =

(â ñèëó óñëîâèé íà ñêâàæíîñòü è ôîðìóëû s1 N(t,
−→
l ) = s1 N(t, R, V,A) =∑N−1

k=0 s1(t̃k) ìîæíî ïðîäîëæèòü òàê:)

=
ν

ν2
1

N−1∑

k=0

∫ T

0

∂s1(t̃1k)
∂l1i

1 + s1(t̃1k)/ν1
·

∂s1(t̃2k)
∂l2j

1 + s1(t̃2k)/ν1
dt.
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Îòñþäà

∂2BN(
−→
l1 ,
−→
l2 )

∂l1i∂l2j

∣∣∣−→
l1 =

−→
l2

=
ν

ν2
1

N−1∑

k=0

∫ T

0

∂s1(t̃2k)
∂l2i

∂s1(t̃2k)
∂l2j(

1 + s1(t̃2k)/ν1
)2 dt.

Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ
ìàòðèöû:

∥∥∥∥
∂2BN (

−→
l1 ,
−→
l2 )

∂
−→
l1 ∂

←−
l2

∣∣∣∣−→
l1 =

−→
l2

∥∥∥∥ =
ν

ν2
1

N−1∑

k=0




4
c2

4ϑ(k−µ)
c2

2ϑ2(k−µ)2

c2
4ϑ(k−µ)

c2
4ϑ2(k−µ)2

c2
2ϑ3(k−µ)3

c2
2ϑ2(k−µ)2

c2
2ϑ3(k−µ)3

c2
ϑ4(k−µ)4

c2




∫ T

0

( d s1(t)
dt

1 + s1(t)/ν1

)2

dt.

Ïîñëå ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé (êîòîðûå çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ) ýòà ôîð-
ìóëà ïðèîáðåòàåò âèä1)

det

∥∥∥∥
∂2BN(

−→
l1
−→
l2 )

∂
−→
l1 ∂

←−
l2

∣∣∣−→
l1 =

−→
l2

∥∥∥∥ =
ϑ6

c6

( N9

135
− 2N7

45
+

N5

15
− 4N3

135

)[
ν

ν2
1

∫ T

0

( d s1(t)
dt

1 + s1(t)/ν1

)2

dt

]3

.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ξ (2.2.16):

ξ =
Qϑ3

σ3
Nc3ν3

1

N(N 2 − 1)

12

√
N(N 2 − 4)

15

[
ν

∫ T

0

( d s1(t)
dt

1 + s1(t)/ν1

)2

dt

]3/2

,

(2.2.30)
ãäå

Q = (Rmax −Rmin)(Vmax − Vmin)(Amax − Amin).

Ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ õàðàêòåðèñòèê òî÷íîñòè îöåíîê ïàðàìåò-
ðîâ äâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì íàëè÷èÿ àíîìàëüíûõ îøèáîê. Îñíîâíûìè õà-
ðàêòåðèñòèêàìè òî÷íîñòè îöåíîê áóäåì ñ÷èòàòü ñìåùåíèÿ è ðàññåÿíèÿ.
Äèñïåðñèè èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèê òî÷íîñòè îöåíîê äëÿ
íåñêîëüêèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, ãëàâíûì îáðàçîì, ïðè óñëîâèè íåñìåùåí-
íîñòè îöåíîê.

Ñìåùåíèå è ðàññåÿíèå îöåíîê −̂→l ñ ó÷åòîì àíîìàëüíûõ îøèáîê â ñèëó
1)Îòìåòèì, ÷òî îäíî èç ïðåäñòàâëåíèé ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ (2M1M3 + M0M4)M2−M3

2 −M0M
2
3 −

M2
1 M4 ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé äëÿ dN èç [94] ïðè óñëîâèè, ÷òî M0 = 1, ÷òî ÿâëÿåòñÿ êîñâåííûì

ïîäòâåðæäåíèåì ïðàâèëüíîñòè âû÷èñëåíèé.
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ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

b(R̂|R0, V0, A0) = P0b0(R̂|R0, V0, A0) + (1− P0)ba(R̂|R0, V0, A0),

B(R̂|R0, V0, A0) = P0B0(R̂|R0, V0, A0) + (1− P0)Ba(R̂|R0, V0, A0),

b(V̂ |R0, V0, A0) = P0b0(V̂ |R0, V0, A0) + (1− P0)ba(V̂ |R0, V0, A0),

B(V̂ |R0, V0, A0) = P0B0(V̂ |R0, V0, A0) + (1− P0)Ba(V̂ |R0, V0, A0),

b(Â|R0, V0, A0) = P0b0(Â|R0, V0, A0) + (1− P0)ba(Â|R0, V0, A0),

B(Â|R0, V0, A0) = P0B0(Â|R0, V0, A0) + (1− P0)Ba(Â|R0, V0, A0).

(2.2.31)

Çäåñü b0( ·̂ | ·0) è B0( ·̂ | ·0) � ñìåùåíèå è ðàññåÿíèå îöåíêè â óñëîâèÿõ
îòñóòñòâèÿ àíîìàëüíûõ îøèáîê, ba( ·̂ | ·0) è Ba( ·̂ | ·0) � ñìåùåíèå è äèñ-
ïåðñèÿ îöåíêè ïðè íàëè÷èè òîëüêî àíîìàëüíûõ îøèáîê.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà õàðàêòåðèñòèêè îöåíêè äàëüíîñòè R ïðè óñëî-
âèè, ÷òî ïðîèçîøëà àíîìàëüíàÿ îøèáêà. Ïîñêîëüêó øóìîâàÿ ôóíêöèÿ
N̂(R, V, A) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ñëó÷àéíûì ïîëåì, òî ïîëîæåíèå íàè-
áîëüøåãî ìàêñèìóìà øóìîâîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíî ðàâíîìåðíî íà îò-
ðåçêå [Rmin, Rmax] è íå çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèé V è A. Èíûìè ñëîâà-
ìè, ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îöåíêè äàëüíîñòè R ïðè óñëîâèè àíîìàëüíîé
îøèáêè çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (∆Rpr îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (2.2.1))

Wa(R̂) =
1

∆Rpr
, Rmin < R̂ < Rmax.

Ïîýòîìó ïðè óñëîâèè àíîìàëüíîé îøèáêè ñìåùåíèå, äèñïåðñèÿ è ðàññå-
ÿíèå çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

ba(R̂|R0, V0, A0) = ba(R̂|R0) = Rpr −R0,

Da(R̂|R0, V0, A0) = Da(R̂|R0) =

Rmax∫

Rmin

(R̂−Rpr)
2Wa(R̂) dR̂ =

=

Rmax∫

Rmin

(R̂−Rpr)
2 1

∆Rpr
dR̂ = ∆R2

pr/12,

Ba(R̂|R0, V0, A0) = Da(R̂|R0) + b2
a(R̂|R0) = ∆R2

pr/12 + (Rpr −R0)
2.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ îöåíîê ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ ïðè óñëîâèè
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àíîìàëüíîé îøèáêè ïîëó÷àåì

ba(V̂ |R0, V0, A0) = Vpr − V0,

Da(V̂ |R0, V0, A0) = ∆V 2
pr/12,

Ba(V̂ |R0, V0, A0) = ∆V 2
pr/12 + (Vpr − V0)

2,

ba(Â|R0, V0, A0) = Apr − A0,

Da(Â|R0, V0, A0) = ∆A2
pr/12,

Ba(Â|R0, V0, A0) = ∆A2
pr/12 + (Apr − A0)

2.

(2.2.32)

Â óñëîâèÿõ íàäåæíîé îöåíêè èìååì

b0(R̂|R0, V0, A0) = R# −R0,

b0(V̂ |R0, V0, A0) = V# − V0,

b0(Â|R0, V0, A0) = A# − A0,

ãäå (R#, V#, A#) � òî÷êà ìàêñèìóìà ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè (2.1.7). Îò-
ñþäà ñ ó÷åòîì (2.2.31) ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ óñëîâíîãî ñìåùåíèÿ ñ
ó÷åòîì àíîìàëüíûõ îøèáîê:

b(R̂|R0, V0, A0) = P0(R# −R0) + (1− P0)(Rpr −R0) = P0R# + (1− P0)Rpr −R0,

b(V̂ |R0, V0, A0) = P0(V# − V0) + (1− P0)(Vpr − V0) = P0V# + (1− P0)Vpr − V0,

b(Â|R0, V0, A0) = P0(A# − A0) + (1− P0)(Apr − A0) = P0A# + (1− P0)Apr − A0.

Äëÿ ðàñ÷åòà áåçóñëîâíûõ ñìåùåíèé óñðåäíèì ýòè âåëè÷èíû ïî R0 ∈
[Rmin; Rmax], V0 ∈ [Vmin; Vmax] è A0 ∈ [Amin; Amax]. Íàéäåì, ê ïðèìåðó,
ñðåäíåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû R0. Ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèå äàëüíîñòè R0

ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì â ñîîòâåòñòâóþùåì èíòåðâàëå, òî ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå âåëè÷èíû R0 ðàâíî Rpr (2.2.1). Îòñþäà âèäíî, ÷òî ñðåä-
íåå çíà÷åíèå ba(R̂) âåëè÷èíû ba(R̂|R0, V0, A0) = Rpr − R0 ðàâíî íóëþ.
Ïîýòîìó äëÿ áåçóñëîâíîãî ñìåùåíèÿ äàëüíîñòè ïîëó÷àåì

b(R̂) = P0b0(R̂) + (1− P0)ba(R̂) = P0(R# −Rpr).

Àíàëîãè÷íî äëÿ áåçóñëîâíûõ ñìåùåíèé ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ èìååì

b(V̂ ) = P0b0(V̂ ) + (1− P0)ba(V̂ ) = P0(V# − Vpr),

b(Â) = P0b0(Â) + (1− P0)ba(Â) = P0(A# − Apr).
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Â ÷àñòíîì ñëó÷àå íåñìåùåííûõ îöåíîê (R# = R0, V# = V0 è A# = A0)
ýòè ôîðìóëû ïðèîáðåòàþò âèä

b(R̂) = 0, b(V̂ ) = 0, b(Â) = 0.

Ïåðåéäåì ê âûâîäó ôîðìóë äëÿ óñëîâíûõ äèñïåðñèé. Íàïîìíèì, ÷òî
äèñïåðñèè íàäåæíûõ îöåíîê ðàâíû äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòàì êîððåëÿöè-
îííîé ìàòðèöû K (2.1.26) ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê. Ïðè ýòîì âå-
ëè÷èíû, âõîäÿùèå â ôîðìóëó (2.1.26), çàäàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôîðìó-
ëàìè: Î (2.1.35), αk (2.1.33), M̂n (2.1.34), Î0 (2.1.32), α0

k (2.1.29), M̂ 0
n (2.1.30)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âåëè÷èíû αk è α0
k çàâèñÿò îò ∆k (2.1.28) è òåì ñàìûì îò

÷èñåë R#−R0, V#−V0 è A#−A0. Òàêèì îáðàçîì, äèñïåðñèÿ ïîëó÷àåòñÿ
óñëîâíîé. Òåì ñàìûì, ìû ïîëó÷àåì àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ óñëîâíûõ
äèñïåðñèé D0(R̂|R0), D0(V̂ |V0) è D0(Â|A0) íàäåæíûõ îöåíîê.

Âûðàæåíèÿ äëÿ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû
K (2.1.26), ñîîòâåòñòâóþùèå äèñïåðñèÿì íàäåæíûõ îöåíîê, èìåþò âèä

D0(R̂|R0, V0, A0) =
c2

4

(
M̂0

0 M̂4
3 − 2M̂0

2 M̂1M̂
3
3 − 2M̂0

1 M̂2M̂
3
3 + 3M̂0

2 M̂2
2 M̂2

3 +

+ 2M̂0
1 M̂1M̂4M̂

2
3 − 2M̂0

0 M̂2M̂4M̂
2
3 + 2M̂0

1 M̂2
2 M̂4M̂3

+ M̂0
4 (M̂2

2 − M̂1M̂3)
2 + M̂0

2 M̂2
1 M̂2

4 + M̂0
0 M̂2

2 M̂2
4 − 2M̂0

1 M̂1M̂2M̂
2
4−

− 2M̂0
2 M̂3

2 M̂4 − 2M̂0
3 (M̂2

2 − M̂1M̂3)(M̂2M̂3 − M̂1M̂4)
)
×

× (
M̂0M̂

2
3 + M̂2

1 M̂4 + M̂3
2 − M̂2(M̂0M̂4 + 2M̂1M̂3)

)−2
,

D0(V̂ |R0, V0, A0) =
c2

4ϑ2

(
M̂0

2 M̂4
2 − 2M̂0

1 M̂3M̂
3
2 + M̂0

0 M̂2
3 M̂2

2 + 2M̂0
2 M̂1M̂3M̂

2
2−

− 2M̂0
2 M̂0M̂4M̂

2
2 + 2M̂0

1 M̂1M̂4M̂
2
2 − 2M̂0

2 M̂0M̂
2
3 M̂2−

− 2M̂0
2 M̂2

1 M̂4M̂2 + 2M̂0
1 M̂0M̂3M̂4M̂2 − 2M̂0

0 M̂1M̂3M̂4M̂2+

+ M̂0
4 (M̂1M̂2 − M̂0M̂3)

2 + M̂0
2 M̂2

0 M̂2
4 + M̂0

0 M̂2
1 M̂2

4 − 2M̂0
1 M̂0M̂1M̂

2
4 +

+ 2M̂0
2 M̂0M̂1M̂3M̂4 − 2M̂0

3 (M̂1M̂2 − M̂0M̂3)(M̂
2
2 − M̂0M̂4)

)
×

× (−M̂2(M̂0M̂4 + 2M̂1M̂3) + M̂0M̂
2
3 + M̂2

1 M̂4 + M̂3
2

)−2
,

D0(Â|R0, V0, A0) =
c2

ϑ4

(
M̂0

0 M̂4
2 − 2M̂0

2 M̂0M̂
3
2 − 2M̂0

1 M̂1M̂
3
2 + 3M̂0

2 M̂2
1 M̂2

2 +

+ 2M̂0
1 M̂0M̂3M̂

2
2 − 2M̂0

0 M̂1M̂3M̂
2
2 + 2M̂0

1 M̂2
1 M̂3M̂2+

+ M̂0
4 (M̂2

1 − M̂0M̂2)
2 + M̂0

2 M̂2
0 M̂2

3 + M̂0
0 M̂2

1 M̂2
3 − 2M̂0

1 M̂0M̂1M̂
2
3−

− 2M̂0
2 M̂3

1 M̂3 − 2M̂0
3 (M̂2

1 − M̂0M̂2)(M̂1M̂2 − M̂0M̂3)
)
×

× (−M̂2(M̂0M̂4 + 2M̂1M̂3) + M̂0M̂
2
3 + M̂2

1 M̂4 + M̂3
2

)−2
.
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Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà îöåíêà íåñìåùåííàÿ (ìàòåìàòè÷åñêè ýòî ñî-
îòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî R# = R0, V# = V0, A# = A0; à çíà÷èò, ∆k = 0;
ïîýòîìó αk è α0

k íå çàâèñÿò îò k; íèæå îíè îáîçíà÷åíû ÷åðåç α è α0) âû-
ðàæåíèÿ äëÿ äèñïåðñèé ñ ó÷åòîì òîëüêî íàäåæíîé îöåíêè ïðèíèìàþò
âèä

D0(R̂|R0, V0, A0) = c2 α0

4α2

M2M4 −M2
3

(2M1M3 + M0M4)M2 −M3
2 −M0M2

3 −M2
1 M4

,

D0(V̂ |R0, V0, A0) = c2 α0

4ϑ2α2

M0M4 −M2
2

(2M1M3 + M0M4)M2 −M3
2 −M0M2

3 −M2
1 M4

,

D0(Â|R0, V0, A0) = c2 α0

ϑ4α2

M0M2 −M2
1

(2M1M3 + M0M4)M2 −M3
2 −M0M2

3 −M2
1 M4

,

(2.2.33)

ãäå Mn îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (1.1.13) ñî ñ. 17. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòè ôîð-
ìóëû îïðåäåëåíèÿ Mn è óïðîùàÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ
äèñïåðñèé:

D0(R̂|R0, V0, A0) = c2 α0

4α2

3

N(N4 − 5N2 + 4)

(
4(15µ4 + 30µ3 + 21µ2 + 6µ + 1) + 3N4−

−12(2µ + 1)N3 + (84µ2 + 84µ + 17)N2 − 12(10µ3 + 15µ2 + 7µ + 1)N
)
,

D0(V̂ |R0, V0, A0) = c2 α0

4ϑ2α2

12(60µ2 + 60µ + 16N2 − 30(2µ + 1)N + 11)

N(N4 − 5N2 + 4)
,

D0(Â|R0, V0, A0) = c2 α0

ϑ4α2

180

N(N4 − 5N2 + 4)
.

(2.2.34)

Îòìåòèì, ÷òî äèñïåðñèè (2.2.33) è (2.2.34) îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ áåç-
óñëîâíûìè, ïîñêîëüêó îíè íå çàâèñÿò îò R0, V0 è A0. Äèñïåðñèè ïðè
óñëîâèè àíîìàëüíîé îøèáêè ïðèâåäåíû â ôîðìóëå (2.2.32).

Ïåðåéäåì ê íàõîæäåíèþ óñëîâíûõ äèñïåðñèé ñ ó÷åòîì àíîìàëüíûõ
îøèáîê. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îöåíêè R. Èç ôîðìóë

B(R̂|R0, V0, A0) = D(R̂|R0, V0, A0) + b2(R̂|R0, V0, A0),

B0(R̂|R0, V0, A0) = D0(R̂|R0, V0, A0) + b2
0(R̂|R0, V0, A0),

Ba(R̂|R0, V0, A0) = Da(R̂|R0, V0, A0) + b2
a(R̂|R0, V0, A0).
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ñ ó÷åòîì ôîðìóë (2.2.31) èìååì

D(R̂|R0, V0, A0) = B(R̂|R0, V0, A0)− b2(R̂|R0, V0, A0) =

= P0B0(R̂|R0, V0, A0) + (1− P0)Ba(R̂|R0, V0, A0)−
− (

P0b0(R̂|R0, V0, A0) + (1− P0)ba(R̂|R0, V0, A0)
)2

=

= P0
(
D0(R̂|R0, V0, A0) + b2

0(R̂|R0, V0, A0)
)
+

+ (1− P0)
(
Da(R̂|R0, V0, A0) + b2

a(R̂|R0, V0, A0)
)−

− P 2
0 b2

0(R̂|R0, V0, A0)− P0(1− P0)b0(R̂|R0, V0, A0)ba(R̂|R0, V0, A0)−
− (1− P0)

2b2
a(R̂|R0, V0, A0) =

= P0D0(R̂|R0, V0, A0) + (1− P0)Da(R̂|R0, V0, A0)+

+ P0b
2
0(R̂|R0, V0, A0)− P 2

0 b2
0(R̂|R0, V0, A0)+

+ (1− P0)b
2
a(R̂|R0, V0, A0)− (1− P0)

2b2
a(R̂|R0, V0, A0)+

− P0(1− P0)b0(R̂|R0, V0, A0)ba(R̂|R0, V0, A0) =

= P0D0(R̂|R0, V0, A0) + (1− P0)Da(R̂|R0, V0, A0)+

+ P0(1− P0)b
2
0(R̂|R0, V0, A0) + P0(1− P0)b

2
a(R̂|R0, V0, A0)+

− P0(1− P0)b0(R̂|R0, V0, A0)ba(R̂|R0, V0, A0) =

= P0D0(R̂|R0, V0, A0) + (1− P0)Da(R̂|R0, V0, A0)+

+ P0(1− P0)
(
b0(R̂|R0, V0, A0)− ba(R̂|R0, V0, A0)

)2
=

(ñ ó÷åòîì ôîðìóë b0(R̂|R0, V0, A0) = R#−R0 è ba(R̂|R0, V0, A0) = Rpr−R0

ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:)

= P0D0(R̂|R0, V0, A0) + (1− P0)Da(R̂|R0, V0, A0)+

+ P0(1− P0)(R# −Rpr)
2.

Àíàëîãè÷íî âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû äëÿ óñëîâíûõ äèñïåðñèé îöåíîê ñêî-
ðîñòè è óñêîðåíèÿ ñ ó÷åòîì àíîìàëüíûõ îøèáîê. Èòàê, îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷àåì

D(R̂|R0, V0, A0) = P0D0(R̂|R0, V0, A0) + (1− P0)Da(R̂|R0, V0, A0) + P0(1− P0)(R# −Rpr)2,

D(V̂ |R0, V0, A0) = P0D0(V̂ |R0, V0, A0) + (1− P0)Da(V̂ |R0, V0, A0) + P0(1− P0)(V# − Vpr)2,

D(Â|R0, V0, A0) = P0D0(Â|R0, V0, A0) + (1− P0)Da(Â|R0, V0, A0) + P0(1− P0)(A# −Apr)2.
(2.2.35)

Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ñþäà íàäî ïîäñòàâèòü ïðåäñòàâëåíèÿ (2.2.32) è
(2.2.33).
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Òåïåðü ëåãêî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ óñëîâíûõ ðàññåÿíèé:

B(R̂|R0, V0, A0) = P0D0(R̂|R0, V0, A0) + (1− P0)Da(R̂|R0, V0, A0)+

+ R2
0 + R2

pr + P0
(
R2

# −R2
pr

)− 2R0
(
P0(R# −Rpr) + Rpr

)
,

B(V̂ |R0, V0, A0) = P0D0(V̂ |R0, V0, A0) + (1− P0)Da(V̂ |R0, V0, A0)+

+ V 2
0 + V 2

pr + P0
(
V 2

# − V 2
pr

)− 2V0
(
P0(V# − Vpr) + Vpr

)
,

B(Â|R0, V0, A0) = P0D0(Â|R0, V0, A0) + (1− P0)Da(Â|R0, V0, A0)+

+ A2
0 + A2

pr + P0
(
A2

# − A2
pr

)− 2A0
(
P0(A# − Apr) + Apr

)
.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå íåñìåùåííûõ îöåíîê (R# = R0, V# = V0 è A# = A0)
ýòè ôîðìóëû ïðèîáðåòàþò âèä

D(R̂|R0, V0, A0) = P0D0(R̂|R0, V0, A0) + (1− P0)Da(R̂|R0, V0, A0) + P0(1− P0)(Rpr −R0)2,

D(V̂ |R0, V0, A0) = P0D0(V̂ |R0, V0, A0) + (1− P0)Da(V̂ |R0, V0, A0) + P0(1− P0)(Vpr − V0)2,

D(Â|R0, V0, A0) = P0D0(Â|R0, V0, A0) + (1− P0)Da(Â|R0, V0, A0) + P0(1− P0)(Apr −A0)2,

b(R̂|R0, V0, A0) = (1− P0)(Rpr −R0),

b(V̂ |R0, V0, A0) = (1− P0)(Vpr − V0),

b(Â|R0, V0, A0) = (1− P0)(Apr −A0),

B(R̂|R0, V0, A0) = P0D0(R̂|R0, V0, A0) + (1− P0)Da(R̂|R0, V0, A0) + (1− P0)(Rpr −R0)2,

B(V̂ |R0, V0, A0) = P0D0(V̂ |R0, V0, A0) + (1− P0)Da(V̂ |R0, V0, A0) + (1− P0)(Vpr − V0)2,

B(Â|R0, V0, A0) = P0D0(Â|R0, V0, A0) + (1− P0)Da(Â|R0, V0, A0) + (1− P0)(Apr −A0)2.
(2.2.36)

Ôîðìóëà (2.2.36) ïîçâîëÿåò íàéòè â ÿâíîì âèäå áåçóñëîâíûå ðàññå-
ÿíèÿ. Ðàññ÷èòàåì, ê ïðèìåðó, B(R̂). Äëÿ ýòî óñðåäíèì B(R̂|R0, V0, A0)
ïî R0 ∈ [Rmin; Rmax], V0 ∈ [Vmin; Vmax] è A0 ∈ [Amin; Amax]. Ñëàãàåìûå
P0D0(R̂|R0, V0, A0) è (1 − P0)Da(R̂|R0, V0, A0) = ∆R2

pr/12 (ñì. ôîðìó-
ëó (2.2.32)) îò R0, V0 è A0 íå çàâèñÿò. Ïîýòîìó óñðåäíÿòü èõ íå íóæíî.
Óñðåäíèì òðåòüå ñëàãàåìîå. Ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèå äàëüíîñòè R0 ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì â [Rmin; Rmax], èìååì

〈(Rpr −R0)
2〉 =

1

∆Rpr

∫ Rmax

Rmin

(Rpr −R0)
2 dR0 =

=
1

∆Rpr

∫ Rmax

Rmin

(Rmax + Rmin

2
−R0

)2
dR0 =

1

∆Rpr

(Rmax −Rmin)
3

12
=

∆R2
pr

12
.

Àíàëîãè÷íî óñðåäíÿåì ðàññåÿíèÿ ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ. Îêîí÷àòåëüíî
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äëÿ áåçóñëîâíûõ ðàññåÿíèé ïîëó÷àåì

B(R̂) = 〈(R̂−R0)
2〉 = P0D0(R̂|R0, V0, A0) + (1− P0)∆R2

pr/6,

B(V̂ ) = 〈(V̂ − V0)
2〉 = P0D0(V̂ |R0, V0, A0) + (1− P0)∆V 2

pr/6, (2.2.37)
B(Â) = 〈(Â− A0)

2〉 = P0D0(Â|R0, V0, A0) + (1− P0)∆A2
pr/6,

ãäå äèñïåðñèè D0(·) îïðåäåëÿþòñÿ èç ôîðìóëû (2.2.33) (íàïîìíèì, ÷òî
îíè ÿâëÿþòñÿ áåçóñëîâíûìè), à

∆Rpr = Rmax −Rmin, ∆Vpr = Vmax − Vmin, ∆Apr = Amax − Amin.

Îáñóäèì, ÷òî ïðîèçîéäåò, åñëè ïðèåìíèê â òî÷íîñòè íàñòðîåí íà ôîð-
ìó èíòåíñèâíîñòè ðàññåÿííîãî ñèãíàëà, òî åñòü s1(t) = s0(t), è ν1 = ν.
Â òàêîì ñëó÷àå êâàçèïðàâäîïîäîáíàÿ îöåíêà ïåðåõîäèò â îöåíêó ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïîñêîëüêó îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé, èìååì (R#, V#, A#) = (R0, V0, A0).

Èíòåíñèâíîñòü ðàññåÿííîãî è îæèäàåìîãî ñèãíàëîâ ïðèíèìàåò âèä

s(t,
−→
l ) = s(t, R, V, A) =

=
N−1∑

k=0

s0
(
t− 2R/c− (k − µ)(1 + 2V/c)ϑ− A(k − µ)2ϑ2/c

)
.

Òîãäà, êàê óæå îòìå÷àëîñü ïðè âûâîäå ôîðìóëû (2.1.42),

M̂n =
N−1∑

k=0

αk(k − µ)n = α̂Mn, M̂ 0
n =

N−1∑

k=0

α0
k(k − µ)n = α̂Mn,

ãäå, êàê îáû÷íî, Mn çàäàíî ôîðìóëîé (1.1.13), à

α̂ =

∫ T

0

1

s0(t) + ν

[d s0(t)

dt

]2
dt.

Âûðàæåíèÿ (2.2.19), (2.2.21) è (2.2.20) äëÿ îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ ïðè-
íèìàþò âèä:

mS = N

∫ ∞

−∞
ln

(
1 + s0(t)/ν

)
s0(t) dt,

σ2
N = νN

∫ ∞

−∞
ln2(1 + s0(t)/ν

)
dt,

σ2
SN = νN

∫ ∞

−∞
ln2(1 + s0(t)/ν

)(
1 + s0(t)/ν

)
dt.
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Îòñþäà

κ2 =
σ2

N

σ2
SN

=

∫∞
−∞ ln2(1 + s0(t)/ν

)
dt∫∞

−∞ ln2(1 + s0(t)/ν
)(

1 + s0(t)/ν
)
dt

,

zS =
mS

σSN
=

√
N

∫∞
−∞ ln

(
1 + s0(t)/ν

)
s0(t) dt√

ν
∫∞
−∞ ln2(1 + s0(t)/ν

)(
1 + s0(t)/ν

)
dt

.

Ïðåäñòàâëåíèå (2.2.30) äëÿ ξ îñòàåòñÿ ïî÷òè ïðåæíèì

ξ =
Q

σ3
N

ϑ3

c3

N(N 2 − 1)

12

√
N(N 2 − 4)

15

[
1

ν

∫ T

0

( ds0(t)
dt

1 + s0(t)/ν

)2

dt

]3/2

,

ãäå
Q = (Rmax −Rmin)(Vmax − Vmin)(Amax − Amin).

Íåðàâåíñòâî (2.2.26) äëÿ îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ îñòàåòñÿ
âíåøíå ïðåæíèìè (åäèíèöà â îáîçíà÷åíèè Pα1 îçíà÷àåò, ÷òî ýòî âåðîÿò-
íîñòü äëÿ îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ):

Pa1 ≈ ξ1

(2π)2

(z2
S1 + 1)κ3

1 + κ1

(κ2
1 + 1)5/2 exp

[
− z2

S1

2(κ2
1 + 1)

]
. (2.2.38)

Â ôîðìóëàõ (2.2.34) äëÿ äèñïåðñèé ñ ó÷åòîì òîëüêî íàäåæíîé îöåíêè
èçìåíèòñÿ òîëüêî êîýôôèöèåíò:

D0(R̂|R0, V0, A0) = c2 1

4α

3

N(N4 − 5N2 + 4)

(
4(15µ4 + 30µ3 + 21µ2 + 6µ + 1) + 3N4−

− 12(2µ + 1)N3 + (84µ2 + 84µ + 17)N2 − 12(10µ3 + 15µ2 + 7µ + 1)N
)
,

D0(V̂ |R0, V0, A0) = c2 1

4ϑ2α

12(60µ2 + 60µ + 16N2 − 30(2µ + 1)N + 11)

N(N4 − 5N2 + 4)
,

D0(Â|R0, V0, A0) = c2 1

ϑ4α

180

N(N4 − 5N2 + 4)
.

Äèñïåðñèè ñ ó÷åòîì òîëüêî àíîìàëüíûõ îøèáîê çàäàþòñÿ ïðåæíèìè
ôîðìóëàìè (2.2.32). Òàêæå íå èçìåíèòñÿ âíåøíèé âèä ôîðìóë (2.2.36),
íî ïðè ýòîì âåëè÷èíà P0 (2.2.25) â íèõ áóäåò èìåòü äðóãîå çíà÷åíèå.

Âû÷èñëèì îòíîøåíèå
γ =

Pa

Pa1

äâóõ âåðîÿòíîñòåé àíîìàëüíûõ îøèáîê äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ: êâàçèïðàâäî-
ïîäîáíîé íåñìåùåííîé îöåíêè, ñì. (2.2.26),

Pa ≈ ξ

(2π)2

(z2
S + 1)κ3 + κ
(κ2 + 1)5/2 exp

[
− z2

S

2(κ2 + 1)

]
,
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è (åå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ) îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ñì. (2.2.38))

Pa1 ≈ ξ1

(2π)2

(z2
S1 + 1)κ3

1 + κ1

(κ2
1 + 1)5/2 exp

[
− z2

S1

2(κ2
1 + 1)

]
.

Èìååì

γ =
Pa

Pa1
=

ξ

ξ1

(z2
S + 1)κ3 + κ

(z2
S1 + 1)κ3

1 + κ1

(κ2
1 + 1)5/2

(κ2 + 1)5/2 exp
[ z2

S1

2(κ2
1 + 1)

− z2
S

2(κ2 + 1)

]
.

(2.2.39)
Âåëè÷èíà γ ïîêàçûâàåò, âî ñêîëüêî ðàç âîçðàñòàåò âåðîÿòíîñòü àíîìàëü-
íîé îøèáêè âñëåäñòâèå îòêëîíåíèÿ ôîðìû èíòåíñèâíîñòè ïðåäïîëàãàå-
ìîãî ñèãíàëà s1(t), äëÿ êîòîðîãî ñèíòåçèðîâàí àëãîðèòì êâàçèïðàâäîïî-
äîáíîé îöåíêè, îò ôîðìû èíòåíñèâíîñòè ïðèíèìàåìîãî ñèãíàëà s0(t).

Ðàññìîòðèì ÷èñëåííûå ïðèìåðû, äëÿ êîòîðûõ êîíêðåòèçèðóåì âûøå
èçëîæåííûå âûêëàäêè.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1.9, åñëè ôîðìà èíòåíñèâíîñòè ðàññåÿííîãî s0(t)
è îæèäàåìîãî s1(t) ñèãíàëîâ ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêîé èëè ëîðåíöîâñêîé:

s(t) = a exp
[
−π

2

( t

τ

)2]
, s(t) = a

[
1 +

(πt

2τ

)2]−1
,

òî êâàçèïðàâäîïîäîáíûå îöåíêè äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè è íåñìåùåííûìè. Çäåñü ïàðàìåòðû ïîäîáðàíû òàê,
÷òîáû τ ñîâïàäàëî ñ ýêâèâàëåíòíîé äëèòåëüíîñòüþ

∫ ∞

−∞
s2(t) dt/[max s(t)]2

ñèãíàëà.
Â äàëüíåéøåì ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà

s0(t) = a0 exp
[
−π

2

( t

τ0

)2]
, s1(t) = a1 exp

[
−π

2

( t

τ1

)2]
. (2.2.40)

èëè

s0(t) = a0

[
1 +

( πt

2τ0

)2]−1
, s1(t) = a1

[
1 +

( πt

2τ1

)2]−1
. (2.2.41)

Ðàññ÷èòàåì âåëè÷èíû α0, α, α̂, κ2, z2
S è ξ.

Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì. Ïðåäñòàâèì ñèãíàëû â âèäå

s0(t) = a0f0(t/τ0), s1(t) = a1f1(t/τ1),

ãäå ñèìâîëîì a0 îáîçíà÷åí ìàêñèìóì ñèãíàëà s0, à ñèìâîëîì a1 � ìàê-
ñèìóì ñèãíàëà s1 (òåì ñàìûì ìàêñèìóìû ôóíêöèé f0(t) è f1(t) ðàâíû
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åäèíèöå). Ââåäåì áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû (îòíîøåíèå ñèãíàë-ôîí è âðå-
ìÿ, íîðìèðîâàííîå íà äëèòåëüíîñòü)

q0 =
a0

ν
, q1 =

a1

ν1
, x =

t

τ1
, η =

τ1

τ0
.

Ïàðàìåòðû τ0 è τ1 âûáåðåì òàê, ÷òîáû ýíåðãèÿ ñèãíàëà áûëà åäèíè÷íîé:
∫ ∞

−∞
f 2

0 (x) dx = 1,

∫ ∞

−∞
f 2

1 (x) dx = 1.

Äëÿ ñèãíàëîâ Ãàóññà è Ëîðåíöà ýòî óñëîâèå ïðèâîäèò ê ôîðìóëàì

f(x) = exp
[
−π

2
x2

]
, f(x) =

[
1 +

(πx

2

)2]−1
,

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ôîðìóëàìè (2.2.40) è (2.2.41).
Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ

s0(t) = q0νf0(ηx), s1(t) = q1ν1f1(x).

Ïðè ýòîì îñíîâíûå âåëè÷èíû äëÿ õàðàêòåðèñòèê êâàçèïðàâäîïîäîáíîé
íåñìåùåííîé îöåíêè ïðèìóò âèä

α0 =
q2
1ν

τ1

∫ ∞

−∞

1 + q0f0(ηx)(
1 + q1f1(x)

)2

(
f ′1(x)

)2
dx,

α =
q0q1ν

τ0

∫ ∞

−∞

1

1 + q1f1(x)
f ′0(ηx) f ′1(x) dx,

α̂ =
q2
0ν

τ0

∫ ∞

−∞

1

1 + q0f0(x)

(
f ′0(x)

)2
dx,

σ2
N = νNτ1

∫ ∞

−∞
ln2(1 + q1f1(x)

)
dx,

σ2
SN = νNτ1

∫ ∞

−∞
ln2(1 + q1f1(x)

)(
1 + q0f0(ηx)

)
dt,

κ2 =
σ2

N

σ2
SN

=

∫∞
−∞ ln2(1 + q1f1(x)

)
dx∫∞

−∞ ln2(1 + q1f1(x)
)(

1 + q0f0(ηx)
)
dx

,

z2
S =

m2
S

σ2
SN

=
q2
0νNτ1

(∫∞
−∞ ln

(
1 + q1f1(x)

)
f0(ηx) dx

)2

∫∞
−∞ ln2(1 + q1f1(x)

)(
1 + q0f0(ηx)

)
dx

,

ξ =
Qϑ3

σ3
Nc3

N(N 2 − 1)

12

√
N(N 2 − 4)

15

[
q2
1ν

τ1

∫ ∞

−∞

(
f ′1(x)

1 + q1f1(x)

)2

dx

]3/2

.

(2.2.42)
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×òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ òåõ æå âåëè÷èí â ñëó÷àå îöåíêè ìàê-
ñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, íàäî âñå èíäåêñû 1 ó f , q è τ çàìåíèòü íà 0,
à òàêæå ïîëîæèòü η ðàâíîé åäèíèöå. Ýòî ïðèâåäåò ê ôîðìóëàì

α0
1 = α1 = α̂1 =

q2
0ν

τ0

∫ ∞

−∞

1

1 + q0f0(x)

(
f ′0(x)

)2
dx,

σ2
N1 = νNτ0

∫ ∞

−∞
ln2(1 + q0f0(x)

)
dx,

σ2
SN1 = νNτ0

∫ ∞

−∞
ln2(1 + q0f0(x)

)(
1 + q0f0(x)

)
dt,

κ2
1 =

σ2
N1

σ2
SN1

=

∫∞
−∞ ln2(1 + q0f0(x)

)
dx∫∞

−∞ ln2(1 + q0f0(x)
)(

1 + q0f0(x)
)
dx

,

z2
S1 =

m2
S1

σ2
SN1

=
q2
0νNτ0

(∫∞
−∞ ln

(
1 + q0f0(x)

)
f0(x) dx

)2

∫∞
−∞ ln2(1 + q0f0(x)

)(
1 + q0f0(x)

)
dx

,

ξ1 =
Qϑ3

σ3
N1c

3

N(N 2 − 1)

12

√
N(N 2 − 4)

15

[
q2
0ν

τ0

∫ ∞

−∞

(
f ′0(x)

1 + q0f0(x)

)2

dx

]3/2

.

(2.2.43)
Ïðåîáðàçóåì ôîðìóëû (2.2.42) äëÿ êâàçèïðàâäîïîäîáíîé íåñìåùåí-

íîé îöåíêè è ôîðìóëû (2.2.43) äëÿ îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ñëàáûõ ñèãíàëîâ, ò.å. a0 ¿ ν è a1 ¿ ν1. Ñ ýòîé öåëüþ
ïåðåéäåì â íèõ ê ïðåäåëó ïðè q0 → 0 è q1 → 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

α0 =
q2
1ν

τ1

∫ ∞

−∞

(
f ′1(x)

)2
dx,

α =
q0q1ν

τ0

∫ ∞

−∞
f ′0(ηx) f ′1(x) dx,

α̂ =
q2
0ν

τ0

∫ ∞

−∞

(
f ′0(x)

)2
dx,

σ2
N = σ2

SN = νNq2
1τ1

∫ ∞

−∞
f 2

1 (x) dx = νNq2
1τ1,

κ2 = 1,

z2
S =

q2
0νNτ1

(∫∞
−∞ f1(x)f0(ηx) dx

)2

∫∞
−∞

(
f1(x)

)2
dx

,

ξ =
Qϑ3

c3τ 3
1

√
(N 2 − 4)(N 2 − 1)2

2160

[∫ ∞

−∞

(
f ′1(x)

)2
dx

]3/2

,

(2.2.44)
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α0
1 = α1 = α̂1 =

q2
0ν

τ0

∫ ∞

−∞

(
f ′0(x)

)2
dx,

σ2
N1 = σ2

SN1 = νNq2
0τ0

∫ ∞

−∞
f 2

0 (x) dx = νNq2
0τ0,

κ2
1 = 1,

ξ1 =
Qϑ3

c3τ 3
0

N(N 2 − 1)

12

√
N(N 2 − 4)

15

[∫ ∞

−∞

(
f ′0(x)

)2
dx

]3/2

.

(2.2.45)

Óòî÷íèì ýòè ôîðìóëû äëÿ êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ (2.2.40) è (2.2.41).
Ïðîâåäåì âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïåðâîé ïàðû (2.2.40):

α0 =
πνq2

1

2τ1
,

α =

√
2πνq0q1τ0τ1

(τ 2
0 + τ 2

1 )3/2 ,

α̂ =
πνq2

0

2τ0
,

σ2
N = σ2

SN = νNq2
1τ1,

κ2 = 1,

z2
S = 2νNτ1,

ξ = π3/2Q
( 1

2Nτ 2
1

)3/2ϑ3

c3

N(N 2 − 1)

12

√
N(N 2 − 4)

15
.

Äëÿ âòîðîé ïàðû (2.2.41) ïîëó÷àåì:

α0 =
π2νq2

1

8τ1
,

α =
π2νq0q1τ0τ1

(τ0 + τ1)3 ,

α̂ =
π2νq2

0

8τ0
,

σ2
N = σ2

SN = νNq2
1τ1,

κ2 = 1,

z2
S = 4νNτ1,

ξ = π3Q
( 1

8Nτ 2
1

)3/2ϑ3

c3

N(N 2 − 1)

12

√
N(N 2 − 4)

15
.
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Äëÿ ñëó÷àÿ ñëàáûõ îïòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ (q0 ¿ 1 è q1 ¿ 1, κ = 1)
âåðîÿòíîñòü àíîìàëüíîé îøèáêè (ñì. ôîðìóëó (2.2.27))

Pa ≈ ξ

16
√

2π2
(z2

S + 2) exp
[
−z2

S

4

]

òàêæå óäàåòñÿ âû÷èñëèòü. Äëÿ ïåðâîé ïàðû (2.2.40):

Pa =
Q exp(−1

2νNτ1)

32
√

π
(νNτ1 + 1)

(
ν

Nτ 2
1

)3/2
ϑ3

c3

N(N 2 − 1)

12

√
N(N 2 − 4)

15
.

Äëÿ âòîðîé ïàðû (2.2.41):

Pa =
πQ exp(−νNτ1)

256
(2νNτ1 + 1)

(
ν

Nτ 2
1

)3/2
ϑ3

c3

N(N 2 − 1)

12

√
N(N 2 − 4)

15
.

Îòíîøåíèå âåðîÿòíîñòåé àíîìàëüíûõ îøèáîê Pa äëÿ ïåðâîé è âòîðîé
ïàð åñòü

8 exp(1
2νNτ1)(νNτ1 + 1)

π3/2(2νNτ1 + 1)
.

Ñ ðîñòîì νNτ1 ýòà âåëè÷èíà áûñòðî ðàñòåò (çà ñ÷åò ýêñïîíåíòû): ïðè
νNτ1 = 10 îíà ðàâíà 111, à ïðè νNτ1 = 20 � ðàâíà 16208. Òàêèì îáðà-
çîì, äëÿ ñèãíàëîâ Ëîðåíöà âåðîÿòíîñòü àíîìàëüíûõ îøèáîê ñóùåñòâåí-
íî ìåíüøå (ïðè ýòîì, êàê âèäíî èç ðåçóëüòàòà [125], äèñïåðñèè îò òèïà
ñèãíàëà � ãàóññîâñêîãî è ëîðåíöîâñêîãî � çàâèñÿò íå ñèëüíî).

Ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó (2.2.39) äëÿ ñëó÷àÿ ñëàáûõ ñèãíàëîâ (a0 ¿ ν

è a1 ¿ ν1). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âåëè÷èí (2.2.44) è (2.2.45) â ôîðìó-
ëó (2.2.39) îíà óïðîùàåòñÿ äî

γ =
Pa

Pa1
=

ξ

ξ1

z2
S + 2

z2
S1 + 2

exp
[z2

S1

4
− z2

S

4

]
.

Óïðîñòèì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ âõîäÿùåãî ñþäà âûðàæåíèÿ ξ
ξ1
:

ξ

ξ1
=

1

η3

[∫∞
−∞

(
f ′1(x)

)2
dx

∫∞
−∞

(
f ′0(x)

)2
dx

]3/2

.
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Ïðî÷èå ñîñòàâëÿþùèå ôîðìóëû (2.2.39) óïðîùàþòñÿ ìàëî:

z2
S + 2

z2
S1 + 2

=
q2
0νNτ1

(∫∞
−∞ f1(x)f0(ηx) dx

)2

+ 2

q2
0νNτ0 + 2

,

ξ

ξ1

z2
S + 2

z2
S1 + 2

=
1

η3

[∫∞
−∞

(
f ′1(x)

)2
dx

∫∞
−∞

(
f ′0(x)

)2
dx

]3/2
q2
0νNτ1

(∫∞
−∞ f1(x)f0(ηx) dx

)2

+ 2

q2
0νNτ0 + 2

,

z2
S1

4
− z2

S

4
=

1

4
q2
0νN

[
τ0 − τ1

(∫ ∞

−∞
f1(x)f0(ηx) dx

)2
]
.

Ó÷òåì, ÷òî N À 1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

ξ

ξ1

z2
S + 2

z2
S1 + 2

=
1

η3

[∫∞
−∞

(
f ′1(x)

)2
dx

∫∞
−∞

(
f ′0(x)

)2
dx

]3/2
q2
0νNτ1

(∫∞
−∞ f1(x)f0(ηx) dx

)2
+ 2

q2
0νNτ0 + 2

,

z2
S1

4
− z2

S

4
=

1

4
q2
0νNτ0

[
1− η

(∫ ∞

−∞
f1(x)f0(ηx) dx

)2
]
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ â ôîðìóëó (2.2.39), ïîëó÷àåì äëÿ ïðîèã-
ðûøà â âåëè÷èíå âåðîÿòíîñòè àíîìàëüíîé îøèáêè âûðàæåíèå

γ =
1

η3

[∫∞
−∞

(
f ′1(x)

)2
dx

∫∞
−∞

(
f ′0(x)

)2
dx

]3/2
ρz2

S1 + 2

z2
S1 + 2

exp
[1

4
z2
S1(1− ρ)

]
,

ãäå âåëè÷èíà
ρ = η

(∫ ∞

−∞
f1(x)f0(ηx) dx

)2

èìååò ñìûñë êâàäðàòà êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ìåæäó íîðìèðîâàííû-
ìè ôîðìàìè èíòåíñèâíîñòåé ðàññåÿííîãî f0(ηx) è îæèäàåìîãî ñèãíàëà
f1(x).

Âûïèøåì ôîðìóëû äëÿ âåëè÷èíû γ â äâóõ êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ � äëÿ
èìïóëüñîâ ñ ãàóññîâñêîé è ëîðåíöîâñêîé ôîðìàìè èíòåíñèâíîñòè. Ïðè-
íèìàåìàÿ è îæèäàåìàÿ ôîðìû èíòåíñèâíîñòè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî äëè-
òåëüíîñòüþ. Äëèòåëüíîñòü ó÷òåíà ïàðàìåòðîì η, òàê ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ
f0 = f1. Ïîýòîìó

γ =
Pa

Pa1
=

1

η3

ρz2
S1 + 2

z2
S1 + 2

exp
[1

4
z2
S1(1− ρ)

]
.
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Äëÿ ñèãíàëîâ ñ èíòåíñèâíîñòÿìè (2.2.40) âåëè÷èíà ρ îêàçûâàåòñÿ ðàâ-
íîé

ρ = η
(√

2

1 + η2

)2
=

2η

1 + η2 ,

à äëÿ γ ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

γ =
Pa

Pa1
=

1

η3

2η
1+η2z

2
S1 + 2

z2
S1 + 2

exp
[1

4
z2
S1

(1− η)2

1 + η2

]
.

Äëÿ ñèãíàëîâ ñ èíòåíñèâíîñòÿìè (2.2.41) âåëè÷èíà ρ îêàçûâàåòñÿ ðàâ-
íîé

ρ = η
( 2

1 + η

)2
=

4η

(1 + η)2 ,

à äëÿ γ ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

γ =
Pa

Pa1
=

1

η3

4η
(1+η)2z

2
S1 + 2

z2
S1 + 2

exp
[1

4
z2
S1

(1− η

1 + η

)2]
.

Íèæå íà ðèñ. 2.2.11 è 2.2.12 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ôóíêöèè γ = γ(η)
äëÿ ãàóññîâñêèõ è ëîðåíöîâñêèõ ñèãíàëîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé zS1.
Íà ýòèõ ãðàôèêàõ âèäíî, ÷òî åñëè äëèòåëüíîñòü τ1 ïðåäïîëàãàåìûõ èì-
ïóëüñîâ íåñêîëüêî áîëüøå äëèòåëüíîñòè τ0 ïðèíèìàåìûõ èìïóëüñîâ, òî
âåðîÿòíîñòü àíîìàëüíîé îøèáêè ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíüøå, ÷åì â ñëó-
÷àå èñïîëüçîâàíèÿ îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ýòî ÿâëåíèå
èìååò ñëåäóþùåå îáúÿñíåíèå. Ïðè óâåëè÷åíèè äëèòåëüíîñòè îæèäàåìûõ
èìïóëüñîâ ïî îòíîøåíèþ ê èìïóëüñàì ïðèíèìàåìûì ñóæàåòñÿ ïîëîñà
÷àñòîò øóìîâîé ôóíêöèè. Ïðè ýòîì ïðè íåáîëüøîì ðàçëè÷èè ôîðì îæè-
äàåìîãî è ïðèíèìàåìîãî èìïóëüñîâ ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ñèãíàëüíîé
ôóíêöèè ìîæåò íå ïðîèñõîäèòü. Ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â ñîõðàíåíèè âåëè÷è-
íû ÎÑØ íà âûõîäå êâàçèïðàâäîïîäîáíîãî ïðèåìíèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ
ïðèåìíèêîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ è óìåíüøåíèè ïðèâåäåííîãî
îáúåìà àïðèîðíîé îáëàñòè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ÷òî ïðè-
âîäèò ê óìåíüøåíèþ âåðîÿòíîñòè àíîìàëüíîé îøèáêè ïðè íåáîëüøîì
óâåëè÷åíèè äëèòåëüíîñòè îæèäàåìîãî ñèãíàëà. Îäíàêî, ïðè äàëüíåéøåì
óâåëè÷åíèè äëèòåëüíîñòè îæèäåàåìûõ èìïóëüñîâ âåðîÿòíîñòü àíîìàëü-
íîé îøèáêè óâåëè÷èâàåòñÿ âñëåäñòâèå óìåíüøåíèÿ ÎÑØ íà âûõîäå êâà-
çèïðàâäîïîäîáíîãî ïðèåìíèêà.
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Ðèñ. 2.2.11: Ãðàôèê ôóíêöèè γ = γ(η) äëÿ çíà÷åíèé zS1 = 8 è zS1 = 12. Ñïëîøíûå
ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò ãàóññîâñêèì ñèãíàëàì f0 è f1, à ïóíêòèðíûå � ëîðåíöåâñêèì
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Ðèñ. 2.2.12: Ãðàôèê ôóíêöèè γ = γ(η) äëÿ çíà÷åíèé zS1 = 8 è zS1 = 12. Ñïëîø-
íûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò f0 ëîðåíöåâñêîìó è f1 ãàóññîâñêîìó ñèãíàëó, à øòðèõ-
ïóíêòèðíûå � íàîáîðîò
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2.3 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû
1. Ñ ó÷åòîì àíîìàëüíûõ îøèáîê íàéäåíû õàðàêòåðèñòèêè ïðåäëî-

æåííîãî êâàçèïðàâäîïîäîáíîãî àëãîðèòìà îöåíêè, ñèíòåçèðîâàííîãî äëÿ
ïðåäïîëàãàåìîé ôîðìû èíòåíñèâíîñòè èìïóëüñà, â îáùåì ñëó÷àå îòëè-
÷àþùåéñÿ îò äåéñòâèòåëüíîé ôîðìû ïðèíèìàåìîãî èìïóëüñà.

2. Êâàçèïðàâäîïîäîáíûé ïðèåìíèê â óñëîâèÿõ àïðèîðíîé ïàðàìåò-
ðè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè íå òðåáóåò îïðåäåëåíèÿ îöåíîê íåèíôîðìà-
òèâíûõ ïàðàìåòðîâ â îòëè÷èå îò ïðèåìíèêà, îñóùåñòâëÿþùåãî îöåíêó
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü
òåõíè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ ïðèåìíèêà. Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå ìåäëåí-
íûõ ôëóêòóàöèé ïðè íàëè÷èè p íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ ïðèåì-
íèê, îñóùåñòâëÿþùèé îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ïðîèçâî-
äèò ôîðìèðîâàíèå è ïîèñê ïîëîæåíèÿ ìàêñèìóìà ëîãàðèôìà ôóíêöè-
îíàëà îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ êàê ôóíêöèè 3 + p àðãóìåíòîâ, â òî
âðåìÿ êàê êâàçèïðàâäîïîäîáíûé ïðèåìíèê ïðîèçâîäèò ïîèñê ïîëîæåíèÿ
ìàêñèìóìà ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè êàê ôóíêöèè 3 àðãóìåíòîâ.

3. Êâàçèïðàâäîïîäîáíûå îöåíêè ìîãóò áûòü íåñîñòîÿòåëüíûìè. Âåëè-
÷èíà ñìåùåíèÿ îöåíîê çàâèñèò îò ðàçëè÷èÿ ìåæäó ôîðìàìè èíòåíñèâ-
íîñòè ïðåäïîëàãàåìûõ è ðàññåÿííûõ èìïóëüñîâ. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ôîðìó èíòåíñèâíîñòè èìïóëüñîâ, êîòîðûå
îáåñïå÷èâàþò ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè.

4. Âåðîÿòíîñòü àíîìàëüíûõ îøèáîê áûñòðî âîçðàñòàåò ïðè óìåíüøå-
íèè îòíîøåíèÿ ñèãíàë-øóì. Ïîýòîìó, çàäàâøèñü íåêîòîðîé êðèòè÷åñêîé
âåðîÿòíîñòüþ àíîìàëüíûõ îøèáîê, óäàåòñÿ ðàññ÷èòàòü ïîðîãîâîå çíà÷å-
íèå îòíîøåíèÿ ñèãíàë-øóì, ïðè ïðåâûøåíèè êîòîðîãî îöåíêó ìîæíî
ñ÷èòàòü íàäåæíîé.

5. Ïðè íàñòðîéêå êâàçèïðàâäîïîäîáíîãî ïðèåìíèêà íà èìïóëüñû íå-
ñêîëüêî áîëüøåé äëèòåëüíîñòè, ÷åì ðàññåÿííûå, âåðîÿòíîñòü àíîìàëü-
íîé îøèáêè ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíüøå, ÷åì äëÿ ïðèåìíèêà ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ. Ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî îòíîøåíèå ñèãíàë-øóì
íà âûõîäå êâàçèïðàâäîïîäîáíîãî ïðèåìíèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðèåìíè-
êîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ íåñóùåñòâåííî, â òî
âðåìÿ êàê ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå ïðèâåäåííîãî îáúåìà àïðèîðíîé øó-
ìîâîé îáëàñòè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê óìåíü-
øåíèþ âåðîÿòíîñòè àíîìàëüíîé îøèáêè. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè
äëèòåëüíîñòè èìïóëüñîâ âåðîÿòíîñòü àíîìàëüíîé îøèáêè óâåëè÷èâàåò-
ñÿ âñëåäñòâèå óìåíüøåíèÿ îòíîøåíèÿ ñèãíàë-øóì.



Ãëàâà 3

Êâàçèîïòèìàëüíûå îöåíêè
ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ïî ëàçåðíûì
èçìåðåíèÿì äàëüíîñòè

3.1 Êâàçèîïòèìàëüíûå îöåíêè â óñëîâèÿõ âûñîêîé
àïðèîðíîé òî÷íîñòè è èõ ñâîéñòâà

Â ãëàâàõ 1 è 2 áûëè ðàññìîòðåíû àëãîðèòìû îöåíêè äàëüíîñòè, ñêî-
ðîñòè è óñêîðåíèÿ â óñëîâèÿõ àïðèîðíîé íåîïðåäåëåííîñòè îòíîñèòåëüíî
ôîðìû è ïàðàìåòðîâ ïðèíèìàåìûõ èìïóëüñîâ. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòè
àëãîðèòìû õîòÿ è ÿâëÿþòñÿ, êàê ïðàâèëî, àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíû-
ìè, ïðåäïîëàãàþò ïîñòðîåíèå ìíîãîêàíàëüíîãî ïðèåìíèêà � â ñëó÷àå
ïðèåìíèêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ìíîãîêàíàëüíîãî ïî äàëüíî-
ñòè, ñêîðîñòè, óñêîðåíèþ è íåèíôîðìàòèâíûì ïàðàìåòðàì, à â ñëó÷àå
êâàçèïðàâäîïîäîáíîãî ïðèåìíèêà � òîëüêî ïî ïàðàìåòðàì äâèæåíèÿ. Â
ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñèíòåç áîëåå ïðîñòûõ ñ òî÷êè çðå-
íèÿ àïïàðàòóðíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ îöåíêè äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è
óñêîðåíèÿ. Îäèí èç òàêèõ àëãîðèòìîâ ïðåäëîæåí íèæå.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå îáñóæäàåòñÿ êâàçèîïòèìàëüíûé àëãîðèòì îöåíêè
ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèé óïðîñòèòü àïïàðàòóðíóþ ðåàëèçà-
öèþ ïðèåìíèêà äî îäíîêàíàëüíîãî âàðèàíòà è ðàáîòàþùåãî â óñëîâèÿõ
àïðèîðíîé íåîïðåäåëåííîñòè îòíîñèòåëüíî ôîðìû è ïàðàìåòðîâ ïðèíè-
ìàåìûõ èìïóëüñîâ.

Êâàçèîïòèìàëüíûé ìåòîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïðèåìíèêå ïðîâîäèòñÿ
îöåíêà íå íåïîñðåäñòâåííî ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ R, V è A, à âðåìåí λk

ïðèõîäà îòäåëüíûõ èìïóëüñîâ. Ïîñëå ýòîãî ðàññ÷èòûâàåòñÿ îöåíêà èí-
òåðåñóþùèõ ïàðàìåòðîâ R, V è A. Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû λk îöåíèâàþòñÿ
ïî ìåðå ïîñòóïëåíèÿ èìïóëüñîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ýòî ïîçâîëÿåò äëÿ
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èõ îöåíêè èñïîëüçîâàòü îäèí è òîò æå êàíàë è òåì ñàìûì ñóùåñòâåííî
óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî êàíàëîâ â ïðèåìíèêå.

Áóäåì, êàê è ðàíåå, ñ÷èòàòü, ÷òî ôîðìà èíòåíñèâíîñòè ðàññåÿííîãî
ñèãíàëà èìååò âèä (2.1.1), à ôîðìà èíòåíñèâíîñòè îæèäàåìîãî ñèãíà-
ëà èìååò âèä (2.1.2). Êàê è ðàíåå, ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì óñëî-
âèå (1.1.3), à òàêæå ÷òî èíòåðâàë íàáëþäåíèÿ [0, T ] áîëüøå äëèòåëüíî-
ñòè âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ, ò.å. T > Nϑ, ïðè÷åì
âåëè÷èíà ñêâàæíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ìåíåå äâóõ, òàê ÷òî îòäåëü-
íûå èìïóëüñû íå ïåðåêðûâàþòñÿ.

Ââåäåì ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿ, èìåþùèå ñìûñë âðåìåííûõ ïîëî-
æåíèé èìïóëüñîâ:

λk = 2R/c + (k − µ)(1 + 2V/c)ϑ + A(k − µ)2ϑ2/c,

λ0k = 2R0/c + (k − µ)(1 + 2V0/c)ϑ + A0(k − µ)2ϑ2/c.
(3.1.1)

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñèãíàëû (2.1.1) è (2.1.2) ïðèíèìàþò âèä

s(t, R0, V0, A0) = s(t,
−→
l0 ) =

N−1∑

k=0

s0(t− λ0k),

s1 N(t, R, V,A) = s1 N(t,
−→
l ) =

N−1∑

k=0

s1(t− λk).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçâåñòíû èíòåðâàëû âðåìåíè [tk−1, tk], â êîòîðûõ ëî-
êàëèçîâàíû ñèãíàëû s0

(
t− λ0k

)
è s1

(
t− λk

)
.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ êâàçèîïòèìàëüíûì ìåòîäîì îöåíêè ïàðàìåòðîâ, ÷òî-
áû îöåíèòü âðåìåííûå ïîëîæåíèÿ λ0k ðàññ÷èòûâàåòñÿ ðåøàþùàÿ ñòàòè-
ñòèêà äëÿ êàæäîãî èìïóëüñà

Lk(λk) =

∫ tk

tk−1

ln
(
1 + s1(t− λk)/ν1

)
dπ(t)−

∫ tk

tk−1

s1(t− λk) dt. (3.1.2)

Â êà÷åñòâå îöåíîê âðåìåííûõ ïîëîæåíèé λ0k îòäåëüíûõ èìïóëüñîâ èñ-
ïîëüçóþòñÿ ïîëîæåíèÿ íàèáîëüøèõ ìàêñèìóìîâ ýòèõ ðåøàþùèõ ñòàòè-
ñòèê

λ̂k = arg sup Lk(λk), λk ∈ [Λk min, Λk max], (3.1.3)
ãäå ãðàíèöû àïðèîðíîãî èíòåðâàëà [Λk min, Λk max] âîçìîæíûõ çíà÷åíèé
âðåìåíè ïðèõîäà k-ãî èìïóëüñà λk íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

Λk min =

{
2Rmin/c + (k − µ)(1 + 2Vmin/c)ϑ + Amin(k − µ)2ϑ2/c ïðè k > µ,

2Rmin/c + (k − µ)(1 + 2Vmax/c)ϑ + Amin(k − µ)2ϑ2/c ïðè k ≤ µ.

Λk max =

{
2Rmax/c + (k − µ)(1 + 2Vmax/c)ϑ + Amax(k − µ)2ϑ2/c ïðè k > µ,

2Rmax/c + (k − µ)(1 + 2Vmin/c)ϑ + Amax(k − µ)2ϑ2/c ïðè k ≤ µ.
(3.1.4)
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Îòìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå îæèäàåìîãî ñèãíàëà äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðà
λk èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îäèí èìïóëüñ, âñëåäñòâèå ÷åãî èíòåãðèðîâàíèå
â (3.1.2) ïðîâîäèòñÿ ïî èíòåðâàëó [tk−1, tk] íàáëþäåíèÿ ýòîãî k-ãî èìïóëü-
ñà. Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó âíå èíòåðâàëà [tk−1, tk] ñèãíàëû s0

(
t − λ0k

)
è s1

(
t − λk

)
çàâåäîìî ðàâíû íóëþ è ïîýòîìó ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíê-

öèè òîæå ðàâíû íóëþ, ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ðàñøèðèòü
äî âñåé äåéñòâèòåëüíîé îñè.

×òîáû ðàññ÷èòàòü õàðàêòåðèñòèêè îöåíêè ïàðàìåòðà λ0k, ïðåäñòàâèì
ðåøàþùóþ ñòàòèñòèêó (3.1.2) â âèäå

Lk(λk) = Ŝ(λ0k, λk) + N̂(λk) + C. (3.1.5)

Çäåñü ñèãíàëüíàÿ ôóíêöèÿ Ŝ(λ0k, λk) îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

Ŝ(λ0k, λk) = 〈Lk(λk)〉 − C,

ãäå ñèìâîëîì 〈·〉 îáîçíà÷åíî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî ïðèíèìàåìàÿ ðåàëèçàöèÿ π(t) ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ λ0k ïàðà-
ìåòðà λk ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà ñ èíòåíñèâíîñòüþ βk(t) = s0(t−λk)+ν,
à âåëè÷èíà C çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

C = ν

∫ tk

tk−1

ln
(
1 + s1(t− λk)/ν1

)
dt−

∫ tk

tk−1

s1(t− λk) dt,

êîòîðîå îïðåäåëÿåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè
(3.1.5) ïðè îòñóòñòâèè ïîëåçíîãî ñèãíàëà. Ïàðàìåòð âðåìåííîãî ïîëî-
æåíèÿ λk íåýíåðãåòè÷åñêèé, ïîýòîìó âåëè÷èíà C íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ
îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà λk. Êðîìå òîãî, òàê êàê ýíåðãèÿ èìïóëüñà íå
çàâèñèò îò åãî íîìåðà, äðóãèìè ñëîâàìè, ýíåðãèè âñåõ èìïóëüñîâ îæèäà-
åìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî âåëè÷èíà C íå çàâèñèò
è îò k. Â ñîîòâåòñòâèè ñ [12, ôîðìóëà (3.7.4)] äëÿ ñèãíàëüíîé ôóíêöèè
èìååì ïðåäñòàâëåíèå

Ŝ(λ0k, λk) =

∫ tk

tk−1

ln
(
1 + s1(t− λk)/ν1

)
s0(t− λ0k) dt. (3.1.6)

Ïîëàãàåì, ÷òî ñèãíàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò ëèøü îäèí ÿðêî âûðàæåííûé
ìàêñèìóì â òî÷êå λ0k.

Øóìîâàÿ ôóíêöèÿ N̂(λk) åñòü îòêëîíåíèå ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè îò
åå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ èìååì

N̂(λk) = Lk(λk)− Ŝ(λ0k, λk)− C.
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Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå øóìîâîé ôóíêöèè ðàâíî íóëþ. Âûðàæåíèå
äëÿ øóìîâîé ôóíêöèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

N̂(λk) =

∫ tk

tk−1

ln
(
1 + s1(t− λk)/ν1

)(
π′(t)− s0(t− λ0k)

)
dt. (3.1.7)

Â ñèëó [12, ôîðìóëà (3.7.27)] êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ øóìîâîé ôóíê-
öèè ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

Bk SN(λ1k, λ2k) = 〈N̂(λ1k)N̂(λ2k)〉 =

=

∫ tk

tk−1

ln
(
1 + s1(t− λ1k)/ν1

)
ln

(
1 + s1(t− λ2k)/ν1

)(
s0(t− λ0k) + ν

)
dt.

(3.1.8)

Â ÷àñòíîñòè, äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû L(λk) è åå öåíòðèðîâàííîãî
âàðèàíòà N̂(λk) ðàâíà

D
(
L(λk)

)
=

∫ tk

tk−1

ln2(1 + s1(t− λk)/ν1
)(

s0(t− λ0k) + ν
)
dt. (3.1.9)

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôîðìû èíòåíñèâíîñòè
ïðèíèìàåìûõ è îæèäàåìûõ èìïóëüñîâ òàêîâû, ÷òî ïîëîæåíèå ìàêñè-
ìóìà λk# ñèãíàëüíîé ôóíêöèè (3.1.6) ñîâïàäàåò ñ èñòèííûì çíà÷åíèåì
âðåìåííîãî ïîëîæåíèÿ λ0k. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåì, ÷òîáû ìàêñèìóìû s0

è s1 íàõîäèëèñü â îäíîé è òîé æå òî÷êå t0 è áûëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ
òåîðåìû 2.1.9.

Îáîçíà÷èì

mk S = max
λk

Ŝ(λ0k, λk) = Ŝ(λ0k, λ0k) =

=

∫ +∞

−∞
ln

(
1 + s1(t)/ν1

)
s0(t) dt,

(3.1.10)

σ2
k SN = Bk SN(λ0k, λ0k) =

=

∫ +∞

−∞
ln2(1 + s1(t)/ν1

)(
s0(t) + ν

)
dt,

(3.1.11)

ãäå ñèìâîë 〈·〉 îçíà÷àåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Ââåäåì â ðàññìîòðå-
íèå îòíîøåíèå ñèãíàë-øóì

zkS =
mk S

σk SN
=

Ŝ(λ0k, λ0k)√
Bk SN(λ0k, λ0k)

(3.1.12)
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è îáðàòíóþ ê íåìó âåëè÷èíó

ε =
1

zkS
.

Îïðåäåëèì íîðìèðîâàííûå ñèãíàëüíóþ è øóìîâóþ ôóíêöèè ïî ôîðìó-
ëàì

S(λ0k, λk) =
1

mk S
Ŝ(λ0k, λk),

N(λk) =
1

σk SN
N̂(λk).

Ðåøàþùàÿ ñòàòèñòèêà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íèõ ïî ôîðìóëå

L(λk) = Ŝ(λ0k, λk) + N̂(λk) = mk S S(λ0k, λk) + σk SN N(λk) =

= mk S

(
S(λ0k, λk) + εN(λk)

)
.

Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíò mk S ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, âìåñòî ïîëîæåíèÿ
ìàêñèìóìà L(λk) (3.1.5) ìîæíî èñêàòü ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà íîðìèðî-
âàííîé ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè

M(λk) = S(λ0k, λk) + εN(λk). (3.1.13)

Íîðìèðîâàííûå ôóíêöèè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

max
λk

S(λ0k, λk) = S(λ0k, λ0k) = 1,

〈N 2(λ0k)〉 = 1.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îòíîøåíèå ñèãíàë-øóì (3.1.12) äîñòàòî÷íî âåëèêî,
òàê ÷òî êâàçèïðàâäîïîäîáíàÿ îöåíêà (3.1.3) îáëàäàåò âûñîêîé àïîñòåðè-
îðíîé òî÷íîñòüþ [55].

Íàïîìíèì, ÷òî êà÷åñòâå îöåíêè λ̂k çíà÷åíèÿ λ0k áåðåòñÿ òî÷êà ìàê-
ñèìóìà (íîðìèðîâàííîé) ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè (3.1.13). Â òî÷êå ìàêñè-
ìóìà ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íîëü. Óðàâíåíèå
ïðàâäîïîäîáèÿ

[
dS(λ0k, λk)

dλk
+ ε

dN(λk)

dλk

]

λk=λ̂k

= 0 (3.1.14)

áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ λ̂k. Ïðè ôèê-
ñèðîâàííîé ðåàëèçàöèè ïðèíÿòîãî ñèãíàëà π(t) ôóíêöèè S(λ0k, λk) è
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N(λk) ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü çàäàííûìè. Î÷åâèäíî, ðåøåíèå λ̂k óðàâíå-
íèÿ (3.1.14) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïàðàìåòðà ε. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíê-
öèè S(λ0k, λk) è N(λk) äèôôåðåíöèðóåìû (òàêóþ ñèòóàöèþ, êàê îòìå÷à-
ëîñü â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, íàçûâàþò [87] ðåãóëÿðíûì ñëó÷àåì). Èñêàòü
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ áóäåì â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ε, à èìåííî, λ̂k áóäåì
èñêàòü â âèäå

λ̂k = λ0k + ελ1k + o(ε). (3.1.15)
Â ýòîé ôîðìóëå o(ε) � âåëè÷èíà áîëüøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì ε, ïðè
ε → 0.

Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.1.14), ðàçëîæèì ïî
ôîðìóëå Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì ε äî ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè:

[dS(λ0k, λk)

dλk
+ ε

dN(λk)

dλk

]
λk=λ0k

+

+ ε
[d2S(λ0k, λk)

dλ2
k

+ ε
d2N(

−→
l )

dλ2
k

]
λk=λ0k

λ1k + o(ε) = 0.

Ðàñêðîåì ñêîáêè è îñòàâèì òîëüêî ÷ëåíû ïîðÿäêà ε:
[dS(λ0k, λk)

dλk

]
λk=λ0k

+ε
[dN(λk)

dλk

]
λk=λ0k

+ε
[d2S(λ0k, λk)

dλ2
k

]
λk=λ0k

λ1k+o(ε) = 0.

Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε:
[∂S(λ0k, λk)

∂λk

]
λk=λ0k

= 0, (3.1.16)
[dN(λk)

dλk

]
λk=λ0k

+
[∂2S(λ0k, λk)

∂λ2
k

]
λk=λ0k

λ1k = 0. (3.1.17)

Ðàâåíñòâî (3.1.16) âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó λ0k � òî÷êà ìàêñèìóìà.
Èç óðàâíåíèÿ (3.1.17) ïîëó÷àåì

λ1k = −

[
dN(λk)

dλk

]
λk=λ0k[

∂2S(λ0k,λk)
∂λ2

k

]
λk=λ0k

. (3.1.18)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îöåíêè λ̂k ïàðàìåòðà λ0k ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

λ̂k = λ0k −
ε
[

dN(λk)
dλk

]
λk=λ0k[

∂2S(λ0k,λk)
∂λ2

k

]
λk=λ0k

. (3.1.19)
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Çäåñü â ñèëó ôîðìóë (3.1.7) è N(λk) = 1
σk SN

N̂(λk) ÷èñëèòåëü äîïóñêàåò
ïðåäñòàâëåíèå

n =
dN(λk)

dλk

∣∣∣
λk=λ0k

=
1

σk SN

∫ tk

tk−1

ds1(t− λk)

dλk

∣∣∣
λk=λ0k

π′(t)− s0(t− λ0k)− ν

s1(t− λ0k) + ν1

dt =

= − 1

σk SN

∫ tk

tk−1

ds1(t− λk)

dt

∣∣∣
λk=λ0k

π′(t)− s0(t− λ0k)− ν

s1(t− λ0k) + ν1

dt =

= − 1

σk SN

∫ +∞

−∞

ds1

dt
(t)

π′(t)− s0(t)− ν

s1(t) + ν1

dt.

(3.1.20)

Èç ôîðìóëû (3.1.20), [12, ôîðìóëà (3.7.27)] è èçâåñòíîé ôîðìóëû
〈π′(t)−s0(t, λ0k)−ν〉 = 0 äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïóàññîíîâñêîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà n èìååò íóëåâîå ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñìåùåíèå âåëè÷èíû λ̂k îòíîñèòåëüíî
λ0k ðàâíî íóëþ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè.

Ðàññ÷èòàåì âòîðóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ íîðìèðîâàííîé ñèãíàëüíîé
ôóíêöèè â òî÷êå èñòèííîãî çíà÷åíèÿ âðåìåííîãî ïîëîæåíèÿ λ0k. Äëÿ
ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (3.1.6). Èìååì

∂ Ŝ(λ0k, λk)

∂λk

= −
∫ tk

tk−1

s0(t− λ0k) + ν

s1(t− λk) + ν1

ds1

dt
(t− λk) dt,

∂2 Ŝ(λ0k, λk)

∂λ2
k

=

∫ tk

tk−1

s0(t− λ0k) + ν

(s1(t− λk) + ν1)2

(ds1

dt
(t− λk)

)2

dt−

−
∫ tk

tk−1

s0(t− λ0k) + ν

s1(t− λk) + ν1

d2s1

dt2
(t− λk) dt =

=

∫ tk

tk−1

s0(t− λ0k) + ν

(s1(t− λk) + ν1)2

(d s1

dt
(t− λk)

)2

dt+

+

∫ tk

tk−1

d

dt

(s0(t− λ0k) + ν

s1(t− λk) + ν1

) ds1

dt
(t− λk) dt =

=

∫ tk

tk−1

1

s1(t− λk) + ν1

d s0

dt
(t− λ0k)

ds1

dt
(t− λk) dt,

∂2 S(λ0k, λk)

∂λ2
k

∣∣∣
λk=λ0k

=
1

mk S

∫ tk

tk−1

1

s1(t− λ0k) + ν1

d s0

dt
(t− λ0k)

ds1

dt
(t− λ0k) dt =

=
1

mk S

∫ +∞

−∞

1

s1(t) + ν1

d s0

dt
(t)

ds1

dt
(t) dt. (3.1.21)

Çäåñü ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ çàìåíåíû íà áåñêîíå÷íûå, ïîñêîëüêó âíå
íåáîëüøèõ èíòåðâàëîâ èìïóëüñû s0(t) è s1(t) ðàâíû íóëþ.
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Äàëåå â ñèëó ôîðìóë (3.1.18), (3.1.20) è (3.1.21) ïîëó÷àåì

λ1k = −

[
dN(λk)

dλk

]
λk=λ0k[

∂2S(λ0k,λk)

∂λ2
k

]
λk=λ0k

=

1
σk SN

∫ tk
tk−1

ds1

dt
(t− λ0k)

π′(t)−s0(t−λ0k)−ν
s1(t−λ0k)+ν1

dt

1
mk S

∫ tk
tk−1

1
s1(t−λ0k)+ν1

d s0

dt
(t− λ0k)

ds1

dt
(t− λ0k) dt

=

=
1

ε

∫ tk
tk−1

ds1

dt
(t− λ0k)

π′(t)−s0(t−λ0k)−ν
s1(t−λ0k)+ν1

dt
∫ tk

tk−1

1
s1(t−λ0k)+ν1

d s0

dt
(t− λ0k)

ds1

dt
(t− λ0k) dt

. (3.1.22)

Íàïîìíèì, ÷òî λ1k ðàâíÿåòñÿ λ̂k ìèíóñ åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
λ0k. Ñëåäîâàòåëüíî, äèñïåðñèè îöåíêè λ̂k è âåëè÷èíû λ1k ÿâëÿþòñÿ îäíîé
è òîé æå âåëè÷èíîé.

Âûïèøåì âûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû λ̂k. Ïî îïðå-
äåëåíèþ

D(λ̂k) = ε2

〈 [
dN(λk)

dλk

]
λk=λ0k[

∂2S(λ0k,λk)
∂λ2

k

]
λk=λ0k

[
dN(λk)

dλk

]
λk=λ0k[

∂2S(λ0k,λk)
∂λ2

k

]
λk=λ0k

〉
=

=
ε2

[
∂2S(λ0k,λk)

∂λ2
k

]2

λk=λ0k

〈[dN(λk)

dλk

]
λk=λ0k

[dN(λk)

dλk

]
λk=λ0k

〉
.

Â ñèëó ôîðìóë (3.1.20) è (3.1.21), à òàêæå [12, ôîðìóëà (3.7.27)] ýòî
ìîæíî ïðîäîëæèòü òàê:

D(λ̂k) =
ε2

σ2
k SN

1[
∂2S(λ0k,λk)

∂λ2
k

]2

λk=λ0k

tk∫

tk−1

s0(t− λ0k) + ν[
s1(t− λ0k) + ν1

]2

[ds1

dt
(t− λ0k)

]2
dt =

=
1[

∂2Ŝ(λ0k,λk)
∂λ2

k

]2

λk=λ0k

∫ tk

tk−1

s0(t− λ0k) + ν(
s1(t− λ0k) + ν1

)2

[ds1

dt
(t− λ0k)

]2
dt =

=

tk∫
tk−1

s0(t−λ0k)+ν(
s1(t−λ0k)+ν1

)2

(
ds1

dt (t− λ0k)
)2

dt

[∫ tk
tk−1

1
s1(t−λ0k)+ν1

d s0

dt (t− λ0k)
ds1

dt (t− λ0k) dt
]2 .

Âûïîëíÿÿ ëèíåéíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ, ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå

D(λ̂k) =

∫ +∞
−∞

s0(t)+ν(
s1(t)+ν1

)2

(
ds1(t)

dt

)2
dt

(∫ +∞
−∞

1
s1(t)+ν1

d s0(t)
dt

ds1(t)
dt dt

)2 =
α0

α2 , (3.1.23)
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ãäå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ (2.1.40) è (2.1.41) èç ãëàâû 2. Ïðåäåëû èí-
òåãðèðîâàíèÿ çäåñü âíîâü çàìåíåíû íà áåñêîíå÷íûå, ïîñêîëüêó âíå ìà-
ëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ, ãäå ñîñðåäîòî÷åíû èìïóëüñû s0(t) è s1(t), ïîäûí-
òåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ.

Êàê âèäíî èç ôîðìóëû (3.1.23), äèñïåðñèÿ îöåíêè âðåìåííîãî ïîëî-
æåíèÿ D(λ̂k) ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò k.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè s1(t) = s0(t) è ν1 = ν, òî ôîðìóëà (3.1.23) ïðèîá-
ðåòàåò âèä

D(λ̂k) =
1

α0
, (3.1.24)

ãäå
α0 =

∫ +∞

−∞

1

s0(t) + ν

[ds0(t)

dt

]2
dt. (3.1.25)

Ðàñïðåäåëåíèå ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè Lk(λk) ìîæíî àïïðîêñèìèðî-
âàòü ãàóññîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå [12]

ν min(τ0, τ1) À 1, (3.1.26)

ãäå τ0 è τ1 � ýêâèâàëåíòíûå äëèòåëüíîñòè èìïóëüñîâ ïðèíèìàåìîãî s0(t)
è îæèäàåìîãî s1(t) ñèãíàëîâ ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî àíàëîãè÷íî ôîðìó-
ëå (2.2.5).

Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ îöåíîê λ̂k ëîêàëèçîâàíû â íåïåðåñåêàþùèõñÿ
àïðèîðíûõ èíòåðâàëàõ, òî îíè ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè
ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, îöåíêè λ̂k èìåþò íîð-
ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè λ0k è äèñïåðñè-
ÿìè D(λ̂k) (3.1.24). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óñëîâ-
íûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè ñïðàâåäëèâû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðàññå-
ÿííûé ñèãíàë èìååò âèä (2.1.1), à òî÷íåå, ñïðàâåäëèâû ïðè óñëîâèè, ÷òî
èíôîðìàòèâíûå ïàðàìåòðû èìåþò çíà÷åíèÿ R0, V0 è A0.

Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ íàõîæäå-
íèÿ îöåíîê R̂, V̂ è Â. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü õàðàêòåðèñòèêè îöåíîê äàëü-
íîñòè, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî èñòèííûå çíà÷åíèÿ âðåìåí
ïðèõîäà åñòü λk (3.1.1). Ñîãëàñíî ñäåëàííûì ïðåäïîëîæåíèÿì (3.1.26)
(óñëîâíàÿ) ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû λ̂k èìååò âèä

fk(λ̂k|R, V, A) =
1√

2πD(λ̂k)
exp

(
−(λ̂k − λk)

2

2D(λ̂k)

)
.

Ñîâìåñòíàÿ óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè (íàçûâàåìàÿ â ìåòîäå ìàê-
ñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ) ñëó÷àéíûõ âåëè-
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÷èí λ̂0, . . . , λ̂N−1 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

f(λ̂0, . . . , λ̂N−1|R, V,A) =
N−1∏

k=0

1√
2πD(λ̂k)

exp
(
−(λ̂k − λk)

2

2D(λ̂k)

)
.

Ëîãàðèôì f(λ̂0, . . . , λ̂N−1|R, V, A) (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàå-
ìîãî) èìååò âèä

W (λ̂0, . . . , λ̂N−1|R, V,A) = −1

2

N−1∑

k=0

(λ̂k − λk)
2

D(λ̂k)
.

Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëà λk ñâÿçàíû ñî çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ
R, V è A ïî ôîðìóëå (3.1.1). Ñ ó÷åòîì ýòîãî ëîãàðèôì ôóíêöèè ïðàâ-
äîïîäîáèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

W (λ̂0, . . . , λ̂N−1|R, V, A) =

= −1

2

N−1∑

k=0

(λ̂k − 2R/c− (k − µ)(1 + 2V/c)ϑ− A(k − µ)2ϑ2/c)2

D(λ̂k)
. (3.1.27)

Ñîãëàñíî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â êà÷åñòâå îöåíîê R̂,
V̂ è Â ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ñëåäóåò âçÿòü òå çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ
ôóíêöèÿ W (λ̂0, . . . , λ̂N−1|R, V, A) (3.1.27) ìàêñèìàëüíà. Êàê èçâåñòíî, â
òî÷êå ìàêñèìóìà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ

∂W (λ̂0, . . . , λ̂N−1|R, V,A)

∂R
|(R̂,V̂ ,Â) = 0,

∂W (λ̂0, . . . , λ̂N−1|R, V,A)

∂V
|(R̂,V̂ ,Â) = 0,

∂W (λ̂0, . . . , λ̂N−1|R, V,A)

∂A
|(R̂,V̂ ,Â) = 0.

Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ýòè óñëîâèÿ ïðèíèìàþò âèä
N−1∑

k=0

1

D(λ̂k)

2

c

(
2R̂/c + (k − µ)(1 + 2V̂ /c)ϑ + Â(k − µ)2ϑ2/c− λ̂k

)
= 0,

N−1∑

k=0

1

D(λ̂k)

2(k − µ)ϑ

c

(
2R̂/c + (k − µ)(1 + 2V̂ /c)ϑ + Â(k − µ)2ϑ2/c− λ̂k

)
= 0,

N−1∑

k=0

1

D(λ̂k)

(k − µ)2ϑ2

c

(
2R̂/c + (k − µ)(1 + 2V̂ /c)ϑ + Â(k − µ)2ϑ2/c− λ̂k

)
= 0.
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Èëè

R̂

N−1∑

k=0

4

D(λ̂k)

1

c
+ V̂

N−1∑

k=0

4

D(λ̂k)

(k − µ)ϑ

c
+ Â

N−1∑

k=0

2

D(λ̂k)

(k − µ)2ϑ2

c
=

=
N−1∑

k=0

2

D(λ̂k)
λ̂k −

N−1∑

k=0

2

D(λ̂k)
(k − µ)ϑ,

R̂

N−1∑

k=0

4

D(λ̂k)

(k − µ)

c
+ V̂

N−1∑

k=0

4

D(λ̂k)

(k − µ)2ϑ

c
+ Â

N−1∑

k=0

2

D(λ̂k)

(k − µ)3ϑ2

c
=

=
N−1∑

k=0

2

D(λ̂k)

(k − µ)

c
λ̂k −

N−1∑

k=0

2

D(λ̂k)
(k − µ)2ϑ,

R̂

N−1∑

k=0

1

D(λ̂k)

2(k − µ)2

c
+ V̂

N−1∑

k=0

1

D(λ̂k)

2(k − µ)3ϑ

c
+ Â

N−1∑

k=0

1

D(λ̂k)

(k − µ)4ϑ2

c
=

=
N−1∑

k=0

1

D(λ̂k)
(k − µ)2λ̂k −

N−1∑

k=0

1

D(λ̂k)
(k − µ)3ϑ.

Âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè (1.1.13). Â èõ òåðìèíàõ ïðåäûäóùàÿ ñè-
ñòåìà âûãëÿäèò òàê:

1

c




4M0 4ϑM1 2ϑ2M2

4ϑM1 4ϑ2M2 2ϑ3M3

2ϑ2M2 2ϑ3M3 ϑ4M4







R̂

V̂

Â


 =




2
N−1∑
k=0

λ̂k − 2ϑM1

2ϑ
N−1∑
k=0

(k − µ)λ̂k − 2ϑ2M2

ϑ2
N−1∑
k=0

(k − µ)2λ̂k − ϑ3M3




.

(3.1.28)
Êàê ïîêàçûâàþò âû÷èñëåíèÿ â �Ìàòåìàòèêå� [24], ðåøåíèå èìååò âèä




R̂

V̂

Â


 =

c

(2M1M3 + M0M4)M2 −M 3
2 −M0M 2

3 −M 2
1M4

×

×




(M2M4−M2
3 )Ξ0+(M2M3−M1M4)Ξ1+2(M1M3−M2

2 )Ξ2

4ϑ2

(M2M3−M1M4)Ξ0+(M0M4−M2
2 )Ξ1+2(M1M2−M0M3)Ξ2

4ϑ3

(M1M3−M2
2 )Ξ0+(M1M2−M0M3)Ξ1+2(M0M2−M2

1 )Ξ2

2ϑ4


−




0
c
2
0


 ,

ãäå 


Ξ0

Ξ1

Ξ2


 =




2
∑N−1

k=0 λ̂k

2ϑ
∑N−1

k=0 (k − µ)λ̂k

ϑ2 ∑N−1
k=0 (k − µ)2λ̂k


 .
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Ïðåîáðàçóåì âòîðîé ñîìíîæèòåëü:



(M2M4−M2
3 )Ξ0+(M2M3−M1M4)Ξ1+2(M1M3−M2

2 )Ξ2

4ϑ2

(M2M3−M1M4)Ξ0+(M0M4−M2
2 )Ξ1+2(M1M2−M0M3)Ξ2

4ϑ3

(M1M3−M2
2 )Ξ0+(M1M2−M0M3)Ξ1+2(M0M2−M2

1 )Ξ2

2ϑ4


 =

=




(M2M4−M2
3 )2

N−1∑
k=0

λ̂k+(M2M3−M1M4)2ϑ
N−1∑
k=0

(k−µ)λ̂k+(M1M3−M2
2 )ϑ2

N−1∑
k=0

(k−µ)2λ̂k

2ϑ2

(M2M3−M1M4)2
N−1∑
k=0

λ̂k+(M0M4−M2
2 )2ϑ

N−1∑
k=0

(k−µ)λ̂k+(M1M2−M0M3)ϑ2
N−1∑
k=0

(k−µ)2λ̂k

2ϑ3

(M1M3−M2
2 )2

N−1∑
k=0

λ̂k+(M1M2−M0M3)2ϑ
N−1∑
k=0

(k−µ)λ̂k+(M0M2−M2
1 )ϑ2

N−1∑
k=0

(k−µ)2λ̂k

ϑ4




=

=




N−1∑
k=0

(
2(M2M4−M2

3 )+2ϑ(M2M3−M1M4)(k−µ)+ϑ2(M1M3−M2
2 )(k−µ)2

)
λ̂k

2
N−1∑
k=0

(
2(M2M3−M1M4)+2ϑ(M0M4−M2

2 )(k−µ)+ϑ2(M1M2−M0M3)(k−µ)2
)
λ̂k

2ϑ
N−1∑
k=0

(
2(M1M3−M2

2 )+2ϑ(M1M2−M0M3)(k−µ)+ϑ2(M0M2−M2
1 )

N−1∑
k=0

(k−µ)2
)
λ̂k

ϑ2




.

Òàêèì îáðàçîì,



R̂

V̂

Â


 =

c

(2M1M3 + M0M4)M2 −M 3
2 −M0M 2

3 −M 2
1M4

×

×




N−1∑
k=0

(
2(M2M4−M2

3 )+2ϑ(M2M3−M1M4)(k−µ)+ϑ2(M1M3−M2
2 )(k−µ)2

)
λ̂k

2
N−1∑
k=0

(
2(M2M3−M1M4)+2ϑ(M0M4−M2

2 )(k−µ)+ϑ2(M1M2−M0M3)(k−µ)2
)
λ̂k

2ϑ
N−1∑
k=0

(
2(M1M3−M2

2 )+2ϑ(M1M2−M0M3)(k−µ)+ϑ2(M0M2−M2
1 )(k−µ)2

)
λ̂k

ϑ2



−




0
c
2
0


 .

(3.1.29)

Èëè



R̂

V̂

Â


 =

N−1∑

k=0




δR k

δV k

δAk


 λ̂k −




0
c
2
0


 , (3.1.30)
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ãäå

δR k =
c
[
(M2M4 −M2

3 ) + (k − µ)(M2M3 −M1M4) + (k − µ)2(M1M3 −M2
2 )

]

2
[
(2M1M3 + M0M4)M2 −M3

2 −M0M2
3 −M2

1 M4

] ,

δV k =
c
[
(M2M3 −M1M4) + (k − µ)(M0M4 −M2

2 ) + (k − µ)2(M1M2 −M0M3)
]

2ϑ
[
(2M1M3 + M0M4)M2 −M3

2 −M0M2
3 −M2

1 M4

] ,

δA k =
c
[
(M1M3 −M2

2 ) + (k − µ)(M1M2 −M0M3) + (k − µ)2(M0M2 −M2
1 )

]

ϑ2
[
(2M1M3 + M0M4)M2 −M3

2 −M0M2
3 −M2

1 M4

] .

Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû δR k, δV k è δAk çàâèñÿò òîëüêî îò k è µ. Ïîýòîìó
èõ äîñòàòî÷íî ðàññ÷èòàòü îäèí ðàç. Îòìåòèì òàêæå ïîëåçíûå ôîðìóëû

δRk =
3c

2N(N 4 − 5N 2 + 4)

(
10k2 (

6µ2 + 6µ + N 2 − 3(2µ + 1)N + 2
)−

− 2k
(−2(15µ2 + 11µ + 3) + 6N 3−

− (32µ + 21)N 2 + 3(10µ2 + 20µ + 7)N
)
+

+ (N 2 − 3N + 2)
(
10µ2 + 6µ + 3N 2 − 3(4µ + 1)N + 2

))
,

δV k = − 3c

2ϑN(N 4 − 5N 2 + 4)

(
30k2(−2µ + N − 1)+

+ k
(−60µ− 32N 2 + 60(µ + 1)N − 22

)
+

+ (N 2 − 3N + 2)(−10µ + 6N − 3)
)
,

δAk =
30c

(
6k2 − 6k(N − 1) + N 2 − 3N + 2

)

ϑ2N(N 4 − 5N 2 + 4)
,

N−1∑

k=0

δRk =
c

2
,

N−1∑

k=0

δV k = 0,
N−1∑

k=0

δAk = 0,

N−1∑

k=0

δ2
Rk =

3c2

4N(N 4 − 5N 2 + 4)

(
4(3µ(µ + 1)(5µ(µ + 1) + 2) + 1)+

+ 3N 4 − 12(2µ + 1)N 3 + (84µ(µ + 1) + 17)N 2−
− 12(2µ + 1)(5µ(µ + 1) + 1)N

)
,

N−1∑

k=0

δ2
V k =

3c2
(
60µ2 + 60µ + 16N 2 − 30(2µ + 1)N + 11

)

ϑ2N(N 4 − 5N 2 + 4)
,

N−1∑

k=0

δ2
Ak =

180c2

ϑ4N(N 4 − 5N 2 + 4)
.
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Ðåàëèçîâàòü îïèñàííûé êâàçèîïòèìàëüíûé àëãîðèòì îöåíêè ìîæíî
ïðè ïîìîùè áëîê-ñõåìû, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 3.1.1. Íà âõîä ïðèåìíèêà
ïîñòóïàåò ïîòîê êîðîòêèõ èìïóëüñîâ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé
ðåàëèçàöèè ïóàññîíîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà π′(t). Ïîòîê èìïóëü-
ñîâ ïðîõîäèò ÷åðåç ôèëüòð (�Ô�) ñ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêîé h(t) =
h0 ln

(
1 + s(t∗ − t)/ν

)
, ãäå h0 � êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è ôèëüòðà, t∗ �

çàäåðæêà, ïðè÷åì íåîáõîäèìî t∗ > τ , ãäå τ � äëèòåëüíîñòü îäíîãî îïòè-
÷åñêîãî èìïóëüñà ñ èíòåíñèâíîñòüþ s1(t). Ïîñëå ôèëüòðà ñèãíàë óìíî-
æàåòñÿ íà ôóíêöèþ

χk(t) =

{
1, åñëè t ∈ [Λk min, Λk max],

0, åñëè t /∈ [Λk min, Λk max]

ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñåõ k = 0, . . . , N − 1. Áëîê �Extremum� îïðåäå-
ëÿåò âðåìåííîå ïîëîæåíèå íàèáîëüøåãî ìàêñèìóìà ñèãíàëà íà èíòåð-
âàëå [Λk min, Λk max] (3.1.4) äëÿ k-ãî èìïóëüñà, ïîñòóïàþùåãî íà âõîä, è
âûðàáàòûâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê λ̂k, �ÂÓ� � âû÷èñëèòåëüíîå
óñòðîéñòâî, ðàññ÷èòûâàþùåå îöåíêè äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ
ïî ôîðìóëàì (3.1.30).

F ´ Extremum BY
Π
¢
HxL Λ

`
k

R
`

V
`

A
`

ΧkHtL

Ðèñ. 3.1.1: Áëîê-ñõåìà êâàçèîïòèìàëüíîãî ïðèåìíèêà

Èç ðèñ. 3.1.1 âèäíî, ÷òî àïïàðàòóðíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðèåìíèêà êâàçè-
îïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà îöåíêè ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîêà-
íàëüíîé â îòëè÷èå îò ïðèåìíèêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ è êâà-
çèïðàâäîïîäîáíîãî ïðèåìíèêà. Íàïîìíèì, ÷òî ïðèåìíèê ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ ïðîèçâîäèò ôîðìèðîâàíèå è ïîèñê ïîëîæåíèÿ íàèáîëü-
øåãî ìàêñèìóìà ëîãàðèôìà ôóíêöèîíàëà îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ êàê
ôóíêöèè 3 + p àðãóìåíòîâ, ãäå p � êîëè÷åñòâî íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðà-
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ìåòðîâ, à êâàçèïðàâäîïîäîáíûé ïðèåìíèê ïðîèçâîäèò ïîèñê ïîëîæåíèÿ
ìàêñèìóìà ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè êàê ôóíêöèè 3 àðãóìåíòîâ.

Íàéäåì ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ îöåíîê R̂, V̂ è Â, îïèñûâàåìûõ
ôîðìóëîé (3.1.29). Ñîãëàñíî ýòîé ôîðìóëå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû R̂, V̂ è
Â ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí λ̂k, èìåþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ (3.1.1). Ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû λ̂k ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè, ïîñêîëüêó
àïðèîðíûå èíòåðâàëû èõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé íå ïåðåñåêàþòñÿ. Êàê èç-
âåñòíî, ïðè ïîñòðîåíèè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òîìó
æå ñàìîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ïîäâåðãàþòñÿ èõ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ.
Ïîýòîìó ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí R̂, V̂ è Â ìîæíî
ïîëó÷èòü, çàìåíÿÿ â ôîðìóëå (3.1.29) ñëó÷àéíûå âåëè÷èí λ̂k èõ ìàòåìà-
òè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè. ×òîáû óïðîñòèòü âûêëàäêè, óñðåäíèì íå ôîð-
ìóëó (3.1.29), à ðàâíîñèëüíóþ åé ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.1.28), ÷òî ïðè-
âîäèò ê çàìåíå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí λ̂k íà èõ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ
λ0k:

1

c




4M0 4ϑM1 2ϑ2M2

4ϑM1 4ϑ2M2 2ϑ3M3

2ϑ2M2 2ϑ3M3 ϑ4M4






〈R̂〉
〈V̂ 〉
〈Â〉


 =




2
N−1∑
k=0

λ0k − 2ϑM1

2ϑ
N−1∑
k=0

(k − µ)λ0k − 2ϑ2M2

ϑ2
N−1∑
k=0

(k − µ)2λ0k − ϑ3M3




.

(3.1.31)
(Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.1.28) ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ðàâåíñòâî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé íåêîòîðûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Åñ-
ëè â òàêîì ðàâåíñòâå âñå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû çàìåíèòü èõ ëèíåéíû-
ìè êîìáèíàöèÿìè, òî ðàâåíñòâî ñîõðàíèòñÿ.) Ïîäñòàâèì â ïðàâóþ ÷àñòü
ýòîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíèå (3.1.1). Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé ïåðâîé
ïîëîâèíû ïðàâûõ ÷àñòåé ïîëó÷àåì




2
N−1∑
k=0

λ0k

2ϑ
N−1∑
k=0

(k − µ)λ0k

ϑ2

D(λ̂k)

N−1∑
k=0

(k − µ)2λ0k




=
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=




2
N−1∑
k=0

(
2R0/c + (k − µ)(1 + 2V0/c)ϑ + A0(k − µ)2ϑ2/c

)

2ϑ
N−1∑
k=0

(k − µ)
(
2R0/c + (k − µ)(1 + 2V0/c)ϑ + A0(k − µ)2ϑ2/c

)

ϑ2
N−1∑
k=0

(k − µ)2
(
2R0/c + (k − µ)(1 + 2V0/c)ϑ + A0(k − µ)2ϑ2/c

)




=

=




4R0/c
N−1∑
k=0

1 + 2(1 + 2V0/c)ϑ
N−1∑
k=0

(k − µ) + 2A0ϑ
2/c

N−1∑
k=0

(k − µ)2

4R0ϑ/c
N−1∑
k=0

(k − µ) + 2(1 + 2V0/c)ϑ
2

N−1∑
k=0

(k − µ)2 + 2A0ϑ
3/c

N−1∑
k=0

(k − µ)3

2R0ϑ
2/c

N−1∑
k=0

(k − µ)2 + (1 + 2V0/c)ϑ
3

N−1∑
k=0

(k − µ)3 + A0ϑ
4/c

N−1∑
k=0

(k − µ)4




=

=




4R0M0/c + 2(1 + 2V0/c)ϑM1 + 2A0ϑ
2M2/c

4R0ϑM1/c + 2(1 + 2V0/c)ϑ
2M2 + 2A0ϑ

3M3/c
2R0ϑ

2M2/c + (1 + 2V0/c)ϑ
3M3 + A0ϑ

4M4/c


 =

= R0/c




4M0

4ϑM1

2ϑ2M2


 +




2ϑM1

2ϑ2M2

ϑ3M3


 + V0/c




4ϑM1

4ϑ2M2

2ϑ3M3


 + A0/c




2ϑ2M2

2ϑ3M3

ϑ4M4


 .

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìó (3.1.31) ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå

1

c




4M0 4ϑM1 2ϑ2M2

4ϑM1 4ϑ2M2 2ϑ3M3

2ϑ2M2 2ϑ3M3 ϑ4M4






〈R̂〉
〈V̂ 〉
〈Â〉


 =

= R0/c




4M0

4ϑM1

2ϑ2M2


 + V0/c




4ϑM1

4ϑ2M2

2ϑ3M3


 + A0/c




2ϑ2M2

2ϑ3M3

ϑ4M4


 .

Ðåøàÿ ïîñëåäíþþ ñèñòåìó, íàõîäèì âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæè-
äàíèé îöåíîê:



〈R̂〉
〈V̂ 〉
〈Â〉


 =



〈R̂|R, V, A〉
〈V̂ |R, V, A〉
〈Â|R, V, A〉


 =




R0

V0

A0


 .

Òàêèì îáðàçîì, êâàçèîïòèìàëüíûå îöåíêè äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è óñêî-
ðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè.
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Ðàññ÷èòàåì äèñïåðñèè îöåíîê R̂, V̂ è Â. Èìååì


D(R̂)

D(V̂ )

D(Â)


 =

( c

(2M1M3 + M0M4)M2 −M 3
2 −M0M 2

3 −M 2
1M4

)2
×

×




N−1∑
k=0

(
2(M2M4−M2

3 )+2ϑ(M2M3−M1M4)(k−µ)+ϑ2(M1M3−M2
2 )(k−µ)2

)2

4
N−1∑
k=0

(
2(M2M3−M1M4)+2ϑ(M0M4−M2

2 )(k−µ)+ϑ2(M1M2−M0M3)(k−µ)2
)2

4ϑ2

N−1∑
k=0

(
2(M1M3−M2

2 )+2ϑ(M1M2−M0M3)(k−µ)+ϑ2(M0M2−M2
1 )(k−µ)2

)2

ϑ4




.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ýòà ôîðìóëà ïðèîáðåòàåò âèä



D(R̂)

D(V̂ )

D(Â)


 = c2D(λ̂k)




M2M4−M2
3

4
(
(2M1M3+M0M4)M2−M3

2−M0M2
3−M2

1 M4

)
M0M4−M2

2

4ϑ2

(
(2M1M3+M0M4)M2−M3

2−M0M2
3−M2

1 M4

)
M0M2−M2

1

ϑ4

(
(2M1M3+M0M4)M2−M3

2−M0M2
3−M2

1 M4

)




. (3.1.32)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ôîðìóëû (3.1.32) íå çàâèñÿò îò R0, V0 è A0 è òåì ñàìûì
ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî áåçóñëîâíûìè.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåì êîððåëÿöèîííóþ ìàòðèöó êâàçèïðàâäîïî-
äîáíûõ îöåíîê (2.1.42):

K = c2α
0

α2

1

(2M1M3 + M0M4)M2 −M 3
2 −M0M 2

3 −M 2
1M4

×



1
4(M2M4 −M 2

3 ) 1
4ϑ(M2M3 −M1M4)

1
2ϑ2 (M1M3 −M 2

2 )
1
4ϑ(M2M3 −M1M4)

1
4ϑ2 (M0M4 −M 2

2 ) 1
2ϑ3 (M1M2 −M0M3)

1
2ϑ2 (M1M3 −M 2

2 ) 1
2ϑ3 (M1M2 −M0M3)

1
ϑ4 (M0M2 −M 2

1 )


 .

Î÷åâèäíî, ÷òî ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (3.1.24) D(λ̂k) = α0

α2 = 1
α0

ïîëó÷èëñÿ
òîò æå ñàìûé ðåçóëüòàò.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà s1(t) = s0(t) è ν1 = ν. Â ýòîì
ñëó÷àå ôîðìà èìïóëüñîâ, íà êîòîðûå íàñòðîåí ïðèåìíèê, ñîâïàäàåò ñ
ôîðìîé ðàññåÿííûõ èìïóëüñîâ, è êâàçèïðàâäîïîäîáíàÿ îöåíêà ïåðåõî-
äèò â îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà äëÿ
äèñïåðñèé îöåíîê ïàðàìåòðîâ R, V è A ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî îáî-
çíà÷åíèé ñ ðàíåå ïîëó÷åííîé ôîðìóëîé äëÿ ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ (1.1.26). Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì, ÷òî â ñëó÷àå s1(t) = s0(t)
è ν1 = ν êâàçèîïòèìàëüíàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâ-
íîé.
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3.2 Ïîðîãîâûå ñâîéñòâà êâàçèîïòèìàëüíûõ îöåíîê
Êàê îòìå÷àëîñü â � 2.2, â óñëîâèÿõ ìàëûõ ÎÑØ è áîëüøèõ àïðèîðíûõ

èíòåðâàëîâ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âëè-
ÿíèå àíîìàëüíûõ îøèáîê íà òî÷íîñòü îöåíîê ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ [55].
Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå îáñóæäàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè êâàçèîïòèìàëü-
íûõ îöåíîê â óñëîâèÿõ, êîãäà âëèÿíèå àíîìàëüíûõ îøèáîê ÿâëÿåòñÿ ñó-
ùåñòâåííûì.

Êàê è â � 3.1 áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôîðìà èíòåíñèâíîñòè ðàññåÿííîãî
ñèãíàëà èìååò âèä (2.1.1), à ôîðìà èíòåíñèâíîñòè îæèäàåìîãî ñèãíàëà
èìååò âèä (2.1.2).

Áóäåì èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ äàëüíîñòè R0, ñêî-
ðîñòè V0 è óñêîðåíèÿ A0 ëåæàò ñîîòâåòñòâåííî â àïðèîðíûõ èíòåðâàëàõ

[Rmin, Rmax], [Vmin, Vmax], [Amin, Amax].

Ïðè÷åì âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ äàëüíîñòè R0, ñêîðîñòè V0 è óñêîðåíèÿ A0

íåçàâèñèìû è ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî â ýòèõ èíòåðâàëàõ.
Ôîðìóëà

λk = 2R/c + (k − µ)(1 + 2V/c)ϑ + A(k − µ)2ϑ2/c

ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòüñÿ ïîèñêîì âðåìåíè ïðèõîäà èìïóëüñîâ λk òîëüêî
â àïðèîðíîì èíòåðâàëå

Λk = [Λk min, Λk max], (3.2.1)

ãäå Λk min è Λk max îïðåäåëåíû ôîðìóëîé (3.1.4).
Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ ñðàçó ââåäåì äîïîëíèòåëüíî ê (2.2.1) îáîçíà-

÷åíèÿ äëÿ äâóõ ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ âåëè÷èí è âû÷èñëèì èõ çíà÷åíèÿ:

∆Λk pr = Λk max − Λk min =

= 2∆Rpr/c + 2|k − µ|∆Vprϑ/c + ∆Apr(k − µ)2ϑ2/c,

Λk pr =
Λk max + Λk min

2
=

= 2Rpr/c + (k − µ)(1 + 2Vpr/c)ϑ + Apr(k − µ)2ϑ2/c.

Åñëè ÎÑØ (3.1.12) íå ñëèøêîì âåëèêî, à àïðèîðíûé èíòåðâàë âîç-
ìîæíûõ çíà÷åíèé âðåìåííûõ ïîëîæåíèé λk íå ñëèøêîì ìàë, òàê ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∆Λprk/∆λk À 1, (3.2.2)
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ãäå ∆λk � äëèòåëüíîñòü (ïðîòÿæåííîñòü) ñèãíàëüíîãî âûáðîñà ðåøàþ-
ùåé ñòàòèñòèêè (ñì.îáñóæäåíèå íèæå), òî âîçìîæíî ïîÿâëåíèå àíîìàëü-
íûõ îøèáîê [55]. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàþò ïîðîãîâûå ýôôåêòû, êîòîðûå
ïðèâîäÿò ê çàìåòíîìó óõóäøåíèþ òî÷íîñòè êâàçèîïòèìàëüíûõ îöåíîê.

Íà îïèñàòåëüíîì óðîâíå íîðìàëüíàÿ îøèáêà âûçûâàåòñÿ íåçíà÷è-
òåëüíûì èñêàæåíèåì ðàññåÿííîãî ñèãíàëà øóìîì, â ðåçóëüòàòå ÷åãî çíà-
÷åíèå îöåíêè λ̂k îòêëîíÿåòñÿ îò ñâîåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ λ0k íà
âåëè÷èíó, íå ïðåâîñõîäÿùóþ ∆λk; àíîìàëüíàÿ îøèáêà ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî
øóì îêàçûâàåòñÿ ñèëüíåå ñèãíàëà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïðèåìíèê ïðèíèìà-
åò øóì çà ïîëåçíûé ñèãíàë, ÷òî ïðèâîäèò ê áîëüøîé âåëè÷èíå îøèáêè
λ̂k − λ0k. À èìåííî, îøèáêó λ̂k − λ0k íàçûâàþò àíîìàëüíîé, åñëè

|λ̂k − λ0k| ≥ ∆λk.

Â ýòîé ôîðìóëå ∆λk � äëèòåëüíîñòü ñèãíàëüíîãî âûáðîñà ðåøàþùåé
ñòàòèñòèêè, îïðåäåëÿåìàÿ èç ñîîòíîøåíèÿ Sk(λ0k, λ0k ± ∆λk) ≈ 0 (ðå-
àëüíî äëèòåëüíîñòü ∆λk íå çàâèñèò îò k, òàê êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ôîðìû âñåõ èìïóëüñîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäèíàêîâû). Âåëè÷èíà ∆λk

âûáèðàåòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Îäíàêî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∆λk ¿ ∆Λk pr,

òî íåîäíîçíà÷íîñòü â âûáîðå ∆λk íå èãðàåò ñóùåñòâåííîé ðîëè.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Λk SN = [λ0k −∆λk; λ0k + ∆λk],

Λk N = [Λk min; λ0k −∆λk]
⋃

[λ0k + ∆λk; Λk max].

Çäåñü Λk SN � ïîäîáëàñòü àïðèîðíîé îáëàñòè Λk âîçìîæíûõ çíà÷åíèé
λk, â êîòîðîé öåíòðàëüíûé ïèê ñèãíàëüíîé ôóíêöèè (3.1.6) ñóùåñòâåííî
îòëè÷åí îò íóëÿ. Îáëàñòü Λk SN íàçûâàþò ñèãíàëüíîé, à îáëàñòü Λk N �
øóìîâîé. Îøèáêó λ̂k − λ0k íàçûâàþò íîðìàëüíîé, à ñîîòâåòñòâóþùóþ
îöåíêó íàäåæíîé, åñëè λ̂k ∈ Λk SN . Îøèáêó λ̂k − λ0k íàçûâàþò àíîìàëü-
íîé, åñëè λ̂k ∈ Λk N .

Äëÿ ïðèâîäèìîãî íèæå àíàëèçà ïîðîãîâûõ õàðàêòåðèñòèê èñïîëüçóåò-
ñÿ ìåòîäèêà, ðàçâèòàÿ â � 2.2. Ïîýòîìó èçëîæåíèå âåäåòñÿ â ñîêðàùåííîé
ôîðìå.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåðîÿòíîñòü íàäåæíîé îöåíêè

P0k = P
(|λ̂k − λ0k| < ∆λk

)
= P

(
λ̂k ∈ Λk SN

)
.



155

Ïîñêîëüêó êâàçèîïòèìàëüíûé ìåòîä ïîäðàçóìåâàåò íàõîæäåíèå îöåíêè
ïî ïîëîæåíèþ àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà, òî âåðîÿòíîñòü íàäåæíîé îöåíêè
ìîæíî ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëèòü êàê (ñð. ñ ôîðìóëîé (2.2.6))

P0k = P
(
HSN > HN

)
. (3.2.3)

Çäåñü HSN � âåëè÷èíà àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè
Lk(λk) íà ìíîæåñòâå Λk SN , à HN � âåëè÷èíà àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà
Lk(λk) íà ìíîæåñòâå Λk N . Äëÿ âåðîÿòíîñòè íàäåæíîé îöåíêè èç (3.2.3)
ïîëó÷àåì âûðàæåíèå (ñð. ñ (2.2.8))

P0k =

∞∫

−∞
WSN(H)FN(H) dH =

∞∫

−∞
WSN(H)

H∫

−∞
WN(z) dz dH. (3.2.4)

Ðàññóæäàÿ êàê â � 2.2, èç ôîðìóëû (3.2.4) äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-
ñòè ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè Lk(λ0k) è ñîâïàäàþùåé ñ íåé ïëîòíîñòè âå-
ðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû HSN èìååì ïðåäñòàâëåíèå (ñð. ñ ôîðìó-
ëîé (2.2.12))

WSN(H) =
1√

2πσk SN

exp
[
−(H −mk S)2

2σ2
k SN

]
. (3.2.5)

Çäåñü mk S � ìàêñèìóì ñèãíàëüíîé ôóíêöèè Ŝ(λ0k, λ0k), à σ2
k SN � äèñ-

ïåðñèÿ ñèãíàëüíîé ôóíêöèè.
Â îáëàñòè àíîìàëüíûõ îøèáîê Λk N äëÿ äèñïåðñèè øóìîâîé ôóíê-

öèè, îíà æå äèñïåðñèÿ ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè, èìååì ïðåäñòàâëåíèå (ñð.
ñ (2.2.14))

σ2
k N = Bk N(λ1k, λ1k) = ν

∫ tk

tk−1

ln2(1 + s1(t− λ1k)/ν1
)
dt =

= ν

∫ ∞

−∞
ln2(1 + s1(t)/ν1

)
dt.

(3.2.6)

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà ïîìåõîâîé ñîñòàâëÿþ-
ùåé HN ïðè áîëüøèõ H/σk N èìååò âèä [52], [55, ñ. 152]

FN(H) =

{
exp

[
− ξk

2π exp
(
− H2

2σ2
k N

)]
, H ≥ 0,

0, H < 0.
(3.2.7)
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ãäå

ξk = ∆Λk pr

√
1

σ2
k N

∂2Bk N(λ1k, λ2k)

∂λ1k∂λ2k

∣∣∣
λ1k=λ2k

=

= ∆Λk pr

√√√√√√√√

∞∫
−∞

(
d s1
dt (t)

)2

(
s1(t)+ν1

)2 dt

∞∫
−∞

ln2(1 + s1(t)/ν1
)
dt

.

(3.2.8)

Ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå (3.2.5) â (3.2.4):

P0k =

∞∫

−∞
WSN(H)FN(H) dH =

=

∞∫

∞

1

σk SN

√
2π

exp
[
−(H −mk S)2

2σ2
k SN

]
FN(H) dH.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé (ñì. âûâîä ôîðìóëû (2.2.25)) ïîëó÷àåì

P0k =
1√
2π

∞∫

0

exp
[
−(y − zk S)2

2
− ξk

2π
exp

(
− y2

2κ2

)]
dy, (3.2.9)

ãäå
zk S =

mk S

σk SN
, κ2 =

σ2
k N

σ2
k SN

.

Íàïîìíèì ôîðìóëû, çàäàþùèå îñíîâíûå âåëè÷èíû: mk S (3.1.10), σk SN

(3.1.11), σk N (3.2.6), ξk (3.2.8). Ïîñêîëüêó ñèãíàëû s0(t) è s1(t) ðàâíû
íóëþ âíå îòðåçêà [tk−1, tk], ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ âî âñåõ ýòèõ ôîðìó-
ëàõ ìîæíî çàìåíèòü íà áåñêîíå÷íûå. Ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèÿ (3.1.1), ýòè
ôîðìóëû ëåãêî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

mk S =

∫ +∞

−∞
ln

(
1 +

s1(t)

ν1

)
s0(t) dt,

σ2
k N = ν

∫ +∞

−∞
ln2

(
1 +

s1(t)

ν1

)
dt,

σ2
k SN =

∫ +∞

−∞
ln2

(
1 +

s1(t)

ν1

)(
s0(t) + ν

)
dt,

ξk = ∆Λk prd,
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d2 =
1

σ2
k N

∂2Bk N(λ1kλ2k)

∂λ1k∂λ2k

∣∣∣
λ1k=λ2k

=

∫ +∞
−∞

(
d s1
dt (t)

)2

(
s1(t)+ν1

)2 dt

∫ +∞
−∞ ln2(1 + s1(t)

ν1

)
dt

.

Îòñþäà äëÿ ââåäåííûõ âûøå îáîçíà÷åíèé κ2 è zk S èìååì

κ2 =
σ2

k N

σ2
k SN

=

∫ +∞
−∞ ln2

(
1 + s1(t)

ν1

)
ν dt

∫ +∞
−∞ ln2

(
1 + s1(t)

ν1

)(
s0(t) + ν

)
dt

,

zk S =
mk S

σk SN
=

∫ +∞
−∞ ln

(
1 + s1(t)

ν1

)
s0(t) dt

√∫ +∞
−∞ ln2

(
1 + s1(t)

ν1

)(
s0(t) + ν

)
dt

.

Ïðèâåäåì åùå îäíî ïðåäñòàâëåíèå âåëè÷èíû P0k (3.2.9). Ââåäåì ìî-
äèôèöèðîâàííûå ïåðåìåííûå κ1 è z1k S, ñâÿçàííûå ïðåæíèìè ñîîòíîøå-
íèÿìè

κ2 =
1

1 + κ2
1
, zk S = κz1k S.

Èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë äëÿ íèõ èìååì ïðåäñòàâëåíèÿ

κ2
1 =

σ2
k SN − σ2

k N

σ2
k N

=

∫ +∞
−∞ ln2

(
1 + s1(t)/ν1

)
s0(t) dt

∫ +∞
−∞ ln2

(
1 + s1(t)/ν1

)
ν dt

,

z1k S =
mk S

σk N
=

zk S

κ
=

∫ +∞
−∞ ln

(
1 + s1(t−∆k)

ν1

)
s0(t) dt

√∫ +∞
−∞ ln2

(
1 + s1(t)

ν1

)
ν dt

.

Âûïîëíÿÿ â (3.2.9) çàìåíó y = κx, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå P0k ÷åðåç
ýòè âåëè÷èíû:

P0k =
1√

2π(1 + κ2
1)

∞∫

0

exp
[
−(x− z1k S)2

2(1 + κ2
1)

− ξk

2π
exp

(
−x2

2

)]
dx. (3.2.10)

Ðàññóæäàÿ êàê â � 2.2, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó P0k (ñð. ñ (2.2.26))

P0k ≥ 1− κ√
κ2 + 1

( ξk

2π

)
exp

[
− z2

k S

2(κ2 + 1)

]
. (3.2.11)

Ïðè κ = 1 ýòà ôîðìóëà ïðèîáðåòàåò âèä

P0k ≥ 1− ξk

2
√

2π
exp

[
−z2

k S

4

]
. (3.2.12)
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Ïîñêîëüêó âûâîä íåðàâåíñòâà (3.2.11) îñíîâàí íà çàìåíå ôóíêöèè
exp(−u) åå ïåðâûì ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà y = 1−u, íåðàâåíñòâà (3.2.11)
è (3.2.12) áëèçêè ê ðàâåíñòâàì. Ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïîäîáíûõ ôîðìóë
îáû÷íî ðàâåí ñëåäóþùåìó ñëàãàåìîìó ðÿäà Òåéëîðà, êîòîðûé â íàøåì
ñëó÷àå åñòü

κ
2
√
κ2 + 2

( ξk

2π

)2
exp

[
− z2

k S

(κ2 + 2)

]
.

Âèäíî, ÷òî ýòà âåëè÷èíà ìàëà, åñëè ìàëî ξ2
ke
−z2

k S/2.
Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòèêè (ñìåùåíèå è ðàññåÿíèå) îöåíêè λ̂k ïàðà-

ìåòðà λk ñ ó÷åòîì àíîìàëüíûõ îøèáîê.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ñìåùåíèå è ðàññåÿíèå

îöåíêè λ̂k ñ ó÷åòîì àíîìàëüíûõ îøèáîê îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè
b(λ̂k|λ0k) = 〈λ̂k − λ0k〉 = P0kb0(λ̂k|λ0k) + (1− P0k)ba(λ̂k|λ0k),

B(λ̂k|λ0k) = 〈(λ̂k − λ0k)
2〉 = P0kB0(λ̂k|λ0k) + (1− P0k)Ba(λ̂k|λ0k).

(3.2.13)

Çäåñü b0(λ̂k|λ0k) è B0(λ̂k|λ0k) � ñìåùåíèå è ðàññåÿíèå îöåíêè ïðè íàëè-
÷èè òîëüêî íîðìàëüíûõ îøèáîê, à ba(λ̂k|λ0k) è Ba(λ̂k|λ0k) � ñìåùåíèå è
ðàññåÿíèå îöåíêè ïðè íàëè÷èè òîëüêî àíîìàëüíûõ îøèáîê.

Òàê êàê øóìîâàÿ ôóíêöèÿ N̂(λk) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ñëó÷àé-
íûì ïðîöåññîì, òî ïîëîæåíèå íàèáîëüøåãî ìàêñèìóìà øóìîâîé ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíî ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [Λk min, Λk max]. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè àíîìàëüíîé îøèáêè çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

wa(λ̂k) =
1

∆Λk pr
, Λk min < λ̂k < Λk max, (3.2.14)

ãäå ∆Λk pr = Λk max − Λk min.
Íàïîìíèì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íîðìàëüíîé îöåíêè îïðå-

äåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
〈λ̂k〉0 = λ0k.

Ïðè ýòîì äèñïåðñèÿ D0(λ̂k|λ0k) íîðìàëüíîé îöåíêè îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé (3.1.24). Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îöåíêè ïðè íàëè÷èè òîëüêî
àíîìàëüíûõ îøèáîê è ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ðàâíî

〈λ̂k|λ0k〉a =

Λk max∫

Λk min

λ̂kwa(λ̂k) dλ̂k =
Λk max + Λk min

2
= Λk pr =

= 2Rpr/c + (k − µ)(1 + 2Vpr/c)ϑ + Apr(k − µ)2ϑ2/c.
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Îòñþäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îöåíêè ñ ó÷åòîì íîðìàëüíûõ è àíî-
ìàëüíûõ îøèáîê ðàâíî

λ̃0k = 〈λ̂k|λ0k〉 = P0kλ0k + (1− P0k)Λk pr. (3.2.15)

Äèñïåðñèÿ îöåíêè ïðè íàëè÷èè òîëüêî àíîìàëüíûõ îøèáîê è ñäåëàí-
íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ðàâíà

Da(λ̂k|λ0k) =

Λk max∫

Λk min

(λ̂k − Λk pr)
2wa(λ̂k) dλ̂k =

=

Λk max∫

Λk min

(λ̂k − Λk pr)
2 1

∆Λk pr
dλ̂k =

∆Λ2
k pr

12
.

(3.2.16)

Èç ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ïîëó÷àåì, ÷òî ñìå-
ùåíèå ïðè íàëè÷èè òîëüêî íîðìàëüíîé îøèáêè ðàâíî

b0(λ̂k|λ0k) = 0, (3.2.17)

à â óñëîâèÿõ òîëüêî àíîìàëüíîé îøèáêè �

ba(λ̂k|λ0k) = Λk pr − λ0k. (3.2.18)

Óñðåäíèì ýòè âåëè÷èíû ïî λ0k ∈ [Λk min; Λk max]. Ïîñêîëüêó b0(λ̂k|λ0k)
ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, ðàâíîé íóëþ, ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïîëó÷àåì

b0(λ̂k) = 0.

×òîáû óñðåäíèòü ba(λ̂k|λ0k) = Λk pr−λ0k, íàéäåì ñðåäíåå çíà÷åíèå âåëè-
÷èíû λ0k. Ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ R0, ñêîðîñòè V0 è óñêî-
ðåíèÿ A0 ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíûìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðâàëàõ, òî
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè÷èíû λ0k = 2R0/c+(k−µ)(1+2V0/c)ϑ+
A0(k−µ)2ϑ2/c ðàâíî 2Rpr/c+(k−µ)(1+2Vpr/c)ϑ+Apr(k−µ)2ϑ2/c = Λk pr.
Îòñþäà âèäíî, ÷òî

ba(λ̂k) = 0.

Ïîýòîìó äëÿ óñëîâíîãî è áåçóñëîâíîãî ñìåùåíèé ñ ó÷åòîì àíîìàëüíûõ
îøèáîê ïîëó÷àåì

b(λ̂k|λ0k) = P0kb0(λ̂k|λ0k) + (1− P0k)ba(λ̂k|λ0k) = (3.2.19)
= (1− P0k)(Λk pr − λ0k),

b(λ̂k) = 0. (3.2.20)
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Èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë (3.1.24), (3.2.17), (3.2.16) è (3.2.18) èìååì

B0(λ̂k|λ0k) = D0(λ̂k|λ0k) + b2
0(λ̂k|λ0k) =

1

α0
,

Ba(λ̂k|λ0k) = Da(λ̂k|λ0k) + b2
a(λ̂k|λ0k) =

∆Λ2
k pr

12
+ (Λk pr − λ0k)

2.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (3.2.13) ïîëó÷àåì

B(λ̂k|λ0k) = P0k
1

α0
+ (1− P0k)

(∆Λ2
k pr

12
+ (Λk pr − λ0k)

2
)
.

Óñðåäíÿÿ ïî λ0k, íàõîäèì

B(λ̂k) = P0k
1

α0
+ (1− P0k)

(∆Λ2
k pr

12
+

∆Λ2
k pr

12

)
=

= P0k
1

α0
+ (1− P0k)

∆Λ2
k pr

6
.

Äëÿ óñëîâíîé è áåçóñëîâíîé äèñïåðñèé èç ôîðìóë

D(λ̂k|λ0k) = B(λ̂k|λ0k)− b2(λ̂k|λ0k),

D(λ̂k) = B(λ̂k)− 〈b2(λ̂k|λ0k)〉
ïîëó÷àåì

D(λ̂k|λ0k) = P0k
1

α0
+ (1− P0k)

(∆Λ2
k pr

12
+ (Λk pr − λ0k)

2
)
−

−
(
(1− P0k)(Λk pr − λ0k)

)2
=

= P0k
1

α0
+ (1− P0k)

∆Λ2
k pr

12
+ (1− P0k)(Λk pr − λ0k)

2−
− (1− P0k)

2(Λk pr − λ0k)
2 =

= P0k
1

α0
+ (1− P0k)

∆Λ2
k pr

12
+ P0k(1− P0k)(Λk pr − λ0k)

2,

(3.2.21)

D(λ̂k) = B(λ̂k) = P0k
1

α0
+ (1− P 2

0k)
∆Λ2

k pr

12
. (3.2.22)

Íàïîìíèì, ÷òî ïðèåìíèê, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 3.1.1, ïðåîáðàçóåò
îöåíêè λ̂k â îöåíêè R̂, V̂ è Â â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (3.1.30). Ïî-
ëó÷àåìûå òàêèì îáðàçîì íîðìàëüíûå îöåíêè R̂, V̂ è Â ÿâëÿþòñÿ íåñìå-
ùåííûìè ïðè óñëîâèè, ÷òî îöåíêè λ̂k ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè, à èõ äèñ-
ïåðñèè íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (3.1.32).
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×òîáû ïîëó÷èòü óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ îöåíîê (3.1.30)
â óñëîâèÿõ âîçìîæíûõ àíîìàëüíûõ îøèáîê, íàäî â ôîðìóëû (3.1.30)
âìåñòî îöåíîê λ̂k ïîäñòàâèòü èõ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì



〈R̂|R0, V0, A0〉
〈V̂ |R0, V0, A0〉
〈Â|R0, V0, A0〉


 =

N−1∑

k=0




δR k

δV k

δAk


 〈λ̂k|λ0k〉 −




0
c
2
0


 . (3.2.23)

Âû÷èòàÿ èç ôîðìóëû (3.2.23) òîæäåñòâî (îçíà÷àþùåå íåñìåùåííîñòü
íîðìàëüíûõ îöåíîê)




R0

V0

A0


 =

N−1∑

k=0




δR k

δV k

δA k


 λ0k −




0
c
2
0




è èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (3.2.15), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ óñëîâíûõ ñìå-
ùåíèé êâàçèîïòèìàëüíûõ îöåíîê




b(R̂|R0, V0, A0)

b(V̂ |R0, V0, A0)

b(Â|R0, V0, A0)


 =

N−1∑

k=0




δR k

δV k

δAk


 (〈λ̂k|λ0k〉 − λ0k

)
=

=
N−1∑

k=0




δR k

δV k

δAk


 (1− P0k)(Λk pr − λ0k),

îòêóäà ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèé Λk pr = 2Rpr/c + (k − µ)(1 + 2Vpr/c)ϑ +
Apr(k − µ)2ϑ2/c è λ0k = 2R0/c + (k − µ)(1 + 2V0/c)ϑ + A0(k − µ)2ϑ2/c

ïîëó÷àåì

b(l̂|R0, V0, A0) =
2

c
ϕl0(Rpr −R0) +

2ϑ

c
ϕl1(Vpr − V0) +

ϑ2

c
ϕl2(Apr − A0),

(3.2.24)
ãäå l � îäèí èç îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ � R, V èëè A,

ϕlm =
N−1∑

k=0

δl k(1− P0k)(k − µ)m, m = 0, 1, 2. (3.2.25)

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (3.2.24) êâàçèîïòèìàëüíûå îöåíêè (3.1.30) ïðè
íàëè÷èè àíîìàëüíûõ îøèáîê ÿâëÿþòñÿ óñëîâíî ñìåùåííûìè.
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Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó

B(l̂|R0, V0, A0) =
N−1∑

k=0

δ2
l kD(λ̂k|R0, V0, A0) + b2(l̂|R0, V0, A0), (3.2.26)

ôîðìóëû (3.2.21) è (3.2.24), ïîëó÷àåì

B(l̂|R0, V0, A0) =
1

α0

N−1∑

k=0

δ2
lkP0k +

1

c2

[ 1

12

(
4χl0∆R2

pr + 4ϑ2χl2∆V 2
pr + ϑ4χl4∆A2

pr+

+ 8ϑχl1∆Rpr∆Vpr + 4ϑ2χl2∆Rpr∆Apr + 4ϑ3χl3∆Vpr∆Apr

)
+

+ 4(ψl0 + ϕ2
l0)(Rpr −R0)

2 + 4ϑ2(ψl2 + ϕ2
l1)(Vpr − V0)

2 + ϑ4(ψl4 + ϕ2
l2)(Apr − A0)

2+

+ 8ϑ(ψl1 + ϕl0ϕl1)(Rpr −R0)(Vpr − V0) + 4ϑ3(ψl2 + ϕl0ϕl2)(Rpr −R0)(Apr − A0)

+ 4ϑ3(ψl3 + ϕl1ϕl2)(Vpr − V0)(Apr − A0)
]
,

(3.2.27)

ãäå

χlm =
N−1∑

k=0

δ2
l k(1− P0k)|k − µ|m, ψlm =

N−1∑

k=0

δ2
l kP0k(1− P0k)(k − µ)m,

(3.2.28)
à ϕlm îïðåäåëÿåòñÿ èç (3.2.25).

Ñ óâåëè÷åíèåì ÎÑØ zk S = mk S

σk SN
äëÿ îäíîãî èìïóëüñà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè (2.1.1) âåðîÿòíîñòü íàäåæíîé îöåíêè âðåìåííîãî ïîëîæåíèÿ îïòè-
÷åñêîãî èìïóëüñà (3.2.10) âîçðàñòàåò, ò. å. P0k → 1, à (1 − P0k) → 0 ïðè
zk S →∞. Ñîîòâåòñòâåííî èç (3.2.24) è (3.2.27) ïðè ýòîì èìååì

b(R̂|R0, V0, A0) → 0, b(V̂ |R0, V0, A0) → 0, b(Â|R0, V0, A0) → 0
(3.2.29)

è

B(l̂|R0, V0, A0) → 1

α0

N−1∑

k=0

δ2
lk, l = R, V, A. (3.2.30)

Âûïîëíÿÿ ñóììèðîâàíèå, ïðè áîëüøèõ ÎÑØ zk S ïîëó÷àåì

B(R̂|R0, V0, A0) = D0(R̂),

B(V̂ |R0, V0, A0) = D0(V̂ ),

B(Â|R0, V0, A0) = D0(Â).

(3.2.31)

Çäåñü D0(R̂), D0(V̂ ) è D0(Â) îïðåäåëÿþòñÿ èç (3.1.32) è ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé äèñïåðñèè ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ.
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Ñëåäîâàòåëüíî, êâàçèîïòèìàëüíûå îöåíêè (3.1.30) ÿâëÿþòñÿ àñèìïòî-
òè÷åñêè (ñ ðîñòîì ÎÑØ äëÿ êàæäîãî èìïóëüñà) óñëîâíî íåñìåùåííû-
ìè (3.2.29) è ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûìè (3.2.31).

Íàéäåì äàëåå áåçóñëîâíûå õàðàêòåðèñòèêè êâàçèîïòèìàëüíûõ îöåíîê
(3.1.30). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èñòèííûå çíà÷åíèÿ R0, V0 è A0 ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåíû â àïðèîðíîé îáëàñòè W. Óñðåäíÿÿ (3.2.24) ïî ðàâíîìåð-
íî ðàñïðåäåëåííûì çíà÷åíèÿì âåëè÷èí R0, V0 è A0, äëÿ áåçóñëîâíûõ
ñìåùåíèé ïîëó÷àåì

b(R̂) = 〈B(R̂|R0, V0, A0)〉 = 0, b(V̂ ) = 〈B(V̂ |R0, V0, A0)〉 = 0,

b(Â) = 〈B(Â|R0, V0, A0)〉 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, êâàçèîïòèìàëüíûå îöåíêè (3.1.30) áåçóñëîâíî íåñìåùåí-
íûå.

Ïåðåéäåì ê íàõîæäåíèþ áåçóñëîâíûõ ðàññåÿíèé. Óñðåäíÿÿ (3.2.27)
ïî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì çíà÷åíèÿì âåëè÷èí R0, V0 è A0, äëÿ áåç-
óñëîâíûõ ðàññåÿíèé êâàçèîïòèìàëüíûõ îöåíîê (3.1.30) íàõîäèì

B(l̂) =
1

α0

N−1∑

k=0

δ2
l kP0k +

1

12c2

[
4(χl0 + ϕl0 + ψ2

l0)∆R2
pr+

+ 4ϑ2(χl2 + ϕl2 + ψ2
l2)∆V 2

pr + ϑ4(χl4 + ϕl4 + ψ2
l4)∆A2

pr+

+ 8ϑχl1∆Rpr∆Vpr + 4ϑ2χpr∆Rpr∆Apr + 4ϑ3χl3∆VprApr

]
.

(3.2.32)

Ñîïîñòàâëÿÿ (2.2.37) è (3.2.32), ìîæíî íàéòè ïîòåðè â òî÷íîñòè êâàçè-
îïòèìàëüíûõ îöåíîê (3.1.30) ïî ñðàâíåíèþ ñ òî÷íîñòüþ îöåíîê ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ñ óâåëè÷åíèåì ÎÑØ zk S âåðîÿòíîñòü íàäåæíîé îöåíêè P0k → 1
(3.2.9). Ñîîòâåòñòâåííî èç (3.2.32) ïðè ýòîì èìååì

B(l̂) → 1

α0

N−1∑

k=0

δ2
l k.

Ñðàâíèâàÿ ýòîò ðåçóëüòàò ñ (3.2.30), âèäèì, ÷òî áåçóñëîâíûå ðàññåÿíèÿ
êâàçèîïòèìàëüíûõ îöåíîê (3.1.30) ñ ðîñòîì ÎÑØ zk S àñèìïòîòè÷åñêè
ñîâïàäàþò ñ áåçóñëîâíûìè ðàññåÿíèÿìè îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-
ïîäîáèÿ, ÷òî ïîäòâåðæäàåò âûâîäû ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà.
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3.3 Êâàçèîïòèìàëüíûå îöåíêè äàëüíîñòè è ñêîðîñòè
Êàê èçâåñòíî, ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ àñèìï-

òîòè÷åñêè ýôôåêòèâíûì. Â òî æå âðåìÿ êâàçèîïòèìàëüíûé ìåòîä ïðîùå
ðåàëèçóåòñÿ, ïîñêîëüêó ïîäðàçóìåâàåò ïîèñê ïîëîæåíèÿ ìàêñèìóìîâ N

ôóíêöèé îäíîãî àðãóìåíòà òîãäà, êàê àëãîðèòì îöåíêè ìàêñèìàëüíî-
ãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïîäðàçóìåâàåò ïîèñê ïîëîæåíèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè
íåñêîëüêèõ àðãóìåíòîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ïðîâî-
äèòñÿ ñðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê ýòèõ äâóõ ìåòîäîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðîâ. Ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ âûêëàäîê ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðî-
ùåííûé ñëó÷àé, êîãäà òðåáóåòñÿ îöåíèòü òîëüêî äàëüíîñòü è ñêîðîñòü.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíòåíñèâíîñòü ñèãíàëà, ðàññåÿííîãî öåëüþ ñ äàëü-
íîñòüþ R0 è ñêîðîñòüþ V0, èìååò âèä

s(t, R0, V0) =
N−1∑

k=0

s0
(
t− 2R0/c− (k − µ)(1 + 2V0/c)ϑ

)
, (3.3.1)

ïðè ýòîì èíòåíñèâíîñòü èìïóëüñîâ ïðèíèìàåìîãî ñèãíàëà è óðîâåíü øó-
ìà ν ïðèåìíèêó èçâåñòíû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìà s0(t) îäíîãî èìïóëüñà â ïîñûëàåìîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè (2.1.1) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íîðìèðîâàííûé èìïóëüñ f0(x)
ïî ôîðìóëå

s0(t) = af0(t/τ).

Áóäåì, êàê è ðàíåå, èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿ

∆Rpr = Rmax −Rmin, Rpr =
Rmax + Rmin

2
,

∆Vpr = Vmax − Vmin, Vpr =
Vmax + Vmin

2
.

Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå

q = a/ν, µS = aτ,

mR = ∆Rpr/cτ, mV = ϑ∆Vpr/cτ, (3.3.2)

β2 =

∞∫

−∞

[
f ′0(x)

]2

1 + qf0(x)
dx.

Îíè èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë:

X q = a/ν � îòíîøåíèå ñèãíàë-ôîí,



165

X µS = aτ � ñðåäíåå ÷èñëî ñèãíàëüíûõ òî÷åê äëÿ îäíîãî èìïóëüñà,

X mR = ∆Rpr/cτ � êîëè÷åñòâî èìïóëüñîâ ñ ïðîñòðàíñòâåííîé äëè-
íîé cτ , êîòîðûå óêëàäûâàþòñÿ â àïðèîðíîì èíòåðâàëå âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé äàëüíîñòè � íîðìèðîâàííàÿ äëèíà àïðèîðíîãî èíòåðâàëà
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé äàëüíîñòè,

X mV = ϑ∆Vpr/cτ � äîëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé äëèíû èìïóëüñà, íà êî-
òîðóþ ìîæåò ïåðåìåñòèòüñÿ öåëü çà ïåðèîä ïîâòîðåíèÿ,

X β2 =
∞∫
−∞

[
f ′0(x)

]2

1 + qf0(x)
dx � íîðìèðîâàííûé ïàðàìåòð α0 (3.1.25), à

èìåííî, β2 = α0
τν
a2 .

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ äëÿ îöåíêè äàëüíîñòè è ñêîðîñòè. Ëîãàðèôì ôóíêöèîíàëà îòíîøå-
íèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ (ËÔÎÏ) ñ òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåííûõ ïîñòîÿííûõ
ñëàãàåìûõ èìååò âèä

L(R, V ) =

∫ T

0
ln

(
1 + s(t, R, V )/ν

)
dπ(t).

Ñîãëàñíî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â êà÷åñòâå îöåíêè äàëü-
íîñòè è ñêîðîñòè èñïîëüçóåòñÿ ïîëîæåíèå íàèáîëüøåãî ìàêñèìóìà ëîãà-
ðèôìà ôóíêöèîíàëà îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ (ËÔÎÏ) L(R, V ):

(R̂, V̂ ) = arg sup
R,V

L(R, V ).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíêè äàëüíîñòè è ñêîðîñòè ïðèåì-
íèê, ðåàëèçóþùèé ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, äîëæåí îòûñ-
êàòü ïîëîæåíèå íàèáîëüøåãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè L(R, V ) äâóõ ïåðåìåí-
íûõ. Ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòèêè îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíûìè, äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ äîñòàòî÷-
íî âûïèñàòü õàðàêòåðèñòèêè ýôôåêòèâíûõ îöåíîê. Ðàññ÷èòàòü õàðàêòå-
ðèñòèêè ñîâìåñòíî ýôôåêòèâíûõ îöåíîê äàëüíîñòè è ñêîðîñòè ìîæíî,
ïîâòîðèâ ðàññóæäåíèÿ ãëàâû 2. Äèñïåðñèè íàäåæíûõ îöåíîê (àíàëîãè
ôîðìóë (2.2.33) è (2.2.34)) èìåþò âèä

D0(R̂|R0, V0) =
c2

4α0

M2

M0M2 −M2
1

=
c2

4α0

12(µ2 + µ) + 4N2 − 6(2µ + 1)N + 2

N(N2 − 1)
,

D0(V̂ |R0, V0) =
c2

4α0ϑ2

M0

M0M2 −M2
1

=
c2

4α0ϑ2

12

N(N2 − 1)
,



166

ãäå

α0 =

∫ T

0

1

s0(t) + ν

[d s0(t)

dt

]2
dt =

a2

τν

∫ +∞

−∞

[
f ′0(x)

]2

1 + qf0(x)
dx =

a2

τν
β2.

Îòìåòèì, ÷òî âûïèñàííûå âûøå óñëîâíûå äèñïåðñèè íàäåæíûõ îöåíîê
îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ áåçóñëîâíûìè, ïîñêîëüêó îíè íå çàâèñÿò îò R0

è V0.
Âåðîÿòíîñòü íàäåæíîé îöåíêè â ìåòîäå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-

áèÿ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

P0 =

∞∫

−∞
WSN(H)FN(H) dH, (3.3.3)

ãäå ñìûñë WSN(H) è FN(H) òîò æå, ÷òî è â ãëàâå 2. Äëÿ ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè WSN(H) ñïðàâåäëèâ àíàëîã ôîðìóëû (2.2.12):

WSN(H) =
1

σSN

√
2π

exp
[
−(H −mS)2

2σ2
SN

]
, (3.3.4)

ãäå

mS = N

∫ T

0
ln

(
1 + s0(t)/ν

)
s0(t) dt = µSN

∫ T

0
ln

(
1 + qf0(x)

)
f0(x) dx,

σ2
SN = νN

∫ +∞

−∞
ln2(1 + s0(t)/ν

)(
1 + s0(t)/ν

)
dt =

=
µS

q
N

∫ +∞

−∞
ln2(1 + qf0(x)

)(
1 + qf0(x)

)
dx.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà ïîìåõîâîé ñîñòàâëÿ-
þùåé HN ïðè áîëüøèõ HN/σN èìååò âèä [52], [83, ôîðìóëà (1.62)]

FN(H) =

{
exp

[
− ξ

(2π)3/2
H
σN

exp
(
− H2

2σ2
N

)]
, H ≥ σN ,

0, H < σN ,
(3.3.5)
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ãäå

ξ = Q

√√√√ 1

σ4
N

det
∥∥∥∂2BN(

−→
l1 ,
−→
l2 )

∂
−→
l1 ∂

←−
l2

∣∣∣−→
l1 =

−→
l2

∥∥∥,

BN(
−→
l1 ,
−→
l2 ) = ν

N−1∑

k=0

∫ T

0
ln

(
1 + s0

(
t− 2R1/c− (k − µ)(1 + 2V1/c)ϑ

)
/ν

)×

× ln
(
1 + s0

(
t− 2R2/c− (k − µ)(1 + 2V2/c)ϑ

)
/ν

)
dt,

σ2
N = νN

∫ T

0
ln2(1 + s0(t)/ν

)
dt =

µS

q
N

∫ +∞

−∞
ln2(1 + qf0(x)

)
dx,

Q = (Rmax −Rmin)(Vmax − Vmin) = ∆Rpr ∆Vpr,
−→
l = (R, V ).

Âû÷èñëèì ξ. Èìååì

∥∥∥∥
∂2BN(

−→
l1 ,
−→
l2 )

∂
−→
l1 ∂

−→
l2

∣∣∣∣−→
l1 =

−→
l2

∥∥∥∥ =
1

ν

N−1∑

k=0

(
4
c2

4ϑ(k−µ)
c2

4ϑ(k−µ)
c2

4ϑ2(k−µ)2

c2

)∫ T

0

( d s0(t)
dt

1 + s0(t)/ν

)2

dt.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ýòà ôîðìóëà ïðèîáðåòàåò âèä

det

∥∥∥∥
∂2BN(

−→
l1
−→
l2 )

∂
−→
l1 ∂

−→
l2

∣∣∣−→
l1 =

−→
l2

∥∥∥∥ =
4ϑ2N 2

(
N 2 − 1

)

3c4

[
1

ν

∫ T

0

( d s0(t)
dt

1 + s0(t)/ν

)2

dt

]2

.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ξ:

ξ =
2QϑN

σ2
Nc2ν

√
N 2 − 1

3

[∫ T

0

( d s0(t)
dt

1 + s0(t)/ν

)2

dt

]
=

=
2Qϑa2N

σ2
Nc2ντ

√
N 2 − 1

3
β2 = 2mR ·mV · q · µS · β2 ·N

√
N 2 − 1

3
.

(3.3.6)

×òîáû âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü P0 íàäåæíîé îöåíêè, íàäî ïîäñòàâèòü
(3.3.6) â (3.3.5), à çàòåì (3.3.5) è (3.3.4) � â (3.3.3). Èíòåãðàë (3.3.3) è
áîëüøèíñòâî îñòàëüíûõ èíòåãðàëîâ ïðèõîäèòñÿ íàõîäèòü ÷èñëåííî.

Êàê è â � 2.2 äëÿ îöåíîê ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ ïðè óñëîâèè àíîìàëüíîé
îøèáêè èìååì

Ba(R̂|R0, V0) = ∆R2
pr/12 + (Rpr −R0)

2,

ba(R̂|R0, V0) = Rpr −R0,

Ba(V̂ |R0, V0) = ∆V 2
pr/12 + (Vpr − V0)

2,

ba(V̂ |R0, V0) = Vpr − V0.



168

Äëÿ óñëîâíûõ äèñïåðñèé, ñìåùåíèé è ðàññåÿíèé îöåíîê ñêîðîñòè è
óñêîðåíèÿ ñ ó÷åòîì àíîìàëüíûõ îøèáîê ïîëó÷àåì

b(R̂|R0, V0) = (1− P0)(Rpr −R0),

b(V̂ |R0, V0) = (1− P0)(Vpr − V0),

B(R̂|R0, V0) = P0
c2

4α0

12(µ2 + µ) + 4N 2 − 6(2µ + 1)N + 2

N(N 2 − 1)
+

+ (1− P0)∆R2
pr/12 + (1− P0)(Rpr −R0)

2,

B(V̂ |R0, V0) = P0
c2

4α0ϑ2

12

N(N 2 − 1)
+

+ (1− P0)∆V 2
pr/12 + (1− P0)(Vpr − V0)

2.

(3.3.7)

Äëÿ áåçóñëîâíûõ ñìåùåíèé ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ èìååì

b(R̂) = 0, b(V̂ ) = 0.

Äëÿ áåçóñëîâíûõ ðàññåÿíèé è äèñïåðñèé ïîëó÷àåì

B(R̂) = D(R̂) = P0D0(R̂|R0, V0) + (1− P0)∆R2
pr/6,

B(V̂ ) = D(V̂ ) = P0D0(V̂ |R0, V0) + (1− P0)∆V 2
pr/6.

Íîðìèðîâàííûå è óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ R0 = Rpr, V0 = Vpr

óñëîâíûå ðàññåÿíèÿ îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ èìåþò âèä

bR(R0, V0) =
B(R̂|R0, V0)

∆R2
pr

=

=
P0

4m2
RqµSβ2

2
(
6µ2 + 6µ + 2N 2 − 3(2µ + 1)N + 1

)

N(N 2 − 1)
+ (3.3.8)

+
1− P0

12
,

bV (R0, V0) =
B(V̂ |R0, V0)

∆V 2
pr

=
P0

4m2
V qµSβ2

12

N(N 2 − 1)
+

1− P0

12
. (3.3.9)

Âûïèøåì òàêæå âûðàæåíèÿ äëÿ íîðìèðîâàííûõ óñëîâíûõ ðàññåÿíèé
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ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê:

bR(R0, V0) =
B(R̂|R0, V0)

∆R2
pr

=

=
P0

4m2
RqµSβ2

2
(
6µ2 + 6µ + 2N 2 − 3(2µ + 1)N + 1

)

N(N 2 − 1)
, (3.3.10)

bV (R0, V0) =
B(V̂ |R0, V0)

∆V 2
pr

=
1

4m2
V qµSβ2

12

N(N 2 − 1)
. (3.3.11)

Îíè ïîëó÷àþòñÿ èç ôîðìóë (3.3.8) è (3.3.9) â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè â
íèõ P0 = 1.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ êâàçèîïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà. Íàïîìíèì,
÷òî èíòåíñèâíîñòü ðàññåÿííîãî ñèãíàëà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (3.3.1), à èí-
òåíñèâíîñòü øóìà ðàâíà ν, à òàêæå, ÷òî ïðèåìíèê òàêæå íàñòðîåí íà
èìïóëüñû s0(t) è øóì ν. Â òàêîì ñëó÷àå êâàçèîïòèìàëüíûé àëãîðèòì
ïîäðàçóìåâàåò ïðîâåäåíèå îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ âðå-
ìåííûõ ïîëîæåíèé èìïóëüñîâ. Äëÿ ýòîãî ïðîèçâîäèòñÿ ôîðìèðîâàíèå
ëîãàðèôìîâ ÔÎÏ

Lk(λk) =

∫ tk

tk−1

ln
(
1 + s0(t− λk)/ν

)
dπ(t)−

∫ tk

tk−1

s0(t− λk) dt. (3.3.12)

äëÿ êàæäîãî èìïóëüñà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.1.2). Â êà÷åñòâå îöåíîê
âðåìåííûõ ïîëîæåíèé λ0k îòäåëüíûõ èìïóëüñîâ èñïîëüçóþòñÿ ïîëîæå-
íèÿ íàèáîëüøèõ ìàêñèìóìîâ ëîãàðèôìîâ ÔÎÏ (3.3.12).

Ïî îöåíêàì âðåìåííûõ ïîëîæåíèé îòäåëüíûõ èìïóëüñîâ λ̂k ðàññ÷èòû-
âàþòñÿ îöåíêè äàëüíîñòè è ñêîðîñòè R̂ è V̂ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (àíàëîãè
ôîðìóë (3.1.30))

R̂ =
N−1∑

k=0

δRkλ̂k,

V̂ =
N−1∑

k=0

δV kλ̂k − c

2
,

(3.3.13)
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ãäå

δRk = c
M1(k − µ)−M2

2(M 2
1 −M0M2)

=

=
c
[
k(6µ− 3N + 3) + (N − 1)(−3µ + 2N − 1)

]

N(N 2 − 1)
,

δV k = c
M1 −M0(k − µ)

2ϑ(M 2
1 −M0M2)

= −3c(−2k + N − 1)

ϑN(N 2 − 1)
.

(3.3.14)

Îáñóäèì õàðàêòåðèñòèêè òî÷íîñòè êâàçèïðàâäîïîäîáíûõ îöåíîê.
Ãðàíèöû àïðèîðíûõ èíòåðâàëîâ (3.1.4) ïðèîáðåòàþò âèä

Λk min =

{
2Rmin/c + (k − µ)[1 + 2Vmin/c]ϑ ïðè k > µ,

2Rmin/c + (k − µ)[1 + 2Vmax/c]ϑ ïðè k ≤ µ,

Λk max =

{
2Rmax/c + (k − µ)[1 + 2Vmax/c]ϑ ïðè k > µ,

2Rmax/c + (k − µ)[1 + 2Vmin/c]ϑ ïðè k ≤ µ.

Ïðè ýòîì ñåðåäèíû Λkpr = (Λk min + Λk max)/2 àïðèîðíûõ èíòåðâàëîâ
Λk = [Λk min, Λk max] íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

Λkpr = 2Rpr/c + (k − µ)(1 + 2Vpr/c)ϑ, (3.3.15)

ãäå
Rpr =

Rmax + Rmin

2
, Vpr =

Vmax + Vmin

2
,

à äëèíû ∆Λkpr = Λk max − Λk min àïðèîðíûõ èíòåðâàëîâ âîçìîæíûõ çíà-
÷åíèé âðåìåí ïðèõîäà èìïóëüñîâ � ïî ôîðìóëàì

∆Λk pr = 2∆Rpr/c + 2ϑ|k − µ|∆Vpr/c = 2(mR + mV |k − µ|)τ.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü ÷òî ôîðìà s0(t) îäíîãî èìïóëüñà â ïîñûëàåìîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.1.1) è ôîðìà s1(t) îäíîãî èìïóëüñà â ðàññåÿííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.1.2) ñîâïàäàþò è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íîðìèðîâàí-
íûé èìïóëüñ f(x) ïî ôîðìóëå

s0(t) = af0(t/τ).

Áóäåì òàêæå ïîëüçîâàòüñÿ áåçðàçìåðíûìè ïåðåìåííûìè (3.3.2). Â ýòèõ
îáîçíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû, èñïîëüçóåìûå â ôîðìóëå (3.2.10) äëÿ âåðîÿòíî-
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ñòè íàäåæíîé îöåíêè, ïðèíèìàþò âèä

mk S = τν

∫ ∞

−∞
ln

(
1 + qf0(x)

)
qf0(x) dx,

σ2
k N = τν

∫ ∞

−∞
ln2(1 + qf0(x)

)
dx,

κ2
1 = q

∫∞
−∞ ln2(1 + qf0(x)

)
f0(x) dx∫∞

−∞ ln2(1 + qf0(x)
)
dx

,

z1k S =
mk S

σk N
=
√

qµS

∫ +∞
−∞ ln

(
1 + qf0(x)

)
f0(x) dx√∫∞

−∞ ln2(1 + qf0(x)
)
dx

,

ξk = ∆Λk pr
q

τ

√√√√√√
∫∞
−∞

[
f ′0(x)

]2

(
1 + qf0(x)

)2 dx

∫∞
−∞ ln2(1 + qf0(x)

)
dx

=

= 2qβ(mR + |k − µ|mV )
(∫ ∞

−∞
ln2(1 + qf0(x)

)
dx

)−1/2
.

(3.3.16)

Èç ôîðìóëû (3.2.10) âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ âåðîÿòíîñòè àíî-
ìàëüíîé îøèáêè

Pak = 1− P0k = 1− Φ
( z1k S√

1 + κ2
1

)
+

1√
2π(1 + κ2

1)
×

×
∫ +∞

0

{
1− exp

[− ξk

2π
exp

(−x2

2

)]}
exp

[
−(x− z1k S)2

2(1 + κ2
1)

]
dx.

(3.3.17)

Äåéñòâèòåëüíî,
Pak = 1− P0k =

= 1− 1√
2π(1 + κ2

1)

∫ +∞

0

exp
[− ξk

2π
exp

(
−x2

2

)]
exp

[
−(x− z1k S)2

2(1 + κ2
1)

]
dx =

= 1− Φ
( z1k S√

1 + κ2
1

)
+ Φ

( z1k S√
1 + κ2

1

)−

− 1√
2π(1 + κ2

1)

∫ +∞

0

exp
[− ξk

2π
exp

(−x2

2

)]
exp

[
−(x− z1k S)2

2(1 + κ2
1)

]
dx =

= 1− Φ
( z1k S√

1 + κ2
1

)
+

1√
2π(1 + κ2

1)

∫ +∞

0

exp
[
−(x− z1k S)2

2(1 + κ2
1)

]
dx−

− 1√
2π(1 + κ2

1)

∫ +∞

0

exp
[− ξk

2π
exp

(−x2

2

)]
exp

[
−(x− z1k S)2

2(1 + κ2
1)

]
dx =
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= 1− Φ
( z1k S√

1 + κ2
1

)
+

1√
2π(1 + κ2

1)
×

×
∫ +∞

0

{
1− exp

[− ξk

2π
exp

(−x2

2

)]}
exp

[
−(x− z1k S)2

2(1 + κ2
1)

]
dx.

Äëÿ óñëîâíûõ õàðàêòåðèñòèê îöåíîê âðåìåííûõ ïîëîæåíèé èìïóëü-
ñîâ èìååì

b0(λ̂k|λ0k) = 0,

B0(λ̂k|λ0k) = D0(λ̂k|λ0k) =
1

α0
=

ντ

a2
∫ T/τ

0
1

1+qf0(x)

[
f ′0(x)

]2
dx

,

ba(λ̂k|λ0k) = Λkpr − λ0k,

Ba(λ̂k|λ0k) =
∆Λ2

kpr

12
+

(
Λkpr − λ0k

)2
, (3.3.18)

〈λ̂k|λ0k〉 = P0kλ0k + (1− P0k)Λkpr,

b(λ̂k|λ0k) = (1− P0k)(Λkpr − λ0k),

B(λ̂k|λ0k) =
P0k

α0
+ (1− P0k)

[∆Λ2
kpr

12
+

(
Λkpr − λ0k

)2
]
, (3.3.19)

Ïðè óñëîâèè, ÷òî çíà÷åíèÿ λ0k ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî âíóòðè ñâî-
èõ àïðèîðíûõ èíòåðâàëîâ, áåçóñëîâíûå ñìåùåíèÿ è ðàññåÿíèÿ îöåíîê λ̂k

èìåþò âèä

b(λ̂k) = 0, B(λ̂k) =
P0k

α0
+ (1− P0k)

[∆Λ2
kpr

6

]
.

Äëÿ óñëîâíûõ ñìåùåíèé îöåíîê R̂ è V̂ èìååì ôîðìóëû

b(R̂|R0, V0) =
N−1∑

k=0

δRk(1− P0k)
(
Λkpr − λ0k

)
,

b(V̂ |R0, V0) =
N−1∑

k=0

δV k(1− P0k)
(
Λkpr − λ0k

)
.

Èëè
b(l̂|R0, V0) =

2

c
ϕl0(Rpr −R0) +

2ϑ

c
ϕl1(Vpr − V0), (3.3.20)

ãäå l � îäèí èç îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ � R èëè V , à

ϕRm =
N−1∑

k=0

δR k(1− P0k)(k − µ)m, ϕV m =
N−1∑

k=0

δV k(1− P0k)(k − µ)m.
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Ïîäñòàâëÿÿ â àíàëîã (äëÿ äâóõ èíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ) ôîðìó-
ëû (3.2.26)

B(l̂|R0, V0) =
N−1∑

k=0

δ2
l kD(λ̂k|R0, V0) + b2(l̂|R0, V0), (3.3.21)

ôîðìóëó (3.2.21)

D(λ̂k|λ0k) = P0k
1

α0
+ (1− P0k)

∆Λ2
k pr

12
+ P0k(1− P0k)(Λk pr − λ0k)

2.

è ôîðìóëó (3.3.20), ïîëó÷àåì äëÿ óñëîâíûõ ðàññåÿíèé àíàëîã ôîðìó-
ëû (3.2.27):

B(l̂|R0, V0) =
N−1∑

k=0

δ2
l kD(λ̂k|R0, V0) + b2(l̂|R0, V0) =

=
N−1∑

k=0

δ2
l k

[
P0k

1

α0
+ (1− P0k)

∆Λ2
k pr

12
+ P0k(1− P0k)(Λk pr − λ0k)

2
]
+

+
[2

c
ϕl0(Rpr −R0) +

2ϑ

c
ϕl1(Vpr − V0)

]2
=

=
N−1∑

k=0

δ2
l k

P0k

α0
+

N−1∑

k=0

δ2
l k

[
(1− P0k)

∆Λ2
k pr

12
+ P0k(1− P0k)(Λk pr − λ0k)

2
]
+

+
[2

c
ϕl0(Rpr −R0) +

2ϑ

c
ϕl1(Vpr − V0)

]2
=

=
N−1∑

k=0

δ2
l k

P0k

α0
+

N−1∑

k=0

δ2
l k

[
(1− P0k)

1

12c2

(
2∆Rpr + 2|k − µ|∆Vprϑ

)2
+

+ P0k(1− P0k)
[
2(Rpr −R0)/c + (k − µ)(1 + 2(Vpr − V0)/c)ϑ

]2
]
+

+
4

c2

[
ϕl0(Rpr −R0) + ϑϕl1(Vpr − V0)

]2
=

=
N−1∑

k=0

δ2
l k

P0k

α0
+

1

3c2

[
χl00∆R2

pr + 2ϑχl01∆Rpr∆Vpr + ϑ2χl11∆V 2
pr

]
+

+
4

c2

[
ψl00(Rpr −R0)

2 + 2ϑψl01(Rpr −R0)(Vpr − V0) + ϑ2ψl11(Vpr − V0)
2
]
,
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ãäå ïðè m = 0, 1

χlmn =
N−1∑

k=0

δ2
l k(1− P0k)|k − µ|m+n,

ψlmn =
N−1∑

k=0

δ2
l kP0k(1− P0k)(k − µ)m+n+

+
(N−1∑

k=0

δl k(1− P0k)(k − µ)m
)(N−1∑

k=0

δl k(1− P0k)(k − µ)n
)
.

(3.3.22)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå R0 = Rpr, V0 = Vpr ýòà ôîðìóëà ïðèîáðåòàåò âèä

B(l̂|R0, V0) =
N−1∑

k=0

δ2
l k

P0k

α0
+

1

3c2

N−1∑

k=0

δ2
l k(1− P0k)

[
∆Rpr + ϑ|k − µ|∆Vpr

]2
.

(3.3.23)

Ðàññìîòðèì òàêæå íîðìèðîâàííûå ïðè R0 = Rpr, V0 = Vpr óñëîâíûå
ðàññåÿíèÿ êâàçèîïòèìàëüíûõ îöåíîê

bR(R0, V0) =
B(R̂|R0, V0)

∆R2
pr

=
N−1∑

k=0

δ̃2
Rk

[ 1− Pak

4m2
RqµSβ2 +

Pak

12

(
1 +

mV

mR
|k − µ|)2

]
,

(3.3.24)

bV (R0, V0) =
B(V̂ |R0, V0)

∆V 2
pr

=
N−1∑

k=0

δ̃2
V k

[ 1− Pak

4m2
V qµSβ2 +

Pak

12

(mR

mV
+ |k − µ|)2

]
,

(3.3.25)

ãäå Pak îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (3.3.17), à (δ̃Rk è δ̃V k ñâÿçàíû ñ âåëè÷èíà-
ìè (3.3.14) ñîîòíîøåíèÿìè δRk = c

2 δ̃Rk è δV k = c
2ϑ δ̃V k)

δ̃Rk =
M1(k − µ)−M2

M 2
1 −M0M2

=
2
[
k(6µ− 3N + 3) + (N − 1)(−3µ + 2N − 1)

]

N(N 2 − 1)
,

δ̃V k =
M1 −M0(k − µ)

M 2
1 −M0M2

= −6(−2k + N − 1)

N(N 2 − 1)
.

Íà ðèñ. 3.3.2�3.3.6 èçîáðàæåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé íîðìèðîâàí-
íûõ óñëîâíûõ ðàññåÿíèé äëÿ êâàçèîïòèìàëüíûõ îöåíîê (ôîðìóëû (3.3.8)
è (3.3.9); ñïëîøíûå ëèíèè), îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ôîð-
ìóëû (3.3.24) è (3.3.25); ïóíêòèðíûå ëèíèè), à òàêæå ñîâìåñòíî-ýôôåê-
òèâíûõ îöåíîê (ôîðìóëû (3.3.10) è (3.3.11); øòðèõ-ïóíêòèðíûå ëèíèè)
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îò îòíîøåíèÿ ñèãíàë-ôîí q äëÿ èìïóëüñà, ôîðìà èíòåíñèâíîñòè êîòîðî-
ãî çàäàåòñÿ ôîðìóëîé Ãàóññà

f0(x) = exp(−πx2/2).

Íà âñåõ ãðàôèêàõ µS = 100. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, â îáëàñòè íà-
äåæíûõ îöåíîê ðàññåÿíèÿ äëÿ ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ è
äëÿ êâàçèîïòèìàëüíîãî ìåòîäà ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò, à â îáëàñòè âîç-
ìîæíûõ àíîìàëüíûõ îøèáîê ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äàåò
ñóùåñòâåííî ëó÷øèé ðåçóëüòàò.

Èç ñîïîñòàâëåíèÿ ðèñ. 3.3.2 ñ 3.3.5 è 3.3.4 ñ 3.3.6 âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè-
÷åíèè ÷èñëà èìïóëüñîâ N óâåëè÷èâàåòñÿ òî÷íîñòü âñåõ îöåíîê. Ïðè ýòîì
òî÷íîñòü îöåíîê ñêîðîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ ãîðàçäî çàìåòíåå. Êðîìå òîãî,
ïîðîãîâîå îòíîøåíèå ñèãíàë-ôîí, íèæå êîòîðîãî âëèÿíèå àíîìàëüíûõ
îøèáîê ñóùåñòâåííî, äëÿ îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ óìåíü-
øàåòñÿ, à äëÿ êâàçèîïòèìàëüíîé îöåíêè íå èçìåíÿåòñÿ.

Èç ñîïîñòàâëåíèÿ ðèñ. 3.3.2 ñ 3.3.4 è 3.3.5 ñ 3.3.6, à òàêæå 3.3.3 ñ 3.3.2
âèäíî, ÷òî óâåëè÷åíèå àïðèîðíîãî èíòåðâàëà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé äàëü-
íîñòè mR è ñêîðîñòè mV óâåëè÷èâàåò çíà÷åíèå ïîðîãîâîãî îòíîøåíèÿ
ñèãíàë-ôîí äëÿ îáåèõ îöåíîê, íî íåñóùåñòâåííî.
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Ðèñ. 3.3.2: Çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííûõ ðàññåÿíèé (3.3.8) è (3.3.9), (3.3.10) è (3.3.11),
(3.3.24) è (3.3.25) îò q äëÿ êâàçèîïòèìàëüíîãî ìåòîäà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), ìåòîäà
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíîé îöåí-
êè (øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ)
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Ðèñ. 3.3.3: Çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííûõ ðàññåÿíèé (3.3.8) è (3.3.9), (3.3.10) è (3.3.11),
(3.3.24) è (3.3.25) îò q äëÿ êâàçèîïòèìàëüíîãî ìåòîäà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), ìåòîäà
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíîé îöåí-
êè (øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ)
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Ðèñ. 3.3.4: Çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííûõ ðàññåÿíèé (3.3.8) è (3.3.9), (3.3.10) è (3.3.11),
(3.3.24) è (3.3.25) îò q äëÿ êâàçèîïòèìàëüíîãî ìåòîäà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), ìåòîäà
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíîé îöåí-
êè (øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ)
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Ðèñ. 3.3.5: Çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííûõ ðàññåÿíèé (3.3.8) è (3.3.9), (3.3.10) è (3.3.11),
(3.3.24) è (3.3.25) îò q äëÿ êâàçèîïòèìàëüíîãî ìåòîäà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), ìåòîäà
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíîé îöåí-
êè (øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ)
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Ðèñ. 3.3.6: Çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííûõ ðàññåÿíèé (3.3.8) è (3.3.9), (3.3.10) è (3.3.11),
(3.3.24) è (3.3.25) îò q äëÿ êâàçèîïòèìàëüíîãî ìåòîäà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), ìåòîäà
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíîé îöåí-
êè (øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ)
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3.4 Ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå àëãîðèòìà êâà-
çèîïòèìàëüíûõ îöåíîê äàëüíîñòè è ñêîðîñòè

Êâàçèîïòèìàëüíûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíûì ïðè
óñëîâèè ñîâïàäåíèÿ ôîðì èíòåíñèâíîñòåé ïðèíèìàåìûõ è îæèäàåìûõ
èìïóëüñîâ, à òàêæå èíòåíñèâíîñòåé ïðèíèìàåìîãî è îæèäàåìîãî øóìîâ.
Òåì íå ìåíåå, íåêîòîðûå âûêëàäêè, ñâÿçàííûå ñ èññëåäîâàíèåì ýòîãî
ìåòîäà, èñïîëüçîâàëè ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû. Â ñâÿçè ñ ýòèì â íàñòîÿ-
ùåì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ,
ïîçâîëÿþùèå ñóäèòü î ãðàíèöàõ ïðèìåíèìîñòè êâàçèîïòèìàëüíîãî ìå-
òîäà è áëèçîñòè åãî õàðàêòåðèñòèê ê ýôôåêòèâíûì. Ïî ïîâîäó îáùèõ
ïðèíöèïîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñì. [14, 16, 46, 100, 116].

Âíà÷àëå îïèøåì ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îöåíîê
âðåìåí ïðèõîäà îòäåëüíûõ èìïóëüñîâ, ïîçâîëÿþùèå ñóäèòü î ãðàíèöàõ
ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííûõ õàðàêòåðèñòèê ýòèõ îöåíîê.

×òîáû íå ïåðåïèñûâàòü çàíîâî ôîðìóëû èç � 3.3, ñîõðàíèì â îáîçíà-
÷åíèÿõ ôèêòèâíûé èíäåêñ k, îçíà÷àþùèé íîìåð èìïóëüñà. Ðàññìîòðèì
ñèãíàë, ñîñòîÿùèé èç îäíîãî èìïóëüñà:

s0(t− λ0k).

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âðåìåííîå ïîëîæåíèå λ0k = 0. Òàê-
æå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ôîðìèðîâàíèè ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè (3.1.2)
àïðèîðíî èçâåñòíà ôîðìà ñèãíàëà s0(t) è óðîâåíü øóìà ν, òàê ÷òî îöåí-
êè âðåìåííûõ ïîëîæåíèé ÿâëÿþòñÿ îöåíêàìè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïî-
äîáèÿ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3.3.19) íîðìèðîâàííîå ðàññåÿíèå îöåíêè
âðåìåííîãî ïîëîæåíèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî ñåðåäèíà àïðèîðíîãî èíòåðâàëà
ñîâïàäàåò ñ λ0k = 0, çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

bλ(λ0k) =
B(λ̂|λ0k)

∆Λ2
k pr

= P0k
τ 2

µSqβ2∆Λ2
k pr

+
1− P0k

12
, (3.4.1)

ãäå P0k çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (3.2.10), à âõîäÿùèå â íåå âåëè÷èíû � ôîð-
ìóëàìè (3.3.16).

Öåëüþ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îöåíîê âðåìåí ïðèõîäà èì-
ïóëüñîâ ÿâëÿëîñü ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ çàâèñèìîñòè óñëîâíîãî ðàññåÿíèÿ
bλ(λ0k) (3.4.1) îò ïàðàìåòðà q ∈ [0.01; 10], íîðìèðîâàííîãî ñ èñïîëüçîâà-
íèåì çíà÷åíèÿ λ0k = Λk pr = (Λk min+Λk max)/2, ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
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ïàðàìåòðà ∆Λk pr, à òàêæå µS. Âåëè÷èíà bλ(λ0k) íàõîäèëàñü êàê ïî ôîð-
ìóëå (3.4.1), òàê è ïóòåì ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Âû÷èñëåíèÿ
ïðîâîäèëèñü ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.

1. Çàäàþòñÿ êîíñòàíòû µS (ñì. ôîðìóëó (3.3.2), â áîëüøèíñòâå ïðî-
âîäèâøèõñÿ ýêñïåðèìåíòîâ èñïîëüçîâàëîñü çíà÷åíèå µS = 100), mλ =
∆Λk pr/τ (îáû÷íî èñïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèÿ � 20 è 200 äëÿ óäîáñòâà ñðàâ-
íåíèÿ ñ îöåíêàìè äàëüíîñòè è ñêîðîñòè, â êîòîðûõ ∆Λk pr èìååò òàêîé
ïîðÿäîê) è q ∈ [0.01; 10].

Ðàññìàòðèâàåòñÿ èìïóëüñ, ôîðìà èíòåíñèâíîñòè êîòîðîãî çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé Ãàóññà

f0(x) = exp(−πx2/2).

Äëÿ òàêîãî èìïóëüñà ýêâèâàëåíòíàÿ äëèòåëüíîñòü
∫∞
−∞ f 2

0 (x) dx ðàâíà 1.
Ðàññìàòðèâàåìûå ñèãíàëû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç f0 ïî ôîðìóëå s0(t) =
s1(t) = af0(t/τ). Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ çàìåíîé x = t/τ . Èìïóëüñ f0(x)
ñ÷èòàåòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëûì âíå îòðåçêà [−2, 2], ïîýòîìó òàì åãî çíà-
÷åíèÿ çàìåíÿþòñÿ íóëÿìè.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äëèíà àïðèîðíîãî èíòåðâàëà [Λmin, Λmax] ðàâíà ∆Λk pr,
à ñåðåäèíà � Λk pr = 0. Òåì ñàìûì [Λmin, Λmax] = [−∆Λk pr/2, ∆Λk pr/2].

2. Ôîðìóëó (3.1.2) äëÿ ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè ïåðåïèøåì â âèäå (âòî-
ðîé èíòåãðàë, ÿâëÿþùèéñÿ êîíñòàíòîé, îòáðîøåí):

Lk(λk) =

∫ +∞

−∞
ln

(
1 + qf0

(t− λk

τ

))
dπ(t).

Èëè ïîñëå çàìåíû y = t/τ :

Lk(h) =

∫ +∞

−∞
ln

(
1 + qf0(y − h)

)
dπ(τy),

ãäå h = λk/τ . Èëè ïîñëå åùå îäíîé çàìåíû x = y − h:

Lk(h) =

∫ +∞

−∞
ln

(
1 + qf0(x)

)
dπ(τ(x− h)). (3.4.2)

Çàäàåòñÿ øàã äèñêðåòèçàöèè ∆x = 1/25 èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé x.
Èíòåãðàëüíîé ñóììîé äëÿ ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè (3.4.2) ÿâëÿåòñÿ ñóììà

Lk(h) ≈
∞∑

i=−∞
ln

(
1 + qf0(xi)

)
∆π(τ(xi − h)),
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ãäå xi = i · ∆x ìåíÿåòñÿ ñ øàãîì ∆x. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f0(x) = 0 ïðè
|x| > 2, à ∆x = 1/25, â ýòîé ñóììå íåíóëåâûìè ìîãóò áûòü òîëüêî 101
öåíòðàëüíûõ ñëàãàåìûõ, è åå ìîæíî çàìåíèòü íà ñóììó

Lk(h) ≈
50∑

i=−50

ln
(
1 + qf0(xi)

)
∆π(τ(xi − h)). (3.4.3)

Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèÿ ln
(
1 + qf0(xi)

)
äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü äëÿ i îò

−50 äî 50, à çíà÷åíèÿ ∆π(τxi−h) � äëÿ xi èç èíòåðâàëà [−Λmax,−Λmin] =
[Λmin, Λmax], â êîòîðîì èçìåíÿåòñÿ −h, ðàñøèðåííîãî íà âåëè÷èíó âîç-
ìîæíîãî èçìåíåíèÿ xi, ò.å. äëÿ xi èç èíòåðâàëà [Λmin − 2, Λmax + 2].

Âåðíåìñÿ ê âû÷èñëåíèÿì. Ôîðìèðóåòñÿ ìàññèâ çíà÷åíèé

g[i] = ln
(
1 + q · f0(i ·∆x)

)

ôóíêöèè ln
(
1 + qf0(x)

)
, âõîäÿùåé â ñóììó (3.4.3).

Äàëåå íà ðàñøèðåííîì àïðèîðíîì èíòåðâàëå [Λmin − 2, Λmax + 2] ñ
øàãîì ∆x ôîðìèðóþòñÿ çíà÷åíèÿ input[i] ïóàññîíîâñêîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ñ èíòåíñèâíîñòüþ ∆π(τxi), ñîîòâåòñòâóþùåé íåêîòîðîé ïðèíè-
ìàåìîé ðåàëèçàöèè π, ôîðìèðóåìîé ñ ïîìîùüþ ãåíåðàòîðà ñëó÷àéíûõ
÷èñåë. ×òîáû âûâåñòè ôîðìóëó äëÿ èíòåíñèâíîñòè ∆π(τxi), çàìåòèì,
÷òî ïðè óâåëè÷åíèè àðãóìåíòà x â ôîðìóëå (3.4.2) íà âåëè÷èíó ∆x àðãó-
ìåíò ïðèíèìàåìîé ðåàëèçàöèè π(τx) óâåëè÷èâàåòñÿ íà τ∆x. Ïîýòîìó ñî-
îòâåòñòâóþùåå ïðèðàùåíèå ∆π(τx) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïóàññîíîâñêóþ
ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ èíòåíñèâíîñòüþ

(
s0(t) + ν

)
τ∆x =

(
aτf0(x) +

aτ

q

)
∆x =

(
µSf0(x) + µS/q

)
∆x

(ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî x ìåíÿåòñÿ äèñêðåòíî è òåì ñàìûì èìååò âèä x =
i ·∆x). Ïîýòîìó â êà÷åñòâå çíà÷åíèé input[i] áåðóòñÿ ÷èñëà

(
µSf0(i ·∆x) + µS/q

)
∆x.

Îíè ñîîòâåòñòâóþò êîëè÷åñòâó ôîòîýëåêòðîíîâ ïðèíèìàåìîé ðåàëèçà-
öèè ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà ñ èíòåíñèâíîñòüþ af0(x) + ν çà íîðìèðî-
âàííîå âðåìÿ ∆x.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî èíäåêñ i â ìàññèâå g[i] ìåíÿåòñÿ â èí-
òåðâàëå [−50, 50] è îáåñïå÷èâàåò èçìåíåíèå àðãóìåíòà ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè â ïðåäåëàõ [−2, 2], â òî âðåìÿ êàê èíäåêñ
i â ìàññèâå input[i] ìåíÿåòñÿ â áîëüøåì èíòåðâàëå [(Λmin−2)/∆x, (Λmax+
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2)/∆x] è îáåñïå÷èâàåò èçìåíåíèå àðãóìåíòà x ïóàññîíîâñêîãî ñëó÷àé-
íîãî ïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî ïðèíèìàåìóþ ðåàëèçàöèþ, â èíòåðâàëå
[Λmin − 2, Λmax + 2].

3. Â òî÷êàõ àïðèîðíîãî èíòåðâàëà [Λmin, Λmax] ñ øàãîì ∆x (ýòî ïðèâî-
äèò ê òîìó, ÷òî ñäâèã λk/τ ìåíÿåòñÿ äèñêðåòíî ñ òåì æå øàãîì ∆x, ÷òî è
âûøå) âû÷èñëÿåòñÿ ìàññèâ çíà÷åíèé L[h] ëîãàðèôìà ôóíêöèîíàëà îòíî-
øåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ (3.4.2) äëÿ ðåàëèçàöèè ïóàññîíîâñêîãî ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà input[i], ñôîðìèðîâàííîãî íà ïðåäûäóùåì ýòàïå, ïî ôîðìóëå

L[h] =
50∑

i=−50

g[i] · input[i− h].

ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ôîðìóëó (3.4.3) âî ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Ïîä-
÷åðêíåì, ÷òî â íåé çíà÷åíèÿ èíäåêñà h ìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ èíòåðâàëà
[Λmin/∆x, Λmax/∆x].

4. Èùåòñÿ íîìåð hmax ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ìàññèâà L[h] ïî h. Íî-
ìåð ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ â áåçðàçìåðíîå çíà÷åíèå âðåìåíè ïðèõîäà:

lmax = hmax ·∆x.

5. Ýêñïåðèìåíò ïîâòîðÿåòñÿ M = 1000 ðàç è ðàññ÷èòûâàåòñÿ íîðìè-
ðîâàííîå ðàññåÿíèå ïî ôîðìóëå (j � íîìåð ýêñïåðèìåíòà)

bλ =
1

M ∆Λ2
k pr

M−1∑

J=0

(lmax[j])
2.

6. Â ðåçóëüòàòå îïèñàííûõ âû÷èñëåíèé äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ q ïî-
ëó÷àåòñÿ îäíà òî÷êà íà ãðàôèêå çàâèñèìîñòè bλ îò q. Çàòåì âû÷èñëå-
íèÿ ïîâòîðÿþòñÿ äëÿ ñëåäóþùåãî çíà÷åíèÿ q. Ïîñêîëüêó ìàñøòàá íà
ãðàôèêàõ âçÿò ëîãàðèôìè÷åñêèé, íà êàæäîì øàãå q óâåëè÷èâàåòñÿ â
16
√

10 ≈ 1, 15478 ðàç, à íå íà íåêîòîðóþ âåëè÷èíó ∆q (êîíêðåòíîå çíà÷å-
íèå 16

√
10 âûáðàíî èç òåõ ñîîáðàæåíèé, ÷òîáû íà ãðàôèêå ïðèñóòñòâîâàëî

äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî òî÷åê). Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå � q = 0.01, êîíå÷íîå
çíà÷åíèå � q = 10.

7. Ñòðîÿòñÿ ãðàôèêè, ñì. íèæå ðèñ. 3.4.7�3.4.12. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà
ãðàôèêàõ òàêæå èçîáðàæàþòñÿ òåîðåòè÷åñêèå ðàññåÿíèÿ.

Èòàê, ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñ.
3.4.7�3.4.12. Íà íèõ òî÷êàìè èçîáðàæåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé óñëîâíî-
ãî íîðìèðîâàííîãî ðàññåÿíèÿ (3.4.1) îò îòíîøåíèÿ ñèãíàë-ôîí q. Ñïëîø-
íîé ëèíèåé èçîáðàæåíà òåîðåòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü äëÿ êâàçèîïòèìàëü-
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íîãî ìåòîäà ñ ó÷åòîì àíîìàëüíîé îøèáêè, ïóíêòèðíîé � äëÿ íàäåæíîé
îöåíêè, à òî÷êàìè � ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ.

Îáúåì M ýêñïåðèìåíòàëüíîé âûáîðêè â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïà-
ðàìåòðîâ q, µS è mR âàðüèðîâàëñÿ â èíòåðâàëå îò 103 äî 5 · 103 ðåàëè-
çàöèé. Ýòè çíà÷åíèÿ M îáåñïå÷èâàþò ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ ïîãðåøíîñòü
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ â ïðåäåëàõ 10 . . . 20%.

Íà ðèñ. 3.4.7 è 3.4.8 ñðåäíåå ÷èñëî ôîòîýëåêòðîíîâ íà èíòåðâàëå, ðàâ-
íîì ýêâèâàëåíòíîé äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà, µS = 100. Èç ðèñ. 3.4.7 è
3.4.8 âèäíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì µS ëåãêî îïðåäåëèòü ïîðîãî-
âîå çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ ñèãíàë-ôîí q, ïðè ïðåâûøåíèè êîòîðîãî âëè-
ÿíèåì àíîìàëüíûõ îøèáîê ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ (ïðè
µS > 100) ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ áëèçêè ê òåîðåòè÷åñêèì êàê â îá-
ëàñòè àíîìàëüíûõ îöåíîê, òàê è â îáëàñòè íàäåæíûõ îöåíîê.

Èç ðèñ. 3.4.9 âèäíî, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè µS òðåáóåòñÿ çíà÷èòåëüíîå
óâåëè÷åíèå óðîâíÿ ñèãíàë-ôîí äëÿ âîçìîæíîñòè ïðåíåáðåæåíèÿ âëèÿ-
íèåì àíîìàëüíûõ îøèáîê. Îòìåòèì, ÷òî ïðè îòíîøåíèÿõ ñèãíàë-ôîí,
áëèçêèõ ê ïîðîãîâûì (q > 20), íî âñå åùå íàõîäÿùèìñÿ â îáëàñòè àíî-
ìàëüíûõ îøèáîê, âåðîÿòíîñòü àíîìàëüíîé îøèáêè î÷åíü ìàëà, òåì íå
ìåíåå âëèÿíèå àíîìàëüíîé îøèáêè âñå åùå îùóòèìî. Ïîýòîìó â ýòîé îá-
ëàñòè ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ áëèçêè ê òåîðåòè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì
äëÿ íàäåæíîé îöåíêè.

Íà ðèñ. 3.4.10�3.4.12 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ î÷åíü
ìàëûõ µS. Ýòè çíà÷åíèÿ µS ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ, êîãäà íå âûïîëíÿ-
þòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ, ñäåëàííûå ïðè âûâîäå òåîðåòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ
õàðàêòåðèñòèê îöåíîê. Ýòè ðèñóíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ðåçóëüòàòû ìîäå-
ëèðîâàíèÿ íå ñîîòâåòñòâóþò òåîðåòè÷åñêèì ðàñ÷åòàì. Êàê âèäèì, â îá-
ëàñòè ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ àíîìàëüíûõ îøèáîê (q < 0, 5) ðåçóëüòàòû
ìîäåëèðîâàíèÿ âñå æå áëèçêè ê òåîðåòè÷åñêèì, îäíàêî ýòî îáúÿñíÿåòñÿ
òåì, ÷òî êàê òåîðåòè÷åñêèå ôîðìóëû, òàê è ìîäåëèðîâàíèå îïèñûâàþò
ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â àïðèîðíîì èíòåðâàëå. Òàêèì îáðàçîì, ìî-
äåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëüçîâàòüñÿ ïîëó÷åííûìè òåîðåòè÷åñêè-
ìè ôîðìóëàìè ïðè µS < 10 íå ñëåäóåò.
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Ðèñ. 3.4.7: Çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííûõ ðàññåÿíèé âðåìåí ïðèõîäà èìïóëüñà îò q,
ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (êðóæêè). Ñïëîøíîé ëè-
íèåé ïîêàçàíû òåîðåòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ñ ó÷åòîì àíîìàëüíûõ îøèáîê (ôîðìó-
ëà (3.4.1)), à ïóíêòèðíîé � äëÿ ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê

ç ç ç
ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
ç

ç
ç

0.02 0.05 0.1 0.2 0.5 1 2 5 10
q1.´10-7

2.´10-7

5.´10-7

1.´10-6

2.´10-6

5.´10-6

0.00001

0.00002

0.00005

0.0001

0.0002

0.0005

0.001

0.002

0.005

0.01

0.02

0.05

0.1
bΛ

mΛ=200, ΜS=100

Ðèñ. 3.4.8: Çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííûõ ðàññåÿíèé âðåìåí ïðèõîäà èìïóëüñà îò q,
ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (êðóæêè). Ñïëîøíîé ëè-
íèåé ïîêàçàíû òåîðåòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ñ ó÷åòîì àíîìàëüíûõ îøèáîê (ôîðìó-
ëà (3.4.1)), à ïóíêòèðíîé � äëÿ ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê
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Ðèñ. 3.4.9: Çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííûõ ðàññåÿíèé âðåìåí ïðèõîäà èìïóëüñà îò q,
ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (êðóæêè). Ñïëîøíîé ëè-
íèåé ïîêàçàíû òåîðåòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ñ ó÷åòîì àíîìàëüíûõ îøèáîê (ôîðìó-
ëà (3.4.1)), à ïóíêòèðíîé � äëÿ ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê
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Ðèñ. 3.4.10: Çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííûõ ðàññåÿíèé âðåìåí ïðèõîäà èìïóëüñà îò q,
ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (êðóæêè). Ñïëîøíîé ëè-
íèåé ïîêàçàíû òåîðåòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ñ ó÷åòîì àíîìàëüíûõ îøèáîê (ôîðìó-
ëà (3.4.1)), à ïóíêòèðíîé � äëÿ ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê Ïðîâîäèëîñü 1000
ýêñïåðèìåíòîâ. Âñå òî÷êè âû÷èñëÿëèñü ïðè ∆x = 1/25
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Ðèñ. 3.4.11: Çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííûõ ðàññåÿíèé âðåìåí ïðèõîäà èìïóëüñà îò q,
ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (êðóæêè). Ñïëîøíîé ëè-
íèåé ïîêàçàíû òåîðåòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ñ ó÷åòîì àíîìàëüíûõ îøèáîê (ôîðìó-
ëà (3.4.1)), à ïóíêòèðíîé � äëÿ ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê
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Ðèñ. 3.4.12: Çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííûõ ðàññåÿíèé âðåìåí ïðèõîäà èìïóëüñà îò q,
ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (êðóæêè). Ñïëîøíîé ëè-
íèåé ïîêàçàíû òåîðåòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ñ ó÷åòîì àíîìàëüíûõ îøèáîê (ôîðìó-
ëà (3.4.1)), à ïóíêòèðíîé � äëÿ ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê
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Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êâàçèîïòèìàëü-
íûõ îöåíîê äàëüíîñòè è ñêîðîñòè. Öåëüþ ýòîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿëîñü
ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ çàâèñèìîñòåé íîðìèðîâàííûõ óñëîâíûõ ðàññåÿíèé
êâàçèîïòèìàëüíûõ îöåíîê (3.3.24) è (3.3.25) ïðè óñëîâèè R0 = Rpr,
V0 = Vpr, îò ïàðàìåòðà q ∈ [0.01; 10] ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðîâ N , mR è mV , à òàêæå µS. Ïðè ýòîì âåëè÷èíû bR è bV íàõîäèëèñü
êàê ïî ôîðìóëàì (3.3.24) è (3.3.25), òàê è ïóòåì ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.

1. Âû÷èñëÿþòñÿ êîíñòàíòû Mν (1.1.13):
M0 = N, M1 = N(−1 + N − 2µ)/2,

M2 = N(1 + 2N 2 + 6µ + 6µ2 − 3N(1 + 2µ))/6.

Çàäàþòñÿ êîíñòàíòû N (èñïîëüçóåìûå çíà÷åíèÿ � 2 è 10), µ = 0 (ñì.
ôîðìóëó (1.1.1)), µS (ñì. ôîðìóëó (3.3.2), îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ çíà÷åíèå
µS = 100), mR (èñïîëüçóåìûå çíà÷åíèÿ � 10 è 100) è mV (èñïîëüçóåìûå
çíà÷åíèÿ � 0,5 è 1), R0 = Rpr = 0 è V0 = Vpr = 0, è q ∈ [0.01; 10].

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèãíàë, äëÿ êîòîðîãî ôîðìà èíòåíñèâíîñòè îòäåëü-
íîãî èìïóëüñà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé Ãàóññà

f0(x) = exp(−πx2/2).

Äëÿ òàêîãî èìïóëüñà ýêâèâàëåíòíàÿ äëèòåëüíîñòü
∫∞
−∞ f 2

0 (x) dx ðàâíà 1.
Ðàññìàòðèâàåìûå ñèãíàëû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç f0 ïî ôîðìóëå s0(t) =
s1(t) = af0(t/τ). Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ çàìåíîé x = t/τ . Èìïóëüñ f0(x)
ñ÷èòàåòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëûì âíå îòðåçêà [−2, 2], ïîýòîìó òàì åãî çíà-
÷åíèÿ çàìåíÿþòñÿ íóëÿìè.

Íîðìèðîâàííàÿ äëèíà àïðèîðíîãî èíòåðâàëà îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé
mk λ = ∆Λk pr/τ = 2∆Rpr/(cτ) + 2k∆Vprϑ/(cτ) = 2mR + 2k ·mV .

Ñåðåäèíû è ãðàíèöû íîðìèðîâàííûõ àïðèîðíûõ èíòåðâàëîâ âû÷èñëÿ-
þòñÿ ïî ôîðìóëàì

Ξ[k] = Λ[k]/τ = kϑ/τ,

Ξmin[k] = Λmin[k]/τ = Ξ[k]−mR − k ·mV ,

Ξmax[x] = Λmax[k]/τ = Ξ[k] + mR + k ·mV .

Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé îäíîâðåìåííî ðàññìîòðèì öåíòðèðîâàííûé
àïðèîðíûé èíòåðâàë

[
Ξ′min[k], Ξ′max[k]

]
=

[
Ξmin[k]− Ξ[k], Ξmax[k]− Ξ[k]

]
=

= [−mR − k ·mV , mR + k ·mV ].
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2. Çàäàåòñÿ øàã äèñêðåòèçàöèè ∆x = 1/25 èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé x.
Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íà èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ [−2, 2] èìïóëüñà
f0(x) ñîçäàåòñÿ 101 îòñ÷åò. Ôîðìèðóåòñÿ ìàññèâ çíà÷åíèé ôóíêöèè ln

(
1+

qf0(x)
)
, âõîäÿùåé â ðåøàþùóþ ñòàòèñòèêó (3.1.2):

g[i] = ln
(
1 + q · f0(i ·∆x)

)
.

Äàëåå äëÿ êàæäîãî k = 0, . . . , N − 1 íà ðàñøèðåííîì öåíòðèðîâàííîì
àïðèîðíîì èíòåðâàëå

[
Ξ′min[k]− 2, Ξ′max[k] + 2

]
ñ øàãîì ∆x ôîðìèðóþò-

ñÿ çíà÷åíèÿ input[k, i] ïóàññîíîâñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ èíòåíñèâíî-
ñòüþ (

µSf0(i ·∆x) + µS/q
)
∆x.

×èñëà input[k, i] ñîîòâåòñòâóþò êîëè÷åñòâó ôîòîýëåêòðîíîâ ïðèíèìàå-
ìîé ðåàëèçàöèè ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà ñ èíòåíñèâíîñòüþ af0(x)+ ν çà
íîðìèðîâàííîå âðåìÿ ∆x.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî èíäåêñ i â ìàññèâå g[i] ìåíÿåòñÿ â èí-
òåðâàëå [−50, 50] è îáåñïå÷èâàåò èçìåíåíèå àðãóìåíòà ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè â ïðåäåëàõ [−2, 2], â òî âðåìÿ êàê èí-
äåêñ i â ìàññèâå input[k, i] ìåíÿåòñÿ â áîëüøåì èíòåðâàëå [(Ξ′min[k] −
2)/∆x, (Ξ′max[k]+2)/∆x] è îáåñïå÷èâàåò èçìåíåíèå àðãóìåíòà ïóàññîíîâ-
ñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî ïðèíèìàåìóþ ðåàëèçàöèþ, â
ðàñøèðåííîì öåíòðèðîâàííîì èíòåðâàëå

[
Ξ′min[k]− 2, Ξ′max[k] + 2

]
.

3. Íà êàæäîì öåíòðèðîâàííîì èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ [Ξ′min[k], Ξ′max[k]]
âû÷èñëÿåòñÿ ìàññèâ çíà÷åíèé ëîãàðèôìà ôóíêöèîíàëà îòíîøåíèÿ ïðàâ-
äîïîäîáèÿ äëÿ ðåàëèçàöèè ïóàññîíîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, ñôîðìè-
ðîâàííîãî íà ïðåäûäóùåì ýòàïå:

L[k, h] =
50∑

i=−50

g[i] · input[k, i− h].

Çíà÷åíèÿ èíäåêñà h ìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ
[
Ξ′min[k]/∆x, Ξ′max[k]/∆x

]
. Ýòîò

ýòàï ñîîòâåòñòâóåò ðàñ÷åòó ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè äëÿ êàæäîãî îòäåëüíî-
ãî èìïóëüñà ïî ôîðìóëå (3.1.2) â íîðìèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ (êîíñòàíòà
− ∫ tk

tk−1
s1(t− λk) dt îòáðîøåíà).

4. Äëÿ êàæäîãî k èùåòñÿ íîìåð hmax[k] ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ìàñ-
ñèâà L[k, h] ïî h. Íîìåð ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ â áåçðàçìåðíîå çíà÷åíèå âðåìå-
íè ïðèõîäà (ïðèáàâëåíèå Ξ[k] îñóùåñòâëÿåò ïåðåõîä îò öåíòðèðîâàííîãî
àïðèîðíîãî èíòåðâàëà ê îáû÷íîìó):

lmax[k] = hmax[k] ·∆x + Ξ[k].
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Ïîñëå ýòîãî íàõîäÿòñÿ îöåíêè R̂ è V̂ ïî ôîðìóëàì (3.3.13):

R̂ =
N−1∑

k=0

M1k −M2

2(M 2
1 −M0M2)

lmax[k],

V̂ =
1

Q

N−1∑

k=0

M1 −M0k

2(M 2
1 −M0M2)

lmax[k]− 1

2
,

ãäå Q = ϑ/τ . Îòìåòèì, ÷òî ýòî îöåíêè íå íåïîñðåäñòâåííî äàëüíîñòè è
ñêîðîñòè, à íîðìèðîâàííûõ äàëüíîñòè è ñêîðîñòè.

5. Ýêñïåðèìåíò ïîâòîðÿåòñÿ M ≥ 1000 ðàç è ðàññ÷èòûâàþòñÿ ðàññåÿ-
íèÿ ïî ôîðìóëàì (j � íîìåð ýêñïåðèìåíòà)

bR =
1

M m2
R

M−1∑

j=0

(R̂[j])2,

bV =
1

M m2
V

M−1∑

j=0

(V̂ [j])2.

6. Â ðåçóëüòàòå îïèñàííûõ âû÷èñëåíèé äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ q ïîëó-
÷àåòñÿ ïî îäíîé òî÷êå íà ãðàôèêàõ çàâèñèìîñòè bR è bV îò q. Çàòåì
âû÷èñëåíèÿ ïîâòîðÿþòñÿ äëÿ ñëåäóþùåãî çíà÷åíèÿ q. Íà êàæäîì øàãå
q óâåëè÷èâàåòñÿ â 16

√
10 ≈ 1, 15478 ðàç. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå � q = 0.01,

êîíå÷íîå çíà÷åíèå � q = 10.
7. Ñòðîÿòñÿ ãðàôèêè, ñì. íèæå ðèñ. 3.4.13�3.4.17. Íà ýòèõ æå ãðàôèêàõ

äëÿ ñðàâíåíèÿ èçîáðàæàþòñÿ òåîðåòè÷åñêèå ðàññåÿíèÿ.
Ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèâåäåíû íà ãðàôèêàõ

íèæå. Íà ðèñ. 3.4.13�3.4.19 èçîáðàæåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé íîðìèðî-
âàííûõ óñëîâíûõ ðàññåÿíèé îò îòíîøåíèÿ ñèãíàë-ôîí q. Ñïëîøíîé ëè-
íèåé èçîáðàæåíà òåîðåòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü äëÿ êâàçèîïòèìàëüíîãî ìå-
òîäà ñ ó÷åòîì àíîìàëüíîé îøèáêè, ïóíêòèðíîé � äëÿ îöåíêè ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ñ ó÷åòîì àíîìàëüíîé îøèáêè, øòðèõ-ïóíêòèðíîé �
äëÿ ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíîé îöåíêè, à òî÷êàìè íà ãðàôèêå èçîáðàæåíû
ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ.

Íà ðèñ. 3.4.13�3.4.17 âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ µS = 100. Êàê
ïðàâèëî, äëÿ ïîñòðîåíèÿ îäíîé òî÷êè âûïîëíÿëîñü M = 1000 ýêñïå-
ðèìåíòîâ. Äëÿ òî÷åê, â êîòîðûõ âëèÿíèå ïîðîãîâûõ ýôôåêòîâ ÿâëÿåòñÿ
ñóùåñòâåííûì, ÷èñëî ýêñïåðèìåíòîâ óâåëè÷èâàëîñü äî M = 5000, ÷òî-
áû ñäåëàòü ïîðÿäîê ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ ðåàëèçóþòñÿ àíîìàëüíûå
îøèáêè, íå ìåíüøèì 100.



192

Èç ñîïîñòàâëåíèÿ ðèñ. 3.4.13 è 3.4.14 âèäíî, ÷òî óâåëè÷åíèå àïðèîðíî-
ãî èíòåðâàëà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè mV ïî÷òè íå âëèÿåò íà òî÷-
íîñòè îöåíîê äàëüíîñòè è òî÷íîñòü íàäåæíûõ îöåíîê ñêîðîñòè, à âëèÿåò
òîëüêî íà òî÷íîñòü îöåíîê ñêîðîñòè â îáëàñòè àíîìàëüíûõ îøèáîê.

Èç ñîïîñòàâëåíèÿ ðèñ. 3.4.13 è 3.4.16, à òàêæå 3.4.15 è 3.4.17 âèä-
íî, ÷òî óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà èìïóëüñîâ â çîíäèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ òî÷íîñòè îöåíîê. Îñîáåííî ñóùåñòâåííî
óâåëè÷èâàåòñÿ òî÷íîñòü îöåíîê ñêîðîñòè.

Èç ñîïîñòàâëåíèÿ ðèñ. 3.4.13 è 3.4.15 âèäíî, ÷òî óâåëè÷åíèå àïðèîð-
íîãî èíòåðâàëà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé äàëüíîñòè mR íå ïðèâîäèò ê èç-
ìåíåíèþ íàäåæíûõ õàðàêòåðèñòèê. Îäíàêî óâåëè÷åíèå àïðèîðíîãî èí-
òåðâàëà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé äàëüíîñòè íåñêîëüêî óâåëè÷èâàåò îáëàñòü
ïîðîãîâûõ ÿâëåíèé.

Íà ðèñ. 3.4.18 è 3.4.19 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðè ñðåäíåì
êîëè÷åñòâå ôîòîýëåêòðîíîâ â îäíîì ïðèíèìàåìîì èìïóëüñå µS = 10 è
µS = 5 ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ãðàôèêè äåìîíñòðèðóþò ãðàíèöû ïðèìåíè-
ìîñòè ïðåäïîëîæåíèé, íà êîòîðûõ îñíîâàíà òåîðèÿ. Êàê âèäèì, ìîäåëè-
ðîâàíèå ïåðåñòàåò ñîîòâåòñòâîâàòü òåîðèè óæå ïðè ñðåäíåì êîëè÷åñòâå
ôîòîýëåêòðîíîâ µS = 10. Ýòî æå ÿâëåíèå íàáëþäàëîñü â ñëó÷àå îöåí-
êè âðåìåííîãî ïîëîæåíèÿ îäíîãî èìïóëüñà. Êðîìå òîãî âèäíî, ÷òî ïðè
óìåíüøåíèè µS ïîðîãîâîå çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ ñèãíàë-ôîí óâåëè÷èâàåò-
ñÿ.
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Ðèñ. 3.4.13: Çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííûõ ðàññåÿíèé bR è bV îò q äëÿ êâàçèîïòè-
ìàëüíîãî ìåòîäà, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (êðóæ-
êè). Ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíû òåîðåòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ñ ó÷åòîì àíîìàëü-
íûõ îøèáîê (ôîðìóëû (3.3.24) è (3.3.25)), à øòðèõ-ïóíêòèðíîé � äëÿ ñîâìåñòíî-
ýôôåêòèâíûõ îöåíîê
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Ðèñ. 3.4.14: Çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííûõ ðàññåÿíèé bR è bV îò q äëÿ êâàçèîïòè-
ìàëüíîãî ìåòîäà, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (êðóæ-
êè). Ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíû òåîðåòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ñ ó÷åòîì àíîìàëü-
íûõ îøèáîê (ôîðìóëû (3.3.24) è (3.3.25)), à øòðèõ-ïóíêòèðíîé � äëÿ ñîâìåñòíî-
ýôôåêòèâíûõ îöåíîê
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Ðèñ. 3.4.15: Çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííûõ ðàññåÿíèé bR è bV îò q äëÿ êâàçèîïòè-
ìàëüíîãî ìåòîäà, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (êðóæ-
êè). Ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíû òåîðåòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ñ ó÷åòîì àíîìàëü-
íûõ îøèáîê (ôîðìóëû (3.3.24) è (3.3.25)), à øòðèõ-ïóíêòèðíîé � äëÿ ñîâìåñòíî-
ýôôåêòèâíûõ îöåíîê
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Ðèñ. 3.4.16: Çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííûõ ðàññåÿíèé bR è bV îò q äëÿ êâàçèîïòè-
ìàëüíîãî ìåòîäà, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (êðóæ-
êè). Ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíû òåîðåòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ñ ó÷åòîì àíîìàëü-
íûõ îøèáîê (ôîðìóëû (3.3.24) è (3.3.25)), à øòðèõ-ïóíêòèðíîé � äëÿ ñîâìåñòíî-
ýôôåêòèâíûõ îöåíîê
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Ðèñ. 3.4.17: Çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííûõ ðàññåÿíèé bR è bV îò q äëÿ êâàçèîïòè-
ìàëüíîãî ìåòîäà, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (êðóæ-
êè). Ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíû òåîðåòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ñ ó÷åòîì àíîìàëü-
íûõ îøèáîê (ôîðìóëû (3.3.24) è (3.3.25)), à øòðèõ-ïóíêòèðíîé � äëÿ ñîâìåñòíî-
ýôôåêòèâíûõ îöåíîê
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Ðèñ. 3.4.18: Çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííûõ ðàññåÿíèé bR è bV îò q äëÿ êâàçèîïòè-
ìàëüíîãî ìåòîäà, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (êðóæ-
êè). Ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíû òåîðåòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ñ ó÷åòîì àíîìàëü-
íûõ îøèáîê (ôîðìóëû (3.3.24) è (3.3.25)), à øòðèõ-ïóíêòèðíîé � äëÿ ñîâìåñòíî-
ýôôåêòèâíûõ îöåíîê
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Ðèñ. 3.4.19: Çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííûõ ðàññåÿíèé bR è bV îò q äëÿ êâàçèîïòè-
ìàëüíîãî ìåòîäà, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (êðóæ-
êè). Ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíû òåîðåòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ñ ó÷åòîì àíîìàëü-
íûõ îøèáîê (ôîðìóëû (3.3.24) è (3.3.25)), à øòðèõ-ïóíêòèðíîé � äëÿ ñîâìåñòíî-
ýôôåêòèâíûõ îöåíîê
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3.5 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû
1. Ïðåäëîæåí êâàçèîïòèìàëüíûé àëãîðèòì îöåíêè ïàðàìåòðîâ äâè-

æåíèÿ íà îñíîâå îöåíîê âðåìåííûõ ïîëîæåíèé îòäåëüíûõ èìïóëüñîâ
ðàññåÿííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñ ó÷åòîì àíîìàëüíûõ îøèáîê íàéäåíû
õàðàêòåðèñòèêè êâàçèîïòèìàëüíûõ îöåíîê äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è óñêî-
ðåíèÿ, ñèíòåçèðîâàííûõ äëÿ ïðåäïîëàãàåìîé ôîðìû èíòåíñèâíîñòè èì-
ïóëüñîâ, â îáùåì ñëó÷àå îòëè÷àþùåéñÿ îò äåéñòâèòåëüíîé ôîðìû ïðè-
íèìàåìûõ èìïóëüñîâ. Ñ öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè êâà-
çèîïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà ïðîâåäåíî ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå.

2. Êâàçèîïòèìàëüíûé àëãîðèòì íàèáîëåå ïðîñòî àïïàðàòóðíî ðåàëè-
çóåì ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè àëãîðèòìàìè, ðàññìîòðåííûìè â íà-
ñòîÿùåé äèññåðòàöèè, òàê êàê äëÿ íåãî íåîáõîäèì òîëüêî îäèí ñîãëàñî-
âàííûé ôèëüòð, íàñòðîåííûé íà ôîðìó èíòåíñèâíîñòè îäíîãî èìïóëüñà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è íå òðåáóåòñÿ ïðèìåíåíèå ëèíèé çàäåðæêè.

3. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè êâàçèîï-
òèìàëüíûõ îöåíîê óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàþòñÿ òåîðåòè÷åñêèì ôîð-
ìóëàìè ïðè ñðåäíåì êîëè÷åñòâå íå ìåíåå 10 ôîòîýëåêòðîíîâ, ïðèíèìàå-
ìûõ â òå÷åíèå äëèòåëüíîñòè îäíîãî èìïóëüñà.

4. Ïîêàçàíî, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè íàäåæíîé êâàçèîïòèìàëüíîé îöåíêè
ñîâïàäàþò ñ õàðàêòåðèñòèêàìè íàäåæíîé êâàçèïðàâäîïîäîáíîé îöåíêè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîòåðü òî÷íîñòè çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ êâàçèîïòèìàëü-
íîãî àëãîðèòìà â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ àíîìàëüíûõ îøèáîê íå ïðîèñõî-
äèò. Ïîýòîìó åñëè ôîðìà èíòåíñèâíîñòè ïðèíèìàåìîãî è îæèäàåìîãî
èìïóëüñîâ ñîâïàäàþò, êâàçèîïòèìàëüíàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷å-
ñêè ýôôåêòèâíîé.

5. Äëÿ òîãî ÷òîáû õàðàêòåðèñòèêè òî÷íîñòè êâàçèîïòèìàëüíûõ îöå-
íîê áûëè áëèçêè ê õàðàêòåðèñòèêàì òî÷íîñòè ýôôåêòèâíûõ îöåíîê, íå-
îáõîäèìî îáåñïå÷èòü áîëüøèå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ ñèãíàë-øóì äëÿ êàæ-
äîãî èìïóëüñà, à íå ïðîñòî áîëüøèå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ ñèãíàë-øóì
äëÿ âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êàê ýòî òðåáóåòñÿ äëÿ àëãîðèòìà ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïîýòîìó îáåñïå÷åíèå âûñîêîé àïîñòåðèîðíîé
òî÷íîñòè êâàçèîïòèìàëüíûõ îöåíîê ïðåäïîëàãàåò ñóùåñòâåííî áîëüøóþ
ýíåðãèþ ïîëåçíîãî ñèãíàëà.

6. Êâàçèîïòèìàëüíûé àëãîðèòì îöåíêè ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ìîæíî
èñïîëüçîâàòü â ñóùåñòâóþùèõ âûñîêîòî÷íûõ ëàçåðíûõ äàëüíîìåðàõ äëÿ
îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèÿ ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíîé
èíôîðìàöèè î ñêîðîñòè è óñêîðåíèè öåëè.
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7. Ïðè ìàëûõ îòíîøåíèÿõ ñèãíàë-øóì äëÿ îòäåëüíûõ èìïóëüñîâ, òî
åñòü â ïîðîãîâîé îáëàñòè, êâàçèîïòèìàëüíàÿ îöåíêà ïî òî÷íîñòè ìîæåò
ñóùåñòâåííî ïðîèãðûâàòü îöåíêå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.
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Çàêëþ÷åíèå
Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ñèíòåçó è àíàëèçó àëãîðèòìîâ îöåíîê äàëüíîñòè,

ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ ïðè çîíäèðîâàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îïòè÷å-
ñêèõ èìïóëüñîâ. Ïîëó÷åíû õàðàêòåðèñòèêè òî÷íîñòè äëÿ ñîâìåñòíî-ýô-
ôåêòèâíûõ îöåíîê äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ, à òàêæå äëÿ îöåíîê,
ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå àëãîðèòìà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, êâàçè-
ïðàâäîïîäîáíîãî è êâàçèîïòèìàëüíîãî àëãîðèòìîâ. Íàéäåíû õàðàêòåðè-
ñòèêè ñîâìåñòíî-ýôôåêòèâíûõ îöåíîê è îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-
ïîäîáèÿ â óñëîâèÿõ ïàðàìåòðè÷åñêîé àïðèîðíîé íåîïðåäåëåííîñòè êàê
äëÿ ìåäëåííûõ, òàê è äëÿ áûñòðûõ ôëóêòóàöèé öåëè. Õàðàêòåðèñòèêè
òî÷íîñòè êâàçèïðàâäîïîäîáíûõ è êâàçèîïòèìàëüíûõ îöåíîê îïðåäåëåíû
ñ ó÷åòîì àíîìàëüíûõ îøèáîê. Äëÿ êâàçèîïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà ïðî-
âåäåíî ñîïîñòàâëåíèå òåîðåòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îöåíîê ïàðàìåòðîâ
äâèæåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè, ïîëó÷åííûìè íà îñíîâå ñòàòèñòè÷å-
ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Èòîãîì ðàáîòû ñòàëè ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
1. Ïîëó÷åíû îáùèå âûðàæåíèÿ äëÿ õàðàêòåðèñòèê ñîâìåñòíî-ýôôåê-

òèâíûõ îöåíîê äàëüíîñòè, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ ìåäëåííî è áûñòðî ôëóê-
òóèðóþùèõ öåëåé ïðè íàëè÷èè êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîèçâîëüíûõ íåèí-
ôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-
ïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ â óñëîâèÿõ ïàðàìåòðè÷åñêîé àïðèîðíîé
íåîïðåäåëåííîñòè ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíûìè äëÿ ëþáîãî
êîíå÷íîãî ÷èñëà ðåãóëÿðíûõ íåèíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ.

2. Ñ ó÷åòîì àíîìàëüíûõ îøèáîê íàéäåíû âûðàæåíèÿ äëÿ õàðàêòåðè-
ñòèê ïðåäëîæåííîãî êâàçèïðàâäîïîäîáíîãî àëãîðèòìà îöåíêè, ñèíòåçè-
ðîâàííîãî äëÿ ïðåäïîëàãàåìîé ôîðìû èíòåíñèâíîñòè èìïóëüñà, â îáùåì
ñëó÷àå îòëè÷àþùåéñÿ îò äåéñòâèòåëüíîé ôîðìû ïðèíèìàåìîãî èìïóëü-
ñà.

3. Ñèíòåçèðîâàí êâàçèîïòèìàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê
ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íà îñíîâå îöåíîê âðåìåííûõ ïîëîæåíèé îòäåëü-
íûõ èìïóëüñîâ ðàññåÿííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñ ó÷åòîì àíîìàëüíûõ
îøèáîê íàéäåíû õàðàêòåðèñòèêè êâàçèîïòèìàëüíûõ îöåíîê äàëüíîñòè,
ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ, ïîëó÷åííûõ äëÿ ôîðìû èíòåíñèâíîñòè èìïóëü-
ñîâ, â îáùåì ñëó÷àå íå ñîâïàäàþùåé ñ äåéñòâèòåëüíîé ôîðìîé ïðèíè-
ìàåìûõ èìïóëüñîâ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè ôîðìóë äëÿ
õàðàêòåðèñòèê êâàçèîïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà ïðîâåäåíî ñòàòèñòè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå.
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4. Èññëåäîâàíà ñòðóêòóðà ïðèåìíèêà, îñóùåñòâëÿþùåãî îáðàáîòêó
ïðèíèìàåìîé ðåàëèçàöèè ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â óñëî-
âèÿõ ïàðàìåòðè÷åñêîé àïðèîðíîé íåîïðåäåëåííîñòè.

5. Óñòàíîâëåíî, ÷òî êâàçèïðàâäîïîäîáíàÿ îöåíêà íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿ-
åòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé è íåñìåùåííîé, òàê êàê ôîðìû èíòåíñèâíîñòåé ïðè-
íèìàåìîãî è îæèäàåìîãî ñèãíàëîâ ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ. Íàéäåíû óñëîâèÿ,
ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ êâàçèïðàâäîïîäîáíàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿ-
òåëüíîé.

6. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñëîæíîñòè ñòðóêòóðû âñåõ òðåõ èññëåäîâàí-
íûõ àëãîðèòìîâ.

Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâî-
äû.

1. Îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ïðè
íàëè÷èè êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîèçâîëüíûõ ðåãóëÿðíûõ íåèíôîðìàòèâíûõ
ïàðàìåòðîâ, êàê â óñëîâèÿõ ìåäëåííûõ ôëóêòóàöèé, òàê è â óñëîâèÿõ
áûñòðûõ ôëóêòóàöèé, ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíûìè.

2. Äëÿ òîãî ÷òîáû õàðàêòåðèñòèêè òî÷íîñòè îöåíîê àëãîðèòìà ìàê-
ñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïðè ìåäëåííûõ ôëóêòóàöèÿõ áûëè áëèçêè ê
ýôôåêòèâíûì, íåîáõîäèìî îáåñïå÷èâàòü áîëüøèå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ
ñèãíàë-øóì, ÷åãî ìîæíî äîáèòüñÿ, íàïðèìåð, ïóòåì óâåëè÷åíèÿ êîëè÷å-
ñòâà èìïóëüñîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

3. Äëÿ äîñòèæåíèÿ áëèçîñòè õàðàêòåðèñòèê òî÷íîñòè îöåíîê ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ê ýôôåêòèâíûì â óñëîâèÿõ áûñòðûõ ôëóêòó-
àöèé, íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü áîëüøèå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ ñèãíàë-øóì
äëÿ êàæäîãî èìïóëüñà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷òî, î÷åâèäíî, ðåàëèçîâàòü
óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà èìïóëüñîâ íåâîçìîæíî.

4. Íàëè÷èå ïàðàìåòðè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè ïðèâîäèò ê íåîáõîäè-
ìîñòè óñëîæíåíèÿ àïïàðàòóðíîé ðåàëèçàöèè óñòðîéñòâà, îñóùåñòâëÿþ-
ùåãî îáðàáîòêó ïðèíèìàåìîé ðåàëèçàöèè â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ìàê-
ñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðèåìíèêîì, îñóùåñòâëÿþ-
ùèì îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ ïàðà-
ìåòðè÷åñêîé àïðèîðíîé íåîïðåäåëåííîñòè.

5. Êâàçèïðàâäîïîäîáíûé ïðèåìíèê â óñëîâèÿõ àïðèîðíîé ïàðàìåòðè-
÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè ïðîùå àïïàðàòóðíî ðåàëèçóåì, ÷åì ïðèåìíèê,
îñóùåñòâëÿþùèé îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðè ýòîì êâà-
çèïðàâäîïîäîáíûå îöåíêè â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò áûòü íåñîñòîÿòåëüíûìè.

6. Òàê êàê äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíîê, íàêëàäûâà-
åìûå íà ôîðìó èíòåíñèâíîñòè ïðèíèìàåìîãî è îæèäàåìîãî ñèãíàëîâ,
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ÿâëÿþòñÿ äîâîëüíî ïðîñòûìè, ïðè àïïàðàòóðíîé ðåàëèçàöèè êâàçèïðàâ-
äîïîäîáíîãî è êâàçèîïòèìàëüíîãî àëãîðèòìîâ èõ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü.

7. Íàäåæíàÿ êâàçèîïòèìàëüíàÿ îöåíêà îáëàäàåò òàêèìè æå õàðàê-
òåðèñòèêàìè, ÷òî è íàäåæíàÿ êâàçèïðàâäîïîäîáíàÿ îöåíêà, íî ïðè ýòîì
ïðåäïîëàãàåò áîëåå ïðîñòóþ àïïàðàòóðíóþ ðåàëèçàöèþ. Ïîýòîìó â óñëî-
âèÿõ âûñîêèõ îòíîøåíèé ñèãíàë-øóì äëÿ êàæäîãî èìïóëüñà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòü êâàçèîïòèìàëüíóþ îöåíêó.

8. Â îáëàñòè àíîìàëüíûõ îøèáîê êâàçèîïòèìàëüíàÿ îöåíêà ìîæåò
ñóùåñòâåííî ïðîèãðûâàòü â òî÷íîñòè êâàçèïðàâäîïîäîáíîé îöåíêå.

9. Êâàçèîïòèìàëüíûé àëãîðèòì ìîæíî ðåàëèçîâàòü íà îñíîâå îáðà-
áîòêè ðåçóëüòàòîâ ïîñëåäîâàòåëüíûõ èçìåðåíèé äàëüíîñòè âûñîêîòî÷-
íûìè ëàçåðíûìè äàëüíîìåðàìè, è òåì ñàìûì ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíóþ
èíôîðìàöèþ î ñêîðîñòè è óñêîðåíèè öåëè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èìåþò äîñòàòî÷íî îáùèé õàðàêòåð è ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îáîñíîâàííîãî âûáîðà ìåæäó ðàññìîòðåííûìè
àëãîðèòìàìè îöåíêè ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíè-
ÿõ, íàêëàäûâàåìûõ íà óñëîâèÿ ïðèåìà è îáðàáîòêè ñèãíàëà: àïðèîðíóþ
íåîïðåäåëåííîñòü îòíîñèòåëüíî ôîðìû ñèãíàëà, ñëîæíîñòü àïïàðàòóð-
íîé ðåàëèçàöèè, òðåáîâàíèÿ ê òî÷íîñòè îöåíêè, âîçìîæíîñòü èñïîëüçî-
âàíèÿ ñóùåñòâóþùèõ ëàçåðíûõ äàëüíîìåðîâ, îñóùåñòâëÿþùèõ ïîñëåäî-
âàòåëüíûå îöåíêè äàëüíîñòè.
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