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Общая характеристика работы 

 

     Актуальность темы. Многие физические задачи о нелинейных волнах опи-

сываются математическими моделями, представляющими нелинейные диффе-

ренциальные уравнения в частных производных, имеющие специальные част-

ные решения – солитоны, локализованные в пространстве и во времени. Реше-

ние такого рода задач является предметом исследования теории солитонов. 

     Среди нелинейных дифференциальных уравнений солитонного типа выде-

ляется класс уравнений, обладающих операторной структурой Лакса. Достоин-

ством этих уравнений является возможность применения всего арсенала мате-

матических приёмов, способов анализа и методов эффективного исследования, 

позволяющих, в частности, точно вычислять бесконечные серии их частных 

решений. К ним относятся метод обратной задачи рассеяния (МОЗР), преобра-

зования Бэклунда, метод Хироты, построение точных решений в виде бегущих 

волн, автомодельных решений, наличие свойства Пенлеве и др. Такое колос-

сальное разнообразие методов исследования этих уравнений дает возможность 

выяснить новые принципиальные вопросы при рассмотрении современных на-

учных проблем. Поэтому исследование такого рода уравнений и поиски мето-

дов отыскания их частных решений представляют большую практическую цен-

ность и значимость. 

     Значительное место в теории солитонов отводится комплексным нелиней-

ным уравнениям. Нелинейное уравнение типа Шрёдингера исследовалось в ра-

ботах Борзых А.В., Есмахановой К.Р., Хасанова А.Б., Рейимберганова А.А.. 

Следует отметить работы Сидорова С.В., Шишмарёва И.А., Цуцуми М., Кома-

рова М.В. по исследованию комплексного уравнения Ландау-Гинзбурга. 

     Математическая теория солитонов имеет огромные перспективы в различ-

ных физических приложениях. Для неё характерны все признаки, присущие ак-

туальному научному направлению нашего столетия: проводятся конференции 

по данной проблеме, растет число исследователей и специалистов в этой облас-

ти и их публикаций. Уже перечисленных аргументов достаточно, чтобы под-
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черкнуть актуальность и значимость выбранной темы диссертационной работы. 

     Цель работы. Целью данной работы является исследование, нахождение 

точных решений комплексного нелинейного дифференциального уравнения в 

частных производных ( ) 02 22 =++− ppipipp
xxt

. 

Методы исследования. В диссертации использованы методы солитонной 

математики, такие как нахождение точных решений в виде бегущих волн, ме-

тоды Хироты, Пенлеве, построение автомодельных решений. 

     Научная новизна. Все полученные результаты, включенные в диссертаци-

онную работу, являются новыми. Новизна результатов состоит в том, что для 

исследуемого уравнения: 

1. Получена операторная коммутационная структура в виде уравнения 

Лакса. 

2. Построены точные решения в виде бегущих волн. 

3. Найдены точные решения с помощью метода Хироты. 

4. Доказано обладание свойством Пенлеве, найдены решения с полюсны-

ми особенностями. 

5. Построены автомодельные решения в виде формальных рядов. 

Теоретическая и практическая значимость. Работа носит теоретический 

характер, вносит вклад в развитие получения решений нелинейных уравнений в 

частных производных. Результаты диссертации представляют интерес для изу-

чения нелинейных дифференциальных уравнений, обладающих парой Лакса, и 

могут использоваться в содержании специальных курсов для студентов и аспи-

рантов физико-математического факультета. Данные результаты расширяют 

область возможностей в изучении нелинейных проблем и могут послужить ос-

новой для разработки новых методов исследований трудноразрешимых задач. 

     Достоверность и обоснованность результатов диссертационной работы 

следует из выполненной проверки полученных решений. 

     Апробация работы. Результаты исследований прошли апробацию на II Ме-

ждународной школе-семинаре «Нелинейный анализ и экстремальные задачи» 

(Иркутск, 2010); на Воронежских весенних математических школах «Понтря-
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гинские чтения – XXII, – XXV» (Воронеж, 2011, 2014); на международных на-

учных конференциях: «Порядковый анализ и смежные вопросы математическо-

го моделирования» (Владикавказ, 2010, 2013); «Современные вопросы науки – 

XXI век» (Тамбов, 2011), «Ломоносов – 2014» (Москва); докладывались на 55-й 

(2010), 56-й (2011), 57-й (2012) научно-методических конференциях «Универ-

ситетская наука – региону» в Ставропольском государственном университете, 

II ежегодной научно-практической конференции Северо-Кавказского феде-

рального университета (2014); обсуждались на научных семинарах кафедры ма-

тематического анализа СКФУ и кафедры естественнонаучных дисциплин фи-

лиала Московского государственного университета приборостроения и инфор-

матики в г. Ставрополе. 

     Публикации. Результаты диссертации опубликованы в работах [1] – [12]. В 

совместных работах [4], [7], [9], [10], [11] постановка задач и корректировка 

текста принадлежат Т.В. Редькиной, а основные результаты и их доказательства 

принадлежат автору диссертационной работы. Работы [1], [2], [7], [9] опубли-

кованы в журналах из перечня рецензируемых научных журналов и изданий, 

рекомендованных ВАК Минобрнауки РФ. 

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из содержания, вве-

дения, двух глав, разбитых на параграфы (некоторые разбиты на пункты), за-

ключения и списка литературы, включающего 170 наименований. Общий объ-

ем работы составляет 146 страниц текста, включая 2 рисунка и 9 таблиц. 

     Краткое содержание диссертации. 

     Во введении обоснована актуальность выбранной темы диссертации, изло-

жено её краткое содержание и основные результаты. 

     Первая глава представляет собой теоретическую часть диссертации. В ней 

представлена история развития науки о солитонах, вспомогательные сведения 

об операторных структурах, приводящим к интегрируемым уравнениям, а так-

же методы нахождения точных решений, применяемые в работе к исследуемо-

му уравнению. 

     Вторая глава диссертации посвящена исследованию комплексного нели-
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нейного дифференциального уравнения в частных производных 

( ) 02 22 =++− ppipipp
xxt

,     (1) 

     Основные результаты исследования. 

� Построение пары Лакса 

     ТЕОРЕМА 1. Нелинейное комплексное уравнение (1) эквивалентно уравне-

нию Лакса ],[ ALL
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� Построение точных решений 

     ТЕОРЕМА 2. Комплексное нелинейное уравнение в частных производных (1) 

имеет частные решения в виде бегущих волн: 
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     ТЕОРЕМА 3. Комплексное нелинейное уравнение в частных производных (1) 

имеет точные решения, полученные методом Хироты, в виде: 
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� Тест на свойство Пенлеве 

     ТЕОРЕМА 4. Нелинейное комплексное дифференциальное уравнение (1) об-

ладает свойством Пенлеве и имеет три типа решений в виде рядов Лорана: 
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остальные коэффициенты определяются рекуррентными формулами: 
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− комплекснозначная функция с мнимой аналитической частью и дейст-

вительной частью с полюсом первого порядка: 
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− комплекснозначная функция с аналитической действительной частью и 

мнимой частью с полюсом первого порядка: 
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где коэффициенты для второго и третьего случаев определяются следующим 

образом: 
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остальные коэффициенты определяются рекуррентно: 
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� Поиск автомодельных решений 

     ЛЕММА 1. Нелинейное комплексное уравнение (1) эквивалентно обыкновен-

ному дифференциальному уравнению третьего порядка 

( ) ( ) ( )( ) ( )
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ξξξ

  (2) 

где 1

1

2 )( +−= ktxξ , 1−≠k  – свободный параметр. 

     ЛЕММА 2. Решение дифференциального уравнения (2) в виде ряда 

∑
∞

=

=
Nn

n

n
ag ξ , 

где consta
n

− , имеет полюсные особенности в двух случаях: 

1) ∑
∞

−=

=
1n

n

n
ag ξ , когда 1−<k ,      (3) 

2) ∑
∞

−−=

=
2kn

n

n
ag ξ , когда 1−>k .     (4) 

     ЛЕММА 3. В уравнении (2) параметр k может принимать только целые 

значения, 1−≠k . 

     ЛЕММА 4. Уравнение (2) имеет решение в виде ряда g (3), в котором зна-

чение коэффициентов определятся в соответствии с таблицей 1. 
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          Таблица 1 – Значения коэффициентов ряда g (3) 

Значения коэффициентов ряда для любого Zk ∈ , 2−≤k  

1 2 

( )1
2

1
1 +±=− ka  01 =−a  

k – нечетное k – четное k – нечетное k –четное 

коэффициенты между  

1−a  и 2−−ka  

равны нулю 

коэффициенты до 

2

3+
−

ka  

равны нулю 

коэффициенты до 

2−−ka  

равны нулю 

.
2

3 свобa k −+
−

 

коэффициенты 

между  

2

3+
−

ka  и 2−−ka  

равны нулю 

12

1
2

+
−=−−

k
a k  ткоэффициенсвободныйa k −−− 2  

коэффициенты 

между  

2−−ka  и 
2

53 +
−

ka  

равны нулю коэффициенты 

между  

2−−ka и 32 −− ka  

равны нулю 

коэффициенты 

между  

2−−ka  и 
2

53 +
−

ka  

равны нулю 

коэффициенты 

между  

2−−ka и 22 −− ka  

равны нулю 

.
2

53 свобa k −+
−

 .
2

53 свобa k −+
−

 

коэффициенты 

между  

2

53 +
−

ka и 32 −− ka  

равны нулю 

коэффициенты 

между  

2

53 +
−

ka и 22 −− ka  

равны нулю 
ткоэффициенсвободныйa k −−− 32  

последующие коэффициенты 

определяются по формуле (5),  

( 0≥m ) 

последующие коэффициенты 

определяются по формуле (6), 

( 0≥m ) 

 

     ЛЕММА 5. Уравнение (2) имеет решение в виде формального ряда g (4), в 

котором значение коэффициентов определятся в соответствии с таблицей 2. 

 



 10

    Таблица 2 – Значения коэффициентов ряда g (4)  

Значения коэффициентов для любого Zk ∈ , 0≥k  

1 2 3 

6

1
2

+
−=−−

k
a k  02 =−−ka  

4

1
2

+
−=−−

k
a k  

коэффициенты между 

2−−ka и 
ka  

равны нулю 

коэффициенты между 

2−−ka и 1−a  равны нулю 

−−1a  свободный 

коэффициент 

коэффициенты между 

1−a и ka   равны нулю 

−ka  свободный коэффициент 
1

8 2

1

+
= −

k

a
ak  

последующие коэффициенты определяются по формуле (7), ( km > ) 

 

( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ,3212

1231761

74316
4

1

3524714512

1

42

0
42

42

0

1

2

2

2

0

32

32

0

2

222





+++

++−+±++++

++++±



 −+
×

×
+−+−++−

−=

∑∑

∑

∑

−−−

=
−−−−

−−

=

−−−−−

−−

=

−−−

−−

=

−−

ikm

n
nikmn

km

i
i

kmnkm

km

n
n

nkm

km

n
nm

km

aanka

akmkaankk

aankka
kmk

kkmkmkm
a

  (5) 

 

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,761

3212
4

1

123121134

1

2

2

0

42

0
42

42

0

2

2222




++++

+++



+−

+
×

×
−−−−−+−

=

−−−

−−

=

−−−

=
−−−−

−−

=

−−

∑

∑∑

nkm

km

n
n

ikm

n
nikmn

km

i
im

km

aankk

aankaakm
k

kkkkkkmmm
a

  (6) 

 

( ) ( )
( )( )( )

( ) ( ) ( ) ,3212761

23121134
1

4

42

2

22
2

2

22

232

2




++−+++−





−++−−−+−

−+
=

−−−−

−−−

−−=−−=
−−−

−−=

−−

∑∑∑ nikm

ikm

kn
n

m

ki
inkm

m

kn
n

kmm

aankaaankk

akkkkkkmmm
kmk

a

      (7) 
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    Проведен дополнительный анализ, при каких параметрах k комбинированная 

переменная ξ  является рациональной (при 2−=k  и 0=k ) и иррациональной 

(при 3−≤k  и 1≥k ), и найдены соответствующие решения. 

      ТЕОРЕМА 5. Нелинейное комплексное дифференциальное уравнение в ча-

стных производных (1) имеет следующие автомодельные решения: 

− частные решения при k = −2: 

( ) ( )
( )

( )
( )

,
4

31

2

14
24

1

8

1

2

1
,

2

2

0

2

2

0

2

2

1

1

1

0

112

0

112









+−








+






+








−−×

×
−

+
+

=

∑∑
∞

=

−
∞

=

−

∑
+

∑
+

∞

=

+−

∞

=

+−

x
atx

t

x
atx

t

x
n

t

etC

xi

x

etCi
txp

n
n

nn

n
n

nn

tx
n

a

tx
n

a

n

nn

n

nn

 

( ) ( )
( )

( )
( )

,
4

11

2

14
64

1

8

1

2

1
,

2

2

0

2

2

0

2

2

1

1

2

0

112

0

112









−+








−






+








−+×

×
−

+
+

=

∑∑
∞

=

−
∞

=

−

∑
+

∑
+

∞

=

+−

∞

=

+−

x
atx

t

x
atx

t

x
n

t

Cxe

ti

t

Cxei
txp

n
n

nn

n
n

nn

tx
n

a

tx
n

a

n

nn

n

nn

 

где 
12

1
0 =a , 1a  – свободный, последующие коэффициенты определяются по ре-

куррентной формуле: 

( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) .12125356

146
4

2

2142247

1

00
1

0

1

1

0
22





+++±+−

−+


 +

−−+−
−=

∑∑∑

∑

−

=
−−

=
+−

=

−+

+

=
+

im

n
nimn

m

i
imnm

m

n
n

nm

m

n
nmm

aanaamaan

aana
m

mmm
a m

 

( ) ( )
( )

( )
( )

,
4

24

8

1

2

1
,

2

0

2

2

0

2

2

1

1

3

0

112

0

112















+








−+×

×
−

+
+

=

∑∑
∞

=

−
∞

=

−

∑
+

∑
+

∞

=

+−

∞

=

+−

n
n

nn

n
n

nn

tx
n

a

tx
n

a

atx
t

x
atx

t

x
n

tCe

iCei
txp

n

nn

n

nn

 

где 
0

a  – свободный, 0
1

=a , остальные коэффициенты находятся по рекур-

рентной формуле: 

( )( )
( ) ( ) 





+−++

+

+++
= −

=

−

=
−−

=
+ ∑∑∑ nm

m

n
n

im

n
nimn

m

i
imm

aanaanaa
m

mmm
a

000
2

561212
4

2

304764

1
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− решения при целом k ≤ −3: 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )
( ) ( ) ,

1

4

1

53
2

1

1

2

2

1

8

1

2

1
,

2

0

1
12

1

2

0

1
12

1

42

2

0

1
12

1

42

1 2

2

1

1

4

0

1

1
12

0

1

1
12























+

+
+

+


















+

+
+

+
+




++

−
+

+
=

∑∑

∑

∞

=

+
−−

−−

∞

=

+
−−

−−

+

∞

=

+
−−

−−

+

−−

∑
+

∑
+

∞

=

+

+
−−

∞

=

+

+
−−

n

k

n

n
k

n

k

n

n
k

k

n

k

n

n
k

k

k k

tx
n

a

tx
n

a

txa
t

x
txna

t

x

k

txa
t

x

k

k
tx

k

xt
etC

xi

x

etCi
txp

n

k

n
n

n

k

n
n

 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )
( ) ( ) ,

1

4

1

1
2

1

1

2

1

8

1

2

1
,

2

0

1
12

1

2

0

1
12

1

42

2

0

1
12

1

42

1 2

1

1

5

0

1

1
12

0

1

1
12























+

+
+

+


















+

−
−

+
+




+−

−
+

+
=

∑∑

∑

∞

=

+
−−

−−

∞

=

+
−−

−−

+

∞

=

+
−−

−−

+

−−

∑
+

∑
+

∞

=

+

+
−−

∞

=

+

+
−−

n

k

n

n
k

n

k

n

n
k

k

n

k

n

n
k

k

k k

tx
n

a

tx
n

a

txa
t

x
txna

t

x

k

txa
t

x

k

k
tx

k

t
Cxe

ti

t

Cxei
txp

n

k

n
n

n

k

n
n

 

где коэффициенты рядов определяются по первому столбцу таблицы 1. 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ,
1

32

1

4

18

1

2

1

0

1
12

1

42

1 2

2

0

1
12

1

2

0

1
12

1

42

1

1

6

0

1

1
12

0

1

1
12


















+

+
++






+















+

+
×

×

+

−
+

+
=

∑

∑∑

∞

=

+
−−

−−

+

−−

∞

=

+
−−

−−

∞

=

+
−−

−−

+

∑
+

∑
+

∞

=

+

+
−−

∞

=

+

+
−−

n

k

n

n
k

k

k k

n

k

n

n
k

n

k

n

n
k

k

tx
n

a

tx
n

a

txa
t

x

k

k
tx

txa
t

x
txna

t

x

k

Cek

iCei
p

n

k

n
n

n

k

n
n

 

где коэффициенты рядов определяются по второму столбцу таблицы 1. 

− частные решения при k = 0: 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ,
18

6

6

12

1

2

1

2

1
,

2

0

2

2
0

2

4
0

2

4

2

2

2

16

16

7 12
2

0

12
2



















+




+














 −
+

−
×

×
−

+
+

=

∑∑∑
∞

=

−
∞

=

−
∞

=

−

∑
+

+

∑
+

+

∞

=

+−

∞

=

+−

n

n

n
n

n

n
n

n

n

tx
n

a

t

x

tx
n

a

t

x

txa
x

t
txna

x

t
txa

x

xt

t

xt

Ce

iCei
txp

kn

nn

n

nn

 

где 0a  – свободный, последующие коэффициенты определяются по рекуррент-
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ной формуле: 

( ) ( ) ( ) ,321276
1

144
4

2

22
2

2
2

2













 +++−−=

−−−

−−

−=−=
−−

−=
− ∑∑∑ nim

im

n
n

m

i
inm

m

n
nmm

aanaaan
m

ama        (8) 

где 
6

1
2 −=−a , 01 =−a . 

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

,
2

1

2

11
1

432
122

41

8

1
,

12
2

1

12
2

1

142

1
0

2

2

1

11

2

0

2

2
0

2

22

142

8

∑
+

+
−

−

∞

=

−−

−−

∞

=

−
∞

=

−

∑
+

+
−

∞

=

+−

−

∞

=

+−

−

+
+

+
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−

+
+++
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+

−
=

∑
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kn
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kn

nn

tx
n

a

t

x
a

n

n

n

n

n

n
n

n

n
tx

n

a

t

x
a

etxCi

a
t

txa
x

at
aa

txa
x

t
txna

x

t

x
etxC

i
txp

 

где 
1−a  – свободный коэффициент, 

2

10 8 −= aa , последующие коэффициенты оп-

ределяются по рекуррентной формуле (8), в которой 
4

1
2 −=−a . 

( )
( )

( )
( ) ( ) ,

4
2

61

8

1

2

1
2

0

2

5

2

0

2

3

1

1

9 12
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−+×

−
+

+
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∞

=

−
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=

−

∑
+

∑
+

∞

=

+−
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=
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n

n
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a
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x

t
txan

x

t

x
xCe

iCei
p

kn

nn

kn

nn

 

где 0a  – свободный коэффициент, последующие коэффициенты определяются 

по рекуррентной формуле (8), в которой 02 =−a , 01 =−a . 

− решения при целом k ≥ 1: 

( ) ( )
( )

( )
+





















−+

+

+

+
+

+











−

−
+

+
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t
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a
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t

k

k

k

t

x

t
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txp
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k

n

tx
n

n

k

n
n

ξ

ξ

1
2

1
2

1
42

2

16

16

10

1

3

4
1

1

1

32

1

1

6
1

3

1

8

1

2

1
,

1

1

22

0

1

1
2

2
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2

1
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+
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+
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n
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n

n
k

k
a

x

t
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x

t

k
ξξ  

где коэффициенты ряда определяются по первому столбцу таблицы 2. 



 14
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где коэффициенты ряда определяются по третьему столбцу таблицы 2. 
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где коэффициенты определяются по второму столбцу таблицы 2. 

     В заключении описаны результаты диссертационной работы и перспективы 
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