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Введение  

 

Актуальность темы исследования и степень разработанности. Прогноз измене-

ния экологических систем, подвергающихся воздействию антропогенных факторов, яв-

ляется важной и весьма актуальной задачей науки в настоящее время [16 – 18]. Свойства 

многомерности, неполной предсказуемости поведения, обусловленной стохастичностью 

происходящих в них процессов, существенно затрудняют проведение натурных экспе-

риментов с такими системами. Поэтому важную роль в их исследовании играют их ма-

тематическое моделирование, проведение численных экспериментов и комплексный 

мониторинг – сложная система разномасштабных наблюдений различных характеристик 

среды с одновременным анализом полученных данных и прогнозом последующего из-

менения состояния среды. Накопленный в мире опыт решения научных и практических 

задач природоохранного направления [5, 9, 16 – 18, 32, 57] показывает, что математиче-

ские модели и данные натурных исследований являются равноправными и дополняю-

щими друг друга при изучении природных процессов. При этом активно используются 

методы дистанционного зондирования в сочетании с различными методами контактных 

измерений [47 – 49]. В результате сбора данных к исследователям попадает разнородная 

информация, с разных сторон характеризующая наблюдаемые явления. В этом случае 

возникает задача совместного использования этой информации и математических моде-

лей с целью восприятия исходных данных. 

Для решения подобных задач необходимо разрабатывать математические модели 

исследуемых процессов, соответствующие эффективные алгоритмы на основе числен-

ных методов, позволяющие воспринимать данные мониторинга, измеренные в ходе 

натурных экспериментов с погрешностями. Кроме того имеет место проблема, связан-

ная с невозможностью непосредственных натурных измерений некоторых характери-

стик природной среды, например атмосферной турбулентности. Также имеет место про-

блема оценки значений производных поля скорости ветра, поля турбулентности, кон-

центрации загрязняющих примесей, начальных и краевых условий в уравнении массо-

переноса. Все это в целом составляет проблему неопределенности или недостаточности 

исходных данных, для решения которой требуется привлечение некоторой дополни-

тельной информации или полуэмпирических качественных моделей. Актуальной зада-

чей также является создание соответствующего информационного обеспечения на осно-
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ве современных достижений в области вычислительной техники и информационных 

технологий, а именно автоматизированных систем моделирования соответствующих 

прикладных задач. При этом средства математического, вычислительного и программ-

ного обеспечения в совокупности будут представлять собой информационно-

вычислительную технологию моделирования атмосферных процессов, в частности, про-

цесса нестационарного диффузного переноса загрязняющих примесей в атмосфере.  

Научные направления, связанные с математическим моделированием и разработ-

кой соответствующего информационно-вычислительного обеспечения в задачах охраны 

окружающей среды, давно развиваются в нашей стране и за рубежом [24, 28 – 31, 53 – 

56, 70, 88 – 92] и являются, несмотря на все выдающиеся достижения в этой области, ак-

туальными и современными и в настоящее время. Основоположником данного направ-

ления по праву считают академика Марчука Г.И.. Значительные достижения в этой об-

ласти также принадлежат ученым НИИ Прикладной математики РАН, академику Дым-

никову В.П., профессорам Алояну А.Е., Пененко В.В. и др., которые были получены в 

рамках научных направлений «Вычислительная математика», «Модели и методы в зада-

чах физики атмосферы и океана», «Проблемы охраны окружающей среды». В последнее 

время значительные научные результаты в области математического моделирования за-

дач экологического мониторинга были получены учеными таких научных школ как, 

научная школа профессора Угольницкого Г.А. (Южный федеральный университет) [12, 

68, 69], научная школа профессора Сухинова А.И. (Южный федеральный университет) 

[65 – 67], научная школа профессора Наац И.Э. (Северо-Кавказский федеральный уни-

верситет) [48 – 51], научная школа профессора Семенчина Е.А. (Кубанский государ-

ственный университет) [62 - 64]. Тем не менее, несмотря на имеющиеся достижения, не 

все научные проблемы до конца еще решены. 

Разработка вычислительных моделей для уравнения диффузного переноса загряз-

няющих примесей в турбулентной атмосфере является достаточно сложной задачей из-

за его многомерности, нестационарности и неопределенности в исходных данных. Как 

уже отмечалось выше, существует много наработок в данной области. Однако следует 

отметить, что в основном предлагаемые вычислительные модели строятся на основе 

различного вида конечно-разностных методов. Подобные алгоритмы не эффективны, 

поскольку они не устойчивы к погрешностям в исходных данных, а также предполагают 

значительную размерность задачи. Требуется построение более экономичных и устой-
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чивых вычислительных схем, способных воспринимать эмпирические данные. Кроме 

того, для решения проблемы неопределенности исходных данных, актуальной задачей 

является разработка различного вида качественных моделей и соответствующего про-

граммно-алгоритмического сопровождения.  

Помимо проблемы математического моделирования, самостоятельной можно счи-

тать проблему информационного обеспечения задач экологического мониторинга на ос-

нове алгоритмического, программного обеспечения, базы данных и соответствующих 

технических средств. Такая система может стать неким ядром информационной систе-

мы экологического мониторинга и прогноза атмосферы в пределах ее пограничного 

слоя, работающей на станциях экологического контроля. Подобные информационные 

системы ранее разрабатывались как в России, так и за рубежом. Известными являются 

такие работы в данной области, как работа [53], в которой описана методика организа-

ции сценариев моделирования на основе данных Reanalysis NCEP/NCAR [118, 119], 

включающая в себя задачи, связанные с оценками экологической перспективы при раз-

личных вариантах антропогенных воздействий и масштабов взаимодействий в климати-

ческой системе типа источник-детектор, детектор-источник. Создаваемая для этих целей 

система моделирования [56] позволяет оперативно восстанавливать пространственно-

временную структуру атмосферной циркуляции с заданным разрешением в режиме вос-

приятия данных реанализа. Данная система моделирования представляет собой мно-

гофункциональный комплекс моделей и является открытой и развиваемой. Существуют 

способы повышения эффективности алгоритмов системы моделирования, одним из ко-

торых служит метод распараллеливания. Методика организации параллельных вычис-

лений развивается в рамках нового фундаментального научного направления, связанно-

го с совместным использованием численных методов и структур ЭВМ [27]. Оно полу-

чило название «Отображение проблем вычислительной математики на архитектуру вы-

числительных систем» и стало одним из ведущих направлений научных исследований в 

Отделе вычислительной математики АН СССР (в настоящее время Институт вычисли-

тельной математики РАН), созданном академиком Марчуком Г.И. в 1980 году. К насто-

ящему времени известен цикл работ, содержащих последние достижения в этой области 

[10, 11, 27, 71, 93, 95]. В частности, в статье Воеводина В.В. [11] рассматриваются ос-

новные положения обозначенного выше фундаментального научного направления, ана-

лизируется связь этого направления с различными областями, так или иначе связанными 
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с вычислениями. Что касается вычислительных моделей, построенных на основе мето-

дов прямого и обратного моделирования [53], позволяющих использование в них изме-

рительной информации, то их структура построена на принципах аддитивности. Вы-

бранный в них способ дискретизации с помощью вариационного принципа и метода 

расщепления обеспечивает конструирование численных моделей для основных и со-

пряженных задач в виде схем расщепления, взаимно согласованных на всех этапах вы-

числений. Как следствие этого возможна многоуровневая схема распараллеливания ал-

горитмов. В итоге каждый этап технологии моделирования может реализовываться па-

раллельно. При этом на нижнем системном уровне покоординатное расщепление по 

пространственным переменным также может быть выстроено в параллельную структу-

ру. Обозначенные выше проблемы в той или иной мере решаются в данной диссерта-

ции, что обуславливает актуальность ее темы. 

Объектом исследования является пространственно-временное распределение по-

ля концентрации загрязняющих примесей, распространяющихся в пограничном слое ат-

мосферы и соответствующее уравнение диффузного переноса, описывающее данный 

процесс.  

Предметом исследования являются методы моделирования диффузного переноса 

примесей в пограничном слое атмосферы, соответствующие численные методы и моде-

ли, программно-алгоритмическое обеспечение. 

Целью диссертационного исследования является разработка и исследование чис-

ленных методов и алгоритмов в задаче моделирования диффузного переноса загрязня-

ющих примесей в пограничном слое атмосферы, способных воспринимать приближен-

ные данные экологического мониторинга, и создание системы компьютерного модели-

рования применительно к проблеме экологического прогноза состояния пограничного 

слоя атмосферы. 

Методы исследования: теория и методы математического моделирования, чис-

ленные методы, применяемые для решения линейных многомерных дифференциальных 

уравнений в частных производных и интегральных уравнений, методы теории аппрок-

симации, алгоритмов и программирования. 

Задачи диссертационного исследования: 

в области математического моделирования: 
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1. в рамках проблемы обеспечения математических моделей исходными данными 

для одномерного параметризованного уравнения переноса загрязняющих примесей в 

атмосфере предложить и построить первую качественную расчетно-аналитическую мо-

дель оценки концентрации примесей на основе фундаментальной системы решений од-

нородного дифференциального уравнения второго порядка с постоянными коэффициен-

тами; разработать вторую качественную модель расчета концентрации примесей на ос-

нове представления искомого решения интегральным уравнением Вольтерра второго 

рода и численного метода последовательных приближений; 

в области численных методов и методов алгоритмизации: 

2. для одномерного параметризованного уравнения переноса примесей построить 

итерационно-рекурсивные алгоритмы для первой и второй качественных моделей соот-

ветственно; на основе конечно-разностного метода и численных методов решения 

СЛАУ разработать алгоритмы тестовых примеров для одномерного и трехмерного 

уравнений переноса соответственно, а также алгоритмы численного исследования вы-

числительных схем на сходимость и устойчивость к погрешностям в исходных данных; 

3. на основе численного метода покоординатного расщепления трехмерного пара-

метризованного уравнения переноса и итерационно-рекурсивных методов и алгоритмов, 

построенных первоначально для одномерной задачи, выполнить построение вычисли-

тельных алгоритмов для решения пространственной задачи переноса; 

в области разработки программного обеспечения, постановки и проведения вычисли-

тельного эксперимента: 

4. на основе методики тестирования алгоритмов и программ выполнить постановку 

и провести вычислительный эксперимент по исследованию свойств рекурсивно-

итерационных алгоритмов решения одномерной задачи переноса, таких как сходимость 

и устойчивость к погрешностям в исходных данных; по исследованию влияния различ-

ных значений скорости ветра, турбулентности и других характеристик состояния погра-

ничного слоя атмосферы на пространственно-временное распределение поля концен-

трации загрязняющих примесей на примере решения пространственной задачи перено-

са; 

5. предложить концептуальную схему информационно-вычислительного обеспече-

ния задач переноса загрязняющих примесей в атмосфере и на ее основе разработать си-
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стему компьютерного моделирования пространственно-временной изменчивости поля 

концентрации. 

Научная новизна. 

1. В рамках проблемы обеспечения математических моделей исходными данными для 

одномерного параметризованного уравнения переноса загрязняющих примесей в атмо-

сфере предложены две качественные расчетно-аналитические модели, первая из кото-

рых строится на основе фундаментальной системы решений однородного дифференци-

ального уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами, а вторая – на ос-

нове представления искомого решения уравнения переноса интегральным уравнением 

Вольтерра второго рода и численного метода последовательных приближений, что поз-

воляет выполнять качественную оценку значений параметров в задачах математическо-

го моделирования явления переноса примесей в системе атмосфера - подстилающая по-

верхность, решать проблему неопределенности исходных данных, получать простые 

аналитические решения и строить соответствующие алгоритмы исходной задачи, ис-

пользовать полученные результаты моделирования в других более сложных вычисли-

тельных схемах, как некие предварительные исходные данные; разработаны соответ-

ствующие итерационные и рекурсивные вычислительные алгоритмы, устойчивые к по-

грешностям в исходных данных; 

2. Для трехмерного параметризованного уравнения переноса примесей в атмосфере с 

учетом «уравнения неразрывности» построены вычислительные алгоритмы на основе 

численного метода покоординатного расщепления, в структуру которых включены ите-

рационные и рекурсивные алгоритмы решения соответствующих одномерных задач; 

3. На основе разработанного алгоритмического и программного обеспечения проведен 

вычислительный эксперимент, включающий в себя тестирование алгоритмов и про-

грамм с помощью специально созданных тестовых примеров, а также исследование вли-

яния скорости ветра, турбулентности и других состояний пограничного слоя атмосферы 

на пространственно-временное распределение поля концентрации загрязняющих приме-

сей, получены соответствующие результаты расчетов; 

4. Предложена концепция информационно-вычислительного обеспечения задач эколо-

гического прогноза состояния воздушной среды, которая может быть включена, напри-

мер, в состав системы «автоматизированное место специалиста-эколога» на станции 

экологического контроля, в соответствии с которой разработана система компьютерного 
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моделирования пространственно-временной изменчивости поля концентрации загряз-

няющих примесей. 

Степень достоверности научных положений и выводов обусловлена корректной 

математической постановкой рассматриваемых задач, использованием известных теоре-

тических положений и методов теории «Уравнения математической физики», «Числен-

ные методы» и др. Представленные в диссертации результаты имеют математическое 

обоснование, проведены численные исследования сходимости и устойчивости вычисли-

тельных алгоритмов, сопоставление приближенных решений с точными решениями, 

моделируемыми с помощью специально разработанных тестовых задач. Результаты 

численных экспериментов, полученные на основе разработанного комплекса программ, 

согласуются с известными по литературным источникам данными натурных экспери-

ментов. 

Научная и практическая значимость работы состоит в возможности дальнейше-

го использования созданного в ней математического, вычислительного, алгоритмиче-

ского и программного обеспечения. Некоторые научные результаты диссертации ис-

пользовались СРОО «Экологический Конгресс Ставрополья. Академия Экологической 

Безопасности» при разработке информационных систем мониторинга и прогноза эколо-

гического состояния атмосферы региона (Акт о внедрении от 26.09.2014 г.). Также ре-

зультаты диссертационного исследования успешно апробированы в учебном процессе 

кафедры математического анализа Северо – Кавказского федерального университета 

(Акт о внедрении от 03.10.2014 г.). Программный комплекс зарегистрирован в Феде-

ральной службе по интеллектуальной собственности и доступен другим пользователям 

[74, 75]. 

Положения, выносимые на защиту: 

1. Расчетно-аналитическая качественная модель для параметризованного уравнения 

переноса загрязняющих примесей в пограничном слое атмосферы с приближенно задан-

ными исходными данными, основанная на использовании фундаментальных решений 

однородного дифференциального уравнения второго порядка с постоянными коэффици-

ентами, позволяющая выполнять качественную оценку значений параметров соответ-

ствующей математической модели, получать простые аналитические решения и строить 

соответствующие алгоритмы исходной задачи (п.1,2,3 паспорта специальности); 
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2. Расчетно-аналитическая качественная модель для параметризованного уравнения 

переноса примесей в атмосфере с приближенно заданными исходными данными, по-

строенная на основе сведения систем дифференциальных уравнений к эквивалентным 

системам интегральных уравнений Вольтерра второго рода с последующим введением в 

структуру вычислительных моделей рекурсивно-итерационных алгоритмов, что повы-

шает их устойчивость к погрешностям в исходных данных и эффективность (п.1,2,3 

паспорта специальности); 

3. Вычислительная модель для пространственной задачи переноса, основанная на 

численном методе покоординатного расщепления трехмерного параметризованного 

уравнения переноса с учетом в нем «уравнения неразрывности», в структурную схему 

которой включены итерационно-рекурсивные алгоритмы соответствующих расчетно-

аналитических качественных моделей, построенных первоначально для одномерной за-

дачи (п.1,2,3 паспорта специальности); 

4. Методика, реализованная на основе разработанных тестовых примеров и про-

граммного обеспечения, и результаты вычислительного эксперимента по исследованию 

сходимости и устойчивости алгоритмов к погрешностям в исходных данных, а также 

исследованию влияния скорости ветра, турбулентности и других состояний атмосферы в 

пределах пограничного слоя на пространственно-временное распределение поля кон-

центрации загрязняющих примесей (п.3,4,7 паспорта специальности); 

5. Система компьютерного моделирования пространственно-временной изменчиво-

сти поля концентрации загрязнений в атмосфере (п.7 паспорта специальности). 

Апробация работы и публикации. Результаты, полученные в рамках  диссертаци-

онной работы, докладывались и обсуждались на конференциях и научных семинарах: 

Международной научно-практической конференции «Современные достижения в науке 

и образовании: математика и информатика» (г. Архангельск, 2010); XVII Международ-

ной конференции студентов, аспирантов и молодых ученых «Ломоносов - 2010» (г. 

Москва, 2010); VI Всероссийской открытой научно – практической конференции «Акту-

альные задачи математического моделирования и информационных технологий» (г. Со-

чи, 2010); XVIII Международной конференции студентов, аспирантов и молодых уче-

ных «Ломоносов - 2011» (г. Москва, 2011); Международной заочной научно – практиче-

ской конференции «Актуальные научные вопросы: реальность и перспективы» (г. Там-

бов, 2012); Международной научной конференции, посвященной 35-летию математиче-
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ского факультета и 25-летию факультета информатики и вычислительной техники Яро-

славского государственного университета им П.Г. Демидова «Моделирование и анализ 

информационных систем» (г. Ярославль, 2012); VII Международной научно-

технической конференции «Аналитические и численные методы моделирования есте-

ственнонаучных и социальных проблем» (г. Пенза, 2012); Международной научно-

практической конференции «Актуальные задачи математического моделирования и ин-

формационных технологий» (г. Сочи, 2013); VII Всероссийской научно-практической 

конференции молодых ученых «Наука и устойчивое развитие» (г. Нальчик, 2013); еже-

годной научно – практической конференции Северо – Кавказского федерального уни-

верситета «Университетская наука - региону»: «Естественные науки – основа настояще-

го и фундамент для будущего» (г. Ставрополь, 2013); Международной научно-

практической конференция «Наука и образование XXI века» (г. Уфа, 2014). 

Количество публикаций по теме диссертации составляет 21, из них 4 статьи в жур-

налах, рекомендованных ВАК, 2 свидетельства о государственной регистрации про-

граммы для ЭВМ. К основным публикациям (статьи в рецензируемых изданиях, тезисы 

докладов на всероссийских и международных конференциях), в которых излагаются 

научные результаты диссертации, относятся 16 работ. Лично диссертантом опубликова-

но 11 научных работ. Общее число печатных листов публикаций – 6.55, из них на долю 

диссертанта приходится 4.47. Диссертант имеет индекс Хирша с учетом только статей в 

журналах, равный 1. Число цитирований статей диссертанта, опубликованных за по-

следние 5 лет, составляет 3. 

I.  Работы, опубликованные в изданиях из перечня ВАК: 

1. Наац, В.И. Численное исследование рекурсивных и итерационных алгоритмов в 

задаче моделирования переноса аэрозолей в атмосфере / В.И. Наац, Е.П. Ярцева // 

Вестник Ставропольского государственного университета. – 2011. – Выпуск 75 [4]. – С. 

44 – 50. 

2. Наац, В.И. Качественная модель оценки концентрации аэрозольных примесей в 

атмосфере, основанная на интегральном представлении решения уравнения турбулент-

ной диффузии / В.И. Наац, Е.П. Ярцева // Известия высших учебных заведений. Северо 

– Кавказский регион. Естественные науки. – 2012. – № 1. – С. 38 – 43.  

3. Наац, В.И. Разработка качественной модели и итерационного алгоритма для 

оценки концентрации загрязняющих примесей в атмосфере / В.И. Наац, Е.П. Ярцева // 
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Вестник Северо – Кавказского федерального университета. – 2013. – № 1 (34). – С. 15 – 

21. 

4. Наац, В.И. Построение рекурсивно-итерационного алгоритма для трехмерного 

нестационарного уравнения переноса примесей в атмосфере / В.И. Наац, Е.П. Ярцева // 

Вестник Северо – Кавказского федерального университета. – 2014. – № 2 (41). – С. 9 – 

14. 

II. Свидетельства о регистрации программ: 

5. Ярцева Е.П. Качественные модели и вычислительные алгоритмы оценки концен-

трации загрязняющих примесей в турбулентной атмосфере. Свидетельство о государ-

ственной регистрации программы для ЭВМ № 2013614085. Зарегистрировано в Реестре 

программ для ЭВМ 23 апреля 2013. 

6. Ярцева Е.П. Программа для реализации рекурсивных и итерационных вычисли-

тельных алгоритмов для пространственной задачи переноса загрязняющих примесей в 

турбулентной атмосфере. Свидетельство о государственной регистрации программы для 

ЭВМ № 2014661580. Зарегистрировано в Реестре программ для ЭВМ 31октября 2014. 

III. Публикации в других изданиях: 

7. Наац, В.И. Построение и исследование вычислительного алгоритма для парамет-

ризованного нестационарного уравнения переноса примесей в атмосфере / В.И. Наац, 

Е.П. Ярцева // Современные достижения в науке и образовании: математика и инфор-

матика: материалы международной научно-практической конференции. – Архангельск. 

– 2010. – С. 561 – 562. 

8. Ярцева, Е.П. Численные исследования алгоритма решения уравнения переноса 

субстанции в турбулентной атмосфере / Е.П. Ярцева // Ломоносов – 2010: материалы 

XVII Международной конференции студентов, аспирантов и молодых ученых. – М.: 

МГУ. – 2010. – 1 с. 

9. Ярцева, Е.П., Итерационный метод численного решения уравнения переноса 

примесей в атмосфере / Е.П. Ярцева, В.И. Наац // Актуальные задачи математического 

моделирования и информационных технологий: материалы VI Всероссийской открытой 

научно – практической конференции. – Сочи. – 2010. – С. 178 – 180. 

10. Ярцева, Е.П. Численные исследования алгоритма решения нестационарного 

уравнения переноса загрязняющих веществ в атмосфере / Е.П. Ярцева // Университет-

ская наука – региону: материалы 55 научно-методической конференции преподавателей 
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и студентов Ставропольского государственного университета. – Ставрополь. – 2010. – ч. 

1. – С. 112 – 116. 

11. Ярцева, Е.П. Рекурсивная вычислительная схема решения уравнения переноса 

примесей в турбулентной атмосфере / Е.П. Ярцева // Ломоносов – 2011: материалы 

XVIII Международной конференции студентов, аспирантов и молодых ученых. – М.: 

МГУ. – 2011. – 1 с. 

12. Ярцева, Е.П. Метод качественной оценки значений параметров интегральных 

моделей в задачах моделирования переноса субстанции в атмосфере / Е.П. Ярцева // 

Университетская наука – региону: материалы 56 научно-методической конференции 

преподавателей и студентов Ставропольского государственного университета. – Став-

рополь. – 2011. – ч. 2. – С. 144 – 147. 

13. Ярцева, Е.П. Численные исследования вычислительного алгоритма в задаче пе-

реноса примесей в турбулентной атмосфере на основе нестационарного трехмерного 

уравнения / Е.П. Ярцева, В.И. Наац // Актуальные научные вопросы: реальность и пер-

спективы: материалы Международной заочной научно – практической конференции. – 

Тамбов. – 2012. – С. 165 – 166. 

14. Наац, В.И. Метод интегральных уравнений в схеме покоординатного расщепле-

ния уравнения переноса аэрозолей в атмосфере / В.И. Наац, Е.П. Ярцева // Актуальные 

задачи математического моделирования и информационных технологий: материалы 

международной научно – практической конференции. – Сочи. – 2012. – С. 80 – 81. 

15. Наац, В.И. Вычислительный алгоритм в модели переноса примесей в турбулент-

ной атмосфере на основе нестационарного трехмерного уравнения / В.И. Наац, Е.П. 

Ярцева // Моделирование и анализ информационных систем: труды международной 

научной конференции, посвященной 35-летию математического факультета и 25-летию 

факультета информатики и вычислительной техники Ярославского государственного 

университета им П.Г. Демидова. – Ярославль, ЯрГУ. – 2012. – С. 143 – 145. 

16. Ярцева, Е.П. Оценка концентрации загрязняющих примесей в пограничном слое 

атмосферы на основе качественной модели / Е.П. Ярцева, В.И. Наац // Аналитические и 

численные методы моделирования естественнонаучных и социальных проблем: сборник 

статей VII Международной научно-технической конференции. – Пенза. – 2012. – С. 54 – 
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Глава 1. Численные методы и математические модели в проблеме охраны  

окружающей среды в системе атмосфера - подстилающая поверхность 

 

В главе выполняется обзор научной литературы по проблеме математического мо-

делирования задач экологического мониторинга. Рассмотрены основные понятия и ме-

тоды экологического мониторинга, физические основы явления переноса загрязняющих 

примесей в турбулентной атмосфере и соответствующие математические модели. Вы-

полняется обзор численных методов, применяемых для построения вычислительных ал-

горитмов задачи переноса примесей. На основе данного обзора проводится анализ су-

ществующих проблем в данной научной области и обосновывается актуальность темы 

настоящего исследования. 

 

1.1 Общая характеристика проблемы охраны окружающей среды 

в системе атмосфера - подстилающая поверхность 

 

Понятие экологического мониторинга и проблема охраны окружающей сре-

ды. Экологический мониторинг - это система наблюдений, оценки и прогноза состояния 

природной среды, не включающая управление качеством окружающей среды, но даю-

щая необходимую информацию для такого управления и выработки инженерных мето-

дов защиты окружающей среды [63]. Экологический мониторинг может быть реализо-

ван на основе системного подхода и проведения определенных организационно-

технических мероприятий, цель которых – создание информационно-измерительной си-

стемы контроля и управления экологическим состоянием региона.  

Проблема охраны окружающей среды является крайне наукоемкой и находится на 

стыке целого ряда областей физики, химии и математики. Она требует большого объема 

экспериментальных исследований, направленных на мониторинг состояния окружаю-

щей среды. Наряду с этим необходимы сложные теоретические исследования с целью 

построения адекватных математических моделей, включающих идентификацию источ-

ников загрязнения, оценку скорости выделения загрязнений, перемещение выбросов от 

источника к месту выпадения и знание физических и химических процессов преобразо-

вания выделенных веществ в течение этого перемещения [9, 15]. Как отмечалось выше, 

задачи мониторинга окружающей среды требуют привлечения современных вычисли-

тельных средств в связи с необходимостью обработки больших объемов информации, ее 
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сортировки, предварительной обработки для дальнейшего использования в сложных 

вычислительных алгоритмах. Создание моделей оценивания полей концентраций и па-

раметров источников с использованием данных наблюдений и модельных представле-

ний о процессах распространения примесей позволяет более надежно контролировать 

параметры техногенного загрязнения местности, что дает возможность определять ин-

формативность систем наблюдений и оптимизировать положение и количество точек 

отбора проб. Решение задачи идентификации источников позволяет установить вклад 

отдельных источников и учитывать это при создании новых – ввода новых промышлен-

ных предприятий и управление выбросами, чтобы их суммарное количество не превы-

шало установленных норм. Определение возможных источников загрязнения использу-

ет методы, в основу которых заложено решение обратных задач переноса примеси, поз-

воляющее по ограниченному числу точек наблюдений восстановить параметры источ-

ников и поля аэрозольного загрязнения местности. Здесь часто используют уравнения 

гидродинамики, требующие значительных усилий, как для аналитического исследова-

ния, так и для численного решения. Основоположником математических методов иссле-

дования по праву считают академика Марчука Г.И., значительные достижения в этой 

области принадлежат ученым НИИ Прикладной математики РАН (г. Москва), возглав-

ляемого Марчуком Г.И. [23 – 31]. В работах этой научной школы создана методология 

математического моделирования, исследованы ее фундаментальные вопросы, разрабо-

таны оригинальные конструктивные подходы к изучению циркуляции атмосферы и оке-

ана, к решению задач прогноза погоды, теории климата и охраны окружающей среды с 

помощью математических моделей. Разработке и исследованию математических моде-

лей транспортно – диффузионного распространения примесей в атмосфере посвящены 

многочисленные труды как российских, так и зарубежных ученых: Алояна А.Е. [1, 88, 

89], Бабешко В.А. [3, 4], Бакланова А.А., Борисевича М.Д., Брандта Д., Головизнина 

В.М., Златева З., Нааца И.Э. [46 – 51], Пененко В.В. [53 – 56, 92], Печингера У., Семен-

чина Е.А. [62 – 64], Соренсона Д., Сухинова А.И. [65 – 67], Тишкина В.Ф. [71], Уголь-

ницкого Г.А. [12, 68, 69], Хирота М. и многих других. Также на сегодня разработано 

множество программ и программных комплексов на основе геоинформационных или 

экспертных систем, в структуре которых присутствуют моделирующие блоки. Расчеты 

проводятся с использованием моделей различной сложности, масштабности и оператив-

ности. Например, экологический программный комплекс «Zone» [70] позволяет рассчи-
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тывать рассеяние примеси в результате мгновенного или продолжительного выбросов и 

предназначен для оценки предельно допустимых концентраций. Разработанный группой 

сотрудников ИПМ РАН (г. Москва) интегрированный пакет «TIMES» [19] представляет 

собой визуально – прогностический пакет, позволяющий решать задачи о распростране-

нии загрязнений в воздушном бассейне с учетом ветрового поля и получать графические 

отображения процессов, как в условиях городской застройки, так и над местностью, 

имеющей сложный географический рельеф. Этот пакет является оригинальной про-

граммной системой как по применяемым адаптированным физико – математическим 

моделям, так и по методам решения систем уравнений, опирающихся на специально 

разработанные методики численного моделирования. Базовая модель этого комплекса 

оперативная конвективно – диффузионная или транспортная модель. На комплексе 

«TIMES» по заказу института гражданской авиации РФ были выполнены вычислитель-

ные эксперименты для задач безопасности окружающей среды при эксплуатации авиа-

промышленных комплексов. Каждая практическая задача требует разработки своей вер-

сии пакета, поэтому он создавался как модульная система. 

Оценка и контроль загрязнения атмосферы, гидросферы и подстилающей поверх-

ности в настоящее время основываются на результатах теоретического и эксперимен-

тального изучения распространения загрязняющих веществ от их источников. Основные 

работы по моделированию подобных задач обобщены в работе Кожевниковой М. Ф. 

[20]. По известным профилям ветра и различным полиномиальным формам распростра-

нения приземных концентраций на основе уравнения неразрывности массы построена 

простая модель загрязнения атмосферы города. Приближенно связать максимальные 

концентрации примесей с вектором скорости ветра позволяют графические методы, ко-

гда на круговой диаграмме строят изоплеты повторяемости скорости ветра в полярных 

координатах [14]. Значительное развитие получила работа по прогнозу потенциала за-

грязнения воздуха Новикова Ю.В. [52]. В ее основу заложен учет статистической повто-

ряемости условий, опасных с точки зрения формирования высоких уровней концентра-

ции. В работах [58, 72, 87] на основе измерения концентраций загрязняющих ингреди-

ентов строятся их эмпирические функции распределения, используемые для оценки ве-

роятности превышения предельно допустимых концентраций. Широко известен подход 

к решению задачи о распространении атмосферных примесей от произвольной системы 

источников [2, 6]. Авторами работ [65 – 67] построены математические модели гидро-
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физических процессов в мелководных водоемах при различных физических параметрах, 

а также процессов переноса загрязняющих веществ в многокомпонентной воздушной 

среде в прибрежной зоне. 

 

1.2  Физические основы математической модели пограничного 

слоя атмосферы 

 

Рассмотрим основные уравнения физической модели приземного слоя атмосферы. 

Состояние покоя атмосферы относительно земной (подстилающей) поверхности назы-

вается статическим состоянием, основное уравнение которого имеет вид [34]: g
z

p





 , 

p  - давление атмосферы на высоте z , g  - ускорение свободного падения,   - плотность 

атмосферы. Первое начало термодинамики применительно к воздуху описывается урав-

нением [34]: ii pddTcdq   , p  - давление в окружающем воздухе, dq  - количество 

тепла, сообщенное частице сухого воздуха единичной массы, id  - приращение объема 

частицы, idT  - изменение внутренней энергии частицы, c  - удельная теплоемкость при 

постоянном объеме. Термодинамический процесс, протекающий без теплообмена ча-

стицы с окружающей средой, называется адиабатическим. При адиабатическом процес-

се 0dq . Отсюда следует, что при адиабатическом процессе расширение ( idv >0) или 

сжатие ( idv <0) частицы сухого воздуха единичной массы сопровождается соответствен-

но уменьшением ( idT <0) или увеличением ( idT >0) ее внутренней энергии; при подъеме 

частицы объем ее увеличивается ( idv >0), а давление падает (dp<0); кроме того, при 

адиабатическом подъеме температура частицы всегда уменьшается ( idT <0). Падение 

температуры сухого воздуха единичной массы при адиабатическом подъеме, отнесенное 

к единице высоты Z, называется сухоадиабатическим градиентом  : 
dz

dTi . Легко 

показать, что 
l

i

p T

dT

c

g
 , lT  - температура внешней среды, окружающей частицу, g - 

ускорение свободного падения. В [63] показано, что   мало изменяется с высотой: 

приблизительно на 0,0098
 
Сº на каждый метр подъема (это означает, что через каждые 

100 м подъема температура сухого воздуха единичной массы, адиабатически поднима-

ющейся вверх, уменьшается примерно на 0, 98
 
Сº). Выделим в атмосфере элементарный 
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объем влажного насыщенного воздуха единичной массы и обозначим через dq – количе-

ство сообщенного ей тепла. Оно будет затрачено на: изменение внутренней энергии (в 

количестве ivdTc ), работу расширения (в количестве ipdv ), испарение содержащейся в 

частице влаги (в количестве mLdS ), где L - удельная теплота парообразования, mdS - из-

менение доли пара путем испарения влаги. Уравнение первого начала термодинамики в 

этом случае имеет вид: 

miiv LdSpdvdTcdq  ,                                           (1.1) 

или 

miip LdS
p

dp
RTdTcdq  ,                                           (1.2) 

R - удельная газовая постоянная влажного воздуха. При адиабатическом процессе, как и 

ранее, dq=0 в (1.1), (1.2). Величина 
dz

dS

c

L

dz

dS

c

L

T

T

c

g

dz

dT m

p

m

pl

i

p

i    '  называется 

влажноадиабатическим градиентом. Распределение по высоте температуры lT  и других 

метеорологических величин в окружающей элементарный объем воздуха внешней сре-

де, называется стратификацией атмосферы. Распределение lT  в пограничном слое атмо-

сферы характеризуется вертикальным градиентом температуры 
z

Tl




 . При адиабати-

ческом подъеме влажного насыщенного воздуха доля пара уменьшается, т.е. 0
dz

dSm . 

Кроме того, очевидно, что 0
pc

L
. Поэтому   ' . В связи с этим возможны пять ви-

дов стратификации атмосферы: 1) сухо- и влажнонеустойчивая, или абсолютно не-

устойчивая, при   ' ; 2) сухобезразличная и влажнонеустойчивая при 

  ' ; 3) сухоустойчивая и влажнонеустойчивая, или условно устойчивая, при 

  ' ; 4) сухоустойчивая и влажнобезразличная при   ' ; 5) сухо- и влаж-

ноустойчивая,  или абсолютно устойчивая при    ' . 

Атмосферные течения могут находиться в двух режимах: ламинарном и турбу-

лентном. Режим движения атмосферы, при котором малые объемы воздуха перемеща-

ются по параллельным или слегка искривленным траекториям, называется ламинарным; 

режим, при котором малые объемы совершают неупорядоченные, хаотические движе-
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ния, принято называть турбулентным. Характер режима (движения) газа определяется 

[63] двумя безразмерными параметрами: 

1) числом Рейнольдса 
v

ul
Rl  , u - скорость течения газа, l - характерный масштаб длин 

(средний размер тел, обтекаемых потоком, расстояние между твердыми стенками - гра-

ницами и т.д.),   - кинематический коэффициент молекулярной вязкости; 

2) числом Ричардсона 
2

 
T

g
Ri , g - ускорение свободного падения, T - температура 

газа (воздуха) в Кº, 
z

T




  - вертикальный градиент температуры,   - сухоадиабати-

ческий градиент,  - вертикальный градиент скорости ветра. При малом lR  движение 

газа носит ламинарный характер. Если же lR  превышает некоторое критическое значе-

ние lкрR , то ламинарное течение переходит в турбулентное. Аналогично, если iR  мень-

ше некоторого критического значения iкрR , то интенсивность турбулентного движения 

(кинетическая энергия турбулентных частиц) увеличивается, если iR > iкрR  - ослабевает. 

Обозначим через: S - удельное содержание примеси в атмосфере на высоте z, 

SS   - удельное содержание примеси на высоте zz  , Q - массу примеси, которая пе-

реносится турбулентным потоком в единицу времени через единицу площади горизон-

тальной поверхности, расположенной между уровнями z и zz   (Q называется турбу-

лентным потоком). Предполагают, что 

z

S
AQ



 ,                                                        (1.3) 

или в пределе 

z

S
AQ



 .                                                      (1.4) 

Коэффициент пропорциональности A в равенствах (1.3), (1.4) называется коэффициен-

том турбулентного обмена (перемешивания). Отношение Ak   называют коэффици-

ентом турбулентности (вдоль оси Оz). Здесь введены коэффициенты турбулентного об-

мена A и турбулентности k вдоль оси Оz. Аналогично вводятся коэффициенты турбу-

лентного обмена и турбулентности вдоль осей Оx, Оy. Вблизи земной поверхности мо-

лекулы воздуха, соударяясь с неровностями рельефа, теряют скорость поступательного 

движения. Сталкиваясь с другими молекулами, они также замедляют их движение. Воз-
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никает сила трения между воздушным потоком и подстилающей поверхностью и 

наблюдается эффект прилипания потока к поверхности - скорость ветра в некотором 

слое (вязком подслое) у земной поверхности практически равна нулю. Толщину вязкого 

подслоя 0z  принято называть параметром шероховатости. Величина 0z  изменяется от 

сотых долей сантиметра (для пустыни 0z = 0,03 см) до нескольких метров (для леса, го-

рода). Следует обратить внимание, что 0z  не совпадает с высотой неровностей рельефа 

подстилающей поверхности. Изменение температуры в любом объеме атмосферы опре-

деляется притоком тепла в этот объем: разностью входящих и уходящих потоков. Урав-

нение притоков тепла в атмосфере можно получить из первого начала термодинамики 

(уравнения сохранения энергии) [63]: 
dt

dp

p

RT

dt

dT
c

dt

dq
p  , T - температура единичной 

массы воздуха, R - удельная газовая постоянная, p - давление, pc  - удельная теплоем-

кость, 
dt

dq
 – приток тепла к единичной массе движущегося воздуха за единицу времени. 

При этом 
dt

dq
 представляет сумму удельных притоков тепла, обусловленных: турбу-

лентным и молекулярным теплообменом T , переносом лучистой энергии л , фазовы-

ми переходами воды в атмосфере n , диссипацией кинетической энергии движения в 

тепловую в процессе молекулярного и турбулентного движений k , т.е. 

knлT
dt

dq
  . В общем виде уравнение притока тепла в турбулентной атмосфере 

имеет вид [63]: 

 
p

knл

cz
k

z
w

y

T
v
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T
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dt

dT 
 





























 ,                 (1.5) 

dt

dx
u  , 

dt

dy
v  , 

dt

dz
w   – проекции скорости единичной массы воздуха на оси координат 

Оx, Оy, Оz; k - коэффициент турбулентности вдоль оси Оz;   - потенциальная темпера-

тура единичной массы (температура, которую примет единичная масса воздуха, если ее 

опустить или поднять сухоадиабатически с уровня ее положения до того уровня, где 

давление равно 1000 гПа). В приземном слое атмосферы уравнение (1.5) принимает вид 

[63]: 



24 

 

'













z

T
k

zt

T
,                                                     (1.6) 

 zt,''    - приток тепла, обусловленный величинами л , n , k  (часто полагают, что 

 zt,''    обусловлен только л  [63]). Пусть      ztzTztT ,,  ,  zT  - среднее суточ-

ное значение температуры на высоте z (независящее от момента времени t),  zt,  - от-

клонение температуры от среднесуточной T(z) в момент времени t. Тогда (1.6) распада-

ется на два уравнения: 

  0' 







z

z

T
k

z
 ,                                                      (1.7) 

z
k

zt 










 
,                                                          (1.8) 

 z'  - усредненный по времени приток тепла  zt,' :      ztzzt ,'~','    флуктуации 

 zt,'~  притока  zt,'  обычно не учитывают. Уравнение (1.7) при заданных k,  z'  и 

граничных условиях легко интегрируется, (1.8) имеет более сложный вид и при задан-

ных k, начальном и граничных условиях далеко не всегда может быть проинтегрировано 

и решается численно. Оно позволяет описать суточный ход температуры приземного 

слоя воздуха. Граничные условия для  zt,  имеют вид:   0, t ,      tt m cos0, , 

m  - амплитуда суточных колебаний на высоте z=0, П 2 , П - период колебаний 

(сут),   - начальная фаза. Распространение температуры в почве описывается [63] урав-

нением: 
2

2
2











 T

t

T
, 2  -коэффициент температуропроводности почвы. Пусть 

      ,, tTtT  ,  T - среднее суточное значение температуры почвы на глубине  , 

  ,t - отклонение температуры почвы от среднесуточной  T  в момент времени t, то-

гда   ,t  удовлетворяет уравнению: 

2

2
2

















t
.                                                           (1.9) 

Для двухслойной среды (почва - атмосфера) имеем систему уравнений (1.8), (1.9), гра-

ничные условия для которой имеют вид [63]: 
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1R - суточная амплитуда колебаний радиационного баланса, pc - объемная теплоемкость 

воздуха, 11c  - объемная теплоемкость почвы (воды). Граничные условия   0, t , 

означают, что при неограниченном возрастании Z отклонения  zt,  и   ,t  стремятся к 

нулю. Фактически условия   0, t  начинают выполняться уже с высоты приземного 

слоя H, поэтому при численных расчетах оно заменяется условием:   0, Ht . Анало-

гичное замечание справедливо для (1.10). 

На прямоугольном бланке отложим по оси абсцисс температуру, а по оси ординат 

степенную функцию давления: 















 11
~ 0 PPy , 40,1

v

p

c

c
. Прямые, параллель-

ные оси абсцисс (проводятся через каждые 10 гПа для значений давлений от 1050 до 10 

гПа) называются изобарами, а прямые, параллельные оси ординат (проводятся через 1 

Сº от -80 Сº до 40 Сº) называются изотермами [63]. Установившееся горизонтальное 

движение воздуха при прямолинейных равноотстоящих изобарах в отсутствии сил тре-

ния называется геострофическим ветром, а скорость такого движения воздуха - скоро-

стью геострофического ветра G. В случае стационарных течений в пограничном слое 

атмосферы над плоской, однородной подстилающей поверхностью при прямолинейных 

и равномерно расположенных изобарах поле давлений p(x,y,z) имеет вид [63]: 

     yUxVfzpzyxp gg  1,, , gV , gU  - компоненты геострофического ветра, определяе-

мые равенствами 


sin
1

G
x

p

f
Vg 




 , 


cos

1
G

y

p

f
U g 




 , G - скорость геострофиче-

ского ветра,  - угол между изобарой и осью абсцисс, направленной параллельно каса-

тельному напряжению трения вблизи подстилающей поверхности. 

 

1.3 Обзор гидродинамических моделей пограничного слоя атмосферы 

 

Как отмечалось во введении, в результате сбора данных к исследователям попадает 

разнородная информация, с разных сторон характеризующая наблюдаемые явления. 

При этом возникает задача совместного использования приближенных исходных дан-

ных математическими моделями, восстановления пространственно-временной структу-

ры полей функций состояния, оценки параметров моделей и источников внешних воз-

действий, диагностики качества моделей и планирования наблюдений. Для определен-

ности представляются задачи [34], связанные с оценками характеристик атмосферы с 
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использованием данных дистанционного зондирования и контактных наблюдений за 

компонентами функций состояния. В этом случае типичной является задача о нахожде-

нии распределения температуры и концентраций оптически активных субстанций в ат-

мосфере. Основные элементы постановки задачи: модели процессов, модели измерений 

и функционалы для организации методов моделирования и усвоения данных наблюде-

ний. Для описания процессов и их математических моделей вводятся три типа объектов: 

функции состояния   ),(,1,  tti DDQni 


, параметры моделей 

  ),(,1, tti DDRnpiYY 


, сопряженные функции   ),(,1, ***

 tti DDQni 


. Функ-

циональное пространство ),(*

tt DDQ сопряжено по отношению к пространству функций 

состояния ),( tt DDQ , ),( tt DDR  - область допустимых значений параметров, tt DD ,  - 

области изменения пространственно-временных координат x , t , и частот  . Структуры 

функций   и *  идентичны, хотя информационное содержание их различается. Струк-

тура областей, выбор системы координат, основные обозначения и их смысл, постанов-

ки задач, краевых и начальных условий, описание функций состояния и параметров, 

структура функционалов, в зависимости от целей исследований, и способы построения 

интегрального тождества для вариационных формулировок моделей описаны в [34]. В 

качестве моделей процессов рассматриваются модели гидротермодинамики в климати-

ческой системе, модели переноса и трансформации влаги, химически и оптически ак-

тивных загрязняющих примесей в газовом и аэрозольном состояниях. Функции источ-

ников в моделях параметрически учитывают действия естественных и антропогенных 

факторов. Для того, чтобы рассматривать совместно модели процессов и систему мони-

торинга с целью организации между ними взаимодействия в режиме прямых и обратных 

связей, предполагается, что все элементы комплекса (модели и наблюдения) могут со-

держать ошибки. В этом случае можно ставить вопрос о конструировании алгоритмов 

для реализации таких связей, исходя из условий минимизации ошибок. Общую структу-

ру моделей для данного класса задач можно записать в следующей операторной форме: 

0),()(0 



 








fYG

t
BL , B - диагональная матрица, ),( YG


  - нелинейный мат-

ричный дифференциальный оператор, основной элемент в нем - адвективно-

диффузионный оператор, действующий на различные компоненты функции состояния; 

f


- функции источников, 


 - ошибки моделей. Операторы переноса в моделях процес-
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сов симметризуются с помощью уравнения неразрывности [34]. Здесь рассмотрим толь-

ко те модели из входящих в состав комплекса моделей климатической системы, которые 

непосредственно связаны с процессами распространения тепла, излучения и переноса 

оптически и химически активных субстанций в атмосфере. 

1.  Модель термодинамики атмосферы: 0))(()(1 



  


 Qgradudiv

t
L


. 

2.  Модель переноса и трансформации влаги и оптически и химически активных приме-

сей в газовом и аэрозольном состояниях: 

0))(())(()(2 



 iiitiii

i QRgradudiv
t

L  





, nai ,1 . 

Здесь   - потенциальная температура, u


 - вектор скорости,  , i - коэффициенты тур-

булентного обмена,   - функция, зависящая от давления, i  - отношения смеси для ха-

рактеристик атмосферной влаги и концентрации примесей в атмосфере, na  - общее чис-

ло субстанций, Q , iQ  - источники тепла, влаги и примесей itR ))(( 


 - операторы, опи-

сывающие процессы трансформации,  , 
i

 - функции, учитывающие ошибки и меру 

неопределенностей моделей процессов. Функции   и i , nai ,1  включаются в число 

компонентов функции состояния 


, а  , i , Q , iQ  и входные данные начальных и 

краевых условий - в компоненты вектора параметров Y


. Если учитывается аэрозолеоб-

разование, то добавляется еще одна независимая переменная - размер частиц, и по этой 

переменной оператор трансформации становится интегро-дифференциальным. Содер-

жательное и конструктивное описание операторов трансформации примесей осуществ-

ляется с помощью автоматизированной системы построения кинетических моделей ат-

мосферной химии [34]. 

Значительные достижения в области математического моделирования атмосферных 

процессов содержатся в работах Алояна А.Е. и его учеников [1, 88, 89]. В частности, в 

статье [88] рассматривается математическая модель переноса многокомпонентной при-

меси с учетом фотохимической трансформации и образования аэрозолей в тропосфере 

северного полушария с учетом кинетических процессов нуклеации, конденсации и коа-

гуляции. Модель рассматривается применительно к сферической Земле в системе коор-

динат  z,, ,  - долгота,  - дополнение до широты, z - высота от подстилающей по-
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верхности. Основные уравнения для скорости изменения концентрации газовых приме-

сей и аэрозолей записываются в следующем виде: 
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Здесь iC , ( gNi ,1 ), k , ( aNk ,1 ) – концентрация газовых примесей и аэрозолей; gN  и 

aN  - число газовых компонент и аэрозольных фракций;  ,,u  - компоненты вектора 

скорости ветра в направлении  z,, ; g  - скорость гравитационного оседания; a - 

средний радиус земли;  , - коэффициенты турбулентного обмена в горизонтальном и 

вертикальном направлениях; gasF  и aerF  - источники газовых примесей и аэрозолей; nuclP , 

condP , coagP , photP  - операторы нуклеации, конденсации, коагуляции и фотохимической 

трансформации. Уравнения (1.11) и (1.12) рассматриваются в области   TGDt ,0 , 

 HSG ,0 ;   20,20:,  S ; H - верхняя граница расчетной области: 

),,,2(),,,0( tztz   ,  ),,,(),,,( tztz   , 

),,,(),,,( tztz   ,  2,0 








. 

Для определения коэффициентов горизонтального турбулентного обмена исполь-

зуется метод, предложенный Смагоринским [24]. Метеорологические характеристики в 

пограничном слое рассчитываются с помощью параметризации планетарного погранич-

ного слоя атмосферы. Краевые условия задачи (1.11)-(1.12) на первом расчетном уровне 

(на верхней границе приземного слоя атмосферы) hz   и операторы nuclP , condP , coagP , 

photP  рассматриваются в работе [29]. В качестве примера приведем вид оператора coagP , 

соответствующего процессу коагуляции. Изменение концентрации и спектра размеров 

частиц описывается уравнением Смолуховского: 
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1g - текущая переменная (масса), по которой производится интегрирование, g - концен-

трация частиц с массой, заключенной в интервале от g  до dgg  ; ),(
~

yxK  - частота 

столкновения частиц с массами x  и y ; ),( tI g  - интенсивность образования новых ча-

стиц с массой g . Этот член добавляется в правую часть (1.13). Первый член в правой 

части (1.13) описывает приход частиц в размер g  за счет коагуляции меньших частиц, 

второй – уход частиц из размера g  за счет коагуляции со всеми остальными частицами. 

Решение (1.13) определяется на множестве неотрицательных решений. При этом пред-

полагается, что сталкиваются частицы шарообразной формы, и длина свободного пробе-

га в газе-носителе намного больше их размера. В этом случае ),(
~

yxK  можно представить 

в следующем виде [29]: xyyx DDyxAyxK ))((),(
~

3
1

3
1

 , xD - коэффициент диффузии 

частицы массы x : 
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, Bk  - постоянная Больцмана; 

3b , A , Q  - эмпирические постоянные; 25,1A , 4,0Q , 1,13 b . Фактор коррекции xy  

определяется из [38]: 
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Здесь xD  - коэффициент диффузии частицы i  с радиусом xR ; T - температура; xl  - сред-

няя длина пробега; xV  - средняя скорость частицы;   - плотность частицы;   - вязкость 

газа. Численные методы решения (1.13)-(1.14) приведены в [30]. 

Далее выполним обзор основных уравнений переноса и диффузии в атмосфере, ис-

пользуя источники [23, 24, 29 – 31]. Перенос загрязняющих субстанций в атмосфере 

осуществляется ветровыми потоками воздуха с учетом их мелкомасштабных флуктуа-

ций. Осредненный поток субстанций имеет адвективную и конвективную составляю-

щие, а осредненные флуктуационные их движения интерпретируют как диффузию на 

фоне основного осредненного движения, связанного с ним. Пусть ),,,( tzyx  - интенсив-

ность аэрозольной субстанции, мигрирующей вместе с потоком воздуха в атмосфере. 
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Перенос субстанции вдоль траектории частиц воздуха с сохранением ее интенсивности с 

учетом уравнения неразрывности записывается следующим образом [24]: 

.0 div 






u

t
                                                         (1.15) 

К (1.15) присоединяются начальные данные и краевые условия. Точное решение 

(1.15) возможно тогда, когда известны значения функций ,u  v  и w  в пространстве и во 

все моменты времени. Если же информации о компонентах вектора скорости недоста-

точно, то пользуются различными приближениями. Процесс переноса при наличии ис-

точников загрязняющей субстанции  , описываемых функцией ),,,,( tzyxf  когда часть 

субстанции вступает в реакцию с внешней средой или распадается, описывается уравне-

нием: . div fu
t








 Для стационарного процесса коэффициенты ,u v  и w  вместе 

с другими входными данными задачи f  и   не зависят от времени: 

, div fu    .0прина  nS uS                                (1.16) 

Задача (1.16) описывает частный процесс переноса субстанций с неизменными во 

времени входными данными. Однако набор таких частных решений может использо-

ваться и при описании более сложных физических ситуаций, реализуемых на практике. 

А именно, в различные периоды времени в атмосфере реализуются те или иные типы 

движений воздушных масс, которые за период характерного времени существования 

считают стационарными. После каждого такого периода происходит их перестройка и 

наступает новое стационарное состояние. Так как период перестройки циркуляции 

намного короче времени существования данного типа движений, то считается, что пе-

ремена типов движений происходит мгновенно. Пусть этих типов будет n , в результате 

приходят к системе независимых уравнений 

fu iii  div ,  0прина  iniSi uS ,  ni ,1                     (1.17) 

и решению задачи о распределении примеси в виде линейной комбинации 





n

i

ii t
T

1

1~  .                                                         (1.18) 

Задача (1.17) - (1.18) является статистической моделью. Решение стационарных за-

дач имеет много общего с решением задачи о среднем за некоторый период времени T  

распределении субстанции на основе специальным образом поставленных нестационар-
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ных задач: , div fu
t








 S   на S при 0nu , здесь функции u  и S , как и ра-

нее считаются независящими от t . Процесс переноса и диффузии субстанции в исклю-

чительно диффузионной постановке имеет вид [24]: )( 02

2

xxQ
dx

d
 


 . Случай, ко-

гда скорость потока воздушных масс отлична от нуля [30], описывается уравнением: 

),( 02

2

xxQ
dx

d

dx

d
u  





 

решение которого характеризует снос субстанции ветром с одновременной диффузией. 

Особый интерес при изучении задач локального загрязнения окружающей среды 

представляют тяжелые аэрозоли. Распространяясь, они диффундируют и под действием 

силы тяжести опускаются на землю. Данную скорость находят из задачи Стокса, она яв-

ляется величиной постоянной, направленной вниз. Поэтому в уравнениях переноса по-

является новое слагаемое zwg  / , и задача принимает вид:  
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Количество выпавшего аэрозоля за интервал времени находят из уравнения: 
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,                     (1.19) 

Из (1.19) следует, что в каждую единицу времени количество аэрозоля в атмосфере над 

точкой  yx,  уменьшается на величину   ggw  . При этом ggw   - часть аэрозолей, 

связанная с падением частиц под действием силы тяжести, a g  - с турбулентным об-

меном в приграничной зоне около земной поверхности. 

В работах [12, 68, 69] моделирование экологических объектов выполнено с помо-

щью имитационных систем, позволяющих на базе средств современной вычислительной 

техники объединить концепции и фактический материал, накопленный естественными и 

общественными науками, математические методы и экспертные оценки, отражающие 

знания, опыт и интуицию специалистов – практиков. Авторами описана концептуальная 

модель оценки воздействия на экосистему региона, проведена ее математическая фор-

мализация, результатом которой явилась система конечно – разностных уравнений и не-

которых вспомогательных соотношений. 
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Работы [65 – 67] основаны на модели движения многокомпонентной воздушной 

среды, которая базируется на: 

- уравнении Навье – Стокса:    ij
j

j
ggraddiv

x

p

dt

d





 


 1
, 

- уравнении неразрывности:      


Igraddivdiv
t




 
, 

- уравнении состояния: RT
M

P
i i

i


, 

- уравнении транспорта загрязняющих веществ:    


Igraddiv
dt

d
i

i  , 

- уравнении притока тепла:       QITgraddivQgraddiv
dt

dQ
  . 

Здесь i  - объемные доли i -ой фазы ( 0i  - воздух, 1i  - вода в газообразном состоя-

нии, 2i  - газ на источнике, 3i  - вода в жидком состоянии, 4i  - сажа), j  - проек-

ции компонентов скорости на оси jOx , g  - ускорение свободного падения, R  - универ-

сальная газовая постоянная, M  - молярная масса, I  - функция, описывающая распреде-

ление и мощность источников примесей, T  - температура газовой фазы, Q  - тепловая 

энергия,   - коэффициент теплопроводности. 

В работе [60] делается попытка обсуждения всего спектра проблем численного ре-

шения задач конвекции – диффузии. Рассматриваются вопросы построения дискретных 

аналогов, важнейшие вопросы сходимости приближенного решения к точному решению 

в различных нормах. Принципиальные вопросы устойчивости и корректности разност-

ных схем для задач конвекции – диффузии рассмотрены с позиций общей теории устой-

чивости операторно – разностных схем, приведены оценки устойчивости по начальным 

данным и правой части. 

 

1.4. Постановка задачи моделирования нестационарного переноса примесей в 

пограничном слое атмосферы и определение исходных данных на основе 

сопутствующих математических моделей 

 

Вычисление концентрации загрязняющих примесей, переносимых в пределах 

пограничного слоя атмосферы на основе уравнения переноса. Математические мо-

дели, связанные с описанием явления диффузного переноса загрязнений в пределах по-
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граничного слоя атмосферы и разработкой численных методов прогноза их распростра-

нения, основаны на нестационарных трехмерных уравнениях параболического типа. 

Трехмерное уравнение переноса субстанции в турбулентной среде можно записать в 

следующем виде [38]: 
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 ,   (1.20) 

в котором ),,( zyxPP   - точка области пространства, 3RP  ,  Tt ,0 , 

начальные условия            )()0,(),( 00
PqPqtPq

t



    для P ,                                  (1.21) 

граничные условия                     ),(),( tPqtPq       для P ,                                          (1.22) 

)()0,( 0 PqPq   и ),( tPq  - заданные функции, а   - граница области  . В уравнении 

(1.20) ),( tPq  - концентрация примесей, имеющихся в точке пространства P  в момент 

времени t ,  3мкг ; )(t  - коэффициент, характеризующий степень вывода или привне-

сения примесей в данный объем за счет химических или других процессов, протекаю-

щих в приземном слое атмосферы,  с1 ; ),( tPVx , ),( tPVy , ),( PtVz  - компоненты вектора 

скорости ветра,  см ; ),( tPKx , ),( tPK y , ),( tPKz  - турбулентность, характеризуемая ко-

эффициентом турбулентной диффузии,  см2 , перенос осуществляется вдоль коорди-

натных осей Ox , Oy , Oz  [34, 35, 38 – 40]. В общем случае  
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- тензорная величина. Если положить, что 

 
 

 
 


















tPK

tPK

tPK

tPK

zz

yy

xx

,00

0,0

00,

, , 

то можно записать    tPKtPK xxx ,,  ,    tPKtPK yyy ,,  ,    tPKtPK zzz ,,  . ),( tPS  - ис-

точник загрязняющих примесей,   смкг 3  . Задача (1.20) – (1.22) решается относитель-

но распределения ),( tPq , остальные функции являются исходными измерительными 

данными, значения которых считаются известными (например, это могут быть экспери-
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ментальные измерения). Уравнение (1.20) представляет собой параболическое диффе-

ренциальное уравнение в частных производных, известное под названием уравнения 

теплопередачи (теплопроводности) или уравнения диффузии или уравнения массопере-

носа, связывающим распределения  tPq ,  и ),( tPS  при заданных распределениях 

),( tPVx , ),( tPVy , ),( tPVz  и ),( tPKx , ),( tPK y , ),( tPKz . Ограничения, накладываемые на 

функции исходных данных, гарантирующие существование и единственность решения 

поставленной задачи хорошо известны и далее считаем, что они выполняются и реше-

ние (1.20) существует и единственно. 

Относительно формы уравнения (1.20) можно далее заметить следующее. Не труд-

но видеть, что оно записано в скалярной форме. Если речь идет о векторном поле скоро-

сти ветра kVjViVV zyx


 , то уравнение (1.20) может быть записано в векторном 

виде, а именно 











qKqVJ

SJdivqq



 

,                                                (1.23) 

J


 - вектор потока переносимой субстанции, а K


 - диада (тензор) с матрицей  jiK , , 

3,2,1, ji . Если турбулентным движением в среде можно пренебречь, то есть имеет ме-

сто только адвективный перенос, то система (1.23) примет вид  











qVJ

SJdivq





. 

Уравнение переноса субстанции в турбулентной среде, представленное в виде: 

SDqq  , D  - дифференциальный оператор второго порядка по пространственным пе-

ременным задачи, является моделью эволюционного типа, удобной при исследовании 

нестационарных задач [38] и далее рассматривается как самостоятельная типовая задача 

вычислительной математики: 

fA   ,       (1.24) 

при 0)0(   ,  ,   - множество решений (1.24), включающее в себя функции, не-

прерывные вместе со своими производными первого порядка. В качестве оператора A  

могут использоваться как дифференциальные операторы (параболическое уравнение), 

так и интегральные. В работе выполнено построение и обоснование решающих алго-

ритмов, которые носят рекурсивный характер и практически реализуются с помощью 
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операторов шага и источника: 




















jjj IIT
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 jj IS

2


.Оператор jT  

называется оператором шага, поскольку он определяет процесс пошагового определения 

1j  по значениям j , оператор jS  называют оператором источника, j  - конечномер-

ная аппроксимация оператора )(tA  на интервале 1 jj ttt , jj tt  1 . Приведенные 

рассуждения позволяют записать конечномерное приближение для исходного эволюци-

онного уравнения (1.24): 

jjjjj fST   1 , ,...1,0j .     (1.25) 

Выражение (1.25) определяет вычислительный процесс последовательного преоб-

разования 1 jj  , где ,...1,0j , поэтому первым вопросом, связанным с исследовани-

ем этого процесса, является вопрос о его сходимости и соответствующих ограничениях 

на операторы jT  и jS . Далее в работе [38] получено неравенство: 1jT , выступающее 

как ограничение на оператор шага. Для рекурсивной схемы (1.25) необходимы гарантии 

ограниченности члена jj fS  при любых значениях j . Ясно, что если норма 


f  ограни-

чена, допустим, константой fM , то для ограниченности нормы jj fS  вполне достаточ-

но ограниченности нормы оператора источника: f

jjjj MfSfS  .  

Вычисление компонент вектора скорости ветра на основе уравнения Навье-

Стокса. Для определения, точнее вычисления, исходных данных в модели переноса 

(1.23), а именно компонент вектора скорости ветра и коэффициентов турбулентной 

диффузии возможно привлечение соответствующих математических моделей. В рамках 

данного параграфа делается попытка расширить представленную теорию переноса в по-

граничном слое атмосферы введением в нее векторного уравнения Навье-Стокса с обя-

зательным учетом в них членов, определяемых турбулентным состоянием пограничного 

слоя атмосферы, с помощью которого возможна оценка поля скорости ветра в каждом 

конкретном случае [38]. При исследовании поля скорости ветра в приземном слое атмо-

сферы естественно на первых порах обратиться к простейшей из возможных моделей, в 

основе которой лежит представление о движении «идеального» газа [34]. Соответству-

ющая система уравнений, именуемая уравнениями Эйлера, имеет вид: 

1. Уравнение Навье-Стокса:    F
p

VV
t
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x
VV zyx

















;        (1.26а) 
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2. Уравнение неразрывности:   0



Vdiv

t





,                                                              (1.26б) 

3. Уравнение состояния (уравнение Клайперона): ),( Tfp  ,   TRTfp   ,       (1.26в) 

Все функции, входящие в систему уравнений (1.26) являются функциями коорди-

нат  zyx ,,  и времени t . Точка tDtzyxM ),,,( , где  21,ttt  . Система (1.26) при 

заданном температурном поле ),,,( tzyxT  в пределах указанной области определяет поле 

вектора  zyx VVVV ,,


 и плотности газа ),,,( tzyx   3мкг . При рассмотрении локальных 

объемов в пределах пограничного слоя атмосферы в рамках данной модели движения 

воздушных масс источником этих движений следует считать поле давлений ),,,( tzyxp  

 2смкг  , представленное в уравнениях градиентом p  (бариметрический градиент). На 

поле скорости ветра V


 должны быть наложены ограничения    tMnVVn ,,  


, 

DM  ,    MVtMV 00,


 , DM  ,  Mn   - нормаль к границе области D . Вектор F


, 

представляет собой силовое поле, действующее в области DDD  . Сила F


 рассчи-

тывается на единицу массы воздуха и потому  zyx FFFF ,,


 имеет размерность  2см  

(ускорения). В дальнейшем считаем, что  gF ,0,0


. Кроме того, R  - универсальная газо-

вая постоянная. Следует помнить, что первое уравнение (1.26а) связано с интегральны-

ми равенствами 

  
V V V

dVFpdVdV
dt

Vd 


 ,                                    (1.27) 

V  - объем области D  (ее мера). Интеграл слева есть сила, действующая на частицы сре-

ды в пределах области D  в соответствии с законом Ньютона. Интеграл справа 

 



V V

dSnppdV


, есть результирующая сил давления. И, наконец, последний интеграл 

справа является результирующим внешних сил. Таким образом (1.27) – уравнение дви-

жения субстанции в пределах исследуемого объема в интегральной форме. Второе урав-

нение системы (1.26) связано с интегральным равенством 





VV

dSnVdV
dt

d 
 ,                                             (1.28) 

за которым стоит условие, что при отсутствии источников и стоков в пределах области 

V  изменение количества вещества в единицу времени равно потоку этого вещества че-
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рез границу S . Используем тождество   
S V

dVVdSnV


 , что позволяет равенство 

(1.28) переписать в виде:   













V

dVV
t

0





, откуда следует: 
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.                                                   (1.29) 

В силу тождества   VdivVV


  , уравнение (1.29) запишем так: 

 
  0ln

ln





VdivV
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.                                       (1.30) 

Если принять, что 0Vdiv


 при переносе субстанции в пограничном слое атмосферы 

[24] (закон сохранения массы), то (1.30) примет наиболее простой вид, а именно: 
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.                                             (1.31) 

Соотношение (1.31) связывает временную и пространственную производные плотности 

),( tM  в пределах области D . При рассмотрении локальных объемов в рамках данной 

модели движения воздушных масс источником этих движений следует считать поле 

давлений, представленное в уравнениях градиентом p . Ясно, что непосредственное 

определение поля p  (бариметрического градиента) вряд ли возможно. В связи с этим 

определяющим следует считать температурные градиенты, обусловленные температур-

ным полем (тоже термодинамикой пограничного слоя атмосферы). Из уравнения состо-

яния воздуха следует аналитическая связь градиентов p  и T : TRTR
p












, 

или   TRTR
p







ln . Приведенные рассуждения позволяют переписать систему 

уравнений (1.26): 
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.                        (1.32) 

В дальнейшем считаем, что функция ),,,( tzyxT  определена и непрерывно дифференци-

руема всюду в DDD   и, следовательно, остается задать граничные условия на рас-

пределение ),,,( tzyx . Конечно, выписать эти условия весьма трудно, да и следует 

учесть идеализированный характер рассматриваемой модели. Поэтому разумно, как это 

и делается в прикладных задачах, пространственно-временные вариации плотности воз-
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духа в пределах пограничного слоя атмосферы считать малыми, что согласуется с при-

нятым условием 0Vdiv


. Это условие заметно упрощает модель (1.32): 

  TRFVV
t

V




 


.                                               (1.33) 

Уравнение (1.33) позволяет методами математического моделирования в пределах соот-

ветствующего вычислительного эксперимента исследовать, каким образом температур-

ный градиент T  в пределах области D  определяет структуру поля скорости ветра V


. 

Учет вязкости воздуха в тех моделях, которые связаны с изучением явления перенос-

диффузия в пределах пограничного слоя атмосферы, требует введения в уравнения дви-

жения дополнительного оператора 
zzyyxx 
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ные и вертикальные коэффициенты турбулентного обмена. Ниже будем использовать 
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 , или в более общей форме: 
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. Последнее выражение учитывает возможность взаимного турбу-

лентного обмена между всеми координатными направлениями в трехмерном простран-

стве. С учетом всех замечаний исходную систему уравнений следует писать в виде 
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.                                     (1.34) 

В случае учета вязкости в потоках воздуха предположение об «идеальном газе» есте-

ственно может быть принято более чем условно. В частности, последнее уравнение в 

(1.34) – уравнение состояния становится неопределенным. Если при этом используются 

некие полуэмпирические формулы, то возникают определенные трудности с установле-

нием функциональных связей между градиентами   и T . Подобное обстоятельство 

требует применения соответствующих методик дифференцирования функций, заданных 

приближенно. Если считать, что выполнены те предположения, которые вели выше к 

уравнению (1.33), то соответствующим аналогом этого уравнения явится уравнение: 
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  TRFVVV
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~
,                                          (1.35) 

которое позволяет исследовать влияние градиента температуры T  на структуру век-

торного поля V


 с учетом турбулентного характера движения воздуха. В случае двух 

пространственных переменных, скажем  zx,  уравнение (1.35) в координатной форме 

примет вид: 
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В случае постановки краевой задачи для этой системы уравнений можно использовать 

условия: 

)()0,( 0,11 PVtPV  ,  при  DP , )()0,( 0,22 PVtPV  ,  при  DP , 

)()0,( 11 PVtPV  ,  при  DP  , )()0,( 22 PVtPV  ,  при  DP  . 

В работе [38] изложен еще один подход к построению вычислительной схемы для 

аэродинамической модели пограничного слоя атмосферы. Будем, как и раньше, исхо-

дить из уравнения Эйлера движения идеального газа (жидкости), которое записывается 

так: pF
dt

Vd





 . Это уравнение можно привести к виду: 
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,                                 (1.36) 

где k
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 . Уравнение (1.36) 

дополняется членом, учитывающим вязкость воздуха, ведущую к явлению турбулентно-

го обмена, а именно, V


2



,   - динамический коэффициент вязкости  смкг  . Помимо 

  может быть использована и величина 
),( tP


   - кинематический коэффициент вяз-

кости,  см2 . В результате аналитических преобразований [38], получим уравнение: 
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Заметим, что решением задачи (1.37) являются не только три функции xV , yV , zV  в точ-

ках  
jkml tzyx ,,,  заданной сетки, но и матрица 





















z

V

y

V

x

V iii ,, ,  3,2,1i . В рассматривае-

мой здесь модели эта матрица имеет самостоятельный содержательный смысл, посколь-

ку именно с ее помощью может осуществляться исследование влияния коэффициентов 

турбулентного обмена на характеристики поля скорости ветра. В работах [38, 59] при-

водятся выводы и обоснования рассмотренных выше аналитических выражений, состав-

ляющих структуру соответствующих моделей, а также численные методы и алгоритмы 

их программной реализации, результаты соответствующих вычислительных экспери-

ментов. 

В заключение приведем еще одну математическую модель, связанную с исследова-

нием поля V


 в пределах пограничного слоя атмосферы. Соответствующая система диф-

ференциальных уравнений записывается в виде: 

112
1 ~1

FVVl
x

p

t

V












, 221

2 ~1
FVVl

y

p

t

V












, 

gV
z

p

t

V










3

3 ~1


, 0Vdiv


, TRp   ,                      (1.38) 

l  - константа,  c1 , порядка 410  [38], она предназначена для моделирования мезо- и 

крупномасштабных процессов типа перенос-диффузия в пограничном слое атмосферы. 

Математическая модель (1.38) по физическому содержанию существенно отлична от 

рассмотренных выше. Простейшим вариантом подобной системы является система: 
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 , 

G  - скорость геофизического ветра вдоль оси Ox , K  - коэффициент турбулентного об-

мена и f - коэффициент Кориолиса,  c1 . В этой модели результирующая структура по-

ля определяется эффектом турбулентного «размывания» исходного потока воздуха, 

представленного внешним ветровым полем G . В этой модели источником движения 

воздуха является поле G , в отличие от предыдущих моделей. Учет термодинамических 

эффектов приводит к более сложной системе. Не трудно видеть, что система (1.38) явля-

ется линейной и потому более простой как в анализе, так и в численной реализации. В 
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задачах моделирования поля скорости ветра V


 могут использоваться практически все 

перечисленные выше модели. Действительно, если V


 представить в виде суммы полей 

срV


 и локV


, где первое поле соответствует крупномасштабным полям, а вторая компонен-

та описывает вариации в пределах локальных объемов исследуемой среды, то для срV


 

потребуется модель (1.38), а для локV


 - первая из описанных моделей. 

Оценка коэффициента турбулентной диффузии с учетом полуэмпирических 

моделей. Известно, что значение коэффициента турбулентной диффузии в пограничном 

слое атмосферы зависит помимо физических характеристик среды и от скорости движе-

ния воздушных масс [7, 8, 38]. Известна, например, полуэмпирическая формула: 
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cLK zzxx ,                            (1.39) 

L=50-299 м, с=0.41, она предполагает горизонтальную однородность пограничного слоя, 

то есть 
xy VV   и 
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. Обобщением (1.39) в чисто физическом плане 

служит выражение 
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x

V
LK  , 3,2,1i , L  - константа масштаба, а  

33ij  - 

матрица весовых коэффициентов, характеризующая структуру турбулентных движений 

в пределах исследуемого объема. Выбор весовой матрицы  
33ij  может быть осуществ-

лен по результатам предварительных численных экспериментов, согласованных с типа-

ми турбулентных состояний пограничного слоя атмосферы. В работах [34, 38] рассмот-

рены и другие модели оценки значений коэффициента турбулентной диффузии, в част-

ности, обратная коэффициентная задача.  

Определение начальных и краевых условий на основе полуэмпирических мо-

делей. Во всех рассмотренных выше моделях требуется задание начальных значений 

всех распределений, а также значения соответствующих краевых условий. Для решения 

этой задачи можно использовать «Методику расчета концентраций в атмосферном воз-

духе вредных веществ, содержащихся в выбросах предприятий» [33]. В этой работе 

приведены основные расчетные полуэмпирические формулы. Также для этой цели мож-

но использовать решение полуэмпирического уравнения турбулентной диффузии. Рас-

смотрим данную задачу. Пусть ),( tPq  - функция, значения которой в момент времени t  
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в точке ),,( zyxP  совпадают со значениями мгновенной концентрации примеси, перено-

симой в атмосфере потоками воздуха. Предполагается, что функция ),( tPq  - непрерывно 

дифференцируема по x , y , z , t . Полуэмпирическое уравнение турбулентной диффузии 

записывают в виде [34, 63]: 

S
z

q
K

zy

q
K

yx

q
K

xz

q
V

y

q
V

x

q
V

t

q
zyxzyx 













































,           (1.40) 

S  - источник примеси, находящийся в точке ),,( 0000 zyxP  и производящий мгновенный 

выброс загрязняющих примесей в момент времени 0t  в количестве 0Q . Для расчета 

средних концентраций примеси в пограничном слое атмосферы от мгновенного точеч-

ного источника используется решение уравнения (1.40): 
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называемое гауссовой функцией распределения концентрации примеси. Решение (1.41) 

получено методом функции Грина [61]. 

Выбор исходных данных в математической модели переноса примесей в атмо-

сфере на основе данных натурных экспериментов. В завершение обсудим вопрос об 

оценке вероятных значений основных метеорологических параметров и их диапазонов 

изменения. В работе [34] выполнен обзор соответствующих литературных источников, 

из них осуществлен выбор таблиц с экспериментальными данными, их систематизация и 

анализ. Ниже приводятся кратко результаты этих исследований. При определении диа-

пазона возможных значений указанных величин необходимо иметь в виду, что атмосфе-

ра по своим физическим свойствам (температура, давление, плотность и т.д.) неодно-

родна как по вертикали, так и по горизонтали. Наиболее сильно эти свойства изменяют-

ся по высоте. По признаку изменения температуры по высоте атмосферу делят на пять 

слоев, одним из которых является тропосфера (от 0 до 11 км). Внутри данного слоя вы-

деляют пограничный слой атмосферы высотой до 1 – 1,5 км, а внутри пограничного – 

приземный слой высотой до 50 – 100 м. В пограничном слое на движение воздушных 

масс значительное влияние оказывает подстилающая поверхность и силы турбулентного 

трения. В пределах приземного слоя, и в целом пограничного слоя резко с высотой из-
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меняются температура, скорость ветра и турбулентность. Кроме этого необходимо так-

же учитывать тип стратификации пограничного слоя атмосферы, определяемого значе-

нием параметра стратификации. Выделяют условия безразличной или равновесной стра-

тификации, когда вертикальный поток тепла равен нулю, а изменение температуры воз-

духа с высотой происходит по адиабатическому закону. Учитывая небольшую верти-

кальную протяженность приземного слоя, можно говорить о равновесной стратифика-

ции и в тех случаях, когда температура мало меняется с высотой, в частности при изо-

термии. Неравновесная стратификация характеризуется температурными градиентами, 

существенно отличными от нуля. Условия со сверхадиабатическими градиентами тем-

пературы относят к неустойчивому состоянию атмосферы. В таких случаях стратифика-

ция способствует развитию случайных возмущений в воздушном потоке и усилению 

турбулентного обмена. Инверсионное распределение, связанное с ростом температуры с 

высотой, определяется как устойчивая стратификация. При наличии инверсии темпера-

туры возмущения в потоке воздуха гасятся, и интенсивность турбулентности значитель-

но ослабляется. В работе [34] приведены экспериментальные значения скорости ветра и 

коэффициента турбулентной диффузии на разных высотах и при различных типах стра-

тификации. Так, на высоте 100 м скорость ветра 10* V м/с, а коэффициент турбулент-

ной диффузии 5.17* K м
2
/с; соответствующие диапазоны изменения на высоте от 50 до 

500 м.: для скорости ветра    4.16;7.3, maxmin VV  м/с при нейтральной стратификации, 

   2.13;4.4, maxmin VV  м/с при неустойчивой стратификации и    7.13;2.1, maxmin VV  м/с 

при устойчивой стратификации; для коэффициента турбулентной диффузии 

   56;8, maxmin KK  м
2
/с (Приложение 2, таблицы 1 и 2). Важное значение при выборе 

величины коэффициента турбулентной диффузии имеет тип облачной системы, наблю-

даемой в верхних областях пограничного слоя от 1 до 1,5 км и выше. Так, например, для 

слоисто-дождевой облачности (Ns-As) рекомендуемые значения коэффициента турбу-

лентной диффузии *K  меняются в пределах    25;2, maxmin KK  м
2
/с, а для кучево-

дождевой облачности (Cb) -    1500;50, maxmin KK  м
2
/с. Вычислить значения *V , *K  

можно также с помощью полуэмпирических формул [34]. Здесь же также приведены 

возможные значения параметра * , определяющего скорость осаждения частиц на вы-

соте 100 м. При этом учитываются размеры частиц и вид примеси: легкая, средняя и тя-

желая. Так, например, для осаждающейся примеси со средним размером частиц реко-
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мендуемое значение 2* 103.0   c1 , соответствующий диапазон изменения 

   15
maxmin 1013.0;1013.0;    c1  (Приложение 2, таблица 3). Концентрация вредных 

веществ в воздухе, в частности ПДК, меняется в пределах 

   811
maxmin 105.0;105.0,  qq   3мкг . Здесь же, в [34] приведены значения интенсив-

ности источников. Например, для одного из источников интенсивность выброса в атмо-

сферу вредных веществ составила 3* 1004.0 S   3мcкг  , соответствующий диапазон 

изменения составляет    311
maxmin 104.0;1025.0,  SS   3мcкг   (Приложение 2, табли-

ца 4).  

Вычислительная схема решения поставленной задачи. В итоге можно постро-

ить следующую систему уравнений и соответствующих задач, а также алгоритм для ре-

шения поставленной задачи: 

Задача I. Определение начальных и краевых условий на основе полуэмпирических мо-

делей и данных натурных экспериментов. Исходные данные для моделей: значения кон-

стант R , g ,  , c , 2L ; начальные условия )0,( tPVi , 3,2,1i  и )0,( tPq , )0,( tP , 

)0,( tPp ; краевые условия ),( tPVi , 3,2,1i , ),( tPq , ),( tP , ),( tPp  для P ; распреде-

ления ),( tPT , ),( tPS , ),( tPFi ; ),,( zyxP ,  10 ,ttt . 

Задача II. Расчет значений распределений ),( tP  и ),( tPp , а также компонент вектора 

скорости ветра ),( tPVi , 3,2,1i  на основе векторного уравнения Навье-Стокса, уравне-

ния неразрывности и уравнения Клайперона: 
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Задача III. Оценка значений поля турбулентности, определяемого коэффициентом тур-

булентной диффузии на основе полуэмпирической формулы: 
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Задача IV. Повторный расчет значений распределений ),( tP  и ),( tPp , а также компо-

нент вектора скорости ветра ),( tPVi , 3,2,1i  на основе векторного уравнения Навье-

Стокса, уравнения неразрывности и уравнения Клайперона с учетом в них членов, опре-

деляемых турбулентным состоянием пограничного слоя атмосферы: 
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Задача V. Вычисление концентрации примесей ),( tPq , переносимых в пределах погра-

ничного слоя атмосферы на основе уравнения переноса SJdivqq 


  , qKqVJ 


. 

Замечания: 

1. Данная система является открытой, последовательность решения задач может быть 

иной. Представленные модели не единственные, возможны и другие модификации с 

учетом различных предположений, допущений и т.п., рассмотренных выше; 

2. Для оценки значений температурного поля ),,,( tzyxT  в пределах области   можно 

рассмотреть задачу, основанную на решении уравнения притока тепла (1.5); 

3. Совокупность рассмотренных задач представляет собой достаточно сложную много-

мерную систему, и ее реализация в полном объеме представляется достаточно затрудни-

тельной в вычислительном отношении. Целесообразно для начала решать задачи по от-

дельности. 

 

1.5. Численные методы и алгоритмы в моделях нестационарного переноса 

загрязняющих примесей в приземном слое атмосферы 

 

Метод покоординатного расщепления и вычислительный алгоритм для трех-

мерного уравнения переноса субстанции в воздушной среде. Задачу для нестацио-

нарной модели (1.20) - (1.22) можно представить в виде трех последовательно решаемых 

подзадач, соответствующих переносу субстанции вдоль координатных осей Oz , Ox  и 

Oy  в пределах элементарного временного интервала  1,  jj ttt . Содержание данного 

утверждения лежит в основе метода, получившего название метода покоординатного 

расщепления [34]. Величина jjj ttt  1  считается «достаточно малой». Понятие «ма-

лости» определяется исходными данными, а именно, )(t , ),( tPVx , ),( tPVy , ),( tPVz  и 

),( tPKx , ),( tPK y , ),( tPKz ,  tPS , , характеризующими динамическое состояние среды. 

Оценка допустимой величины t  в данной задаче осуществляется в вычислительном 

эксперименте. В рамках теории метода покоординатного расщепления сформулировано 

следующее утверждение: процесс решения задачи (1.20) - (1.22) может быть представ-

лен в виде трех последовательных подзадач [38]: 
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1 jj ttt  

Задача I:              ),(1
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  ,                    (1.42а) 

),(1 yxzPP  , ),0(4 yxPP  , ),(5 yxZPP  , )()0,( 1011 PqtPq  , если 0t , 

),(),( 131  jj tPqtPq , если 0t , ),,(),( 441 tyxqtPq  , ),,(),( 551 tyxqtPq  ;       (1.42б) 

Задача II:              ),(2
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  ,                                   (1.43а) 

),(2 zyxPP  , ),0(6 zyPP  , ),(7 zyXPP   

),(),,( 112  jj tPqtPq , ),,(),( 662 tzyqtPq  , ),,(),( 672 tzyqtPq  ;         (1.43б) 

Задача III:                ),(3
3

33 tPS
y

q
K

y
qV

y
q yy 






















  ,                               (1.44а) 

),(3 zxyPP  , ),0(8 zxPP  , ),(9 zxYPP  , ),(),( 123  jj tPqtPq , 

),,(),( 883 tzxqtPq  , ),,(),( 993 tzxqtPq  ; 1321   .   (1.44б) 

В качестве решения (1.20) принимается ),(),( 3 tPqtPq  в пределах 1 jj ttt . Вве-

денные коэффициенты 1 , 2 , 3  удовлетворяют условию нормировки 1321   . 

Данный вариант схемы осуществляет последовательное покоординатное расщепление 

задачи, начиная с направления Oz , далее Ox  и, наконец, Oy  в пределах каждого вре-

менного интервала 1 jj ttt . Такая последовательность обусловлена наибольшей про-

странственно-временной изменчивостью характеристик пограничного слоя атмосферы в 

направлении вертикальной оси. Строгое обоснование вычислительного алгоритма (1.42) 

– (1.44) приведено в работе [38]. 

Методы параметризации вычислительных алгоритмов в задачах численного 

решения дифференциальных многомерных уравнений. Рассмотрим одномерный ва-

риант задачи (1.20) – (1.22) [38]: 

     txS
x

txq
txK

x
txqtxV

x
txqt

t

txq
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 .   (1.45) 

   xqtxq 00,  ,    tqtxq 1,0  ,    tqtXq 2,1  .          (1.46) 

Если рассматривать уравнение (1.45) как математическую модель переноса дис-

персных загрязнений в пограничном слое атмосферы, то следует особое внимание уде-

лить вопросам обеспечения этого уравнения исходными данными и тем трудностям, ко-
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торые при этом возникают. Первое состоит в том, что если поле скорости ветра ),( txV  в 

принципе может быть определено, скажем в некоторой точке  jk tx , , то поле коэффици-

ента турбулентной диффузии ),( txK  следует считать неизвестным. Иными словами, 

функцию ),( txV  можно считать эмпирически вычисляемой, и исходить из того, что в 

вычислениях она может быть всегда представлена множеством значений  ),( jk txV , 

Kk ,0 , Nj ,0 , известных в пределах средней ошибки V . Что касается соответству-

ющих значений функции ),( txK , то в лучшем случае они могут быть определены с ис-

пользованием полуэмпирических формул, которые связывают в среднем наблюдаемые 

пространственно-временные вариации компонент скорости ветра со средними значени-

ями ),( txK  в пределах локальных объемов исследуемой среды. Таким образом, приме-

нение уравнения (1.45) к задачам переноса загрязнений в пограничном слое атмосферы 

сталкивается с определенными трудностями и, как следствие, недостаточной опреде-

ленностью для того, чтобы гарантировать прогнозы пространственно-временных вариа-

ций поля концентрации загрязнений. К этому следует добавить ряд других моментов, 

усугубляющих проблему обеспечения исходными данными расчеты с использованием 

решений уравнения переноса. Речь идет о том, что в (1.45) помимо ),( txV  и ),( txK  вхо-

дят также и их частные производные   xtxV


),(  и   xtxK


),( . Что касается определения 

  xtxV


),( , то в принципе эта задача решается, если ),( txV  представлена множеством 

приближенных данных  ),( jk txV , правда при использовании соответствующих расчет-

ных методик. Оценка   xtxK


),(  заметно сложнее, поскольку операция дифференцирова-

ния полуэмпирических формул почти бессодержательна в соответствии с теорией ап-

проксимации функций. Указанные трудности в задачах моделирования нестационарного 

процесса диффузного переноса часто преодолеваются в рамках качественного подхода, 

основанного на введении турбулентных состояний пограничного слоя. Опуская физиче-

ское обоснование подобной классификации [22, 73], укажем лишь на то, что с формаль-

ной точки зрения речь идет об ограничениях на ),( txV  и ),( txK  типа: 

)(
2

)(
1 ),(

ll
VtxVV  ,   )(

2
)(

1 ),(
ll

KtxKK  ,  2,1l ,                     (1.47) 

)(
1

l
V , )(

2
l

V , )(
1

l
K , )(

2
l

K  - некоторые числа, определяющие границы изменения полей ),( txV , 

),( txK  и зависящие от типа состояния (индекса l ). В пределах указанных границ можно 
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говорить о существовании определенной функциональной зависимости между ),( txV  и 

),( txK , представленной той или иной полуэмпирической формулой в которую есте-

ственно входят и физические характеристики пограничного слоя атмосферы. Ясно, что 

говорить о неких средних значениях V  и K  можно в пределах определенного типа со-

стояния пограничного слоя. Помимо рассмотренной проблемы, связанной с практиче-

ским применением уравнения переноса (1.45), не менее сложным является соответству-

ющий выбор интервалов  X,0  и  T,0 . Понятно, что эти интервалы связаны с заданием 

начальных и граничных условий (1.46). Ошибки задания функций )(0 xq , )(0 tq  и )(tqX  

естественно влекут ошибки в ),( txq , получаемой при решении уравнения (1.45). В ис-

следованиях чисто теоретического характера принято полагать в качестве указанных 

интервалов следующие   ,  и  ,0 . В соответствии с этим указанные выше функ-

ции считаются тождественно равными нулю, за возможным исключением первой из 

них. Для стационарных задач подобное допущение возможно и приемлемо, однако для 

задач оперативного прогноза динамики поля загрязнений в атмосфере подобный подход 

необоснован. В связи с этим в пределах настоящего исследования выбор значений X  и 

T  будет считаться некой самостоятельной задачей теории моделирования явления пере-

носа. В более широком смысле выбор масштабов изменения пространственной и вре-

менной переменных следует рассматривать как выделение некоторого локального «объ-

ема» исследуемой среды с учетом конкретных особенностей решаемой задачи. Подоб-

ная задача адекватно отвечает ситуации, связанной с аварийными выбросами загрязне-

ний в атмосферу и оперативного прогноза его распространения в пределах погранично-

го слоя атмосферы. Одновременно следует иметь в виду, что задача выбора величин X  

и T  тесно связана с оценкой двух важных характеристик качества получаемой инфор-

мации о поле концентрации, это  minx  и  mint . Первая из них определяет «простран-

ственное разрешение» при исследовании поля концентрации загрязнений, а вторая – 

«временное разрешение». Эти характеристики следует считать определяющими незави-

симо от методов исследования пространственно-временной изменчивости физических 

полей, каким в частности является поле концентрации ),( txq . Замечание касается не 

только эмпирических методов исследования, но и расчетно-аналитических, в последнем 

случае особенно при наличии неопределенности задания исходных данных. В любом 

случае необходима оценка погрешности получаемого результата. 
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Неопределенность исходной задачи требует построения адекватной параметризо-

ванной модели данного физического явления с последующей оптимизацией получаемо-

го в рамках этой модели результата. В работе [38] этот подход условно назван «методом 

параметризованных моделей» и детально разрабатывается на примере задач теории пе-

реноса субстанции в турбулентных средах. Анализ исходных данных для уравнения 

(1.45) с начальными и граничными условиями (1.46) показывает, что все они имеют 

сильный разброс в масштабах единиц измерения. Для приведения исходных величин к 

единому масштабу применяется процедура перемасштабирования или построения пара-

метризованной вычислительной модели. Пусть   maxmin , VtxVV  , разделим на maxV : 

 

max

max

maxmax

min ,

V

V

V

txV

V

V
 . Обозначим    txVVtxV ,ˆ, max  , тогда     max,ˆ, VtxVtxV  . Отсюда 

очевидно, что   1,ˆ0  txV . Аналогичным образом нормируем распределение коэффици-

ента турбулентной диффузии:   1,ˆ0  txK . Нормируя распределение концентрации за-

грязняющих веществ, необходимо учесть, что  txq ,  нам неизвестно, а заданы лишь 

начальные условия    xqtxq 00,   и граничные условия    tqtxq 1,0  , 

   tqtXq 2,1  . Поэтому, в качестве maxq  можно взять  xqq
x

0max , например 

 qqmax . Далее воспользуемся аналогичным неравенством   maxmin , qtxqq  , в кото-

ром положим    txqqtxq ,ˆ, max  , откуда следует     max,ˆ, qtxqtxq  . Таким образом, по-

лучаем   1,ˆ0  txq . Нормировать можно и переменные задачи: 
0

0ˆ
xX

xx
x




 , 

0

0ˆ
tT

tt
t




 . 

Если здесь будем полагать, что 00 x , 00 t , то последние формулы упростятся: 

Xxx ˆ , Ttt ˆ . Описанная процедура позволяет получить все распределения исходного 

уравнения, изменяющимися в диапазоне ]1;0[ . Подставим нормированные значения: 

  ),(ˆ, max txqqtxq  ,   ),(ˆ, max txVVtxV  ,   ),(ˆ, max txKKtxK  , xXx ˆ , tTt ˆ      (1.48) 

в (1.45), после несложных преобразований получим параметризованную модель уравне-

ния переноса: 
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       (1.49) 
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где нормировочные коэффициенты XTV  max , 2
max XTK  , maxmax qTS   яв-

ляются уже безразмерными параметрами. Убедимся в этом: 

1
м
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м
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 , 1
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q
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 . 

Обозначим   Tt     Tt ;0 , где const , например, максимальное значе-

ние, аналогично выясним размерность 1c
c

1









 . Таким образом, полученное уравнение 

является параметрическим, поскольку теперь зависит от параметров )(t ,  ,  ,  , ко-

торые связывают между собой исходные данные maxV , maxK , maxq  и maxS . Так как значе-

ния величин maxV ,  , T , X , maxK , maxq , maxS  положительны по своему физическому 

смыслу, то и безразмерные параметры  ,  ,  ,   также принимают только положи-

тельные значения и должны выбираться так, чтобы левая и правая части уравнения 

(1.49) были положительны. 

Вычислительный алгоритм решения параметризованного уравнения переноса 

на основе конечно-разностных методов. Выполним построение вычислительного ал-

горитма на основе конечно – разностного метода [38]. Далее будем полагать, что xx ˆ , 

tt ˆ , )ˆ,ˆ(ˆ),( txqtxq  , )ˆ,ˆ(ˆ),( txVtxV  , )ˆ,ˆ(ˆ),( txKtxK  , )ˆ,ˆ(ˆ),( txStxS  , )ˆ(ˆ)( tt   . Построе-

ние вычислительного алгоритма для исходной задачи осуществляется с введения сетки 

узлов   ji tx ,  на интервалах njmitx ,0,,0],1;0[],1;0[   и задания шаблона, то есть 

множества узлов точек сетки, участвующих в аппроксимации дифференциального вы-

ражения. Шаг сетки при этом определяется так:  ix , mi ,0 , ixaxi  , 

  mabx / ;  jt , nj ,0 , jtсt j  ,   ncdt / . Для аппроксимации первых про-

изводных полей исходных данных в точке  ji tx ,  используем центральную разность: 

xx

jiji








 

2

,1,1 
, порядок аппроксимации в этой схеме  2xO  . Для аппроксимации 

второй производной используем шеститочечную схему [39]: 
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xxx

jijijijijiji 
, с погрешностью  22 txO  . 

Распределения ),( txV , ),( txK , ),( txS  и ),( txq  заменим приближенными значениями се-
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точных функций jiji VtxV ,),(  , jiji KtxK ,),(  , jiji StxS ,),(   и jiji qtxq ,),(  , в итоге раз-

ностное уравнение для внутренних узлов сетки примет вид: 
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      (1.50) 

1,1  mi , 1,0  nj ; начальные распределения iii qxqq  )(0, , jjj qtqq ,11,0 )(  , 

jjjm qtqq ,22, )(   известны из условий (1.46). Преобразование (1.50) и с учетом обозна-

чения 2xt   приводит к уравнению: 

    1,1,1,,1,1,
2

1
2

jijijijijiji qKqKqK





 

  







  jijijijijiji qKKKVxSt ,1,,1,1,,

242


          (1.51) 

    jijijijijijijijiji qxVKKKqKVVxt ,1,,1,1,,,,1,1
2422

1  






















 . 

Вычислительная схема (1.51) есть совокупность разностных уравнений, аппроксимиру-

ющих дифференциальное уравнение (1.49) во внутренних узлах сетки и представляет 

собой систему линейных алгебраических уравнений с трехдиагональной симметричной 

матрицей, для численного решения которой в работе применялся метод прогонки [38, 

61]. С целью использования метода прогонки систему (1.51) перепишем так: 

lllllll fycybya   11 ,                                       (1.52) 

1,1  ml ; 1,0  nj  и коэффициенты системы получают представление: 

jil Ka ,5.0  ,  jil Kb ,1  ,  jil Kc ,5.0  , 

  







  jijijijijijil qKKKVxStf ,1,,1,1,,

242


  

    jijijijijijijijiji qxVKKKqKVVxt ,1,,1,1,,,,1,1
2422

1  






















 , 

1mk ; jqy ,00  ,  jil qy , ;   kl ,1 , jmmk qyy ,1  .  (1.53) 

Алгоритм метода прогонки включает в себя два этапа: 1) прямая прогонка - опре-

деление коэффициентов  lA  и  lB : 0111 yafd  , ll fd  , 1,2  kl , 1 kkkk ycfd , 

111 bcA  , 111 bdB  ,  lllll bAacA  1 ,    lllllll bAaBadB   11 , kl ,2 ; 2) обратная 
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прогонка - нахождение  ly : kkkk ByAy  1 ; llll ByAy  1 , 1,1 kl . Для возможности 

применения метода прогонки необходимо и достаточно, чтобы коэффициенты системы 

удовлетворяли условиям: 

0la  и 0lb  ,                                                    (1.54) 

lll cab  , ml ,1 .                                               (1.55) 

Выполнение (1.54) и (1.55) гарантирует существование и единственность решения си-

стемы (1.52) и возможность его нахождения методом прогонки. Выполнение условий 

(1.54) определяется исходными данными, значения которых всегда положительны по их 

физическому смыслу. Эти условия накладывают дополнительные ограничения на выбор 

исходных данных, которые не могут задаваться произвольно, и более того, их значения 

взаимосвязаны. Поэтому, выбор значения   и значений исходных данных должен быть 

осуществлен в вычислительном эксперименте. Условие (1.55) фактически означает сле-

дующее: 

125.05.01 ,,,,  jijijiji KKKK  . 

Данное условие обеспечено соответствующим выбором   из интервала 10   , так как 

значения 2
max XTK   и jiK ,  в последнем неравенстве также положительны по своему 

физическому содержанию.  

Итерационные алгоритмы для решения нестационарных уравнений переноса 

субстанции в воздушной среде. Далее рассмотрим построение итерационного алгорит-

ма, соответствующего интегральному представлению решения краевой задачи для урав-

нения диффузного переноса [38]. Вычислительный метод, лежащий в основе данных ал-

горитмов, условно назван «методом интегральных уравнений». Его применение осу-

ществляется для параметризованных моделей уравнения переноса, построенных ранее. 

Вычислительные алгоритмы, основанные на конечно-разностных методах, позволяют 

учитывать влияние производных tq , xq , xxq  , xV  , xK  , входящих в одномерное уравнение 

переноса. Может показаться, что учет указанных производных в конечно-разностных 

вычислительных схемах осуществляется относительно просто. В то же время удовле-

творить известному из теории условию 12  xt  при 0t  и 0x  на практике 

совсем не просто. Необходимость корректного вычисления производных xV   и xK   усу-

губляет трудности этого подхода. Становится ясно, что из вычислительных схем целе-
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сообразно «исключить» xxq  , а также по возможности xV   и xK  . При нахождении реше-

ния ),( txq  в численном алгоритме желательно оставить лишь tq  и xq . В этом случае 

требование к сходимости можно ослабить: )1(Oxt   при 0t  и 0x .  

Данный вычислительный метод, используемый в работе, основан на предваритель-

ном интегрировании дифференциального уравнения в частных производных по времен-

ной переменной и сведению решения задачи к решению интегро-дифференциальных 

уравнений, в которых определяющую роль играет интегральный оператор Вольтерра 

второго рода. Все это позволяет вводить в структуру решающих алгоритмов итерацион-

ные вычислительные схемы на основе метода последовательных приближений. При 

этом хорошо известно, что для операторов Вольтерра второго рода метод последова-

тельных приближений сходится при определенных условиях. Преобразование исходно-

го дифференциального уравнения в интегральное позволяет строить в теории переноса 

интегральные параметризованные модели. Опираясь на эти модели, в работе выполнено 

построение и исследование итерационных вычислительных схем и алгоритмов, прове-

дено доказательство их сходимости, приведены результаты вычислительного экспери-

мента, проводимого на основе тестовой задачи. Развитие и изучение этого метода можно 

найти в работах [36, 39, 86]. Вернемся к рассмотрению уравнения переноса (1.49), и пе-

репишем его следующим образом: 
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,(1.56) 

здесь как и ранее xx ˆ , tt ˆ , )ˆ,ˆ(ˆ),( txqtxq  , )ˆ,ˆ(ˆ),( txVtxV  , )ˆ,ˆ(ˆ),( txKtxK  , )ˆ,ˆ(ˆ),( txStxS  , 

)ˆ()( tt    - нормированные величины, значения которых принимают значения из ин-

тервала  1;0 , нормировочные безразмерные коэффициенты  ,  ,  ,   вычисляются 

согласно описанной выше методике. Уравнение переноса, как известно, при численных 

оценках поля  txq ,  предполагает наличие начальных и граничных условий: 

)()0,( 0 xqtxq  ,  )(),0( 1 tqtxq  ,  )(),1( 2 tqtxq  ,                  (1.57) 

Для уравнения (1.56) введем следующие обозначения: 
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что дает возможность записать его в виде: 

        0ˆ,ˆˆ,ˆˆ,ˆˆ,ˆ  txQtxqtxptxq .          (1.59) 

Уравнение (1.59) рассматривается как дифференциальное уравнение первого по-

рядка по переменной t  при фиксированном значении переменной x . Известно, что для 

подобного вида уравнений существует аналитическое решение, которое запишем [13]: 
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.    (1.60) 

Переходя к обозначениям (1.58) получим следующее интегральное представление: 
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Выполняя преобразования (1.61) и вводя обозначения: 
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окончательно для функции  txq ,  будем иметь: 

        
t

t

tdtxttxKtxtxq

0

,,,
~

,,  .                                       (1.64) 

Выражение (1.64) можно рассматривать как интегральное уравнение относительно 

функции  txq , . При построении метода численного решения (1.64) относительно иско-

мой функции  txq , , удобно ввести функции  xtq , где  1;0x  и играет роль параметра. 

Тогда для каждого фиксированного x  интегральное уравнение относительно  xtq  явля-

ется интегральным уравнением Вольтерра второго рода, численное решение которого 

можно осуществить методом последовательных приближений. Данный метод реализу-

ется в виде следующей итерационной схемы: 

          
t

t

tdxtqtxxttKxtxtq

0

)1()( ,,,
~   ,                          (1.65) 
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  - номер итерации. Для вычисления значений выражения   xtqtx ,,  на множестве 

функций  xtq  необходима аппроксимация производных 
 
x

txq



 ,
, 

 
2

2 ,

x

txq




. С этой целью 

введем равномерную сетку узлов  ix  на интервале  1;0x , mi ,0 . Шаг сетки при этом 

определяется так: mx 1 . Внутренние узлы сетки -  ix , 1,1  mi . Внешние узлы сетки 

-  00 x ,  1mx . Далее будем полагать, что на каждом шаге итерации   вычисляется 

последовательность    kk xtqtq )()(   , mk ,0 . Это позволяет для каждого   воспользо-

ваться следующими конечно-разностными аппроксимациями для производных 
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, где 1,1  mk . 

При этом    00
)(

0  xtqtq   и    1)(  mm xtqtq   определены граничными условиями (1.57) 

для исходного уравнения (1.56). В итоге имеем формулу для расчета значений функции 

  txqtx ,,,  в точке kxx  : 
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 .                              (1.66) 

Таким образом, вычислительный процесс для итерационной схемы (1.65) полностью 

определен и его результатом является последовательность функций   tqk
)(

, ...,2,1 , 

1,1  mk . Отметим одно обстоятельство: интегральное уравнение (1.64) эквивалентно в 

математическом смысле исходному уравнению (1.56). Вместе с тем оно интересно в 

плане физических интерпретаций. Действительно, ядро  ttxK ,,
~

 для двух моментов вре-

мени t  и t  в каждой точке x  выступает как интегральная характеристика временной 

изменчивости процесса переноса. Как показывает формула (1.62), по мере увеличения 

разности  tt  , ядро  ttxK ,,
~

 экспоненциально убывает. Обратим внимание на тот факт, 

что размерность величины     xtVt x  есть  с1  и обратная к ней величина определяет 

время рассматриваемого физического процесса. Далее заменим функции  xtq )( , 

 xttK ,
~

,  xt  и   kk xtqtx )(,,   сеточными функциями   )(
,

)( , 
jkjk qtxq  , 
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  jikjik KttxK ,,

~
,,

~
 ,   jkjk tx ,,    и   )(

,
)( ,   jkjk tx  , где  jk tx ,  - внутренние узлы равно-

мерной сетки 1,1  mk , nj ,1 , mx 1 , nt 1 , 2xt  ; xkxk  , mk ,0 , 

tjt j  , nj ,0 . Начальными условиями определяются значения  0, 0
)( txq k

 , mk ,0 ; 

граничными условиями -  jtxq ,00
)(   и  jm txq ,1)(  , nj ,0 . Тогда (1.62), (1.63), (1.65) 

и (1.66) получат следующее представление: 
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...,2,1,0 , jkjkq ,
)0(  , 1,1  mk , nj ,1 , интегралы в (1.62), (1.63), (1.65) и (1.66) при-

ближенно заменены интегральными суммами с квадратурными коэффициентами  i , 

ji ,0 , nj ,1  и 2xt  . Проверяется условие сходимости: 

  ,                                                             (1.71) 
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если   , то )(
,,

~ 
jkjk qq  , в противном случае 1 . Сравнение полученного прибли-

женного решения q~  с точным решением Tq  выполняется по формуле: 

 
 

 





m

k

n

j
jkjkT qq

mn 1 1
,,

~

1

1
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В завершение обсудим вопрос сходимости итерационной схемы [38]. Уравнение 

переноса (1.45) представим в виде: 

SJ
x

qq 



 ,                                                  (1.74) 

J - поток субстанции в направлении оси xO
 , тогда для (1.74) qKVqJ  . В трехмерном 

случае исходное уравнение переноса с привлечением потока J


 следует писать в виде: 
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qKqVJ

SJdivqq



 , ,                                                (1.75)  

K


 - тензор, характеризующий турбулентные характеристики среды, ),( tPS  - функция 

источника субстанции ( P , ],[ 0 Ttt ). В уравнении (1.75) функции ),( tPV , компонен-

ты тензора ),( tPK ij
,  t  считаются заданными. Требуется определить поток ),( tPJ


 и 

скалярное поле ),( tPq . Уравнение (1.74) является дифференциальным уравнением пер-

вого порядка по переменной t  и допускает интегральное представление для ),( tPq : 
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Выражение (1.77) можно представить как   txqD ,2 , 2D  - дифференциальный оператор 

второго порядка по переменной x , либо   txJD ,1 , 1D  дифференциальный оператор пер-

вого порядка. Система (1.76) – (1.78) справедлива  Xxx ,0  и может рассматриваться 

как линейное интегральное уравнение Вольтерра второго рода относительно неизвест-

ного распределения )( xtq . Для его решения воспользуемся методом последовательных 

приближений, который приводит к следующей итерационной схеме: 
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 ,                                          (1.79) 

K  - интегральный оператор, соответствующий (1.76), а вспомогательная переменная 

связана с потоком J  соотношением JD1 . Вводя величины )1()()1,(    qqq
 и 

)1()()1,(   
  , систему (1.79) перепишем в виде: 
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                                          (1.80) 

тогда условие сходимости итерационной схемы (1.80) примет вид: 

12  DK .                                                    (1.81)  
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Вводя сетку узлов  
mnji tx


,  в области    TtXx ,, 00   можно линейные операторы K  и 2D  

редуцировать к соответствующим матрицам K̂  и 2D̂ , и тогда условие (1.81) есть огра-

ничение на исходные данные  
mnji txV


),(  и  

mnji txK


),( . Для задачи переноса это очень 

важно, поскольку матрица  
mnji txK


),(  почти всегда вводится на основе соответствую-

щих априорных моделей, и, следовательно, требуется соблюдать определенную осто-

рожность. 

 

Выводы по главе 1 

 

1. На основе обзора и анализа научных публикаций по данной проблеме рас-

смотрена общая характеристика проблемы охраны окружающей среды в системе атмо-

сфера – подстилающая поверхность, изложены основные понятия теории экологическо-

го мониторинга. 

2. Изучены физические основы математической модели пограничного слоя 

атмосферы, приведен обзор известных гидродинамических моделей. 

3. Выполнена постановка задачи моделирования нестационарного переноса 

примесей в пограничном слое атмосферы и определение исходных данных на основе 

сопутствующих математических моделей. 

4. Изучены численные методы и алгоритмы в моделях нестационарного пере-

носа загрязняющих примесей в приземном слое атмосферы, методы параметризации ис-

ходных математических моделей, организации вычислительного эксперимента. 
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Глава 2. Численная реализация итерационных алгоритмов и исследование моделей 

переноса загрязняющих веществ в атмосфере. Методы качественной  

интерпретации расчетных данных 

 

В главе выполняется создание алгоритмического и программного обеспечения для 

одномерного параметризованного уравнения переноса загрязняющих примесей в атмо-

сфере. Методика моделирования, а именно, конечно-разностные вычислительные схе-

мы, так называемый «метод интегральных уравнений», метод построения параметризо-

ванной модели переноса на примере одномерного уравнения, выбор и обоснование ис-

ходных данных в модели рассмотрены в предыдущей главе, и служат основой для раз-

работки в пределах настоящей главы алгоритма и программного обеспечения вычисли-

тельного эксперимента. На основе этого в главе далее выполняется вычислительный 

эксперимент, для которого специально разрабатывается тестовый пример, позволяющий 

провести численные исследования сходимости приближенных решений к точным, а 

также устойчивости приближенных решений к погрешностям в исходных данных. По-

лучены результаты вычислительного эксперимента и на их основе выполнено сопостав-

ление вычислительных алгоритмов и сформулированы необходимые рекомендации.  

Далее развивается подход, согласно которому на основе итерационно-

рекурсивного метода построены расчетно-аналитические качественные модели и соот-

ветствующие алгоритмы для оценки концентрации примесей. Основная цель при этом 

состоит в разработке методик качественной оценки значений параметров в задачах ма-

тематического моделирования явления переноса в турбулентных средах. Это в свою 

очередь позволяет в какой-то мере решить проблему неопределенности некоторых ис-

ходных данных, кроме того позволяет получать простые аналитические решения исход-

ной задачи, что упрощает задачу при построении алгоритмов. Полученные результаты 

моделирования затем могут быть использованы в других более сложных вычислитель-

ных схемах, как некие предварительные исходные данные. Также упрощается предвари-

тельный анализ получаемых результатов. Во второй части главы подробно излагаются 

этапы построения качественных моделей, выполняется их алгоритмизация и програм-

мирование, реализуется предварительно разработанная методика вычислительного экс-

перимента применительно к этим моделям, получены результаты расчетов и численных 

исследований, исследован вопрос сходимости вычислительных алгоритмов. 
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2.1 Разработка методик исследования физических явлений на моделях. 

Выбор исходных данных 

 

Как показано в п. 1.4, нестационарное параметризованное уравнение переноса 

примесей для одной пространственной переменной с заданными начальными и гранич-

ными условиями имеет вид: 
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x

txq
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 ,  (2.1) 

   xqtxq 00,  ,    tqtxq 1,0  ,    tqtXq 2,1  .                   (2.2) 

Основные вычислительные формулы конечно – разностного алгоритма решения за-

дачи (2.1) – (2.2) в п. 1.5 получены в виде: 
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Основные вычислительные формулы итерационного алгоритма в п.1.5 записаны 

следующим образом: 
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Условие выхода из итерационного вычислительного процесса формулируется так: 

согласно формуле: 
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вычисляется значение   и проверяется условие: если   , то )(
,,

~ 
jiji qq  , в противном 

случае 1 .  

Для реализации и исследования описанных выше вычислительных методов (п. 1.5) 

требуются исходные данные, генерируемые входящим в общую схему вычислительного 

алгоритма «Блоком исходных данных». Данный блок обеспечивает формирование и 

хранение исходных данных в соответствии с алгоритмом. Под исходными данными 

подразумеваются массивы значений всех переменных и распределений уравнения (2.1). 

Помимо формирования этих массивов, сюда также включаются процедуры нормировки 

исходных данных и вычисления значений их производных. Для проверки качества рабо-

ты вычислительной схемы и программного комплекса далее описаны аналитические мо-

дели генерации значений полей исходных данных, которые используются в качестве те-

стовых примеров. Основная идея построения тестовых примеров состоит в следующем. 

Дискретные (измеренные экспериментально) значения исходных распределений урав-

нения (2.1) – концентрацию загрязняющих веществ, скорость ветра, коэффициент тур-

булентной диффузии аппроксимируем непрерывными функциями. 

Моделирование распределений ТV , ТK , Тq  и вычисление ТS . В настоящей работе 

для моделирования пространственно-временной распределенности исходных данных 

),( txV  - поля скорости ветра, ),( txK - поля турбулентной диффузии, ),( txq - поля концен-

трации примесей, переносимых в атмосфере, предлагается выбирать функции вида: 

))ˆsin(1())ˆsin(1()ˆ,ˆ(ˆ 0 gvtrvdvcvxbvavVtxV  , 

))ˆcos(1())ˆsin(1()ˆ,ˆ(ˆ 0 gktrkdkckxbkakKtxK  ,       (2.6) 

))ˆcos(1())ˆcos(1()ˆ,ˆ(ˆ 0 gqtrqdqcqxbqaqqtxq  , 

произвольные коэффициенты av , bv , cv , dv , rv , gv , ak , bk , ck , dk , rk , ,gk  aq , bq , 

cq , dq , rq , gq  выбираются в вычислительном эксперименте таким образом, чтобы 

определяемая далее функция источника  txS ,  загрязняющих веществ принимала только 

положительные значения, а константы 0V , 0K , 0q  считаются заданными и выбираются 

из таблиц (Приложение 2) в соответствии с теми или иными состояниями атмосферы, о 

чем подробно говорилось в главе 1, п. 1.1. Так как,  maxmin0 ; VVV   (п. 1.4), то можно по-

ложить, например, что   2maxmin0 VVV  . Тоже касается и 0K , 0q . В выражениях (2.6) 

для коэффициентов функции скорости ветра были выбраны следующие значения: 
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8.0av , 7bv , 5.1cv , 75.0dv , 2rv , 5.1gv ; для коэффициентов функции турбу-

лентной диффузии: 75.0ak , 7bk , 3ck , 75.0dk , 7rk , 3gk ; для коэффициентов 

функции источника загрязняющих примесей: 075.0aq , 5bq , 5cq , 1dq , 

75.2rq , 1.0gq . Далее функциям (2.6) ставились в соответствие сеточные функции: 

))ˆsin(1())ˆsin(1()ˆ,ˆ(ˆ 0 gvtrvdvcvxbvavVtxV jiji  , 

))ˆcos(1())ˆsin(1()ˆ,ˆ(ˆ 0 gktrkdkckxbkakKtxK jiji  , 

))ˆcos(1())ˆcos(1()ˆ,ˆ(ˆ 0 gqtrqdqcqxbqaqqtxq jiji  , 

что позволило сформировать массивы дискретных значений, соответствующих распре-

делениям исходных данных. На их основе построены профили соответствующих рас-

пределений, так на рисунке 2.1 приведено пространственно-временное распределение 

поля скорости ветра )ˆ,ˆ(ˆ txV , на рисунке 2.2 – поля турбулентной диффузии )ˆ,ˆ(ˆ txK , на 

рисунке 2.3 – поля концентрации загрязняющих веществ )ˆ,ˆ(ˆ txq . Можно сделать вывод о 

том, что функции вида (2.6) позволяют варьировать значения констант 0V , 0K , 0q  и по-

лучать положительные значения для всех распределений. 

 

 

Рисунок 2.1 – Пространственно - временное распределение (профиль) поля скорости ветра )ˆ,ˆ(ˆ txV  при 

м/с 100 V , значения )ˆ,ˆ(ˆ txV , x̂  и t̂  - нормированные 
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Рисунок 2.2 – Пространственно - временное распределение (профиль) поля турбулентной диффузии 

)ˆ,ˆ(ˆ txK  при с/м 100 2
0 K , значения x̂  и t̂  - нормированные 

 

Рисунок 2.3 – Пространственно - временное распределение (профиль) поля концентрации загрязняющих 

веществ )ˆ,ˆ(ˆ txq  при 
3

0 кг/м 001.0q , значения x̂  и t̂  - нормированные 

 

Для определения массива значений функции источника jiji StxS ,
ˆ)ˆ,ˆ(ˆ  , решаем урав-

нение (2.1) относительно  txS ˆ,ˆˆ , подставляя в него выражения (2.6). Кроме того, также 

вычисляем значения производных, входящих в уравнение переноса (2.1). Производные 

находим, непосредственно дифференцируя функции (2.6): 

     rqgqtrqdqcqxbqaq
t

txq





ˆsinˆcos1

ˆ

)ˆ,ˆ(ˆ
, 

      



gvtrvdvbvcvxbvavtxqtxV

x
ˆsin1ˆcos)ˆ,ˆ(ˆ)ˆ,ˆ(ˆ

ˆ
 

         cvxbvavgqtrqdqcqxbqaq ˆsin1ˆcos1ˆcos1  

        ,ˆcos1ˆsinˆsin1 gqtrqdqbqcqxbqaqgvtrvdv   
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gktrkdkbkckxbkak

x

txq
txK

x
ˆcos1ˆcos

ˆ

)ˆ,ˆ(ˆ
)ˆ,ˆ(ˆ

ˆ
 

        ckxbkakgqtrqdqbqcqxbqaq ˆsin1ˆcos1ˆsin  

       gqtrqdqbqcqxbqaqgktrkdk  ˆcos1ˆcosˆcos1 2 . 

Окончательно, значения функции источника определяем по формуле 

   
TS

qtxQ
txS






max

max
ˆ,ˆˆ

ˆ,ˆˆ ,       (2.7) 

TqS  maxmax ,  txQ ˆ,ˆˆ  - левая часть (2.1): 

        1.01.0ˆ75.2sin5ˆ5cos075.0175.2ˆ,ˆˆ txtxQ  

  5.1ˆ7cos56.0))1.0ˆ75.2(cos1())5ˆ5(cos075.01( xtx  

         1.0ˆ75.2cos15ˆ5cos075.015.1ˆ2sin75.01 txt  

        5ˆ5sin5.1ˆ2sin75.015.1ˆ7sin8.010375.0 xtx  

        3ˆ7cos75.013ˆ7cos00196875.0)1.0ˆ75.2cos1 txt  

        3ˆ7sin75.01001875.01.0ˆ75.2cos15ˆ5sin xtx  

        .)1.0ˆ75.2cos15ˆ5cos3ˆ7cos75.01  txt  

В результате получен массив значений функции jiji StxS ,
ˆ)ˆ,ˆ(ˆ  , пространственно-

временное распределение которого показано на рисунке 2.4. Таким образом, массивы 

значений всех исходных данных -  ix̂ ,  jt̂ ,  jiq ,ˆ ,  jiV ,
ˆ ,  jiK ,

ˆ ,  jiS ,
ˆ , nj ,0 , mi ,0  по-

лучены и вычислены значения нормировочных констант maxq , maxV , maxK  и maxS . 

 

Рисунок 2.4 – Пространственно - временное распределение (профиль) поля источника загрязняющих 

веществ  txS ˆ,ˆˆ  при  cмкг/ 0001.0 3
0 S , значения x̂  и t̂  - нормированные 
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Данную процедуру моделирования исходных данных можно представить следую-

щим алгоритмом: 

I. Блок исходных данных 

1. Задаются значения  ba ; ,  dc ; . 

2. Задаются значения   и m . 

3. По заданным значениям в пунктах 1 и 2 считаются значения x , t , n . 

4. Формируются массивы исходных данных  ix̂ ,  jt̂ ,    
tochjiji qq ,, ˆˆ  ,  jiV ,

ˆ ,  jiK ,
ˆ ,  jiS ,

ˆ , 

nj ,0 , mi ,0  и вычисляются значения нормировочных констант maxq , maxV , maxK  и 

maxS . 

5. Задаются начальные условия  0,ˆiq , mi ,0 . 

6. Задаются краевые условия  jq ,0ˆ  и  jmq ,ˆ , nj ,0 . 

7. Задаются значения  ,  ,  ,  , посчитанные ранее. 

8. Вычисляются значения функции источника  txS ˆ,ˆˆ  по формуле (2.7). 

 

2.2 Анализ данных моделирования пространственно-временной изменчивости поля 

концентрации загрязнений на основе предложенных численных методов 

 

Далее приступим к реализации процедур «Блока моделирования» алгоритма вы-

числительной модели, а именно к нахождению неизвестных значений  jiq ,ˆ , nj ,1 , 

1,1  mi  при известных значениях  ix̂ ,  jt̂ ,  jiV ,
ˆ ,  jiK ,

ˆ ,  jiS ,
ˆ , nj ,0 , mi ,0 ; также 

известными считаются значения  0,ˆiq , mi ,0  - начальные условия и граничные усло-

вия -  jq ,0ˆ  и  jmq ,ˆ , nj ,0 .  

II. Блок моделирования 

1. Рассчитываются значения  jiqq ,
~~   для 1,1  mi , nj ,1  по формулам (2.3) с ис-

пользованием метода прогонки (п. 1.5) для каждого временного слоя j  (алгоритм на ос-

нове конечно – разностного метода) или по формулам (2.4), (2.5) (алгоритм на основе 

«метода интегральных уравнений»). 

2. Выполняется сравнение полученного приближенного решения уравнения  jiqq ,
~~   с 

точным решением по формуле 
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итоговое значение погрешности определяется по формуле 
j

jn  1 , расчет значений 

 jiqq ,
~~   осуществляется до того момента, пока   .  

Программная реализация вычислительного алгоритма, соответствующего сеточным 

моделям (п. 1.5) проводилась при следующих значениях исходных данных: по заданным 

значениям см100 V , см100 2
0 K , 3

0 мкг 001.0q ,  cмкг 0001.0 3
0 S , 0.1 , 

1.0 , 001.0 , 1 , 5.0 , вычисляются значения 05.0x , 00125.0t , 20m , 

800n , м972X , с 1.3T , см5.31max V , см306 2
max K , 3

max мкг 002.0q , 

 cмкг 000181.0 3
max S . Значения см100 V , см100 2

0 K , 3
0 мкг 001.0q , 

 cмкг 0001.0 3
0 S  выбирались из таблиц 1 – 8 Приложения 2 и соответствуют следую-

щим характеристикам состояния атмосферы: нейтральная стратификация, высота ис-

точника м500Z , тяжелая примесь, cлоисто-кучевая-дождевая облачность (Ns-As-Cb). 

Далее приведены результаты расчетов по алгоритму, определяемому соотношения-

ми (2.3), в виде массивов – массив   ,,ˆ jiqq TT  2,,1 mi  , 80,,1 nj  , который представ-

ляет собой точное решение уравнения переноса: 

 













































105.2087.2037.2968.1897.1840.1812.1820.1862.1927.1999.1

982.1965.1918.1854.1786.1733.1707.1714.1753.1815.1883.1

791.1776.1734.1675.1614.1566.1543.1549.1585.1639.1702.1

548.1533.1497.1446.1394.1352.1332.1338.1368.1416.1469.1

267.1256.1226.1185.1142.1108.1091.1096.1121.1159.1203.1

972.0964.0941.0909.0876.0850.0837.0841.0860.0890.0924.0

686.0679.0664.0641.0618.0599.0590.0593.0606.0628.0651.0

428.0424.0414.0400.0386.0374.0369.0370.0379.0392.0407.0

219.0217.0212.0205.0198.0192.0189.0189.0194.0200.0208.0

075.0074.0072.0069.0067.0065.0064.0065.0066.0068.0071.0

006.0005.0005.0005.0005.0005.0005.0005.0005.0005.0005.0

Tq  

 

и массив   jiqq ,~~
11  , 2,,1 mi  , 80,,1 nj  , полученный в результате расчетов, проводи-

мых по конечно-разностной шеститочечной схеме сеточной модели с применением ме-

тода прогонки: 
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105.2123.2039.2968.1897.1841.1814.1822.1848.1837.1999.1

982.1995.1918.1852.1785.1733.1708.1716.1744.1735.1883.1

791.1798.1731.1672.1612.1565.1544.1552.1579.1575.1708.1

548.1548.1494.1443.1391.1351.1333.1339.1366.1368.1469.1

267.1264.1223.1181.1139.1106.1091.1096.1119.1129.1203.1

972.0968.0939.0907.0874.0849.0836.0840.0859.0874.0924.0

686.0681.0662.0639.0616.0598.0589.0596.0605.0620.0651.0

428.0424.0413.0399.0385.0373.0367.0369.0377.0389.0407.0

219.0217.0212.0204.0197.0191.0188.0189.0193.0199.0208.0

075.0074.0072.0069.0067.0065.0064.0064.0066.0068.0071.0

006.0005.0005.0005.0005.0005.0005.0005.0005.0005.0005.0

~
1q . 

 

На рисунках 2.5 и 2.6 представлены графические изображения точного решения и 

решения, полученного по алгоритму конечно-разностной шеститочечной схемы. Точ-

ность расчетов при этом характеризуется величиной, вычисляемой по формуле (2.8) и 

определяющей отклонение в среднем полученных расчетных значений приближенного 

решения от точного решения, составила   0205.0~,ˆ 11 qqT . На рисунке 2.7 показаны гра-

фики функций ),(ˆ jiqT  и ),(~
1 jiq  для фиксированного момента времени 5.0ˆ t . 

 

 

Рисунок 2.5 – Пространственно – временное распределение поля концентрации примесей,  

соответствующих точному решению ),(ˆ jiqT  
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Рисунок 2.6 – Пространственно – временное распределение поля концентрации вредных примесей,  

соответствующих приближенному решению ),(~
1 jiq , полученному по алгоритму конечно-разностной 

шеститочечной схемы с погрешностью 0205.01   

 

 

Рисунок 2.7 – Графики функций ),(ˆ jiqT  и ),(~
1 jiq  для фиксированного момента времени 5.0ˆ t  с. с 

погрешностью 0205.01   

 

Программная реализация вычислительного алгоритма, соответствующего итераци-

онному методу (2.4), (2.5), проводилась при тех же исходных данных, описанных выше. 

Ниже представлены результаты численной реализации итерационного алгоритма в виде 

массива   jkqq ,~~
22  , 2,,1 mk  , 80,,1 nj  ,  
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105.2085.2037.2969.1897.1842.1813.1822.1862.1927.1999.1

982.1965.1918.1854.1786.1733.1707.1715.1753.1814.1883.1

792.1776.1733.1675.1615.1567.1543.1549.1586.1639.1702.1

546.1533.1497.1446.1393.1352.1332.1337.1369.1416.1469.1

267.1256.1225.1185.1142.1107.1091.1096.1121.1159.1203.1

972.0964.0940.0909.0877.0850.0838.0841.0860.0890.0923.0

685.0679.0664.0641.0617.0599.0591.0593.0606.0627.0651.0

428.0424.0414.0401.0385.0375.0368.0371.0378.0392.0406.0

219.0218.0213.0205.0198.0192.0189.0189.0194.0202.0208.0

075.0075.0072.0069.0068.0065.0064.0065.0066.0069.0071.0

006.0005.0005.0005.0005.0005.0005.0005.0005.0005.0005.0

~
2q . 

 

На рисунке 2.8 представлен «профиль» - пространственно – временное распреде-

ление поля концентрации загрязняющих веществ, соответствующее данному массиву. 

Значение  22
~,qqT  - отклонение точного решения от расчетного, составило 0.0034.  

 

Рисунок 2.8 – Пространственно-временное распределение поля концентрации вредных примесей, соот-

ветствующих приближенному решению  jkq ,~
2 , полученному с использованием итерационного алго-

ритма с погрешностью   0034.0~,ˆ 22 qqT  

 

2.3 Методика планирования вычислительных экспериментов и интерпретация их 

результатов. Оценка устойчивости алгоритмов и влияния ошибок вычислений 

 

Далее проводился вычислительный эксперимент по исследованию сходимости и 

устойчивости вычислительных конечно-разностных и итерационных алгоритмов, рас-

смотренных выше, к погрешностям в исходных данных.  

В вычислительном эксперименте исследовалась сходимость приближенных реше-

ний к точному решению для каждого вычислительного алгоритма. В ходе численных 
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исследований было установлено, что важную роль в этом процессе играет соответству-

ющий выбор значения параметра 2xt  , связанного с размерностью задачи. Так, в 

таблице 2.1 приведены результаты исследования сходимости конечно – разностного ал-

горитма для различных значений параметра  . 

 

Таблица 2.1 – Влияние выбора параметра   на сходимость конечно – разностного  

метода, характеризуемую величиной  11
~,qqT  

  m  n  nm  1  

1/2 10 200 2000 0.030 

1/4 10 400 4000 0.029 

1/6 10 600 6000 0.029 

1/8 10 800 8000 0.028 

1/2 20 800 16000 0.021 

1/4 20 1600 32000 0.022 

1/6 20 2400 48000 0.022 

1/8 20 3200 64000 0.023 

Примечание: 
2xt   - параметр сетки, nm  - размерность задачи,   - среднее отклонение при-

ближенного решения 1
~q  от точного решения Tq . 

 

Из таблицы 2.1 видно, каким должен быть параметр   для достижения той или 

иной точности решения, наиболее приемлемым при этом значением является 5.0 , 

последующее его уменьшение приводит к увеличению размерности задачи и, в конеч-

ном итоге, к накоплению вычислительных ошибок, хотя и незначительному. Кроме то-

го, применительно к решению конкретных прикладных задач, можно сказать, что обес-

печить их большим объемом экспериментальных данных затруднительно. А с учетом 

того, что такие данные мониторинга могут нести в себе погрешности измерений, можно 

утверждать, что при большом объеме данных конечно – разностный алгоритм потеряет 

свойство устойчивости, поэтому требуются дополнительные численные исследования 

его устойчивости.  

В таблице 2.2 показано, как влияет выбор параметра   на сходимость итерацион-

ного алгоритма, характеризуемую величиной  , определяемой по формуле (2.8). Из 

расчетных данных видно, что уменьшение параметра   приводит к увеличению размер-

ности сетки узлов и накоплению вычислительных ошибок, хотя и очень незначительно-

му. Также видно, что с увеличением n  значение параметра  22
~,ˆ qqT  практически не 

изменяется, то есть вычислительный процесс является стабильным, и поэтому приемле-
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мыми значениями   при конкретных значениях исходных данных можно считать зна-

чения  25.0,5.0 . 

 

Таблица 2.2 – Влияние выбора параметра   на сходимость итерационного метода,  

характеризуемую величиной  22
~,ˆ qqT  

  m  n  nm  
2  

1/2 10 200 2000 0.003 

1/4 10 400 4000 0.003 

1/6 10 600 6000 0.004 

1/8 10 800 8000 0.005 

1/2 20 800 16000 0.002 

1/4 20 1600 32000 0.002 

1/6 20 2400 48000 0.003 

1/8 20 3200 64000 0.004 

 

Сопоставим расчетные данные таблиц 2.1 и 2.2 с целью сравнения сходимости ко-

нечно – разностного и итерационного алгоритмов. Так, из рисунка 2.9 видно, что итера-

ционный алгоритм обеспечивает точность решения на порядок выше, чем конечно - раз-

ностный при одинаковом количестве узлов расчетной сетки. 

 

Рисунок 2.9 – Влияние размерности задачи на сходимость вычислительного процесса: 1 – отклонение 

приближенного решения от точного решения для конечно – разностного алгоритма, 

2  – для итерационного алгоритма 

 

Для итерационного метода в работе также выполнено исследование скорости схо-

димости, результаты представлены в таблице 2.3. Здесь величина   вычислялась по 

формуле (2.7),   - по формуле (2.8). Величина q~  относительной погрешности метода 

определялась следующим образом: 



72 

 

   
  


m

k

n

j
jkT
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k

n

j

jkjkT qqqq
1 1

,
1 1

,,
~~ .                    (2.9) 

Таблица 2.3 – Результаты исследования скорости сходимости итерационного метода,  

размерность задачи 2000nm  

        q~  

0.1000 1 0.0211 0.0034 0.042 

0.0100 2 0.0059 0.0033 0.041 

0.0050 3 0.0024 0.0034 0.042 

0.0010 4 0.0007 0.0034 0.042 

0.0005 5 0.0002 0.0035 0.043 

0.0001 6 0.0001 0.0036 0.044 

Примечание:   - задаваемая точность приближенного решения,   - количество итераций,   - 

среднее отклонение приближенного решения от точного на текущей и предыдущей итерациях,   - 

среднее отклонение приближенного решения от точного решения, q~  - относительная погрешность ме-

тода. 

 

Анализ данных, приведенных в таблице, показывает, что представленный в работе 

итерационный метод при выбранных исходных данных обладает достаточно высокой 

скоростью сходимости. 

Алгоритм исследования на устойчивость приближенных решений к возможным по-

грешностям в исходных данных, получаемых по конечно-разностному и итерационному 

алгоритмам соответственно, подробно описан в работах [38, 63] и в данной работе реа-

лизован программно для численных исследований. Согласно этому алгоритму предпо-

лагается, что вместо точного значения правой части  )0(
,

)0(
jkSS   исходного уравнения, 

известно его приближенное значение с погрешностью  , то есть, имеем  )(
,

)( 
jkSS  . 

Здесь необходимо отметить, что вместо функции источника  txS ,  в рассмотрение могут 

быть взяты и любые другие исходные данные, значения которых получены путем изме-

рений при проведении соответствующих натурных экспериментов. Величину погрешно-

сти S  и относительной погрешности S  функции источника  txS ,  определим так: 

)0()( SSS   ,     (2.10) 

)0(

)0()(

S

SS
S






 ,                                                   (2.11) 
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   1)0()( SS ,                                                         (2.13) 

  - случайные числа, равномерно распределенные на интервале  1;1  (генерируются 

датчиком случайных чисел), 10   . Аналогично определим величину погрешности q  

и относительной погрешности 
___

q  функции распределения  txq , : 

)0()( qqq   ,     (2.14) 

)0(

)0()(
___

q

qq
q






 ,                                                  (2.15) 
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.                 (2.16) 

Наряду с этими величинами введем в рассмотрение коэффициент усиления ошибки  , 

характеризующий степень отклонения получаемого решения )(~ q  от точного значения 

)0(q  и коэффициент усиления относительной ошибки 1 : 

qS   ,                                                           (2.17) 

________

1 qS   .     (2.18) 

Численные исследования устойчивости конечно – разностного и итерационного ал-

горитмов проведены на основе программной реализации алгоритма (2.10) – (2.18), ре-

зультаты представлены в таблицах 2.4 и 2.5 соответственно.  

 

Таблица 2.4 – Влияние величины погрешности в исходных данных на коэффициент  

усиления ошибки для конечно – разностного метода  

    q  S  
___

q  
  

1  

0.010 0.020 0.001 0.0184 0.061 0.031 

0.025 0.021 0.014 0.0183 1.531 0.789 

0.050 0.021 0.029 0.0182 3.076 1.586 

0.075 0.022 0.043 0.0182 4.633 2.389 

0.100 0.023 0.058 0.0181 6.201 3.197 

0.125 0.024 0.073 0.0188 7.776 4.009 
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Примечание:   - погрешность, вносимая в источник  txS , , 
  q  - отклонение приближенного реше-

ния от точного, S  - величина относительной погрешности функции источника  txS , , q - величина 

относительной погрешности функции распределения  txq , ,   - коэффициент усиления ошибки, 1  - 

коэффициент усиления относительной ошибки. 
 

Расчетные данные таблицы 2.4 показывают, что погрешность в исходных данных 

свыше 5% не приемлема. Вычислительная схема (алгоритм) устойчива при величине по-

грешности в исходных данных (правая часть уравнения (2.1)) допустимой до 5 %. В це-

лом можно сделать вывод о неустойчивости конечно – разностного алгоритма к по-

грешностям в исходных данных. Результаты расчетов, представленные в таблице 2.5, 

свидетельствуют об устойчивости рассматриваемого в работе метода интегральных 

уравнений и соответствующей итерационной вычислительной схемы. При этом макси-

мально возможной погрешностью в исходных данных (погрешностью, вносимой в пра-

вую часть уравнения переноса) можно считать погрешность порядка 7.5 %.  

 

Таблица 2.5 – Влияние величины погрешности в исходных данных на коэффициент  

усиления ошибки для итерационного метода  

  
  q  S  

___

q  
  1  

0.010 0.003 0.001 0.046 0.025 0.012 

0.025 0.003 0.014 0.047 0.614 0.307 

0.050 0.004 0.029 0.048 1.207 0.603 

0.075 0.005 0.044 0.049 1.779 0.889 

0.100 0.005 0.058 0.050 2.333 1.166 

0.125 0.006 0.073 0.051 2.868 1.432 

 

Сопоставление расчетных данных в таблицах 2.4 и 2.5 позволяет сделать вывод о 

большей устойчивости к погрешностям в исходных данных итерационного алгоритма, 

так как значение коэффициента усиления ошибки больше единицы можно считать не 

приемлемым. 

Таким образом, в результате численных исследований выявлены особенности рабо-

ты двух вычислительных алгоритмов, обосновано предпочтение алгоритма на основе 

метода интегральных уравнений по сравнению с алгоритмом на основе конечно – раз-

ностного метода. Эффективность итерационного алгоритма значительно выше, посколь-

ку для его работы требуется значительно меньший объем вычислений и исходных дан-
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ных, он обладает большей точностью получаемых решений и устойчивостью к погреш-

ностям в исходных данных. 

 

2.4 Качественные подходы к исследованию динамики полей концентрации  

аэрозольных примесей на основе фундаментальной системы решения уравнений 

параболического типа 

 

Помимо исследуемой в работе известной итерационной схемы [38] решения урав-

нения переноса субстанции в турбулентной среде, могут быть построены и другие фор-

мы интегральных уравнений и соответствующие им преобразования интегральной мо-

дели. Предложенный ниже вариант будет носить сугубо качественный характер и его 

основное назначение состоит в разработке методик качественной оценки значений па-

раметров в задачах математического моделирования явления переноса в турбулентных 

средах. 

Уравнение переноса субстанции q  в пограничном слое атмосферы основано на по-

луэмпирическом уравнении турбулентной диффузии (2.1), которое перепишем следую-

щим образом: 

SqKqKqVqVqq   ,    (2.19) 
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 txVV ˆ,ˆˆ ,  txKK ˆ,ˆˆ ,  txSS ˆ,ˆˆ . При этом уравнение (2.19) дополняется условиями 

(ограничениями на коэффициенты) (п. 1.4): 

 

 














.0,0

,,

,,

maxmin

maxmin

TtXx

KtxKK

VtxVV

      (2.20) 

Следует также упомянуть о задании начальных и граничных условий на искомую 

функцию  txq , , а именно    xqtxq 00,  ,    tqtxq 1,0   и    tqtXxq 2,  . Перейдем 

в (2.19) к нормированным функциям и независимым переменным: 
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max

ˆ,ˆˆ
ˆ,ˆˆ

K

txK
txK  ,               

max

ˆ,ˆˆ
ˆ,ˆˆ

V

txV
txV  .     (2.21) 

В ряде выражений ниже будут использоваться параметры 

max

min

K

K
K  ,   

max

min

V

V
V  ,     (2.22) 

характеризующие размах функций  txV ,  и  txK , . С учетом (2.21) и (2.22) можно писать 

ограничения на указанные функции в виде   1ˆ,ˆˆ  txKK ,   1ˆ,ˆˆ  txVV . Если функция 

 txV ,  помимо положительных принимает и отрицательные значения, первое неравен-

ство в (2.14) следует заменить неравенством   maxmin , VtxVV  . В дальнейшем будем 

считать, что 0K , 0V . Выполним преобразования (2.13): 

    qSVqKVqqK   , 

   
K

qS
V

K
qKV

K
qq









 




11
. 

В итоге приходим к следующей параметризованной модели для исходного дифференци-

ального уравнения (2.19): 
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 .    (2.23) 

В выражении (2.23) коэффициенты  ,  ,  ,   как и прежде безразмерные величи-

ны. Для дальнейшего анализа удобно ввести следующие обозначения: 

    KVKtxp  ˆ,ˆ1 ,     KVtxp  ˆ,ˆ2 ,     KSqtxf  ˆ,ˆ , в соответствии с кото-

рыми уравнение (2.23) примет вид 

 txfqpqpq ˆˆˆˆˆ 21  ,     (2.24) 

и является, как известно, обыкновенным дифференциальным неоднородным уравнением 

второго порядка при фиксированном значении t̂ . Решение (2.24) есть сумма фундамен-

тального решения однородного дифференциального уравнения, соответствующего 

(2.24) и частного решения неоднородного уравнения. Выполним построения, которые в 

соответствии с анализом начинаются с поиска фундаментальных решений однородного 

уравнения: 

0ˆˆˆ 21  qpqpq .     (2.25) 

Здесь положим, что  txp ˆˆ1  и  txp ˆˆ2  есть постоянные, для этого допустим, что   1ˆˆˆ txV , 

  1ˆˆˆ txK   1;0ˆx  и  1;0ˆt , тогда получим 1p , 2p . Если фундамен-
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тальные решения обозначить через   xr
exu

ˆ
1

1ˆ   и   xr
exu

ˆ
2

2ˆ  , 1r  и 2r  - корни характеристи-

ческого уравнения 021
2  prpr : 














2

2

1
42

r , 













2

2

2
42

r , то для неод-

нородного уравнения (2.24), используя метод вариации произвольных постоянных, по-

лучим: 

   

     


















.ˆˆˆ

,0ˆˆ

ˆ
22

ˆ
11

ˆ
2

ˆ
1

21

21

xfexCrexCr

exCexC

xrxr

xrxr

     (2.26) 

Из первого уравнения системы (2.26) выразим  xC ˆ1
 : 

 
 

   xrr

xr

xr

exC
e

exC
xC

ˆ
2ˆ

ˆ
2

1
12

1

2

ˆ
ˆ

ˆ






 ,    (2.27) 

и подставим во второе уравнение системы (2.26), в результате будем иметь: 

     xfrrexC
xr ˆˆ 12
ˆ

2
2 

 . Окончательно, запишем для  xC ˆ2
  следующее выражение: 

 
  xr

e
rr

xf
xC

ˆ

12
2

2
ˆ

ˆ 




 , подставляя которое в (2.27), получим для функции  xC ˆ1
 : 

 
  xr

e
rr

xf
xC

ˆ

12
1

1
ˆ

ˆ 




 . Интегрируя эти выражения, находим функции  xС ˆ1  и  xС ˆ2  в виде 

следующих интегралов: 

     0ˆˆ
1

ˆ 1

ˆ

0

ˆ

12
1

1 Cxdxfe
rr

xC

x
xr

 



 ,          0ˆˆ

1
ˆ 2

ˆ

0

ˆ

12
2

2 Cxdxfe
rr

xC

x
xr

 



 . 

Таким образом, частное решение исходного уравнения (2.24) принимает вид: 

          xuxCxuxCxq ˆˆˆˆˆ~
2211  

     





 


0ˆˆ
1

ˆˆ
1

ˆ

0

ˆˆ

12

ˆ

0

ˆˆ

12

2211 Cexdxfe
rr

exdxfe
rr

x
xrxr

x
xrxr  

              0~ˆˆˆ,ˆ
~1

0~ˆˆ
1

ˆ

012

ˆ

0

ˆˆˆˆ

12

12 qxdxfxxK
rr

qxdeexf
rr

xx
xxrxxr

 






 .       (2.28) 

В интеграл (2.28) остается ввести функцию  
   

K

txStxq
txf

ˆ

ˆˆˆˆ,ˆ
ˆˆ









, которая при 

1ˆ K  записывается следующим образом:  

      txStxqtxf ˆˆˆˆ,ˆ
1

ˆˆ  


 ,     (2.29) 

и тогда получаем, вновь введя новую переменную t̂  и подставляя (2.29) в (2.28): 
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  0~ˆˆˆˆˆ,ˆ

1
ˆ,ˆ

~1
ˆˆ~

ˆ

012

qxdtxStxqxxK
rr

txq

x




  

         tqxdtxSxxK
rr

xdtxqxxK
rr

x x

ˆ0~ˆˆˆˆˆ,ˆ
~11

ˆˆˆˆ,ˆ
~11

ˆ

0

ˆ

01212
  





 


 . (2.30) 

Для выражения (2.30) введем обозначения: 

12

11

rr 



 ,               xdtxSxxKtqtx

x

  ˆˆˆˆˆ,ˆ
~ˆ0~ˆˆ

ˆ

0

 , 

что позволяет записать (2.28) в виде: 

       txxdtxqxxKtxq

x

ˆˆˆˆˆˆ,ˆ
~ˆˆ~

ˆ

0

   ,           (2.31) 

то есть свести его к интегро – дифференциальному уравнению.  

 

2.5 Алгоритмизация, программирование и результаты вычислений для  

качественной модели оценки концентрации аэрозольных примесей на основе  

фундаментальной системы решения уравнений параболического типа 

 

Таким образом, основные расчетные формулы метода (п. 2.4) можно представить в 

виде следующей расчетно-аналитической модели: 

       txxdtxqxxKtxq

x

ˆˆˆˆˆˆ,ˆ
~ˆˆ~

ˆ

0

   , 

        xdtxSxxKtqtx

x

  ˆˆˆˆˆ,ˆ
~ˆ0~ˆˆ

ˆ

0

 ,      xxrxxr
eexxK




ˆˆˆˆ
12ˆ,ˆ

~
, 














2

2

1
42

r , 













2

2

2
42

r , 
12

11

rr 



 , 

которую далее для краткости будем называть первой качественной моделью. 

Обратимся к уравнению (2.31) и выполним для него дискретизацию на сетке узлов 

  ji tx ˆ,ˆ  в области    1;01;0  , полагая, что для оценки значений  ji txq ˆ,ˆ  используется 

конечно – разностный подход. Имеем  

   
   

 









 ji
jkjk

i

k

kikji txx
t

txqtxq
xxKtxq ˆ,ˆˆ

ˆ

ˆ,ˆˆˆ,ˆˆ
ˆ,ˆ

~ˆ,ˆˆ
1

0
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         ji

i

k

jkjkkik txtxqtxqxxK
t

x
ˆ,ˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆ

~

ˆ

ˆ

0

1  



 



 .    (2.32) 

Введем следующие обозначения применительно к (2.32) tx ˆˆ   , x̂  , 

 kiik xxKK ˆ,ˆ
~~

 ,   ,~ˆ,ˆ~
ijji qtxq     ,ˆ,ˆ ijji tx    ik  , 1,0  mk , mi ,1 , nj ,1  и получим про-

стую рекурсивную схему: 

  jijkjk

i

k

kikji qqKq ,1,,

0

,,
~~~~   



 ,     (2.33) 

jk

i

k

kikjji SKq ,

0

,,0,

~



  ,     (2.34) 

   kiki xxrxxr
ki eeK


 12

,

~
, здесь ik xx  ,    (2.35) 

 121 rr   ,    tx ˆˆ   ,    x̂  , ik  ,    1,0  mk ,   mi ,1 ,   nj ,1 . 

Необходимо отметить, что данный метод (схема) работает в предположении о  том, 

что 1ˆ K  и 1ˆ V . Тогда исходная модель должна быть такой: 

   txS
x

txq

x

txq
txqt

t

txq
ˆ,ˆˆ

ˆ

)ˆ,ˆ(ˆ

ˆ

)ˆ,ˆ(ˆ
)ˆ,ˆ(ˆˆˆ

ˆ

)ˆ,ˆ(ˆ
2

2















 . 

Исходя из этого уравнения, был построен новый тестовый пример и получены но-

вые распределения  
jiTq ,  и jiS , . Программная реализация данного алгоритма выполня-

лась при следующих значениях исходных данных: см100 V , см100 2
0 K , 

3
0 мкг 001.0q ,  cмкг 0001.0 3

0 S . Значение 0V  определяется как среднее значение на 

интервале  maxmin ,VV , аналогично задаются значения 0K , 0q  и 0S  на соответствующих 

интервалах. На основе этих констант с помощью алгоритма, подробно описанного выше 

в предыдущем параграфе, генерируются массивы дискретных данных  
nmijq


,  

nmijV


, 

 
nmijK


 и  

nmijS


. Далее выполняется нормирование заданных распределений в соответ-

ствии с процедурой, описанной выше, в результате чего получаем массивы  
nmijq


ˆ , 

 
nmijV


ˆ ,  

nmijK


ˆ  и  
nmijS


ˆ , элементы которых принимают значения из интервала  1;0 , а 

также значения *V , *q , *K  и *S . Затем задаются значения коэффициентов 0.1 , 1 , 

1 , 10m , 100n , вычисляются значения 067.0x , 05.0t , 931.1 , 845.0 , 

127.1 , 109.0 , 092.01 r , 092.12 r  и определяются значения м10X  и с 5T . 

Ниже приведены результаты расчетов для рекурсивной вычислительной схемы (2.33) – 
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(2.35) в виде массивов - массив  ,ˆˆ , jiТ qq  mi ,1 , 10,,1 nj   с соответствующим шагом, 

который представляет собой точное решение уравнения переноса (2.1) в нормированном 

виде: 

 













































909.0886.0859.0830.0798.0764.0727.0688.0647.0605.0562.0

943.0919.0892.0862.0829.0793.0754.0714.0672.0628.0583.0

971.0947.0919.0887.0853.0816.0777.0735.0691.0646.0600.0

990.0966.0937.0905.0870.0832.0792.0749.0705.0659.0612.0

000.1975.0946.0914.0879.0840.0799.0757.0712.0666.0618.0

999.0974.0945.0913.0878.0839.0799.0756.0711.0665.0618.0

988.0964.0935.0903.0868.0831.0790.0748.0704.0658.0611.0

968.0944.0916.0885.0850.0813.0774.0732.0689.0644.0598.0

939.0915.0888.0858.0825.0789.0751.0711.0669.0625.0581.0

904.0881.0855.0826.0794.0759.0723.0684.0643.0602.0559.0

864.0842.0817.0789.0759.0726.0691.0654.0615.0575.0534.0

Tq  

 

и массив  jiqq ,3
~~  , mi ,1 , 10,,1 nj  , полученный в результате расчетов, проводимых 

по рекурсивному алгоритму (2.33) - (2.35): 

 



















































927.0926.0923.0914.0902.0885.0865.0848.0759.0000.1372.0

909.0904.0895.0883.0868.0848.0825.0801.0744.0882.0420.0

892.0884.0872.0856.0837.0815.0789.0762.0719.0777.0456.0

877.0866.0851.0833.0811.0787.0759.0729.0693.0707.0482.0

863.0849.0833.0813.0789.0763.0734.0702.0667.0653.0499.0

852.0837.0818.0795.0770.0743.0712.0679.0645.0617.0511.0

843.0826.0805.0781.0755.0726.0695.0661.0626.0592.0516.0

835.0817.0795.0770.0743.0713.0681.0647.0611.0574.0517.0

829.0810.0787.0762.0734.0704.0670.0636.0599.0562.0516.0

826.0805.0782.0756.0727.0696.0663.0628.0591.0554.0513.0

823.0803.0779.0753.0724.0692.0659.0624.0587.0549.0510.0

3
~q

. 

 

Графическое представление данных распределений показано на рисунках 2.10 и 

2.11 соответственно. Отклонение приближенного решения от точного определялось по 

формуле (2.8) и составило 0.082. Полученный результат можно считать вполне прием-

лемым для данного качественного метода и соответствующего рекурсивного алгоритма. 

Приближенное качественное решение 3
~q  можно далее использовать как исходные дан-

ные для других более точных алгоритмов, описанных в [38]. Ниже приводятся результа-

ты численного исследования алгоритма (2.33) - (2.35).  
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Рисунок 2.10 – Пространственно-временное распределение поля концентрации вредных примесей, соот-

ветствующих точному решению  jiqТ ,ˆ  

 

 

Рисунок 2.11 – Пространственно-временное распределение поля концентрации вредных примесей, соот-

ветствующих приближенному решению  jiq ,~
3 , полученному с использованием рекурсивного алгорит-

ма первой качественной модели одномерного уравнения переноса с погрешностью   082.0~,ˆ 33 qqT  

 
Таблица 2.6 – Влияние размерности задачи на сходимость вычислительного алгоритма первой каче-

ственной модели  
m  n  nm      

3  

5 100 500 1.690 0.325 0.059 

10 100 1000 0.845 0.163 0.082 

10 200 2000 1.690 0.161 0.095 

15 200 3000 1.127 0.109 0.124 

Примечание: nm  - размерность задачи, tx ˆˆ   , x̂  , 3  - отклонение прибли-

женного решения 3
~q  от точного решения Tq . 
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Анализ данных таблицы 2.6 показывает, что увеличение размерности задачи при-

водит к увеличению объема вычислений и, как следствие, накоплению вычислительной 

погрешности. Приемлемой размерностью можно считать размерность 10010 . Кроме 

сходимости, также исследовалась устойчивость вычислительного алгоритма к возмож-

ным погрешностям в исходных данных уравнения (2.1), а именно исследовалась устой-

чивость по правой части уравнения переноса. Алгоритм исследования на устойчивость 

подробно изложен в предыдущем параграфе. Результаты вычислительного эксперимен-

та представлены в таблице 2.7. 

 

Таблица 2.7 – Влияние величины погрешности в исходных данных на коэффициент  

усиления ошибки для первой качественной модели 

    q  S  
___

q  
  

1  

0.010 0.014 0.006 0.0002 0.077 0.106 

0.025 0.015 0.014 0.0004 0.193 0.264 

0.050 0.015 0.028 0.0008 0.386 0.527 

0.075 0.016 0.044 0.0012 0.578 0.789 

0.100 0.018 0.057 0.0016 0.769 1.052 

Примечание:   - погрешность, вносимая в источник  txS , , 
  q  - отклонение приближенного 

решения от точного, S  - величина относительной погрешности функции источника  txS , , q - вели-

чина относительной погрешности функции распределения  txq , ,   - коэффициент усиления ошибки, 

1  - коэффициент усиления относительной ошибки. 

 

Анализируя данные таблицы 2.7, можно сделать вывод об устойчивости исследуе-

мого алгоритма к возможным погрешностям в исходных данных. При этом максимально 

возможной погрешностью, вносимой в правую часть (2.1), можно считать погрешность 

порядка 7.5 % и не выше. 

 

2.6 Разработка методики качественной оценки концентрации аэрозольных 

 примесей в рамках итерационных алгоритмов 

 

Изложенный выше в п. 1.5 подход к построению вычислительных алгоритмов в 

теории переноса, основанный на предварительном преобразовании дифференциального 

уравнения в частных производных в интегро – дифференциальное может быть одновре-

менно использован для построения простых расчетно – аналитических моделей. Эта 

возможность связана с тем, что интегральные уравнения Вольтерра второго рода эффек-
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тивно решаются методом последовательных приближений, то есть алгоритмически сво-

дятся к итерационным вычислительным схемам. Известно, что если интегральное урав-

нение Вольтерра второго рода построено достаточно качественно (его ядро подобрано 

надлежащим образом), то уже первое приближение в итерационном процессе дает не-

плохое представление об аналитических свойствах искомого решения. Важно также за-

метить, что во многих случаях в качестве нулевого приближения в этих задачах доста-

точно использовать свободный член интегрального уравнения. Остается лишь в рас-

сматриваемую задачу ввести те или иные частные допущения, чтобы интеграл, связан-

ный с вычислением первого приближения, брался аналитическими методами. То, что 

получается в результате подобного подхода ниже будет называться приближенной рас-

четно – аналитической моделью в теории переноса субстанции в пограничном слое ат-

мосферы. В качестве примера рассмотрим итерационный процесс, подробно изложен-

ный в п. 1.5: 

         

                 











 


,,,,,,

,,
~ 1

0









txqtxKtxqtxKtxVxt

tdxtxttKxtxtq

t

  (2.36) 

для уравнения турбулентной диффузии, записанного в форме: 

      qKqKVtxSqVq  , . 

Первое приближение для этого процесса дано интегралом: 

         xttdxxttxttKxtq

t

,,,,,,
~

0

1    , Xx 0 ,   (2.37) 

который и постараемся свести ниже к достаточно простому аналитическому выраже-

нию, позволяющему последовательно исследовать влияние тех или иных параметров за-

дачи на искомое решение. Ясно, что упрощение аналитических выражений, включаю-

щих в себя операцию интегрирования или дифференцирования функции, требует ввести 

допущение о характере  поведения этих функций, которые далее бы исключили указан-

ные операции в этих выражениях. Если речь идет о первой итерационной схеме (2.37), 

то упростить ядро 

   
 

























 



t

t

td
x

txV
tttxK

,
exp,,

~
     (2.38) 
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можно, если положить   consttxV , , 0


xV , а также считать  t  константой, равной  . 

Обратимся к полученному ранее в п. 1.5 выражению (1.64) для функции  txq , : 

        

t

t

tdtxttxKtxtxq

0

,,,
~

,,  ,     (2.39) 

     
 

    tdttxKtxStd
x

txV
ttxqtx

t

t

t

t




























 

00

,,
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,
,

exp,, 0  .        (2.40) 

Итак, приведенные условия позволяют записать (2.38) следующим образом: 

        ttettdtttK ttt

t

t

t



















 0,expexp,

~  .   (2.49) 

Здесь ядро интегрального уравнения (2.39) перестает зависеть от переменной x . Подоб-

ное допущение применим и к функционалу    KqKVq xxxx   , то есть, полагаем 

  consttxK , , 0xK , в результате чего придем к выражению   xxx qKqVqqtx   ,,, . 

Свободный член (2.40) в уравнении (2.39) при условиях 0,0  KV  уже исследован-

ных ранее, принимает вид 

                tdtxSeexqtdttKtxStKxqtx

t
ttt

t

 
 ,0,,

~
,0,

~
0,,

00

  .  (2.41) 

Таким образом, основные расчетные формулы метода приняли следующий вид: 

        

t

tdtxttKtxtxq

0

,,
~

,,  ,    (2.42) 

        tdtxSeexqtx

t
ttt  
 ,0,,

0

  ,    (2.43) 

   ttettK
 ,

~
,      (2.44) 

     txqKtxqVqqtx xxx ,,,,,   .    (2.45) 

Данный метод реализуется в виде следующей итерационной схемы: 

           tdxtqtxttKxtxtq

t

 


1

0

,,,
~   .    (2.46) 

Здесь x  фиксировано и играет роль параметра,   - номер итерации. 

 



85 

 

2.7 Анализ эффективности предлагаемых методик качественной оценки значений 

поля концентрации аэрозольных примесей на основе итерационных методов  

численного решения уравнения переноса 

 

Для вычисления значений выражения   xtqtx ,,  в (2.46) на множестве функций 

 xtq  необходима аппроксимация производных  txqx ,  и  txqxx , . С этой целью введем 

равномерную сетку узлов  ix  на интервале  1;0x , mi ,0 . Шаг сетки при этом опре-

деляется так: mx 1 . Внутренние узлы сетки -  ix , 1,1  mi . Внешние узлы сетки - 

 00 x ,  1mx . Далее будем полагать, что на каждом шаге итерации   вычисляется 

последовательность    kk xtqtq )()( 
 , mk ,0 . Это позволяет для каждого   воспользо-

ваться следующими конечно-разностными аппроксимациями для производных  txqx ,  и 

 txqxx , : 
     

x

tqtq

x

xtq kk
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, 1,1  mk . 

При этом    00
)(

0  xtqtq
  и    1)(  mm xtqtq   определены граничными условиями. В 

итоге имеем формулу для расчета значений функции   txqtx ,,,  в точке kxx  : 

            
2

1

)()(

1

)(

1

)()(

)( 2
,,

x

xtqxtqxtq
K

x

xtqxtq
Vxtqtx

kkkkk

kk













  .     (2.47) 

Таким образом, вычислительный процесс для итерационной схемы (2.46) полно-

стью определен и его результатом является последовательность функций   tqk
)( , 

...,2,1 , 1,1  mk . Заменим в выражениях (2.43) - (2.47) функции  xtq )( ,  ttK ,
~

, 

 xt  и   kk xtqtx )(,,   сеточными функциями   )(
,

)( ,


jkjk qtxq  ,   jiji KttK ,

~
,

~
 , 

  jkjk tx ,,    и   )(
,

)( ,
  jkjk tx  ,  jk tx ,  - внутренние узлы равномерной сетки 

1,1  mk , nj ,1 , mx 1 , nt 1 , 2xt  ; xkxk  , mk ,0 , tjt j  , nj ,0 . 

Начальными условиями определяются значения  0, 0
)( txq k

 , mk ,0 ; граничными 

условиями задаются значения  jtxq ,00
)(   и  jm txq ,1)(  , nj ,0 . Тогда выражения 

(2.43) - (2.47) получат следующее представление: 

    
ji

tt

ji KettK ij

,

~
,

~



,                                             (2.48) 
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i
ikjiijkjk qtettxttKtxtxq ij
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)1(
,,

0

)1()( ,,
~

,,
  ,     (2.51) 

...,2,1,0 , jkjkq ,
)0(

,  , 1,1  mk , nj ,1 , интегралы, входящие в выражения (2.43) – 

(2.47) приближенно заменены интегральными суммами с квадратурными коэффициен-

тами  i , ji ,0 , nj ,1 . 

Преобразуем выражения (2.48) – (2.51) следующим образом: 

  ijji ttK  exp
~

, ,                               (2.52) 

        


j

i
ijikijkjk xttStq

0

2
,0,, expexp ,   (2.53) 
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x

,   (2.54) 
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i
ikijijkjk ttq
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,

~exp   .                                (2.55) 

Проверяется условие сходимости: 

  ,                                                       (2.56) 
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k

n

j
jkjk qq

mn
1 1

)1(
,

)(
,1

1  ,                                  (2.57) 

если   , то )(
,,

~ 
jkjk qq  , в противном случае 1 . Сравнение полученного прибли-

женного решения q~  с точным решением Tq  (точное решение получается в «Блоке ис-

ходных данных» и считается в данном тестовом примере известным) выполняется по 

следующей формуле: 

 
 

 





m

k

n

j

jkjkT qq
mn

1 1

,,
~

1

1
 .                                      (2.58) 

Основное назначение данной модели – это возможность расчетно – аналитическим 

путем изучить влияние перечисленных выше параметров модели на пространственно – 
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временную изменчивость поля концентрации загрязняющих веществ в условиях турбу-

лентной диффузии. Важным здесь является то, что за каждым параметром модели стоит 

вполне определенный физический фактор, влияющий на формирование поля  txq ,  в 

области   (в пределах локального объема среды). Конечно, модель носит сугубо при-

ближенный характер, и в случае необходимости уточнить тот или иной результат следу-

ет обратиться к итерационной схеме (2.36) и найти второе приближение   txq ,2  вклю-

чая при этом уже процедуры численного дифференцирования и интегрирования. Для 

краткости далее будем называть модель (2.52) – (2.55) второй качественной моделью. 

Программная реализация вычислительного алгоритма, соответствующего описан-

ному выше итерационному методу, проводилась при следующих значениях исходных 

данных: по заданным значениям см100 V , см70 2
0 K , 3

0 мкг 001.0q , 

 cмкг 0001.0 3
0 S , 0.1 , 1.0 , 001.0 , 5.0 , определяются значения 

04.0x , 0008.0t , 10m , 200n , м700X , с7T , 3
max мкг 0001.0q , 

 cмкг 000009.0 3
max S . Значения 0V , 0K , 0q , 0S  выбирались из таблиц 1 – 8 Приложе-

ния 2 и соответствуют следующим характеристикам состояния атмосферы: нейтральная 

стратификация, высота источника м100Z , тяжелая примесь, мощно-кучевая облач-

ность (CU-Cong). 

Ниже приводятся результаты расчетов в виде следующих массивов – массив 

 ,, jkТ qq  mk ,1 , 20,,1 nj  , который представляет собой точное решение уравнения 

переноса: 

 













































425.0388.0353.0319.0288.0257.0229.0202.0177.0153.0132.0

422.0386.0351.0317.0286.0256.0228.0201.0176.0153.0131.0

419.0393.0349.0316.0284.0254.0226.0199.0175.0152.0130.0

417.0381.0347.0314.0282.0253.0225.0198.0174.0151.0129.0

415.0379.0344.0312.0281.0251.0223.0197.0173.0150.0128.0

412.0376.0342.0309.0279.0250.0222.0196.0171.0149.0128.0

409.0374.0340.0308.0277.0248.0221.0195.0171.0148.0127.0

407.0372.0338.0306.0275.0247.0219.0194.0169.0147.0126.0

404.0369.0336.0304.0274.0245.0218.0192.0168.0146.0125.0

402.0367.0334.0302.0272.0243.0216.0191.0167.0145.0124.0

399.0364.0331.0299.0270.0242.0215.0189.0176.0144.0124.0

Tq  
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и массив  jkqq ,4
~~  , mk ,1 , 20,,1 nj  , полученный в результате расчетов, проводимых 

по итерационному алгоритму (2.52) - (2.55): 

 



















































451.0430.0391.0353.0320.0286.0253.0224.0195.0170.0145.0

450.0429.0391.0353.0319.0285.0253.0223.0195.0169.0145.0

449.0429.0390.0353.0318.0284.0252.0222.0194.0168.0143.0

447.0427.0388.0351.0316.0283.0251.0221.0193.0167.0142.0

444.0424.0386.0349.0314.0281.0249.0220.0192.0166.0142.0

441.0421.0383.0347.0312.0279.0248.0218.0191.0165.0141.0

439.0419.0381.0345.0310.0277.0246.0217.0189.0163.0140.0

436.0416.0378.0342.0308.0276.0245.0216.0188.0163.0139.0

433.0414.0376.0340.0306.0274.0243.0214.0187.0162.0138.0

422.0404.0368.0334.0301.0269.0240.0212.0185.0160.0137.0

417.0398.0362.0327.0295.0264.0235.0208.0182.0158.0135.0

4
~q

. 

 

Графическое представление данных распределений представлено на рисунках 2.12 

и 2.13 соответственно. 

 

 

Рисунок 2.12 – Пространственно-временное распределение поля концентрации вредных примесей,  

соответствующих точному решению  jkqТ ,ˆ  

 

Результаты численного исследования скорости сходимости данного качественного 

метода приведены в таблице 2.8.  
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Рисунок 2.13 – Пространственно-временное распределение поля концентрации вредных примесей, соот-

ветствующих приближенному решению  jkq ,~
4 , полученному с использованием итерационного алго-

ритма второй качественной модели одномерного уравнения переноса с погрешностью 

  021.0~,ˆ 44 qqT  

 

Таблица 2.8 – Результаты исследования скорости сходимости итерационного метода,  

размерность задачи 2000nm  
        q~  

0.1000 1 0.0011 0.0208 0.101 

0.0100 18 0.0009 0.0211 0.104 

0.0050 20 0.0004 0.0211 0.105 

0.0010 21 0.0002 0.0211 0.106 

0.0005 23 0.0001 0.0211 0.106 

Примечание:   - задаваемая точность приближенного решения,   - количество итераций,   - 

среднее отклонение приближенного решения от точного на текущей и предыдущей итерациях,   - 

среднее отклонение приближенного решения от точного решения, q~  - относительная погрешность ме-

тода. 
 

Анализ данных, приведенных в таблице, показывает, что представленный в работе 

итерационный метод при выбранных исходных данных обладает не очень высокой ско-

ростью сходимости. Здесь величина   вычислялась по формуле (2.57),   - по формуле 

(2.58). Величина q~  относительной погрешности метода определялась по формуле 

   
  


m

k

n

j
jkT

m

k

n

j

jkjkT qqqq
1 1

,
1 1

,,
~~  и составила 0.11, что для данного качественного 

метода и соответствующего итерационного алгоритма можно считать вполне приемле-

мым. Однако, приближенное качественное решение q~ , полученное в результате прове-
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денных расчетов, может быть использовано в виде исходных данных в работе других 

более точных алгоритмов.  

В таблице 2.9 показано, как влияет выбор параметра   на точность вычислительно-

го процесса, характеризуемую величиной  , определяемой по формуле (2.58). Расчет-

ные данные таблицы показывают, что уменьшение параметра   приводит к увеличению 

размерности сетки узлов и накоплению вычислительных ошибок, хотя и очень незначи-

тельному. Также видно, что с увеличением n  значение параметра  44
~,qqT  практически 

не изменяется, то есть вычислительный процесс является стабильным, и поэтому при-

емлемыми значениями   при конкретных значениях исходных данных можно считать 

значения  25.0,5.0 . Таким образом, из таблицы видно, каким должен быть параметр 

  для достижения той или иной точности решения. 

 

Таблица 2.9 – Влияние выбора параметра   на сходимость итерационного метода,  

характеризуемую величиной  44
~,qqT  

  m  n  nm  
4  

1/2 10 200 2000 0.021 

1/4 10 400 4000 0.043 

1/2 15 450 6750 0.062 

1/4 15 900 13500 0.091 

Примечание: 
2xt   - параметр сетки, nm  - размерность задачи, 4  - среднее отклонение 

приближенного решения 4
~q  от точного решения Tq . 

 

Проводимое в работе исследование устойчивости данного итерационного метода 

проводилось согласно методике, описанной в п. 2.3. Расчетные данные величин, опреде-

ляемых по формулам (2.11), (2.15), (2.17) и (2.18) и представленные в таблице 2.10, сви-

детельствуют об устойчивости рассматриваемого в работе метода интегральных уравне-

ний и соответствующей итерационной вычислительной схемы. Из таблицы 2.10 видно, 

как влияет величина погрешности в исходных данных на устойчивость вычислительной 

схемы (алгоритма) (2.52) – (2.55) при той или иной размерности задачи. Очевидно, что 

наиболее приемлемой в этом смысле является размерность сетки, равная 2000nm  

узлам, при этом максимально допустимая погрешность в исходных данных составляет 

до 10 % и не выше. Таким образом, вычислительный алгоритм качественной модели 

оценки концентрации аэрозольных примесей на основе итерационного метода обладает 

несколько большей устойчивостью к погрешностям в натурных экспериментах по срав-
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нению с вычислительной схемой качественной модели на основе фундаментальной си-

стемы решений однородного дифференциального уравнения второго порядка с постоян-

ными коэффициентами. 

 

Таблица 2.10 – Влияние величины погрешности в исходных данных на коэффициент усиления ошибки 

для второй качественной модели 

    q  S  
___

q  
  

1  

1000nm  

0.010 0.237 0.001 0.217 0.003 0.073 

0.025 0.236 0.014 0.218 0.067 1.826 

0.050 0.235 0.029 0.219 0.133 3.634 

0.075 0.235 0.044 0.219 0.199 5.429 

0.100 0.236 0.058 0.221 0.264 7.206 

2000nm  

0.010 0.796 0.001 0.755 0.001 0.013 

0.025 0.798 0.014 0.757 0.018 0.332 

0.050 0.801 0.028 0.759 0.037 0.662 

0.075 0.802 0.042 0.761 0.055 0.990 

0.100 0.805 0.056 0.763 0.073 1.317 

4000nm  

0.010 0.305 0.001 0.318 0.002 0.045 

0.025 0.306 0.014 0.319 0.045 1.115 

0.050 0.306 0.029 0.319 0.091 2.229 

0.075 0.307 0.043 0.320 0.136 3.342 

0.100 0.308 0.058 0.322 0.181 4.454 

Примечание:   - погрешность, вносимая в источник  txS , , 
  q  - отклонение приближенного 

решения от точного, S  - величина относительной погрешности функции источника  txS , , q - вели-

чина относительной погрешности функции распределения  txq , ,   - коэффициент усиления ошибки, 

1  - коэффициент усиления относительной ошибки. 

 

2.8 Вопросы сходимости рекурсивно-итерационных методов и алгоритмов в задаче 

моделирования переноса примесей в атмосфере 

 

В п. 1.4 приведены известные оценки для оператора шага и источника, обеспечи-

вающие сходимость вычислительного процесса. Для исследования сходимости рекур-

сивно-итерационных методов и алгоритмов, построенных в диссертации применительно 
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к задаче моделирования переноса примесей в атмосфере, обратимся далее к уравнению 

(2.32) и с учетом введенного обозначения    j
kjk qtxq ˆˆ,ˆˆ   перепишем его в виде: 

       








k

i

j
k

j
iki

k

i

j
iki

j
k qKqKq

1

1

1

 .     (2.59) 

Это выражение по индексу j  определяет рекурсивную вычислительную схему. Дей-

ствительно, при 1j  имеем        




k

i
kii

k

i

iik qKqKq
1

10
1

1

1
1

1  . Значения    0ˆ,ˆˆˆ 0  txqq ii  

заданы начальными условиями на исходное распределение  txq , , и потому вектор 

        11
2

1
1

1 ,...,, nqqqq 


 определяется из решения системы линейных уравнений с тре-

угольной матрицей. При любом значении индекса j  имеем: 

       jjjj qKqKq 


  11 , или          jjj KIqKKIq 
 111   , ...,1,0j . 

Построенные рекурсивные схемы указывают на возможность построения операто-

ров шага. Действительно, при дискретизации уравнения (2.31) вместо  jk txq ˆ,ˆˆ  в левой 

его части запишем     jkjk txqtxq ˆ,ˆˆˆ,ˆˆ
2

1
1  , оставляя все остальное без изменения, как и ра-

нее при выводе (2.32), что приводит к следующему векторному выражению  

          jjjjj qKqKqq 


  11

2

1
, 

которое можно записать в виде 

           jjj KIqKIKIq 
 111 2222

  , или      jjj SqTq 


21  , 

где обозначено 

   KIKIT  22
1


 ,     (2.60) 

  1
2


 KIS  .     (2.61) 

Выражение (2.60) определяет оператор шага в нестационарных задачах (задачах 

эволюционного типа). Уместно упомянуть, что 1T . Это вытекает из леммы Келлога 

[25], в соответствии с которой     1
1




AIAI   при 0  и 0A . Последнее усло-

вие положительной определенности оператора (матрицы) A  далеко не тривиально.  

Поскольку на каждом временном слое рекурсивных вычислительных схем реализу-

ется итерационный процесс, то выполним исследование его сходимости. Если ввести 

линейный функционал    txqqtx t
ˆ,ˆˆˆ,ˆ,ˆ ̂ , как это делалось выше в пределах первой гла-
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вы, то рассмотренные ранее итерационные схемы численного решения интегрального 

уравнения применены в полной мере и к (2.31). Если считать, что модуль  txqt
ˆ,ˆˆ̂  огра-

ничен во всех точках области    1;01;0  , то характер сходимости соответствующего 

итерационного процесса в полной мере согласуется со сходимостью, присущей Воль-

терровским интегральным уравнениям второго рода при их решении методами последо-

вательных приближений. Напомним, что при   указанная сходимость определяется 

величиной 
!


 в метрике 2L  ( 1 , 0 ). Если 1 , то независимо от величины 

!

1


 

сходимость гарантирована и носит характер сходимости геометрической прогрессии со 

знаменателем  . Характерной особенностью интегральной модели (2.31) является зави-

симость   от параметров. Поскольку     411 2
2  rr , то условие 1  

ведет к неравенству 142   , которое связывает параметры интегральной модели 

(2.31)  ,  ,   и может служить условием их выбора в тех или иных вычислительных 

экспериментах. В этом случае критерием выбора параметров модели является скорость 

сходимости соответствующих итерационных схем численного решения интегрального 

уравнения (2.31). Здесь также необходимо учитывать и зависимость ядра уравнения 

 xxK ˆ,ˆ  от названных выше параметров, поэтому требуемый выбор параметров модели 

несколько сложнее и требует проведения соответствующих вычислительных экспери-

ментов. 

Кроме того, интегральная модель (2.31) изучена в предположении, что коэффици-

енты  txp ˆ,ˆ1  и  txp ˆ,ˆ2  являются константами по крайней мере по переменной x̂ . Вместе 

с тем, подобное предположение не является строго обязательным. Определить фунда-

ментальную систему решений  xu ˆ1  и  xu ˆ2  однородного уравнения (2.25) и построить 

затем интеграл  21,,ˆˆ CCxq  (2.28) зачастую можно и в тех случаях, когда  txp ˆ,ˆ1  и  txp ˆ,ˆ2  

не являются константами. В частности эти коэффициенты могут быть полиномами, либо 

другими элементарными функциями. Важно при этом отметить, что если функции 

 txV ,  и  txK ,  определены табличными значениями, скажем в узлах  jk tx ˆ,ˆ , то, исполь-

зуя методы численного дифференцирования, нетрудно рассчитать значения выражений 

  KVK    и   KV    в указанных узлах, а затем для них построить надлежащие 

аппроксимационные многочлены. Подобное направление расчетно – аналитических ис-
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следований следует считать качественным подходом в теории турбулентного переноса 

субстанции применительно к задачам экологии.  

 

Выводы по главе 2 

 

1. Выполнена разработка тестового примера, осуществлен выбор и обоснова-

ние исходных данных, выполнена программная реализация конечно – разностного и 

итерационного алгоритмов для одномерной параметризованной модели переноса при-

месей в атмосфере. На этой основе далее выполнено программирование указанных ал-

горитмов, составляющих методику вычислительного эксперимента. Методика проведе-

ния численных исследований включает в себя: выбор значений 0q , 0V , 0K , 0 , X  и T  в 

соответствии со спецификой конкретной прикладной задачи, масштабами и соответ-

ствующими диапазонами изменения этих констант, установленными на основе анализа 

табличных данных, опубликованных в научной печати; моделирование полей исходных 

данных с пространственно-временной распределенностью по алгоритмам тестовых за-

дач, разработанных в диссертации; нормирование всех переменных и полей, входящих в 

уравнения математических моделей, построение соответствующих им параметризован-

ных моделей; получение приближенных решений по алгоритмам вычислительных моде-

лей; численные исследования сходимости приближенного решения к точному решению; 

численное исследование устойчивости вычислительных методов к погрешностям в ис-

ходных данных; моделирование решений при различных исходных данных. С учетом 

полученных результатов вычислительного эксперимента проведено сопоставление вы-

числительных алгоритмов и сформулированы необходимые рекомендации. 

2. На основе фундаментальной системы решений однородного дифференци-

ального уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами разработана первая 

качественная модель оценки концентрации аэрозольных примесей. Идея построения 

модели состоит в следующем – на основе анализа возможных значений состояния атмо-

сферы, проведенного в первой главе, в параметризованную модель переноса вводятся 

условия, представляющие собой некие ограничения на значения функции скорости вет-

ра и атмосферной турбулентности. Подобные ограничения позволили свести исходное 

уравнение переноса к обыкновенному дифференциальному неоднородному уравнению 

второго порядка при фиксированном значении t̂  для которого существует аналитиче-
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ское решение. Предложенная модель носит сугубо качественный характер и ее основное 

назначение состоит в разработке методик качественной оценки значений параметров в 

задачах математического моделирования явления переноса в турбулентных средах. По-

строен вычислительный алгоритм модели с последующей программной реализацией, 

проведен вычислительный эксперимент, выполнена визуализация результатов модели-

рования. 

3. На основе представления искомого решения интегральным уравнением 

Вольтерра второго рода и метода последовательных приближений разработана вторая 

качественная модель оценки концентрации аэрозольных примесей. Идея построения 

модели состоит в том, что первое приближение итерационного процесса, используемого 

в работе ранее, сведено к достаточно простому аналитическому выражению через 

упрощение его ядра при условии   consttxV , ,   consttxK ,  и 0


xV , 0xK , а также 

  constt  , что позволяет последовательно исследовать влияние тех или иных пара-

метров задачи на искомое решение. Основное назначение второй качественной модели 

заключается в возможности расчетно – аналитическим путем изучить влияние парамет-

ров модели на пространственно – временную изменчивость поля концентрации загряз-

няющих веществ в условиях турбулентной диффузии. Выполнены алгоритмизация мо-

дели и программирование, а также визуализация результатов моделирования, реализо-

вана предварительно разработанная методика вычислительного эксперимента, получены 

результаты расчетов и численных исследований. Рассмотрены вопросы сходимости ре-

курсивно – итерационных вычислительных схем, получены оценки параметров предло-

женных моделей. 

Результаты, полученные в данной главе, опубликованы в работах диссертанта [37, 

41, 43, 45, 74, 76, 77, 78, 80, 82, 84, 86, 94]. 
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Глава 3. Разработка решающих алгоритмов для уравнений переноса в рамках ите-

рационно-рекурсивного подхода. Вычислительные эксперименты и их анализ 

 

Глава посвящена разработке вычислительных схем для пространственной задачи 

переноса и реализации на их основе вычислительного эксперимента по исследованию 

влияния различных значений скорости ветра, турбулентности и других характеристик 

состояния пограничного слоя атмосферы на пространственно-временное распределение 

поля концентрации загрязняющих примесей в атмосфере. Первоначальным этапом явля-

ется построение тестового примера для параметризованной модели пространственной 

задачи переноса, на основе которого в заключительной части главы выполняется тести-

рование алгоритмического и программного обеспечения. Далее в главе выполняется по-

строение вычислительных алгоритмов на основе конечно-разностного и рекурсивно-

итерационного методов, ранее разработанных и исследованных для одномерного пара-

метризованного уравнения переноса в предыдущей главе. Отличительной особенностью 

при этом является то, что трехмерное уравнение переноса рассматривается совместно с 

уравнением неразрывности, что позволяет построить упрощенную модель по сравнению 

с той, которая рассмотрена в первой главе. Соответствующие одномерной задаче пере-

носа вычислительные алгоритмы встраиваются в схему покоординатного расщепления 

исходного уравнения, подробно изложенную в первой главе. В главе излагаются этапы 

построения вычислительных алгоритмов, для которых затем создается программное 

обеспечение. На основе разработанного программно-алгоритмического обеспечения 

проводится вычислительный эксперимент, результаты которого представлены в виде 

графиков и таблиц, проведен анализ результатов, сделаны соответствующие выводы. 

 

3.1 Тестовые примеры для трехмерных задач теории переноса. Выбор и 

обоснование исходных данных 

 

Как отмечалось в п.1.4 трехмерное уравнение переноса субстанции в турбулентной 

среде можно записать в следующем виде [38]: 
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Как отмечалось ранее в первой главе, для нижней части атмосферы с хорошей точ-

ностью выполняется закон сохранения массы, выраженный уравнением неразрывности 

0Vdiv


. В этой ситуации выражение  

     ),(),(),(),(),(),( tPqtPV
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входящее в (3.1), может быть заменено на выражение 
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Последнее дает возможность исходное уравнение (3.1) привести к следующему виду: 
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 ,    (3.2) 

),,( zyxPP   - точка области пространства, 3RP  ,  Tt ,0 , начальные условия: 

)()0,(),( 00
PqPqtPq

t



    для P ,                                 (3.3) 

граничные условия:  

),(),( tPqtPq   для P ,                                          (3.4) 

)()0,( 0 PqPq   и ),( tPq  - заданные функции, а   - граница области  . В уравнении (3.2) 

),( tPq  - концентрация примесей в точке пространства P  в момент времени t  (п. 1.4). 

Кроме того, в данной постановке задачи полагается, что поле турбулентности, 

определяемое коэффициентом турбулентной диффузии, задается следующим образом 
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где обозначено    tPKtPK xxx ,,  ,    tPKtPK yyy ,,  ,    tPKtPK zzz ,,  . 

Согласно теории метода покоординатного расщепления (п. 1.4) сформулировано 

следующее утверждение: процесс решения задачи (3.2) - (3.4) может быть представлен в 

виде трех последовательных подзадач: 

1 jj ttt  

Задача I:                   ),(1
1

111 tPS
z

q
K

z
qV

z
qq zz 






















  ,                        (3.5а) 

),(1 yxzPP  ,  ),0(4 yxPP  ,  ),(5 yxZPP  , )()0,( 1011 PqtPq  , если 0t , 
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),(),( 131  jj tPqtPq ,  если 0t , ),,(),( 441 tyxqtPq  ,  ),,(),( 551 tyxqtPq  ;            (3.5б) 

Задача II:                      ),(2
2

22 tPS
x

q
K

x
qV

x
q xx 





















  ,                              (3.6а) 

),(2 zyxPP  ,   ),0(6 zyPP  ,  ),(7 zyXPP  , 

),(),,( 112  jj tPqtPq , ),,(),( 662 tzyqtPq  ,  ),,(),( 672 tzyqtPq  ;            (3.6б) 

Задача III:                           ),(3
3

33 tPS
y

q
K

y
qV

y
q yy 






















  ,                      (3.7а) 

),(3 zxyPP  ,  ),0(8 zxPP  ,  ),(9 zxYPP  , ),(),( 123  jj tPqtPq , 

),,(),( 883 tzxqtPq  ,  ),,(),( 993 tzxqtPq  ;  1321   .   (3.7б) 

В качестве решения исходного уравнения (3.2) принимается ),(),( 3 tPqtPq  . 

Для уравнения (3.2) построение параметризованной модели выполняется согласно 

алгоритму, рассмотренному в первой главе (п. 1.4) для одномерного уравнения перено-

са, и включает в себя следующие этапы: 

1) нормирование переменных 

Xxx ˆ , Yyy ˆ , Zzz ˆ , Ttt ˆ ,  1,0ˆx ,  1,0ˆy ,  1,0ˆz ,  1,0ˆt ; 

2) нормирование функций исходных данных 

),(max)(
)0(

tPVtV i
P

i  , ),(max)(
)0(

tPKtK i
P

i  , ),(max)(
)0(

tPStS i
P

 ,  

)0(ˆ
iii VVV  , )0(ˆ

iii KKK  , )0(ˆ
iii SSS  , 

 1,0)ˆ,ˆ(ˆ tPVi ,  1,0)ˆ,ˆ(ˆ tPKi ,  1,0)ˆ,ˆ(ˆ tPSi ,  zyxPP ˆ,ˆ,ˆˆ  , 

)ˆ,ˆˆ(ˆ
1 yxzPP  , )ˆ,ˆˆ(ˆ

2 zyxPP  , )ˆ,ˆˆ(ˆ
3 zxyPP  ,  3,2,1i , 

здесь подразумевается соответствие 1V  компоненте поля скорости ветра zV  в направ-

лении оси Oz , соответствие 2V  компоненте поля скорости ветра xV  в направлении 

оси Ox , соответствие 3V  компоненте поля скорости ветра yV  в направлении оси Oy . 

То же касается коэффициентов турбулентности, а именно 1K  соответствует zK , 2K  

соответствует xK  и 3K  соответствует yK ; 

3) нормирование начальных и граничных условий 

)()0,( 0 PqtPq  , )(max 0
)0(

Pqq
P

 , )0(ˆ qqq  , )0(
),()ˆ,ˆ(ˆ qtPqtPq kkkk  ,  9,4k , 

 1,0)ˆ(ˆ0 Pq ,  1,0)ˆ,ˆ(ˆ tPq ,  1,0)ˆ,ˆ(ˆ tPq kk , )ˆ,ˆ0(ˆ
4 yxPP  , )ˆ,ˆ1(ˆ

5 yxPP  , 
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)ˆ,ˆ0(ˆ
6 zyPP  , )ˆ,ˆ1(ˆ

7 zyPP  , )ˆ,ˆ0(ˆ
8 zxPP  , )ˆ,ˆ1(ˆ

9 zxPP  ; 

4) вычисление нормировочных коэффициентов – параметров в параметризованной 

модели 

Ttt  )ˆ()ˆ(ˆ  , ZTtVt zz  )()ˆ( )0( , 2)0( )()ˆ( ZTtKt zz  , )0()0(
1 )()ˆ( qtSTt  , 

XTtVt xx  )()ˆ( )0( , 2)0( )()ˆ( XTtKt xx  , )ˆ()ˆ( 12 tt   , YTtVt yy  )()ˆ( )0( , 

2)0( )()ˆ( YTtKt yy  , )ˆ()ˆ( 23 tt   , ),(),( tPStPS ii  , 3,1i . 

С учетом нормирования переменных и функций, уравнения (3.5) - (3.7) получат 

представление: 
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если 0ˆ t ,    tPqtPq ˆ,ˆˆˆ,ˆˆ 4441  ,    tPqtPq ˆ,ˆˆˆ,ˆˆ 5551  ;                             (3.8) 

Задача II:             tPS
x

q
K

xx

q
V

t

q
xxxx

ˆ,ˆˆ
ˆ

ˆˆ
ˆˆ

ˆˆ
ˆ

ˆ
222

222 


























 , 

   112
ˆ,ˆˆˆ,ˆˆ  jj tPqtPq ,    tPqtPq ˆ,ˆˆˆ,ˆˆ 6662  ,    tPqtPq ˆ,ˆˆˆ,ˆˆ 7772  ;                  (3.9) 

Задача III:             tPS
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 , 

   123
ˆ,ˆˆˆ,ˆˆ  jj tPqtPq ,    tPqtPq ˆ,ˆˆˆ,ˆˆ 8883  ,    tPqtPq ˆ,ˆˆˆ,ˆˆ 9993  .                (3.10) 

Каждое из уравнений (3.8) - (3.10) является фактически одномерным уравнением, 

численное решение которого может быть выполнено методами, изложенными [38]. Осо-

бенным моментом здесь является переход от решения одного уравнения к другому в 

общей схеме расщепления с учетом специфики каждого вычислительного алгоритма. 

Далее разрабатывается тестовый пример, позволяющий моделировать простран-

ственно-временные распределения исходных данных, начальных и граничных условий, 

входящих в вычислительные параметризованные модели, разработанные выше. Моде-

лирование распределений предваряется выбором начальных значений для соответству-

ющих полей из таблиц экспериментальных данных, взятых из литературных источников 

(Приложение 2). На основе разработанного тестового примера далее в главе осуществ-

ляется постановка и реализация вычислительного эксперимента. Как отмечалось ранее в 



100 

 

п. 2.1, основная идея построения тестовых примеров состоит в том, что дискретные (из-

меренные экспериментально) значения исходных распределений, входящих в уравнения 

переноса (3.8) – (3.10) – концентрацию загрязняющих веществ, скорость ветра, коэффи-

циент турбулентной диффузии задаем непрерывными функциями, аналогично тому, как 

это делалось в предыдущей главе. Для задания полей скорости ветра, турбулентной 

диффузии, концентрации примесей были выбраны функции вида: 

             tdvzcvybvxavVtzyxV ˆcos25.01ˆcos25.01ˆsin25.01ˆsin25.01ˆ,ˆ,ˆ,ˆˆ
0  ,  (3.11) 

             tdkzckybkxakKtzyxK ˆcos25.01ˆsin25.01ˆsin25.01ˆsin25.01ˆ,ˆ,ˆ,ˆˆ
0  , (3.12) 

         tzyxqtzyxq ˆcos5.11ˆsin1ˆcos21ˆsin1ˆ,ˆ,ˆ,ˆˆ 0  ;   (3.13) 

где произвольные коэффициенты av , bv , cv , dv , ak , bk , ck , dk  подбирались в вычис-

лительном эксперименте таким образом, чтобы определяемая функция источника 

 tzyxS ˆ,ˆ,ˆ,ˆˆ  принимала только положительные значения. Распределение  tzyxS ˆ,ˆ,ˆ,ˆˆ  на дан-

ном этапе считается неизвестным, его вычисление предполагается с помощью соотно-

шений (3.8) – (3.10) – уравнений параметризованной модели.  

Здесь необходимо сделать следующие пояснения. Соотношения (3.11) - (3.13) поз-

воляют моделировать пространственно-временные распределения поля скорости ветра в 

точке  zyxPP ,, , 3RP  ,  Tt ,0 , а также для других распределений. При этом ре-

альные величины значений распределений и их размерности определяются константами 

0V , 0K , 0q . При построении параметризованной модели (п. 2.1) отмечалось, что суще-

ствуют определенные границы изменения значений указанных полей для каждого опре-

деленного типа состояния атмосферы, например для того или иного типа стратификации 

атмосферы или типа облачности. В приложении 2 приведены таблицы, взятые из лите-

ратурных источников, из которых можно выбрать те или иные значения указанных кон-

стант, представляющих собой, по сути, некие усредненные значения соответствующих 

физических характеристик пограничного слоя атмосферы. В результате, с помощью вы-

ражений (3.11) – (3.13) удается фактически осуществить варьирование соответствующих 

реальных констант в определенных пределах, например, для поля скорости ветра 

 maxmin0 ,VVV  , можно рассчитать 0V  следующим образом   2maxmin0 VVV  . То же 

справедливо и для остальных распределений. 

Для решения первого уравнения в общей схеме расщепления были выбраны сле-

дующие коэффициенты: 21 av , 51 bv , 5.11 cv , 31 dv , 51 ak , 11 bk , 31 ck , 21 dk ; 
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для второго уравнения соответствующие коэффициенты имели вид: 22 av , 52 bv , 

5.12 cv , 32 dv , 52 ak , 12 bk , 32 ck , 22 dk ; и для третьего уравнения 13 av , 

5.03 bv , 23 cv , 5.13 dv , 5.23 ak , 1.03 bk , 23 ck , 23 dk . Для выполнения тре-

буемых вычислений и получения значений искомых распределений по формулам (3.11) 

– (3.13) введем, как и раньше, равномерную сетку узлов   jlki tzyx ,,,  на интервалах 

]1;0[x , ]1;0[y , ]1;0[z , ]1;0[t , mi ,0 , mk ,0 , ml ,0 , nj ,0  и зададим шаб-

лон, то есть множество узлов точек сетки, участвующих далее в аппроксимации диффе-

ренциального выражения. Шаг сетки при этом определяется так:  ix , mi ,0 , 

ixaxi  ,   mabx / ;  ky , mk ,0 , kyayk  ,   maby / ,  lz , ml ,0 , 

lzazl  ,   mabz / ,  jt , nj ,0 , jtсt j  ,   ncdt / . Выполняя вычисле-

ния по формулам (3.11) – (3.13) для каждой такой точки, получим массивы 

 jlki tzyxV ˆ,ˆ,ˆ,ˆˆ ,  jlki tzyxK ˆ,ˆ,ˆ,ˆˆ ,  jlki tzyxq ˆ,ˆ,ˆ,ˆˆ  для каждого момента времени jt , которые 

обозначим соответственно  ix̂ ,  kŷ ,  lẑ ,  jt̂ ,  jlkiq ,,,ˆ ,  jlkiV ,,,
ˆ ,  jlkiK ,,,

ˆ , mi ,0 , 

mk ,0 , ml ,0 , nj ,0 . Для каждого массива определим начальные и граничные усло-

вия, так, как это описано в пункте 2.1. Далее, определив максимальный элемент в каж-

дом массиве, выполним нормирование исходных распределений и вычислим нормиро-

вочные коэффициенты параметризованной модели (3.8) – (3.10) (4 этап процесса норми-

рования уравнений (3.5) - (3.7)). 

Для вычисления значений распределения источника загрязняющих веществ обра-

тимся к параметризованной модели (3.8) – (3.10) и подставим в ее уравнения вычислен-

ные значения нормированных коэффициентов и нормированные распределения полей 

исходных данных. Предварительно введем обозначения для уравнения (3.8): 
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для уравнения (3.9): 
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для уравнения (3.10): 
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С их учетом параметризованная модель (3.8) – (3.10) получит представление: 

                tPStPutPKtPutPvtPVtPqtPu zzzzzzzzzt
ˆ,ˆˆˆ,ˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆ,ˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆ 11111111111   ,  (3.14) 

              tPStPutPKtPutPvtPVtPu xxxxxxxxxt
ˆ,ˆˆˆ,ˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆ,ˆˆ,ˆˆˆ,ˆ

222222222   ,       (3.15) 

              tPStPutPKtPutPvtPVtPu yyyyyyyyyt
ˆ,ˆˆˆ,ˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆ,ˆˆ,ˆˆˆ,ˆ

333333333   .       (3.16) 

Выполняя вычисления согласно (3.14) – (3.16), определим значения правой части 

каждого из уравнений, то есть значения функции источника  tPS ˆ,ˆˆ
11 ,  tPS ˆ,ˆˆ

22 ,  tPS ˆ,ˆˆ
33  и 

)ˆ,ˆ(ˆ tPS . Здесь необходимо отметить, что значения поля  tPS ˆ,ˆˆ  определяются выражени-

ем        tPStPStPStPS ˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆ
332211    в котором значения параметров 1 , 2 , 3  

должны определяться в вычислительном эксперименте с учетом значений параметров 

1 , 2  и 3 . В результате выполненных расчетов все распределения, начальные и гра-

ничные условия, входящие в исходную вычислительную параметризованную модель 

(3.8) – (3.10) становятся известны. Распределение  tPq ˆ,ˆˆ  считаем точным решением и 

обозначим его  tPqT
ˆ,ˆˆ . Дальнейшая реализация вычислительного алгоритма проводится 

в предположении о том, что распределение  tPq ˆ,ˆˆ  не известно и должно определяться в 

ходе вычислений при известных исходных данных, которое обозначим  tPqM
ˆ,ˆˆ .  

 

3.2 Построение рекурсивных алгоритмов для уравнения переноса в рамках 

конечно-разностного подхода 

 

На основе тестового примера, условно называемом в данной работе блоком исход-

ных данных и подробно рассмотренном в предыдущем параграфе, сформированы мас-

сивы значений исходных данных, а именно, начальные и граничные условия  tPq ˆ,ˆˆ , а 

также значения распределений  tPVx
ˆ,ˆˆ ,  tPVy

ˆ,ˆˆ ,  tPVz
ˆ,ˆˆ ,  tPKx

ˆ,ˆˆ ,  tPK y
ˆ,ˆˆ ,  tPKz

ˆ,ˆˆ , 

 tPSx
ˆ,ˆˆ ,  tPS y

ˆ,ˆˆ ,  tPSz
ˆ,ˆˆ  в узлах сетки  ix̂ ,  kŷ ,  lẑ ,  jt̂ ,  jlkiq ,,,ˆ ,  jlkiV ,,,

ˆ ,  jlkiK ,,,
ˆ , 

 jlkiS ,,,
ˆ , mi ,0 , mk ,0 , ml ,0 , nj ,0  и вычислены значения нормировочных кон-

стант maxq , maxV , maxK  и maxS  и параметров модели.  

Далее приступим к реализации процедур «Блока моделирования» алгоритма вы-

числительной модели – нахождению неизвестных значений приближенного решения 

 jlkiq ,,,ˆ  во внутренних узлах сетки, 1,1  mi , 1,1  mk , 1,1  ml , nj ,1  при извест-
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ных значениях исходных данных  ix̂ ,  kŷ ,  lẑ ,  jt̂ ,  jlkiq ,,,ˆ ,  jlkiV ,,,
ˆ ,  jlkiK ,,,

ˆ , 

 jlkiS ,,,
ˆ , mi ,0 , mk ,0 , ml ,0 , nj ,0 ; также известными считаются значения 

 0,,,ˆ lkiq , mi ,0 , mk ,0 , ml ,0  - начальные условия и граничные условия  1,,,0ˆ jlkq , 

 1,,,ˆ jlkmq  при 1,1  mk , 1,1  ml , 1,0  nj ;  1,,0,ˆ jliq ,  1,,,ˆ jlmiq  при 1,1  mi , 

1,1  ml , 1,0  nj ;  1,0,,ˆ jkiq ,  1,,,ˆ jmkiq  при 1,1  mi , 1,1  mk , 1,0  nj .  

В работе [38] в обобщенном виде разработан подобный алгоритм на основе неяв-

ной разностной схемы. В данной работе аналогичный алгоритм строится на основе цен-

тральной и шеститочечной разностных схем, имеющих, как известно, более высокую 

степень точности, а именно, центральная разность вида  
x

tx
x

jiji
ji








 

2
,

,1,1 
, имеет 

порядок аппроксимации  2xO  ; для аппроксимации второй производной используем 

шеститочечную схему вида  
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2

1,11,1,1

2

2 22

2

1
,

xx
tx

x

jijijijijiji
ji


, 

имеющую порядок аппроксимации  22 txO   (п. 1.5). Кроме того, для упрощения вы-

числительно алгоритма, положим, что constt  )( , constt zz   )( , 

constt xx   )( , constt yy   )( , constt zz  )( , constt xx  )( , constt yy  )( , 

constt  11 )(  , constt  22 )(  , constt  33 )(  . С учетом вышесказанного, выраже-

ния для аппроксимации производных полей исходных данных в точке  jlki tzyx ,,, , вхо-

дящих в (3.8) – (3.10), получат следующее представление: 
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В результате конечно-разностное уравнение для внутренних узлов сетки, соответ-

ствующее (3.8), примет вид: 
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111
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tzyxqtzyxa

t

tzyxqtzyxq
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2
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111111
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 2

11111111
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,,,,,,2,,,
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1
,,,

z
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tzyxc

jlkijlkijlki
jlkiz  

     
 1112

11111
,,,

,,,,,,2,,,














 jlki

jlkijlkijlki
tzyxS

z

tzyxqtzyxqtzyxq
 .      (3.17) 

В выражении (3.17) предполагается, что все переменные и функции нормированные. 

Точке пространства ),,( zyxP  ставится в соответствие узловая точка ),,( lki zyxP , Mi ,0 , 

Kk ,0 , Ll ,0 . Коэффициенты в выражении (3.17) имеют представление 

  Ttzyxa jlkiz  1,,, ,    11 ,,,,,,   jlkizzjlkiz tzyxKtzyxc  , 

   
   

z

tzyxKtzyxK
tzyxVtzyxb

jlkizjlkiz
zjlkizzjlkiz









2

,,,,,,
,,,,,,

1111
11  . 

Выражение (3.17) преобразуется к виду 

          11111111111 ,,,,,,1,,,,,, jlkijlkijlkijlki tzyxqtzyxBtzyxqtzyxA   

          jlkijlkijlkijlki tzyxqtzyxDtzyxqtzyxC ,,,,,,,,,,,, 111111111  

        



  jlkijlkijlkijlkiz tzyxqtzyxqtzyxqtzyxc ,,,,,,2,,,,,,

2

1
1111111 ,     (3.18) 

      1111 ,,,,,,
2

1
,,,   jlkizjlkizjlki tzyxcztzyxbtzyxA , 

     1
2

111 ,,,2,,,,,,   jlkizjlkizjlki tzyxcztzyxatzyxB , 

     1111 ,,,,,,,,,   jlkizjlkizjlki tzyxcztzyxbtzyxC , 

    ttzyxStzyxD jlkijlki   11111 ,,,,,,  , 2
1 zt  , Mi ,0 , Kk ,0 , 1,1  Ll , 1,0  Nj , 

),,()0,,,( 01 lkilki zyxqzyxq  , если  0j , Mi ,0 ,  Kk ,0 ,  Ll ,0 , 

),,,(),,,( 31 jlkijlki tzyxqtzyxq  ,  если  0j , Mi ,0 ,  Kk ,0 ,  Ll ,0 , 

),0,,(),,,( 14101   jkijki tyxqtzyxq , ),1,,(),,,( 1511   jkijLki tyxqtzyxq , Mi ,0 , Kk ,0 . 
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Аналогичным образом строятся конечно-разностные схемы для уравнений (3.9) и 

(3.10). Соответственно получаем для второго уравнения (3.9): 
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 ,     (3.19) 

   
   

x
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tzyxVtzyxb

jlkixjlkix
xjlkixxjlkix









2
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,,,,,,

1111
11  , 

   11 ,,,,,,   jlkixxjlkix tzyxKtzyxc  . 

Система линейных алгебраических уравнений, соответствующих (3.19), имеет вид: 

          12122112122 ,,,,,,1,,,,,, jlkijlkijlkijlki tzyxqtzyxBtzyxqtzyxA   

          jlkijlkijlkijlki tzyxqtzyxDtzyxqtzyxC ,,,,,,,,,,,, 212112122  

        



  jlkijlkijlkijlkix tzyxqtzyxqtzyxqtzyxc ,,,,,,2,,,,,,

2

1
1221212 ,     (3.20) 

      1112 ,,,,,,
2

1
,,,   jlkixjlkixjlki tzyxcxtzyxbtzyxA ,    112 ,,,2,,,   jlkixjlki tzyxctzyxB ,  

     1112 ,,,,,,,,,   jlkixjlkixjlki tzyxcxtzyxbtzyxC , 

    ttzyxStzyxD jlkijlki   12212 ,,,,,,  , 2
2 xt  , Mi ,0 , Kk ,0 , 1,1  Ll , 1,0  Nj , 

),,0,(),,,( 16102   jlijli tzxqtzyxq , ),,1,(),,,( 1712   jlijlKi tzxqtzyxq , Mi ,0 , Kk ,0 . 

Для уравнения (3.10) получим следующую вычислительную схему: 
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 .      (3.21) 

В уравнении (3.21) коэффициенты имеют представление: 

   
   

y

tzyxKtzyxK
tzyxVtzyxb

jlkiyjlkiy
yjlkiyyjlkiy









2

,,,,,,
,,,,,,

1111
11  , 



106 

 

   11 ,,,,,,   jlkiyyjlkiy tzyxKtzyxc  . 

Соответствующая (3.21) система линейных алгебраических уравнений записывает-

ся следующим образом: 

          13133113133 ,,,,,,1,,,,,, jlkijlkijlkijlki tzyxqtzyxBtzyxqtzyxA   

          jlkijlkijlkijlki tzyxqtzyxDtzyxqtzyxC ,,,,,,,,,,,, 313113133  

        



  jlkijlkijlkijlkiy tzyxqtzyxqtzyxqtzyxc ,,,,,,2,,,,,,

2

1
1331313 ,     (3.22) 

В выражении (3.22) коэффициенты определяются соотношениями вида:  

      1113 ,,,,,,
2

1
,,,   jlkiyjlkiyjlki tzyxcytzyxbtzyxA , 

   113 ,,,2,,,   jlkiyjlki tzyxctzyxB ,      1113 ,,,,,,,,,   jlkiyjlkiyjlki tzyxcytzyxbtzyxC , 

    ttzyxStzyxD jlkijlki   13313 ,,,,,,  , 2
3 yt  , Mi ,0 , Kk ,0 , 1,1  Ll , 1,0  Nj , 

),,,0(),,,( 18103   jlkjlk tzyqtzyxq , ),,,1(),,,( 1913   jlkjlkM tzyqtzyxq , Mi ,0 , Kk ,0 . 

Системы линейных алгебраических уравнений (3.18), (3.20) и (3.22) с трехдиаго-

нальной симметричной матрицей далее решаются методом прогонки, рассмотренным в 

п. 1.5 и используемым при решении одномерного нестационарного уравнения переноса 

в п. 2.2. 

 

3.3 Структура решающего алгоритма для трехмерной задачи переноса в рамках 

рекурсивно-итерационного подхода 

 

Выполним построение вычислительной схемы решения трехмерного параметризо-

ванного уравнения переноса (3.2), в которой итерационные алгоритмы «встраиваются» в 

схему его покоординатного расщепления. Как отмечалось ранее, каждое уравнение в 

схеме (3.8) - (3.10) является одномерным с соответствующими начальными и граничны-

ми условиями, и к нему можно применить итерационную вычислительную процедуру, 

подробно изложенную в предыдущей главе. В работе [38] описан подобный обобщен-

ный алгоритм. В настоящей работе принимаются допущения, такие же как и в преды-

дущем параграфе, а именно constt  )( , constt zz   )( , constt xx   )( , 

constt yy   )( , constt zz  )( , constt xx  )( , constt yy  )( , constt  11 )(  , 

constt  22 )(  , constt  33 )(  . Это позволяет упростить вычислительный алгоритм. 
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Кроме того, поскольку в рамках метода расщепления трехмерного уравнения переноса 

задача решается на каждом интервале  1, jj tt , то вычисление интегралов, входящих в 

основные расчетные формулы итерационно-рекурсивного вычислительного метода, 

требует значений подынтегральных функций, соответствующих исходным распределе-

ниям. Это в свою очередь обуславливает включение в общую схему алгоритмов проце-

дур аппроксимации на заданном интервале исходных функций. В результате в обоб-

щенном виде алгоритм получает представление: 

для первого уравнения (3.8): 

1 jj tttt ,  

t

t j

tdtPttKtPtPq ),(),(
~

),(),( 111111  ,                                   (3.23) 

  ttttK  exp),(
~

, T ,  

2
11

2

1
111

111

),(
),(

),(),(
),(),(

z

tPq
tPK

z

tPq

z

tPK
tPVtP zz

z
zzz





















  , 

    

t

t

jj

j

tdttKtPStttPqtP ),(
~

),(exp),(),( 1111111  , 

)(),( 1011 PqtPq j  ,  если  0j ,  ),(),( 131  jj tPqtPq ,  если  0j ,  

),,( zyxPP  , ),(1 yxzPP  ,  ),,(),,( 401 tyxqtyxzq  , ),,(),,( 51 tyxqtyxzq L  . 

Соответствующий итерационный алгоритм состоит в следующем: 

 


t

t j

tdtPqtPttKtPtPq )),(,,(),(
~

),(),( 1
)1(

11
)1(

1111
)(

1
  ,   (3.24) 

2
1

)1(
1

2

1
1

)1(
11

11
)1(

1

),(
),(

),(),(
),(),(

z

tPq
tPK

z

tPq

z

tPK
tPVtP zz

z
zzz



























  , 

),( 11
)0(

1 tPq  , ,...2,1,0 ;  если 



),(),( 1

)1(
11

)(
1 tPqtPq , то ),(),( 1

)(
111 tPqtPq


 . 

Для второго уравнения (3.9) аналогичные построения приводят нас к следующему 

вычислительному алгоритму: 

1 jj tttt ,  

t

t j

tdtPtPtPq ),(),(),( 222222  ,                                 (3.25) 

2
22

2

2
222

222

),(
),(

),(),(
),(),(

x

tPq
tPK

x

tPq

x

tPK
tPVtP xx

x
xxx





















  , 
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t

t

j

j

tdtPStPqtP ),(),(),( 2222222  , ),(),( 112  jj tPqtPq , 

),,( zyxPP  , ),(2 zyxPP  , ),,(),,( 602 tzyqtzyxq  , ),,()),,( 72 tzyqtzyxq M  . 

Итерационная схема имеет вид: 

 


t

t j

tdtPqtPtPtPq )),(,,(),(),( 2
)1(

22
)1(

2222
)(

2
  ,    (3.26) 

2

2
)1(

2
2

2
2

)1(
22

22
)1(

2

),(
),(

),(),(
),(),(

x

tPq
tPK

x

tPq

x

tPK
tPVtP xx

x
xxx



























  , 

),( 22
)0(

2 tPq  , ,...2,1,0 ;  если 



),(),( 2

)1(
22

)(
2 tPqtPq , то ),(),( 2

)(
222 tPqtPq


 . 

Для третьего уравнения (3.10) имеем: 

1 jj tttt ,  

t

t j

tdtPtPtPq ),(),(),( 333333  ,                                (3.27) 

2
33

2

3
333

333

),(
),(

),(),(
),(),(

y

tPq
tPK

y

tPq

y

tPK
tPVtP yy

y
yyy























  ,  

 

t

t

j

j

tdtPStPqtP ),(),(),( 3333333  , ),(),( 123  jj tPqtPq ,  

),,( zyxPP  , ),(3 zxyPP  , ),,(),,( 803 tzxqtzxyq  , ),,(),,( 93 tzxqtzxyq K  . 

Итерационная схема имеет представление: 

 


t

t j

tdtPqtPtPtPq )),(,,(),(),( 3
)1(

33
)1(

3333
)(

3
  ,    (3.28) 

2

3
)1(

3
2

3
3

)1(
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)1(

3

),(
),(

),(),(
),(),(

y

tPq
tPK

y

tPq

y

tPK
tPVtP yy

y
yyy





























   

),( 33
)0(

3 tPq  , ,...2,1,0 ;  если 



),(),( 3

)1(
33

)(
3 tPqtPq , то ),(),( 3

)(
333 tPqtPq


 . 

Далее в работе выполняется детальная алгоритмизация (3.23) - (3.28). Заменяя в 

вычислительной схеме (3.24), (3.26) и (3.28) все функции их сеточными аналогами и 

ставя в соответствие точке пространства ),,( zyxPP   точку ),,( lkm zyxP  на сетке 

 lkm zyx ,, , Mm ,0 , Kk ,0 , Ll ,0  для каждого фиксированного момента времени 

jt , Nj ,0 , а также, заменяя интегралы суммами, т.е. применяя процедуры численного 
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интегрирования с соответствующими квадратурными коэффициентами, и включая про-

цедуры аппроксимации исходных данных на временном интервале, окончательно при-

ходим к следующему вычислительному алгоритму решения нестационарного уравнения 

переноса для случая трех пространственных переменных: 

Запуск алгоритма по моментам времени 

1) 1,0  Nj ; NN 
~

. 

2) 
N

t
h ~


 . 

3) Формирование массива квадратурных коэффициентов, соответствующих методу тра-

пеций 5.0~0 
N

 , 1i , 1
~

,1  Ni . 

4) Первая подзадача 

Формирование начальных и граничных условий 

),,(),,,( 01 lkmjlkm zyxqtzyxq  ,  если 0j ,  Mm ,0 ,  Kk ,0 , Ll ,0 ; 

),,,(),,,( 131  jlkmjlkm tzyxqtzyxq ,  если  0j , Mm ,0 ,  Kk ,0 , Ll ,0 ; 

),,(),,,( 401 ikmikm tyxqtzyxq  ,  ),,,(),,,,( 51 ikmiLkm tyxqtzyxq  ,  Mm ,0 ,  Kk ,0 . 

Формирование ядра интегрального уравнения 

5)   rihttK ri  exp),(
~

,  Ni
~

,0 . 

6) Ni
~

,0 . 

7) Формирование функции )0(

1q  

ir ,0 , Mm ,0 ,  Kk ,0 ,  1,1  Ll , 

  rhtzyxStzyxStzyxStzyxS jlkmjlkmjlkmrlkm   ),,,(),,,(),,,(),,,( 11111 , 

  httKtzyxSihtzyxqtzyx ri

i

r

rlkmrjlkmilkm  


),(
~

),,,(exp),,,(),,,(
0

1111  , 

),,,(),,,( 1
)0(

1 ilkmilkm tzyxtzyxq  . 

8) Итерационный алгоритм 

1 , ,...2,1,0   

  rhtzyxVtzyxVtzyxVtzyxV jlkmzjlkmzjlkmzrlkmz   ),,,(),,,(),,,(),,,( 1 , 

  rhtzyxKtzyxKtzyxKtzyxK jlkmzjlkmzjlkmzrlkmz   ),,,(),,,(),,,(),,,( 1 , 
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)1(
1
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),,,(),,,(2),,,(

z

tzyxqtzyxqtzyxq rlkmrlkmrlkm


, 

htzyxttKtzyxtzyxq
i

r

rlkmririlkmilkm  




0

)1(
11

)(
1 ),,,(),(

~
),,,(),,,(

  , 

если 



),,,,(),,,,(

)1(
1

)(
1 ilkmilkm tzyxqtzyxq ,  то ),,,(),,,(

)(
11 ilkmilkm tzyxqtzyxq


 . 

9) Условия перехода между первой и второй подзадачей 

),,,(),,,( 112  jlkmjlkm tzyxqtzyxq , Mm ,0 , Kk ,0 , Ll ,0 . 

10) Вторая подзадача 

Ni
~

,0 . 

Формирование начальных и граничных условий 

),,(),,,( 602 ilkilk tzyqtzyxq  , ),,(),,,( 72 ilkilkM tzyqtzyxq  ,  Ll ,0 ,  Kk ,0 . 

11) Формирование функции )0(
2q  

Ll ,0 ,  Kk ,0 ,  1,1  Mm , 

  rhtzyxStzyxStzyxStzyxS jlkmjlkmjlkmrlkm   ),,,(),,,(),,,(),,,( 21222 , 

htzyxStzyxqtzyx
i

r

rlkmrjlkmilkm  
0

2222 ),,,(),,,(),,,(  , 

),,,(),,,( 2
)0(

2 ilkmilkm tzyxtzyxq  ,  ,...2,1,0  . 

12) Итерационный алгоритм 

1 ,  ,...2,1,0   

ir ,0 ,  Kk ,0 ,  Ll ,0 ,  1,1  Mm , 

  rhtzyxVtzyxVtzyxVtzyxV jlkmxjlkmxjlkmxrlkmx   ),,,(),,,(),,,(),,,( 1 , 

  rhtzyxKtzyxKtzyxKtzyxK jlkmxjlkmxjlkmxrlkmx   ),,,(),,,(),,,(),,,( 1 , 
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если  



),,,(),,,(

)1(
2

)(
2 ilkmilkm tzyxqtzyxq , то ),,,(),,,(

)(
22 ilkmilkm tzyxqtzyxq 

 . 

13) Условия перехода между второй и третьей подзадачей 

),,,(),,,( 123  jlkmjlkm tzyxqtzyxq ,  Mm ,0 , Kk ,0 , Ll ,0 . 

14) Третья подзадача 

Ni
~

,0 . 

Формирование начальных и граничных условий 

),,(),,,( 803 ilmilm tzxqtzyxq  , ),,(),,,( 93 ilmilKm tzxqtzyxq  ,  Ll ,0 ,  Mm ,0 . 

15) Формирование функции )0(
3q  

Ll ,0 ,  Mm ,0 ,  1,1  Kk , 

  rhtzyxStzyxStzyxStzyxS jlkmjlkmjlkmrlkm   ),,,(),,,(),,,(),,,( 31333 , 

htzyxStzyxqtzyx
i

r

rlkmrjlkmilkm  
0

3333 ),,,(),,,(),,,(  , 

),,,(),,,( 3
)0(

3 ilkmilkm tzyxtzyxq  . 

16) Итерационный алгоритм 

1 ,  ,...2,1,0    

ir ,0 , Mm ,0 , Ll ,0 ,  1,1  Kk , 

  rhtzyxVtzyxVtzyxVtzyxV jlkmyjlkmyjlkmyrlkmy   ),,,(),,,(),,,(),,,( 1 , 

  rhtzyxKtzyxKtzyxKtzyxK jlkmyjlkmyjlkmyrlkmy   ),,,(),,,(),,,(),,,( 1 , 
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)1(
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),,,(),,,(2),,,(

y

tzyxqtzyxqtzyxq rlkmrlkmrlkm
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htzyxtzyxtzyxq
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rlkmrilkmilkm  




0

)1(
33

)(
3 ),,,(),,,(),,,(

  , 

если  



),,,(),,,(

)1(
3

)(
3 ilkmilkm tzyxqtzyxq , то  ),,,(),,,(

)(
33 ilkmilkm tzyxqtzyxq 

 . 

17) Условия перехода между третьей и первой подзадачей 

),,,(),,,( 131  jlkmjlkm tzyxqtzyxq , Mm ,0 , Kk ,0 , Ll ,0 .  

18) Если Nj  , то ),,,(),,,( 3 jlkmjlkm tzyxqtzyxq  , Mm ,0 , Kk ,0 , Ll ,0 . 

19) Конец алгоритма. 

 

3.4 Результаты численных экспериментов и их анализ на основе созданного 

 программного обеспечения для задач моделирования нестационарного переноса 

примесей в атмосфере 

 

Программная реализация разработанных в п. 3.2 и п. 3.3 рекурсивного алгоритма на 

основе конечно – разностного метода и рекурсивно – итерационной схемы, в которой 

итерационные алгоритмы «встраиваются» в схему покоординатного расщепления (3.8) – 

(3.10), проводилась при следующих значениях исходных данных: по заданным значени-

ям 3
0 мкг01.0q , с102.0 , 75.1x , 75.1y , 75.1z , 03.0x , 03.0y , 

03.0z , 5.01  , 5.02  , 5.03  , 10M , 10K , 10L , 10N , см60, xV , 

см70, yV , см50, zV , см35 2
0, xK , см45 2

0, yK , см40 2
0, zK  вычислялись значе-

ния величин для первого уравнения м4111 X , c661 T , см6.41min V , см9.111max V , 

см3.37 2
1min K , см4.92 2

1max K ,  смкг00015.0 3
1min S ,  смкг0008.0 3

1max S , для 

второго уравнения - м3952 X , c522 T , см2.42min V , см5.112max V , 

см8.25 2
2min K , см8.66 2

2max K ,  смкг00014.0 3
2min S ,  смкг0006.0 3

2max S , и 

для третьего уравнения - м3603 X , c633 T , см2.53min V , см5.103max V , 

см8.41 2
3min K , см3.68 2

3max K ,  смкг00012.0 3
3min S ,  смкг0008.0 3

3max S ; 

значения для концентрации загрязняющих примесей 3
min мкг001.0q , 
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3

max мкг007.0q . Выбранные исходные данные (значения метеорологических парамет-

ров) соответствуют следующему состоянию атмосферы в пределах пограничного слоя: 

нейтральная стратификация, высота источника м500Z , тяжелая примесь, мощно-

кучевая облачность (CU-Cong) (Приложение 2). 

Точность расчетов характеризуется величиной отклонения приближенного реше-

ния )1,,,(ˆ jlkiqM  от точного )1,,,(ˆ jlkiqT , генерируемого в «Блоке исходных данных», 

по формуле 

 

    

  













i k l
jlkiT

i k l
jlkiMjlkiT

j
q

qq

2
1,,,

2
1,,,1,,,

1отн
ˆ

ˆˆ

 .         (3.29) 

Величина отклонения приближенного решения ),(ˆ kiqM  от точного ),(ˆ kiqT  для мо-

мента времени 0.1ˆ t  составила 18.0)10( j , итоговое значение погрешности (усред-

ненное по времени) определялось по формуле 

 



n

j
jn

1

отнотн

1
          (3.30) 

и составило 12.0 . 

Ниже приведены результаты расчетов по рекурсивно-итерационному алгоритму в 

виде массивов – массив ),(ˆ kiqT , Mi ,0 , Kk ,0  который представляет собой точное 

решение уравнения переноса (массивы представлены при фиксированных значениях 

5l  (данное значение соответствует высоте 250 м.) и 0.1)10(ˆ jt ): 

 













































563.0588.0612.0633.0653.0670.0687.0699.0711.0719.0726.0

547.0571.0595.0615.0635.0651.0666.0679.0691.0701.0710.0

530.0554.0577.0596.0616.0632.0647.0658.0670.0683.0694.0

512.0535.0558.0576.0595.0610.0625.0636.0647.0657.0666.0

494.0516.0537.0556.0573.0588.0603.0614.0624.0631.0637.0

474.0495.0515.0534.0550.0565.0579.0589.0599.0605.0611.0

453.0474.0493.0511.0527.0541.0554.0564.0573.0579.0585.0

432.0452.0471.0487.0502.0515.0528.0537.0546.0552.0557.0

411.0429.0447.0462.0477.0489.0501.0510.0519.0524.0529.0

389.0406.0423.0437.0451.0463.0474.0483.0491.0496.0501.0

366.0382.0398.0412.0425.0436.0447.0455.0463.0468.0472.0

ˆTq  

и массив ),(ˆ kiqM , Mi ,0 , Kk ,0  - приближенное решение 
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816.0862.0908.0945.0981.0005.1028.1027.1026.1988.0948.0

797.0842.0886.0922.0957.0979.0001.1001.1002.1961.0921.0

778.0822.0865.0899.0932.0954.0975.0974.0973.0934.0894.0

753.0795.0836.0868.0899.0921.0941.0938.0937.0899.0861.0

727.0767.0806.0837.0867.0886.0905.0903.0901.0864.0827.0

698.0736.0772.0801.0829.0847.0865.0863.0861.0826.0791.0

669.0704.0738.0765.0792.0808.0824.0822.0820.0787.0754.0

634.0666.0698.0722.0746.0760.0775.0774.0772.0742.0712.0

598.0628.0657.0679.0700.0712.0726.0725.0724.0697.0670.0

548.0574.0599.0618.0637.0648.0659.0660.0661.0639.0619.0

498.0520.0542.0556.0573.0584.0594.0596.0597.0582.0567.0

ˆMq . 

 

На рисунках 3.1 и 3.2 представлены соответствующие этим массивам графические 

изображения точного решения и приближенного решения соответственно. 

 

Рисунок 3.1 – Пространственно – временное распределение поля концентрации вредных примесей, со-

ответствующих точному решению ),(ˆ kiqT  (значения нормированные) при 5l  и 10j  

 

Рисунок 3.2 – Пространственно – временное распределение поля концентрации вредных примесей, со-

ответствующих приближенному решению ),(ˆ kiqM  (значения нормированные) при фиксированных 

5l  и 10j , с погрешностью 0.12 
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Также приведем результаты расчетов в виде массивов – массива ),(ˆ kiqT , Mi ,0 , 

Kk ,0  - точного решения уравнения переноса (массив получен при фиксированных 

значениях 10l  (изменение высоты, что соответствует высоте 500 м.) и 0.1)10(ˆ jt ): 

 













































698.0729.0759.0785.0811.0832.0852.0867.0882.0891.0900.0

678.0708.0737.0762.0788.0808.0828.0842.0857.0866.0875.0

658.0687.0715.0739.0764.0784.0803.0817.0831.0840.0849.0

635.0663.0691.0714.0738.0757.0775.0789.0803.0811.0819.0

612.0639.0666.0689.0711.0729.0747.0761.0774.0782.0790.0

588.0614.0639.0661.0682.0699.0717.0730.0743.0751.0758.0

563.0588.0612.0633.0653.0670.0687.0699.0711.0719.0726.0

536.0560.0583.0603.0623.0639.0655.0666.0678.0684.0689.0

509.0532.0554.0573.0592.0607.0622.0633.0644.0648.0652.0

482.0503.0524.0542.0559.0574.0588.0598.0609.0614.0619.0

454.0474.0494.0511.0527.0541.0554.0564.0574.0580.0586.0

ˆTq  

и массива ),(ˆ kiqM , Mi ,0 , Kk ,0  - приближенного решения уравнения переноса 

 













































869.0914.0959.0996.0033.1059.1086.1094.1101.1078.1055.1

848.0892.0936.0972.0007.1032.1057.1065.1073.1047.1026.1

827.0869.0912.0947.0981.0005.1029.1035.1041.1018.1996.0

812.0841.0882.0915.0947.0971.0992.0998.0004.1982.0961.0

773.0812.0851.0882.0913.0935.0956.0961.0966.0945.0924.0

741.0779.0816.0845.0874.0895.0914.0919.0924.0904.0884.0

711.0746.0781.0808.0835.0854.0872.0877.0881.0862.0843.0

675.0707.0739.0764.0789.0806.0823.0833.0832.0815.0798.0

638.0668.0697.0719.0742.0758.0773.0778.0782.0768.0753.0

591.0618.0644.0659.0684.0699.0712.0718.0722.0712.0701.0

544.0567.0590.0608.0626.0639.0651.0657.0662.0656.0649.0

ˆMq . 

Соответствующие этим массивам графические изображения точного и приближен-

ного решений представлены на рисунках 3.3 и 3.4. 

 

Рисунок 3.3 – Пространственно – временное распределение поля концентрации вредных примесей, со-

ответствующих точному решению ),(ˆ kiqT  (значения нормированные) при 10l  и 10j  
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Рисунок 3.4 – Пространственно – временное распределение поля концентрации вредных примесей, со-

ответствующих приближенному решению ),(ˆ kiqM  (значения нормированные) при фиксированных 

10l  и 10j , с погрешностью 0.12 

 

В таблице 3.1 приведены результаты расчетов при различных значениях размерно-

сти задачи (на примере конечно-разностного алгоритма). 

Таблица 3.1 – Влияние размерности задачи на точность решения трехмерного уравнения переноса с ис-

пользованием рекурсивного алгоритма на основе конечно – разностного метода 

j - номер временного слоя 
 

jотн - относительная погрешность (отклонение 

приближенного решения Mq̂  от точного Tq̂ ) 

5 LKM , 10N  

0 0.039 

5 0.162 

10 0.207 

7 LKM , 10N  

0 0.022 

5 0.111 

10 0.161 

5 LKM , 15N  

0 0.036 

5 0.148 

10 0.196 

15 0.213 

10 LKM , 10N  

0 0.033 

5 0.135 

10 0.178 
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Анализ расчетных значений погрешности вычислений показывает не высокую точ-

ность, хотя и приемлемую, с учетом многомерности и нестационарности исходной зада-

чи. Очевидно, что в данном случае необходимо было бы реализовать технологию распа-

раллеливания вычислительного процесса, что должно явиться в свою очередь следую-

щим шагом в решении указанных проблем. 

Разработанное программное обеспечение позволяет моделировать процесс неста-

ционарного переноса примесей в атмосфере с учетом различных состояний атмосферы в 

пограничном слое. На основе данных мониторинга, приведенных в приложении 2, осу-

ществлялся выбор значений соответствующих параметров. Так, при следующих значе-

ниях исходных данных м648X , с60T , м/с8.100, xV , м/с8.100, yV , м/с8.100, zV , 

/см40 2
0, xK , /см40 2

0, yK , /см4 2
0, zK , 1c013.0  , 3

0 кг/м005.0q , что соответ-

ствует условиям состояния атмосферы: нейтральная стратификация, высота источника
 

м100Z , тяжелая примесь, слоисто-дождевая облачность среднего яруса (Ns-As-Ac) 

(Приложение 2) получено распределение поля концентрации примесей
 

 tPq ,~ , пред-

ставленное на рисунке 3.5 и соответствующие ему линии уровней – рисунок 3.6. 

При значениях исходных данных: м810X , с60T , м/с5.130, xV , 

м/с5.130, yV , м/с5.130, zV , /см25 2
0, xK , /см25 2

0, yK , /см5 2
0, zK , 1c013.0  , 

3
0 кг/м005.0q , что соответствует условиям состояния атмосферы: нейтральная страти-

фикация, высота источника м200Z , тяжелая примесь, слоисто-дождевая облачность 

(Ns-As) (Приложение 2) с использованием разработанного программного комплекса по-

лучено распределение поля концентрации примесей  tPq ,~ , показанное на рисунке 3.7, 

соответствующие ему линии уровней – на рисунке 3.8. 

При значениях исходных данных: м642X , с60T , м/с7.100, xV , 

м/с7.100, yV , м/с7.100, zV , /см150 2
0, xK , /см150 2

0, yK , /см15 2
0, zK , 

1c013.0  , 3
0 кг/м005.0q , что соответствует условиям состояния атмосферы: устой-

чивая стратификация, высота источника м200Z , тяжелая примесь, мощно-кучевая 

облачность (CU-Cong) (Приложение 2) с использованием разработанного программного 

комплекса рассчитано распределение поля концентрации примесей  tPq ,~  – рисунок 3.9, 

соответствующие ему линии уровней – рисунок 3.10. 
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Рисунок 3.5 – Распределение концентрации  tPq ,~ , м/с8.100, xV , м/с8.100, yV , м/с8.100, zV , 

/см40 2
0, xK , /см40 2

0, yK , /см4 2
0, zK , все значения нормированные, фиксированы коорди-

наты z  и t  ( 10l  и 10j ) 

 

 

 

Рисунок 3.6 – Линии уровней, соответствующие распределению концентрации  tPq ,~ , 

  3
min кг/м314.0,~ tPq , 

3
max кг/м754.0),(~ tPq  (соответствует рис. 3.5) 
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Рисунок 3.7 – Распределение концентрации  tPq ,~ , м/с5.130, xV , м/с5.130, yV , м/с5.130, zV , 

/см25 2
0, xK , /см25 2

0, yK , /см5 2
0, zK , все значения нормированные, фиксированы коорди-

наты z  и t  ( 10l  и 10j ) 

 

 

 

Рисунок 3.8 – Линии уровней, соответствующие распределению концентрации  tPq ,~ , 

3
min кг/м287.0),(~ tPq , 

3
max кг/м796.0),(~ tPq  (соответствует рис. 3.7) 
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Рисунок 3.9 – Распределение концентрации  tPq ,~ , м/с7.100, xV , м/с7.100, yV , м/с7.100, zV , 

/см150 2
0, xK , /см150 2

0, yK , /см15 2
0, zK , все значения нормированные, фиксированы коор-

динаты z  и t  ( 10l  и 10j ) 

 

 

Рисунок 3.10 – Линии уровней, соответствующие распределению концентрации
 
 tPq ,~ , 

3
min кг/м309.0),(~ tPq , 

3
max кг/м661.0),(~ tPq  (соответствует рис. 3.9) 

 

При значениях исходных данных: м980X , с60T , м/с4.160, xV , м/с4.160, yV , 

м/с4.160, zV , /см100 2
0, xK , /см100 2

0, yK , /см10 2
0, zK , 1c013.0  , 

3
0 кг/м005.0q , что соответствует условиям состояния атмосферы: нейтральная страти-

фикация, высота источника м500Z , тяжелая примесь, cлоисто-кучевая-дождевая об-

лачность (Ns-As-Cb) (Приложение 2) с использованием разработанного программного 
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комплекса получено распределение поля концентрации примесей  tPq ,~ , показанное на 

рисунке 3.11, соответствующие ему линии уровней – на рисунке 3.12. 

При значениях исходных данных: м1200X , с90T , м/с2.130, xV , 

м/с2.130, yV , м/с2.130, zV , /см200 2
0, xK , /см200 2

0, yK , /см20 2
0, zK , 

1c013.0  , 3
0 кг/м005.0q , что соответствует условиям состояния атмосферы: 

нейтральная стратификация, высота источника м500Z , тяжелая примесь, мощно-

кучевая облачность (CU-Cong) (Приложение 2) с использованием разработанного про-

граммного комплекса получено распределение поля концентрации примесей  tPq ,~ , 

представленное на рисунке 3.13 и соответствующие ему линии уровней – рисунок 3.14. 

При значениях исходных данных: м1200X , с90T , м/с7.130, xV , 

м/с7.130, yV , м/с7.130, zV , /см50 2
0, xK , /см50 2

0, yK , /см5 2
0, zK , 1c003.0  , 

3
0 кг/м005.0q , что соответствует условиям состояния атмосферы: устойчивая страти-

фикация, высота источника м500Z , средняя примесь, слоисто-дождевая облачность 

среднего яруса (Ns-As-Ac) (Приложение 2) с использованием разработанного программ-

ного комплекса получено распределение поля концентрации примесей  tPq ,~ , показан-

ное на рисунке 3.15, соответствующие ему линии уровней – на рисунке 3.16. 

 

Рисунок 3.11 – Распределение концентрации  tPq ,~ , м/с4.160, xV , м/с4.160, yV , 

м/с4.160, zV , /см100 2
0, xK , /см100 2

0, yK , /см10 2
0, zK , все значения нормированные, 

фиксированы координаты z  и t  ( 10l  и 10j ) 
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Рисунок 3.12 – Линии уровней, соответствующие распределению концентрации  tPq ,~ , 

3
min кг/м391.0),(~ tPq , 

3
max кг/м641.0),(~ tPq  (соответствует рис. 3.11) 

 

 

 

Рисунок 3.13 – Распределение концентрации  tPq ,~ , м/с2.130, xV , м/с2.130, yV , 

м/с2.130, zV , /см200 2
0, xK , /см200 2

0, yK , /см20 2
0, zK , все значения нормированные, 

фиксированы координаты z  и t  ( 10l  и 10j ) 
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Рисунок 3.14 – Линии уровней, соответствующие распределению концентрации  tPq ,~ , 

3
min кг/м314.0),(~ tPq , 

3
max кг/м628.0),(~ tPq  (соответствует рис. 3.13) 

 

 

 

Рисунок 3.15 – Распределение концентрации  tPq ,~ , м/с7.130, xV , м/с7.130, yV , 

м/с7.130, zV , /см50 2
0, xK , /см50 2

0, yK , /см5 2
0, zK , все значения нормированные, фик-

сированы координаты z  и t  ( 10l  и 10j ) 
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Рисунок 3.16 – Линии уровней, соответствующие распределению концентрации  tPq ,~ , 

3
min кг/м412.0),(~ tPq , 

3
max кг/м583.0),(~ tPq  (соответствует рис. 3.15) 

 

В таблице 3.2 представлены результаты вычисления минимального и максимально-

го значений поля концентрации загрязняющих веществ, среднее значение в его пределах 

при различных значениях поля скорости ветра, коэффициента турбулентной диффузии и 

типа облачности атмосферы. Таким образом, получены данные о распространении за-

грязняющих веществ в атмосфере с учетом различных метеорологических параметров: 

высоты измерения, скорости ветра, турбулентности, типов стратификации, облачности, 

загрязняющей примеси. Анализируя полученные результаты, представленные в рисун-

ках и таблицах, не трудно видеть, как на различных высотах с усилением скорости ветра 

процесс переноса ускоряется. С усилением турбулентности усиливается процесс размы-

вания профиля  tPq ,~  (рис. 3.5 – 3.15). С увеличением значения коэффициента турбу-

лентности при том же значении скорости ветра (рис. 3.5, 3.9) уровень концентрации 

снижается: 3
max кг/м754.0),(~ tPq  - 3

max кг/м661.0),(~ tPq . При усилении скорости ветра 

(рис. 3.7) при достаточно высоком значении коэффициента турбулентности уровень 

концентрации несколько повышается за счет ускорения процесса переноса: 

3
max кг/м796.0),(~ tPq , но при этом размывание профиля  tPq ,~  усиливается. 
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Таблица 3.2 – Результаты вычислений значений концентрации загрязняющих веществ при различных значениях состояния 

 атмосферы в пределах ее пограничного слоя 

 

 мX   мY   мZ   сT  V   см  K  

 см2  

Тип примеси 

 1c  

Тип облачности  maxmin , qq  

 3мкг   

срq  

 3мкг  

642 642 100 60 10.7 150 0.013 CU-Cong [0.309, 0.661] 0.485 

648 648 200 60 10.8 40 0.013 Ns-As-Ac [0.314, 0.754] 0.534 

1200 1200 200 90 13.2 200 0.013 CU-Cong [0.314, 0.628] 0.471 

810 810 500 60 13.5 25 0.013 Ns-As [0.287, 0.796] 0.542 

1200 1200 500 90 13.7 50 0.003 Ns-As-Ac [0.412, 0.583] 0.498 

980 980 500 60 16.4 100 0.013 Ns-As-Cb [0.391, 0.641] 0.516 

972 972 200 60 13.5 150 0.00013 Cb [0.366, 0.674] 0.520 

642 642 100 60 10.8 100 0.00013 Cb [0.454, 0.616] 0.535 

810 810 500 90 13.5 100 0.003 Cb [0.498, 0.672] 0.585 

810 810 500 60 16.4 250 0.003 Ns-As-Cb [0.387, 0.521] 0.454 

Примечание: X , Y , Z  - пространственные переменные задачи, T  - временная переменная задачи, V  - скорость ветра, K  - атмосферная турбулентность, 

  - вид осаждающейся примеси,  maxmin , qq  - диапазон значений концентрации загрязняющей примеси, срq  - среднее значение концентрации загрязня-

ющей примеси на интервале. Тип облачности: Мощно-кучевая CU-Cong, Слоисто-дождевая среднего яруса Ns-As-Ac, Слоисто-дождевая Ns-As, Кучево-

дождевая Cb, Слоистокучевая-дождевая Ns-As-Cb; Тип примеси: 0.013  1c  - тяжелая, 0.003  1c  - средняя, 0.00013  1c  - легкая. 

 



Выводы по главе 3 

 

1. На основе конечно-разностного метода и численных методов решения 

СЛАУ разработан алгоритм тестового примера для параметризованной модели про-

странственной задачи переноса, на его основе в заключительной части главы выполнено 

тестирование алгоритмического и программного обеспечения. При построении тестово-

го примера осуществлялся выбор исходных данных, выполнялась процедура нормиро-

вания всех переменных и распределений задачи, получена параметризованная модель 

пространственной задачи, проведена оценка значений параметров модели. 

2. В рамках численного метода покоординатного расщепления трехмерного 

параметризованного уравнения переноса с учетом уравнения неразрывности 0Vdiv


 и 

итерационно-рекурсивных методов и алгоритмов, построенных ранее для одномерной 

задачи, выполнено построение вычислительных алгоритмов пространственной задачи 

переноса. Здесь принимались следующие допущения: constt  )( , constt zz   )( , 

constt xx   )( , constt yy   )( , constt zz  )( , constt xx  )( , constt yy  )( , 

constt  11 )(  , constt  22 )(  , constt  33 )(  , что в целом позволило несколько 

упростить вычислительные схемы.  

3. На основе разработанного программно-алгоритмического обеспечения и 

методики тестирования алгоритмов и программ выполнена постановка и проведен вы-

числительный эксперимент по исследованию влияния различных значений скорости 

ветра, турбулентности и других характеристик состояния пограничного слоя атмосферы 

на пространственно-временное распределение поля концентрации загрязняющих приме-

сей на примере решения пространственной задачи переноса. Так, для различных значе-

ний скорости ветра, коэффициента турбулентной диффузии, типа облачности, вида за-

грязняющей примеси, характеризующих различные состояния пограничного слоя атмо-

сферы, построены пространственно – временные распределения концентрации загряз-

няющих примесей и соответствующие им линии уровня. 

Результаты, полученные в данной главе, опубликованы в работах диссертанта [35, 

40, 42, 79, 83, 85]. 
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Глава 4. Разработка системы компьютерного моделирования пространственно-

временной изменчивости поля концентрации загрязнений в атмосфере на основе 

предложенных численных методов и программного обеспечения 

 

Глава посвящена разработке системы компьютерного моделирования простран-

ственно-временной изменчивости поля концентрации загрязнений в атмосфере на осно-

ве предложенных численных методов, подробно рассмотренных в предыдущих главах. 

Основная цель при этом заключается в том, чтобы отобразить взаимные связи между ал-

горитмами, составляющими целостную систему. Данная система может стать в даль-

нейшем ядром некоторой информационной системы, применяемой в задачах экологиче-

ского мониторинга воздушной среды. В главе предлагаются концептуальные схемы та-

кой системы, и затем на их основе выполняется построение самой системы компьютер-

ного моделирования с помощью псевдоязыка программирования. Соответствующие 

этим алгоритмам программы представлены в приложениях. 

 

4.1 Разработка информационно-логической схемы системы компьютерного  

моделирования пространственно-временной изменчивости поля концентрации  

загрязнений в атмосфере 

 

Как отмечалось во введении, прогноз изменения экологических систем, подверга-

ющихся воздействию антропогенных факторов, является важной задачей науки в насто-

ящее время. Важная роль математического моделирования, проведения численных экс-

периментов и комплексный мониторинг в исследовании подобных систем обусловлены 

свойствами многомерности этих систем, неполной предсказуемости их поведения. Су-

ществующий опыт решения научных и практических задач природоохранного направ-

ления показывает, что математические модели и данные натурных исследований явля-

ются равноправными и дополняющими друг друга инструментами для изучения при-

родных процессов. В результате сбора данных к исследователям попадает разнородная 

информация, с разных сторон характеризующая наблюдаемые явления. При этом возни-

кает проблема обеспечения математических моделей исходными данными. В рамках 

этой проблемы в работе созданы математические модели исследуемых процессов, раз-
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работаны соответствующие численные методы, на их основе построены вычислитель-

ные модели и алгоритмы, а также соответствующее программное обеспечение. 

Перечисленные средства математического, вычислительного и программного обес-

печения в совокупности представляют собой информационно-вычислительную тех-

нологию моделирования атмосферных процессов, в частности, процесса нестацио-

нарного диффузного переноса загрязняющих примесей в атмосфере, проблема создания 

и развития которой является актуальной, современной и относится к быстроразвиваю-

щимся в настоящее время информационно-вычислительным технологиям в науках об 

окружающей среде.  

Реализация перечисленных задач основана на применении современных информа-

ционно-вычислительных технологий, а именно, разработке эффективных вычислитель-

ных алгоритмов с учетом современных достижений в области вычислительной матема-

тики, технологии распараллеливания, а также других высокопроизводительных техно-

логий для организации вычислений в задачах моделирования атмосферных процессов. 

Совокупность разрабатываемых методов, моделей и алгоритмов, объединенных в си-

стему, определяет технологию моделирования, позволяющую решать задачу совместно-

го использования экологической информации и вычислительных моделей, способных 

воспринимать приближенные исходные данные. 

Далее представлена разработка системы компьютерного моделирования простран-

ственно-временной изменчивости поля концентрации загрязнений в атмосфере на осно-

ве численных методов, соответствующих тем вычислительным моделям, которые были 

построены выше. Все методы и модели объединяются в единую систему и предусматри-

вают передачу данных из одного модуля в другие. Основные принципы построения по-

добных систем изложены в работах [21, 34, 44]. Система компьютерного моделирования 

представляет собой совокупность взаимосвязанных, полностью детализированных алго-

ритмов, ее организация выполнялась при использовании языка программирования 

Maple, построение драйверных модулей алгоритмической системы позволяет осуществ-

лять последовательный переход от одного модуля к другому с передачей соответствую-

щих данных, что обеспечивает их взаимосвязь и целостность системы. При этом система 

алгоритмов включает в себя головной драйверный алгоритм, драйверы подсистемы 

«Математические модели и вычислительные алгоритмы оценки концентрации загряз-

няющих примесей в турбулентной атмосфере» и алгоритмические модули общесистем-
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ного назначения. Последние являются фактически инструментальными средствами, ис-

пользуемыми при формировании любого модуля системы. Алгоритмы модульной си-

стемы могут быть легко запрограммированы на любом языке высокого уровня. 

Актуальность создания информационно – вычислительных технологий в задачах 

экологического мониторинга природных сред с последующей организацией системы 

компьютерного моделирования алгоритмов, обуславливается тем, что на его основе 

предложена концепция комплексного решения (вычислительная технология) задач пе-

реноса примесей в атмосфере в рамках некоторой информационно – измерительной си-

стемы, предположительно функционирующей на метеорологических станциях или в 

геофизических лабораториях. Данная система алгоритмов является ядром информаци-

онно – вычислительного обеспечения подобных систем и представляет собой комплекс 

взаимосвязанных модулей, каждый из которых есть алгоритмическая реализация того 

или иного вычислительного метода. 

На рисунке 4.1 представлена структурная схема системы моделирования процессов 

переноса загрязняющих примесей, предлагаемая в данной работе, которая включает в 

себя совокупность блоков, обеспечивающих поступление исходных данных в вычисли-

тельные модели. При этом поступающие данные предварительно анализируются, вы-

полняются процедуры нормирования распределений и параметризации вычислительных 

моделей. Ядром системы является блок моделирования, содержащий алгоритмы вычис-

лительных моделей, построенных в работе. Результаты моделирования, полученные в 

этом блоке, подвергаются последующему анализу и могут поступать на вход других мо-

делей, описывающих те или иные процессы, протекающие в атмосфере. 

Остановимся подробно на каждом из блоков системы моделирования процессов 

переноса загрязняющих примесей в атмосфере. Как видно из рисунка 4.1, она включает 

в себя: 

1. «Блок исходных данных», который условно можно рассматривать как две 

взаимосвязанные части (рис. 4.2). Первая часть образована набором так называемых 

«тестовых» задач, генерирующих значения полей исходных данных (массивы исходных 

данных) и применяемых для последующего тестирования алгоритмов и программ, а 

также проведения численных экспериментов. В соответствии с этим в работе проведены 

построения тестовых задач для одномерного уравнения переноса, для трехмерного 

уравнения переноса и для качественных моделей. Вторая часть блока обеспечивает ана-
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лиз и подготовку исходных данных к введению их в модели, а именно, реализует проце-

дуры параметризации исходных моделей, нормирования всех величин и распределений, 

при необходимости, некоторых вычислений недостающих констант или переменных, а 

также процедуры аппроксимации экспериментальных данных и их производных. На 

схеме отражено движение информационных потоков между компонентами блока, все 

данные, генерируемые в «Блоке исходных данных» попадают в «Блок моделирова-

ния». 

2. «Блок моделирования», являющийся ядром системы, поскольку он вклю-

чает в себя все алгоритмы, разработанные в диссертации (рис. 4.3). Имеются в виду вы-

числительные схемы на основе конечных разностей для одномерной и пространствен-

ной моделей переноса; итерационные вычислительные схемы для одномерной и про-

странственной моделей переноса; вычислительные схемы для качественных моделей. 

Условно данный блок можно рассматривать как три взаимосвязанных блока – блок ал-

горитмизации вычислительных методов, блок программирования и блок результатов 

моделирования, новых данных (рис. 4.4). Все компоненты «Блока моделирования» 

взаимосвязаны и представляют собой комплексную систему алгоритмических модулей. 

При этом система остается открытой и может быть изменена или дополнена. На схеме 

отражено движение информационных потоков между компонентами блока, основное 

назначение которого – получение значений поля концентрации примесей, переносимых 

в приземном слое атмосферы. 

3. В блок «Результаты моделирования, новые данные» (рис. 4.4) включены 

алгоритмы исследования рассматриваемых в работе вычислительных моделей на схо-

димость и устойчивость к погрешностям в исходных данных на основе разработанных в 

«Блоке исходных данных» тестовых задач. Также здесь отражено моделирование поля 

концентрации загрязняющих примесей при различных исходных данных, что сопровож-

дается визуализацией полученных результатов. 
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Рисунок 4.1 – Структурная схема системы компьютерного моделирования процессов переноса 

загрязняющих примесей в атмосфере 
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Рисунок 4.2 – Структурная схема «Блока исходных данных» 

 

 

 

Блок исходных данных 

Экспериментальные 

данные 

Алгоритмы аппрокси-

мации производных по 

данным мониторинга 

Блок формирования 

параметрических моде-

лей на основе процеду-

ры нормирования 

 

Блок моделирования 

 

 

 

 

Вторая качественная модель 

 

 

 

 

Вторая качественная модель 

 

 

 

 

 

Тестовые задачи для качествен-

ных моделей 

 

 

 

 

Тестовые задачи для каче-

ственных моделей 

Качественные модели 

 

Первая качественная модель 

Тестовые задачи 

Тестовые задачи для одномер-

ного уравнения переноса 

Тестовые задачи для трехмерно-

го уравнения переноса 



133 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 32 – Структурная схема «Блока моделирования» 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 32 – Структурная схема «Блока моделирования» 

Рисунок 32 – Структурная схема «Блока моделирования» 

 

 

Рисунок 4.3 – Структурная схема «Блока моделирования» 
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Рисунок 4.4 – Структурная схема «Блока результатов моделирования, новых данных» 
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отдельными модулями. Слово система отражает тот факт, что для некоторых стадий вы-

числительного процесса решения какого – либо из уравнений имеются несколько вари-

антов модулей, так что с помощью различных их комбинаций можно получать раз-

нообразные методы. Кроме того, методы могут иметь несколько общих компонент. И, 

наконец, выражение «полностью детализированные алгоритмы» означает, что каждый 

модуль полностью определен, включая любые параметры типа допусков.  

Приведем основные причины, по которым эти алгоритмы включены в данную ра-

боту: 1) дать полностью детализированное описание каждого рассмотренного в диссер-

тации метода численного решения задач переноса. Алгоритмы в основном тексте 

предыдущих глав диссертации излагаются на таком уровне детализации, который явля-

ется достаточным для основательного изучения предмета; 2) показать, что модульная 

конструкция алгоритмов может быть доведена до уровня программной реализации; 3) 

обеспечить методикой преподавания с использованием учебных проектов. Программная 

реализация одного или более методов из этой системы представляет собой превосход-

ный способ закрепления материала, связанного, например, с изучением приближенных 

методов решения уравнений математической физики; 4) способствовать использованию 

структурированного и управляемого программного обеспечения в тестировании новых 

методов численного решения задач переноса и решения других, связанных с ними задач. 

Если готовые программы написаны в модульном стиле, как, например, рассматриваемые 

нами, то можно разработать и протестировать много новых методов, изменив только 

один или несколько модулей. Это обеспечивает пользователя простым управляемым 

средством тестирования; 5) помочь тем прикладникам, которым необходимо разрабо-

тать свои собственные программы. Подчеркнем, что всякий раз, когда это возможно, 

следует пользоваться библиотеками вычислительного программного обеспечения. Од-

нако из-за специфики того или иного класса прикладных задач иногда необходимо раз-

рабатывать специализированные программы на базе либо копий существующих подпро-

грамм, либо их адаптированных вариантов. Эталоном в подобных случаях могут слу-

жить алгоритмы из данной модульной структуры. 

Алгоритмы представлены в виде программ, написанных на языке программирова-

ния Maple 14. Организация данной системы алгоритмов отражает общую схему моде-

лей, представленных во второй и третьей главах работы (рис. 4.1). Методы для всех ти-

пов моделей разбиваются на ряд отдельных функциональных компонент, и каждая ком-
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понента может быть реализована одним или более модулями. В некоторых случаях для 

одной компоненты дается ряд вариантов, каждый из которых можно выбрать. Полный 

метод решения задач, соответствующих той или иной модели схемы (рис. 4.2), создается 

выбором и программированием алгоритмов для каждой из отдельных компонент, а за-

тем объединением их с помощью драйверной программы. 

Каждый алгоритм в том виде, как он был представлен в предыдущих главах дис-

сертации, содержит указания на то, какие требуются компоненты, а также служит драй-

вером, в котором приведены основные шаги методов. Некоторые из этих шагов являют-

ся просто строками программы в драйверном алгоритме, тогда как другие представляют 

собой упомянутые выше компоненты, которые отвечают одному или более отдельным 

модулям. В п. 4.3 приведены отдельные компоненты и модули, используемые для их ре-

ализации. Раздел «Алгоритм» содержит программы драйверных алгоритмов, которые 

следует использовать для программной реализации всей системы алгоритмов. Для про-

граммной реализации одного или нескольких отдельно взятых методов, а не всей систе-

мы в целом, достаточно урезанного варианта драйвера. К каждому головному драйвер-

ному алгоритму добавляется примечание, которое задумано как совет пользователю 

этой системы. В нем могут обсуждаться вопросы выбора параметров, используемых в 

алгоритмах, например параметров, определяющих алгоритмический выбор. В готовой 

программной реализации эти параметры могли бы выбираться пользователем или зада-

ваться определенными значениями в программе.  

Структура каждого модуля имеет следующий вид: 

 Назначение 

 Наименование программы 

 Входные параметры 

 Выходные параметры 

 Память 

 Алгоритм 

 Примечания 

В разделе «Назначение» кратко излагается назначение модуля. В разделе «Наиме-

нование программы» дается ее символическое имя. В двух разделах, рассматривающих 

«параметры», приводятся имена, типы данных и дополнительная информация обо всех 

параметрах модуля. В разделе «Память» определяются размерности массивов. Раздел 
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«Алгоритм» содержит полностью детализированную программу модуля. Форма написа-

ния программ рассчитана на то, чтобы быть понятной для всех пользователей. В ее ос-

нове лежат управляющие структуры языка Maple, которые были выбраны из-за того, что 

их смысл очевиден из написания. Раздел «Примечания» включается на случай дополни-

тельных комментариев, относящихся к модулю. 

Драйверные модули системы формируются с помощью некоторых элементов так 

называемого псевдоязыка программирования [21, 34, 44]. Используются следующие 

управляющие структуры.  

1) Оператор IF-THEN 

1. IF (логическое условие) THEN оператор 

Смысл оператора: если логическое условие истинно, то выполнить оператор  и перейти 

к следующему оператору. 

 2)   Оператор IF-THEN-ELSE 

2.   IF (логическое условие и)  THEN 

      2Т. 1 первый оператор в THEN-блоке 

       …………………………………………… 

      2Т. 5 последний оператор в THEN-блоке 

      ELSE (2) 

      2Е. 1 "первый оператор в ELSE-блоке 

……………………………………………. 

      2Е. 7 последний оператор в ELSE-блоке 

      ENDIF (2) 

Смысл оператора: если логическое условие истинно, то выполнить операторы 2Т.1 – 5, 

иначе выполнить операторы 2Е.1 – 7; затем перейти к оператору, следующему за 

ENDIF. 

2) Вызов подпрограммы выглядит так: 

GALL имя модуля (список аргументов). 

Имя модуля носит описательный характер. Номер модуля всегда дается как сопутству-

ющий комментарий. Аргументы соответствуют в порядке их следования входным пара-

метрам, входно-выходным параметрам и выходным параметрам вызываемого модуля.  

3) оператор END имя модуля. 
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4.3 Программные модули алгоритмической системы  

компьютерного моделирования 

 

Построенные в диссертационной работе алгоритмы и программные средства объ-

единены в алгоритмическую систему, названную в работе «Математические модели и 

вычислительные алгоритмы оценки концентрации загрязняющих примесей в турбу-

лентной атмосфере». Алгоритмическая система компьютерного моделирования пред-

ставлена совокупностью взаимосвязанных драйверов, каждый из которых соответствует 

тому или иному блоку информационно-вычислительной системы мониторинга и про-

гноза экологического состояния воздушного бассейна, описание которой изложено вы-

ше. Основным (головным) является драйверный модуль GDM. Инициализация данного 

модуля позволяет последовательно активизировать подсистемы (их соответствующие 

драйверы), описание и назначение которых подробно излагается ниже. Каждый из этих 

драйверов в свою очередь подключает алгоритмические модули, соответствующие тем 

или иным вычислительным методам, выбор которых определяется значением соответ-

ствующих глобальных переменных типа global.  

Головной драйверный алгоритм модульной системы GDM 

Назначение: Обеспечивает взаимосвязь драйверных алгоритмов основных моду-

лей системы и их последовательное выполнение. 

Наименование программы: GDM (входные и выходные параметры). 

Входные параметры: global1 – определяет выбор одного из двух базовых модулей 

системы MODUL1 – подсистема алгоритмов и программ, предназначенных для решения 

одномерной задачи переноса и MODUL2 – подсистема алгоритмов и программ, предна-

значенных для решения трехмерной задачи переноса. 

Выходные параметры: выходные параметры каждого из модулей, описаны внутри 

них. 

Память: описана внутри модулей 

Алгоритм: (*Инициализирующая часть*) 

IF (global1=1) THEN 

  CALL MODUL1 (input and output parameters); 

        END IF 

IF (global1=3) THEN 
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  CALL MODUL2 (input and output parameters); 

        END IF 

END (GDM) 

Драйвер модульной системы алгоритмов MODUL1 – «Подсистема алгоритмов ре-

шения одномерного уравнения переноса» 

Назначение: Обеспечивает взаимосвязь драйверных алгоритмов решения одно-

мерного уравнения переноса и их последовательное выполнение. 

Наименование программы: MODUL1 (входные и выходные параметры). 

Входные параметры: global2 – определяет выбор одного из четырех  модулей си-

стемы MODUL1, а именно KRM_1 – алгоритм, реализующий конечно-разностный ме-

тод и метод прогонки решения одномерного уравнения переноса; ITERM_1 – итераци-

онный алгоритм, реализующий метод интегральных уравнений решения одномерного 

уравнения переноса; KACHM_1 – алгоритм, соответствующий первой качественной мо-

дели решения одномерного уравнения переноса; KACHM_2 – алгоритм, соответствую-

щий второй качественной модели решения одномерного уравнения переноса. Активиза-

ция программных модулей, соответствующих указанным алгоритмам, предваряется вы-

зовом и активизацией программно-алгоритмического модуля BIDAN_1, соответствую-

щего «Блоку исходных данных» для одномерной задачи переноса. 

Выходные параметры: выходные параметры каждого из модулей, описаны внутри 

них. 

Память: описана внутри модулей 

Алгоритм: (*Инициализирующая часть*) 

CALL BIDAN_1 (input and output parameters); 

IF (global2=1) THEN 

  CALL KRM_1 (input and output parameters); 

        END IF 

IF (global2=2) THEN 

  CALL ITERM_1 (input and output parameters); 

        END IF 

IF (global2=3) THEN 

  CALL KACHM_1 (input and output parameters); 

        END IF 
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IF (global2=4) THEN 

  CALL KACHM_2 (input and output parameters); 

        END IF 

END (MODUL1) 

Драйвер модульной системы алгоритмов MODUL2 – «Подсистема алгоритмов ре-

шения трехмерного уравнения переноса» 

Назначение: Обеспечивает взаимосвязь драйверных алгоритмов решения трехмер-

ного уравнения переноса и их последовательное выполнение. 

Наименование программы: MODUL2 (входные и выходные параметры). 

Входные параметры: global3 – определяет выбор одного из четырех  модулей си-

стемы MODUL2, а именно KRM_3 – алгоритм, реализующий конечно-разностный ме-

тод и метод прогонки решения трехмерного уравнения переноса в рамках метода поко-

ординатного расщепления; ITERM_3 – итерационный алгоритм, реализующий метод 

интегральных уравнений решения трехмерного уравнения переноса в рамках метода по-

координатного расщепления; KACHM_3_1 – алгоритм, соответствующий первой каче-

ственной модели решения трехмерного уравнения переноса, реализуемый в рамках ме-

тода покоординатного расщепления; KACHM_3_2 – алгоритм, соответствующий второй 

качественной модели решения трехмерного уравнения переноса, реализуемый в рамках 

метода покоординатного расщепления. Активизация программных модулей, соответ-

ствующих указанным алгоритмам, предваряется вызовом и активизацией программно-

алгоритмического модуля BIDAN_3, соответствующего «Блоку исходных данных» для 

трехмерной задачи переноса. 

Выходные параметры: выходные параметры каждого из модулей, описаны внутри 

них. 

Память: описана внутри модулей 

Алгоритм: (*Инициализирующая часть*) 

CALL BIDAN_3 (input and output parameters); 

IF (global3=1) THEN 

  CALL KRM_3 (input and output parameters); 

        END IF 

IF (global3=2) THEN 
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  CALL ITERM_3 (input and output parameters); 

        END IF 

IF (global3=3) THEN 

  CALL KACHM_3_1 (input and output parameters); 

        END IF 

IF (global3=4) THEN 

  CALL KACHM_3_2 (input and output parameters); 

        END IF 

END (MODUL2) 

Модуль BIDAN_1, вызываемый в драйвере MODUL1 

Назначение: Генерация массивов и переменных исходных данных для одномерной 

задачи в модели диффузионного переноса субстанции. 

Наименование программы: BIDAN_1 (входные и выходные параметры). 

Входные параметры: x  –  пространственная переменная, t  – временная перемен-

ная;  txV ,  –  поле скорости ветра для одномерной задачи переноса,  txK ,  –  поле ко-

эффициента турбулентной диффузии для одномерной задачи переноса,  txqТ ,  – поле 

концентрации примесей (точное решение) для одномерной задачи переноса; 
0

V , 
0

K , 
0

q  

–  заданные константы (усредненные значения соответствующих физических характери-

стик пограничного слоя атмосферы);  ,  ,  ,   –  безразмерные параметры модели 

для одномерной задачи переноса; X , T  –  величины, связанные с выбором интервалов 

 X,0  и  T,0  для одномерной задачи переноса.  

Выходные параметры: Размерность задачи nm ; нормировочные коэффициенты 

maxV , maxK , maxq , maxS ; массивы, соответствующие пространственным  ix̂ , mi ,0  и 

временным  jt̂ , nj ,0  переменным; массивы значений скорости ветра  jiV ,
ˆ , mi ,0 , 

nj ,0 , турбулентности  jiK ,
ˆ , mi ,0 , nj ,0 , концентрации загрязняющих веществ 

 jiq ,ˆ , mi ,0 , nj ,0 , функции источника  jiS ,
ˆ , mi ,0 , nj ,0 ; массивы их первых и 

вторых производных. 

Память: описана внутри модулей подсистемы алгоритмов MODUL1. 

Примечание: разработка соответствующего вычислительного алгоритма с описа-

нием всех переменных и массивов задачи приведена в п. 2.1; листинг соответствующей 
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программы, выполненной на языке программирования Maple 14, расположен в Прило-

жении 3.1.  

Модуль KRM_1, вызываемый в драйвере MODUL1 

Назначение: Численная реализация рекурсивного вычислительного алгоритма на 

основе конечно-разностного метода и метода прогонки в одномерной задаче расчета 

концентрации загрязняющих примесей  txq ,~ , распространяющихся в приземном слое 

атмосферы. 

Наименование программы: KRM_1 (входные и выходные параметры). 

Входные параметры: x  – пространственная переменная, t  – временная перемен-

ная; x , t  – значения, определяющие шаг сетки;  txV ,  – поле скорости ветра для од-

номерной задачи переноса,  txK ,  – поле коэффициента турбулентной диффузии для 

одномерной задачи переноса,  txS ,  – поле источника загрязняющих примесей для од-

номерной задачи переноса,  txqТ ,  – поле концентрации загрязняющих примесей (точ-

ное решение) для одномерной задачи переноса; 
0

V , 
0

K , 
0

q  – заданные константы 

(усредненные значения соответствующих физических характеристик пограничного слоя 

атмосферы);  ,  ,  ,   – безразмерные параметры модели для одномерной задачи пе-

реноса; X , T  – величины, связанные с выбором интервалов  X,0  и  T,0  для одномер-

ной задачи переноса. 

Выходные параметры:  txq ,~  – поле концентрации загрязняющих примесей 

(приближенное решение) для одномерной задачи переноса. 

Память: размерность массивов для точного  txqТ ,  и приближенного  txq ,~  реше-

ний одномерной задачи переноса составила 16000nm . 

Примечание: разработка соответствующего вычислительного алгоритма с описа-

нием всех переменных и массивов задачи, результаты вычислений приведены в п. 1.3 и 

п. 2.2; листинг соответствующей программы, выполненной на языке программирования 

Maple 14, расположен в Приложении 3.2. 

Модуль ITERM_1, вызываемый в драйвере MODUL1 

Назначение: Численная реализация итерационного вычислительного алгоритма на 

основе «метода интегральных уравнений» в одномерной задаче расчета концентрации 

загрязняющих примесей  txq ,~ , распространяющихся в приземном слое атмосферы. 

Наименование программы: ITERM_1 (входные и выходные параметры). 
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Входные параметры: x  – пространственная переменная, t  – временная перемен-

ная; x , t  – значения, определяющие шаг сетки;  txV ,  – поле скорости ветра для од-

номерной задачи переноса,  txK ,  – поле коэффициента турбулентной диффузии для 

одномерной задачи переноса,  txS ,  – поле источника загрязняющих примесей для од-

номерной задачи переноса,  txqТ ,  – поле концентрации загрязняющих примесей (точ-

ное решение) для одномерной задачи переноса; 
0

V , 
0

K , 
0

q  – заданные константы 

(усредненные значения соответствующих физических характеристик пограничного слоя 

атмосферы);  ,  ,  ,   – безразмерные параметры модели для одномерной задачи пе-

реноса; X , T  – величины, связанные с выбором интервалов  X,0  и  T,0  для одномер-

ной задачи переноса. 

Выходные параметры:  txq ,~  – поле концентрации загрязняющих примесей 

(приближенное решение) для одномерной задачи переноса. 

Память: размерность массивов для точного  txqТ ,  и приближенного  txq ,~  реше-

ний одномерной задачи переноса составила 16000nm . 

Примечание: разработка соответствующего вычислительного алгоритма с описа-

нием всех переменных и массивов задачи, результаты вычислений приведены в п. 1.3 и 

п.2.2; листинг соответствующей программы, выполненной на языке программирования 

Maple 14, расположен в Приложении 3.3.  

Модуль KACHM_1, вызываемый в драйвере MODUL1 

Назначение: Численная реализация рекурсивного вычислительного алгоритма 

первой качественной модели одномерного уравнения переноса для расчета концентра-

ции загрязняющих примесей  txq ,~ , распространяющихся в приземном слое атмосферы. 

Наименование программы: KACHM_1 (входные и выходные параметры). 

Входные параметры: x  – пространственная переменная, t  – временная перемен-

ная; x , t  – значения, определяющие шаг сетки;  txV ,  – поле скорости ветра для од-

номерной задачи переноса,  txK ,  – поле коэффициента турбулентной диффузии для 

одномерной задачи переноса,  txS ,  – поле источника загрязняющих примесей для од-

номерной задачи переноса,  txqТ ,  – поле концентрации загрязняющих примесей (точ-

ное решение) для одномерной задачи переноса; 
0

V , 
0

K , 
0

q  – заданные константы 

(усредненные значения соответствующих физических характеристик пограничного слоя 
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атмосферы);  ,  ,  ,   – безразмерные параметры модели для одномерной задачи пе-

реноса;  ,  ,  , 1r , 2r  – параметры первой качественной модели; X , T  – величины, 

связанные с выбором интервалов  X,0  и  T,0  для одномерной задачи переноса. 

Выходные параметры:  txq ,~  – поле концентрации загрязняющих примесей 

(приближенное решение) для одномерной задачи переноса. 

Память: размерность массивов для точного  txqТ ,  и приближенного  txq ,~  реше-

ний одномерной задачи переноса составила 1000nm . 

Примечание: разработка соответствующего вычислительного алгоритма с описа-

нием всех переменных и массивов задачи, результаты вычислений приведены в п. 2.4 и 

п. 2.5; листинг соответствующей программы, выполненной на языке программирования 

Maple 14, расположен в Приложении 3.4.  

Модуль KACHM_2, вызываемый в драйвере MODUL1 

Назначение: Численная реализация итерационного вычислительного алгоритма 

второй качественной модели одномерного уравнения переноса для расчета концентра-

ции загрязняющих примесей   txq ,~ , распространяющихся в приземном слое атмосфе-

ры. 

Наименование программы: KACHM_2 (входные и выходные параметры). 

Входные параметры: x  – пространственная переменная, t  – временная перемен-

ная; x , t  – значения, определяющие шаг сетки;  txV ,  – поле скорости ветра для од-

номерной задачи переноса,  txK ,  – поле коэффициента турбулентной диффузии для 

одномерной задачи переноса,  txS ,  – поле источника загрязняющих примесей для од-

номерной задачи переноса,  txqТ ,  – поле концентрации загрязняющих примесей (точ-

ное решение) для одномерной задачи переноса; 
0

V , 
0

K , 
0

q  – заданные константы 

(усредненные значения соответствующих физических характеристик пограничного слоя 

атмосферы);  ,  ,  ,   – безразмерные параметры модели для одномерной задачи пе-

реноса;   – параметр сетки второй качественной модели; X , T  – величины, связанные 

с выбором интервалов  X,0  и  T,0  для одномерной задачи переноса. 

Выходные параметры:  txq ,~  – поле концентрации загрязняющих примесей 

(приближенное решение) для одномерной задачи переноса. 
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Память: размерность массивов для точного  txqТ ,  и приближенного  txq ,~  реше-

ний одномерной задачи переноса составила 2000nm . 

Примечание: разработка соответствующего вычислительного алгоритма с описа-

нием всех переменных и массивов задачи, результаты вычислений приведены в п. 2.6 и 

п. 2.7; листинг соответствующей программы, выполненной на языке программирования 

Maple 14, расположен в Приложении 3.5.  

Модуль BIDAN_3, вызываемый в драйвере MODUL2 

Назначение: Генерация массивов и переменных исходных данных для простран-

ственной задач в модели диффузионного переноса субстанции. 

Наименование программы: BIDAN_3 (входные и выходные параметры). 

Входные параметры: x , y , z  – пространственные переменные, t  – временная пе-

ременная;  tPV ,  – поле скорости ветра для пространственной задачи переноса,  tPK ,  

– поле коэффициента турбулентной диффузии для пространственной задачи переноса, 

 tPqТ ,  – поле концентрации примесей (точное решение) для пространственной задачи 

переноса; 
0

V , 
0

K , 
0

q  – заданные константы (усредненные значения соответствующих 

физических характеристик пограничного слоя атмосферы);  ,  ,  ,   – безразмерные 

параметры модели для пространственной задачи переноса; X , Y , Z , T  – величины, 

связанные с выбором интервалов  X,0 ,  Y,0 ,  Z,0  и  T,0  для пространственной зада-

чи переноса. 

Выходные параметры: Размерность задачи nmmm  ; нормировочные коэф-

фициенты maxV , maxK , maxq , maxS ; массивы, соответствующие пространственным  ix̂ , 

mi ,0 ,  kŷ , mk ,0 ,  lẑ , ml ,0 , и временным переменным  jt̂ , nj ,0 ; массивы 

значений скорости ветра  jlkiV ,,,
ˆ , mi ,0 , mk ,0 , ml ,0 , nj ,0 , турбулентности 

 jlkiK ,,,
ˆ , mi ,0 , mk ,0 , ml ,0 , nj ,0 , концентрации загрязняющих веществ 

 jlkiq ,,,ˆ , mi ,0 , mk ,0 , ml ,0 , nj ,0 , функции источника  jlkiS ,,,
ˆ , mi ,0 , 

mk ,0 , ml ,0 , nj ,0 ; массивы их первых и вторых производных. 

Память: описана внутри модулей подсистемы алгоритмов MODUL2. 

Примечание: разработка соответствующего вычислительного алгоритма с описа-

нием всех переменных и массивов задачи, результаты вычислений приведены в п. 3.1; 



146 

 

листинг соответствующей программы, выполненной на языке программирования Maple 

14, расположен в Приложении 3.6.  

Модуль KRM_3, вызываемый в драйвере MODUL2 

Назначение: Реализация рекурсивного вычислительного алгоритма на основе ко-

нечно-разностного метода решения трехмерного уравнения переноса в рамках метода 

покоординатного расщепления для расчета поля концентрации загрязняющих примесей 

 tPq ,~ . 

Наименование программы: KRM_3 (входные и выходные параметры). 

Входные параметры: x , y , z  – пространственные переменные, t  – временная пе-

ременная; x , y , z , t  – значения, определяющие шаг сетки;  tPV ,  – поле скорости 

ветра для пространственной задачи переноса,  tPK ,  – поле коэффициента турбулент-

ной диффузии для пространственной задачи переноса,  tPS ,  – поле источника загряз-

няющих примесей для пространственной задачи переноса,  tPqТ ,  – поле концентрации 

примесей (точное решение) для пространственной задачи переноса; 
0

V , 
0

K , 
0

q  – задан-

ные константы (усредненные значения соответствующих физических характеристик по-

граничного слоя атмосферы);  ,  ,  ,   – безразмерные параметры модели для про-

странственной задачи переноса; X , Y , Z , T  – величины, связанные с выбором интер-

валов  X,0 ,  Y,0 ,  Z,0  и  T,0  для пространственной задачи переноса. 

Выходные параметры:  tPq ,~  – поле концентрации загрязняющих примесей 

(приближенное решение) для пространственной задачи переноса. 

Память: размерность массивов для точного  tPqТ ,  и приближенного  tPq ,~  ре-

шений пространственной задачи переноса составила 10000 nmmm . 

Примечание: разработка соответствующего вычислительного алгоритма с описа-

нием всех переменных и массивов задачи, результаты вычислений приведены в п. 3.2; 

листинг соответствующей программы, выполненной на языке программирования Maple 

14, расположен в Приложении 3.7.  

Модуль INERM_3, вызываемый в драйвере MODUL2 

Назначение: Реализация рекурсивно - итерационного вычислительного алгоритма 

решения трехмерного уравнения переноса в рамках метода покоординатного расщепле-

ния для расчета поля концентрации загрязняющих примесей  tPq ,~ . 

Наименование программы: INERM_3 (входные и выходные параметры). 
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Входные параметры: x , y , z  – пространственные переменные, t  – временная пе-

ременная; x , y , z , t  – значения, определяющие шаг сетки;  tPV ,  – поле скорости 

ветра для пространственной задачи переноса,  tPK ,  – поле коэффициента турбулент-

ной диффузии для пространственной задачи переноса,  tPS ,  – поле источника загряз-

няющих примесей для пространственной задачи переноса,  tPqТ ,  – поле концентрации 

примесей (точное решение) для пространственной задачи переноса; 
0

V , 
0

K , 
0

q  – задан-

ные константы (усредненные значения соответствующих физических характеристик по-

граничного слоя атмосферы);  ,  ,  ,   – безразмерные параметры модели для про-

странственной задачи переноса; X , Y , Z , T  – величины, связанные с выбором интер-

валов  X,0 ,  Y,0 ,  Z,0  и  T,0  для пространственной задачи переноса. 

Выходные параметры:  tPq ,~  – поле концентрации загрязняющих примесей 

(приближенное решение) для пространственной задачи переноса. 

Память: размерность массивов для точного  tPqТ ,  и приближенного  tPq ,~  ре-

шений пространственной задачи переноса составила 10000 nmmm . 

Примечание: разработка соответствующего вычислительного алгоритма с описа-

нием всех переменных и массивов задачи, результаты вычислений приведены в п. 3.3; 

листинг соответствующей программы, выполненной на языке программирования Maple 

14, расположен в Приложении 3.8.  

Модуль KACHM_3_1, вызываемый в драйвере MODUL2 

Назначение: Численная реализация рекурсивного вычислительного алгоритма ре-

шения трехмерного уравнения переноса в рамках метода покоординатного расщепления 

для расчета поля концентрации загрязняющих примесей  tPq ,~  на основе первой каче-

ственной модели одномерного уравнения переноса. 

Наименование программы: KACHM_3_1 (входные и выходные параметры). 

Входные параметры: x , y , z  – пространственные переменные, t  – временная пе-

ременная; x , y , z , t  – значения, определяющие шаг сетки;  tPV ,  – поле скорости 

ветра для пространственной задачи переноса,  tPK ,  – поле коэффициента турбулент-

ной диффузии для пространственной задачи переноса,  tPS ,  – поле источника загряз-

няющих примесей для пространственной задачи переноса,  tPqТ ,  – поле концентрации 

примесей (точное решение) для пространственной задачи переноса; 
0

V , 
0

K , 
0

q  – задан-
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ные константы (усредненные значения соответствующих физических характеристик по-

граничного слоя атмосферы);  ,  ,  ,   – безразмерные параметры модели для про-

странственной задачи переноса; X , Y , Z , T  – величины, связанные с выбором интер-

валов  X,0 ,  Y,0 ,  Z,0  и  T,0  для пространственной задачи переноса. 

Выходные параметры:  tPq ,~  – поле концентрации загрязняющих примесей 

(приближенное решение) для пространственной задачи переноса. 

Примечание: требуется разработка соответствующего вычислительного алгоритма 

и его программная реализация.  

Модуль KACHM_3_2, вызываемый в драйвере MODUL2 

Назначение: Численная реализация рекурсивно - итерационного вычислительного 

алгоритма решения трехмерного уравнения переноса в рамках метода покоординатного 

расщепления для расчета поля концентрации загрязняющих примесей  tPq ,~  на основе 

второй качественной модели одномерного уравнения переноса. 

Наименование программы: KACHM_3_2 (входные и выходные параметры). 

Входные параметры: x , y , z  – пространственные переменные, t  – временная пе-

ременная; x , y , z , t  – значения, определяющие шаг сетки;  tPV ,  – поле скорости 

ветра для пространственной задачи переноса,  tPK ,  – поле коэффициента турбулент-

ной диффузии для пространственной задачи переноса,  tPS ,  – поле источника загряз-

няющих примесей для пространственной задачи переноса,  tPqТ ,  – поле концентрации 

примесей (точное решение) для пространственной задачи переноса; 
0

V , 
0

K , 
0

q  – задан-

ные константы (усредненные значения соответствующих физических характеристик по-

граничного слоя атмосферы);  ,  ,  ,   –  безразмерные параметры модели для про-

странственной задачи переноса; X , Y , Z , T  – величины, связанные с выбором интер-

валов  X,0 ,  Y,0 ,  Z,0  и  T,0  для пространственной задачи переноса. 

Выходные параметры:  tPq ,~  – поле концентрации загрязняющих примесей 

(приближенное решение) для пространственной задачи переноса. 

Примечание: требуется разработка соответствующего вычислительного алгоритма 

и его программная реализация. 
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Выводы по главе 4 

 

1. Предложена концепция построения системы информационно-

вычислительного обеспечения модели диффузионного переноса субстанции, протекаю-

щего в пограничном слое атмосферы. Основная цель заключается в том, чтобы отобра-

зить взаимные связи между вычислительными алгоритмами, которые построены в рабо-

те и составляют целостную систему, определяющую технологию моделирования и поз-

воляющую решать задачу совместного использования экологической информации и вы-

числительных моделей, способных воспринимать приближенные исходные данные.  

2. Данную систему можно в дальнейшем рассматривать как ядро некоторой 

информационной – измерительной системы, предположительно функционирующей на 

метеорологических станциях или в геофизических лабораториях. В главе подробно из-

ложены назначение и принципы организации алгоритмической системы, структура каж-

дого модуля. 

3. Выполнено построение алгоритмической системы компьютерного модели-

рования с помощью псевдоязыка программирования. Соответствующие этим алгорит-

мам программы представлены в приложении 3. 

Результаты, полученные в данной главе, опубликованы в работах диссертанта [74, 

75, 81]. 
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Заключение 

 

Работа посвящена построению и численному исследованию математических моде-

лей нестационарного переноса загрязняющих примесей в турбулентной атмосфере. 

Основные научные результаты диссертационной работы: 

1. Для параметризованного уравнения переноса загрязняющих примесей в атмосфе-

ре построены две качественные расчетно-аналитические модели оценки концентрации 

примесей, первая на основе фундаментальной системы решений однородного диффе-

ренциального уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами; вторая – на 

основе представления искомого решения интегральным уравнением Вольтерра второго 

рода и метода последовательных приближений. Это позволяет выполнять качественную 

оценку значений параметров в задачах математического моделирования явления пере-

носа в турбулентных средах. Построены итерационно-рекурсивные алгоритмы для пер-

вой и второй качественных расчетно-аналитических моделей соответственно; 

2. Разработана и программно реализована методика проведения вычислительного 

эксперимента, на основе которой в работе проведены численные исследования расчет-

но-аналитических моделей; 

3. На основе численного метода покоординатного расщепления трехмерного пара-

метризованного уравнения переноса и итерационно-рекурсивных методов и алгоритмов, 

разработанных первоначально для одномерной задачи, выполнено построение вычисли-

тельных алгоритмов для решения пространственной задачи переноса; 

4. Проведен вычислительный эксперимент по исследованию свойств рекурсивно-

итерационных алгоритмов решения одномерной задачи переноса, а именно сходимости 

и устойчивости к погрешностям в исходных данных; по исследованию влияния различ-

ных значений скорости ветра, турбулентности и других характеристик состояния погра-

ничного слоя атмосферы на пространственно-временное распределение поля концен-

трации загрязняющих примесей на примере решения пространственной задачи перено-

са; 

5. Предложена концептуальная схема информационно-вычислительного обеспече-

ния задач переноса загрязняющих примесей в атмосфере и на ее основе разработана 

программно-алгоритмическая система компьютерного моделирования. 
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Приложение 1. Свидетельства о регистрации программ для ЭВМ 
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Приложение 2. Таблицы значений метеорологических параметров, взятых из 

научных публикаций 

 

Таблица 1 – Сравнение средних профилей ветра, полученных экспериментальным 

путем, в стратифицированном пограничном слое с расчетными значениями по схеме 

Лайхтмана [22] 

 

Z 

м 

u(z) при нейтральной 

стратификации, м/с 

u(z) при неустойчивой 

стратификации, м/с 

u(z) при устойчивой 

стратификации, м/с 

Экспе-

римент 

модель 

(а) 

модель 

(б) 

Экспе-

римент 

модель 

(а) 

модель 

(в) 

Экспе-

римент 

модель 

(а) 

модель 

(в) 

0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 

0,25 3,00 2,98 2,98 3,60 0,10 0,02 1,00 0,02 0,03 

0,50 3,70 3,76 3,76 4,40 0,13 0,05 1,20 0,05 0,06 

1,00 4,50 4,55 4,55 5,30 0,15 0,09 1,60 0,10 0,12 

2,00 5,40 5,33 5,33 6,20 0,18 0,19 2,00 0,19 0,24 

4,00 6,20 6,11 6,11 6,90 0,20 0,38 2,40 0,39 0,48 

8,60 7,00 6,98 6,98 7,90 0,23 0,81 3,10 0,83 1,04 

10,00 7,20 7,15 7,15 8,00 0,24 0,94 3,30 0,97 1,21 

100,00 10,80 9,76 9,76 10,80 0,33 9,42 10,70 9,69 12,08 

130,00 11,60 10,05 10,06 11,40 0,34 12,24 10,90 12,60 15,71 

200,00 13,50 10,54 10,55 12,10 0,35 18,83 11,70 19,39 24,17 

430,00 16,20 11,41 11,42 12,90 0,38 40,50 13,20 41,69 51,97 

500,00 16,40 11,58 11,60 13,20 0,39 47,09 13,70 48,47 60,43 

930,00 17,90 12,28 12,32 15,20 0,41 87,59 12,40 90,16 112,40 

1430,00 18,40 12,77 12,82 17,00 0,43 134,68 11,70 138,64 172,83 

1930,00 18,60 13,11 13,18 18,20 0,44 181,77 11,80 187,12 233,26 

2930,00 18,40 13,58 13,70 18,90 0,45 275,95 11,90 284,07 354,13 
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Таблица 2 – Диапазон вероятных значений коэффициента турбулентной диффу-

зии в зависимости от типа облачных систем при скорости ветра V = (5-30) м/с [22, 63] 

 
Тип облачной системы Значение коэффициента турбу-

лентной диффузии К (м2/с) 

Мощно-кучевая облачность CU-Cong 50 – 200  

Слоисто-кучевая-дождевая Ns-As-Cb 50 – 500  

Кучево-дождевая Cb 50 – 1500  

Слоисто-дождевая облачность среднего 

яруса Ns-As-Ac 

25 – 40  

Слоисто-дождевая облачность Ns-As 2 – 25  

 

Таблица 3 – Зависимость коэффициента α и скорости осаждения частиц на высоте 

Н=100м от размеров частиц [34, 73] 

 

Вид осаждающейся 

примеси 

Размеры частиц 

rn (в мкм) 

Скорость осаждения 

частиц w (в см/с) 

Коэффициент 

α (в с-1) 

 

легкая 

1 0.013 0,013·10-4 

5 0.3 0,3·10-4 

10 1.3 1,3·10-4 

средняя 50 30 30·10-4 

тяжелая 100 130 130·10-4 

 

Таблица 4 – Аномально неблагоприятные метеоусловия для основных групп 

источников выбросов в атмосферу [22, 63] 

 
Характеристика вы-

бросов 

Термическая 

стратификация 

нижнего слоя 

атмосферы 

Скорость ветра (м/с) на 

уровне 

Вид инверсии, ее высота 

над источником 

флюгера выбросов 

Горячие высокие Неустойчивая 3-7 Штиль 5-10 Приподнятая (100-300 м) 

Холодные высокие - 1-2 Штиль 2-4 Приподнятая (100-300 м) 

Низкие Устойчивая Штиль Штиль Приземная 

 

Таблица 5 – Максимальные значения относительных концентраций сернистого газа в 

районе ПК при различных сочетаниях направления и скорости ветра [22, 63] 

 

Скорость 

ветра, м/с 

Направление ветра, румб 

C СВ В ЮВ Ю ЮЗ З СЗ 

0,5 0,30 0,28 0,36 0,24 0,26 0,40 0,28 0,32 

2 0,48 0,70 0,70 0,62 0,50 0,74 1,00 0,70 

4 0,56 0,64 0,80 0,64 0,58 0,62 0,97 0,60 

8 0,42 0,48 0,54 0,46 0,44 0,46 0,64 0,44 
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Таблица 6 – Значения фоновых концентраций загрязняющих веществ в атмосферном 

воздухе г. Ставрополя [34, 73] 

 

Контрольная 

точка 

Загрязняющие вещества Фоновые концентрации 

0 - 2 

м/с 

при скорости ветра 3 и более м/с 

код наименование С В Ю З 

Стационарный 

пункт наблюде-

ния 

301 Азота диоксид 0.085 0.066 0.065 0.054 0.052 

330 Серы диоксид 0.004 0.002 0.003 0.003 0.003 

333 Сероводород 0.001 - 0.001 0.001 0.001 

337 Углерода оксид 2.376 1.743 1.656 1.581 1.576 

 

Таблица 7 – Предельно допустимые концентрации в атмосферном воздухе 

населенных мест 

 
Вещество ПДК, мг/м3 Класс опас-

ности веще-

ства 
максимальная  

разовая 

средняя суточ-

ная 

Азота диоксид 0.085 0.04 2 

Серы диоксид 0.5 0.05 3 

Углерода оксид 5.0 3.0 4 

Пыль (взвешенные вещества) 0.5 0.15 3 

Аммиак 0.2 0.04 4 

Кислота серная 0.3 0.1 2 

Фенол  0.01 0.003 2 

Ртуть металлическая - 0.0003 1 

 

Таблица 8 – Зависимость количества стационарных постов  

от численности населения [34, 73] 

 

Численность населения, 

тыс. чел. 

Количество постов 

<50 1 

50 – 100  2 

100 – 200  3 

200 – 500  3 – 5  

500 – 1000  5 – 10  

1000 – 2000  10 – 15  

>2000 15 – 20  
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Приложение 3. Листинг программ 

Приложение 3.1 
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Приложение 3.2 
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Приложение 3.3 
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Приложение 3.4 
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Приложение 3.5 
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Приложение 3.6 
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Приложение 3.7 
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Приложение 3.8 
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