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Актуальность темы. В последние десятилетия возрастает актуаль-
ность моделирования и исследований процессов в науке и технических
приложениях, имеющих характер сетей, прежде всего в тех областях, где
такая особенность обусловлена геометрическими свойствами исследуе-
мых объектов. Прежде всего это заметно в бурно развивающихся прило-
жениях нанотехнологий, где субатомный характер технологических за-
дач предполагает кардинально новые подходы в моделировании процес-
сов и явлений, проходящих в линейных фрагментах изучаемого объекта.
Это только одно из возможных приложений математических моделей,
которые используют формализмы эволюционных систем с локализован-
ными особенностями на геометрических графах.

Группа математиков, работавших под руководством профессора Ю.В.
Покорного, создала качественную теорию краевых задач второго поряд-
ка на геометрическом графе. К настоящему времени для уравнений вто-
рого порядка с достаточно гладкими коэффициентами, рассматриваемых
на геометрических графах, изучен вопрос о разрешимости задачи с кра-
евыми условиями типа Штурма-Лиувилля при условиях трансмиссии во
внутренних вершинах графа, вопрос о структуре спектра, получен ана-
лог осцилляционной теоремы Штурма, установлен аналог формулы Да-
ламбера. Начато исследование задач на графе, когда коэффициенты и
правая часть не только не являются непрерывными, но и могут иметь
особенности типа дельта-функций и их производных. Здесь можно отме-
тить работы следующих авторов: Ю.В. Покорного, А.П. Хромова, В.В.
Провоторова, А.В. Боровских, О.М. Пенкина, В.Л. Прядиева, В.А. Юр-
ко, Ali-Mehmeti F., Nicaise S., Rannacher R., Roth J.P. и других.

Однако, остается актуальной задача построения конкретных матема-
тических моделей, реализуемых в виде начально-краевых задач на гео-
метрических графах, а также смежные вопросы построения и анали-
за приближенных решений. Актуальность диссертационной работы обу-
словлена необходимостью развивать имеющиеся и разрабатывать новые
подходы для анализа математических моделей малых деформаций и вы-
нужденных колебаний на геометрическом графе, численные методы и
алгоритмы определения классических решений.

Цели и задачи исследования. Разработка новых качественных и
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приближенных методов исследования процессов с локализованными осо-
бенностями на геометрическом графе. Реализация цели исследования
осуществляется решением следующих задач как теоретического, так и
прикладного характера:

— вариационное обоснование математических моделей, описывающих
малые деформации и малые вынужденные колебания растянутой сетки
из струн с локализованными особенностями;

— доказательство корректности рассматриваемых математических мо-
делей на геометрическом графе;

— изучение возможности применения метода Фурье;
— разработка численных методов для нахождения приближенного ре-

шения математических моделей с локализованными особенностями на
геометрическом графе;

— разработка программного комплекса для решения задач на геомет-
рическом графе с проведением вычислительных экспериментов на тесто-
вых задачах.

Объект исследования. Качественные и приближенные аналитиче-
ские методы исследования математических моделей, реализуемых в виде
начально-краевых задач на геометрическом графе.

Методы исследования. Разработанные в диссертации методы ис-
следования математических моделей основаны на теории математиче-
ского моделирования, теории построения и обоснования метода конеч-
ных элементов для уравнений с распределенными параметрами на гра-
фе, теории графов.

Основные положения, выносимые на защиту. На защиту выно-
сятся качественные и численные методы исследования математических
моделей, описывающих малые деформации и малые вынужденные ко-
лебания растянутой сетки из струн с локализованными особенностями,
численные методы и комплексы программ:

1. Вариационное обоснование математических моделей, описывающих
малые деформации и малые вынужденные колебания растянутой сетки
из струн с локализованными особенностями.

2. Доказательство корректности математических моделей на геомет-
рическом графе.
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3. Доказательство возможности применения метода Фурье для ма-
тематической модели малых вынужденных колебаний сетки из струн с
сосредоточенными массами.

4. Разработка эффективных численных методов решения рассматри-
ваемых математических моделей на геометрическом графе (адаптация
метода конечных элементов для математических моделей и оценка схо-
димости приближенного решения к точному);

5. Разработка программного комплекса для решения задач на геомет-
рическом графе с проведением вычислительных экспериментов на тесто-
вых задачах.

Научная новизна. В диссертации получены следующие результаты,
характеризующиеся научной новизной:

— новый подход для анализа математических моделей, реализуемых
в виде начально-краевых задач на геометрических графах;

— доказательство корректности математических моделей, описываю-
щих малые деформации и малые вынужденные колебания растянутой
сетки из струн с локализованными особенностями. Отметим, что рас-
сматриваемые математические модели имеют локализованные особенно-
сти не только во внутренних вершинах, но на ребрах графа, что приво-
дит к трудностям, вызванными не только топологией сети, но потерей
гладкости решения во внутренних точках ребер.

— адаптация метода конечных элементов к рассматриваемым моде-
лям;

— доказательство оценки близости приближенного решения, найден-
ного с помощью адаптированного метода конечных элементов, к точному
на геометрическом графе;

— комплекс программ для решения задач на геометрическом графе с
проведением вычислительных экспериментов на тестовых задачах.

Теоретическая и практическая значимость. Теоретическая и прак-
тическая значимость математических моделей и методов исследования,
предложенных в диссертационной работе, заключается в расширении
множества известных моделей подобного типа в направлении исполь-
зования пространств классических решений соответствующих начально-
краевых задач и могут быть использованы в теоретических исследова-
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ниях начально-краевых задач для дифференциальных систем с локали-
зованными особенностями.

Разработаны эффективные численные методы для программного ком-
плекса, позволяющего найти приближенные решения рассматриваемых
математических моделей. Получены оценки близости приближенного ре-
шения, найденного с помощью адаптированного метода конечных эле-
ментов, к точному на геометрическом графе. Представлены результаты
тестирования численных методов на основе тестовых задач.

Область исследования. Область исследования и содержание дис-
сертации соответствует формуле специальности 05.13.18 — Математиче-
ское моделирование, численные методы и комплексы программ, область
исследования соответствует п.1 "Разработка новых математических ме-
тодов моделирования объектов и явлений", п.2 "Развитие качественных
и приближенных аналитических методов исследования математических
моделей", п.4 "Реализация эффективных численных методов и алгорит-
мов в виде комплексов проблемно-ориентированных программ для про-
ведения вычислительного эксперимента".

Апробация работы. Результаты работы докладывались на Воро-
нежской зимней математической школе (Воронеж, 2013 г.), на конферен-
циях "Современные методы теории краевых задач" на Воронежской ве-
сенней математической школе "Понтрягинские чтения" (Воронеж, 2012–
14 гг.), на семинарах профессора А.Д. Баева (2012–14 гг.), семинарах
профессора М.И. Каменского (2012–2014 гг.), семинарах доцентов С.А.
Шаброва и М.Б. Зверевой (2012–2014 гг.).

Публикации. Все результаты, изложенные в диссертационной рабо-
те, получены автором самостоятельно. Из совместных работ в диссерта-
цию включены только результаты, полученные автором лично.

Объём и структура диссертации. Диссертационная работа состо-
ит из введения, 5 глав, заключения, библиографического списка из 70
наименований, и приложения, в котором приводятся тексты разработан-
ных программ, написанных на Python. Работа изложена на 140 страни-
цах, содержит 37 рисунков и 1 таблицу.

Основное содержание работы.
Во введении обоснована актуальность работы, формулируется цель и
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задачи исследования, научная новизна и практическая значимость полу-
ченных в диссертационной работе результатов.

В первой главе приводятся основные положения и понятия. Пусть Γ —
геометрическая сеть из <n, реализованная в виде открытого геометриче-
ского графа. Если ребра сети допускают достаточно гладкую параметри-
зацию и не имеют самопересечений, можно считать их прямолинейными
интервалами (не включая в них внутренние узлы). Тем самым удобно
считать, что Γ состоит из некоторого набора непересекающихся интер-
валов γi = (ai, bi) = {x = ai + λ(bi − ai) : 0 < λ < 1}, (i = 1, 2, ..., N),

называемыми ребрами, и некоторой совокупности их концов. Множество
этих концов обозначим через I(Γ), а каждую его точку назовем внутрен-
ней вершиной графа Γ. Концы интервалов γi, не включенные в I(Γ),
назовем граничными вершинами, их множество обозначим через ∂Γ, т.е.
∂Γ = {bi, i = 1, 2, . . . , r}. Объединение всех ребер обозначим через R(Γ).
Тем самым, Γ = R(Γ) ∪ I(Γ). Ребра графа Γ предполагаются зануме-
рованными произвольно, их набор {γi}N

i=1 вместе с I(Γ) определяет Γ.
На ребрах графа Γ зададим ориентацию в зависимости от наблюдаемого
процесса.

Определение 1. Скалярной функцией z(x) на графе Γ будем назы-
вать обычное отображение z : Γ → R.

Всюду далее для заданной на R(Γ) функции z(x) ее сужение на ребро
γi обозначим через zi(x).

На графе Γ рассмотрим следующую математическую модель:
{
− d

dΓ(pu′) + udQ
dΓ = dF

dΓ ,

u(x)|∂Γ = 0,
(1)

где производную по Γ будем понимать в следующем смысле:

d

dΓ
(pu′) =





(pu′)′, x ∈ R(Γ),
N∑

i=1

∑
ak∈I(Γ)

(−1)µi(ak)pi(ak)ui(ak), ak ∈ I(Γ),

где µi(ak) — число, заданное следующим образом:

µi(ak) =

{
1, если ориентация на ребре γi выбрана "к" вершине ak,

0, если ориентация на ребре γi выбрана "от" вершины ak.

7



В рассматриваемой модели (1) p(x) определяет силу натяжения в точ-
ке x графа Γ, Q′

Γ определяет распределение упругой реакции внешней
среды на графе Γ, а F ′

Γ отвечает за плотность внешней нагрузки. Будем
предполагать, что функции p, Q, F ограниченной на Γ вариации, непре-
рывны в точках ∂Γ, причем inf

R(Γ)
p > 0. Пусть, более того, функция Q(x)

не убывает на каждом ребре в смысле ориентации.
Решение рассматриваемой модели (1) будем искать в классе E —

абсолютно-непрерывных на Γ функций u(x), производная которых u′(x)

является на каждом ребре функцией ограниченной вариации.
В первой главе приводится вариационное обоснование математиче-

ской модели (1).
Доказано, что математическая модель (1) на графе Γ корректна.
Во второй главе изучается математическая модель малых вынужден-

ных колебаний сетки из струн с локализованными особенностями:




M ′
Γ(x)∂2u

∂t2 = ∂
∂Γ

(
p(x)∂u

∂x

)− u(x, t)Q′
Γ(x) + f(x, t),

u(x, t)|∂Γ = 0,

u(x, 0) = ϕ0(x), x ∈ Γ,

u′t(x, 0) = ϕ1(x), x ∈ Γ,

(2)

где t > 0, M(x) - распределение масс на графе Γ, p(x) определяет силу
натяжения в точке x графа Γ, Q′

Γ определяет распределение упругой ре-
акции внешней среды на графе Γ, а f(x, t) - внешняя сила, приложенная
в точке x ∈ Γ в момент времени t, ϕ0(x) и ϕ1(x) - начальное отклонение
от положения равновесия и начальная скорость системы соответственно.

В математической модели (2) предполагаем, что функции p(x), Q(x)

ограниченной на Γ вариации, inf p(x) > 0, f(x, t) непрерывна по сово-
купности переменных. Пусть, более того, функция Q(x) не убывает на
каждом ребре в смысле ориентации.

Решение модели (2) ищем в классе E — абсолютно-непрерывных функ-
ций u(x, t) на множестве Γ×[0, T ], производная которых u′x(x, t) при каж-
дом фиксированном t является σ—абсолютно-непрерывной и при каждом
фиксированном x производные u′t и u′′tt непрерывны.

Доказана единственность решения математической модели (2).
Теорема 1. Пусть функции p(x), Q(x) абсолютно непрерывны на Γ,

Q′
Γ(x) ≥ 0, M ′

Γ(x) > 0, а функция f(x, t) непрерывна по совокупности
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переменных. Тогда математическая модель (2) не может иметь более
одного решения, определенного на Γ× [0; T ], в классе E.

В третьем параграфе доказано, что при малом изменении начальных
условий ϕ0(x) и ϕ1(x) соответствующее решение математической модели
(2) изменяется мало. Таким образом, доказана корректность математи-
ческой модели (2) на геометрическом графе.

Для дальнейшего удобcтва на графе Γ введем следующее обозначение

LX = − d

dΓ
(pX ′)(x) + Q′

Γ(x)X(x).
Доказана возможность применения метода Фурье к рассматриваемой

модели (2) на графе Γ, а именно доказана.
Теорема 2. Пусть p(x), Q(x), M(x) — абсолютно непрерывны на Γ,

p(x) отделена от нуля, функция Q(x) - не убывает на Γ. Пусть ϕ0(x)

и ϕ1(x) - абсолютно непрерывны на Γ, производные ϕ′0(x) и ϕ′1(x) име-
ют конечное на Γ изменение; квазипроизводные p(x)ϕ′0(x) и p(x)ϕ′1(x)

- абсолютно непрерывны на Γ; функции L(ϕ0)(x)
M ′

Γ(x) и L(ϕ1)(x)
M ′

Γ(x) непрерывны

на Γ; L(ϕ0)(x)
M ′

Γ(x) - абcолютно непрерывна и ее производная имеет конеч-

ное изменение на Γ; ϕ0(x)
∣∣∣
∂Γ

= Lϕ0

∣∣∣
∂Γ

= ϕ1(x)
∣∣∣
∂Γ

= Lϕ1

∣∣∣
∂Γ

= 0. Тогда
функция

u(x, t) =
∞∑

k=1

ϕk(x)

(
Akcos

√
λkt +

Bk√
λk

sin
√

λkt

)
,

где ϕk(x) - нормированная собственная функция, отвечающая собствен-
ному значению λk, Ak =

∫
Γ

M ′
Γ(x)ϕk(x)ϕ0(x)dΓ, Bk =

∫
Γ

M ′
Γ(x)ϕk(x)ϕ1(x)dΓ,

является решением математической модели (2). Причем ряд можно
дифференцировать почленно по t дважды и по x, σ также дважды;
полученные таким образом ряды сходятся абсолютно и равномерно на
Γ× [0; T ].

В третьей главе метод конечных элементов адаптируется для рассмат-
риваемых моделей (1) и (2) на графе Γ. Без ограничения общности рас-
смотрим адаптацию метода конечных элементов для графа-звезды Γ,
где внутренней вершине ставится в соответствие x = 1, граничным вер-
шинам ставится в соответствие x = 0. Рассмотрим разбиение ребра γi

графа Γ на неравные части точками 0 = xi
0 < xi

1 < ... < xi
ni

= 1,
(i = 1, 2, ...N). Для i-го ребра построим k-ю базисную функцию ϕk,i(x)
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(k = 1, 2, ...ni−1, i = 1, 2, ...N) так, что ϕk,i равны нулю везде на Γ, кроме
промежутка (xi

k−1, x
i
k+1) соответствующего ребра с номером i. При этом

ϕk,i(x
i
k) = 1. Также определим базисные функции для i-го ребра

ϕni,i(x) =





x− xi
ni−1

1− xi
ni−1

, x ∈ [xi
ni−1, 1], i = 1, 2, ...N,

0, для остальных x.

Пусть ϕr(x) =
N∑

i=1
ϕni,i(x), где r =

N∑
i=1

ni −N + 1.

Приближенное решение модели (1) будем искать в виде линейной ком-

бинации функций v(x) =
N∑

i=1

ni−1∑
j=1

vj,iϕj,i(x)+cϕr(x), где vj,i - значения v(x)

в точках разбиения xi
j, c - значение ϕr(x) в точке 1. Для нахождения

коэффициентов модели vj,i, c получаем систему AV = F с трехдиаго-
нальной матрицей A размерности R · (N −1)+1, где V - вектор-столбец,
составленный из неизвестных vj,i и c, F - вектор, составленный из правых
частей уравнения.

Введем следующее обозначение 〈ϕ, ψ〉 =
∫
Γ

pϕ′ψ′dx +
∫
Γ

ϕψdQ.

Теорема 3. Пусть u(x) — точное решение математической модели
(1), v(x) - приближенное решение, найденное с помощью адаптирован-
ного метода конечных элементов. Тогда справедливо неравенство

〈u− v, u− v〉 ≤ Ch,

причем, константа C не зависит от h =
1

n
, где n — количество ин-

тервалов, на которые производится разбиение каждого ребра (сетка
предполагается равномерной).

Приближенное решение математической модели (2) будем искать в

виде v(x, t) =
N∑

i=1

ni−1∑
j=1

aj,i(t)ϕj,i(x)+c(t)ϕr(x), где aj,i(t), c(t) - неизвестные

дважды непрерывно дифференцируемые функции на графе Γ, ϕj,i(x) -
j-ая базисная функция на ребре γi.

Таким образом, получаем систему линейных обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений Âa′′(t) + B̂a(t) = F̂ , где Â, B̂ - матрицы по-
рядка r, коэффициенты которых находятся по формулам Âkj = Âjk =
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∫
Γ

ϕk,i(x)ϕj,i(x)dM , Ârr =
∫
Γ

ϕ2
r(x)dM , B̂kj = B̂jk =

∫
Γ

p(x)ϕ′k,i(x)ϕ′j,i(x)dx+

∫
Γ

ϕk,i(x)ϕj,i(x)dQ, (k = 1, 2, ..., ni−1, i = 1, 2, ..., N), B̂rr =
∫
Γ

p(x)ϕ′2r (x)dx+
∫
Γ

ϕ2
r(x)dQ, где a(t) = (a1,1(t), a2,1(t), a3,1(t), .., aj,i(t), ..., ani−1,N(t), c(t))T и

F̂ (t) = (F1,1(t), F2,1(t), ...Fj,i(t), ..., Fr(t))
T — вектор-столбцы, компонен-

ты Fn(t) определяются равенствами Fk,i(t) =
∫
Γ

f(x, t)ϕk,i(x)dΓ, Fr(t) =
∫
Γ

f(x, t)ϕr(x)dΓ.

Теорема 4. Пусть M ′
Γ(x) > 0, Q′

Γ(x) ≥ 0, p(x) > 0 и начальные
условия ϕ0(x) и ϕ1(x) таковы, что математическая модель (2) имеет
единственное решение в классе E. Пусть u(x) — точное решение ма-
тематической модели (2), v(x, t) — приближенное решение, найденное
с помощью адаптированного метода конечных элементов. Тогда спра-
ведливо неравенство

max
0≤t≤T




∫

Γ

w′2
t (x, t)dM +

∫

Γ

w′2
x (x, t)dx +

∫

Γ

w2(x, t)dQ




1
2

≤ C ·
√

h,

причем, константа C не зависит от h =
1

n
, где n — количество ин-

тервалов, на которые производится разбиение, w(x, t) = u(x, t)−v(x, t).
В четвертой главе приводится описание комплекса программ, разра-

ботанного для проведения численных экспериментов. Программы напи-
саны на высокоуровневом языке программирования общего назначения
Python, ориентированным на повышение производительности и читае-
мости кода. На рисунках 1—2 представлены алгоритмы разработанных
программ Program1.py, Program2.py.

В пятой главе представлены результаты реализации численных мето-
дов при проведении двух численных экспериментов. Результаты числен-
ных экспериментов на тестовых задачах иллюстрируются графическими
изображениями.

С помощью Program1.py найдено приближенное решение модели (1).
Приведем графики погрешности между известным точным и найденным
приближенным решениями для модели (1). Результаты представлены на
рисунках 3—16 при разбиении ребер графа на N = 10, 100 и 1000 частей.
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Рис. 1: Алгоритм программы
Program1.py

Рис. 2: Алгоритм программы
Program2.py

Рис. 3: Погрешность решения на ребре
γ1 при N = 10

Рис. 4: Погрешность решения на ребре
γ1 при N = 100

В приложении представлены тексты разработанных программ.
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Рис. 5: Погрешность решения на ребре
γ2 при N = 10

Рис. 6: Погрешность решения на ребре
γ2 при N = 100

Рис. 7: Погрешность решения на ребре
γ3 при N = 10

Рис. 8: Погрешность решения на ребре
γ3 при N = 100

Рис. 9: Погрешность решения на ребре
γ4 при N = 10

Рис. 10: Погрешность решения на реб-
ре γ4 при N = 100
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Рис. 11: Погрешность решения на реб-
ре γ5 при N = 10

Рис. 12: Погрешность решения на реб-
ре γ5 при N = 100

Рис. 13: Погрешность решения на реб-
ре γ1 при N = 1000

Рис. 14: Погрешность решения на реб-
ре γ2 при N = 1000

Рис. 15: Погрешность решения на реб-
ре γ3 при N = 1000

Рис. 16: Погрешность решения на реб-
ре γ4 при N = 1000

14



Рис. 17: Погрешность решения на реб-
ре γ5 при N = 1000

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ
1. Вариационное обоснование математических моделей, описывающих

малые деформации и малые вынужденные колебания растянутой сетки
из струн с локализованными особенностями.

2. Доказательство корректности математических моделей на графе.
3. Доказательство возможности применения метода Фурье для ма-

тематической модели малых вынужденных колебаний сетки из струн с
сосредоточенными массами.

4. Разработка эффективных численных методов решения рассматри-
ваемых математических моделей.

5. Разработка программного комплекса для решения задач на графе
с проведением вычислительных экспериментов на тестовых задачах.
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