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Введение

Актуальность темы. В комплексном анализе и его многочисленных
приложениях важную роль играют пространства Харди и Бергмана. Методы,
разработанные в процессе решения задач, связанных с этими пространствами,
нашли существенные приложения в теории рядов и интегралов Фурье, в тео-
рии сингулярных интегральных операторов и в других разделах комплексного и
гармонического анализа. В последние десятилетия по этому направлению опуб-
ликовано несколько монографий. Среди них отметим монографии У. Рудина
[11], [12], А. E. Джрбашяна и Ф. А. Шамояна [30], Х. Хеденмальма, Б. И. Ко-
ренблюма и К. Жу [34], Н. К. Никольского [41], К. Сейпа [43], Ф. А. Шамояна
и Е. Н. Шубабко [24].

В одномерном случае пространства Харди и Бергмана исследованы до-
вольно полно, в то же время ряд важных вопросов, относящихся к весовым
пространствам аналитических функций типа Харди и Бергмана в поликруге,
сравнительно мало изучен. При этом задачи, связанные с указанными простран-
ствами, имеют широкие приложения в теории кратных тригонометрических
рядов и других вопросах многомерного гармонического и комплексного анали-
за, теории функциональных пространств. Поэтому тематика диссертационной
работы весьма актуальна.

Приведём обзор некоторых результатов, тесно связанных с тематикой дис-
сертационной работы. Для этого введем необходимые определения и обозначе-
ния.

Пусть
Un = {z = (z1, z2, ..., zn) : |zj| < 1, 1 ≤ j ≤ n} (0.1)

- единичный поликруг n-мерного комплексного пространства Cn,

T n = {z = (z1, z2, ..., zn) : |zj| = 1, 1 ≤ j ≤ n} (0.2)

- единичный тор (остов поликруга Un), H(Un) - множество всех аналитиче-
ских в Un функций, ω = (ω1, ..., ωn) - некоторая вектор-функция, заданная на
Qn = [0; 1)n, Hp(Un) - класс Харди в Un.

Обозначим через Ω множество всех положительных функций ω, сумми-
руемых на интервале (0, 1) для которых существуют положительные числа mω,
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Mω, qω такие, что mω, qω ∈ (0, 1) и

mω ≤ ω(λr)

ω(r)
≤Mω,

∀r ∈ (0, 1), λ ∈ [qω; 1]. Простым примером таких функций является функция
вида: ω(x) = xα(ln ln ... ln C

x )
β, где C - положительное число, которое не зависит

от x, α > −1, β ∈ R.
Пусть ω ∈ Ω, тогда αω := lnmω

ln qω
, βω := lnMω

ln 1
qω

.

Если z = (z1, ..., zn) ∈ Cn, zj = rje
iφj , ζ = (ζ1, ..., ζn) ∈ Cn, ζj = ρje

iθj ,
α = (α1, ..., αn) ∈ Rn, тогда zα = zα1 · ... · zαn, |α| := α1 + ... + αn,

(1 − |z|2)α :=
n∏
j=1

(1 − |zj|2)αj , (1 − ζz)α :=
n∏
j=1

(1 − ζjzj)
αj , здесь и везде ни-

же выбрана главная ветвь степенной функции. Также, если ω = (ω1, ..., ωn),

ωj ∈ Ω, j = 1, ..., n, тогда ωΠ(1− r) :=
n∏
j=1

ωj(1− rj), ω
s
Π(1− r) :=

n∏
j=1

ωsj(1− rj),

∀s ∈ R, r = (r1, ..., rn) ∈ Qn.

Через Lp,qω (Un) обозначим класс измеримых по Лебегу в Un функций f ,
для которых

∥f∥Lp,q
ω

=

(∫
Qn

ωΠ(1− r)

(∫
Tn

|f(rw)|pdmn(w)

) q
p

dr

) 1
q

< +∞, 0 < p, q < +∞,

где dmn есть мера Лебега на T n.
Здесь и в дальнейшем для краткости изложения мы будем называть

∥f∥Lp,q
ω

нормой и в том случае, когда min(p, q) < 1, хотя по существу отоб-
ражение f → ∥f∥Lp,q

ω
является нормой только, когда 1 ≤ p, q ≤ +∞.

Теория функциональных пространств со смешанными нормами типа
Lp,qω (Un) берет свое начало в 60-х годах прошлого столетия из работ А. Бене-
дека и Р. Панцоне [26]. По этим вопросам опубликован ряд фундаментальных
трудов. Полученные результаты освещены в хорошо известных монографиях
С. М. Никольского [10], О. В. Бесова, В. П. Ильина, С. М. Никольского [3],
Х. Трибеля [13].

Положим Ap,q
ω (Un) = H(Un) ∩ Lp,qω (Un) с соответствующей квази-нормой.

Ясно, что, если f принадлежит Hp(Un) или Ap,q(Un), то функция
D(f)(z) := f(z, ..., z) является аналитической функцией в U := U 1. Естествен-
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но возникает вопрос о полной характеризации таких аналитических в круге
функций, то есть описание следов классов Харди на диагонали поликруга Un.
Проблема характеризации следов функции из класса Харди Hp(Un) на диаго-
нали поликруга впервые была поставлена и исследована в классической моно-
графии У. Рудина [11]. Он установил, что если f ∈ H1(U2), то D(f) ∈ A1,1

1 (U);
если f ∈ H2(U 2), то D(f) ∈ A2,2

1 (U) и при этом DH2(U 2) = A2,2
1 (U). Здесь

существенно было использовано то, что H2(U 2) является гильбертовым про-
странством. В указанной монографии У. Рудиным были поставлены следующие
проблемы:

1. отображает ли оператор D H1(U 2) на A1,1
1 (U);

2. как охарактеризовать сужение классов Харди Hp(Un) на диагональ поли-
диска при n ≥ 2, 0 < p < +∞.

В этом направлении одновременно и независимо друг от друга работали
несколько специалистов комплексного анализа.

Пусть hp(Un) - класс Харди n-гармонических в поликруге Un функций,
то есть множество всех n-гармонических в Un функций, для которых

sup
0<r<1

∫
Tn

|u(rζ)|pdmn(ζ) < +∞.

В работе [31] П. Дьюрен и А. Шилдс установили, что если u ∈ hp(Un), причем
2 ≤ p < +∞, то D(u) ∈ Lp(U, µn), где dµn(ζ) = (1 − |ζ|)n−2dm2(ζ), dm2(ζ) -
плоская мера Лебега на U .

В статье [19] Ф. А. Шамоян получил следующие результаты:
Пусть µ - конечная мера в круге U, тогда следующие утверждения экви-

валентны:

i) Оператор диагонального отображения D отображает класс hp(Un) в
Lp(U, dµ), для некоторого p0, 1 < p0 < +∞;

ii) Это утверждение справедливо для всех 1 < p < +∞;

iii) Существует константа A, такая что µ(∆l(ζ)) ≤ Aln,

∀ζ ∈ T 1 = T, 0 < l < 1, где ∆l(ζ) - прямоугольник Карлесона:
∆l(ζ) = {z ∈ U : | arg ζ − arg z| < l

2 , 1− l < |z| < 1}.
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При этом было установлено, что указанное утверждение неверно при 0 < p ≤ 1.
Очевидно, что мера dµ(r, φ) = (1− r)n−2rdrdφ удовлетворяет

условию iii).
На основе этих результатов Ф. А. Шамоян установил, что

DHp(Un) = Ap
n−2(U) при всех 0 < p < +∞.

Одновременно с Ф. А. Шамояном и независимо от него другими методами
последний результат в частном случае при p ≥ 1 был получен в работе [35] С.
Горовица и Е. Оберлина. В [29] Дж. Детрас были переоткрыты результаты Ф.А.
Шамояна при 0 < p ≤ 1, n = 2. Диагональное отображение в пространстве
Ap,p
α (Un) при α = (α1, ..., αn), 0 < p < +∞ было исследовано в [22] Ф. А. Шамо-

яном.
Впервые задача о диагональном отображении в пространствах со сме-

шанными нормами была решена в работах Ф. А. Шамояна и О. В. Яро-
славцевой в работе [44]. В их работах рассматривалась следующая задача:
Пусть −→p = (p1, ..., pn), 0 < pj < +∞, 1 ≤ j ≤ n, ω = (ω1, ..., ωn),

ω̃p(t) = ωn(t)
n−1∏
j=1

(ωj(t)t
2)

pn
pj , t ∈ [0; 1), A

−→p
ω (U

n) - пространство голоморфных в

Un функций f , для которых

∥f∥
A

−→p
ω (Un)

=
(∫
U

ωn(1− |zn|)
(∫
U

ωn−1(1− |zn−1|)...×

×
(∫
U

|f(z)|p1ω1(1− |z1|)dm2(z1)
)p2

p1 ...dm2(zn−1)
) pn

pn−1 dm2(zn)
) 1

pn
< +∞.

И A
−→p
ω̃p
(U) - пространство голоморфных в U функций f , для которых

∥f∥
A

−→p
ω̃p

=
(∫
U

|f(z)|pnω̃p(1− |z|)dm2(z)
) 1

pn
< +∞.

Тогда оператор D отображает A
−→p
ω (U

n) на A
−→p
ω̃p
(U), то есть DA

−→p
ω (U

n) = A
−→p
ω̃p
(U),

где D - оператор диагонального отображения.
В дальнейшем, Г. Рен и Дж. Ши в [42] исследовали задачу о диагональ-

ном отображении в пространствах Ap,q(Un) при ωj(tj) = t
αj

j , j = 1, ..., n. Од-
нако методы, применяемые в этой работе, не проходят в случае общих весо-
вых пространств. Указанные методы уже неприменимы даже в случае, когда
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ωj(t) = tαj

(
ln 1

t

)β
, t ∈ (0; 1), j = 1, ..., n. Поэтому вопрос о характеризации

следов аналитических функций из весовых анизотропных пространств со сме-
шанными нормами на диагонали полидиска оставался открытым.

Хорошо известно, что для изучения весовых пространств аналитических
функций важное значение имеет описание линейных непрерывных функциона-
лов этих пространств в терминах соответcтвующих пространств аналитических
функций. Результаты, связанные с данной тематикой, имеют обширные при-
ложения в различных вопросах комплексного и гармонического анализа: тео-
рии аппроксимации и интерполяции, описании инвариантных подпространств
оператора сдвига, теории операторов и т.д. Этим вопросам посвящены работы
В. П. Захарюта и В. И. Юдовича [7], П. Дьюрена, А. Шилдса, Б. Ромберга[46],
А. Фразье [33], К. Хана и Дж. Мичелл [39], Ф. А. Шамояна [17], [22].

Вопрос об описании линейных непрерывных функционалов в многомер-
ных анизотропных весовых пространствах Ap,q

ω аналитических функций со сме-
шанными нормами при всех 0 < p, q < +∞ по-прежнему остаётся весьма акту-
альным.

В теории классов Харди существенную роль играет внешне-внутренняя
факторизация, построенная еще в начале 20-го столетия в классических работах
Г. Сегё, М. Рисса, Р. Неванлинны, В. И. Смирнова.

Отметим, что хорошо известно следующее мультипликативное представ-
ление класса Харди Hp для одномерного случая: f ∈ Hp(U) тогда и только
тогда, когда f допускает факторизацию:

f(z) = Czm
+∞∏
k=1

zk − z

1− zkz

zk
|zk|

exp

{
−

π∫
−π

eiθ + z

eiθ − z
dµ(θ)

}
×

exp

{
1

2π

π∫
−π

eiθ + z

eiθ − z
ln |f(eiθ)|dθ

}
, z ∈ U, (0.3)

где {zk}+∞
k=1 - произвольная последовательность из единичного круга U , удовле-

творяющая условию Бляшке, то есть
∞∑
k=1

(1− |zk|) < +∞;

dµ - неотрицательная сингулярная мера на (−π; π], m ∈ Z+, |C| = 1.
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Функция

If = zm
+∞∏
k=1

zk − z

1− zkz

zk
|zk|

exp

{
−

π∫
−π

eiθ + z

eiθ − z
dµ(θ)

}

называется внутренней часть функции f , а

Qf = exp

{
1

2π

π∫
−π

eiθ + z

eiθ − z
ln |f(eiθ)|dθ

}

- внешней частью f .
Говорят, что внутренняя функция I1 делит внутреннюю функцию I2, если

I2
I1
∈ H∞.

Одно из основных свойств факторизации (0.3) заключается в том, что
если f ∈ Hp(U) и I делит внутреннюю часть f , то f

I ∈ Hp(см. [5]).
Отметим важную особенность: указанным свойством обладают не толь-

ко функции из класса Hp(U), но и гораздо более узкие классы аналитических
функций в единичном круге, гладкие вплоть до его границы (см. [28], [8], [9]).
Как установили В.П. Хавин [15] и Ф.А. Шамоян [16] в этих вопросах существен-
ную роль играет ограниченность тёплицевых операторов вида

Th(f)(z) =
1

2πi

∫
T

f(ζ)h(ζ)

ζ − z
dζ, z ∈ U, h ∈ H∞

в соотвествующих пространствах при условии, что символ h оператора принад-
лежит H∞ (см. [17], [18], [21], [25]).

Другие подходы к вопросам деления предложены в работах С. А. Вино-
градова и Н. А. Широкова (см. [4], [47]), К. М. Дьяконова (см. [32]). Обзор этих
и других результатов приведен в монографиях [47], [24].

Операторы Th применяются не только в теории факторизации, они также
имеют широкие приложения во многих областях комплексного и функциональ-
ного анализа таких, как исследование замкнутых идеалов в алгебрах анали-
тических функций, изучение инвариантных подпространств оператора сдвига,
в вопросах исследования метрических проекций и др. Кроме того тёплицевы
операторы находят своё применение в прикладной математике и физике [27],
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[40], [41]. Таким образом, естественно возникает задача получения многомерных
аналогов этих результатов, в том числе в классах голоморфных в поликруге
функций и гладких вплоть до его границы.

Однако следует отметить, что поведение кратных тёплицевых операторов
существенно отличается от одномерного случая. Так, например, аналог клас-
сической теоремы И. И. Привалова об ограниченности интегралов типа Коши
в гёльдеровких классах, как установила в [37] Б. Ёрикке, в случае единичного
тора не имеет места.

Цель работы.

1. Дать полное описание следов весовых анизотропных пространств аналити-
ческих в поликруге функций со смешанной нормой на диагонали поликруга.

2. Получить полную характеризацию преобразования Коши линейных непре-
рывных функционалов в весовых анизотропных пространствах голоморф-
ных в поликруге функций со смешанной нормой.

3. Дать полную характеризацию тех плюригармонических символов, при ко-
торых кратный тёплицев оператор с соответствующим символом действует
в весовом анизотропном пространстве Соболева аналитических в поликруге
функций.

Методы исследования. В работе применялись общие методы комплекс-
ного и функционального анализа, теории сингулярных интегральных операто-
ров. Важную роль играют интегральные представления исследуемых классов.

Научная новизна.
В диссертационной работе получены следующие новые результаты:

1. Получена полная характеризация следов весовых анизотропных про-
странств аналитических в поликруге функций со смешанной нормой на
диагонали поликруга.

2. Получено полное описание преобразования Коши линейных непрерывных
функционалов в весовых анизотропных пространствах голоморфных в по-
ликруге функций со смешанной нормой.

3. Описаны те плюригармонические символы, при которых кратный тёплицев
оператор с соответствующим символом действует в весовом анизотропном
пространстве Соболева аналитических в поликруге функций.
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Практическая и теоретическая значимость.
Диссертационная работа носит теоретический характер. Результаты исследова-
ния могут быть использованы в многомерном гармоническом анализе, в теории
функциональных пространств, в теории сингулярных интегральных операто-
ров, при исследовании вопросов представления и описания двойственных про-
странств, вопросов аппроксимации, при изучении операторов сдвига в весовых
пространствах аналитических функций, а также могут быть использованы при
чтении спецкурсов для студентов математических специальностей университе-
тов.

Апробация результатов диссертации.
Основные результаты диссертации докладывались на международных научных
конференциях «Лобачевские чтения» (г. Казань, 2011 г.), «Системы компьютер-
ной математики и их приложения» (Смоленск, 2011 г.-2013 г.), «Комплексный
анализ и приложения» (Петрозаводск, 2012 г.), на Воронежской весенней ма-
тематической школе «Современные методы теории краевых задач» (2014 г.), а
также неоднократно на семинарах по комплексному анализу Брянского госу-
дарственного университета имени академика И.Г. Петровского.

Часть исследований, результаты которых представлены в диссертации,
поддержана грантами Российского Фонда Фундаментальных исследований
(проект №13-353 01-97508) и Министерства образования и науки РФ (проект
№1.1704.2014К).

Публикации.
Результаты исследований нашли отражение в работах: [49]–[58]. Работы [49]–
[51] опубликованы в журналах из перечня рецензируемых научных журналов
и изданий, рекомендованных ВАК Минобрнауки РФ. В совместных работах
[50, 51, 55, 57, 58] научному руководителю принадлежат постановка задачи и
идея доказательства.

Структура и объем диссертации.
Работа состоит из введения, двух глав, разбитых в общей сложности на 6 пара-
графов, списка использованной литературы и занимает 116 страниц. Библио-
графия содержит 48 наименований.

Содержание диссертации.
Первая глава диссертационной работы посвящена вопросам диагональ-

ного отображения и эквивалентности норм в анизотропных аналитических про-



11

странствах со смешанными нормами в поликруге Un.
Для формулировки основных результатов введем дополнительные обозна-

чения.
Будем писать f(ζ) . g(ζ), ζ ∈ E, если существует положительное число

A > 0, такое что f(ζ) ≤ Ag(ζ), ζ ∈ E, где f и g - две вещественнозначные
функции с общей областью определения E. Скажем также f ≈ g на E, если
f . g и g . f .

Если f ∈ H(Un), f(z) = f(z1, ..., zn) =
+∞∑

k1,...,kn=0

ak1...knz1
k1...zn

kn и

β = (β1, ..., βn), βj > −1, 1 ≤ j ≤ +∞, то назовем дробной производной порядка
β в смысле Римана-Лиувилля следующую голоморфную функцию:

Dβf(z) =
+∞∑
|k|=0

Γ(k + β + 1)

Γ(β + 1)Γ(k + 1)
akz

k, (0.4)

где |k| = k1 + ...+ kn, Γ - функция Эйлера, Γ(k + β + 1) =
n∏
j=1

Γ(kj + βj + 1).

Ясно, что если f ∈ H(Un), тогда Dβf(z) ∈ H(Un), для всех β.
Пусть f ∈ Ap,q

ω (Un), 0 < p, q < +∞ и D(f)(z) = f(z, ..., z), ωj ∈ Ω,

1 ≤ j ≤ n, пусть далее z ∈ U,

Ωn(r) = r

(
q
p+1

)
(n−1)

n∏
j=1

ωj(r), r ∈ (0, 1).

Через Ap,q
Ωn
(U) обозначим весовой класс аналитических в единичном круге

U функций f , для которых

∥f∥Ap,q
Ωn

=

( 1∫
0

Ωn(1− r)

( π∫
−π

|f(rw)|pdm(w)

) q
p

dr

) 1
q

< +∞, 0 < p, q < +∞.

В первом параграфе первой главы установлен результат, который, наряду
с другими вспомогательными утверждениями, используется при доказатель-
стве основных теорем. Однако, на наш взгляд, это утверждение имеет также
самостоятельный интерес.

Теорема 1.1. Пусть ωj ∈ Ω, ωαj
(t) = ωj(t)

(
tαj

ωj(t)

)q

, t ∈ (0, 1), 1 6 j 6 n,
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α > αω, 1 < p, q < +∞. Тогда оператор

Tα(f)(z) =

∫
Un

ωΠ(1− |ξ|)
(1− ξz)α+2

f(ξ)dm2n(ξ), z ∈ Un

отображает пространство Lp,qω (Un) в пространство Ap,q
ωα
(Un), причем

∥Tαf∥Ap,q
ωα

. ∥f∥Lp,q
ω
.

Отметим, что указанный результат является точным.
Во втором параграфе первой главы получена полная характеризация сле-

дов функций из пространства Ap,q
ω (Un) на диагонали поликруга, а именно уста-

новлен следующий результат:
Теорема 1.2. Пусть ωj ∈ Ω, 1 ≤ j ≤ n, 0 < p, q < +∞. Тогда следующие

утверждения равносильны:
1) функция g ∈ H(U) представима в виде g(z) = D(f)(z), z ∈ U,

f ∈ Ap,q
ω (Un);

2) g ∈ Ap,q
Ωn
(U), то есть DAp,q

ω (Un) = Ap,q
Ωn
(U).

Напомним, что D(f)(z) = f(z, ..., z), z ∈ U, f ∈ Ap,q
ω (Un).

Последний параграф первой главы посвящен проблеме, связанной с хоро-
шо известной теоремой Харди-Литтлвуда, об оценке Lp,qω - нормы аналитической
функции через норму ее производной. Указанная теорема обобщается по трем
направлениям: во-первых, теорема распространяется на многомерный случай,
во-вторых, используется дробная производная любого порядка, и, в третьих,
устанавливаются соответствующие оценки в случае смешанных норм.

Введём дополнительные обозначения.
Пусть Rn

+ = {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn : xj ≥ 0, j = 1, ..., n},
m = (m1, ...,mn) ∈ Rn

+, ω = (ω1, ..., ωn), ωj ∈ Ω, тогда определим

ω̂(t) =
n∏
j=1

ωj(tj)t
mjq
j , tj ∈ (0, 1), j = 1, ..., n.

В третьем параграфе первой главы, в частности, установлена справед-
ливость следующего утверждения:

Теорема 1.3. Пусть f ∈ Ap,q
ω (Un), m = (m1, ...,mn) ∈ Rn

+,
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0 < p, q < +∞, тогда справедливы следующие оценки

∥Dmf∥Ap,q
ω̂ (Un) . ∥f∥Ap,q

ω (Un) . ∥Dmf∥Ap,q
ω̂ (Un). (0.5)

Первый параграф второй главы диссертационной работы посвящен реше-
нию задачи, связанная с описанием линейных непрерывных функционалов в
терминах преобразования Коши в пространствах аналитических функций со
смешанной нормой при 1 < p, q < +∞.

Напомним, что, если Φ ∈ (Ap,q
ω (Un))∗, то преобразованием Коши этого

функционала называется следующая функция:

g(z) = Φ(ez), где ez(ζ) :=
1

1− ζz
=

n∏
j=1

1

1− ζjzj
,

ζ = (ζ1, ..., ζn), z = (z1, ..., zn) ∈ Un.

Ясно, что функция g является аналитической в Un функцией. Отметим,
что в случае, когда p, q принадлежат (1,+∞), или (0, 1], a также, в случае,
когда один из параметров принадлежит интервалу (0, 1], a другой - интервалу
(1;+∞), характеризация преобразования Коши имеет совершенно различное
описание. При 1 < p, q < +∞ справедливо следующее утверждение:

Теорема 2.1. Пусть Φ - линейный непрерывный функционал на Ap,q
ω (Un),

и g(z) = Φ(ez), ez(ζ) := 1
1−ζz , ζ, z ∈ Un, 1 < p, q < +∞. Тогда g ∈ H(Un) и

Dα+1g ∈ Ap
′
,q

′

ωα
(Un) для α > αω, p

′
= p

p−1 , q
′
= q

q−1 , ωα(t) = ω(t)

(
tα

ω(t)

)q′

, t ∈ Qn.

Функционал Φ представим в виде

Φ(f) = lim
ρ→1−0

1

(2π)n

∫
Tn

f(ρζ)g(ρζ)dmn(ζ) (0.6)

и справедливы оценки

∥Dα+1g∥
Ap

′
,q
′

ωα

. ∥Φ∥ . ∥Dα+1g∥
Ap

′
,q
′

ωα

. (0.7)

Верно и обратное: любая g ∈ H(Un) такая, что Dα+1g ∈ Ap
′
,q

′

ωα
по фор-

муле (0.6) порождает линейный непрерывный функционал на Ap,q
ω (Un) для ко-
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торого справедливы оценки (0.7).
Для формулировки следующего утверждения нам потребуются еще неко-

торые определения и обозначения.
Пусть 0 < p, q ≤ 1, обозначим через λp,qω класс аналитических в Un функ-

ций g, для которых

∥g∥λp,qω
= sup

z∈Un

[
(1− |z|)α−

1
p−

1
q+2

ω
1
q

Π(1− |z|)
|Dα+1g(z)|

]
=

= sup
z=(z1,...,zn)∈Un

[
n∏
j=1

(1− |zj|)αj− 1
p−

1
q+2

ω
1
q

j (1− |zj|)
|Dα+1g(z)|

]
< +∞,

где αj >
αωj

+1

q + 1
p − 2, 1 ≤ j ≤ n.

Если 0 < p ≤ 1, 1 < q < +∞, обозначим через λ̃p,qω множество всех
голоморфных в Un функций g, для которых

∥g∥λ̃p,qω
=

(∫
Qn

(1− r)αq
′− q

′

p +q
′

ω
q
′
q

Π (1− r)

(
sup
z∈Tn

|Dα+1g(rz)|

)q
′

rdr

) 1
q′

=

=

(∫
Qn

n∏
j=1

(1− rj)
αjq

′− q
′

p +q
′

ω
q
′
q

j (1− rj)

×

×

(
sup

z=(z1,...,zn)∈Tn

|Dα+1g(r1z1, ..., rnzn)|

)q
′

r1...rndr1...drn

) 1
q′

< +∞,

где αj >
αωj

q + 1
p −

1
q′
− 1, 1 ≤ j ≤ n.

И наконец, если 1 < p < +∞, 0 < q ≤ 1, обозначим через ˜̃λp,qω множество
всех голоморфных в Un функций g, для которых

∥g∥˜̃
λ
p,q

ω

= sup
r∈Qn

[
(1− r)α−

1
q+1

ω
1
q

Π(1− r)

(∫
Tn

|Dα+1g(rζ)|p
′

dmn(ζ)

) 1

p
′
]
=

= sup
r=(r1,...,rn)∈Qn

[
n∏
j=1

(1− rj)
αj−1

q+1

ω
1
q

j (1− rj)
×
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×

(∫
Tn

|Dα+1g(r1ζ1, ..., rnζn)|p
′

dm(ζ1)...dm(ζn)

) 1

p
′
]
< +∞,

где αj >
αωj

+1

q − 2, 1 ≤ j ≤ n.

Для краткости введем также следующее обозначение

Λp,qω =


λp,qω , если 0 < p, q ≤ 1;

λ̃p,qω , если 0 < p ≤ 1, 1 < q < +∞;˜̃
λ
p,q

ω , если 1 < p < +∞, 0 < q ≤ 1.

Хорошо известно, что если один из параметров p или q меньше единицы,
то любой непрерывный функционал в пространстве Lp,qω (Un) тождественно ну-
левой. В случае аналитических функций указанное утверждение, разумеется,
неверно: например, линейным непрерывным функционалом в этих простран-
ствах является значение функции f ∈ Ap,q

ω (Un) в точке Φz0(f) = f(z0), z0 ∈ Un.

В рассматриваемом случае верно утверждение, установленное во втором пара-
графе второй главы:

Теорема 2.2. Пусть p, q принадлежат (0, 1] или один из параметров
принадлежит интервалу (0, 1], а другой - интервалу (1;+∞), ωj ∈ Ω, j = 1, n.

Если Φ - линейный непрерывный функционал на Ap,q
ω (Un) и g(z) = Φ(ez),

ez(ζ) :=
1

1−ζz , ζ, z ∈ Un, тогда g ∈ Λp,qω .
Функционал Φ представим в виде

Φ(f) = lim
ρ→1−0

1

(2π)n

∫
Tn

f(ρζ)g(ρζ)dmn(ζ), (0.8)

и справедливы оценки

∥g∥Λp,q
ω

. ∥Φ∥ . ∥g∥Λp,q
ω
. (0.9)

Верно и обратное: любая g ∈ Λp,qω по формуле (0.8) g порождает линей-
ный непрерывный функционал на Ap,q

ω (Un) для которого справедливы оценки
(0.9).

Описание линейных непрерывных функционалов находит свое приложе-
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ние в исследованиях, посвященных изучению тёплицевых операторов в про-
странствах аналитических функций.

Для изложения следующих результатов введём дополнительные обозна-
чения и определения:

Анизотропным пространством Соболева Aω(α,m) назовём пространство
голоморфных в поликруге Un функций f , для которых

∥f∥Aω(α,m) =

∫
Un

|Dmf(z)|ωΠ(1− |z|)(1− |z|)α−1dm2n(z) < +∞, (0.10)

m = (m1, ...,mn) ∈ Nn, α = (α1, ..., αn) ∈ Rn
+, z = (z1, ..., zn) ∈ Un.

Обозначим через RP (Un) - класс суммируемых на торе T n функций h,
коэффициенты Фурье которых равны нулю вне множества Yn = Zn+ ∪ Zn−
(Zn+ = Z+ × ... × Z+, аналогично Zn− = Z− × ... × Z−), то есть класс функций
представимых на торе в виде h(ζ) = f(ζ) + g(ζ), f, g ∈ H1(Un). Ясно, что эти
функции являются граничными значениями плюригармонических в единичном
поликруге функций.

Кратным операторм Тёплица назовем интегральный оператор вида

Th(f)(z) =
1

(2πi)n

∫
Tn

f(ζ)h(ζ)

ζ − z
dζ, z = (z1, ..., zn) ∈ Un, (0.11)

где h ∈ L1(T n), f ∈ CA(U
n), CA(Un) = C(Un ∪ ∂Un) ∩H(Un).

Пусть ω = (ω1, ..., ωn) - вектор-функция типа модуля непрерывности, то
есть ωj -неубывающие неотрицательные на R+ = (0,+∞) функции, такие что
функции tj → ωj(tj)

tj
не возрастают на R+.

Если (k1, ..., kn) некоторая перестановка чисел (1, 2, ..., n), n ∈ N,

1 ≤ r ≤ n. Тогда кортежем порядка r назовем вектор с координатами (k1, ..., kr),
множество всех кортежей порядка r обозначим через Kr. Ясно, что, если
1 ≤ r,m ≤ n, то (k1, ..., kr) = (s1, ..., sm) тогда и только тогда, когда r = m,

si = ki, i = 1, ..., r.

И, наконец, если X - некоторое квазинормированное пространство, то че-
рез L(X) обозначим множество линейных непрерывных операторов, действую-
щих в пространстве X.

В третьем параграфе второй главы найден критерий ограниченности опе-
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ратора Тёплица в весовом анизотропном пространстве Соболева голоморфных
в поликруге функций. Установлены утверждения:

Теорема 2.3. Пусть m = (m1, ...,mn) ∈ Nn, α = (α1, ..., αn) ∈ Rn
+, ω−

функция типа модуля непрерывности на Qn, h− функция из класса RP (Un),
1∫
0

ωj(u)du
u < +∞, j = 1, ..., n.

1. Если mj ≤ αj, j = 1, ..., n, то следующие утверждения равносильны:

a. Th ∈ L(Aω(α,m));

b. функция h допускает представление

h(ζ) = h1(ζ) + h2(ζ), ζ = (ζ1, ..., ζn) ∈ T n,

где h1, h2 являются граничными значениями функций, голо-
морфных в Un, при этом h1 - мультипликатор пространства
Aω(α,m), D−mh2 ∈ Λαω, где D−m− оператор, обратный к оператору
Dm.

2. Если mj ≥ αj + 2, j = 1, ..., n, то следующие утверждения равносильны:

a. Th ∈ L(Aω(α,m));

b. h допускает представление

h(ζ) = h1(ζ) + h2(ζ), ζ = (ζ1, ..., ζn) ∈ T n,

где h1 ∈ Aω(α,m), h2 ∈ H∞(Un).

В случае, когда mj = αj + 1, j = 1, ..., n возникают дополнительные
ограничения на функцию h, а именно справедливо следующее утверждение:

Теорема 2.4. Пусть h ∈ H1(Un), m = (m1, ...,mn) ∈ Nn,

α = (α1, ..., αn) ∈ Rn
+ и mj = αj + 1, j = 1, ..., n, тогда следующие утвер-

ждения равносильны:

1. Th является ограниченным оператором в пространстве Aω(α,m);

2. функция h ∈ H∞(Un), причем для любого кортежа k = (k1, ..., kp) ∈ Kp
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справедлива оценка

sup
z∈Un

{∣∣∣∣∣∂ph(z1, ..., zp)∂zk1...∂zkp

∣∣∣∣∣
p∏
j=1

(1− |zkj |)2

ωkj(1− |zkj |)

1∫
1−|zkj |

ωkj(u)

u2
du

}
< +∞, (0.12)

z = (z1, ..., zn) ∈ Un.

Теоремы 2.3 и 2.4 имеют интересные приложения в теории факторизации.
А именно справедлива следующая теорема о делении аналитической функции:

Для формулировки следующего результата сначала приведем некоторые
определения.

Скажем, что функция J ∈ H∞(Un) называется внутренней, если
|J(ζ)| = 1, почти всюду по мере Лебега на T n.

Пусть J1 и J2 две внутренние функции в Un. Скажем, что внутренняя
функция J1 делится на J2, если J1

J2
∈ H∞(Un). Также скажем, что функция

f ∈ H1(Un) делится на внутреннюю функцию J , если f
J ∈ H1(Un).

Теорема 2.5. Пусть F ∈ H1(Un) ∩ Aω(α,m) причем F (z) = J(z)f(z),

z ∈ Un. Тогда если f ∈ H1(Un), то F
J = f ∈ H1(Un) ∩ Aω(α,m).

Автор выражает искреннюю благодарность своему научному руководите-
лю профессору Ф.А. Шамояну за постановку задач и постоянное внимание к
работе.
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1 Диагональное отображение и теорема ти-
па Харди-Литтлвуда в весовых анизотроп-
ных пространствах аналитических в поликру-
ге функций со смешанной нормой

Первая глава диссертационной работы посвящена вопросам диагонально-
го отбражения и оценке норм в анизотропных аналитических пространствах со
смешанными нормами в Un. В первом параграфе главы решается задача, свя-
занная с построением оператора, который отображает пространство функций,
интегрируемых по Лебегу на пространство голоморфных в поликруге функ-
ций. Второй параграф этой главы посвящен вопросам полной характеризации
аналитических функций из единичного круга, которые являются сужением на
диагонали поликруга аналитических функций из весовых анизотропных про-
странств со смешанной нормой, т.е. из Ap,q

ω (Un). В третьем параграфе уста-
навливается теорема об оценке смешанных норм аналитических в Un функций
через соотвествующие нормы их производных.

1.1 Теорема об ограниченном проекторе в весовых ани-

зотропных пространствах голоморфных функций со

смешанной нормой

Доказательства основных результатов первой главы потребуются некото-
рые вспомогательные результаты. С этой целью определим следующую функ-

цию χγ(ρ) :=
1

(1−ρ)
γ
qp

:=
n∏
j=1

1

(1−ρj)
γ
qp
, 0 < γ < 1

pp′ , p
′ = p

p−1 .

Лемма 1.1 (см. [23]). Пусть ωj ∈ Ω, и 0 < γj < 1 − βωj
, αj > −1

j = 1, ..., n, тогда ∫
Qn

ωΠ(1− ρ)χγ(ρ)dρ

(1− rρ)α+1
. ωΠ(1− r)χγ(r)

(1− r)α
, (1.1)

r = (r1, ..., rn) ∈ Qn.

В этом параграфе мы изучаем поведение некоторых интегральных
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операторов в пространствах Lp,qω (Un) при 1 ≤ p, q < +∞. Аналог рассматрива-
емого результата в частном случае, когда p = q, был доказан ранее в работе [23].

Теорема 1.1. Пусть ωj ∈ Ω, ωαj
(t) = ωj(t)

(
tαj

ωj(t)

)q

, t ∈ (0, 1), 1 6 j 6 n,

α > αω, 1 < p, q < +∞. Тогда оператор

Tα(f)(z) =

∫
Un

ωΠ(1− |ξ|)
(1− ξz)α+2

f(ξ)dm2n(ξ), z ∈ Un

отображает пространство Lp,qω (Un) в пространство Ap,q
ωα
(Un), причем

∥Tαf∥Ap,q
ωα

. ∥f∥Lp,q
ω
.

Доказательство. Предположим, что f ∈ Lp,qω (Un), тогда, применяя неравен-
ство Минковского, имеем

(∫
Tn

|Tα(f)(rζ)|pdmn(ζ)

) 1
p

=

=

(∫
Tn

∣∣∣∣∣
∫
Qn

∫
Tn

ωΠ(1− ρ)

(1− rρζw)α+2
f(ρw)dmn(w)ρdρ

∣∣∣∣∣
p

dmn(ζ)

) 1
p

≤

≤
∫
Qn

(∫
Tn

∣∣∣∣∣
∫
Tn

ωΠ(1− ρ)

(1− rρζw)α+2
f(ρw)dmn(w)

∣∣∣∣∣
p

dmn(ζ)

) 1
p

ρdρ.

Затем мы применим неравенство Гельдера с p′ = p
p−1(∫

Tn

|Tα(f)(rζ)|pdmn(ζ)

) 1
p

6
∫
Qn

(∫
Tn

∫
Tn

ωΠ(1− ρ)

|1− rρζw|α+2
|f(ρw)|pdmn(w)×

×

(∫
Tn

ωΠ(1− ρ)

|1− rρζw|α+2
dmn(w)

) p
p′

dmn(ζ)

) 1
p

ρdρ.
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Легко видеть, что ∫
Tn

dmn(w)

|1− rρζw|α+2
. 1

(1− rρ)α+1
.

Тогда, принимая это во внимание и меняя порядок интегрирования получаем(∫
Tn

|Tα(f)(rζ)|pdmn(ζ)

) 1
p

.
∫
Qn

ω
1
p′

Π (1− ρ)

(1− rρ)
α+1
p′
×

×

(∫
Tn

ωΠ(1− ρ)|f(ρw)|p
∫
Tn

dmn(ζ)

|1− rρζw|α+2
dmn(w)

) 1
p

ρdρ .

.
∫
Qn

ω
1
p′

Π (1− ρ)ω
1
p

Π(1− ρ)

(1− rρ)
α+1
p′ (1− rρ)

α+1
p

×

×

(∫
Tn

|f(ρw)|pdmn(w)

) 1
p

ρdρ =

∫
Qn

ωΠ(1− ρ)

(1− rρ)α+1

(∫
Tn

|f(ρw)|pdmn(w)

) 1
p

ρdρ.

Возводим в степень 1 < q < +∞ и интегрируем полученную оценку по
кубу Qn

I :=

∫
Qn

ωα(1− r)

(∫
Tn

|Tα(f)(rζ)|pdmn(ζ)

) q
p

rdr .

.
∫
Qn

ωα(1− r)

(∫
Qn

ωΠ(1− ρ)

(1− rρ)α+1

(∫
Tn

|f(ρw)|pdmn(w)

) 1
p

ρdρ

)q

rdr.

Далее, умножаем и делим правую часть последнего неравенства на функ-
цию χγ(ρ), после чего применяем неравенство Гельдера с показателем q′ = q

q−1

I .
∫
Qn

ωα(1− r)

∫
Qn

ωΠ(1− ρ)

(1− rρ)α+1χqγ(ρ)

(∫
Tn

|f(ρw)|pdmn(w)

) q
p

ρdρ×
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×

(∫
Qn

ωΠ(1− ρ)χq
′

γ (ρ)

(1− rρ)α+1
ρdρ

) q
q′

rdr.

Согласно (1.1) получаем

I .
∫
Qn

ωα(1− r)

(
ωΠ(1− r)χq

′

γ (r)

(1− r)α

) q
q′∫
Qn

ωΠ(1− ρ)

(1− rρ)α+1χqγ(ρ)
×

×

(∫
Tn

|f(ρw)|pdmn(w)

) q
p

ρdρrdr. (1.2)

Очевидно, что

ωα(1− r)

(
ωΠ(1− r)χq

′

γ (r)

(1− r)α

) q
q′

= ωΠ(1− r)

(
(1− r)α

ωΠ(1− r)

)q

χqγ(r)

(
ωΠ(1− r)

(1− r)α

)q−1

=

= (1− r)αχqγ(r), r ∈ Qn.

Тогда (1.2) примет вид

I .
∫
Qn

(1− r)αχqγ(r)

(1− rρ)α+1

[∫
Qn

ωΠ(1− ρ)

χqγ(ρ)

(∫
Tn

|f(ρw)|pdmn(w)

) q
p

ρdρ

]
rdr.

Далее меняем порядок интегрирования и в соответствии с формулой (1.1) по-
лучим

I .
∫
Qn

ωΠ(1− ρ)

(∫
Tn

|f(ρw)|pdmn(w)

) q
p

ρdρ.

Итак, ∥Tαf∥Ap,q(ωα) . ∥f∥Lp,q
ω
.

1.2 Диагональное отображение в анизотропных про-

странствах аналитических в поликруге функций со

смешанной нормой

В следующей теореме даётся полная характеризация следов функций из
пространства Ap,q

ω (Un) на диагонали поликруга, а именно установливает резуль-
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тат:

Теорема 1.2. Пусть ωj ∈ Ω, 1 ≤ j ≤ n, 0 < p, q < +∞. Тогда следующие
утверждения равносильны:

1) функция g ∈ H(U) представима в виде g(z) = D(f)(z), z ∈ U,

f ∈ Ap,q
ω (Un);

2) g ∈ Ap,q
Ωn
(U), то есть DAp,q

ω (Un) = Ap,q
Ωn
(U).

Для доказательства теоремы нам потребуется следующее утверждение:

Лемма 1.2. Пусть f ∈ H(Un), 0 < p ≤ 1. Тогда справедлива следующая
оценка

n∏
j=1

(1− r2j )
1
p−1

π∫
−π

...

π∫
−π

|f(r21eiφ1, ..., r2ne
iφn)|dφ1...dφn .

.
( π∫

−π

...

π∫
−π

|f(r1eiφ1, ..., rne
iφn)|pdφ1...dφn

) 1
p

.

Доказательство. Рассмотрим интеграл

I :=

π∫
−π

...

π∫
−π

|f(r21eiφ1, ..., r2ne
iφn)|dφ1...dφn =

=

π∫
−π

...

π∫
−π

|f(r21eiφ1, ..., r2ne
iφn)|p|f(r21eiφ1, ..., r2ne

iφn)|1−pdφ1...dφn.

Как хорошо известно для класса Харди справедлива следующая оцен-
ка(см. [11]):

Если f ∈ Hp, то

|f(r1eiφ1, ..., rne
iφn)| ≤ C∥f∥Hp

n∏
j=1

(1− rj)
1
p

, r = (r1, ..., rn) ∈ Qn.

Теперь, с учетом этой оценки, мы получим
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|f(r21eiφ1, ..., r2ne
iφn)|1−p .

(( π∫
−π
...

π∫
−π

|f(r1eiθ1, ..., rneiθn)|pdθ1...dθn
) 1

p

n∏
j=1

(1− rj)
1
p

)1−p

.

Таким образом

I .
π∫

−π

...

π∫
−π

|f(r21eiφ1, ..., r2ne
iφn)|pdφ1...dφn

n∏
j=1

(1− rj)
1− 1

p×

×

( π∫
−π

...

π∫
−π

|f(r1eiφ1, ..., rne
iφn)|pdφ1...dφn

) 1
p−1

.

Теперь, используя свойство монотонности (1.14) функции ψ, получим

π∫
−π

...

π∫
−π

|f(r21eiφ1, ..., r2ne
iφn)|pdφ1...dφn 6

π∫
−π

...

π∫
−π

|f(r1eiφ1, ..., rne
iφn)|pdφ1...dφn.

Отсюда следует, что

I .
n∏
j=1

(1− rj)
1− 1

p

( π∫
−π

...

π∫
−π

|f(r1eiφ1, ..., rne
iφn)|pdφ1...dφn

) 1
p

.

Поэтому

n∏
j=1

(1− r2j )
1
p−1

π∫
−π

...

π∫
−π

|f(r21eiφ1, ..., r2ne
iφn)|dφ1...dφn <

∼

<
∼

( π∫
−π

...

π∫
−π

|f(r1eiφ1, ..., rne
iφn)|pdφ1...dφn

) 1
p

.

Перейдем теперь к доказательству основного результата параграфа.
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Доказательство теоремы 1.2
Докажем сначала включение DAp,q

ω (Un) ⊂ Ap,q
Ωn
(U). Обозначим rk = 1− 1

2k
,

rk+1 = 1− 1
2k+1 и αk,l = πl

2k
, αk,l+1 =

π(l+1)
2k

, и f(z) = DF (z), F ∈ Ap,q
ω (Un), z ∈ U .

Pассмотрим следующий интеграл

I := ∥DF∥q
Ap,q

Ωn
(Un)

=

1∫
0

Ωn(1− r)

( π∫
−π

|f(reiθ)|pdθ

) q
p

dr =

=
∞∑
k=0

rk+1∫
rk

n∏
j=1

ωj(1− r)(1− r)

(
q
p+1

)
(n−1)

( π∫
−π

|f(reiθ)|pdθ

) q
p

dr.

Заметим, что если ω ∈ Ω, тогда для всех x, y ∈ (0; 1), 0 < x ≤ y < 1

справедлива следующая оценка (см. [24])(
x

y

)αω

. ω(x)

ω(y)
.
(
y

x

)βω

. (1.3)

Итак, если rk ≤ r ≤ rk+1, то (1− r) ≈ (1− rk)=2(1− rk+1)=2(rk+1 − rk) и
ωj(1− r) ≈ ωj(1− rk) ≈ ωj(1− rk+1) (согласно (1.3)).

Соответственно получаем

I ≈
∞∑
k=0

n∏
j=1

ωj(1− rk+1)(rk+1 − rk)

(
q
p+1

)
(n−1)+1

( π∫
−π

|f(rk+1e
iθ)|pdθ

) q
p

=

=
∞∑
k=0

n∏
j=1

ωj(1− rk+1)(rk+1 − rk)
q
pn+n−

q
p

( π∫
−π

|f(rk+1e
iθ)|pdθ

) q
p

=

=
∞∑
k=0

n∏
j=1

ωj(1− rk+1)(rk+1 − rk)
q
pn+n−

q
p

(
2k−1∑
l=−2k

αk,l+1∫
αk,l

|f(rk+1e
iθ)|pdmθ

) q
p

.

В соответствии со свойствами (1.3) получаем
(αk,l+1 − αk,l) = π(1− rk) = 2π(rk+1 − rk), тогда:

I .
∞∑
k=0

n∏
j=1

ωj(1− rk+1)(rk+1 − rk)
q
pn+n−

q
p

(
2k−1∑
l=−2k

max
θ∈(αk,l;αk,l+1)

|f(rk+1e
iθ)|p×
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×(αk,l+1 − αk,l)

) q
p

.

.
∞∑
k=0

n∏
j=1

ωj(1− rk+1)(rk+1 − rk)
q
pn+n

(
2k−1∑
l=−2k

max
θ∈(αk,l;αk,l+1)

|f(rk+1e
iθ)|p

) q
p

=

=
∞∑
k=0

n∏
j=1

ωj(1− rk+1)(rk+1 − rk)
n

(
2k−1∑
l=−2k

max
θ∈(αk,l;αk,l+1)

|f(rk+1e
iθ)|p(rk+1 − rk)

n

) q
p

.

Снова воспользовавшись тем, что (αk,l+1−αk,l) = 2π(rk+1− rk), получаем

I .
∞∑
k=0

n∏
j=1

ωj(1−rk+1)(rk+1−rk)n
(

2k−1∑
l=−2k

max
θ∈(αk,l;αk,l+1)

|f(rk+1e
iθ)|p(αk,l+1−αk,l)n

) q
p

.

Ясно, что

I .
∞∑
k1=0

...
∞∑

kn=0

n∏
j=1

ωj(1− rkj+1)(rkj+1 − rkj)×

×

(
2k1−1∑
l1=−2k1

...
2kn−1∑
ln=−2kn

max
θj ∈ (αkj ,lj ;αkj ,lj+1)

1 ≤ j ≤ n

|f(rk1+1e
iθ1, ..., rkn+1e

iθn)|p×

×
n∏
j=1

(αkj ,lj+1 − αkj ,lj)

) q
p

.
∞∑
k1=0

...
∞∑

kn=0

rk1+1∫
rk1

...

rkn+1∫
rkn

n∏
j=1

ωj(1− rj)×

×

(
2k1−1∑
l1=−2k1

...
2kn−1∑
ln=−2kn

αk1,l1+1∫
αk1,l1

...

αkn,ln+1∫
αkn,ln

|f(r1eiθ1, ..., rneiθn)|pdθ1...dθn

) q
p

dr1...drn =

=

∫
Qn

ω1(1− r1)...ωn(1− rn)

(∫
Tn

|f(r1ζ1, ..., rnζn|pdmn(ζ)

) q
p

dr1...drn = ∥f∥q
Ap,q

ω (Un)
.

Итак, первое утверждение теоремы установлено.
Докажем второе утверждение. Пусть g ∈ Ap,q

Ωn
(U). Покажем, что можно

построить функцию f ∈ Ap,q
ω (Un) такую, что D(f)(z) = g(z), z ∈ U.
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Cогласно хорошо известной формуле (см. [30], [34]) функция g допускает
представление

g(z) =
nβ − 1

π

∫
U

(1− |ξ|)nβ−2g(ξ)

(1− ξz)nβ
dm2(ξ), z ∈ U.

Положим

f(z1, ..., zn) =
nβ − 1

π

∫
U

(1− |ξ|)nβ−2g(ξ)

(1− ξz1)β...(1− ξzn)β
dm2(ξ), z = (z1, ..., zn) ∈ Un,

(1.4)
где β положительное достаточно большое число.

Очевидно, что D(f)(z) = g(z), z ∈ U. Кроме того, f - аналитическая в
Un функция. Докажем, что f ∈ Ap,q

ω (Un). Здесь доказательство распадается на
несколько шагов. Рассмотрим их подробнее:

Шаг 1. Сначала предположим, что 1 < p, q < +∞. Пусть f ∈ H(Un), по
теореме Хана-Банаха и теореме Бенедека-Пансоне (см. [26]) имеем

∥f∥Ap,q
ω

= sup
∥ψ∥

L
p′,q′
ω

≤1

∫
Un

f(ζ)ψ(ζ)ωΠ(1− |ζ|)dm2n(ζ) =

= sup
∥ψ∥

L
p′,q′
ω

=1

∫
Un

f(ζ)ψ(ζ)ωΠ(1− |ζ|)dm2n(ζ), p
′ =

p

p− 1
, q′ =

q

q − 1
.

Рассмотрим интеграл

I1 :=

∫
Un

f(ζ)ψ(ζ)ωΠ(1− |ζ|)dm2n(ζ), ψ ∈ Lp
′,q′

ω : ∥ψ∥
Lp′,q′
ω

= 1.

Подставляя (1.4) в I1, получим

I1 .
∫
Un

ψ(ζ)ωΠ(1− |ζ|)
∫
U

(1− |w|)nβ−2g(w)
n∏
j=1

(1− wζj)β
dm2(w)dm2n(ζ) =

=

∫
U

(1− |w|)nβ−2g(w)

∫
Un

ψ(ζ)ωΠ(1− |ζ|)
n∏
j=1

(1− wζj)β
dm2n(ζ)dm2(w) =
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=

∫
U

(1− |w|)nβ−2g(w)

∫
Un

ψ(ζ)ωΠ(1− |ζ|)
n∏
j=1

(1− wζj)β
dm2n(ζ)dm2(w).

Положим

F (z) =

∫
Un

ψ(ζ)ωΠ(1− |ζ|)
n∏
j=1

(1− ζjz)β
dm2n(ζ), z = (z1, ..., zn) ∈ Un.

Согласно Теореме 1.1 имеем, что F ∈ Ap′,q′

ω∗ ,

где ω∗(t) =
n∏
j=1

ω∗
j (t), ω∗

j (t) = ωj(t)
(
tβ−2

ωj(t)

)q
, t ∈ (0; 1) при этом

∥F∥
Ap′,q′

ω∗
. ∥ψ∥

Lp′,q′
ω

≤ const.

В то же время

I1 .
∫
U

(1− |w|)nβ−2g(w)D(F )(w)dm2(w).

Но поскольку F ∈ Ap′,q′

ω∗ , то по первой части теоремы D(F ) ∈ Ap′,q′

Ω∗
n
(Un),

где

Ω∗
n(t) = t

(
q′
p′+1

)
(n−1)

n∏
j=1

ω∗
j (t) = t

(
q′
p′+1

)
(n−1)+(β−2)nq′

n∏
j=1

ω1−q′
j (t), t ∈ (0; 1).

Поэтому

|I1| .
∫
U

(1− |w|)nβ−2|g(w)||D(F )(w)|dm2(w) =

=

∫
U

ω
1
q

Π(1− |w|)

ω
1
q

Π(1− |w|)
(1− |w|)nβ−2|g(w)||D(F )(w)|dm2(w).

Заметим также, что βn − 2 = βn − (1 + 1) =

= βn−
(
1
p + 1

p′ +
1
q + 1

q′

)
= βn−

(
1
p + 1

q

)
−
(

1
p′ +

1
q′

)
+
(
1
p + 1

q

)
n−
(
1
p + 1

q

)
n =

= βn+
(
1
p + 1

q

)
(n − 1)−

(
1
p′ + 1

q′

)
−
(
1 − 1

p′ + 1 − 1
q′

)
n =

= βn − 2n+
(
1
p + 1

q

)
(n − 1)−

(
1
p′ + 1

q′

)
+
(

1
p′ + 1

q′

)
n =
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= (β − 2)n+
(
1
p + 1

q

)
(n − 1)+

(
1
p′ +

1
q′

)
(n − 1) и q′

q = 1 − q′, тогда, два-
жды применяя неравенство Гельдера, сначала с показателем p′ = p

p−1 , а затем
с показателем q′ = q

q−1 , имеем

|I1| .
1∫

0

(1− ρ)
(β−2)n+

(
1
p+

1
q

)
(n−1)+

(
1
p′+

1
q′

)
(n−1)ω

1
q

Π(1− ρ)

ω
1
q

Π(1− ρ)
×

×
π∫

−π

|g(ρeiθ)||D(F )(ρeiθ)|dθdρ ≤
1∫

0

(1− ρ)
(β−2)n+

(
1
p+

1
q

)
(n−1)+

(
1
p′+

1
q′

)
(n−1)

×

×ω
1
q

Π(1− ρ)

ω
1
q

Π(1− ρ)

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ

) 1
p
( π∫

−π

|D(F )(ρeiθ)|p′dθ

) 1
p′

dρ ≤

≤

( 1∫
0

(1− ρ)

(
q
p+1

)
(n−1)

ωΠ(1− ρ)

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ

) q
p

dρ

) 1
q

×

×

( 1∫
0

(1− ρ)
(β−2)nq′+

(
q′
p′+1

)
(n−1)

ω
q′
q

Π (1− ρ)

( π∫
−π

|D(F )(ρeiθ)|p′dθ

) q′
p′

dρ

) 1
q′

=

=

( 1∫
0

(1− ρ)

(
q
p+1

)
(n−1)

ωΠ(1− ρ)

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ

) q
p

dρ

) 1
q

×

×

( 1∫
0

(1− ρ)
(β−2)nq′+

(
q′
p′+1

)
(n−1)

ω1−q′
Π (1− ρ)

( π∫
−π

|D(F )(ρeiθ)|p′dθ

) q′
p′

dρ

) 1
q′

=

= ∥g∥Ap,q
Ωn
∥D(F )∥

Ap′,q′
Ω∗
n

.

Но в силу первой части теоремы

∥D(F )∥
Ap′,q′

ω∗
. ∥ψ∥

Lp′,q′
ω

≤ const.

Следовательно получаем

|I1| . ∥g∥Ap,q
Ωn
,
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то есть
∥f∥Ap,q

ω
. ∥f∥Ap,q

Ωn
.

Итак, в случае 1 < p, q < +∞ теорема доказана.
Шаг 2. Пусть далее 0 < p, q ≤ 1. Напомним, что в этом случае квазинорма

определяется следующим образом:

∥f∥q
Ap,q

ω
=

∫
Qn

ωΠ(1− r)

(∫
Tn

|f(rw)|pdmn(w)

) q
p

dr.

Воспользуемся представлением (1.4) и учтем, что 0 < p ≤ 1, тогда по
лемме 1.4 получаем

∥f∥q
Ap,q

ω
.
∫
Qn

ωΠ(1− r)

(∫
Tn

[∫
U

(1− |z|)nβ−2|g(z)|
n∏
j=1

|1− rjzwj|β
dm2(z)

]p
dmn(w)

) q
p

dr .

.
∫
Qn

ωΠ(1− r)

(∫
Tn

∫
U

(1− |z|)nβp−2p+2p−2|g(z)|p
n∏
j=1

|1− rjzwj|βp
dm2(z)dmn(w)

) q
p

dr.

Теперь меняем порядок интегрирования

∥f∥q
Ap,q

ω
.
∫
Qn

ωΠ(1− r)

(∫
U

(1− |z|)nβp−2|g(z)|p
∫
Tn

dmn(w)
n∏
j=1

|1− rjzwj|βp
dm2(z)

) q
p

dr =

=

∫
Qn

ωΠ(1− r)

(∫
U

(1− |z|)nβp−2|g(z)|p
n∏
j=1

π∫
−π

dm(wj)

|1− rjzwj|βp
dm2(z)

) q
p

dr .

.
∫
Qn

ωΠ(1− r)

( 1∫
0

(1− ρ)nβp−2

n∏
j=1

(1− rjρ)βp−1

π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθdρ

) q
p

dr.

В итоге, получим
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∥f∥q
Ap,q

ω
.
∫
Qn

ωΠ(1− r)

( 1∫
0

(1− ρ)nβp−2

n∏
j=1

(1− rjρ)βp−1

π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθdρ

) q
p

dr. (1.5)

Далее, так как 0 < p, q ≤ 1, то возможны два случая:
2.i) Пусть сначала 0 < q

p ≤ 1. Рассмотрим оценку (1.5) и снова воспользу-
емся леммой 1.5 для 0 < q

p ≤ 1, тогда

∥f∥q
Ap,q

ω
.
∫
Qn

ωΠ(1− r)

1∫
0

(1− ρ)nβq−2 q
p+

q
p−1

n∏
j=1

(1− rjρ)
βq− q

p

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ

) q
p

dρdr =

=

∫
Qn

ωΠ(1− r)

1∫
0

(1− ρ)nβq−
q
p−1

n∏
j=1

(1− rjρ)
βq− q

p

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ

) q
p

dρdr.

Теперь снова меняем порядок интегрирования

∥f∥q
Ap,q

ω
.

1∫
0

(1− ρ)nβq−
q
p−1

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ

) q
p ∫
Qn

ωΠ(1− r)dr
n∏
j=1

(1− rjρ)
βq− q

p

dρ .

.
1∫

0

(1− ρ)nβq−
q
p−1

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ

) q
p n∏
j=1

1∫
0

ωj(1− rj)drj

(1− rjρ)
βq− q

p

dρ .

.
1∫

0

n∏
j=1

ωj(1− ρ)
(1− ρ)nβq−

q
p−1

(1− ρ)βqn−
q
pn−n

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ

) q
p

dρ.

Окончательно, имеем

∥f∥q
Ap,q

ω
.

1∫
0

n∏
j=1

ωj(1− ρ)(1− ρ)
q
pn+n−

q
p−1

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ

) q
p

dρ =
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1∫
0

Ωn(1− ρ)

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ

) q
p

dρ = ∥f∥q
Ap,q

Ωn

.

Теорема доказана и в этом случае.
2.ii) Пусть теперь 1 < q

p < +∞. Рассмотрим оценку (1.5)

∥f∥q
Ap,q

ω
.
∫
Qn

ωΠ(1− r)

( 1∫
0

(1− ρ)nβp−2

n∏
j=1

(1− rjρ)βp−1

π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθdρ

) q
p

dr.

Положим ρm = 1− 1
2m , m ∈ Z+. Тогда

∥f∥q
Ap,q

ω
.
∫
Qn

ωΠ(1− r)

(
+∞∑
k=0

ρk+1∫
ρk

(1− ρ)nβp−2

n∏
j=1

(1− rjρ)βp−1

π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθdρ

) q
p

dr .

.
∫
Qn

ωΠ(1− r)

(
+∞∑
k=0

(1− ρk)
nβp−1

n∏
j=1

(1− rjρk)βp−1

π∫
−π

|g(ρkeiθ)|pdθ

) q
p

dr.

Теперь возведем полученное в степень 1 < q
p < +∞, воспользуемся нера-

венством Гельдера с показателем s =
(
q
p

)′
= q

q−p s
′ = s

s−1 = q
p и пусть γ - произ-

вольное число, такое что γs > 1, тогда

∥f∥q
Ap,q

ω
.
∫
Qn

ωΠ(1− r)

(
+∞∑
k=0

(1− ρk)
nβp−2+ 1

s+
1
s′

n∏
j=1

(1− rjρk)βp−1+γ−γ

π∫
−π

|g(ρkeiθ)|pdθ

) q
p

dr ≤

≤
∫
Qn

ωΠ(1− r)
+∞∑
k=0

(1− ρk)
nβq−2 q

p+1

n∏
j=1

(1− rjρk)
βq− q

p−γ
q
p

( π∫
−π

|g(ρkeiθ)|pdθ

) q
p

×
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×

(
+∞∑
k=0

(1− ρk)
n∏
j=1

(1− rjρk)γs

) q/p
s

dr .

.
∫
Qn

ωΠ(1− r)
+∞∑
k=0

ρk+1∫
ρk

(1− ρ)nβq−2 q
p

n∏
j=1

(1− rjρ)
βq− q

p−γ
q
p

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ

) q
p

dρ×

×

(
+∞∑
k=0

ρk+1∫
ρk

dρ
n∏
j=1

(1− rjρ)γs

) q/p
s

dr .

.
∫
Qn

ωΠ(1− r)

[ 1∫
0

(1− ρ)nβq−2 q
p

n∏
j=1

(1− rjρ)
βq− q

p−γ
q
p

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ

) q
p

dρ×

×

( 1∫
0

dρ
n∏
j=1

(1− rjρ)γs

) q
p−1]

dr.

Оценим последний интеграл отдельно. Пусть

I2 :=

1∫
0

dρ
n∏
j=1

(1− rjρ)γs
.

Положим max rj = rj0 < 1 тогда rj ≤ rj0 и 1−rj ≥ 1−rj0, j = 1, ..., n,
следовательно

I2 ≤
1

n−1∏
j = 1

j ̸= j0

(1− rj)γs

1∫
0

dρ

(1− rj0ρ)
γs

.

. 1
n−1∏
j = 1

j ̸= j0

(1− rj)γs

1

(1− rj0)
γs−1
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=
(1− rj0)
n∏
j=1

(1− rj)γs
=

(1− rj0)
n
n

n∏
j=1

(1− rj)γs
≤

n∏
j=1

(1− rj)
1
n

n∏
j=1

(1− rj)γs
=

=
1

n∏
j=1

(1− rj)γs−
1
n

.

Тогда

∥f∥q
Ap,q

ω
.
∫
Qn

ωΠ(1− r)

1∫
0

(1− ρ)nβq−2 q
p

n∏
j=1

(1− rjρ)
βq− q

p−γ
q
p

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ

) q
p

dρ×

×

(
1

n∏
j=1

(1− rj)γs−
1
n

) q
p−1

dr =

∫
Qn

ωΠ(1− r)

n∏
j=1

(1− rj)
γ q
p−

1
n

(
q
p−1

)×

×
1∫

0

(1− ρ)nβq−2 q
p

n∏
j=1

(1− rjρ)
βq− q

p−γ
q
p

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ

) q
p

dρdr.

Далее, изменив порядок интегрирования, получим

∥f∥q
Ap,q

ω
.

1∫
0

(1− ρ)nβq−2 q
p

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ

) q
p

×

×
∫
Qn

ωΠ(1− r)

n∏
j=1

(1− rj)
γ q
p−

1
n

(
q
p−1

) dr
n∏
j=1

(1− rjρ)
βq− q

p−γ
q
p

dρ =

=

1∫
0

(1− ρ)nβq−2 q
p

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ

) q
p

×

×
n∏
j=1

1∫
0

ωj(1− rj)dr

(1− rjρ)
γ q
p−

1
n

(
q
p−1

)
+βq− q

p−γ
q
p

dρ =
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=

1∫
0

(1− ρ)nβq−2 q
p

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ

) q
p

×

×
n∏
j=1

1∫
0

ωj(1− rj)dr

(1− rjρ)
βq− 1

n

(
q
p−1

)
− q

p

dρ .

.
1∫

0

n∏
j=1

ωj(1− ρ)
(1− ρ)nβq−2 q

p

(1− ρ)
βqn−

(
q
p−1

)
−n q

p−n

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ

) q
p

dρ =

=

1∫
0

n∏
j=1

ωj(1− ρ)(1− ρ)n
q
p+n−

q
p−1

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ

) q
p

dρ.

Окончательно, имеем

∥f∥q
Ap,q

ω
.

1∫
0

Ωn(1− ρ)

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ

) q
p

dρ = ∥g∥q
Ap,q

Ωn

.

Итак, в случае 0 < p, q ≤ 1 теорема доказана.
Шаг 3. Случай, когда 0 < p ≤ 1, а 1 < q < +∞, то есть, когда

1 < q
p < +∞, полностью аналогичен выше рассмотренному случаю 2.ii.
Шаг 4. Перейдем наконец к случаю, когда 1 < p < +∞ и 0 < q ≤ 1, то

есть 0 < q
p < 1.

Так как 1 < p < +∞, то, согласно теореме Хана-Банаха и теоремы Ф.
Рисса существует функция ψ ∈ Lp

′ такая, что(∫
Tn

|f(rw)|pdmn(w)

) 1
p

=

∫
Tn

f(rw)ψ(w)dmn(w),

где

( ∫
Tn

|ψ(w)|p′dmn(w)

) 1
p′

= 1.

Тогда, с учетом (1.4), получим

(∫
Tn

|f(rw)|pdmn(w)

) 1
p

.
1∫

0

(1− ρ)βn−2

∫
Tn

π∫
−π

|g(ρeiθ)||ψ(w)|dθ
n∏
j=1

|1− rjwjρe−iθ|β
dmn(w)dρ.
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Сделаем замену переменных we−iθ = u,w = ueiθ

(∫
Tn

|f(rw)|pdmn(w)

) 1
p

.
1∫

0

(1− ρ)βn−2

∫
Tn

π∫
−π

|g(ρeiθ)||ψ(ueiθ)|dθ
n∏
j=1

|1− rjρu|β
dmn(u)dρ.

Далее, применив неравенство Гельдера во внутреннем интеграле, получим

(∫
Tn

|f(rw)|pdmn(w)

) 1
p

.
1∫

0

(1− ρ)βn−2
( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ
) 1

p×

×
∫
Tn

( π∫
−π

|ψ(ueiθ)|p′dθ
) 1

p′ dmn(u)
n∏
j=1

|1− rjρu|β
dρ.

Снова, применив неравенство Гельдера, имеем

(∫
Tn

|f(rw)|pdmn(w)

) 1
p

.
1∫

0

(1− ρ)βn−2
( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ
) 1

p×

×

(∫
Tn

π∫
−π

|ψ(ueiθ)|p′dθ dmn(u)
n∏
j=1

|1− rjρu|β

) 1
p′
(∫
Tn

dmn(u)
n∏
j=1

|1− rjρu|β

) 1
p

dρ .

.
1∫

0

(1− ρ)βn−2
( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ
) 1

p×

×

(∫
Tn

π∫
−π

|ψ(ueiθ)|p′dθ dmn(u)
n∏
j=1

|1− rjρu|β

) 1
p′

1
n∏
j=1

(1− rjρ)
β−1
p

dρ.

Сделаем замену переменных ueiθ = w

(∫
Tn

|f(rw)|pdmn(w)

) 1
p

.
1∫

0

(1− ρ)βn−2
( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ
) 1

p×



37

×

(∫
Tn

π∫
−π

|ψ(w)|p′dθ dmn(w)
n∏
j=1

|1− rjwjρe−iθ|β

) 1
p′

1
n∏
j=1

(1− rjρ)
β−1
p

dρ.

Далее меняем порядок интегрирования и, с учетом( ∫
Tn

|ψ(w)|p′dmn(w)

) 1
p′

= 1, получаем

(∫
Tn

|f(rw)|pdmn(w)

) 1
p

.
1∫

0

(1− ρ)βn−2

n∏
j=1

(1− rjρ)
β−1
p

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ
) 1

p×

×

( π∫
−π

∫
Tn

|ψ(w)|p′dmn(w)
n∏
j=1

|1− rjwjρe−iθ|β
dθ

) 1
p′

dρ .

.
1∫

0

(1− ρ)βn−2

n∏
j=1

(1− rjρ)
β−1
p

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ
) 1

p×

×

( π∫
−π

dθ
n∏
j=1

|1− rjρe−iθ|β

) 1
p′
(∫
Tn

|ψ(w)|p′dmn(w)

) 1
p′

dρ =

=

1∫
0

(1− ρ)βn−2

n∏
j=1

(1− rjρ)
β−1
p

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ
) 1

p

( π∫
−π

dθ
n∏
j=1

|1− rjρe−iθ|β

) 1
p′

dρ.

Перейдём к оценке последнего интеграла. Для этого заметим, что
|1 − rjρe

−iθ| ≥ 1 − rjρ. Пусть 0 < max rj = rj0 < 1 тогда rj ≤ rj0 и
1− rj ≥ 1− rj0, j = 1, ..., n, следовательно

π∫
−π

dθ
n∏
j=1

|1− rjρe−iθ|β
=

π∫
−π

dθ
n−1∏
j = 1

j ̸= j0

|1− rjρe−iθ|β|1− rj0ρe
−iθ|β

≤
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≤ 1
n−1∏
j = 1

j ̸= j0

(1− rjρ)β

π∫
−π

dθ

|1− rj0ρe
−iθ|β

. 1
n−1∏
j = 1

j ̸= j0

(1− rjρ)β

1

(1− rj0ρ)
β−1

=

=
(1− rj0ρ)
n∏
j=1

(1− rjρ)β
=

(1− rj0ρ)
n
n

n∏
j=1

(1− rjρ)β
≤ 1

n∏
j=1

(1− rjρ)β−
1
n

.

Итак,

(∫
Tn

|f(rw)|pdmn(w)

) 1
p

.
1∫

0

(1− ρ)βn−2

n∏
j=1

(1− rjρ)
β−1
p +β−1/n

p′

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ
) 1

p

dρ.

Далее поледнее неравенство возведем в степень 0 < q ≤ 1, а затем умно-
жим обе части на ωΠ(1− r) и проинтегрируем по Qn

∫
Qn

ωΠ(1− r)

(∫
Tn

|f(rw)|pdmn(w)

) q
p

dr .
∫
Qn

ωΠ(1− r)

( 1∫
0

(1− ρ)βn−2

n∏
j=1

(1− rjρ)
β−1
p +β−1/n

p′

×

×
( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ
) 1

p

dρ

)q

dr.

Используя лемму 1.5 получим

∥f∥q
Ap,q

ω
.
∫
Qn

ωΠ(1− r)

1∫
0

(1− ρ)qβn−2q+q−1

n∏
j=1

(1− rjρ)
qβ−q

p + qβ−q/n

p′

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ
) q

p

dρdr =

=

∫
Qn

ωΠ(1− r)

1∫
0

(1− ρ)qβn−q−1

n∏
j=1

(1− rjρ)
qβ−q

p + qβ−q/n

p′

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ
) q

p

dρdr.
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Далее меняем порядок интегрирования и приходим к оценке

∥f∥q
Ap,q

ω
.

1∫
0

(1− ρ)qβn−q−1
( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ
) q

p

∫
Qn

ωΠ(1− r)dr
n∏
j=1

(1− rjρ)
qβ−q

p + qβ−q/n

p′

dρ .

.
1∫

0

(1− ρ)qβn−q−1
( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ
) q

p

n∏
j=1

ωj(1− ρ)

(1− ρ)
qnβ−qn

p + qnβ−q
p′ −n

dρ

Заметим, теперь что qnβ−qn
p + qnβ−q

p′ − n = qnβ − qn
p − q

p′ − n =

= qnβ − qn
p − q(1− 1

p)− n = qnβ − qn
p − q + q

p − n. Следовательно

∥f∥q
Ap,q

ω
.

1∫
0

n∏
j=1

ωj(1− ρ)
(1− ρ)qβn−q−1

(1− ρ)qnβ−
qn
p −q+ q

p−n

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ
) q

p

dρ =

=

1∫
0

n∏
j=1

ωj(1− ρ)(1− ρ)
qn
p +n− q

p−1
( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ
) q

p

dρ.

Окончательно, имеем

∥f∥q
Ap,q

ω
.

1∫
0

Ωn(1− ρ)

( π∫
−π

|g(ρeiθ)|pdθ

) q
p

dρ = ∥g∥q
Ap,q

Ωn

.

Итак, в случае 1 < p < +∞ и 0 < q ≤ 1 теорема также доказана. Вместе
с этим доказана и вся теорема полностью. �

1.3 Теорема типа Харди-Литтлвуда в весовых анизотроп-

ных пространствах аналитических функций в поли-

круге

В данном параграфе решается задача, связанная с хорошо известной тео-
ремой Харди-Литтлвуда, об оценке нормы аналитической функции через нор-
му ее производной. Причем задача решается в направлении обобщения теоре-
мы Харди-Литтлвуда по трем аспектам: во-первых, теорема распространяется
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на многомерный случай, во-вторых, используется дробная производная любо-
го порядка, и, в третьих, устанавливаются соответствующие оценки в случае
смешанных квазинорм.

Основным результатом этого параграфа является доказательство следу-
ющего утверждения:

Теорема 1.3. Пусть f ∈ Ap,q
ω (Un), m = (m1, ...,mn) ∈ Rn

+,

0 < p, q < +∞, тогда справедливы следующие оценки

∥Dmf∥Ap,q
ω̂ (Un) . ∥f∥Ap,q

ω (Un) . ∥Dmf∥Ap,q
ω̂ (Un). (1.6)

Напомним, что ω̂(t) =
n∏
j=1

ωj(tj)t
mjq
j , tj ∈ (0, 1), j = 1, ..., n.

Доказательство этого результата основывается на следующих вспомогательных
утверждениях:

Лемма 1.3. Пусть m = (m1, ...,mn) ∈ Rn
+, γj ∈ R+ такие, что

γj + 1−mj > 0, j = 1, ..., n, f ∈ Ap,q
ω (Un), тогда существуют n ограниченных

функций ψ(mj, γj, ζjzj) таких, что справедливо представление

f(z1, ..., zn) =

∫
Un

n∏
j=1

(1− |ζj|2)γjψ(mj, γj, ζjzj)

(1− ζjzj)γj+2−mj
Dmf(ζ1, ..., ζn)dm2n(ζ).

z = (z1, ..., zn) ∈ Un.

Доказательство. Хорошо известно следующее представление М.М. Джрбашя-
на функции Dmf (см. [6])

Dmf(z1, ..., zn) =

n∏
j=1

γj + 1

πn

∫
Un

n∏
j=1

(1− |ζj|2)γj

(1− ζjzj)
γj+2

Dmf(ζ1, ..., ζn)dm2n(ζ),

Легко видеть, что из определения оператора D−m, обратного к оператору Dm,
следует равенство

f(z1, ..., zn) =

∫
Qn

n∏
j=1

mj(1− tj)
mj−1Dmf(t1z1, ..., tnzn)dtj. (1.7)
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Тогда

f(z1, ..., zn) =

n∏
j=1

γj + 1

πn

∫
Qn

n∏
j=1

mj(1− tj)
mj−1

∫
Un

n∏
j=1

(1− |ζj|2)γj

(1− ζjtjzj)
γj+2

×

×Dmf(ζ1, ..., ζn)dm2n(ζ)dtj

Поменяв далее порядок интегрирования, получаем

f(z1, ..., zn) =

n∏
j=1

γj + 1

πn

∫
Un

n∏
j=1

mj(1− |ζj|2)γj
∫
Qn

n∏
j=1

(1− tj)
mj−1dtj

(1− ζjtjzj)
γj+2

×

×Dmf(ζ1, ..., ζn)dm2n(ζ). (1.8)

Вычислим внутренний интеграл

I :=

∫
Qn

n∏
j=1

(1− tj)
mj−1dtj

(1− ζjtjzj)
γj+2

.

Для этого воспользуемся интегральным представлением Гаусса для гипергео-
метрической функции (см. [2], стр. 72)

F (a, b, c, z) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

1∫
0

tb−1(1− t)c−b−1dt

(1− tz)a
, Rec > Reb > 0.

Тогда при b = 1, c = mj + 1 имеем

F (γj + 2, 1,mj + 1, ζjzj) =
Γ(mj + 1)

Γ(1)Γ(mj)

1∫
0

(1− t)mj−1dt

(1− tζjzj)γj+2
, mj + 1 > 1 > 0.

Следовательно рассматриваемый интеграл I примет вид

I =
1

mj
F (γj + 2, 1,mj + 1, ζjzj), mj > 0.
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Тогда согласно свойству гипергеометрической функций (см. [2], стр. 76) имеем

I =
1

mj
F (γj + 2, 1,mj + 1, ζjzj) =

1

mj

F (mj − γj − 1,mj,mj + 1, ζjzj)

(1− ζjzj)γj+2−mj
=

=
1

(1− ζjzj)γj+2−mj

1∫
0

tmjdt

(1− tζjzj)mj−γj−1
=

ψ0(mj, γj, ζjzj)

(1− ζjzj)γj+2−mj
.

Отметим, что γj + 1−mj > 0, поэтому

|ψ0(mj, γj, ζjzj)| ≤
1∫

0

|t|mjdt

|1− tζjzj|mj−γj−1
≤

1∫
0

dt

|1− tζjzj|mj−γj−1
≤

≤
1∫

0

dt

(1− tρjrj)mj−γj−1
≤ C, rj = |zj|, ρj = |ζj| ∈ (0; 1).

Возвращаемся к (1.8) и получаем

f(z1, ..., zn) =

n∏
j=1

γj + 1

πn

∫
Un

n∏
j=1

mj(1− |ζj|2)γj
ψ0(mj, γj, ζjzj)

(1− ζjzj)γj+2−mj
×

×Dmf(ζ1, ..., ζn)dm2n(ζ).

Положив ψ(mj, γj, ζjzj) =

n∏
j=1

mj(γj+1)

πn ψ0(mj, γj, ζjzj), окончательно получаем

f(z1, ..., zn) =

∫
Un

n∏
j=1

(1− |ζj|2)γjψ(mj, γj, ζjzj)

(1− ζjzj)γj+2−mj
Dmf(ζ1, ..., ζn)dm2n(ζ).

Лемма 1.4. Пусть m = (m1, ...,mn) ∈ Rn
+, γj− достаточно большие

числа (j = 1, ..., n), f ∈ Ap,q
ω (Un), тогда справедливо представление

Dmf(z1, ..., zn) =

n∏
j=1

γj + 1

πn

∫
Un

n∏
j=1

(1− |ζj|2)γj

(1− ζjzj)
γj+2+mj

f(ζ1, ..., ζn)dm2n(ζ),
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z = (z1, ..., zn) ∈ Un.

Доказательство. Снова используем представление М.М. Джрбашяна функции
f ∈ Ap,q

ω (Un)

f(z1, ..., zn) =

n∏
j=1

γj + 1

πn

∫
Un

n∏
j=1

(1− |ζj|2)γj

(1− ζjzj)
γj+2

f(ζ1, ..., ζn)dm2n(ζ), (1.9)

Продифференцировав (1.9) и воспользовавшись свойством оператора Dm по
каждой переменной (см. [24], стр. 41), получим

Dmf(z1, ..., zn) =

n∏
j=1

γj + 1

πn

∫
Un

n∏
j=1

(1− |ζj|2)γj

(1− ζjzj)
γj+2+mj

f(ζ1, ..., ζn)dm2n(ζ).

Лемма 1.5 (см. [23]). Пусть f - неотрицательная субгармоническая в
Un функция 0 < p ≤ 1, ωj ∈ Ω, α = (α1, ..., αn), αj ≥ −1, j = 1, ..., n, тогда
имеет место следующая оценка[∫

Un

|f(z)|
n∏
j=1

(1− |zj|)αjdm2n(z)

]p
.
∫
Un

|f(z)|p
n∏
j=1

(1− |zj|)αjp+2p−2dm2n(z).

Пусть kj - неотрицательное целое число, lj - целое число, удовлетворяющее
условию: −2kj ≤ lj ≤ 2kj − 1, 1 ≤ j ≤ n.

Положим

∆kj ,lj :=

{
zj : 1−

1

2kj
≤ |zj| < 1− 1

2kj+1
,
πlj
2kj

≤ argzj <
π(lj + 1)

2kj

}
. (1.10)

∆n
k,l := ∆k1,k2,...,kn,l1,l2,...,ln = ∆k1,l1 ×∆k2,l2 × ...×∆kn,ln,

где k = (k1, k2, ..., kn), l = (l1, l2, ..., ln).



44

При этих же k и l введем еще расширение криволинейных кубов ∆k,l

∆∗
kj ,lj

:=

{
zj : 1−

1

2kj−1
≤ |zj| < 1− 1

2kj+2
,
πlj
2kj

≤ argzj <
π(lj + 1)

2kj

}
, (1.11)

∆n∗
k,l := ∆∗

k1,k2,...,kn,l1,l2,...,ln
= ∆∗

k1,l1
×∆∗

k2,l2
× ...×∆∗

kn,ln
.

Заметим, что система ∆n
k,l покрывает единичный поликруг Un однократ-

но, а система ∆n∗
k,l - конечнократно.

Отметим, что, если n = 1, тогда получим следующее:
Пусть k - неотрицательное целое число, l - целое число, удовлетворяющее

условию: −2k ≤ l ≤ 2k − 1.
Положим

∆k,l :=

{
z : 1− 1

2k
≤ |z| < 1− 1

2k+1
,
πl

2k
≤ argz <

π(l + 1)

2k

}
. (1.12)

При этих же k и l введем еще расширение криволинейных кубов ∆k,l

∆∗
k,l :=

{
z : 1− 1

2k−1
≤ |z| < 1− 1

2k+2
,
πl

2k
≤ argz <

π(l + 1)

2k

}
, (1.13)

Причем система ∆k,l покрывает единичный единичный круг U однократ-
но, а система ∆∗

k,l - конечнократно.

Лемма 1.6. Предположим, что 0 < q 6 1, 0 < p < +∞, и f ∈ Ap,q
ω (Un).

Тогда справедлива оценка

∫
Qn

ω
1
q

Π(1− r)(1− r)
1
q−1

(∫
Tn

|f(rζ)|pdmn(ζ)

) 1
p

rdr .

.
(∫
Qn

ωΠ(1− r)

(∫
Tn

|f(rζ)|pdmn(ζ)

) q
p

rdr

) 1
q

.

Доказательство. Рассмотрим интеграл
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I :=

∫
Qn

ω
1
q

Π(1− r)(1− r)
1
q−1

(∫
Tn

|f(rζ)|pdmn(ζ)

) 1
p

rdr =

=

1∫
0

...

1∫
0

(∫
Tn

|f(r1ζ1, ..., rnζn)|pdm(ζ1)...dm(ζn)

) 1
p

×

×
n∏
j=1

ω
1
q

j (1− rj)(1− rj)
1
q−1rjdrj =

=
∞∑

k1,...,kn=0

1− 1

2k1+1∫
1− 1

2k1

...

1− 1

2kn+1∫
1− 1

2kn

(∫
Tn

|f(r1ζ1, ..., rnζn)|pdm(ζ1)...dm(ζn)

) 1
p

×

×
n∏
j=1

ω
1
q

j (1− rj)(1− rj)
1
q−1rjdrj.

Заметим, что если rkj = 1− 1
2kj
, rkj+1 = 1− 1

2kj+1 , kj ∈ Z+, j = 1, n, тогда

I .
∞∑

k1,...,kn=0

{
max

rk1 6 r1 6 rk1+1

................

rkn 6 rn 6 rkn+1

(∫
Tn

|f(r1ζ1, ..., rnζn)|pdm(ζ1)...dm(ζn)

) 1
p

×

×
n∏
j=1

ω
1
q

j (1− rkj)(1− rkj)
1
q−1(rkj+1 − rkj)

}
.

.
∞∑

k1,...,kn=0

(∫
Tn

|f(r1ζ1, ..., rnζn)|pdm(ζ1)...dm(ζn)

) 1
p

×

×
n∏
j=1

ω
1
q

j (1− rkj)(rkj+1 − rkj)
1
q , r = (r1, ..., rn), rj ∈ [rkj+1; rkj+2].

В предыдущем неравенстве мы использовали тот факт, что если
rkj ≤ rj ≤ rkj+1, то (1 − rj) ≈ (1 − rkj) = 2(1 − rkj+1) = 2(rkj+1 − rkj) и
ωj(1− rj) ≈ ωj(1− rkj) ≈ ωj(1− rkj+1), 1 ≤ j ≤ n (см. (1.3)).
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Далее, воспользуемся тем, что функция

ψ(ρ1, ..., ρn) =

∫
Tn

|f(ρ1eiθ1, ..., ρneiθn)|pdθ1...dθn (1.14)

монотонно возрастающая функция по каждой переменной на [0, 1). Принимая
это во внимание,получаем

max
r = (r1, ..., rn),

rkj 6 rj 6 rkj+1

∫
Tn

|f(r1ζ1, ..., rnζn)|pdm(ζ1)...dm(ζn) .

.
∫
Tn

|f(ρ1ζ1, ..., ρnζn)|pdm(ζ1)...dm(ζn),

∀ρj ∈ [rkj+1; rkj+2], j = 1, n.

Теперь, используя условие 0 < q 6 1 и элементарное неравенство
(a+ b)q 6 aq + bq для всех a, b ∈ R+ = [0;+∞),получаем

I .
[ ∞∑
k1,...,kn=0

(∫
Tn

|f(r1ζ1, ..., rnζn)|pdm(ζ1)...dm(ζn)

) 1
p n∏
j=1

ω
1
q

j (1− rkj)×

×(rkj+1 − rkj)
1
q

]q· 1q
6
[ ∞∑
k1,...,kn=0

(∫
Tn

|f(r1ζ1, ..., rnζn)|pdm(ζ1)...dm(ζn)

) q
p

×

×
n∏
j=1

ωj(1− rkj)(rkj+1 − rkj)

] 1
q

.

.
[ ∞∑
k1,...,kn=0

rk1+2∫
rk1+1

...

rkn+2∫
rkn+1

(∫
Tn

|f(r1ζ1, ..., rnζn)|pdm(ζ1)...dm(ζn)

) q
p

×

×
n∏
j=1

ωj(1− rj)rjdrj

] 1
q

.
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.
[ 1∫

0

...

1∫
0

(∫
Tn

|f(r1ζ1, ..., rnζn)|pdm(ζ1)...dm(ζn)

) q
p n∏
j=1

ωj(1− rj)rjdrj

] 1
q

.

В результате, мы получаем

I .
(∫
Qn

ωΠ(1− r)

(∫
Tn

|f(rζ)|pdmn(ζ)

) q
p

rdr

) 1
q

.

Перейдем теперь к доказательству основного результата параграфа.
Доказательство теоремы 1.3.
Докажем сначала правую оценку в формуле (1.6). Соотвествующее дока-

зательство мы разделим на 4 случая:
1) когда 1 < p < +∞, 1 < q < +∞;

2) когда 0 < p ≤ 1, 0 < q ≤ 1;

3) когда 0 < p ≤ 1, 1 < q < +∞;

4) когда 1 < p < +∞, 0 < q ≤ 1.

Рассмотрим сначала первый случай, когда 1 < p < +∞, 1 < q < +∞.
Согласно лемме 1.3 имеем

f(z1, ..., zn) =

∫
Un

n∏
j=1

(1− |ζj|2)γjψ(mj, γj, ζjzj)

(1− ζjzj)γj+2−mj
Dmf(ζ1, ..., ζn)dm2n(ζ),

z = (z1, ..., zn) ∈ Un, ψ(mj, γj, ζjzj)− некоторые ограниченные аналитические
функции, γj,mj ∈ R+, γj + 1−mj > 0, j = 1, ..., n.

Оценим это равенство по модулю и проинтегрируем по T n, применив нера-
венство Минковского (zj = rje

iφj , j = 1, ..., n), Qn,π := [−π; π]n, получим

( ∫
Qn,π

|f(r1eiφ1, ..., rne
iφn)|pdφ1...dφn

) 1
p

.

.
( ∫
Qn,π

[∫
Un

n∏
j=1

(1− |ζj|2)γj

|1− ζjzj|γj+2−mj
|Dmf(ζ1, ..., ζn)|dm2n(ζ)

]p
dφ1...dφn

) 1
p

=
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=

( ∫
Qn,π

[∫
Qn

∫
Qn,π

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γj

|1− ρjrjei(φj−θj)|γj+2−mj
|Dmf(ρ1e

iθ1, ..., ρne
iθn)|dθ1...dθn×

×dρ1...dρn

]p
dφ1...dφn

) 1
p

.
∫
Qn

( ∫
Qn,π

[ ∫
Qn,π

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γj

|1− ρjrjei(φj−θj)|γj+2−mj
×

×|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|dθ1...dθn

]p
dφ1...dφn

) 1
p

dρ1...dρn.

Далее воспользуемся неравенством Гельдера с показателем p′ = p
p−1( ∫

Qn,π

|f(r1eiφ1, ..., rne
iφn)|pdφ1...dφn

) 1
p

.

∫
Qn

( ∫
Qn,π

∫
Qn,π

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γj

|1− ρjrjei(φj−θj)|γj+2−mj
|Dmf(ρ1e

iθ1, ..., ρne
iθn)|pdθ1...dθn×

×

[ ∫
Qn,π

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γj

|1− ρjrjei(φj−θj)|γj+2−mj
dθ1...dθn

] p
p′

dφ1...dφn

) 1
p

dρ1...dρn.

Рассмотрим интеграл

I :=

∫
Qn,π

n∏
j=1

dθ1...dθn
|1− ρjrjei(φj−θj)|γj+2−mj

.

В силу анизотропности пространства

I =
n∏
j=1

π∫
−π

dθj
|1− ρjrjei(φj−θj)|γj+2−mj

.
n∏
j=1

1

(1− rjρj)γj+1−mj
,

γj + 1−mj > 0. Тогда получим следующее

( ∫
Qn,π

|f(r1eiφ1, ..., rne
iφn)|pdφ1...dφn

) 1
p

.
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∫
Qn

( ∫
Qn,π

∫
Qn,π

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γj

|1− ρjrjei(φj−θj)|γj+2−mj
|Dmf(ρ1e

iθ1, ..., ρne
iθn)|pdθ1...dθn×

×

[
n∏
j=1

(1− ρ2j)
γj

(1− rjρj)γj+1−mj

] p
p′

dφ1...dφn

) 1
p

dρ1...dρn =

∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γj

(1− rjρj)
γj+1−mj

p′
×

×

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|p
∫
Qn,π

n∏
j=1

dφ1...dφn
|1− ρjrjei(φj−θj)|γj+2−mj

dθ1...dθn

) 1
p

×

×dρ1...dρn .
∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γj

(1− rjρj)
γj+1−mj

p′

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|p×

×
n∏
j=1

1

(1− ρjrj)γj+1−mj
dθ1...dθn

) 1
p

dρ1...dρn =

=

∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γj

(1− rjρj)γj+1−mj

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) 1
p

dρ1...dρn.

Возведем последнее неравенство в степень 1 < q < +∞ и воспользуемся нера-
венством Гельдера с показателем q′ = q

q−1( ∫
Qn,π

|f(r1eiφ1, ..., rne
iφn)|pdφ1...dφn

) q
p

.

.
(∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γj

(1− rjρj)γj+1−mj

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) 1
p

×

×dρ1...dρn

)q

≤

(∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γjq

(1− rjρj)γj+1−mj
×

×

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) q
p

dρ1...dρn×
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×

[∫
Qn

n∏
j=1

dρ1...dρn
(1− rjρj)γj+1−mj

] q
q′

.
n∏
j=1

1

(1− rj)
(γj−mj)q

q′

∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γjq

(1− rjρj)γj+1−mj
×

×

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) q
p

dρ1...dρn.

Умножим полученное на
n∏
j=1

ωj(1− rj) и проинтегрируем по Qn

∥f∥q
Ap,q

ω
.
∫
Qn

n∏
j=1

ωj(1− rj)

(1− rj)
(γj−mj)q

q′

∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γjq

(1− rjρj)γj+1−mj
×

×

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) q
p

dρ1...dρndr1...drn.

Далее, изменив порядок интегрирования, получим

∥f∥q
Ap,q

ω
.
∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γjq

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) q
p

×

×
∫
Qn

n∏
j=1

ωj(1− rj)dr1...drn

(1− rj)
(γj−mj)q

q′ (1− rjρj)γj+1−mj

dρ1...dρn .

.
∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γjq

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) q
p

×

×
n∏
j=1

ωj(1− ρj)

(1− ρj)
(γj−mj)q

q′ (1− ρj)γj−mj

dρ1...dρn .

.
∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γjqωj(1− ρj)

(1− ρj)(γj−mj)q
×

×

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) q
p

dρ1...dρn .
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.
∫
Qn

n∏
j=1

ωj(1− ρj)(1− ρj)
mjq

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) q
p

dρ1...dρn.

Итак, правая оценка формулы (1.6) установлена при 1 < p, q < +∞.

Теперь перейдем ко второму случаю, когда 0 < p, q ≤ 1. Опять восполь-
зуемся леммой 1.2, оценим функцию по модулю и возведем в степень 0 < p ≤ 1,
тогда, учитывая лемму 1.3, получим

|f(z1, ..., zn)| .
(∫
Un

n∏
j=1

(1− |ζj|2)γj

|1− ζjzj|γj+2−mj
|Dmf(ζ1, ..., ζn)|dm2n(ζ)

)p

.

.
∫
Un

n∏
j=1

(1− |ζj|2)γjp+2p−2

|1− ζjzj|(γj+2−mj)p
|Dmf(ζ1, ..., ζn)|pdm2n(ζ).

Полученное проинтегрируем по T n∫
Qn,π

|f(r1eiφ1, ..., rne
iφn)|dφ1...dφn .

∫
Qn,π

∫
Un

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γjp+2p−2

|1− ρjrjei(φj−θj)|(γj+2−mj)p
×

×|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθndρ1...dρndφ1...dφn =

∫
Un

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γjp+2p−2×

×
∫
Qn,π

n∏
j=1

dφ1...dφn
|1− ρjrjei(φj−θj)|(γj+2−mj)p

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθndρ1...dρn .

.
∫
Un

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γjp+2p−2

(1− ρjrj)(γj+2−mj)p−1
|Dmf(ρ1e

iθ1, ..., ρne
iθn)|pdθ1...dθndρ1...dρn.

Теперь возведем полученную оценку в степень q
p . Здесь возможны два случая.

а) Случай, когда 0 < q
p ≤ 1. Применим лемму 1.5

( ∫
Qn,π

|f(r1eiφ1, ..., rne
iφn)|dφ1...dφn

) q
p

.
(∫
Un

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γjp+2p−2

(1− ρjrj)(γj+2−mj)p−1
×
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×|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθndρ1...dρn

) q
p

.
∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
(γjp+2p−2) qp+

q
p−1

(1− ρjrj)
(γj+2−mj)q− q

p

×

×

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) q
p

dρ1...dρn.

Далее умножим полученное на
n∏
j=1

ωj(1− rj) и проинтегрируем по Qn

∥f∥q
Ap,q

ω
.
∫
Qn

n∏
j=1

ωj(1− rj)

∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
(γjp+2p−2) qp+

q
p−1

(1− ρjrj)
(γj+2−mj)q− q

p

×

×

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) q
p

dρ1...dρndr1...drn =

=

∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
(γjp+2p−2) qp+

q
p−1

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) q
p

×

×
∫
Qn

n∏
j=1

ωj(1− rj)drj

(1− ρjrj)
(γj+2−mj)q− q

p

dρ1...dρn .
∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
(γjp+2p−2) qp+

q
p−1×

×

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) q
p n∏
j=1

ωj(1− ρj)

(1− ρj)
(γj+2−mj)q− q

p−1
dρ1...dρn .

.
∫
Qn

n∏
j=1

ωj(1− ρj)(1− ρj)
mjq

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) q
p

dρ1...dρn.

Итак, правая оценка формулы (1.6) установлена при 0 < q, p ≤ 1, 0 < q
p ≤ 1.

б) Пусть теперь 1 < q
p < +∞. Воспользуемся неравенством Гельдера с

показателем (qp)
′ = q

q−p( ∫
Qn,π

|f(r1eiφ1, ..., rne
iφn)|dφ1...dφn

) q
p

.
(∫
Un

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γjp+2p−2

(1− ρjrj)(γj+2−mj)p−1
×
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×|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθndρ1...dρn

) q
p

≤

≤
∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
(γjp+2p−2) qp

(1− ρjrj)(γj+2−mj)p−1

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) q
p

×

×dρ1...dρn

(∫
Qn

n∏
j=1

dρ1...dρn
(1− ρjrj)(γj+2−mj)p−1

) q−p
q

q
p

.
(

n∏
j=1

1

(1− rj)(γj+2−mj)p−2

) q
p−1

×

×
∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
(γjp+2p−2) qp

(1− ρjrj)(γj+2−mj)p−1

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) q
p

dρ1...dρn.

Далее умножим полученное на
n∏
j=1

ωj(1− rj) и проинтегрируем по Qn

∥f∥q
Ap,q

ω
.
∫
Qn

n∏
j=1

ωj(1− rj)

(1− rj)
[(γj+2−mj)p−2]( qp−1)

∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
(γjp+2p−2) qp

(1− ρjrj)(γj+2−mj)p−1
×

×

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) q
p

dρ1...dρndr1...drn =

=

∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
(γjp+2p−2) qp

∫
Qn

n∏
j=1

ωj(1− rj)dr1...drn

(1− rj)
[(γj+2−mj)p−2]( qp−1)(1− ρjrj)(γj+2−mj)p−1

×

×

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) q
p

dρ1...dρn .

.
∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
(γjp+2p−2) qp

ωj(1− ρj)

(1− ρj)
[(γj+2−mj)p−2]( qp−1)(1− ρj)(γj+2−mj)p−2

×

×

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) q
p

dρ1...dρn.

=

∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
(γjp+2p−2) qp

ωj(1− ρj)

(1− ρj)
[(γj+2−mj)p−2] qp

×
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×

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) q
p

dρ1...dρn .

.
∫
Qn

n∏
j=1

ωj(1− ρj)(1− ρj)
mjq

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) q
p

dρ1...dρn.

Итак, правая оценка формулы (1.6) установлена при 0 < q, p ≤ 1, 1 < q
p < +∞.

Далее перейдем к третьему случаю, когда 0 < p ≤ 1, 1 < q < +∞.

Он полностью аналогичен доказательству второго пункта чисть б), так как
1 < q

p < +∞.

Пусть теперь 1 < p < +∞, 0 < q ≤ 1. Тогда получаем, что∫
Qn,π

|f(r1eiφ1, ..., rne
iφn)|pdφ1...dφn .

.
∫
Qn,π

[∫
Un

n∏
j=1

(1− |ζj|2)γj

|1− ζjzj|γj+2−mj
|Dmf(ζ1, ..., ζn)|dm2n(ζ)

]p
dφ1...dφn ≤

≤
∫
Qn,π

∫
Un

n∏
j=1

(1− |ζj|2)γjp

|1− ζjzj|γj+2−mj
|Dmf(ζ1, ..., ζn)|pdm2n(ζ)×

×

[∫
Un

n∏
j=1

dm2n(ζ)

|1− ζjzj|γj+2−mj

] p
p′

dφ1...dφn .
[

n∏
j=1

1

(1− rj)γj−mj

] p
p′

×

×
∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γjp

∫
Qn,π

dφ1...dφn
|1− ρjrjei(φj−θj)|γj+2−mj

∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|p×

×dθ1...dθndρ1...dρn .
[

n∏
j=1

1

(1− rj)γj−mj

]p−1∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γjp

(1− ρjrj)γj+1−mj
×

×
∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθndρ1...dρn.

Возведем последнее неравенство в степень q
p . Так как 1 < p < +∞, 0 < q ≤ 1,
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то 0 < q
p ≤ 1. Воспользовавшись леммой 1.5, получим

( ∫
Qn,π

|f(r1eiφ1, ..., rne
iφn)|pdφ1...dφn

) q
p

.
[

n∏
j=1

1

(1− rj)γj−mj

]q− q
p

×

×

(∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γjp

(1− ρjrj)γj+1−mj

∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθndρ1...dρn

) q
p

.

.
[

n∏
j=1

1

(1− rj)γj−mj

]q− q
p∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γjq+

q
p−1

(1− ρjrj)
(γj+1−mj)

q
p

×

×

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) q
p

dρ1...dρn.

Далее умножим полученное на
n∏
j=1

ωj(1− rj) и проинтегрируем по Qn

∥f∥q
Ap,q

ω
.
∫
Qn

n∏
j=1

ωj(1− rj)

(1− rj)
(γj−mj)(q− q

p )

∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γjq+

q
p−1

(1− ρjrj)
(γj+1−mj)

q
p

×

×

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) q
p

dρ1...dρndr1...drn =

=

∫
Qn

n∏
j=1

(1− ρ2j)
γjq+

q
p−1

∫
Qn

n∏
j=1

ωj(1− rj)dr1...drn

(1− rj)
(γj−mj)(q− q

p )(1− ρjrj)
(γj+1−mj)

q
p

×

×

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) q
p

dρ1...dρn .

=

∫
Qn

n∏
j=1

ωj(1− ρj)(1− ρ2j)
γjq+

q
p−1

(1− ρj)
(γj−mj)(q− q

p )(1− ρj)
(γj+1−mj)

q
p−1

×

×

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) q
p

dρ1...dρn .
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.
∫
Qn

n∏
j=1

ωj(1− ρj)(1− ρj)
mjq

( ∫
Qn,π

|Dmf(ρ1e
iθ1, ..., ρne

iθn)|pdθ1...dθn

) q
p

dρ1...dρn.

Итак, правая оценка формулы (1.6) установлена при 1 < p < +∞, 0 < q ≤ 1.

Таким образом правая оценка формулы (1.6) полностью установлена для
всех p, q. Доказательство левой части оценки (1.6) полностью повторяет прове-
денные рассуждения и основывается на представлении из леммы 1.4. �
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2 Линейные непрерывные функционалы и тёп-
лицевы операторы в пространствах аналити-
ческих в поликруге функций

Вторая глава посвящена вопросам описания линейных непрерывных
функционалов, а также отысканию критерия ограниченност тёплицева операто-
ра в пространствах аналитических в поликруге функций. В первой части главы
решается задача, связанная с описанием линейных непрерывных функционалов
в терминах преобразования Коши в пространствах аналитических функций со
смешанной нормой при 1 < p, q < +∞. Вторая часть второй главы посвящена
описанию линейных непрерывных функционалах в терминах преобразования
Коши в пространствах аналитических функций со смешанными квазинорма-
ми при всевозможных сочетаниях p и q так, что 0 < min (p, q) ≤ 1. Следует
отметить, что в этом случае методы доказательств значительно отличаются
от случая 1 < p, q < +∞, тут существенно используются результаты первой
главы. Последняя часть второй главы посвящена вопросу исследования огра-
ниченности кратного тёплицева оператора в весовых анизотропных простран-
ствах Соболева, а также вопросам делимости аналитических функций.

2.1 Линейные непрерывные функционалы в простран-

ствах Ap,q
ω (Un) при 1 < p, q < +∞

Хорошо известно, что если один из параметров p или q меньше единицы,
то любой непрерывный функционал в пространстве Lp,qω (Un) тождественно ну-
левой (см. [12]). Причем в случае, когда p, q принадлежат (1,+∞), или (0, 1],
a также, в случае, когда один из параметров принадлежит интервалу (0, 1], a
другой - интервалу (1;+∞), характеризация преобразования Коши имеет со-
вершенно различное описание. При 1 < p, q < +∞ справедливо следующее
утверждение:

Теорема 2.1. Пусть Φ - линейный непрерывный функционал на
Ap,q
ω (Un), и g(z) = Φ(ez), ez(ζ) := 1

1−ζz , ζ, z ∈ Un, 1 < p, q < +∞. То-

гда g ∈ H(Un) и Dα+1g ∈ Ap
′
,q

′

ωα
(Un) для α > αω, p

′
= p

p−1 , q
′
= q

q−1 ,
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ωα(t) = ω(t)

(
tα

ω(t)

)q′

, t ∈ Qn.

Функционал Φ представим в виде

Φ(f) = lim
ρ→1−0

1

(2π)n

∫
Tn

f(ρζ)g(ρζ)dmn(ζ) (2.1)

и справедливы оценки

∥Dα+1g∥
Ap

′
,q
′

ωα

. ∥Φ∥ . ∥Dα+1g∥
Ap

′
,q
′

ωα

. (2.2)

Верно и обратное: любая g ∈ H(Un) такая, что Dα+1g ∈ Ap
′
,q

′

ωα
по фор-

муле (2.1) порождает линейный непрерывный функционал на Ap,q
ω (Un) для ко-

торого справедливы оценки (2.2).

Доказательство. Пусть Φ - линейный непрерывный функционал на Ap,q
ω (Un).

Используя теорему Хана-Банаха, продолжим Φ на Lp,qω (Un) с сохранением
нормы. Затем по теореме Бенедека-Понцоне (см. [26]) существует ψ ∈ Lp

′,q′
ω (Un)

такая, что

Φ(f) =

∫
Un

f(ζ)ψ(ζ)ωΠ(1− |ζ|)dm2n(ζ), ∥Φ∥ = ∥ψ∥
Lp′,q′
ω
.

Тогда

g(z) = Φ(ez) =

∫
Un

1

1− ζz
ψ(ζ)ωΠ(1− |ζ|)dm2n(ζ), z ∈ Un

и

Dα+1g(z) = Dα+1

(∫
Un

1

1− ζz
ψ(ζ)ωΠ(1− |ζ|)dm2n(ζ)

)
=

=

∫
Un

Dα+1

(
1

1− ζz

)
ψ(ζ)ωΠ(1− |ζ|)dm2n(ζ) =

∫
Un

ψ(ζ)ωΠ(1− |ζ|)dm2n(ζ)

(1− ζz)α+2
.

Из Теоремы 1.1, получим

∥Dα+1g∥
Ap′,q′

ωα
. ∥ψ∥

Lp′,q′
ω

= ∥Φ∥.



59

Таким образом доказана левая оценка формулы (2.2). Теперь, чтобы до-
казать формулу (2.1), разложим в ряд функцию ez(ζ) =

1
1−ζz

ez(ζ) =
1

1− ζz
=

+∞∑
k1,...,kn=0

(z1ζ1)
k1...(znζn)

kn.

Зафиксируем z = (z1, ..., zn) и положим δk = δk1,...,kn = ζk11 ...ζ
kn
n ,

ζ = (ζ1, ..., ζn) ∈ Un, k = (k1, ..., kn) ∈ Zn+. Тогда, учитывая, что при любом
z, рассматриваемый ряд равномерно сходится по ζ ∈ Un ∪ ∂Un, получаем

g(z) = Φ(ez) =
+∞∑

k1,...,kn=0

Φ(δk1,...,kn)z
k1
1 ...z

kn
n

Если f ∈ Ap,q
ω (Un) и 0 < ρ < 1, положим fρ(z) = f(ρz), z ∈ Un. Тогда легко

видеть, что ∥fρ − f∥Ap,q
ω

→ 0 при ρ→ 1− 0. В итоге,

Φ(f) = lim
ρ→1−0

Φ(fρ) = lim
ρ→1−0

Φ(fρ2) = lim
ρ→1−0

+∞∑
|k|=0

akρ
2|k|Φ(δk) =

= lim
ρ→1−0

+∞∑
|k|=0

akρ
|k|

+∞∑
|m|=0

ρ|m| 1

(2π)n

∫
Tn

ζk−mdmn(ζ) =

= lim
ρ→1−0

1

(2π)n

∫
Tn

+∞∑
|k|=0

akρ
|k|ζk

+∞∑
|m|=0

ρ|m|ζ−mdmn(ζ) =

= lim
ρ→1−0

1

(2π)n

∫
Tn

f(ρζ)g(ρζ)dmn(ζ).

Таким образом, формула (2.1) доказана.
Прежде чем доказать правую оценку формулы (2.2), докажем обратное

утверждение.
Пусть g ∈ H(Un) и Dα+1g ∈ Ap

′
,q

′

ωα
(Un) покажем, что по формуле (2.1)

порождается линейный непрерывный функционал на Ap,q
ω (Un).

В начале отметим, что справедливо равенство(см. [23])
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g(ρζ) = c̃(α)

∫
Un

(1− |z|2)α

1− zζ
Dα+1g(ρz)dm2n(z) (2.3)

где c̃(α) - некоторое число, зависящее только от α.
Тогда

1

(2π)n

∫
Tn

f(ρζ)g(ρζ)dmn(ζ) =
c̃(α)

(2π)n

∫
Tn

f(ρζ)×

×
∫
Un

(1− |w|)α

1− wζ
Dα+1g(ρw)dm2n(w)dmn(ζ) =

=
c̃(α)

(2π)n

∫
Un

(1− |w|)αDα+1g(ρw)

∫
Tn

f(ρζ)dmn(ζ)

1− wζ
dm2n(w).

Вычислим последний интеграл

1

(2π)n

∫
Tn

f(ρζ)dmn(ζ)

1− wζ
=

1

(2π)n

∫
Tn

f(ρζ)ζdmn(ζ)

ζ − w
=

=
1

(2πi)n

∫
Tn

f(ρζ)dζ

ζ − w
= f(ρw).

Итак

1

(2π)n

∫
Tn

f(ρζ)g(ρζ)dmn(ζ) = c̃(α)

∫
Un

(1− |w|)αDα+1g(ρw)f(ρw)dm2n(w).

Согласно теореме 1.7(см. [24], стр. 19) о предельном переходе, имеем

|Φ(f)| . lim
ρ→1−0

∫
Un

(1− |w|)α|Dα+1g(ρw)||f(ρw)|dm2n(w) .

.
∫
Un

(1− |w|)α|Dα+1g(w)||f(w)|dm2n(w).

Далее последовательно применя неравенство Гельдера сначала для p′ = p
p−1 , а
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потом для q′ = q
q−1 , получим

|Φ(f)| .
∫
Qn

(1− r)α

(∫
Tn

|Dα+1g(rτ)|p′dmn(τ)

) 1
p′
(∫
Tn

|f(rτ)|pdmn(τ)

) 1
p

rdr .

.
[∫
Qn

ωα(1− r)

(∫
Tn

|Dα+1g(rτ)|p′dmn(τ)

) q′
p′

rdr

] 1
q′
[∫
Qn

(1− r)αq

ω
q
q′
α (1− r)

×

×

(∫
Tn

|f(rτ)|pdmn(τ)

) q
p

rdr

] 1
q

= ∥Dα+1g∥
Ap

′
,q
′

ωα

∥f∥Ap,q
ω
.

Получили, что |Φ(f)(z)| ограничен. Следовательно, Φ(f) есть линейный
непрерывный функционал на Ap,q

ω (Un), причем

∥Φ∥ . ∥Dα+1g∥
Ap

′
,q
′

ωα

.

А это есть правая оценка в формуле (2.2).
Осталось показать равенство Φ(ez) = g(z), ez(ζ) =

1
1−ζz , ζ, z ∈ Un, тогда

Φ(ez) = lim
ρ→1−0

1

(2π)n

∫
Tn

g(ρζ)

1− ρζz
dmn(ζ) = lim

ρ→1−0

1

(2π)n

∫
Tn

g(ρζ)

1− ρζz
dmn(ζ) =

= lim
ρ→1−0

1

(2π)n

∫
Tn

g(ρζ)ζ

ζ − ρz
dmn(ζ) = lim

ρ→1−0

1

(2πi)n

∫
Tn

g(ρζ)

ζ − ρz
dζ =

= lim
ρ→1−0

g(ρ2z) = g(z).

Используя первую часть доказательства мы получим

∥Dα+1g∥
Ap′,q′

ωα
. ∥Φ∥.
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2.2 Линейные непрерывные функционалы в простран-

ствах Ap,q
ω (Un) при 0 < min (p, q) ≤ 1

Хорошо известно, что если один из параметров p или q меньше едини-
цы, то любой непрерывный функционал в пространстве Lp,qω (Un) тождественно
нулевой (см. [12]). В случае аналитических функций указанное утверждение ра-
зумеется неверно, соотвествующее утверждение формулируется и доказывается
в рассматриваемом параграфе.

Основным результатом этого параграфа является доказательство следу-
ющего утверждения:

Теорема 2.2. Пусть p, q принадлежат (0, 1] или один из параметров
принадлежит интервалу (0, 1], а другой - интервалу (1;+∞), ωj ∈ Ω, j = 1, n.

Если Φ - линейный непрерывный функционал на Ap,q
ω (Un) и g(z) = Φ(ez),

ez(ζ) :=
1

1−ζz , ζ, z ∈ Un, тогда g ∈ Λp,qω .
Функционал Φ представим в виде

Φ(f) = lim
ρ→1−0

1

(2π)n

∫
Tn

f(ρζ)g(ρζ)dmn(ζ), (2.4)

и справедливы оценки

∥g∥Λp,q
ω

. ∥Φ∥ . ∥g∥Λp,q
ω
. (2.5)

Верно и обратное: любая g ∈ Λp,qω по формуле (2.4) g порождает линей-
ный непрерывный функционал на Ap,q

ω (Un) для которого справедливы оценки
(2.5).

Доказательство основного результата этого параграфа основывается на
ранее упомянутых вспомогательных утверждениях и следующей лемме:

Лемма 2.1. Пусть 0 < p, q 6 1, f ∈ Ap,q
ω (Un). Тогда справедлива оценка∫

Qn

ω
1
q

Π(1− r)(1− r)
1
p+

1
q−2

∫
Tn

|f(rζ)|dmn(ζ)rdr .

.
(∫
Qn

ωΠ(1− r)

(∫
Tn

|f(rζ)|pdmn(ζ)

) q
p

rdr

) 1
q

.
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Доказательство. Применяя лемму 1.6 и лемму 1.5, получаем∫
Qn

ω
1
q

Π(1− r)(1− r)
1
p+

1
q−2

∫
Tn

|f(rζ)|dmn(ζ)rdr .

.
∫
Qn

ω
1
q

Π(1− r)(1− r)
1
q−1

(∫
Tn

|f(rζ)|pdmn(ζ)

) 1
p

rdr .

.
(∫
Qn

ωΠ(1− r)

(∫
Tn

|f(rζ)|pdmn(ζ)

) q
p

rdr

) 1
q

.

Доказательство Теоремы 2.2.
1) Пусть сначала 1 < p < +∞, 0 < q ≤ 1, тогда по определению

Λp,qω =
˜̃
λ
p,q

ω . Пусть Φ - линейный непрерывный функционал на Ap,q
ω (Un) и

g(z) = Φ(ez), ez(ζ) = 1
1−ζz , ζ, z ∈ Un. Тогда, с учетом леммы 1.5, Φ будет

непрерывен в пространстве Ap,1
ω∗ (Un), где ω∗

Π(1− |z|) = ω
1
q

Π(1− |z|)(1− |z|)
1
q−1 с

нормой

∥f∥Ap,1
ω∗

=

∫
Qn

ω
1
q

Π(1− r)(1− r)
1
q−1

(∫
Tn

|f(rζ)|pdmn(ζ)

) 1
p

rdr .

.
(∫
Qn

ωΠ(1− r)

(∫
Tn

|f(rζ)|pdmn(ζ)

) q
p

rdr

) 1
q

= ∥f∥Ap,q
ω
.

Далее продолжим Φ с Ap,1
ω∗ (Un) на Lp,1ω∗ (Un) с сохранением нормы. Сно-

ва, применяя теорему Бенедека-Понцоне (см. [26]), получим, что существует
функция ψ такая, что

sup
r∈Qn

(∫
Tn

|ψ(rw)|p′dmn(w)

) 1
p′

< +∞,
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причем

∥Φ∥ = sup
r∈Qn

(∫
Tn

|ψ(rw)|p′dmn(w)

) 1
p′

< +∞,

Φ(f) =

∫
Un

ω∗
Π(1− |ζ|)f(ζ)ψ(ζ)dm2n(ζ),

g(z) = Φ(ez) = Φ

(
1

1− ζz

)
=

∫
Un

ω∗
Π(1− |ζ|)
1− ζz

ψ(ζ)dm2n(ζ),

Dα+1g(z) = Dα+1

(∫
Un

ω∗
Π(1− |ζ|)
1− ζz

ψ(ζ)dm2n(ζ)

)
=

∫
Un

ω∗
Π(1− |ζ|)ψ(ζ)
(1− ζz)α+2

dm2n(ζ).

Тогда, проинтегрировав по T n и применив сначала неравенство Минков-
ского, а затем неравенство Гельдера, получим

(∫
Tn

|Dα+1g(rw)|p′dmn(w)

) 1
p′

.

.
(∫
Tn

(∫
Qn

∫
Tn

ω∗
Π(1− ρ)|ψ(ρσ)|
|1− ρσrw|α+2

dmn(σ)ρdρ

)p′

dmn(w)

) 1
p′

6

6
∫
Qn

(∫
Tn

(∫
Tn

ω∗
Π(1− ρ)|ψ(ρσ)|
|1− ρσrw|α+2

dmn(σ)

)p′

dmn(w)

) 1
p′

ρdρ 6
∫
Qn

ω∗
Π(1− ρ)×

×

(∫
Tn

∫
Tn

|ψ(ρσ)|p′

|1− ρσrw|α+2
dmn(σ)

(∫
Tn

dmn(σ)

|1− ρσrw|α+2

)p′
p

dmn(w)

) 1
p′

ρdρ .

.
∫
Qn

ω∗
Π(1− ρ)

(1− rρ)
α+1
p

(∫
Tn

∫
Tn

|ψ(ρσ)|p′

|1− ρσrw|α+2
dmn(σ)dmn(w)

) 1
p′

ρdρ =

=

∫
Qn

ω∗
Π(1− ρ)

(1− rρ)
α+1
p

(∫
Tn

|ψ(ρσ)|p′
∫
Tn

dmn(w)

|1− ρσrw|α+2
dmn(σ)

) 1
p′

ρdρ .
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.
∫
Qn

ω∗
Π(1− ρ)

(1− rρ)α+1

(∫
Tn

|ψ(ρσ)|p′dmn(σ)

) 1
p′

ρdρ .

. ω∗
Π(1− r)

(1− r)α
sup
ρ∈Qn

(∫
Tn

|ψ(ρσ)|p′dmn(σ)

) 1
p′

.

Таким образом

∥g∥˜̃
λ
p,q

ω

= sup
r∈Qn

(1− r)α

ω∗
Π(1− r)

(∫
Tn

|Dα+1g(rw)|p′dmn(w)

) 1
p′

.

. sup
r∈Qn

(1− r)α

ω∗
Π(1− r)

ω∗
Π(1− r)

(1− r)α
sup
ρ∈Qn

(∫
Tn

|ψ(ρσ)|p′dmn(σ)

) 1
p′

=

= sup
ρ∈Qn

(∫
Tn

|ψ(ρσ)|p′dmn(σ)

) 1
p′

= ∥Φ∥.

Итак, доказано, что ∥g∥˜̃
λ
p,q

ω

. ∥Φ∥. Следовательно левая оценка в формуле
(2.5) для случая 1 < p < +∞, 0 < q ≤ 1 установлена.

2) Пусть теперь 0 < p ≤ 1, 1 < q < +∞, тогда по определению
Λp,qω = λ̃p,qω . Пусть Φ - линейный непрерывный функционал на Ap,q

ω (Un) и сно-
ва g(z) = Φ(ez), ez(ζ) = 1

1−ζz , ζ, z ∈ Un. Тогда, с учетом леммы 1.6, Φ будет
непрерывен в пространстве A1,q

ω∗ (Un), где ω∗
Π(1− |z|) = ω(1− |z|)(1− |z|)q(

1
p−1) с

нормой

∥f∥A1,q
ω∗

=

(∫
Qn

ωΠ(1− r)(1− r)q(
1
p−1)

(∫
Tn

|f(rζ)|dmn(ζ)

)q

rdr

) 1
q

=

=

(∫
Qn

ωΠ(1− r)

(
(1− r)

1
p−1

∫
Tn

|f(rζ)|dmn(ζ)

)q

rdr

) 1
q

.

.
(∫
Qn

ωΠ(1− r)

(∫
Tn

|f(rζ)|pdmn(ζ)

) q
p

rdr

) 1
q

= ∥f∥Ap,q
ω
.
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Далее продолжим Φ с A1,q
ω∗ (Un) на L1,q

ω∗ (Un) с сохранением нормы. Сно-
ва, применяя теорему Бенедека-Понцоне, получим, что существует функция ψ
такая, что (∫

Qn

ω∗
Π(1− r) sup

w∈Tn

|ψ(rw)|q′rdr

) 1
q′

< +∞, q′ =
q

q − 1
,

причем

∥Φ∥ =

(∫
Qn

ω∗
Π(1− r) sup

w∈Tn

|ψ(rw)|q′rdr

) 1
q′

,

и
Φ(f) =

∫
Un

ω∗
Π(1− |ζ|)f(ζ)ψ(ζ)dm2n(ζ),

g(z) = Φ(ez) = Φ

(
1

1− ζz

)
=

∫
Un

ω∗
Π(1− |ζ|)
1− ζz

ψ(ζ)dm2n(ζ), z ∈ Un.

Dα+1g(z) = Dα+1

(∫
Un

ω∗
Π(1− |ζ|)
1− ζz

ψ(ζ)dm2n(ζ)

)
=

∫
Un

ω∗
Π(1− |ζ|)ψ(ζ)
(1− ζz)α+2

dm2n(ζ).

И
|Dα+1g(z)| .

∫
Qn

ω∗
Π(1− ρ)

∫
Tn

|ψ(ρσ)|
|1− ρσrw|α+2

dmn(σ)ρdρ .

.
∫
Qn

ω∗
Π(1− ρ) sup

σ∈Tn

|ψ(ρσ)|
∫
Tn

dmn(σ)

|1− ρσrw|α+2
ρdρ .

∫
Qn

ω∗
Π(1− ρ) sup

σ∈Tn

|ψ(ρσ)|

(1− rρ)α+1
ρdρ.

Таким образом

∥g∥λ̃p,qω
=

(∫
Qn

(1− r)αq
′− q′

p +q
′

ω
q′
q

Π (1− r)

sup
w∈Tn

|Dα+1g(rw)|q′rdr

) 1
q′

.

.
(∫
Qn

(1− r)αq
′− q′

p +q
′

ω
q′
q

Π (1− r)

(∫
Qn

ω∗
Π(1− ρ) sup

σ∈Tn

|ψ(ρσ)|

(1− rρ)α+1
ρdρ

)q′

rdr

) 1
q′

.
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Применяя неравенство Гельдера, получаем

∥g∥λ̃p,qω
.
(∫
Qn

(1− r)αq
′− q′

p +q
′

ω
q′
q

Π (1− r)

∫
Qn

ω∗
Π(1− ρ) sup

σ∈Tn

|ψ(ρσ)|q′

(1− rρ)α+1χq
′
γ (ρ)

ρdρ×

×

(∫
Qn

ω∗
Π(1− ρ)χqγ(ρ)

(1− rρ)α+1
ρdρ

) q′
q

rdr

) 1
q′

.

В соответствии с формулой (1.1) получим

∥g∥λ̃p,qω
.
(∫
Qn

(1− r)αq
′− q′

p +q
′

ω
q′
q

Π (1− r)

(
ω∗
Π(1− r)χqγ(r)

(1− r)α

) q′
q

×

×
∫
Qn

ω∗
Π(1− ρ) sup

σ∈Tn

|ψ(ρσ)|q′

(1− rρ)α+1χq
′
γ (ρ)

ρdρrdr

) 1
q′

=

=

(∫
Qn

(1− r)αχq
′

γ (r)

∫
Qn

ω∗
Π(1− ρ) sup

σ∈Tn

|ψ(ρσ)|q′

(1− rρ)α+1χq
′
γ (ρ)

ρdρrdr

) 1
q′

=

=

(∫
Qn

ω∗
Π(1− ρ) sup

σ∈Tn

|ψ(ρσ)|q′

χq
′
γ (ρ)

∫
Qn

(1− r)αχq
′

γ (r)rdr

(1− rρ)α+1
ρdρ

) 1
q′

.

.
(∫
Qn

ω∗
Π(1− ρ) sup

σ∈Tn

|ψ(ρσ)|q′

χq
′
γ (ρ)

(1− ρ)αχq
′

γ (ρ)

(1− ρ)α
ρdρ

) 1
q′

=

=

(∫
Qn

ω∗
Π(1− ρ) sup

σ∈Tn

|ψ(ρσ)|q′ρdρ

) 1
q′

= ∥Φ∥.

Таким образом, мы доказали, что ∥g∥λ̃p,qω
. ∥Φ∥. Это есть левая оценка

формулы (2.5), когда 0 < p ≤ 1, 1 < q < +∞.
3)Перейдем к случаю 0 < p, q 6 1, тогда по определению Λp,qω = λp,qω . Пусть

снова Φ представляет собой линейный непрерывный функционал на Ap,q
ω (Un)

и g(z) = Φ(ez), ez(ζ) = 1
1−ζz , ζ, z ∈ Un. Тогда, с учетом леммы 2.1, Φ будет
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непрерывен в пространстве A1,1
ω∗ (Un), где ω∗

Π(1− |z|) = ω
1
q

Π(1− |z|)(1− |z|)
1
p+

1
q−2

с нормой

∥f∥A1,1
ω∗

=

∫
Qn

ω
1
q

Π(1− r)(1− r)
1
p+

1
q−2

∫
Tn

|f(rζ)|dmn(ζ)rdr .

.
(∫
Qn

ωΠ(1− r)

(∫
Tn

|f(rζ)|pdmn(ζ)

) q
p

rdr

) 1
q

= ∥f∥Ap,q
ω
.

Продолжим Φ с A1,1
ω∗ (Un) на L1,1

ω∗ (Un) с сохранением нормы. По теореме Ф.
Рисса (см. [12])существует функция ψ ∈ L∞(Un) такая, что

Φ(f) =

∫
Un

ω∗
Π(1− |ζ|)f(ζ)ψ(ζ)dm2n(ζ),

причем
∥Φ∥ = ∥ψ∥L∞(Un).

Пусть снова

g(z) = Φ(ez) = Φ

(
1

1− ζz

)
=

∫
Un

ω∗
Π(1− |ζ|)
1− ζz

ψ(ζ)dm2n(ζ), z ∈ Un.

Тогда

Dα+1g(z) = Dα+1

(∫
Un

ω∗
Π(1− |ζ|)
1− ζz

ψ(ζ)dm2n(ζ)

)
=

=

∫
Un

ω∗
Π(1− |ζ|)ψ(ζ)
(1− ζz)α+2

dm2n(ζ).

И

|Dα+1g(z)| .
∫
Un

ω∗
Π(1− |ζ|)|ψ(ζ)|
|1− ζz|α+2

dm2n(ζ) .

. ∥ψ∥L∞(Un)

∫
Un

ω∗
Π(1− |ζ|)

|1− ζz|α+2
dm2n(ζ).
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В соответствии с формулой (1.1) получим

|Dα+1g(z)| . ω∗
Π(1− |z|)
(1− |z|)α

∥ψ∥L∞(Un).

Тогда

∥g∥λp,qω
= sup

z∈Un

(1− |z|)α−
1
p−

1
q+2

ω
1
q

Π(1− |z|)
|Dα+1g(z)| .

. sup
z∈Un

(1− |z|)α−
1
p−

1
q+2

ω
1
q

Π(1− |z|)

ω∗
Π(1− |z|)
(1− |z|)α

∥ψ∥L∞(Un) =

= sup
z∈Un

(1− |z|)α−
1
p−

1
q+2

ω
1
q

Π(1− |z|)

ω
1
q

Π(1− |z|)(1− |z|)
1
p+

1
q−2

(1− |z|)α
∥ψ∥L∞(Un) =

= ∥ψ∥L∞(Un) = ∥Φ∥.

Итак, доказано, что ∥g∥λp,qω
. ∥Φ∥. Это есть левая оценка в формуле (2.5),

при условии 0 < p, q 6 1.
Таким образом доказана левая оценка формулы (2.5) теоремы.
Перейдем к доказательству обратного утверждения теоремы, а также к

доказательству формулы (2.4) и правой оценки формулы (2.5).
Как и выше, зафиксируем z = (z1, ..., zn) и пусть δk = δk1,...,kn = ζk11 ...ζ

kn
n ,

ζ = (ζ1, ..., ζn) ∈ Un, k = (k1, ..., kn) ∈ Zn+. Далее разложим в ряд функцию
ez(ζ) =

1
1−ζz

ez(ζ) =
1

1− ζz
=

+∞∑
k1,...,kn=0

(z1ζ1)
k1...(znζn)

kn, ζ, z ∈ Un.

тогда, принимая во внимание, что для любого z ∈ Un, рассматриваемый
ряд сходится равномерно для ζ ∈ Un ∪ ∂Un, получим

g(z) = Φ(ez) =
+∞∑

k1,...,kn=0

Φ(δk1,...,kn)z
k1
1 ...z

kn
n .

Пусть f ∈ Ap,q
ω (Un) и 0 < ρ < 1, fρ(z) = f(ρz), z ∈ Un. Легко видеть,
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что ∥fρ − f∥Ap,q
ω

→ 0 при ρ→ 1− 0. В результате,

Φ(f) = lim
ρ→1−0

Φ(fρ) = lim
ρ→1−0

Φ(fρ2) = lim
ρ→1−0

+∞∑
|k|=0

akρ
2|k|Φ(δk) =

= lim
ρ→1−0

+∞∑
|k|=0

akρ
|k|

+∞∑
|m|=0

ρ|m| 1

(2π)n

∫
Tn

ζk−mdmn(ζ) =

= lim
ρ→1−0

1

(2π)n

∫
Tn

+∞∑
|k|=0

akρ
|k|ζk

+∞∑
|m|=0

ρ|m|ζ−mdmn(ζ) =

= lim
ρ→1−0

1

(2π)n

∫
Tn

f(ρζ)g(ρζ)dmn(ζ).

Таким образом (2.4) доказана.
Теперь мы докажем обратное. Пусть g ∈ Λp,qω , покажем, что по фомуле

(2.4) порождается линейный непрерывный функционал на Ap,q
ω (Un), для кото-

рого справедливы оценки (2.5).
Опять же, согласно формуле (2.3),получим

1

(2π)n

∫
Tn

f(ρζ)g(ρζ)dmn(ζ) =
c̃(α)

(2π)n

∫
Tn

f(ρζ)×

×
∫
Un

(1− |w|)α

1− wζ
Dα+1g(ρw)dm2n(w)dmn(ζ) =

=
c̃(α)

(2π)n

∫
Un

(1− |w|)αDα+1g(ρw)

∫
Tn

f(ρζ)dmn(ζ)

1− wζ
dm2n(w).

Вычислим последний интеграл

1

(2π)n

∫
Tn

f(ρζ)dmn(ζ)

1− wζ
=

1

(2π)n

∫
Tn

f(ρζ)ζdmn(ζ)

ζ − w
=

=
1

(2πi)n

∫
Tn

f(ρζ)dζ

ζ − w
= f(ρw).

Таким образом
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1

(2π)n

∫
Tn

f(ρζ)g(ρζ)dmn(ζ) = c̃(α)

∫
Un

(1− |w|)αDα+1g(ρw)f(ρw)dm2n(w).

Согласно теореме 1.7(см. [24], стр. 19) о предельном переходе, имеем

|Φ(f)| . lim
ρ→1−0

∫
Un

(1− |w|)α|Dα+1g(ρw)||f(ρw)|dm2n(w) ≤

≤
∫
Un

(1− |w|)α|Dα+1g(w)||f(w)|dm2n(w).

Рассмотрим случай, когда 1 < p < +∞, 0 < q ≤ 1. Применяя неравенство
Гельдера, получаем

|Φ(f)| .
∫
Qn

(1− r)α

(∫
Tn

|Dα+1g(rτ)|p′dmn(τ)

) 1
p′
(∫
Tn

|f(rτ)|pdmn(τ)

) 1
p

rdr =

=

∫
Qn

(1− r)α
ω

1
q

Π(1− r)(1− r)
1
q−1

ω
1
q

Π(1− r)(1− r)
1
q−1

(∫
Tn

|Dα+1g(rτ)|p′dmn(τ)

) 1
p′

×

×

(∫
Tn

|f(rτ)|pdmn(τ)

) 1
p

rdr,

применяя далее лемму 1.5, имеем

|Φ(f)| .
∫
Qn

(1− r)α
ω

1
q

Π(1− r)(1− r)
1
q−1

ω
1
q

Π(1− r)(1− r)
1
q−1

(∫
Tn

|Dα+1g(rτ)|p′dmn(τ)

) 1
p′

×

×

(∫
Tn

|f(rτ)|pdmn(τ)

) 1
p

rdr . sup
r∈Qn

{
(1− r)α−

1
q+1

ω
1
q

Π(1− r)
×

×

(∫
Tn

|Dα+1g(rτ)|p′dmn(τ)

) 1
p′
}
×
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×

(∫
Qn

ωΠ(1− r)

(∫
Tn

|f(rτ)|pdmn(τ)

) q
p

rdr

) 1
q

= ∥g∥˜̃
λp,qω

∥f∥Ap,q(ω).

Если 0 < p ≤ 1, 1 < q < +∞, тогда

|Φ(f)| .
∫
Qn

(1− r)α
∫
Tn

|Dα+1g(rτ)||f(rτ)|dmn(τ)rdr .

.
∫
Qn

(1− r)α sup
τ∈Tn

|Dα+1g(rτ)|
∫
Tn

|f(rτ)|dmn(τ)rdr.

Применяя лемму 1.6, а затем, применяя неравенство Гельдера, получаем

|Φ(f)| .
∫
Qn

(1− r)α sup
τ∈Tn

|Dα+1g(rτ)|
∫
Tn

|f(rτ)|dmn(τ)rdr .

.
∫
Qn

(1− r)α sup
τ∈Tn

|Dα+1g(rτ)|(1− r)1−
1
p

(∫
Tn

|f(rτ)|pdmn(τ)

) 1
p

rdr 6

6
(∫
Qn

(1− r)αq
′+q′− q′

p

sup
τ∈Tn

|Dα+1g(rτ)|q′

ω
q′
q

Π (1− r)

rdr

) 1
q′
(∫
Qn

ωΠ(1− r)×

×

(∫
Tn

|f(rτ)|pdmn(τ)

) q
p

rdr

) 1
q

= ∥g∥λ̃p,qω
∥f∥Ap,q(ω).

Теперь мы обратимся к случаю 0 < p, q 6 1

|Φ(f)| .
∫
Qn

(1− r)α
∫
Tn

|Dα+1g(rτ)||f(rτ)|dmn(τ)rdr .

.
∫
Qn

(1− r)α sup
τ∈Tn

|Dα+1g(rτ)|
∫
Tn

|f(rτ)|dmn(τ)rdr.

Применяя последовательно леммы 1.6 и 1.5, получаем

|Φ(f)| .
∫
Qn

(1− r)α sup
τ∈Tn

|Dα+1g(rτ)|
∫
Tn

|f(rτ)|dmn(τ)rdr .
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.
∫
Qn

(1− r)α sup
τ∈Tn

|Dα+1g(rτ)|(1− r)1−
1
p

(∫
Tn

|f(rτ)|pdmn(τ)

) 1
p

rdr .

. sup
z∈Un

[
(1− |z|)α(1− |z|)1−

1
p (1− |z|)1−

1
qω

− 1
q

Π (1− |z|)|Dα+1g(z)|
]
×

×

(∫
Qn

ωΠ(1− r)

(∫
Tn

|f(rτ)|pdmn(τ)

) q
p

rdr

) 1
q

=

= sup
z∈Un

[
(1− |z|)α+2− 1

p−
1
q

ω
1
q

Π(1− |z|)
|Dα+1g(z)|

]
∥f∥Ap,q(ω) = ∥g∥λp,qω

∥f∥Ap,q(ω).

Итак, |Φ(f)(z)| ограничен при всех 0 < p, q < +∞. Следовательно, Φ(f)
есть линейный непрерывный функционал на Ap,q

ω (Un), причем

∥Φ∥ . ∥g∥Λp,q
ω
,

к тому же это есть правая оценка в формуле (2.5).
Остается доказать равенство Φ(ez) = g(z), ez(ζ) =

1
1−ζz , ζ, z ∈ Un, тогда

Φ(ez) = lim
ρ→1−0

1

(2π)n

∫
Tn

g(ρζ)

1− ρζz
dmn(ζ) = lim

ρ→1−0

1

(2π)n

∫
Tn

g(ρζ)

1− ρζz
dmn(ζ) =

= lim
ρ→1−0

1

(2π)n

∫
Tn

g(ρζ)ζ

ζ − ρz
dmn(ζ) = lim

ρ→1−0

1

(2πi)n

∫
Tn

g(ρζ)

ζ − ρz
dζ =

= lim
ρ→1−0

g(ρ2z) = g(z).

Используя первую часть доказательства мы получим

∥Dα+1g∥Λp,q
ω

. ∥Φ∥.

Таким образом, теорема доказана.

�
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2.3 Критерии огранниченности тёплицева оператора в ве-

совых анизотропных пространствах типа Соболева го-

ломорфных в поликруге функций и делимость анали-

тических функций

В этом параграфе мы исследуем повоедение теплицевых операторов в ве-
совых аналитических пространствах типа С.Л. Соболева в поликруге Un. Для
этого введём еще некоторые определения и обозначения:

Пусть h1(Un) - класс Харди плюригармонических в поликруге функций,
то есть класс плюригармонических в Un функций, для которых

sup
0<ρ<1

∫
Tn

|u(ρζ)|dmn(ζ) < +∞.

Отметим, что, если h - некоторая суммируемая на Un функция, то h имеет
плюригармоническое продолжение в Un, принадлежащее классу h1(Un) тогда
и только тогда, когда ряд Фурье этой функции на T n имеет вид

h(eiθ1, ..., eiθn) ≈
+∞∑

k1,...,kn=0

Ck1...kne
ik1θ1...eiknθn +

∑
k=(k1,...,kn)∈Z̃n

−

Ck1...kne
ik1θ1...eiknθn,

где Z̃n
− = −Zn

+ \ {0}, то есть Z̃n
− = {−k = (−k1, ...,−kn) : kj ∈ Z+, j = 1, ..., n}

(см. [11]).
В дальнейшем нам потребуется также класс голоморфных функций

Λαω(U
n), для которых

∣∣∣Dα+2f(z1, ..., zn)
∣∣∣. n∏

j=1

ωj(1− |zj|)
(1− |zj|)2

, z = (z1, ..., zn) ∈ Un, (2.6)

с естественной нормой

∥f∥Λα
ω
= sup

z∈Un

{∣∣∣Dα+2f(z1, ..., zn)
∣∣∣ n∏
j=1

(1− |zj|)2

ωj(1− |zj|)

}
< +∞, (2.7)

z = (z1, ..., zn) ∈ Un.

Основным результатом этого параграфа является доказательство следу-
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ющих двух утверждений:

Теорема 2.3. Пусть m = (m1, ...,mn) ∈ Nn, α = (α1, ..., αn) ∈ Rn
+, ω−

функция типа модуля непрерывности на Qn, h− функция из класса RP (Un),
1∫
0

ωj(u)du
u < +∞, j = 1, ..., n.

1. Если mj ≤ αj, j = 1, ..., n, то следующие утверждения равносильны:

a. Th ∈ L(Aω(α,m));

b. функция h допускает представление

h(ζ) = h1(ζ) + h2(ζ), ζ = (ζ1, ..., ζn) ∈ T n,

где h1, h2 являются граничными значениями функций, голо-
морфных в Un, при этом h1 - мультипликатор пространства
Aω(α,m), D−mh2 ∈ Λαω, где D−m− оператор, обратный к оператору
Dm.

2. Если mj ≥ αj + 2, j = 1, ..., n, то следующие утверждения равносильны:

a. Th ∈ L(Aω(α,m));

b. h допускает представление

h(ζ) = h1(ζ) + h2(ζ), ζ = (ζ1, ..., ζn) ∈ T n,

где h1 ∈ Aω(α,m), h2 ∈ H∞(Un).

Теорема 2.4. Пусть h ∈ H1(Un), m = (m1, ...,mn) ∈ Nn,

α = (α1, ..., αn) ∈ Rn
+ и mj = αj + 1, j = 1, ..., n, тогда следующие утвер-

ждения равносильны:

1. Th является ограниченным оператором в пространстве Aω(α,m);

2. функция h ∈ H∞(Un), причем для любого кортежа k = (k1, ..., kp) ∈ Kp

справедлива оценка

sup
z∈Un

{∣∣∣∣∣∂ph(z1, ..., zp)∂zk1...∂zkp

∣∣∣∣∣
p∏
j=1

(1− |zkj |)2

ωkj(1− |zkj |)

1∫
1−|zkj |

ωkj(u)

u2
du

}
< +∞, (2.8)
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z = (z1, ..., zn) ∈ Un.

Замечание. Отметим, что в одномерном случае результаты, аналогич-
ные теоремам 2.3 и 2.4, были получены Ф.А. Шамояном в работах [21] и [25].

Доказательство основных результатов работы основывается на вспомога-
тельных утверждениях.

Лемма 2.2. Пусть αj ≥ mj, ωj ∈ Ω, j = 1, n. Если Φ - линейный непре-
рывный функционал на Aω(α,m) и g(z) = Φ(ez), ez(ζ) := 1

1−ζz , ζ, z ∈ Un,

тогда g ∈ Λαω.
Функционал Φ представим в виде

Φ(f) = lim
ρ→1−0

1

(2π)n

∫
Tn

f(ρζ)g(ρζ)dmn(ζ), (2.9)

и справедливы оценки

c1∥g∥Λα
ω
≤ ∥Φ∥ ≤ c2∥g∥Λα

ω
. (2.10)

Верно и обратное: любая g ∈ Λαω по формуле (2.9) gпорождает линейный
непрерывный функционал на Aω(α,m) для которого справедливы оценки (2.10).

Доказательство. Если положить α′
j ≥ mj, j = 1, ..., n и

Aω(α,m) := Aω(α
′ − m,m), то по Теореме 1.3 типа Харди-Литтлвуда,

установленной в параграфе 1.3, справедливо, что Aω(α,m) ≈ A1,1
ω∗ , где

ω ∗ (t) := ω(t)tα−1 и λ1,1ω∗ = Λαω. Следовательно, положив p = q = 1 в Теореме
2.2 получим требуемое.

Лемма 2.3. Пусть m = (m1, ...,mn) ∈ Nn, mj ≥ αj+2, j = 1, ..., n. Тогда
следующие утверждения равносильны:

1) f ∈ Λαω;

2) ∣∣∣Dmf(z1, ..., zn)
∣∣∣. n∏

j=1

ωj(1− |zj|)
(1− |zj|)mj−αj

, z = (z1, ..., zn) ∈ Un. (2.11)
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Доказательство. Импликация 1) ⇒ 2). Рассмотрим хорошо известное пред-
ставление функции f (см. [24])

f(z1, ..., zn) =
n∏
j=1

(αj + 3)

∫
Qn

(1− tj)
αj+1Dα+2f(t1z1, ..., tnzn)dt1...dtn. (2.12)

Тогда

Dmf(z1, ..., zn) =
n∏
j=1

(αj + 3)

∫
Qn

(1− tj)
αj+1DmDα+2f(t1z1, ..., tnzn)dt1...dtn.

Отметим также, что если f ∈ Λαω, то справедлива оценка (2.6), и тогда
легко установить, что

∣∣∣DmDα+2f(z1, ..., zn)
∣∣∣. n∏

j=1

ωj(1− |zj|)
(1− |zj|)mj+2

, z = (z1, ..., zn) ∈ Un.

Следовательно,

∣∣∣Dmf(z1, ..., zn)
∣∣∣. ∫

Qn

n∏
j=1

(1− tj)
αj+1 ωj(1− tj|zj|)

(1− tj|zj|)mj+2
dt1...dtn =

=
n∏
j=1

1∫
0

(1− tj)
αj+1ωj(1− tj|zj|)

(1− tj|zj|)mj+2
dtj .

n∏
j=1

1∫
0

ωj(1− tj|zj|)
(1− tj|zj|)mj−αj+1

dtj.

Учтем, что xj → ωj(1−xj)
1−xj не убывает на [0, 1) и при этом

mj − αj > 1, ∀j = 1, ..., n, тогда

n∏
j=1

1∫
0

ωj(1− tj|zj|)
(1− tj|zj|)mj−αj+1

dtj .
n∏
j=1

ωj(1− |zj|)
(1− |zj|)mj−αj

, z = (z1, ..., zn) ∈ Un.

Импликация 2) ⇒ 1). Согласно лемме 1.3 справедливо предстваление

f(z1, ..., zn) =

∫
Un

n∏
j=1

(1− |ζj|2)γjψ(mj, γj, ζjzj)

(1− ζjzj)
γj+2−mj

Dmf(ζ1, ..., ζn)dm2n(ζ).
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Тогда

Dα+2f(z1, ..., zn) =

∫
Un

n∏
j=1

(1− |ζj|2)γjψ(mj, γj, ζjzj)

(1− ζjzj)
γj−mj+αj+4

Dmf(ζ1, ..., ζn)dm2n(ζ),

где ψ(mj, γj, ζjzj) - некотрая ограниченная аналитическая функция.
Следовательно, воспользовавшись пунктом 2. леммы, то есть оценкой

(2.11), получим

|Dα+2f(z1, ..., zn)| =
∫
Un

n∏
j=1

(1− |ζj|2)γj |ψ(mj, γj, ζjzj)|
|1− ζjzj|γj−mj+αj+4

|Dmf(ζ1, ..., ζn)|dm2n(ζ) .

.
∫
Un

n∏
j=1

(1− |ζj|2)γj

|1− ζjzj|γj−mj+αj+4

ωj(1− |ζj|)
(1− |ζj|)mj−αj

dm2n(ζ) .
n∏
j=1

ωj(1− |zj|)
(1− |zj|)2

.

Таким образом, доказана оценка (2.6) и, значит, f ∈ Λαω .

Лемма 2.4. Пусть mj < αj+1, j = 1, ..., n, h ∈ H(Un). Тогда следующие
утверждения равносильны:

1) D−mh ∈ Λαω;

2)
∣∣∣Dsh(z)

∣∣∣. n∏
j=1

ωj(1−|zj |)
(1−|zj |)sj+mj−αj

, sj +mj ≥ αj, j = 1, ..., n.

Доказательство. Импликация 1) ⇒ 2).

Согласно лемме 2.3 имеем
∣∣∣DkD−mf(z1, ..., zn)

∣∣∣. n∏
j=1

ωj(1−|zj |)
(1−|zj |)kj−αj

,

kj ≥ αj + 2, j = 1, ..., n.

Тогда

∣∣∣Dk−mf(z1, ..., zn)
∣∣∣. n∏

j=1

ωj(1− |zj|)
(1− |zj|)kj−αj

, kj ≥ αj + 2, j = 1, ..., n.

Положим sj := kj −mj, j = 1, ..., n. Тогда kj = sj +mj, j = 1, ..., n и, следова-
тельно,

∣∣∣Dsf(z1, ..., zn)
∣∣∣. n∏

j=1

ωj(1− |zj|)
(1− |zj|)sj+mj−αj

, sj +mj ≥ αj, j = 1, ..., n.
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Импликация 1) ⇒ 2).

Пусть выполняется условие 2., тогда, положив sj = αj−mj+2, j = 1, ..., n,

получим 1.

Лемма 2.5. Пусть h ∈ H(Un) такая, что D−mh ∈ Λαω, причем mj < αj

и
1∫
0

ωj(u)
u du < +∞, j = 1, ..., n. Тогда h ∈ H∞(Un).

Доказательство. Согласно лемме 2.4 имеем

∣∣∣Dsh(z1, ..., zn)
∣∣∣. n∏

j=1

ωj(1− |zj|)
(1− |zj|)sj+mj−αj

, sj +mj ≥ αj, j = 1, ..., n.

Учитывая теперь представление функции h

h(z1, ..., zn) =
n∏
j=1

(sj + 1)

∫
Qn

(1− tj)
sj−1Dsh(t1z1, ..., tnzn)dt1...dtn,

z = (z1, ..., zn) ∈ Un, получим

|h(z1, ..., zn)| .
∫
Qn

n∏
j=1

(1− tj)
sj−1|Dsh(t1z1, ..., tnzn)|dt1...dtn .

.
n∏
j=1

1∫
0

(1− tj)
sj−1 ωj(1− tj|zj|)

(1− tj|zj|)sj+mj−αj
dtj .

n∏
j=1

1∫
0

ωj(1− tj|zj|)
(1− tj|zj|)mj−αj+1

dtj.

Заметим, что 0 < |zj| < 1, j = 1, ..., n, а по условию леммы mj ≤ αj, тогда
mj − αj ≤ 0 и 1

(1−|zj |)mj−αj
≤ 1,∀j = 1, ..., n. Следовательно,

|h(z1, ..., zn)| .
n∏
j=1

1∫
0

ωj(1− tj|zj|)
1− tj|zj|

dtj ≤
n∏
j=1

1∫
0

ωj(u)

u
du < +∞.

Лемма 2.6. Пусть h ∈ H1(Un), тогда, если оператор Th действует в
пространстве Aω(α,m), то h ∈ H∞(Un) ограничен, причем ∥h∥∞ ≤ ∥Th∥.

Доказательство. Положим fr(z1, ..., zn) =
n∏
j=1

1
1−rjzj , zj ∈ U, rj ∈ (0; 1),
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j = 1, ..., n.. Тогда

Th(fr) =
1

(2πi)n

∫
Tn

fr(ζ1, ..., ζn)h(ζ1, ..., ζn)dζ1...dζn
n∏
j=1

ζj − zj

=

=
1

(2πi)n

∫
Tn

h(ζ1, ..., ζn)dζ1...dζn
n∏
j=1

(ζj − zj)(1− rjζj)
=

(−1)n

(2πi)n

∫
Tn

h(ζ1, ..., ζn)dζ1...dζn
n∏
j=1

(ζj − zj)(1− rjζj)
=

=
1

(2πi)n

∫
Tn

h(ζ1, ..., ζn)dζ1...dζn
n∏
j=1

(ζj − zj)ζ2j (1− rjζj)
=

1

(2πi)n

∫
Tn

h(ζ1, ..., ζn)dζ1...dζn
n∏
j=1

(1− zjζj)(ζj − rj)
=

=

(
h(r1, ..., rn)
n∏
j=1

1− zjrj

)
=
h(r1, ..., rn)
n∏
j=1

1− zjrj

, zj ∈ Un, j = 1, ..., n.

Поскольку Th действует в пространстве Aω(α,m), то

∥Thf∥Aω(α,m) =

∫
Un

|DmThf(z1, ..., zn)|
n∏
j=1

ωj(1−|zj|)(1−|zj|)αj−1dm2n(z1, ..., zn) =

=

∫
Un

∣∣∣∣∣Dmh(r1, ..., rn)
n∏
j=1

1− zjrj

∣∣∣∣∣
n∏
j=1

ωj(1− |zj|)(1− |zj|)αj−1dm2n(z1, ..., zn) =

= const

∫
Un

∣∣∣∣∣ h(r1, ..., rn)
n∏
j=1

(1− zjrj)mj+1

∣∣∣∣∣
n∏
j=1

ωj(1− |zj|)(1− |zj|)αj−1dm2n(z1, ..., zn) =

= const

∫
Un

|h(r1, ..., rn)||fr(z1, ..., zn)|
n∏
j=1

ωj(1−|zj|)(1−|zj|)αj−1dm2n(z1, ..., zn) =

= const|h(r1, ..., rn)|
∫
Un

|fr(z1, ..., zn)|
n∏
j=1

ωj(1−|zj|)(1−|zj|)αj−1dm2n(z1, ..., zn) =

= const|h(r1, ..., rn)|∥fr∥Aω(α,m).

Заметим таперь, что |Th(f)(z1, ..., zn)| = |h(r1, ..., rn)||fr(z1, ..., zn)|. Следо-
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вательно,

|h(r1, ..., rn)| =
|Th(f)(z1, ..., zn)|
|fr(z1, ..., zn)|

. |Th(f)(z1, ..., zn)| ≤

≤ sup
z∈Un

|Th(f)(z1, ..., zn)| = ∥Th(f)∥.

Итак,
∥Thf∥Aω(α,m) . ∥Th(f)∥∥fr∥Aω(α,m).

Если теперь заменить fr(z1, ..., zn) на fr(eiθ1z1, ..., eiθnzn), тогда получим, что

|h(r1eiθ1, ..., rneiθn)| . ∥Th(f)∥, rj ∈ (0; 1), θj ∈ (−π; π], j = 1, ..., n.

Лемма 2.7. Пусть mj ≥ αj + 2, ωj - функция типа модуля непре-
рывности, j = 1, ..., n. Тогда класс Aω(α,m) является кольцом относительно
операций умножения и сложения.

Доказательство. Отметим, что, используя многомерную формулу Лейбни-
ца,достаточно доказать, что для произвольных 0 ≤ kj ≤ mj производные
Dkjg(z), Dmj−kjf(z), j = 1, ..., n, принадлежат классу Aω(α, 0).

Согласно лемме 1.3 имеем

f(z1, ..., zn) =

∫
Un

n∏
j=1

(1− |ζj|2)γjψ(mj, γj, ζjzj)

(1− ζjzj)
γj+2−mj

Dmf(ζ1, ..., ζn)dm2n(ζ),

g(z1, ..., zn) =

∫
Un

n∏
j=1

(1− |ζj|2)γjψ(mj, γj, ζjzj)

(1− ζjzj)
γj+2−mj

Dmg(ζ1, ..., ζn)dm2n(ζ),

γj− достаточно большое число (j = 1, ..., n).
Тогда

Dm−kf(z1, ..., zn) =

∫
Un

n∏
j=1

(1− |ζj|2)γjψ(mj, γj, ζjzj)

(1− ζjzj)
γj+2−kj

Dmf(ζ1, ..., ζn)dm2n(ζ),

Dkg(z1, ..., zn) =

∫
Un

n∏
j=1

(1− |ζj|2)γjψ(mj, γj, ζjzj)

(1− ζjzj)
γj+2−mj+kj

Dmg(ζ1, ..., ζn)dm2n(ζ).
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Соотвественно получаем∫
Un

|Dm−kf(z1, ..., zn)||Dkg(z1, ..., zn)|
n∏
j=1

ωj(1− |zj|)(1− |zj|)αj−1dm2(zj) .

.
∫
Un

n∏
j=1

ωj(1− |zj|)(1− |zj|)αj−1

∫
Un

n∏
j=1

(1− |ζj|2)γj

|1− ζjzj|γj+2−kj
|Dmf(ζ1, ..., ζn)|dm2n(ζ)×

×
∫
Un

n∏
j=1

(1− |wj|2)γj
|1− wjzj|γj+2−mj+kj

|Dmg(w1, ..., wn)|dm2n(w)dm2n(z) =

=

∫
Un

|Dmf(ζ1, ..., ζn)|
n∏
j=1

(1− |ζj|2)γj
∫
Un

|Dmg(w1, ..., wn)|
n∏
j=1

(1− |wj|2)γj×

×
∫
Un

n∏
j=1

ωj(1− |zj|)(1− |zj|)αj−1dm2(zj)

|1− ζjzj|γj+2−kj |1− wjzj|γj+2−mj+kj
dm2n(w)dm2n(ζ).

Рассмотрим отдельно интеграл

I :=

∫
Un

n∏
j=1

ωj(1− |zj|)(1− |zj|)αj−1dm2n(z1, ..., zn)

|1− ζjzj|γj+2−kj |1− wjzj|γj+2−mj+kj
=

=
n∏
j=1

∫
U

ωj(1− |zj|)(1− |zj|)αj−1dm2(zj)

|1− ζjzj|γj+2−kj |1− wjzj|γj+2−mj+kj
=

В [24] была доказана следующая оценка:∫
U

ωj(1− |zj|)(1− |zj|)αj−1dm2(zj)

|1− ζjzj|γj+2−kj |1− wjzj|γj+2−mj+kj
.

. min

(
ωj(1− |ζj|)

(1− |ζj|)γj−kj−αj+1
;

ωj(1− |wj|)
(1− |wj|)γj−kj−αj+1

)
. (2.13)

Из неравенства (2.13) следует, что

∥Dm−kf ·Dkg∥Aω(α,m) .
∫
Un

|Dmf(ζ1, ..., ζn)|
n∏
j=1

(1− |ζj|2)γj
∫
Un

|Dmg(w1, ..., wn)|×
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×
n∏
j=1

(1− |wj|2)γj
ωj(1− |wj|)(1− |wj|)αj−1

(1− |wj|)2γj+2−mj
dm2n(w)dm2n(ζ) .

.
∫
Un

|Dmf(ζ1, ..., ζn)|
n∏
j=1

(1− |ζj|2)γj
(1− |ζj|)γj+2−mj

×

×
∫
Un

|Dmg(w1, ..., wn)|
n∏
j=1

ωj(1− |wj|)(1− |wj|)αj−1dm2n(w)dm2n(ζ) =

= const∥g∥Aω(α,m)

∫
Un

|Dmf(ζ1, ..., ζn)|
n∏
j=1

(1− |ζj|)mj−2dm2n(ζ).

Отметим, что mj ≥ αj + 2 и ωj(1− |ζj|) ≥ const(1− |ζj|), j = 1, ..., n, поэтому∫
Un

|Dmf(ζ1, ..., ζn)|
n∏
j=1

(1− |ζj|)mj−2dm2n(ζ) ≤

≤
∫
Un

|Dmf(ζ1, ..., ζn)|
n∏
j=1

ωj(1− |ζj|)(1− |ζj|2)αj−1dm2n(ζ).

Окончательно получаем, что

∥Dm−kf ·Dkg∥Aω(α,m) . ∥g∥Aω(α,m)∥f∥Aω(α,m).

Лемма 2.8. Пусть a = (a1, ..., an) ∈ Un, 1 ≤ p ≤ n

ea(z) =
n∏
j=1

1

1− ajzj
, z = (z1, ..., zn) ∈ Un

и пусть (k1, ..., kn) ∈ Kn, положим

ea,p(z) =

p∏
s=1

1

(1− akszks)
2

n∏
s=p+1

1

1− akszks
.
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Тогда справедливо тождество

Dmea,p(z) =

p∏
s=1

1 + aksz
mks

ks

(1− akszks)
mks+2

n∏
s=p+1

1

(1− akszks)
mks+1

(2.14)

z = (z1, ..., zn) ∈ Un.

Доказательство. Имеем

Dmea,p(z) =
1

Γ(m+ 1)

(
∂|m|(zm1

1 ...zmn
n ea,p(z))

∂zm1
1 ...∂zmn

n

)
.

Поэтому

Γ(m+ 1)Dmea,p(z) =

p∏
s=1

(
∂mks

∂z
mks

ks

z
mks

ks

(1− akszks)
2

)
n∏

s=p+1

(
∂mks

∂z
mks

ks

z
mks

ks

(1− akszks)

)
,

m = (m1, ...,mn) ∈ Zn
+.

Следовательно,для того, чтобы доказать лемму достаточно вычислить
∂q

∂zq
zq

1−az и ∂q

∂zq
zq

(1−az)2 , a, z ∈ U, q ∈ N.

Учитывая разложение в степенной ряд функции zq

1−az , имеем

∂q

∂zq
zq

1− az
=

+∞∑
k=0

(k + 1)...(k + q)akzk = q!
1

(1− az)q+1
.

Точно также устанавливается, что

∂q

∂zq
zq

(1− az)2
=

(1 + az)q!

(1− az)q+2
,

то есть Dq 1
(1−az)2 =

1
q!
∂q

∂zq
zq

1−az =
1+az

(1−az)q+2 , q ∈ Zn
+.

Лемма доказана.

Лемма 2.9. Пусть ψ ∈ H(Un), m = (m1, ...,mn) ∈ Zn
+. Тогда

Dm+1(D−mψ(z)) = Dψ(z) +mψ(z), z ∈ Un.

Доказательство. Учитывая, что ψ(z) =
+∞∑
|k|=0

akz
k, причем ряд абсо-

лютно и равномерно сходится внутри Un, можно предположить, что
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ψ = ψs(z) = zs = zs11 ...z
sn
n , s = (s1, ..., sn) ∈ Zn

+, z = (z1, ..., zn) ∈ Un.

Теперь учтем, что

Dm+1(D−mψs)(z) = Dm+1
(
m

∫
Qn

(1− t)m−1ψs(tz)dt
)
=

=
1

(m+ 1)!

∂|m+1|

∂zm1+1
1 ...zmn+1

n

(
zm1+1
1 ...zmn+1

n

(
m

∫
Qn

(1− t)m−1ψs(tz)dt
))

.

Следовательно, можно предпологать, также что n = 1, m ∈ Z+. Фиксируем
z ∈ U и докажем лемму для степенной функции ψs(z) = zs, z ∈ U, s ∈ Z+.

Итак, пусть ψs(z) = zs, тогда

D−mψs(z) = m

∫ 1

0

(1− t)m−1ψs(tz)dt = mzs
∫ 1

0

(1− t)m−1tsdt =

=
Γ(m+ 1)Γ(s+ 1)

Γ(s+m+ 1)
zs.

Поэтому

Dm+1(D−mψs)(z) =
Γ(m+ 1)Γ(s+ 1)

Γ(m+ 1)Γ(s+m+ 1)

dm+1

dzm+1
(zm+1zs) =

=
Γ(s+ 1)

Γ(s+m+ 1)
(m+ 1 + s)(m+ s)...(s+ 1)zs =

Γ(s+m+ 2)

Γ(s+m+ 1)
zs =

= (m+ s+ 1)zs = Dψs(z) +mψs(z), z ∈ U.

Лемма доказана.

Лемма 2.10. Пусть h ∈ H∞(Un), g ∈ Λαω(U
n). Предположим, что для

произвольной перестановки чисел (1, ..., n), (k1, ..., kn) и 1 ≤ p ≤ n, p ∈ N

выполняется оценка

∣∣∣∣∣∂p(z1...znh(z1, ..., zn))∂zk1...∂zkp

∣∣∣∣∣.
p∏
j=1

ωkj(1− |zkj |)

p∏
j=1

(1− |zkj |)2
1∫

1−|zkj |

ωkj
(u)

u2 du

, z = (z1, ...zn) ∈ Un,

(2.15)
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тогда, если g ∈ Λαω(U
n),mj = αj + 1, j = 1, ..., n, то∣∣∣∣∣∂p(zk1...zkph(z1, ..., zn))∂zk1...∂zkp

∂n−p(zkp+1
...zknD

mg(z1, ..., zn))

∂zkp+1
...∂zkn

∣∣∣∣∣.
.

n∏
j=1

ωj(1− |zj|)
(1− |zj|)2

, z = (z1, ..., zn) ∈ Un. (2.16)

Доказательство. Используя лемму 1.3, имеем

g(z1, ..., zn) =

∫
Un

(1− |ζ|2)sDm+1g(ζ)ψ(mj, γj, ζjzj)

(1− ζz)s+1−m
dm2n(ζ),

где ψ(mj, γj, ζjzj) некоторые ограниченные аналитичские функции, j = 1, ..., n.

Следовательно,

∂n−p(zkp+1
...zknD

mg(z1, ..., zn))

∂zkp+1
...∂zkn

=

=

∫
Un

(1− |ζ|2)sDm+1g(ζ)ψ(mj, γj, ζjzj)
p∏
j=1

(1− ζkjzkj)
s+1

n∏
j=p+1

(1− ζkjzkj)
s+2

dm2n(ζ).

Поэтому ∣∣∣∣∣∂n−p(zkp+1
...zknD

mg(z1, ..., zn))

∂zkp+1
...∂zkn

∣∣∣∣∣.
.
∫
Un

(1− |ζ|2)s−2ωΠ(1− |ζ|)
p∏
j=1

|1− ζkjzkj |s+1
n∏

j=p+1

|1− ζkjzkj |s+2

dm2n(ζ),

ζ = (ζ1, ..., ζn).

Далее, используя стандартные оценки (см. [24]), получаем

∣∣∣∣∣∂n−p(zkp+1
...zknD

mg(z1, ..., zn))

∂zkp+1
...∂zkn

∣∣∣∣∣.
(

p∏
j=1

1∫
1−|zkj |

ωkj(u)

u2
du

)
n∏

j=p+1

ωkj(1− |zkj |)
(1− |zkj |)2

,

z = (z1, ..., zn) ∈ Un, 1 ≤ p ≤ n.
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Теперь, учитывая оценку (2.15), окончательно получаем∣∣∣∣∣∂p(zk1...zkph(z1, ..., zn))∂zk1...∂zkp

∂n−p(zkp+1
...zknD

mg(z1, ..., zn))

∂zkp+1
...∂zkn

∣∣∣∣∣.
.

n∏
j=1

ωj(1− |zj|)
(1− |zj|)2

, z = (z1, ..., zn) ∈ Un.

Лемма доказана.

Перейдем теперь к доказательству основных результатов параграфа.
Доказательство теоремы 2.3.
Сначала докажем пункт 1, импликацию a.⇒ b.

Предположим, что mj ≤ αj, j = 1, ..., n, Th действует в пространстве
Aω(α,m). Покажем, что h можно представить в виде h1 + h2, где D−mh2 ∈ Λαω,

h1 - мультипликатор пространства Aω(α,m).
Итак, поскольку Th действует в пространстве Aω(α,m), то

∥Th(f)∥Aω(α,m) ≤ ∥Th∥∥f∥Aω(α,m), ∀f ∈ Aω(α,m).

Учитывая, что оператор Sz0(f) = f(z0), z0 ∈ Un является ограниченным
оператором в Aω(α,m), легко заметить, что Φ(f) = Th(f)(0)− линейный непре-
рывный функционал на Aω(α,m). Следовательно, по лемме 2.2, можно найти
такую функцию g ∈ H(Un), что D−mg ∈ Λαω и

Th(f)(0) = lim
ρ→1−0

1

(2π)n

∫
Tn

f(ρζ)g(ρζ)dmn(ζ) =

= lim
ρ→1−0

1

(2π)n

∫
Tn

Dmf(ρζ)D−mg(ρζ)dmn(ζ).

Не ограничивая общности можно предположить, что f ∈ Aω(α,m) ∩ CA(Un).

Заметим, что

Th(f)(0) =
1

(2πi)n

∫
Tn

f(ζ)h(ζ)dζ
n∏
j=1

ζj

=
1

(2π)n

∫
Tn

f(ζ)h(ζ)dmn(ζ).
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Положим f(ζ1, ..., ζn) = ζs11 ...ζ
sn
n , ζj ∈ U, s = (s1, ..., sn) ∈ Zn

+, j = 1, ..., n. Тогда,
с учетом леммы 2.2 и полученного равенства, имеем∫

Tn

ζsg(ζ)dmn(ζ) =

∫
Tn

ζsh(ζ)dmn(ζ). (2.17)

Следовательно, h(ζ1, ..., ζn) − g(ζ1, ..., ζn) ∈ H1(Un), ζ = (ζ1, ..., ζn) ∈ Un, т.е.
h(ζ) = h1(ζ) + g(ζ), где h1 ∈ H1(Un), D−mg ∈ Λαω. Напомним, что H1(Un)−
пространство Харди в Un (см. [11]). При этом, учитывая равенство (2.17), легко
заметить, что∫

Tn

ζ
s
g(ζ)dmn(ζ) =

∫
Tn

ζ
s
h(ζ)dmn(ζ), s = (s1, ..., sn) ∈ Zn

+.

Поэтому положим h2(ζ) := g(ζ) почти всюду на T n, тогда получимD−mh2 ∈ Λαω.
Теперь, если докажем, что оператор Th2 является ограниченным операто-

ром в пространстве Aω(α,m), то, учитывая равенство

Th(f)(z1, ..., zn) = h1(z1, ..., zn)f(z1, ..., zn)+

+
1

(2πi)n

∫
Tn

f(ζ1, ..., ζn)h2(ζ1, ..., ζn)dζ1...dζn
n∏
j=1

(ζj − zj)
,∀z = (z1, ..., zn) ∈ Un,

тем самым докажем, что h1 является мультипликатором пространства
Aω(α,m).

Итак, согласно лемме 1.3, имеем

f(z1, ..., zn) =

∫
Un

n∏
j=1

(1− |ζj|2)γjψ(mj, γj, ζjzj)

(1− ζjzj)
γj+2−mj

Dmf(ζ1, ..., ζn)dm2n(ζ).

Ясно, что при достаточно больших γj, j = 1, ..., n рассматриваемый интеграл
абсолютно сходится. Поэтому

Th2(f)(z1, ..., zn) =
1

(2πi)n

∫
Tn

h2(ζ1, ..., ζn)
n∏
j=1

(ζj − zj)

∫
Un

n∏
j=1

(1− |tj|2)γjψ(mj, γj, ζjzj)

(1− tjζj)γj+2−mj
×
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×Dmf(t1, ..., tn)dm2n(t)dζ1...dζn =

∫
Un

[
n∏
j=1

(1− |tj|2)γjDmf(t1, ..., tn)×

× 1

(2πi)n

∫
Tn

n∏
j=1

ψ(mj, γj, ζjzj)h2(ζ1, ..., ζn)

(1− tjζj)γj+2−mj(ζj − zj)
dζ1...dζn

]
dm2n(t).

Рассмотрим внутренний интеграл

I :=
1

(2πi)n

∫
Tn

n∏
j=1

ψ(mj, γj, tjζj)h2(ζ1, ..., ζn)

(1− tjζj)γj+2−mj(ζj − zj)
dζ1...dζn =

=
(−1)n

(2πi)n

∫
Tn

n∏
j=1

ψ(mj, γj, tjζj)h2(ζ1, ..., ζn)

(1− tjζj)
γj+2−mj(ζj − zj)

dζ1...dζn =

=
1

(2πi)n

∫
Tn

n∏
j=1

ψ(mj, γj, tjζj)h2(ζ1, ..., ζn)

(1− tjζj)
γj+2−mjζ2j (ζj − zj)

dζ1...dζn =

=
1

(2πi)n

∫
Tn

n∏
j=1

ζ
γj+1−mj

j ψ(mj, γj, tjζj)h2(ζ1, ..., ζn)

(ζj − tj)γj+2−mj(1− zjζj)
dζ1...dζn.

Ввиду того, что ψ(mj, γj, ζjzj) - ограниченная аналитическая функция, поэтому
функция ζγj+1−mj

j ψ(mj, γj, ζjzj) тоже является аналитической по ζj, j = 1, ..., n,

поэтому

I =
∂|γ+1−m|

∂tγ1+1−m1

1 ...∂tγn+1−mn
n

(
t
γj+1−mj

j ψ(mj, γj, |tj|2)h2(t1, ..., tn)
1− zjtj

)
.

Применяя формулу Лейбница, получим

I =

γ1+1−m1∑
k1=0

...

γn+1−mn∑
kn=0

Ck1
γ1+1−m1

...Ckn
γn+1−mn

∂|k|h̃2(t1, ..., tn)

∂tk11 ...∂t
kn
n

n∏
j=1

z
γj+1−mj−kj
j

(1− zjtj)γj+2−mj−kj
,

h̃2(t1, ..., tn) = h2(t1, ..., tn)
n∏
j=1

t
γj+1−mj

j ψ(mj, γj, |tj|2). Тогда окончательно полу-
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чаем

Th2(f)(z1, ..., zn) = const

γ1+1−m1∑
k1=0

...

γn+1−mn∑
kn=0

Ck1
γ1+1−m1

...Ckn
γn+1−mn

zγ1+1−m1−k1
1 ...×

×zγn+1−mn−kn
n

∫
Un

n∏
j=1

(1− |tj|2)γjDmf(t1, ..., tn)

(1− zjtj)γj+2−mj−kj
∂|k|h̃2(t1, ..., tn)

∂tk11 ...∂t
kn
n

dm2n(t).

Ясно, что

|DmTh2(f)(z)| . max
0≤kj≤γj+1−mj

{∫
Un

∣∣∣∣∣∂|k|h2(t)∂t
|Dmf(t)|(1− |t|)γdm2n(t)

|1− zt|γ+2−k

∣∣∣∣∣
}
,

z = (z1, ..., zn) ∈ Un, k = (k1, ..., kn) ∈ Zn
+.

Таким образом, для доказательства ограниченности оператора Th2 в
Aω(α,m) достаточно установить ограниченность оператора

Bh2ψ(z1, ..., zn) =

∫
Un

n∏
j=1

(1− |tj|2)γj |ψ(t1, ..., tn)|
|1− zjtj|γj+2−kj

∣∣∣∣∣∂|k|h2(t1, ..., tn)∂tk11 ...∂t
kn
n

∣∣∣∣∣dm2n(t),

z = (z1, ..., zn) ∈ Un в пространстве Aω(α, 0), где h2 такая, что D−mh2 ∈ Λαω.

Пусть теперь k = (k1, ..., kn) ∈ Zn
+ фиксировано, при этом

0 ≤ kj ≤ γj + 1−mj, j = 1, ..., n, тогда очевидно, что∫
Un

n∏
j=1

ωj(1− |zj|)(1− |zj|)αj−1
∣∣∣Bh2ψ(z1, ..., zn)

∣∣∣dm2n(z) =

=

∫
Un

n∏
j=1

ωj(1− |zj|)(1− |zj|)αj−1×

×
∫
Un

n∏
j=1

(1− |tj|2)γj |ψ(t1, ..., tn)|
|1− zjtj|γj+2−kj

∣∣∣∣∣∂|k|h2(t1, ..., tn)∂tk11 ...∂t
kn
n

∣∣∣∣∣dm2n(t)dm2n(z) =

=

∫
Un

n∏
j=1

(1− |tj|2)γj |ψ(t1, ..., tn)|

∣∣∣∣∣∂|k|h2(t1, ..., tn)∂tk11 ...∂t
kn
n

∣∣∣∣∣×
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×
∫
Un

n∏
j=1

ωj(1− |zj|)(1− |zj|)αj−1dm2(zj)

|1− zjtj|γj+2−kj
dm2n(t).

Перейдем к оценке последнего интеграла, имеем

Ĩ :=

∫
Un

n∏
j=1

ωj(1− |zj|)(1− |zj|)αj−1dm2(zj)

|1− zjtj|γj+2−kj
=

=
n∏
j=1

1∫
0

π∫
−π

ωj(1− rj)(1− rj)
αj−1dφjrjdrj

|1− rjeiφjtj|γj+2−kj
.

Учитывая хорошо известные оценки (см. [24], [50]), получим

Ĩ .
n∏
j=1

1∫
0

ωj(1− rj)(1− rj)
αj−1drj

(1− rj|tj|)γj+1−kj
.

В виду того, что ωj(1−rj)
(1−rj) неубывающая функция ∀j = 1, ..., n, получаем

Ĩ .
n∏
j=1

ωj(1− ρj)

(1− ρj)

1∫
0

(1− rj)
αjdrj

(1− rj|tj|)γj+1−kj
, ρj = |tj|, j = 1, ..., n.

1)если γj − kj − αj > 0, тогда

Ĩ .
n∏
j=1

ωj(1− ρj)

(1− ρj)

(1− ρj)
αj

(1− ρj)γj−kj
=

n∏
j=1

ωj(1− ρj)

(1− ρj)γj−kj−αj+1
, ρj = |tj|,∀j = 1, ..., n;

2)если γj − kj − αj ≤ 0, тогда

Ĩ .
n∏
j=1

(
ωj(1− ρj)

(1− ρj)γj−kj−αj+1
+

1∫
1−ρj

ωj(u)du

uγj+2−kj−αj

)
, ρj = |tj|,∀j = 1, ..., n.

Отметим, что так как ωj− функция типа модуля непрерывности, то

1∫
1−ρj

ωj(u)du

uγj+2−kj−αj
≥ ωj(1− ρj)

(1− ρj)γj+1−kj−αj
(2.18)
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Разобъем множество чисел {γs − ks − αs}ns=1 на две части. Предположим, что
γsj −ksj −αsj > 0, j = 1, ..., p и γsj −ksj −αsj ≤ 0, j = p+1, ..., n. Неограничивая
общности, будем предпологать, что sj = j, то есть γj − kj − αj > 0, 1 ≤ j ≤ p и
γj − kj − αj ≤ 0, p+ 1 ≤ j ≤ n. Тогда

Ĩ .
p∏
j=1

ωj(1− ρj)

(1− ρj)γj−kj−αj+1

∫
Qn−p

n∏
j=p+1

ωj(1− rj)(1− rj)
αj−1

(1− ρjrj)γj−kj+1
drj.

Теперь, учитывая оценку (2.18), получим

Ĩ .
p∏
j=1

ωj(1− ρj)

(1− ρj)γj−kj−αj+1

n∏
j=p+1

1∫
1−ρj

ωj(u)

uγj−kj−αj+2
du.

Соотвественно

∥Bh2ψ∥Aω(α,0) .
∫
Un

∣∣∣∣∣∂|k|h2(t1, ..., tn)∂tk11 ...∂t
kn
n

∣∣∣∣∣|ψ(t1, ..., tn)|
p∏
j=1

(1− |tj|2)αj+kj−1ωj(1− |tj|)×

×
n∏

j=p+1

(1− |tj|2)γj
1∫

1−ρj

ωj(u)du

uγj+2−kj−αj
dm2n(t), (2.19)

γj − kj − αj > 0, 1 ≤ j ≤ p и γj − kj − αj ≤ 0, p+ 1 ≤ j ≤ n.

Сначала заметим, что если по лемме 2.6 D−mh ∈ Λαω, то

|Dsh(u)| . ωΠ(1− |u|)
(1− |u|)m+s−α , u = (u1, ..., un) ∈ Un, (2.20)

s = (s1, ..., sn), sj > mj + αj + 2, j = 1, ..., n.

Поэтому, используя формулу (2.12), получаем

h(t) = γ

∫
Qn

(1− u)γ−1Dγh(tu)du, t ∈ Un (2.21)

при γ = (γ1, ..., γn), γj > mj + αj + 2, j = 1, ..., n.
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Из формулы (2.21) выводим

∂kh(t)

∂tk
= γ

∫
Qn

(1− u)γ−1∂
kDγh(tu)

∂tk
du,

Теперь, учитывая оценку (2.19), приходим к неравенству∣∣∣∣∣∂kh(t)∂tk

∣∣∣∣∣. γ

∫
Qn

(1− u)γ−1 ωΠ(1− |t|u)
(1− |t|u)γ+m−α+kdu, t ∈ Un. (2.22)

В последнем неравенстве мы воспользовались оценкой∣∣∣∣∣∂kh(z)∂zk

∣∣∣∣∣. ωΠ(1− |z|)
(1− |z|)γ+m−α+k , z ∈ Un, k ≥ 0. (2.23)

Указанная оценка легко выводится из оценки (2.20) стандартным образом.
Таким образом, имеем∣∣∣∣∣∂kh(t)∂tk

∣∣∣∣∣.
∫
Qn

p∏
j=1

ωj(1− |tj|uj)(1− uj)
γj−1

(1− |tj|uj)γj+mj−αj+kj

n∏
j=p+1

ωj(1− |tj|uj)(1− uj)
γj−1

(1− |tj|uj)γj+mj−αj+kj
du

(2.24)
Напомним, что u = (u1, ..., un), t = (t1, ..., tn) ∈ Un.

Перейдем к оценке интегралов.

Ij =

1∫
0

ωj(1− |tj|uj)(1− uj)
γj−1

(1− |tj|uj)γj+mj−αj+kj
duj, 1 ≤ j ≤ p.

Ij =

|tj |∫
0

ωj(1− |tj|uj)(1− uj)
γj−1

(1− |tj|uj)γj+mj−αj+kj
duj +

1∫
|tj |

ωj(1− |tj|uj)(1− uj)
γj−1

(1− |tj|uj)γj+mj−αj+kj
duj =

= I1j + I2j .
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Сначала оценим I2j . Ясно, что

I2j =

1∫
|tj |

ωj(1− |tj|uj)(1− uj)
γj−1

(1− |tj|uj)γj+mj−αj+kj
duj .

ωj(1− |tj|2)
(1− |tj|)mj−αj+kj

=

=
ωj(1− |tj|2)(1− |tj|)αj−mj

(1− |tj|)mj−αj+kj
. 1

(1− |tj|)kj
. (2.25)

В последней оценке мы воспользовались условием m≤αj, то есть αj −mj ≥ 0.

Теперь перейдем к оценке интеграла I1j .

I1j =

|tj |∫
0

ωj(1− |tj|uj)(1− uj)
γj−1

(1− |tj|uj)γj+mj−αj+kj
duj .

|tj |∫
0

ωj(1− |tj|uj)
(1− |tj|uj)mj−αj+kj+1

duj ≤

≤
1∫

1−|tj |

ωj(1− |tj|(1− τ))

τmj−αj+kj+1
dτ ≤ 1

(1− |tj|)kj

1∫
1−|tj |

ωj(1− |tj|(1− τ))

τmj−αj+1
dτ.

Но по условию теоремы mj − αj ≤ 0, j = 1, ..., n, поэтому

1∫
1−|tj |

ωj(1− |tj|(1− τ))

τmj−αj+1
dτ ≤

1∫
1−|tj |

ωj(τ)

τmj−αj+1
dτ < +∞.

Следовательно, из (2.24) получим

∣∣∣∣∣∂kh(t)∂tk

∣∣∣∣∣.
p∏
j=1

1

(1− |tj|)kj

n∏
j=p+1

1∫
0

ωj(1− |tj|uj)(1− uj)
γj−1

(1− |tj|uj)γj+mj−αj+kj
du, t ∈ Un. (2.26)

Снова положим

Ĩj =

1∫
0

ωj(1− |tj|uj)(1− uj)
γj−1

(1− |tj|uj)γj+mj−αj+kj
duj, p+ 1 ≤ j ≤ n.

Ĩj =

|tj |∫
0

ωj(1− |tj|uj)(1− uj)
γj−1

(1− |tj|uj)γj+mj−αj+kj
duj +

1∫
|tj |

ωj(1− |tj|uj)(1− uj)
γj−1

(1− |tj|uj)γj+mj−αj+kj
duj =
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= Ĩ1j + Ĩ2j , p+ 1 ≤ j ≤ n.

Итак,

Ĩ2j =

1∫
|tj |

ωj(1− |tj|uj)(1− uj)
γj−1

(1− |tj|uj)γj+mj−αj+kj
duj .

ωj(1− |tj|)(1− |tj|)γj
(1− |tj|)γj+mj−αj+kj

=

=
ωj(1− |tj|)

(1− |tj|)mj−αj+kj
, p+ 1 ≤ j ≤ n. (2.27)

Оценим Ĩ1j . Для этого проведем рассуждения аналогичные рассуждениям при
оценке интеграла I1j , 1 ≤ j ≤ p.

Ĩ1j =

|tj |∫
0

ωj(1− |tj|uj)(1− uj)
γj−1

(1− |tj|uj)γj+mj−αj+kj
duj .

|tj |∫
0

ωj(1− |tj|uj)
(1− |tj|uj)mj−αj+kj+1

duj ≤

≤
1∫

1−|tj |

ωj(1− |tj|(1− τ))

τmj−αj+kj+1
dτ ≤

1∫
1−|tj |

ωj(τ)

τmj−αj+kj+1
dτ . ωj(1− |tj|)

(1− |tj|)mj−αj+kj
. (2.28)

Объединяя оценки (2.27) и (2.28), используем их в (2.24) и окончательно полу-
чаем ∣∣∣∣∣∂kh(t)∂tk

∣∣∣∣∣.
p∏
j=1

1

(1− |tj|)kj

n∏
j=p+1

ωj(1− |tj|)
(1− |tj|)mj−αj+kj

. (2.29)

Подставляя (2.29) в оценку (2.19), получим

∥Bh2ψ∥Aω(α,0) .
∫
Un

|ψ(t1, ..., tn)|
p∏
j=1

(1− |tj|2)αj+kj−1ωj(1− |tj|)
(1− |tj|)kj

×

×
n∏

j=p+1

(1− |tj|2)γjωj(1− |tj|)
(1− |tj|)mj−αj+kj

1∫
1−|tj |

ωj(u)du

uγj+2−kj−αj
dm2n(t) =

=

∫
Un

|ψ(t1, ..., tn)|
n∏
j=1

(1− |tj|2)αj−1ωj(1− |tj|)×
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×
n∏

j=p+1

(1− |tj|2)γj−mj−kj+1

1∫
1−|tj |

ωj(u)du

uγj+2−kj−αj
dm2n(t) (2.30)

Но по условию γj −mj − kj + 1 ≥ 0, при p+ 1 ≤ j ≤ n. Поэтому

(1− |tj|2)γj−mj−kj+1

1∫
1−|tj |

ωj(u)du

uγj+2−kj−αj
dm2n(t) ≤

1∫
1−|tj |

ωj(u)du

u1+mj−αj
dm2n(t) < +∞,

поскольку mj − αj ≤ 0 и
1∫
0

ωj(u)du
u < +∞.

Окончательно получаем, что

∥Bh2ψ∥Aω(α,0) .
∫
Un

|ψ(t1, ..., tn)|
n∏
j=1

(1− |tj|2)αj−1ωj(1− |tj|)dm2n(t) < +∞.

Итак, если Th является ограниченным оператором в Aω(α,m), то
h = h1 + h2, где h1 ∈ RP (Un), D−mh2 ∈ Λαω, причем, если D−mh2 ∈ Λαω, то
оператор Th2 является ограничен в Aω(α,m) Следовательно, если условие a. вы-
полняется, то оператор Mh1f = f ·h1 = (Th−Th2)(f) умножения на h1 является
ограниченным оператором в Aω(α,m), то есть h1 является мультипликатором
этого пространства. Отсюда следует импликация a.⇒ b. Импликация b.⇒ a.

немедленно вытекает из доказательства последней части импликации a.⇒ b.

Итак, пункт 1. теоремы 2.3 доказан.
Теперь перейдем к доказательству пункта 2, импликация a.⇒ b.

Пусть теперь mj ≥ αj + 2, j = 1, ..., n.
Как и при доказательстве предыдущего пункта нетрудно установить, что

при ограниченности оператора Th в Aω(α,m) функция h должна быть предста-
вима в виде h = h1 + h2, h2 ∈ H1(Un), h1 ∈ Aω(α,m).

Согласно лемме 2.7 Aω(α,m) при mj ≥ αj + 2, j = 1, ..., n является коль-
цом, поэтому оператор Mh1f = f · h1 – является ограниченным оператором в
Aω(α,m) и, следовательно, Th2 является ограниченным оператором в Aω(α,m).
Тогда импликация a.⇒ b. следует из леммы 2.6.

Перейдем к доказательству импликации b.⇒ a.

Докажем ограниченность Th2. Для этого зафиксируем функцию
f ∈ CA(U

n) и используем двойственность пространств Aω(α, 0) и Λαω (см [50],
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[23]). По теореме Хана-Банаха существует g ∈ Λαω такая, что ∥g∥Λα
ω
. 1 и

I := ∥DmTh2(f)∥Aω(α,m) =

= lim
r→1−0

1

(2π)n

∫
Qn,π

DmTh2(fr)(e
iθ1, ..., eiθn)g(eiθ1, ..., eiθn)dθ1...dθn =

= lim
r→1−0

1

(2π)n

∫
Qn,π

DmTh2(f)(re
iθ1, ..., reiθn)g(eiθ1, ..., eiθn)dθ1...dθn.

В этом равенстве мы воспользовались тем, что Λαω ⊂ H∞(Un) (см. представле-
ние (2.12)) при этом Aω(α,m) ⊂ H1(Un)

I =
1

(2π)n

∫
Qn,π

1

(2πi)n

∫
Tn

f(ζ1, ..., ζn)h(ζ1, ..., ζn)
n∏
j=1

(ζj − reiθj)mj+1

dζ1...dζng(eiθ1, ..., eiθn)dθ1...dθn =

=
1

(2πi)n

∫
Tn

f(ζ1, ..., ζn)h(ζ1, ..., ζn)
1

(2π)n

∫
Qn,π

g(eiθ1, ..., eiθn)dθ1...dθn
n∏
j=1

(ζj − reiθj)mj+1

dζ1...dζn =

=
1

(2πi)n

∫
Tn

f(ζ1, ..., ζn)h(ζ1, ..., ζn)
1

(2π)n

∫
Tn

g(eiθ1, ..., eiθn)deiθ1...deiθn

in
n∏
j=1

eiθj(ζj − re−iθj)mj+1

dζ1...dζn.

Теперь воспользуемся формулой Коши:

I =
1

(2πi)n

∫
Tn

f(ζ1, ..., ζn)h(ζ1, ..., ζn)×

× 1

(2πi)n

∫
Tn

g(eiθ1, ..., eiθn)
n∏
j=1

eiθjmjζ
mj

j deiθ1...deiθn

n∏
j=1

(eiθj − rζj)mj+1

dζ1...dζn =

=
1

(2πi)n

∫
Tn

f(ζ1, ..., ζn)h(ζ1, ..., ζn)ζ
m1

1 ...ζ
mn

n ×

×∂
|m|(g(rζ1, ..., rζn)ζ

m1
1 ...ζmn

n )

∂ζm1

1 ...∂ζm1
n

dζ1...dζn =
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=
1

(2πi)n

∫
Tn

f(ζ1, ..., ζn)h(ζ1, ..., ζn)ζ
m1

1 ...ζ
mn

n Dmg(rζ1, ..., rζn)dζ1...dζn.

Учитывая хорошо известные соотношения, получаем

Dβf(z1, ..., zn) =
1

β!

∂|β|

∂zβ11 ...∂z
βn
n

(zβ11 ...z
βn
n f(z1, ..., zn)), β = (β1, ..., βn) ∈ Zn

+.

(2.31)
Итак,

∥DmTh2(f)∥Aω(α,m) =

=
1

(2πi)n

∫
Tn

f(ζ1, ..., ζn)h2(ζ1, ..., ζn)ζ
m1

1 ...ζmn
n Dmg(rζ1, ..., rζn)dζ1...dζn =

=
1

(2π)n

∫
Tn

f(ζ1, ..., ζn)h2(ζ1, ..., ζn)ζ
m1

1 ...ζmn
n Dmg(rζ1, ..., rζn)ζ1...ζn|dζ1|...|dζn| =

=
1

(2π)n

∫
Tn

f(ζ1, ..., ζn)h2(ζ1, ..., ζn)ζ
m1−1
1 ...ζmn−1

n Dmg(rζ1, ..., rζn)|dζ1|...|dζn| =

=
1

(2π)n

∫
Tn

Dmf(ζ1, ..., ζn)×

×D−m[h2(ζ1, ..., ζn)ζ
m1−1
1 ...ζmn−1

n Dmg(rζ1, ..., rζn)]|dζ1|...|dζn|.

Заметим, что

D−m[h2(ζ1, ..., ζn)ζ
m1−1
1 ...ζmn−1

n Dmg(rζ1, ..., rζn)] = const
n∏
j=1

mj×

×
1∫

0

...

1∫
0

n∏
j=1

(1− tj)
mj−1h2(t1ζ1, ..., tnζn)(t1ζ1)

m1−1...(tnζn)
mn−1×

×Dmg(rt1ζ1, ..., rtnζn)dt1...dtn.

Теперь применим теорему о двойственности пространств Aω(α, 0) и Λαω (см. [50],
[23]), согласно которой

1

(2π)n

∫
Tn

Dmf(ζ1, ..., ζn)×

×D−m[h2(ζ1, ..., ζn)ζ
m1−1
1 ...ζmn−1

n Dmg(rζ1, ..., rζn)]|dζ1|...|dζn| .
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. ∥Dmf∥Aω(α,0)∥Gm∥Λα
ω
,

где Gm(z) = D−m[h̃2D
mg](z), h̃2(z) = h(z)zm−1, z ∈ Un. Но, поскольку

m ≥ α + 2, то по лемме 2.3

∥Gm∥Λα
ω
≈ sup

z∈Un

{
(1− |z|)m−α

ω(1− |z|)
|DmGm(z)|

}
≈

≈ sup
z∈Un

{
(1− |z|)m−α

ω(1− |z|)
|h2(z)zm−1Dmg(z)|

}
.

. sup
z∈Un

{
(1− |z|)m−α

ω(1− |z|)
|Dmg(z)|

}
∥h2∥∞ ≈ ∥g∥Λα

ω
∥h2∥∞.

Таким образом импликация b.⇒ a. пункта 2 доказана. �
Доказательство теоремы 2.4.
Докажем сначала импликацию 1.⇒ 2.

Пусть Th ограничен в пространстве Aω(α,m) и h ∈ H1(Un). Зафиксиру-
ем натуральное число p : 1 ≤ p ≤ n и картеж (k1, k2, ..., kp) ∈ Kp и точку
a = (a1, ..., an) ∈ Un, докажем, что∣∣∣∣∣∂p(zk1...zkph(z1, ..., zn))∂zk1...∂zkp

∣∣∣∣∣.
p∏
j=1

ωkj(1− |zkj |)

(1− |zkj |)2
1∫

1−|zkj |

ωkj
(u)

u2 du

Положим

ea,p(z) =

p∏
s=1

1

(1− akszks)
2

n∏
s=p+1

1

1− akszks
, z = (z1, ..., zn) ∈ Un.

Заметим, что согласно лемме 2.8 и условиям mj = αj +1, j = 1, ..., n мы имеем

∥ea,p∥Aω(α,m) .
p∏
s=1

ωks(1− |aks|)
(1− |aks|)2

n∏
s=p+1

1∫
1−|aks |

ωks(u)

u2
du. (2.32)
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Найдем явный вид функции

Th(ea,p)(z) =
1

(2πi)n

∫
Tn

ea,p(ζ)h(ζ)

ζ − z
dζ.

Выполняя необходимые преобразования нетрудно заметить, что

Th(ea,p)(z) =
1

(2πi)n

∫
Tn

h(ζ)
p∏
s=1

ζ2ks

n∏
s=p+1

ζks|dζ|

p∏
s=1

(ζks − aks)
2

n∏
s=p+1

(ζks − aks)
n∏
s=1

(1− ζszs)

=

=
1

(2πi)n

∫
Tn

h(ζ)
p∏
s=1

ζks

p∏
s=1

(ζks − aks)
2

n∏
s=p+1

(ζks − aks)
n∏
s=1

(1− ζszs)

dζ,

ζ = (ζ1, ..., ζn), z = (z1, ..., zn) ∈ Un.

Тогда, применяя формулу Лейбница, данное равенство можно переписать
в виде

Th(ea,p)(z) =

[
1∑

j1,...,jp=0

∂p−|j|hp(a)

∂ζ1−j1k1
...∂ζ

1−jp
kp

p∏
s=1

zjsks
(1− akszks)

js+1

]
1

n∏
s=p+1

(1− ζksaks)
=

=
∂php(a)

∂ζ1...∂ζp

n∏
s=1

1

(1− ζksaks)
+

+

[
1∑

j1, ..., jp = 0,

|j| ̸= 0

∂p−|j|hp(a)

∂ζ1−j1k1
...∂ζ

1−jp
kp

p∏
s=1

zjsks
(1− akszks)

js+1

]
1

n∏
s=p+1

(1− ζksaks)
.

Следовательно, учитывая лемму 2.8, получаем

Dm(Th(ea,p)(z)) =
n∏

s=p+1

1

(1− ζksaks)
mks+1

[
∂php(a)

∂ζ1...∂ζp

n∏
s=1

1

(1− ζksaks)
+
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+
1∑

j1, ..., jp = 0,

|j| ≠ 0

∂p−|j|hp(a)

∂ζ1−j1k1
...∂ζ

1−jp
kp

p∏
s=1

Dmks

( zjsks
(1− akszks)

js+1

)]
, (2.33)

где Dmksψ = 1
mks !

∂mks z
mks
ks

ψ(z)

∂zks
, z = (z1, ..., zn) ∈ Un, 1 ≤ ks ≤ n, ψ ∈ H(Un). Снова

учитывая лемму 2.8, приходим к равенству

Dmks
zjsks

(1− zksaks)
js+1

=

{ 1
(1−zksaks)

mks+1 , если js = 0,

1
aks

1
(1−zksaks)

mks+1 +
1
aks

1+aksz
mks
ks

(1−zksaks)
mks+2 , еслиjs = 1,

zks, aks ∈ U. Последнее равенство получается из (2.33) и из леммы 2.8, если
учесть следующее элементарное тождество

z

(1− az)2
= −1

a

1− az

(1− az)2
+

1

a

1

(1− az)2
= −1

a

1

(1− az)
+

1

a

1

(1− az)2
,

a, z ∈ U. Поэтому можно преобразовать последнее тождество в

1

aks(1− akszks)
mks+1

(
− 1 +

1 + akszks
1− akszks

)
=

1

aks(1− akszks)
mks+1

×

×
(−1 + akszks + 1 + akszks

1− akszks

)
=

2zks
(1− akszks)

mks+2
.

Таким образом (2.33) можно представить в виде:

Dmks
zjsks

(1− zksaks)
js+1

=

{
1

(1−zksaks)
mks+1 , если js = 0,

1+akszks
(1−zksaks)

mks+2 , еслиjs = 1
.

Или

Dmks
zjsks

(1− zksaks)
js+1

=
1 + jsakszks

(1− zksaks)
mks+1+js

.

Следовательно,

Dm(Th(ea,p)(z)) =
1

m!

[
∂php(a)

∂ζ1...∂ζp

n∏
s=1

1

(1− ζksaks)
+
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+
1∑

j1, ..., jp = 0,

|j| ̸= 0

∂p−|j|hp(a)

∂ζ1−j1k1
...∂ζ

1−jp
kp

p∏
s=1

( 1 + 2jszksaks
(1− akszks)

js+1+mks

)]
× (2.34)

×
n∏

s=p+1

1

(1− ζksaks)
mks+1

.

Таким образом, для произвольной перестановки чисел
(1, 2, ..., n) : (k1, ..., kp, ..., kn) и 1 ≤ p ≤ n, a ∈ Un справедлива оценка∣∣∣∣∣ ∂php(a)∂ζk1...∂ζkp

∣∣∣∣∣
n∏
s=1

1

|1− ζksaks|mks+1
. |DmTh(ea,p)(z)|+

+
1∑

j1, ..., jp = 0,

|j| ≠ 0

∣∣∣∣∣ ∂p−|j|hp(a)

∂ζ1−j1k1
...∂ζ

1−jp
kp

∣∣∣∣∣×

×
p∏
s=1

( 1 + js
|1− akszks|js+1+mks

)] n∏
s=p+1

1

|1− ζksaks|mks+1
. (2.35)

Теперь докажем требуемую оценку по индукции. Предположим p = 1,
тогда из последней оценки сразу следует, что∣∣∣∣∣∂h1(a)∂ζk1

∣∣∣∣∣≤ ∥Th∥∥ea,1∥Aω(α,m) + |h1(a)|∥ψ1,a∥Aω(α,m), (2.36)

где ψ1,a(z) =
n∏
s=2

1
(1−akszks)

1
(1−ak1zk1)2

и ea,1(z) = 1
(1−ak1zk1)2

n∏
s=2

1
(1−akszks)

. Учитывая

оценку (2.32) и оценку (2.36), получим

∣∣∣∣∣∂h1(a)∂ζk1

∣∣∣∣∣
n∏
s=1

1∫
1−|aks |

ωks(u)

u2
du . ωk1(1− |ak1|)

(1− |ak1|)2
n∏
s=2

1∫
1−|aks |

ωks(u)

u2
du+

+∥h∥∞
ωk1(1− |ak1|)
(1− |ak1|)2

n∏
s=2

1∫
1−|aks |

ωks(u)

u2
du.
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В итоге получим∣∣∣∣∣∂h(ζ1, ..., ζn)ζk1∂ζk1

∣∣∣∣∣
ζ=a

. ωk1(1− |ak1|)

(1− |ak1|)2
1∫

1−|ak1 |

ωk1
(u1)

u21
du1

.

Итак, требуемая оценка установлена при p = 1.
Далее, предположжим, что p - произвольное натуральное число

1 ≤ p ≤ n − 1 и что оценка (2.8) доказана для произвольных картежей
(k1, ..., kp) ∈ Kp, докажем эту оценку при всех (k1, ..., kp+1) ∈ Kp+1. Для это-
го используем основную оценку (2.35), записывая ее для 1 ≤ p+1 ≤ n при всех
1 ≤ p ≤ n− 1 получаем∣∣∣∣∣∂p+1hp+1(a)

∂ζk1...∂ζkp+1

∣∣∣∣∣
n∏
s=1

1

|1− ζksaks|mks+1
≤ |DmTh(ea,p+1)(z)|+

+
1∑

j1, ..., jp+1 = 0,

|j| = j1 + ...+ jp+1 ̸= 0

∣∣∣∣∣ ∂p+1−|j|hp+1(a)

∂ζ1−j1k1
...∂ζ

1−jp+1

kp+1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
p+1∏
s=1

( 1 + 2jsakszks
(1− akszks)

js+1+mks

)∣∣∣∣∣×
(2.37)

×
n∏

s=p+2

1

|1− ζksaks|mks+1
.

Теперь заметим, что в выражении ∂p+1−|j|hp+1(a)

∂ζ
1−j1
k1

...∂ζ
1−jp+1
kp

, |j| ̸= 0 порядок производной

p + 1 − |j| ≤ p, поэтому можно предположить, что js0 ̸= 0, то есть в рассмат-
риваемой сумме в каждом слогаемом имеется ∂p+1−|j|hp+1(a)

∂ζ
1−j1
k1

...∂ζ
1−js0−1
ks0−1

∂ζ
1−js0+1
ks0+1

...∂ζ
1−jp+1
kp+1

, при

некотором 1 ≤ s0 ≤ p+ 1. Учитывая индукционное предположение получим∣∣∣∣∣ ∂p+1−|j|hp+1(a)

∂ζ1−j1k1
...∂ζ

1−jp+1

kp

∣∣∣∣∣≤
p+1∏
s=1

(
ωks(1− |aks|)
(1− |aks|)2

1
1∫

1−|aks |

ωks(u)
u2 du

)1−js
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Учитывая, также (2.37), окончательно получаем

∣∣∣∣∣∂p+1hp+1(a)

∂ζk1...∂ζkp+1

∣∣∣∣∣
n∏
s=1

1∫
1−|as|

ωs(u)

u2
du .

.
p+1∏
s=1

ωks(1− |aks|)
(1− |aks|)2

n∏
s=p+2

1∫
1−|aks |

ωks(u)

u2
du+

+

(
1∑

j1, ..., jp+1 = 0,

|j| = j1 + ...+ jp+1 ̸= 0

∣∣∣∣∣ ∂p+1−|j|hp+1(a)

∂ζ1−j1k1
...∂ζ

1−jp+1

kp+1

∣∣∣∣∣
p+1∏
s=1

1∫
0

ωks(1− ρ)(1− ρ)αks−1dρ

|1− aks|js+1+mks

)
×

(2.38)

×
n∏

s=p+2

1∫
1−|aks |

ωks(u)

u2
du.

Но, учитывая, что mks = αks + 1, s = 1, ..., n имеем

1∫
0

ωks(1− ρ)(1− ρ)αks−1dρ

|1− aks|js+1+mks
≈

{ ωks(1−|aks |)
(1−|aks |)2

, если js = 1,
1∫

1−|aks |

ωks(u)
u2 du, если js = 0.

В итоге, получаем∣∣∣∣∣∂p+1hp+1(a)

∂ζk1...∂ζkp+1

∣∣∣∣∣
n∏
s=1

1∫
1−|as|

ωs(u)

u2
du .

p+1∏
s=1

ωks(1− |aks|)
(1− |aks|)2

n∏
s=p+2

1∫
1−|aks |

ωks(u)

u2
du+

+

p+1∏
s=1

(
ωks(1− |aks|)

(1− |aks|)2
1∫

1−|aks |

ωks(u)
u2 du

)1−jsp+1∏
s=1

(
ωks(1− |aks|)
(1− |aks|)2

)js

× (2.39)

×

( 1∫
1−|aks |

ωks(u)

u2
du

)1−js

+
1∑

j1, ..., jp+1 = 0,

|j| = j1 + ...+ jp+1 ̸= 0

∣∣∣∣∣ ∂p+1−|j|hp+1(a)

∂ζ1−j1k1
...∂ζ

1−jp+1

kp+1

∣∣∣∣∣×
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×
p+1∏
s=1

(
ωks(1− |aks|)
(1− |aks|)2

)js( 1∫
1−|aks |

ωks(u)

u2
du

)1−js

.

Теперь, еще раз учитывая индукционное предположение, и то, что в выражении
∂p+1−|j|hp+1(a)

∂ζ
1−j1
k1

...∂ζ
1−jp+1
kp

, |j| ≠ 0 порядок производной p+ 1− |j| ≤ p, получаем

∣∣∣∣∣ ∂p+1−|j|hp+1(a)

∂ζ1−j1k1
...∂ζ

1−jp+1

kp

∣∣∣∣∣.
p+1∏
s=1

[
ωks(1− |aks|)

(1− |aks|)2
1∫

1−|aks |

ωks(u)
u2 du

]1−js
. (2.40)

Из (2.39) и (2.40) приходим к оценке

∣∣∣∣∣∂p+1hp+1(a)

∂ζk1...∂ζkp+1

∣∣∣∣∣
n∏
s=1

1∫
1−|as|

ωs(u)

u2
du .

p+1∏
s=1

ωks(1− |aks|)

(1− |aks|)2
n∏

s=p+2

1∫
1−|aks |

ωks(u)
u2 du

+

+

p+1∏
s=1

[
ωks(1− |aks|)

(1− |aks|)2
1∫

1−|aks |

ωks(u)
u2 du

]1−jsp+1∏
s=1

(
ωks(1− |aks|)
(1− |aks|)2

)js( 1∫
1−|aks |

ωks(u)

u2
du

)1−js

.

Или∣∣∣∣∣∂p+1hp+1(a)

∂ζk1...∂ζkp+1

∣∣∣∣∣
n∏
s=1

1∫
1−|as|

ωs(u)

u2
du .

p+1∏
s=1

ωks(1− |aks|)
(1− |aks|)2

n∏
s=p+2

1∫
1−|aks |

ωks(u)

u2
du+

+

p+1∏
s=1

ωks(1− |aks|)
(1− |aks|)2

.

В итоге, из последней оценки получаем, что∣∣∣∣∣∂p+1hp+1(a)

∂ζk1...∂ζkp+1

∣∣∣∣∣.
p+1∏
s=1

ωks(1− |aks|)

(1− |aks|)2
1∫

1−|aks |

ωks(u)
u2 du

.

Требуемая оценка установлена и тем самым доказана импликация 1.⇒ 2.

Перейдем теперь к доказательству импликации 2.⇒ 1.
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Как и при доказательстве импликации b. ⇒ a. пункта 2 теоремы 2.3
проведем следующие рассуждения.

Докажем ограниченность Th2. Используем двойственность пространств
Aω(α,m) и Λαω, при этом, не ограничивая общности, можем предполагать, что
f ∈ C∞

A (Un), Qn,π = [−π; π]n. Согласно теореме Хана-Банаха существует g ∈ Λαω
такая, что ∥g∥Λα

ω
. 1 и

∥DmTh2(f)∥Aω(α,m) =
1

(2π)n

∫
Qn,π

DmTh2(fr)(e
iθ1, ..., eiθn)g(eiθ1, ..., eiθn)dθ1...dθn =

=
1

(2π)n

∫
Qn,π

DmTh2(f)(re
iθ1, ..., reiθn)g(eiθ1, ..., eiθn)dθ1...dθn =

=
1

(2π)n

∫
Qn,π

1

(2πi)n

∫
Tn

f(ζ1, ..., ζn)h(ζ1, ..., ζn)
n∏
j=1

(ζj − reiθj)mj+1

dζ1...dζng(eiθ1, ..., eiθn)dθ1...dθn =

=
1

(2πi)n

∫
Tn

f(ζ1, ..., ζn)h(ζ1, ..., ζn)
1

(2π)n

∫
Qn,π

g(eiθ1, ..., eiθn)dθ1...dθn
n∏
j=1

(ζj − reiθj)mj+1

dζ1...dζn =

=
1

(2πi)n

∫
Tn

f(ζ1, ..., ζn)h(ζ1, ..., ζn)
1

(2π)n

∫
Tn

g(eiθ1, ..., eiθn)deiθ1...deiθn

in
n∏
j=1

eiθj(ζj − re−iθj)mj+1

dζ1...dζn =

=
1

(2πi)n

∫
Tn

f(ζ1, ..., ζn)h(ζ1, ..., ζn)×

× 1

(2πi)n

∫
Tn

g(eiθ1, ..., eiθn)
n∏
j=1

eiθjmjζ
mj

j deiθ1...deiθn

n∏
j=1

(eiθj − rζj)mj+1

dζ1...dζn =

=
1

(2πi)n

∫
Tn

f(ζ1, ..., ζn)h(ζ1, ..., ζn)ζ
m1

1 ...ζ
mn

n ×

×∂
|m|(g(rζ1, ..., rζn)ζ

m1

1 ...ζmn
n )

∂ζm1
1 ...∂ζm1

n
dζ1...dζn =
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=
1

(2πi)n

∫
Tn

f(ζ1, ..., ζn)h(ζ1, ..., ζn)ζ
m1

1 ...ζ
mn

n Dmg(rζ1, ..., rζn)dζ1...dζn.

Выше мы воспользовались многомерной формулой Коши для производной, а
также равенством (2.31). Итак,

∥DmTh2(f)∥Aω(α,m) =
1

(2πi)n

∫
Tn

f(ζ1, ..., ζn)×

×h2(ζ1, ..., ζn)ζm1

1 ...ζmn
n Dmg(rζ1, ..., rζn)dζ1...dζn =

=
1

(2π)n

∫
Tn

f(ζ1, ..., ζn)h2(ζ1, ..., ζn)ζ
m1

1 ...ζmn
n Dmg(rζ1, ..., rζn)×

×ζ1...ζndm(ζ1)...dm(ζn) =
const

(2π)n

∫
Tn

f(ζ1, ..., ζn)×

×h2(ζ1, ..., ζn)ζm1−1
1 ...ζmn−1

n Dmg(rζ1, ..., rζn)dm(ζ1)...dm(ζn) =

=
const

(2π)n

∫
Tn

Dmf(ζ1, ..., ζn)×

×D−m[h2(ζ1, ..., ζn)ζ
m1−1
1 ...ζmn−1

n Dmg(rζ1, ..., rζn)]dm(ζ1)...dm(ζn) .

. ∥Dmf∥Aω(α,m)∥D−m(h2D
mgr)∥Λα

ω
, ζj = eiφj , j = 1, ..., n.

Напомним, чтоmj = αj+1, j = 1, ..., n. Тогда нам нужно исследовать поведение
оператора D−m(h2D

mgr) в пространстве Λαω. Напомним, что для любой F ∈ Λαω

∥F∥Λα
ω
= sup

z∈Un

{∣∣∣Dα+2F (z1, ..., zn)
∣∣∣ n∏
j=1

(1− |zj|)2

ωj(1− |zj|)

}
=

= sup
z∈Un

{∣∣∣Dm+1F (z1, ..., zn)
∣∣∣ n∏
j=1

(1− |zj|)2

ωj(1− |zj|)

}
.

Соответственно,

∥D−m(h2D
mgr)∥Λα

ω
= sup

z∈Un

{∣∣∣∣∣Dm+1

(
D−m[h2(z1, ..., zn)D

mg(rz1, ..., rzn)]

)∣∣∣∣∣×
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×
n∏
j=1

(1− |zj|)2

ωj(1− |zj|)

}
=

= sup
z∈Un

{∣∣∣∣∣D
[
h2(z1, ..., zn)D

mg(rz1, ..., rzn)

]∣∣∣∣∣
n∏
j=1

(1− |zj|)2

ωj(1− |zj|)

}
.

Используя лемму 2.9, имеем

∥D−m(h2D
mgr)∥Λα

ω
= sup

z∈Un

{∣∣∣∣∣D[h2(z1, ..., zn)Dmg(rz1, ..., rzn)
]
+

+mh2(z1, ..., zn)D
mg(rz1, ..., rzn)

∣∣∣∣∣
n∏
j=1

(1− |z|)2

ωj(1− |z|)

}
≤

≤ sup
z∈Un

{∣∣∣D[h2(z1, ..., zn)Dmg(rz1, ..., rzn)
]∣∣∣ n∏
j=1

(1− |z|)2

ωj(1− |z|)

}
+

+ sup
z∈Un

{
m
∣∣∣Dmg(rz1, ..., rzn)

∣∣∣ n∏
j=1

(1− |z|)2

ωj(1− |z|)

}
∥h2∥∞. (2.41)

C учетом формулы (2.31) имеем

D

[
h2(z1, ..., zn)D

mg(rz1, ..., rzn)

]
=

=
∂n

∂z1...∂zn

(
z1...znh2(z1, ..., zn)D

mg(rz1, ..., rzn)

)
.

Согласно многомерной формуле Лейбница получаем

∂n

∂z1...∂zn
(z1...znh2(z1, ..., zn)D

mg(rz1, ..., rzn)) =
1∑

k1=0

...
1∑

kn=0

Ck1
1 ...C

kn
1 ×

×∂
|1−k|(z1...znh2(z1, ..., zn))

∂z1−k11 ...∂z1−knn

∂|k|(Dmg(rz1, ..., rzn))

∂zk11 ...∂z
kn
n

=

=
1∑

k1=0

...
1∑

kn=0

∂|1−k|(z1...znh2(z1, ..., zn))

∂z1−k11 ...∂z1−knn

∂|k|(Dmg(rz1, ..., rzn))

∂zk11 ...∂z
kn
n

.

Отметим, что для того, чтобы оценить норму данной функции достаточно
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оценить каждое слогаемое. Тогда, используя лемму 2.10, получаем, что первое

слогаемое рассматриваемой функции не превосходит
n∏
j=1

ωj(1−|zj |)
(1−|zj |)2 . 1.

Для оценки второго слогаемого в (2.41) воспользуемся леммой 1.3, из ко-
торой следует, что

Dmg(z) =

∫
Un

(1− |ζ|2)sDm+1g(ζ)ψ(mj, sj, ζjzj)

(1− ζz)s+1
dm2n(z)

для некоторых ψ(mj, sj, ζjzj) ограниченных аналитических функций. Поэтому

∣∣∣Dmg(z)
∣∣∣. ∫

Un

ωΠ(1− |ζ|)(1− |ζ|2)s−2

|1− ζz|s+1
dm2n(z),

при s > 2. Далее, учитывая рассуждения, приведенные в доказательстве леммы
2.3, получаем∣∣∣Dmg(z)

∣∣∣. ∫
Qn

ωΠ(1− |ζ|)(1− |ζ|2)s−2

(1− |ζ||z|)s
dmn(z) .

ωΠ(1− |z|)
(1− |z|)2

.

Теперь, учитывая (2.41), получим требуемое.
Импликация 2.⇒ 1. доказана.
Итак, теорема 2.4 доказана. �
Теоремы 2.3 и 2.4 имеют интересные приложения в теории факторизации.

А именно справедлива следующая теорема о делении аналитической функции:

Теорема 2.5. Пусть F ∈ H1(Un) ∩ Aω(α,m) причем F (z) = J(z)f(z),

z ∈ Un. Тогда если f ∈ H1(Un), то F
J = f ∈ H1(Un) ∩ Aω(α,m).

Доказательство. Так как f ∈ H1(Un), то

f(z) =
1

(2πi)n

∫
Tn

f(ζ)dζ

ζ − z
=

1

(2πi)n

∫
Tn

F (ζ)J(ζ)dζ

ζ − z
= TJ(F )(z)

см. [11]. В тоже время по теоремам 2.3 и 2.4 мы получаем, что последний инте-
грал принадлежит классу H1(Un) ∩ Aω(α,m), поскольку f = TJ(F ).
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