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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â êîìïëåêñíîì àíàëèçå è åãî ìíîãî÷èñëåííûõ
ïðèëîæåíèÿõ âàæíóþ ðîëü èãðàþò ïðîñòðàíñòâà Õàðäè è Áåðãìàíà. Ìåòîäû,
ðàçðàáîòàííûå â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ýòèìè ïðîñòðàíñòâà-
ìè, íàøëè ñóùåñòâåííûå ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè ðÿäîâ è èíòåãðàëîâ Ôóðüå, â
òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ è â äðóãèõ ðàçäåëàõ êîìïëåêñ-
íîãî è ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ïî ýòîìó íàïðàâëå-
íèþ îïóáëèêîâàíî íåñêîëüêî ìîíîãðàôèé. Ñðåäè íèõ îòìåòèì ìîíîãðàôèè
Ó. Ðóäèíà (1969ã., 1980 ã.), À.E. Äæðáàøÿíà è Ô.À. Øàìîÿíà (1988 ã.), Õ.
Õåäåíìàëüìà, Á.È. Êîðåíáëþìà è Ê. Æó (2000 ã.), Í.Ê. Íèêîëüñêîãî (2002
ã.), Ê. Ñåéïà (2004 ã.), Ô.À. Øàìîÿíà è Å.Í. Øóáàáêî (2009 ã.).

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà Õàðäè è Áåðãìàíà èññëåäîâàíû äî-
âîëüíî ïîëíî, â òî æå âðåìÿ ðÿä âàæíûõ âîïðîñîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê âåñîâûì
ïðîñòðàíñòâàì àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé òèïà Õàðäè è Áåðãìàíà â ïîëèêðóãå,
ñðàâíèòåëüíî ìàëî èçó÷åí. Ïðè ýòîì çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ óêàçàííûìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè, èìåþò øèðîêèå ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ðÿäîâ è äðóãèõ âîïðîñàõ ìíîãîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî è êîìïëåêñíîãî
àíàëèçà, òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîýòîìó òåìàòèêà äèññåðòà-
öèîííîé ðàáîòû âåñüìà àêòóàëüíà.

Ïðèâåä¼ì îáçîð íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ, òåñíî ñâÿçàííûõ ñ òåìàòèêîé
äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Äëÿ ýòîãî ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è îáî-
çíà÷åíèÿ.

Ïóñòü
Un = {z = (z1, z2, ..., zn) : |zj| < 1, 1 ≤ j ≤ n} (1)

- åäèíè÷íûé ïîëèêðóã n-ìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà Cn,

T n = {z = (z1, z2, ..., zn) : |zj| = 1, 1 ≤ j ≤ n} (2)

- åäèíè÷íûé òîð (îñòîâ ïîëèêðóãà Un), H(Un) - ìíîæåñòâî âñåõ àíàëèòè÷å-
ñêèõ â Un ôóíêöèé, ω = (ω1, ..., ωn) - íåêîòîðàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ
íà Qn = [0; 1)n, Hp(Un) - êëàññ Õàðäè â Un.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé ω, ñóììè-
ðóåìûõ íà èíòåðâàëå (0, 1) äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà
mω, Mω, qω òàêèå, ÷òî mω, qω ∈ (0, 1) è

mω ≤ ω(λr)

ω(r)
≤ Mω,

∀r ∈ (0, 1), λ ∈ [qω; 1].
Åñëè ω ∈ Ω, òî αω := lnmω

ln qω
, βω := lnMω

ln 1
qω

.
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Ïóñòü z = (z1, ..., zn) ∈ Cn, ζ = (ζ1, ..., ζn) ∈ Cn, α = (α1, ..., αn) ∈ Rn,

òîãäà zα = zα1 · ... · zαn, |α| := α1 + ... + αn, (1 − |z|2)α :=
n∏

j=1

(1 − |zj|2)αj ,

(1 − ζz)α :=
n∏

j=1

(1 − ζjzj)
αj , çäåñü è âñþäó íèæå âûáðàíà ãëàâíàÿ âåòâü

ñòåïåííîé ôóíêöèè. Òàêæå, åñëè ω = (ω1, ..., ωn), ωj ∈ Ω, j = 1, ..., n,

òîãäà ωΠ(1 − r) :=
n∏

j=1

ωj(1 − rj), ωs
Π(1 − r) :=

n∏
j=1

ωs
j(1 − rj), ∀s ∈ R,

r = (r1, ..., rn) ∈ Qn.

×åðåç Lp,q
ω (Un) îáîçíà÷èì êëàññ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó â Un ôóíêöèé f ,

äëÿ êîòîðûõ

∥f∥Lp,q
ω

=

(∫
Qn

ωΠ(1− r)

(∫
Tn

|f(rw)|pdmn(w)

) q
p

dr

) 1
q

< +∞, 0 < p, q < +∞,

ãäå dmn åñòü ìåðà Ëåáåãà íà T n.
Òåîðèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ñî ñìåøàííûìè íîðìàìè òèïà

Lp,q
ω (Un) áåðåò ñâîå íà÷àëî â 60-õ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ èç ðàáîò À. Áå-

íåäåêà è Ð. Ïàíöîíå. Ïî ýòèì âîïðîñàì îïóáëèêîâàí ðÿä ôóíäàìåíòàëüíûõ
òðóäîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îñâåùåíû â õîðîøî èçâåñòíûõ ìîíîãðàôè-
ÿõ Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî (1969 ã.), Î.Â. Áåñîâà, Â.Ï. Èëüèíà, Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî
(1975 ã.), Õ. Òðèáåëÿ (1986 ã.).

Ïîëîæèì Ap,q
ω (Un) = H(Un)∩Lp,q

ω (Un) ñ ñîîòâåòñòâóþùåé êâàçè-íîðìîé.
ßñíî, ÷òî, åñëè f ïðèíàäëåæèò Hp(Un) èëè Ap,q(Un), òî ôóíêöèÿ

D(f)(z) := f(z, ..., z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé â U := U 1. Åñòå-
ñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î ïîëíîé õàðàêòåðèçàöèè òàêèõ àíàëèòè÷åñêèõ â
êðóãå ôóíêöèé, òî åñòü îïèñàíèå ñëåäîâ ýòèõ êëàññîâ íà äèàãîíàëè ïîëèêðó-
ãà Un. Ïðîáëåìà õàðàêòåðèçàöèè ñëåäîâ ôóíêöèè èç êëàññà Õàðäè Hp(Un)
íà äèàãîíàëè ïîëèêðóãà âïåðâûå áûëà ïîñòàâëåíà è èññëåäîâàíà â êëàññè÷å-
ñêîé ìîíîãðàôèè Ó. Ðóäèíà(1974 ã.). Îí óñòàíîâèë, ÷òî åñëè f ∈ H1(U 2),
òî D(f) ∈ A1,1

1 (U); åñëè f ∈ H2(U 2), òî D(f) ∈ A2,2
1 (U) è ïðè ýòîì

DH2(U 2) = A2,2
1 (U). Çäåñü ñóùåñòâåííî áûëî èñïîëüçîâàíî òî, ÷òî H2(U 2)

ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Â óêàçàííîé ìîíîãðàôèè Ó. Ðóäèíûì
áûëè ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå ïðîáëåìû:

1) îòîáðàæàåò ëè îïåðàòîð D H1(U 2) íà A1,1
1 (U);

2) êàê îõàðàêòåðèçîâàòü ñóæåíèå êëàññîâ Õàðäè Hp(Un) íà äèàãîíàëü
ïîëèäèñêà ïðè n ≥ 2, 0 < p < +∞.

Â ýòîì íàïðàâëåíèè îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ðàáîòàëè
íåñêîëüêî ñïåöèàëèñòîâ êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.
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Ïóñòü hp(Un) - êëàññ Õàðäè n-ãàðìîíè÷åñêèõ â ïîëèêðóãå Un ôóíêöèé,
òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ n-ãàðìîíè÷åñêèõ â Un ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ

sup
0<r<1

∫
Tn

|u(rζ)|pdmn(ζ) < +∞.

Ï. Äüþðåí è À. Øèëäñ (1975 ã.) óñòàíîâèëè, ÷òî åñëè u ∈ hp(Un), ïðè÷åì
2 ≤ p < +∞, òî D(u) ∈ Lp(U, µn), ãäå dµn(ζ) = (1 − |ζ|)n−2dm2(ζ), dm2(ζ) -
ïëîñêàÿ ìåðà Ëåáåãà íà U .

Ô.À. Øàìîÿí (1976ã.) ïîëó÷èë ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
Ïóñòü µ - êîíå÷íàÿ ìåðà â êðóãå U, òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýê-

âèâàëåíòíû:
i) Îïåðàòîð äèàãîíàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ D îòîáðàæàåò êëàññ hp(Un) â

Lp(U, dµ), äëÿ íåêîòîðîãî p0, 1 < p0 < +∞;
ii) Ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ 1 < p < +∞;
iii) Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà A, òàêàÿ ÷òî µ(∆l(ζ)) ≤ Aln,

∀ζ ∈ T 1 = T, 0 < l < 1, ãäå ∆l(ζ) - ïðÿìîóãîëüíèê Êàðëåñîíà:
∆l(ζ) = {z ∈ U : | arg ζ − arg z| < l

2 , 1− l < |z| < 1}.
Ïðè ýòîì áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî óêàçàííîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî ïðè

0 < p ≤ 1.
Î÷åâèäíî, ÷òî ìåðà dµ(r, φ) = (1− r)n−2rdrdφ óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ iii).
Íà îñíîâå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ Ô.À. Øàìîÿí óñòàíîâèë, ÷òî

DHp(Un) = Ap
n−2(U) ïðè âñåõ 0 < p < +∞ è n ≥ 2.

Îäíîâðåìåííî ñ Ô.À. Øàìîÿíîì è íåçàâèñèìî îò íåãî äðóãèìè ìåòîäà-
ìè ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè p ≥ 1 áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå Ñ.
Ãîðîâèöà è Å. Îáåðëèíà (1976 ã.). À â 1978 ã. Äæ. Äåòðàñ áûëè ïåðåîòêðûòû
ðåçóëüòàòû Ô.À. Øàìîÿíà ïðè 0 < p < 1, n = 2. Äèàãîíàëüíîå îòîáðàæåíèå
â ïðîñòðàíñòâå Ap,p

α (Un) ïðè α = (α1, ..., αn), 0 < p < +∞ áûëî èññëåäîâàíî
Ô.À. Øàìîÿíîì â 1987 ã.

Âïåðâûå çàäà÷à î äèàãîíàëüíîì îòîáðàæåíèè â ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñìå-
øàííûìè íîðìàìè áûëà ðåøåíà â ðàáîòàõ Ô.À. Øàìîÿíà è Î.Â. ßðî-
ñëàâöåâîé (2000 ã.). Â èõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàëàñü ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:
Ïóñòü −→p = (p1, ..., pn), 0 < pj < +∞, 1 ≤ j ≤ n, ω = (ω1, ..., ωn),

ω̃p(t) = ωn(t)
n−1∏
j=1

(ωj(t)t
2)

pn
pj , t ∈ [0; 1), A

−→p
ω (Un) - ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ â

Un ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ

∥f∥
A

−→p
ω (Un)

=
(∫

U

ωn(1− |zn|)
(∫

U

ωn−1(1− |zn−1|)...×
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×
(∫

U

|f(z)|p1ω1(1− |z1|)dm2(z1)
)p2

p1 ...dm2(zn−1)
) pn

pn−1dm2(zn)
) 1

pn
< +∞.

È A
−→p
ω̃p
(U) - ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ â U ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ

∥f∥
A

−→p
ω̃p

=
(∫

U

|f(z)|pnω̃p(1− |z|)dm2(z)
) 1

pn
< +∞.

Òîãäà îïåðàòîð D îòîáðàæàåò A
−→p
ω (Un) íà A

−→p
ω̃p
(U), òî åñòü

DA
−→p
ω (Un) = A

−→p
ω̃p
(U), ãäå D - îïåðàòîð äèàãîíàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Â äàëüíåéøåì, Ã. Ðåí è Äæ. Øè (2004 ã.) èññëåäîâàëè çàäà÷ó î äèàãî-
íàëüíîì îòîáðàæåíèè â ïðîñòðàíñòâàõ Ap,q(Un) ïðè ωj(tj) = t

αj

j , j = 1, ..., n.
Îäíàêî ìåòîäû, ïðèìåíÿåìûå â ýòîé ðàáîòå, íå ïðîõîäÿò â ñëó÷àå îáùèõ âå-
ñîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîýòîìó âîïðîñ î õàðàêòåðèçàöèè ñëåäîâ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé èç âåñîâûõ àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâ ñî ñìåøàííûìè íîðìàìè íà
äèàãîíàëè ïîëèäèñêà îñòàâàëñÿ îòêðûòûì.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ èçó÷åíèÿ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé âàæíîå çíà÷åíèå èìååò îïèñàíèå ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöè-
îíàëîâ â òåðìèíàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ äàííîé òåìàòèêîé, èìåþò îáøèðíûå ïðèëîæåíèÿ â
ðàçëè÷íûõ âîïðîñàõ êîìïëåêñíîãî è ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà: òåîðèè àïïðîê-
ñèìàöèè è èíòåðïîëÿöèè, îïèñàíèè èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îïåðàòîðà
ñäâèãà, òåîðèè îïåðàòîðîâ è ò.ä. Ýòèì âîïðîñàì ïîñâÿùåíû ðàáîòû Â.Ï. Çà-
õàðþòà è Â.È. Þäîâè÷à (1964 ã.), Ï. Äüþðåíà, À. Øèëäñà, Á. Ðîìáåðãà (1969
ã.), À. Ôðàçüå (1972 ã.), Ê. Õàíà è Äæ. Ìè÷åëë (1976 ã.), Ô. À. Øàìîÿíà (1973
ã., 1987 ã.).

Âîïðîñ îá îïèñàíèè ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ â ìíîãîìåð-
íûõ àíèçîòðîïíûõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ap,q

ω àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñî
ñìåøàííûìè íîðìàìè ïðè âñåõ 0 < p, q < +∞ ïî-ïðåæíåìó îñòà¼òñÿ âåñüìà
àêòóàëüíûì.

Â òåîðèè êëàññîâ Õàðäè ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò âíåøíå-âíóòðåííÿÿ
ôàêòîðèçàöèÿ, ïîñòðîåííàÿ åùå â íà÷àëå 20-ãî ñòîëåòèÿ â êëàññè÷åñêèõ ðà-
áîòàõ Ã. Ñåã¼, Ì. Ðèññà, Ð. Íåâàíëèííû, Â.È. Ñìèðíîâà. Â ðàáîòàõ Á.È.
Êîðåíáëþìà, Â.Ï. Õàâèíà, Ô.À. Øàìîÿíà, Í.À. Øèðîêîâà, Ê.Ì. Äüÿêî-
íîâà áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî óêàçàííàÿ ôàêòîðèçàöèÿ ìîæåò áûòü óñïåøíî
ïðèìåíåíà äëÿ èçó÷åíèÿ êëàññîâ àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå ôóíêöèé, ãëàäêèõ
âïëîòü äî åãî ãðàíèöû. Ýòè ðåçóëüòàòû îñíîâàíû íà òîì, ÷òî ìíîãèå êëàñ-
ñû óêàçàííîãî òèïà èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ò¼ïëèöåâûõ îïåðàòîðîâ âèäà
Th(f) = P+(hf), ãäå h - ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â êðóãå ôóíê-
öèÿ. Çäåñü P+ - èçâåñòíûé ïðîåêòîð Ì. Ðèññà. Îïåðàòîðû Th ïðèìåíÿþòñÿ
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íå òîëüêî â òåîðèè ôàêòîðèçàöèè, îíè òàêæå èìåþò øèðîêèå ïðèëîæåíèÿ
âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ êîìïëåêñíîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà (ïðè èññëåäî-
âàíèè çàìêíóòûõ èäåàëîâ â àëãåáðàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïðè èçó÷åíèè
èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îïåðàòîðà ñäâèãà, â âîïðîñàõ õàðàêòåðèçàöèè
ìåòðè÷åñêèõ ïðîåêöèé è äð.) Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ ìíî-
ãîìåðíûõ àíàëîãîâ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, â òîì ÷èñëå â êëàññàõ ãîëîìîðôíûõ â
ïîëèêðóãå ôóíêöèé è ãëàäêèõ âïëîòü äî åãî ãðàíèöû.

Îäíàêî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîâåäåíèå êðàòíûõ ò¼ïëèöåâûõ îïåðàòî-
ðîâ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Òàê, íàïðèìåð, àíàëîã
êëàññè÷åñêîé òåîðåìû È.È. Ïðèâàëîâà îá îãðàíè÷åííîñòè èíòåãðàëîâ òèïà
Êîøè â ã¼ëüäåðîâêèõ êëàññàõ, êàê óñòàíîâèëà Á. �ðèêêå(1983 ã.), â ñëó÷àå
åäèíè÷íîãî òîðà íå èìååò ìåñòà.

Öåëü ðàáîòû.

1. Äàòü ïîëíîå îïèñàíèå ñëåäîâ âåñîâûõ àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâ àíà-
ëèòè÷åñêèõ â ïîëèêðóãå ôóíêöèé ñî ñìåøàííîé íîðìîé íà äèàãîíàëè
ïîëèêðóãà.

2. Ïîëó÷èòü ïîëíóþ õàðàêòåðèçàöèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Êîøè ëèíåéíûõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ â âåñîâûõ àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ãî-
ëîìîðôíûõ â ïîëèêðóãå ôóíêöèé ñî ñìåøàííîé íîðìîé.

3. Äàòü ïîëíóþ õàðàêòåðèçàöèþ òåõ ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ ñèìâîëîâ, ïðè
êîòîðûõ êðàòíûé ò¼ïëèöåâ îïåðàòîð ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñèìâîëîì äåé-
ñòâóåò â âåñîâîì àíèçîòðîïíîì ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà àíàëèòè÷åñêèõ â
ïîëèêðóãå ôóíêöèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå ïðèìåíÿëèñü îáùèå ìåòîäû êîì-
ïëåêñíîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ
îïåðàòîðîâ. Âàæíóþ ðîëü èãðàþò èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ èññëåäóåìûõ
êëàññîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû:

1. Ïîëó÷åíà ïîëíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ñëåäîâ âåñîâûõ àíèçîòðîïíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëèêðóãå ôóíêöèé ñî ñìåøàííîé íîðìîé íà
äèàãîíàëè ïîëèêðóãà.

2. Ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Êîøè ëèíåéíûõ íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèîíàëîâ â âåñîâûõ àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ãîëîìîðô-
íûõ â ïîëèêðóãå ôóíêöèé ñî ñìåøàííîé íîðìîé.

7



3. Îïèñàíû òå ïëþðèãàðìîíè÷åñêèå ñèìâîëû, ïðè êîòîðûõ êðàòíûé ò¼ï-
ëèöåâ îïåðàòîð ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñèìâîëîì äåéñòâóåò â âåñîâîì àíè-
çîòðîïíîì ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëèêðóãå ôóíêöèé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû èññëå-
äîâàíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ìíîãîìåðíîì ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå, â
òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, â òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ
îïåðàòîðîâ, ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñîâ ïðåäñòàâëåíèÿ è îïèñàíèÿ äâîéñòâåí-
íûõ ïðîñòðàíñòâ, âîïðîñîâ àïïðîêñèìàöèè, ïðè èçó÷åíèè îïåðàòîðîâ ñäâèãà
â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, à òàêæå ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ äëÿ ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëü-
íîñòåé óíèâåðñèòåòîâ.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷-
íûõ êîíôåðåíöèÿõ ¾Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ¿ (ã. Êàçàíü, 2011 ã.), ¾Ñèñòåìû êîì-
ïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (Ñìîëåíñê, 2011 ã.-2013 ã.), ¾Êîì-
ïëåêñíûé àíàëèç è ïðèëîæåíèÿ¿ (Ïåòðîçàâîäñê, 2012 ã.), íà Âîðîíåæñêîé
âåñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè êðàåâûõ çà-
äà÷¿ (2014 ã.), à òàêæå íåîäíîêðàòíî íà ñåìèíàðàõ ïî êîìïëåêñíîìó àíàëèçó
Áðÿíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè àêàäåìèêà È.Ã. Ïåòðîâñêî-
ãî.

×àñòü èññëåäîâàíèé, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû â äèññåðòàöèè,
ïîääåðæàíà ãðàíòàìè Ðîññèéñêîãî Ôîíäà Ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
(ïðîåêò �13-353 01-97508) è Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ (ïðîåêò
�1.1704.2014Ê).

Ïóáëèêàöèè.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ: [1]�[10]. Ðàáîòû [1]�[3]
îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è
èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ. Â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ [2,
3, 7, 9, 10] íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêà çàäà÷è è èäåÿ
äîêàçàòåëüñòâà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ, ðàçáèòûõ â îáùåé ñëîæíîñòè íà 6 ïà-
ðàãðàôîâ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû è çàíèìàåò 116 ñòðàíèö. Áèá-
ëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò 48 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Âî ââåäåíèè èçëàãàåòñÿ èñòîðèÿ âîïðîñà, îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü
òåìû è êðàòêî èçëàãàåòñÿ ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîñâÿùåíà âîïðîñàì äèàãîíàëü-
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íîãî îòîáðàæåíèÿ è ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì â àíèçîòðîïíûõ àíàëèòè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñìåøàííûìè íîðìàìè â ïîëèêðóãå Un.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáî-
çíà÷åíèÿ.

Áóäåì ïèñàòü f(ζ) . g(ζ), ζ ∈ E, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
A > 0, òàêîå ÷òî f(ζ) ≤ Ag(ζ), ζ ∈ E, ãäå f è g - äâå âåùåñòâåííîçíà÷íûå
ôóíêöèè ñ îáùåé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ E.

Åñëè f ∈ H(Un), f(z) = f(z1, ..., zn) =
+∞∑

k1,...,kn=0

ak1...knz1
k1...zn

kn è

β = (β1, ..., βn), βj > −1, 1 ≤ j ≤ +∞, òî íàçîâåì äðîáíîé ïðîèçâîäíîé
ïîðÿäêà β â ñìûñëå Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ ñëåäóþùóþ ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ:

Dβf(z) =
+∞∑
|k|=0

Γ(k + β + 1)

Γ(β + 1)Γ(k + 1)
akz

k, (3)

ãäå |k| = k1 + ...+ kn, Γ - ôóíêöèÿ Ýéëåðà, Γ(k + β + 1) =
n∏

j=1

Γ(kj + βj + 1).

ßñíî, ÷òî åñëè f ∈ H(Un), òîãäà Dβf(z) ∈ H(Un), äëÿ âñåõ β.
Ïóñòü f ∈ Ap,q

ω (Un), 0 < p, q < +∞ è D(f)(z) = f(z, ..., z), ωj ∈ Ω,
1 ≤ j ≤ n, ïóñòü äàëåå z ∈ U,

Ωn(r) = r

(
q
p+1

)
(n−1)

n∏
j=1

ωj(r), r ∈ (0, 1).

×åðåç Ap,q
Ωn
(U) îáîçíà÷èì âåñîâîé êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðó-

ãå U ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ

∥f∥Ap,q
Ωn

=

( 1∫
0

Ωn(1− r)

( π∫
−π

|f(rw)|pdm(w)

) q
p

dr

) 1
q

< +∞, 0 < p, q < +∞.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû óñòàíîâëåí ðåçóëüòàò, êîòîðûé, íà-
ðÿäó ñ äðóãèìè âñïîìîãàòåëüíûìè óòâåðæäåíèÿìè, èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå îñíîâíûõ òåîðåì. Îäíàêî, íà íàø âçãëÿä, ýòî óòâåðæäåíèå èìååò
òàêæå ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü ωj ∈ Ω, ωαj
(t) = ωj(t)

(
tαj

ωj(t)

)q

, t ∈ (0, 1),

1 6 j 6 n, α > αω, 1 < p, q < +∞. Òîãäà îïåðàòîð

Tα(f)(z) =

∫
Un

ωΠ(1− |ξ|)
(1− ξz)α+2

f(ξ)dm2n(ξ), z ∈ Un
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îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî Lp,q
ω (Un) â ïðîñòðàíñòâî Ap,q

ωα
(Un), ïðè÷åì

∥Tαf∥Ap,q
ωα

. ∥f∥Lp,q
ω
.

Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì.
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû ïîëó÷åíà ïîëíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ

ñëåäîâ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Ap,q
ω (Un) íà äèàãîíàëè ïîëèêðóãà, à èìåííî

óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü ωj ∈ Ω, 1 ≤ j ≤ n, 0 < p, q < +∞. Òîãäà ñëåäóþ-

ùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) ôóíêöèÿ g ∈ H(U) ïðåäñòàâèìà â âèäå g(z) = D(f)(z), z ∈ U,

f ∈ Ap,q
ω (Un);

2) g ∈ Ap,q
Ωn
(U), òî åñòü DAp,q

ω (Un) = Ap,q
Ωn
(U).

Íàïîìíèì, ÷òî D(f)(z) = f(z, ..., z), z ∈ U, f ∈ Ap,q
ω (Un).

Ïîñëåäíèé ïàðàãðàô ïåðâîé ãëàâû ïîñâÿùåí ïðîáëåìå, ñâÿçàííîé ñ õî-
ðîøî èçâåñòíîé òåîðåìîé Õàðäè-Ëèòòëâóäà, îá îöåíêå Lp,q

ω - íîðìû àíàëèòè-
÷åñêîé ôóíêöèè ÷åðåç íîðìó åå ïðîèçâîäíîé. Óêàçàííàÿ òåîðåìà îáîáùàåòñÿ
ïî òðåì íàïðàâëåíèÿì: âî-ïåðâûõ, òåîðåìà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ìíîãîìåð-
íûé ñëó÷àé, âî-âòîðûõ, èñïîëüçóåòñÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ëþáîãî ïîðÿäêà,
è, â òðåòüèõ, óñòàíàâëèâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè â ñëó÷àå ñìåøàííûõ
íîðì.

Ââåä¼ì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ.
Ïóñòü Rn

+ = {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn : xj ≥ 0, j = 1, ..., n},
m = (m1, ...,mn) ∈ Rn

+, ω = (ω1, ..., ωn), ωj ∈ Ω, òîãäà îïðåäåëèì

ω̂(t) =
n∏

j=1

ωj(tj)t
mjq
j , tj ∈ (0, 1), j = 1, ..., n.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû, â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíà ñïðàâåä-
ëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü f ∈ Ap,q
ω (Un), m = (m1, ...,mn) ∈ Rn

+,

0 < p, q < +∞, òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè

∥Dmf∥Ap,q
ω̂ (Un) . ∥f∥Ap,q

ω (Un) . ∥Dmf∥Ap,q
ω̂ (Un). (4)

Ïåðâûé ïàðàãðàô âòîðîé ãëàâû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîñâÿùåí ðå-
øåíèþ çàäà÷è, ñâÿçàííàÿ ñ îïèñàíèåì ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ
â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Êîøè â ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
ñî ñìåøàííîé íîðìîé ïðè 1 < p, q < +∞.
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Íàïîìíèì, ÷òî, åñëè Φ ∈ (Ap,q
ω (Un))∗, òî ïðåîáðàçîâàíèåì Êîøè ýòîãî

ôóíêöèîíàëà íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ:

g(z) = Φ(ez), ãäå ez(ζ) :=
1

1− ζz
=

n∏
j=1

1

1− ζjzj
,

ζ = (ζ1, ..., ζn), z = (z1, ..., zn) ∈ Un.
ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â Un ôóíêöèåé. Îòìåòèì,

÷òî â ñëó÷àå, êîãäà p, q ïðèíàäëåæàò (1,+∞), èëè (0, 1], a òàêæå, â ñëó÷àå,
êîãäà îäèí èç ïàðàìåòðîâ ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (0, 1], a äðóãîé - èíòåðâàëó
(1;+∞), õàðàêòåðèçàöèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Êîøè èìååò ñîâåðøåííî ðàçëè÷íîå
îïèñàíèå. Ïðè 1 < p, q < +∞ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü Φ - ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà
Ap,q

ω (Un), è g(z) = Φ(ez), ez(ζ) := 1
1−ζz , ζ, z ∈ Un, 1 < p, q < +∞. Òî-

ãäà g ∈ H(Un) è Dα+1g ∈ Ap
′
,q

′

ωα
(Un) äëÿ α > αω, p

′
= p

p−1 , q
′
= q

q−1 ,

ωα(t) = ω(t)

(
tα

ω(t)

)q′

, t ∈ Qn.

Ôóíêöèîíàë Φ ïðåäñòàâèì â âèäå

Φ(f) = lim
ρ→1−0

1

(2π)n

∫
Tn

f(ρζ)g(ρζ)dmn(ζ) (5)

è ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∥Dα+1g∥
Ap

′
,q
′

ωα

. ∥Φ∥ . ∥Dα+1g∥
Ap

′
,q
′

ωα

. (6)

Âåðíî è îáðàòíîå: ëþáàÿ g ∈ H(Un) òàêàÿ, ÷òî Dα+1g ∈ Ap
′
,q

′

ωα
ïî

ôîðìóëå (5) ïîðîæäàåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà Ap,q
ω (Un) äëÿ

êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû îöåíêè (6).
Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ íàì ïîòðåáóþòñÿ åùå

íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.
Ïóñòü 0 < p, q ≤ 1, îáîçíà÷èì ÷åðåç λp,q

ω êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ â Un

ôóíêöèé g, äëÿ êîòîðûõ

∥g∥λp,q
ω

= sup
z∈Un

[
(1− |z|)α−

1
p−

1
q+2

ω
1
q

Π(1− |z|)
|Dα+1g(z)|

]
=

= sup
z=(z1,...,zn)∈Un

[
n∏

j=1

(1− |zj|)αj− 1
p−

1
q+2

ω
1
q

j (1− |zj|)
|Dα+1g(z)|

]
< +∞,
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ãäå αj >
αωj

+1

q + 1
p − 2, 1 ≤ j ≤ n.

Åñëè 0 < p ≤ 1, 1 < q < +∞, îáîçíà÷èì ÷åðåç λ̃p,q
ω ìíîæåñòâî âñåõ

ãîëîìîðôíûõ â Un ôóíêöèé g, äëÿ êîòîðûõ

∥g∥λ̃p,q
ω

=

(∫
Qn

(1− r)αq
′− q

′

p +q
′

ω
q
′
q

Π (1− r)

(
sup
z∈Tn

|Dα+1g(rz)|

)q
′

rdr

) 1
q′

=

=

(∫
Qn

n∏
j=1

(1− rj)
αjq

′− q
′

p +q
′

ω
q
′
q

j (1− rj)

×

×

(
sup

z=(z1,...,zn)∈Tn

|Dα+1g(r1z1, ..., rnzn)|

)q
′

r1...rndr1...drn

) 1
q′

< +∞,

ãäå αj >
αωj

q + 1
p −

1
q′
− 1, 1 ≤ j ≤ n.

È íàêîíåö, åñëè 1 < p < +∞, 0 < q ≤ 1, îáîçíà÷èì ÷åðåç ˜̃λp,q

ω ìíîæåñòâî
âñåõ ãîëîìîðôíûõ â Un ôóíêöèé g, äëÿ êîòîðûõ

∥g∥˜̃
λ
p,q

ω

= sup
r∈Qn

[
(1− r)α−

1
q+1

ω
1
q

Π(1− r)

(∫
Tn

|Dα+1g(rζ)|p
′

dmn(ζ)

) 1

p
′
]
=

= sup
r=(r1,...,rn)∈Qn

[
n∏

j=1

(1− rj)
αj− 1

q+1

ω
1
q

j (1− rj)
×

×

(∫
Tn

|Dα+1g(r1ζ1, ..., rnζn)|p
′

dm(ζ1)...dm(ζn)

) 1

p
′
]
< +∞,

ãäå αj >
αωj

+1

q − 2, 1 ≤ j ≤ n.
Äëÿ êðàòêîñòè ââåäåì òàêæå ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå

Λp,q
ω =


λp,q
ω , åñëè 0 < p, q ≤ 1;

λ̃p,q
ω , åñëè 0 < p ≤ 1, 1 < q < +∞;˜̃

λ
p,q

ω , åñëè 1 < p < +∞, 0 < q ≤ 1.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè îäèí èç ïàðàìåòðîâ p èëè q ìåíüøå åäèíèöû,
òî ëþáîé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë â ïðîñòðàíñòâå Lp,q

ω (Un) òîæäåñòâåííî
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íóëåâîé. Â ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé óêàçàííîå óòâåðæäåíèå, ðàçóìå-
åòñÿ, íåâåðíî: íàïðèìåð, ëèíåéíûì íåïðåðûâíûì ôóíêöèîíàëîì â ýòèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè f ∈ Ap,q

ω (Un) â òî÷êå Φz0(f) = f(z0),
z0 ∈ Un. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âåðíî óòâåðæäåíèå, óñòàíîâëåííîå âî
âòîðîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû:

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü p, q ïðèíàäëåæàò (0, 1] èëè îäèí èç ïàðà-
ìåòðîâ ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (0, 1], à äðóãîé - èíòåðâàëó (1;+∞),
ωj ∈ Ω, j = 1, n. Åñëè Φ - ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà Ap,q

ω (Un) è
g(z) = Φ(ez), ez(ζ) :=

1
1−ζz , ζ, z ∈ Un, òîãäà g ∈ Λp,q

ω .
Ôóíêöèîíàë Φ ïðåäñòàâèì â âèäå

Φ(f) = lim
ρ→1−0

1

(2π)n

∫
Tn

f(ρζ)g(ρζ)dmn(ζ), (7)

è ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∥g∥Λp,q
ω

. ∥Φ∥ . ∥g∥Λp,q
ω
. (8)

Âåðíî è îáðàòíîå: ëþáàÿ g ∈ Λp,q
ω ïî ôîðìóëå (7) g ïîðîæäàåò ëèíåé-

íûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà Ap,q
ω (Un) äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû îöåíêè

(8).
Îïèñàíèå ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íàõîäèò ñâîå ïðèëîæå-

íèå â èññëåäîâàíèÿõ, ïîñâÿùåííûõ èçó÷åíèþ ò¼ïëèöåâûõ îïåðàòîðîâ â ïðî-
ñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Äëÿ èçëîæåíèÿ ñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòîâ ââåä¼ì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà-
÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ:

Àíèçîòðîïíûì ïðîñòðàíñòâîì Ñîáîëåâà Aω(α,m) íàçîâ¼ì ïðîñòðàíñòâî
ãîëîìîðôíûõ â ïîëèêðóãå Un ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ

∥f∥Aω(α,m) =

∫
Un

|Dmf(z)|ωΠ(1− |z|)(1− |z|)α−1dm2n(z) < +∞, (9)

m = (m1, ...,mn) ∈ Nn, α = (α1, ..., αn) ∈ Rn
+, z = (z1, ..., zn) ∈ Un.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç RP (Un) - êëàññ ñóììèðóåìûõ íà òîðå T n ôóíêöèé h,
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå êîòîðûõ ðàâíû íóëþ âíå ìíîæåñòâà Yn = Zn

+ ∪ Zn
−,

òî åñòü êëàññ ôóíêöèé ïðåäñòàâèìûõ íà òîðå â âèäå h(ζ) = f(ζ) + g(ζ),
f, g ∈ H1(Un). ßñíî, ÷òî ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè
ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì ïîëèêðóãå ôóíêöèé.

Êðàòíûì îïåðàòîðì Ò¼ïëèöà íàçîâåì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð âèäà

Th(f)(z) =
1

(2πi)n

∫
Tn

f(ζ)h(ζ)

ζ − z
dζ, z = (z1, ..., zn) ∈ Un, (10)
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ãäå h ∈ L1(T n), f ∈ CA(U
n), CA(U

n) = C(Un ∪ ∂Un) ∩H(Un).
Ïóñòü ω = (ω1, ..., ωn) - âåêòîð-ôóíêöèÿ òèïà ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè,

òî åñòü ωj -íåóáûâàþùèå íåîòðèöàòåëüíûå íà R+ = (0,+∞) ôóíêöèè, òàêèå
÷òî ôóíêöèè tj → ωj(tj)

tj
íå âîçðàñòàþò íà R+.

Åñëè (k1, ..., kn) íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë (1, 2, ..., n), n ∈ N,

1 ≤ r ≤ n. Òîãäà êîðòåæåì ïîðÿäêà r íàçîâåì âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè
(k1, ..., kr), ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé ïîðÿäêà r îáîçíà÷èì ÷åðåç Kr. ßñíî,
÷òî, åñëè 1 ≤ r,m ≤ n, òî (k1, ..., kr) = (s1, ..., sm) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
r = m, si = ki, i = 1, ..., r.

È, íàêîíåö, åñëè X - íåêîòîðîå êâàçèíîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, òî
÷åðåç L(X) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, äåé-
ñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå X.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû íàéäåí êðèòåðèé îãðàíè÷åííîñòè
îïåðàòîðà Ò¼ïëèöà â âåñîâîì àíèçîòðîïíîì ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà ãîëî-
ìîðôíûõ â ïîëèêðóãå ôóíêöèé. Óñòàíîâëåíû óòâåðæäåíèÿ:

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü m = (m1, ...,mn) ∈ Nn, α = (α1, ..., αn) ∈ Rn
+, ω−

ôóíêöèÿ òèïà ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè íà Qn, h− ôóíêöèÿ èç êëàññà RP (Un),
1∫
0

ωj(u)du
u < +∞, j = 1, ..., n.

1. Åñëè mj ≤ αj, j = 1, ..., n, òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

a. Th ∈ L(Aω(α,m));

b. ôóíêöèÿ h äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

h(ζ) = h1(ζ) + h2(ζ), ζ = (ζ1, ..., ζn) ∈ T n,

ãäå h1, h2 ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé, ãîëî-
ìîðôíûõ â Un, ïðè ýòîì h1 - ìóëüòèïëèêàòîð ïðîñòðàíñòâà
Aω(α,m), D−mh2 ∈ Λα

ω, ãäå D
−m− îïåðàòîð, îáðàòíûé ê îïåðàòîðó

Dm.

2. Åñëèmj ≥ αj+2, j = 1, ..., n, òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

a. Th ∈ L(Aω(α,m));

b. h äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

h(ζ) = h1(ζ) + h2(ζ), ζ = (ζ1, ..., ζn) ∈ T n,

ãäå h1 ∈ Aω(α,m), h2 ∈ H∞(Un).

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü h ∈ H1(Un), m = (m1, ...,mn) ∈ Nn,
α = (α1, ..., αn) ∈ Rn

+ è mj = αj + 1, j = 1, ..., n, òîãäà ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:
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1. Th ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì â ïðîñòðàíñòâå Aω(α,m);

2. ôóíêöèÿ h ∈ H∞(Un), ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî êîðòåæà k = (k1, ..., kp) ∈ Kp

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

sup
z∈Un

{∣∣∣∣∣∂ph(z1, ..., zn)

∂zk1...∂zkp

∣∣∣∣∣
p∏

j=1

(1− |zkj |)2

ωkj(1− |zkj |)

1∫
1−|zkj |

ωkj(u)

u2
du

}
< +∞, (11)

z = (z1, ..., zn) ∈ Un.

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäè-
òåëþ ïðîôåññîðó Ô.À. Øàìîÿíó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå
ê ðàáîòå.
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