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Общая характеристика работы 

 

Актуальность темы. Работа посвящена задачам оптимального управления 

динамическими системами. Управляемые системы изобилуют в химической 

промышленности, экономике, биологии и физических задачах. Этому 

направлению посвящено огромное количество публикаций, особую роль в задачах 

оптимального управления играет принцип максимума Л.С. Понтрягина и метод 

динамического программирования.  

Реальные управляемые процессы зависят от влияния внешних факторов (это 

является скорее правилом, чем исключением). В некоторых случаях таким 

влиянием можно пренебречь, однако иногда это может приводить к ощутимым 

последствиям. Зачастую влияние внешних факторов можно моделировать 

случайными процессами. К настоящему времени большое развитие получила 

теория стохастических дифференциальных уравнений, разработке которой 

посвящены труды А. Н. Колмогорова, Р. Л. Стратоновича, В. С. Пугачёва, К. Ито, 

И. И. Гихмана, А. В. Скорохода, А. Н. Ширяева, П. Ланжевена, А. С. Монина, А.  

М. Яглома и многих других. 

Изучаются и задачи оптимального управления системами, описываемыми 

стохастическими дифференциальными уравнениями, а также 

дифференциальными уравнениями, коэффициенты которых являются 

случайными процессами (М. Ю. Афанасьев, Ф. Л. Черноусько). Наиболее 

изученными, при этом являются задачи, описываемые  линейными 

стохастическими дифференциальными уравнениями с квадратичным критерием 

качества управления (Ф. Л. Черноусько,  J. Y. S. Luh,  M. P. Lukas, W. M. 

Wonham). Задачи, описываемые дифференциальными уравнениями 

коэффициенты, которых являются случайными процессами, изучены меньше, 

хотя многие реальные процессы описываются именно такими уравнениями. Для 

практики важно знать хотя бы первые две моментные функции оптимального 

управления и оптимальной траектории, именно этой задаче и посвящена 
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настоящая работа, раскрывающая новые области применения подходов 

рассматриваемых В. Г. Задорожним.   

Цель работы. Целью работы является нахождение статистических 

характеристик оптимального управления и оптимальной траектории 

динамической системы, описываемой линейным дифференциальным уравнением 

первого порядка, коэффициенты которого являются случайными процессами с 

квадратичным критерием качества управления.  

Методы исследования. В работе используются теория дифференциальных 

уравнений, функционального анализа и теории случайных процессов. Задача 

нахождения первых моментных функций оптимального управления и 

оптимальной траектории сводится к детерминированной задаче минимизации 

квадратичного функционала. Для решения интегральных уравнений Фредгольма 

применяется численный метод, основанный на сведении к задаче с вырожденным 

ядром. Расчёты проводятся в системе автоматизированного проектирования 

Mathcad. 

Научная новизна. В диссертационной работе получены следующие новые 

результаты: 

1. Рассматривается новый квадратичный критерий качества, зависящий 

от квадратов первой и второй моментных функций оптимального 

управления и оптимальной траектории. 

2. Коэффициенты линейного дифференциального уравнения являются 

случайным процессами общего вида (не являются функциями, 

возмущенными белым шумом). 

3. Условия оптимальности в виде интегральных уравнений Фредгольма 

первого рода для математического ожидания оптимального 

управления. 

4. Условия оптимальности в виде интегральных уравнений Фредгольма 

первого рода для второй моментной функции оптимального 

управления. 
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5. Численный метод нахождения математического ожидания решений 

дифференциальных уравнений со случайными коэффициентами. 

Практическая и теоретическая значимость. Рассматриваются новые 

постановки задачи оптимизации для систем со случайно изменяющейся 

структурой. Получены новые условия оптимальности первой и второй моментных 

функций оптимального управления и оптимальной траектории линейной системы 

с квадратичным критерием качества управления. Рассмотрены конкретные 

примеры динамических систем, позволяющие сравнить результаты оптимального 

управления полученными различными способами. На практике исследуемые 

модели применимы для управления химическими процессами, в медицине для 

расчёта средних значений объемов принимаемых медикаментов и др. Условия 

оптимальности можно излагать в качестве специальных курсов для студентов по 

курсам оптимального управления.  

Апробация результатов. Основные результаты диссертации 

докладывались на международных научных конференциях «Всероссийское 

совещание по проблемам управления» (Москва, 2014 г.), «Вопросы науки: 

Естественно-научные исследования и технический прогресс» (Воронеж, 2014 г. - 

2015 г.), «Моделирование энергоинформационных процессов» (Воронеж, 2014 г.), 

а также на научных семинарах проф. Задорожнего В. Г. и проф. Каменского М. И. 

Публикации. Результаты исследований опубликованы в работах: [1] – [11]. 

Работы [4], [5], [6] опубликованы в журналах из перечня рецензируемых научных 

журналов и изданий, рекомендованных ВАК Минобрнауки РФ. В совместных 

работах [2] – [5] научному руководителю принадлежат постановки задач. 

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 

четырех глав, списка использованной литературы, приложения и занимает 130 

страниц. Библиография содержит 62 наименования. Нумерация формул состоит 

из трех чисел: первое число – номер главы, второе число – номер параграфа, 

третье – номер формулы в этом параграфе. Нумерация формул в автореферате 

соответствует нумерации в диссертации.  
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Содержание диссертации. Первая глава посвящена случайным процессам 

и их характеристикам. Даются определение вариационной производной и ее 

основные свойства, приводятся определения понятий характеристического 

функционала и моментной функции. 

Пусть ),( ωε t  - случайный скалярнозначный процесс с выборочными 

функциями из функционального пространства X . В дальнейшем случайный 

процесс обозначается просто )(tε . Пусть V - банахово пространство функций 

→T:υ  ℂ и 
*

V - сопряженное пространство функций, причем значение 
*

Vv ∈ на 

элементе V∈υ  определяется соотношением ∫=
T

dsssvv )()()( 1 υυ , где 1v - некоторая 

функция и интеграл понимается в смысле Лебега. 

Определение. Характеристическим функционалом процесса )(tε  

называется выражение ∫=
T

e dsssiM )))()((exp()( υευϕ , где 
*

VX ⊂ , а M  обозначает 

математическое ожидание, вычисленное по функции распределения процесса 

)(tε . 

Определение. Моментной функцией порядка 0>k  случайного процесса 

называют ))()...,(),(( 21 ktttM εεε . 

Далее рассматриваются задачи Коши для линейного однородного и 

неоднородного уравнения с обычными и вариационными производными. 

Ставится задача о нахождении математического ожидания решения скалярного 

дифференциального уравнения первого порядка  

,)(

,)()(

00

.

xtx

tfxtx

=

+= ε        (1.4.1) 

где ∈)(tx  ℝ, Tttt =∈ ],[ 10 , 0t  задано, 0x - случайная величина, ε , f  - случайные 

процессы, причем 0x  не зависит от ε  и f . Случайные процессы ε  и f  заданы 

характеристическим функционалом 

( ) ( )[ ] 







+= ∫

T

dsssfssiM )()()(exp, ωυεωυϕ , 
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где M  – математическое ожидание по функции распределения f,ε .  

Теорема. Пусть )(, 1 TL∈ωυ  и характеристический функционал 

→× )()(: 11 TLTLϕ ℂ имеет непрерывные в окрестности точки (0,0) 

вариационные производные 
)(

),(

tδυ

ωυδϕ
, 

)()(

),(2

st δωδυ

ωυϕδ
, тогда 

( ) ( )
∫

−
−−=

t

t

ds
s

tsi
ittiMxtMx

0
)(

0),,(
0),,()( 00

δω

χδϕ
χϕ ,            (1.4.4) 

где  





∉

∈−
=

];[,0

];[),(
),,(

0

00

0
tts

ttstssign
sttχ . 

Приводятся формулы и для второй моментной функции решения 

дифференциального уравнения. 

Далее в работе рассматриваются численные подходы к поиску 

статистических характеристик решений дифференциальных уравнений со 

случайными коэффициентами.  

Общий случай численного метода нахождения математического ожидания 

для систем дифференциальных уравнений 

),,( εxtfx =& ,             (1.6.3) 

00 )( xtx =  ,                    (1.6.4) 

где ),..,,( 21 n
xxxx = , ),..,,( 21 n

ffff = , ],[ 00 Tttt +∈ , )(tεε =  - вектор случайных 

процессов ))(),..,(),(( 21 ttt sεεεε = . 

Приводится процесс, позволяющий получить в момент времени kt  

приближение к математическому ожиданию решения задачи (1.6.3), (1.6.4)  

sstskkskkk dydydyyyypyyytxttttMx
k

...),...,,(),...,,,(...))(),..,(),(,( 2121)(2121 ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

⋅= εεεε . 

Во второй главе рассматриваются задачи нахождения статистических 

характеристик оптимального управления линейными системами с квадратичным 

критерием качества. 
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 Рассматривается задача оптимального управления вида 

( ) inf)(
2

1
)(

2

1
)(),( 1

2

0

2
1

→+= ∫ tcxdssututxJ

t
)

,    (2.1.1) 

0)0( xx = ,         (2.1.2) 

)()()( tuxttx += ε& ,       (2.1.3) 

где )(tx - фазовая траектория, )(tu - управление, )(tε - случайный процесс.  

Для сравнения результатов рассматривается и задача, где случайный процесс )(tε  

заменен на случайную величину  

( ) inf)(
2

1
)(

2

1
)(),( 1

2

0

2
1

→+= ∫ tcxdssututxJ

t
)

,      (2.1.14) 

)()( tuxtx += ε& ,         (2.1.15) 

0)0( xx = .         (2.1.16) 

Для практики интерес представляют важнейшие характеристики оптимального 

управления и оптимальной траектории – их математические ожидания, поэтому 

рассматривается новая задача  

( ) inf))((
2

1
))((

2

1
)(),( 2

1

2

0

1

→+= ∫ tMxcdssMututxJ

t

,  (2.1.4) 

0)0( xx =  ,               (2.1.5) 

)()()( tuxttx += ε& .       (2.1.6) 

о нахождении оптимального математического ожидания управления и 

оптимального  математического ожидания фазовой траектории. Рассмотрены 

примеры задач для нормального и равномерного закона распределения случайной 

величины ε . Изучаются следующие случаи: 

1. Задача (2.1.14) - (2.1.16), когда в качестве случайной величины в формулах 

стоит ее математическое ожидание. 



9 

 

2. Задача (2.1.14) - (2.1.16) . 

3. Задача (2.1.4) - (2.1.6). 

  Первая задача детерминированная. Однако полученные формулы позволяют 

выписать математические ожидания оптимального управления и фазовой 

траектории. 

Во второй задаче мы показываем, что математические ожидания 

оптимального управления и фазовой траектории можно вычислить при помощи 

пакета прикладных программ.  

В третьей задаче мы рассматриваем критерий качества, который зависит от 

квадратов математических ожиданий управления и фазовой траектории, и 

находим статистические характеристики. 

Если случайный процесс )(tε  имеет две реализации, то рассмотренные 

выше задачи решаются точно и выражаются через реализации. Снова 

рассматриваются три варианта: 

1. Задача (2.1.1) - (2.1.3), где в исходной задаче выражение случайного процесса 

заменено его математическим ожиданием (вместо случайного процесса 

рассмотрена функция равная математическому ожиданию случайного 

процесса) т. е. формулы (2.1.17) и (2.1.18) содержат математическое ожидание. 

2. Задача (2.1.1) - (2.1.3) с указанным случайным процессом решается точно, 

причем оптимальное управление зависит от случайного процесса )(tε . 

В  этом случае мы вычисляем значение функционала качества (2.1.4). 

3. Решаем задачу (2.1.4) - (2.1.6) используя характеристический функционал для 

)(tε  (здесь мы находим сразу математическое ожидание )(tMu  и )(tMx ). 

Сравнение результатов показывает, что значение критерия качества (2.1.4) во 

втором случае близко к значению в третьем случае и несколько меньше.  

Третья глава посвящена нахождению второй моментной функции 

оптимального управления системы со случайными коэффициентами. 

Рассматривается линейная управляемая система, описываемая уравнением 
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)()( tuxt
dt

dx
+= ε ,      (3.1.1) 

где ∈t ℝ, :u ℝ→ℝ управление, )(tε - случайный процесс с заданным начальным 

условием  

  )()( 00 xMtx = .       (3.1.2) 

Требуется найти малое управление )(tu , которое обеспечивает близость к нулю 

)(tx  на заданном промежутке времени ],[ 0 Tt . Поскольку )(tε  является случайным 

процессом, то управление )(tu  также будет случайным процессом. Наибольший 

интерес представляют собой первые две моментные функции случайного 

процесса )(tu . Если будут малы ))(( tuM , ))()(( τutuM  и ))(( txM , ))()(( τxtxM , то 

этого может быть и достаточно для прикладной задачи. Таким образом, 

естественной является следующая задача. 

При заданном случайном процессе )(tε  и математическом ожидании )( 0xM  

требуется найти моментные функции ))(( tuM  и ))()(( τutuM , при которых 

функционал   

))((
2

))((
2

))]()((),())()((),([
2

1

))](()())(()([
2

1

22221

2121

2

21221

2

212

2

1

2

1

0 0

0

TxM
c

TxM
c

dsdssusuMssBsxsxMssA

dssuMsBsxMsAI

T

t

T

t

T

t

++

+++

++=

∫ ∫

∫

 (3.1.3)  

принимает наименьшее значение.  

Здесь ,0)(,0)( 11 >≥ sBsA  заданные непрерывные функции, 

,0),(,0),( 212212 >≥ ssBssA  заданные симметричные по 21, ss  непрерывные функции, 

0,0 21 ≥≥ cc  - заданные числа.  

Мы считаем, что случайный процесс )(tε  задан своим характеристическим 

функционалом, который определяется по формуле   

)),)()((exp()(

0

∫=
T

t

dssvsiMv εϕε   
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где ],[ 01 TtLv ∈ , а управление )(tu  выбирается случайным образом и не зависит от 

)(tε . 

Пусть сначала 022 == BA , 02 =с . Тогда критерий качества имеет  вид 

))((
2

))](()())(()([
2

1 212

1

2

11

0

TxM
c

dssuMsBsxMsAI

T

t

∫ ++=     (3.2.1) 

и не зависит от ))()(( τutuM . Будем искать ))(( tuM , при котором функционал 1I  

принимает минимальное значение.  

В точке минимума функционала вариационная производная обращается в 

нуль. Найдем вариационную производную. 
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(3.2.3) 

Теорема. Математическое ожидание ))(( tuM  задачи (3.1.1), (3.1.2), (3.2.1) 

является решением уравнения Фредгольма второго рода 
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  (3.2.4) 

Таким образом, для нахождения ))(( tuM  нужно решить детерминированное 

уравнение Фредгольма (3.2.4). Далее, для нахождения второй моментной функции 

оптимального управления положим в функционале I  коэффициенты 1A , 1B  и 1c  

равными нулю, тогда критерий качества I  примет вид 

)).((
2

))]()((),())()((),([
2

1 222

2121

2

21221

2

2122

0 0

TxM
c

dsdssusuMssBsxsxMssAI

T

t

T

t

++= ∫ ∫  (3.3.1) 



12 

 

Будем искать ))()(( τutuM , которое доставляет минимум функционалу 2I .    

Вторая моментная функция решения задачи (3.1.1), (3.1.2) имеет вид 
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Для удобства вычислений введем следующие обозначения 
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или с заменой выражения ))()(( ξτ uuM  на ),( ξτy , 
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Далее доказываются основные лемма и теорема. 

Лемма. Вариационная производная 
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Теорема. Вторая моментная функция ))()(( τutuM  задачи (3.1.1), (3.1.2), 

(3.3.1) является решением уравнения Фредгольма второго рода 



14 

 

.0))()(()()(

,

,)()(

,)()(

,

,)()(

,)()(

),(

])()(2)2()()[((
2

1
),(

)(}])()()()({

)()()[,(),())()((

,,,,2

2

1,,,,

1,,,,

2

1,,,,

1,,,,

1

2

,,0,

2

0,,2

1

2

21,,,,,,0

,,

2

0212

1

2

0 0

1

1212

1212

1212

1212

0

00

12

1

0

120

2

0

210

2010

=−−−−+

+



















<













<−−−−

≥−−−−

≥













<−−−−

≥−−−−

+

+−−+−−−+

+−−−−+−−+

+−−+

∫ ∫

∫
∫

∫

∫
∫

∫

∫

∫∫

∫ ∫

−

−

−

ηµηµχχϕχχϕ

ξµ

τηχχϕχχϕ

τηχχϕχχϕ

ξµ

τηχχϕχχϕ

τηχχϕχχϕ

τξ

χχϕχϕχχϕτξ

χχϕχχϕχχϕ

χχϕτξξτ

ηµετξε

ξ

τ

τξεηµε

η

τξεηµε

µ

τ

τξεηµε

η

τξεηµε

εετξε

τξεεε

ξ τ

ε

dduuMiiiic

ds

dsiiii

dsiiii

ds

dsiiii

dsiiii

B

dzzMuiiMxixMiicB

dsdsiidhhMuiidzzMuiiMx

iixMssABuuM

TTTT

T

t

T

t

T

t

ssss

T

ssss

T

T

ssss

T

ssss

T

t

TzTtTtTT

ss

s

t

shst

s

t

szst

T T

stst

 

(3.3.4) 

Четвертая глава посвящена численным расчётам статистических характеристик 

и их анализу. Сначала описывается используемый квадратурный метод решения 

уравнения Фредгольма, затем приводятся выкладки из пакета прикладного 

программного обеспечения Mathcad с примером графика второй моментной 

функции управления для конкретной задачи.  

Автор выражает искреннюю благодарность своему научному руководителю 

доктору физико-математических наук профессору Задорожнему Владимиру 

Григорьевичу за постановку задачи, руководство и постоянное внимание к работе.  
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