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Введение

Наряду с оптическим, ультрафиолетовым (УФ) и рентгеновским диапазо-

нами, в последние годы в астрофизических исследованиях возникает потреб-

ность в атомных характеристиках для инфракрасного (ИК) диапазона [1–6].

ИК спектроскопия играет важную роль при изучении холодных астрофизиче-

ских объектов, таких как газо-пылевые облака, коричневые карлики, планеты,

протяжённые звёздные атмосферы, а также объекты, находящиеся на космо-

логических расстояниях от Земли [7–9].

Хотя современные ИК-спектрометры космического базирования (напри-

мер, Herschel, Spitzer, AKARI) имеют относительно невысокую разрешающую

способность R ∼ 100–1000), проектируемые телескопы, планируемые к уста-

новке на спутники или самолёты (SOFIA, SPICA), будут обладать значительно

лучшими характеристиками. Однако, возможности современного измеритель-

ного оборудования для ИК астрономии не могут быть использованы в полной

мере из-за нехватки детальной спектроскопической информации в ИК обла-

сти [10]. По сравнению с оптическим и УФ диапазонами число надёжно иден-

тифицированных ИК линий в атласах звёздных спектров невелико [11]; при

этом даже в солнечном ИК атласе [12] имеются линии с сомнительной (или

неверной) идентификацией.

Несмотря на многолетнее развитие атомной и молекулярной спектроско-

пии, анализ спектроскопических данных для многих атомов, имеющихся в

стандартной справочной литературе и базах данных [13–16] показывает на-

личие некоторых проблем (в частности, обусловливающих вышеуказанные

трудности в эффективном использовании ИК астрономии). В то время как

для многих электронных переходов атомов длины волн известны с относи-

тельной погрешностью до 8-9 значащих цифр, значительная часть энергий

атомных уровней взята из оригинальных публикаций до 1980х гг. (а в некото-
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рых случаях 1940х–1950х гг.) и представлена с намного меньшей точностью.

Подавляющее большинство прецизионных данных по атомным уровням даны

либо для низковозбужденных состояний (методами лазерной спектроскопии),

либо для высоковозбужденных (главное квантовое число n > 20–30) ридбер-

говских состояний (методами радиочастотной спектроскопии). Ридберговские

состояния атомов с промежуточными главными квантовыми числами n = 6–10

(особенно с высокими значениями орбитального квантового числа, т.е. f , g,

h-состояния) гораздо менее изучены. Многие из них могут пока быть опреде-

лены (со спектроскопической точностью) лишь из анализов астрономических

ИК спектров [17]. Большинство имеющихся в вышеперечисленных источни-

ках атомных линий лежит в видимой и УФ части спектра, тогда как ИК линии

и вероятности соответствующих им переходов представлены весьма редко.

Лабораторные измерения спектров атомарных металлов в ИК области ниже

1800 см-1 в литературе практически не встречаются [17]. Именно в этой обла-

сти лежат переходы между ридберговскими состояниями атомов с главными

квантовыми числами n=6..10.

Широко известная в молекулярной спектроскопии база HITRAN [18] со-

держит информацию о сотнях тысяч ИК линий некоторых малоатомных мо-

лекул (представляющих интерес для физики земной атмосферы), однако прак-

тически все эти линии относятся к колебательно-вращательным переходам в

пределах одного электронного терма — как правило, основного. Теоретические

расчёты параметров (например, частот и сил осцилляторов) молекулярных ли-

ний, соответствующих переходам между возбуждёнными электронными (рид-

берговскими) состояниями, встречаются сравнительно редко.

Наряду с однофотонными электронными переходами (силами осцилля-

торов и сечениями однофотонной ионизации) значительную роль в постро-

ении моделей планетарных и звёздных атмосфер играют процессы второго

порядка, определяющие частотно-зависящие (динамические) поляризуемости,
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которые необходимы для количественного описания целого ряда физических

явлений, таких как эффект Штарка, рэлеевское и рамановское рассеяние све-

та, эффекты Фарадея и Керра [19], дальнодействующие межмолекулярные

взаимодействия [20, 21], а также играют важную роль в планировании и

интерпретации экспериментов по манипуляциям с молекулами: ориентации

молекул в поле излучения лазера [22–25], выстраивания [26] и штарковско-

го торможения [27, 28] охлаждённых молекул, захваченных в различные ло-

вушки. Динамические поляризуемости непосредственно входят в основные

уравнения, определяющие динамику молекул в экспериментах по охлажде-

нию [29–31]. Знание поляризуемостей возбужденных метастабильных состо-

яний атомов при их лазерном охлаждении необходимо для оптимизации по-

грешностей атомных часов [32], для оптимизации динамики “перезагрузки”

атомов в оптические ловушки [33], при изучении ридберговских квантовых

затворов [34, 35], используемых в качестве одной из возможных схем реали-

зации квантовых вычислений.

Актуальность темы исследования и степень ее разработанности

Интерпретация современных астрофизических спектров высокого разре-

шения накладывает возрастающие требования к объёму и точности данных о

спектроскопических характеристиках атомов, ионов и малоатомных молекул:

энергетических уровнях, силах осцилляторов, сечениях фотоионизации, поля-

ризуемостях [6]. С точки зрения квантовой теории вышеупомянутые характе-

ристики выражаются через матричные элементы (а также их суммы и интегра-

лы) между связанными и свободными состояниями системы. Из-за сложности

рассматриваемых систем аналитические методы расчета таких комбинаций

матричных элементов возможны лишь для атомов с простейшими спектра-

ми (водород и щелочные металлы [36]) либо атомов в высоковозбужденных

состояниях [37], поэтому подавляющее большинство современных публика-

ций имеют дело со сложными квантовохимическими расчетами атомно-моле-
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кулярных свойств из первых принципов (ab initio) [38]. Несмотря на значи-

тельные успехи неэмпирических ab initio вычислений электромагнитных ха-

рактеристик малоатомных систем [39], эти расчёты имеют ограниченную об-

ласть применения. В частности, неэмпирические расчеты возбужденных со-

стояний (и тем более континуума) являются намного более сложной задачей

по сравнению с расчетами для основных состояний, плохо передают поведе-

ние волновых функций возбуждённых состояний и практически применимы

лишь к низковозбужденным состояниям [40]; при этом получаемые такими

методами энергии даже низковозбуждённых состояний щелочных атомов име-

ют точность далекую от спектроскопической [41]. Для наиболее трудоемких

расчетов частотно-зависящих характеристик молекул, требующих дифферен-

цирования по атомным координатам, нередко применяется прямое суммиро-

вание по промежуточным состояниям, однако оно не может учитывать вклад

от непрерывного спектра, который даже для простейших молекул может быть

значительным. Для расчета амплитуд вышеупомянутых элементарных процес-

сов взаимодействия молекул с одним или несколькими фотонами необходимо

рассмотрение зависимости динамики атомно-молекулярных систем от внеш-

него поля, что приводит к значительным усложнениям расчетов, выполняемых

стандартными квантовохимическими пакетами; учет временной зависимости

внешнего поля приводит к еще бо́льшим усложнениям и требованиям к вы-

числительным ресурсам.

В этих условиях особую актуальность приобретают методы аналитиче-

ских и полуаналитических расчетов на основе простых моделей атомно-моле-

кулярных систем. Одним из таких методов является теория квантового де-

фекта (QDT), которая даёт аналитические выражения для волновых функций

высоковозбужденных (ридберговских) и свободных (континуальных) состоя-

ний атомов с использованием экспериментальных данных о спектре их низ-

ковозбужденных состояний. При этом ридберговский электрон считается дви-
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жущимся в поле атомного или молекулярного остова, который в простейшем

(одноканальном) варианте QDT считается источником сферически симметрич-

ного (центрального) потенциала. В рамках такой полуаналитической техники

построена функция Грина (QDT-ФГ), с помощью которой можно считать ам-

плитуды многофотонных процессов в атомах QDT-приближении [42].

QDT хорошо зарекомендовала себя в расчётах для атомов с простейшим

спектром, у которых имеется лишь один “оптический” электрон сверх запол-

ненных оболочек, т.е. в основном для атомов щелочных металлов. Для бо-

лее сложных атомов, как правило, данный метод позволяет получать резуль-

таты удовлетворительной точности лишь для высоколежащих ридберговских

состояний. При использовании QDT для молекулярных расчётов возникают

дополнительные трудности, связанные с учётом несферичности потенциала

молекулярного остова, которые особенно проявляются в случае полярных мо-

лекул, обладающих дипольным моментом. Явный учёт дипольного момента

молекулярного остова представляет сложность из-за неприменимости теории

возмущений даже в нулевом порядке при расчёте матричных элементов между

состояниями ридберговского электрона, движущегося в дипольном потенци-

але. Попытки модифицировать QDT с явным учётом дипольного потенциа-

ла [43] используют большое число эмпирических параметров и по сложности

сравнимы с ab initio расчётами. Отметим, что необходимость учёта дипольно-

го момента остова может возникнуть даже в атомных расчётах однофотонных

переходов, т.к. в силу поляризации остова “оптическим” электроном эффек-

тивный оператор дипольного момента перехода для последнего, строго гово-

ря, должен включать член, пропорциональный динамической поляризуемости

остова [44, 45]. При многофотонном отрыве электрона от атомного аниона его

остов также поляризуется внешним сильным переменным полем, становясь

для внешнего электрона источником несферического (дипольного) потенциа-

ла.



15

Дипольный момент обусловливает существование ещё одного типа вы-

соковозбужденных состояний, наблюдаемых у отрицательных ионов сильно-

полярных молекул. При достаточно больших дипольных моментах молекула

может [46] образовать систему со слабосвязанным электронным состоянием

на диффузной орбитали, локализованной вблизи положительного заряда ди-

поля. Из-за слабого характера этой связи (обычно не превышающей 20 мэВ) и

относительно большого размер орбитали слабосвязанного электрона (поряд-

ка нескольких десятков атомных единиц [47]) подобные молекулярные систе-

мы, называемые дипольно-связанными анионами (dipole-bound anions, DBA),

проявляют высокую реакционную способность, с чем связан активный ис-

следовательский интерес к ним [48]. В числе интересных экспериментальных

результатов можно упомянуть установленную [49] зависимость сечения фото-

отрыва DBA от частоты σ(ω) ∼ ω−2 в области больших частот ω, измерения

аномально больших времён жизни DBA в поле чернотельного излучения [50]

и сечений перезарядки DBA на нейтральной молекуле [51].

Большинство теоретических исследований дипольно-связанных анионов

ограничиваются масштабными численными расчетами ab initio [48], которые

дают лишь численные значения для энергии сродства к электрону. При этом

некоторые вычисления с использованием модельных потенциалов хотя и дают

качественное описание фотодиссоциации DBA [52], но не позволяют получить

частотную зависимость её сечения в достаточно широком диапазоне, и, сле-

довательно, непригодны для интегрального описания взаимодействия DBA с

тепловыми фотонами чернотельного излучения. В то же время, существую-

щие простые аналитические теории даже зависимость энергии сродства от

дипольного момента дают лишь в численном виде [47] и плохо применимы

для расчетов сечений реакций с переносом заряда между DBA и нейтральны-

ми молекулами.

Цель диссертационной работы состоит в разработке подхода, позво-
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ляющего с единых позиций дать простое теоретическое описание (с объяс-

нением имеющихся экспериментальных данных) различных эффектов с уча-

стием слабосвязанных (высоковозбуждённых) электронов, которые обусловле-

ны несферически-симметричным взаимодействием этих электронов с атомно-

молекулярными системами.

Для достижения поставленной цели были решены следующие задачи:

∙ Модификация одноканальной теории квантового дефекта (QDT) с це-

лью обобщения её для расчётов однофотонных процессов в атомах со

сложным спектром и малоатомных молекулах.

∙ Использование вышеуказанных расчётов для интерпретации экспери-

ментальных атомных ИК спектров с целью нахождения энергии воз-

буждённых состояний атомов с высоким орбитальным моментом, отсут-

ствующих в современных базах данных по атомной спектроскопии.

∙ Разработка методики расчётов двухфотонных процессов, сочетающей

эффективный учёт промежуточных высоковозбуждённых состояний дис-

кретного спектра и состояний континуума (в рамках QDT) и неэмпири-

ческий учёт низковозбуждённых состояний в рамках ab initio расчётов.

∙ Апробация вышеуказанной методики на расчётах динамических поляри-

зуемостей атомов и молекул.

∙ Разработка аналитического аппарата для описания динамики электро-

на, взаимодействующего со вращающимся молекулярным остовом — ис-

точником несферического (дипольно-кулоновского) потенциала, вклю-

чая технику угловых функций, учитывающих многообразные схемы свя-

зи моментов в системе “электрон–остов”.
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∙ Построение (с использованием вышеупомянутого аппарата) простой тео-

ретической модели дипольно-связанного аниона (DBA), количественно

объясняющей имеющиеся экспериментальные факты — частотную за-

висимость сечения фотоотрыва электрона, аномально высокие сечения

экспериментально наблюдаемых реакций перезарядки DBA на нейтраль-

ной молекуле, аномально большие времена жизни DBA в поле теплового

излучения.

Научная новизна

∙ Развита модификация одноканальной теории квантового дефекта (QDT),

ранее применявшейся к расчётам одно- и двухфотонных процессов в

атомах с простейшим спектром (водородоподобные атомы и щелочные

металлы). Впервые построенная в диссертации техника устранения нефи-

зических полюсов функции Грина (QDT-ФГ) позволила модифицировать

электронные волновые функции с использованием информации о всём

энергетическом спектре (а не отдельных состояний, как это делалось в

QDT ранее).

∙ Впервые разработана техника “редуцирования–замещения” для QDT-ФГ,

позволяющая сочетать преимущества аналитических (QDT) и неэмпи-

рических (ab initio) методов для рассчёта двухфотонных процессов в

атомах и молекулах.

∙ С помощью модифицированного QDT-подхода рассчитаны вероятности

переходов между возбуждёнными состояниями атомов I и II групп, поз-

волившие дать интерпретацию большого количества эксперименталь-

ных ИК спектров и впервые получить значения энергий некоторых f-,

g- и h- состояний атомов.
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∙ Впервые дано теоретическое объяснение аномально большим экспери-

ментальным [51] сечениям переноса слабосвязанного электрона меж-

ду двумя полярными молекулами. Показано, что в процессе реакции

возможно образование димера, состоящего из двух молекулярных ча-

стиц, удерживаемых посредством дипольно-связанного электрона. Впер-

вые полученные аналитические выражения для термов димера и сечения

перезарядки существенно отличаются от модели твёрдых сфер наличием

логарифмического множителя, возникающего из-за дальнодействующе-

го взаимодействия сталкивающихся частиц.

∙ Впервые построена аналитическая теория однофотонного фотоотрыва

электрона от дипольно-связанного аниона (DBA), позволившая дать тео-

ретическое объяснение экспериментально наблюдаемой [49] зависимость

сечения фотоотрыва DBA от частоты σ(ω) ∼ ω−2 в области больших ча-

стот ω и аномально большим временам жизни DBA в поле теплового

излучения [50].

∙ Впервые показано, что индуцируемый в атомном остове внешним лазер-

ным полем диполь приводит к увеличению вероятности и существен-

ному изменению угловой зависимости фотораспада атомного отрица-

тельного иона. Эти изменения можно интерпретировать как разрушение

квантовой интерференции, возникающей вследствие когерентной супер-

позиции вкладов от двух перевальных точек в амплитуду перехода.

∙ Впервые получены асимптотические свойства коэффициентов l-переме-

шивания и квантовые дефекты высоковозбуждённого (ридберговского)

электрона в полярных молекулах, зависящие от дипольного момента и

квантовых чисел вращающегося молекулярного остова. Впервые дано

обобщение классификации по Гунду и построена теория линейного эф-
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фекта Зеемана для полученных ротационно-ридберговских состояний.

Теоретическая и практическая значимость Результаты, изложенные в

диссертации, могут быть использованы в атомной и молекулярной спектро-

скопии (в области ИК и СВЧ частот), в физике низкотемпературной плазмы, в

оптике земной атмосферы, а также в астрофизике и астрохимии.

Исследования, в ходе которых были получены результаты диссертации,

получали финансовую поддержку от поддержаны РФФИ (гранты 04-02-16649-a

2004–2007 и 07-02-01096-а 2007–2009), а также от Министерства образова-

ния и науки РФ (совместная с CRDF программа BRHE — гранты VZ-010-0,

Y1-CP-010-04 и RUX0-010-VZ-06; Государственные задания № 1306 и №1122)

Результаты и положения, выносимые на защиту:

∙ Теория ротационно-ридберговских состояний полярных молекул. Обоб-

щение классификации Хунда и аналитические выражения для электрон-

ных гирофакторов этих состояний

∙ Строгая одноканальная теория квантового дефекта для уравнения Уит-

текера.

∙ Метод редуцирования–замещения для функция Грина в рамках теории

квантового дефекта, на основе которого предложена техника вычисления

амплитуд одно- и двухфотонных процессов в атомах и молекулах.

∙ Аналитическая теория фотоотрыва электрона от дипольно-связанного

молекулярного аниона, расчеты времен жизни диполь-анионов в поле

теплового излучения.

∙ Существенное влияние поляризации остова на многофотонный фотоот-

рыв электрона от атомного аниона.
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∙ Аналитическое описание резонансной перезарядки дипольно-связанно-

го аниона на нейтральной молекуле; возможность образования димера

диполь-анионов, слабо связанных общим электроном

∙ Интерпретация экспериментальных спектров металлов в ИК области;

энергии f-, g- h- ридберговских состояний атомов I и II групп

Степень достоверности и апробация результатов

Основные результаты диссертации докладывались на следующих конфе-

ренциях:

Research Conference on Very High Resolution Spectroscopy with Photoel-

ectrons, Emmetten, Switzerland (20–25 September 1997); Research workshop on

Photo-induced Nonlinear Dynamics in Strong Laser Fields, Haifa, Israel (22–27

February 1998); International Symposium “Topical Problems in Nonlinear Wave

Physics” (NWP2003), Нижний Новгород (2003); International Conference “Mul-

tiparticle Effects in Radiation Physics”, Белгород (2004); XVIII Конференция

по фундаментальной атомной спектроскопии (ФАС-XVIII), Звенигород (2007);

XV Международный симпозиум “Оптика атмосферы и океана. Физика атмо-

сферы”, Красноярск (2008); Конференция по фундаментальной атомной спек-

троскопии (ФАС-XIX, Архангельск, 2009; ФАС-XX, Воронеж, 2013) Между-

народный симпозиум по молекул. спектроскопии высокого разрешения (High-

Rus-2006, Н.Новгород–Казань; HighRus-2009, Байкал; HighRus-2012, Зелено-

горск); International Conference on High Resolution Molecular Spectroscopy, HRMS

(Poznań 2010, Dijon 2011, Praha 2012, Budapest 2013).

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 32 печатных ра-

ботах, из них 31 статья в журналах, входящих в базу Web of Science [53–83] и

обзорная работа — глава в книге [84].

Личный вклад автора Основные результаты диссертационной работы

получены лично автором. Первоначально работы проводились совместно с
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научным консультантом профессором Б. А. Зоном. Постановка и решение

большинства сформулированных в диссертации задач (разработка теоретиче-

ских моделей, алгоритмов расчётов и обработки экспериментальных данных,

а также интерпретация результатов в свете современного состояния исследо-

ваний) выполнены автором диссертации. Значительная часть численных рас-

четов, представленных в работе, а также написание программного кода вы-

полнена автором, либо при его непосредственном участии. Так, формулиров-

ка некоторых результатов общей теории QDT для уравнения Уиттекера была

проведена автором в сотрудничестве с профессором Н.Л. Манаковым (ВГУ);

материалом для сравнения рассчитанных автором атомных сил осцилляторов

с экспериментом послужили измерения профессора S. Civiš’а (Институт физ.

химии Чешской АН, Прага). Некоторые представленные в диссертации чис-

ленные расчёты были выполнены автором в сотрудничестве с А. В. Даниляном

(расчёты времени жизни диполь-анионов), И. Ю. Кретининым (расчёты поля-

ризуемостей атомов), Е. В. Акиндиновой (расчёты поляризуемостей молекул)

и Е.М.Занозиной (расчёты матричных элементов между ридберговскими со-

стояниями атомов для классификации их ИК спектров), подготовивших кан-

дидатские диссертации при консультировании автором либо под его научным

руководством. В работах, опубликованных в соавторстве, автору принадлежат

результаты, позволившие сформулировать основные выводы и положения, вы-

носимые на защиту.

Структура и объем диссертации

Диссертация состоит из введения, 4 глав, заключения, 14 приложений и

библиографии. Общий объем диссертации: 463 стр., из них текста (без оглав-

ления): 286 стр., приложений: 93 стр. Рисунков: 79, таблиц: 37. Библиография

включает 587 наименований на 76 стр.
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Глава 1

Общий формализм: электрон в поле точечного

заряда и точечного диполя

1.1. Ридберговский электрон в диполь-кулоновом поле

1.1.1. Введение: модель дальнодействующих потенциалов и квантовый

дефект

Электрон в высоковозбужденных (ридберговских) состояниях с доста-

точно высоким значением углового момента l ≥ 2 (такие состояния назы-

ваются непроникающими) значительную часть времени проводит на удален-

ном расстоянии r от атомного или молекулярного остова. Поэтому на движе-

ние такого электрона основное влияние оказывают лишь дальнодействующие

части потенциала V (r) взаимодействия остов–электрон (long-range interaction

model [85, 86]). Кроме кулоновского поля, создаваемого зарядом Z остова ней-

трального атома или молекулы, роль таких дальнодействующих потенциалов

играют члены разложения потенциала по степеням
1
r
, определяемые, напри-

мер, дипольным (d) и квадрупольным (Q) моментами, а также скалярной (α0)

и тензорной (α2) дипольной поляризуемостью остова:

V (r) = −
Z
r
−

d cosϑ
r2 −

QP2(cosϑ)
r3 −

1
2α0 + α2P2(cosϑ)

r4 + o
(︃

1
r4

)︃
. (1.1)

Полином Лежандра P2 зависит от азимтуального угла ϑ в связанной с остовом

системе ξ, η, ζ, ось ζ которой направлена вдоль дипольного момента.

Для состояний с l ≤ 1, в которых ридберговский электрон проникает

в область остова, непосредственное использование разложения (1.1) для на-

хождения энергий и волновых функций электрона связано с определённы-

ми проблемами. Необходима регуляризация этого разложения для устранения
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нефизической сингулярности при r = 0, т.е. задание потенциала для ридбер-

говского электрона в области остова. Однако описание движения электрона

одночастичным потенциалом вблизи остова представляется неоправданным.

С другой стороны, численные методы многоэлектронных ab initio расчётов

малоэффективны для высоковозбужденных состояний электрона, в которых

среднее его удаление от остова составляет десятки боровских радиусов.

Общеупотребительным для описания ридберговских состояний стал по-

луфеноменологический подход, называемый теорией квантового дефекта (quan¨

tum defect theory, QDT [87]). В QDT не рассматривается волновая функция

электрона вблизи остова (т.е. при r, не превышающих некоторого эффектив-

ного размера остова rc); при этом для теории не является необходимым ни

точное значение rc, ни форма потенциала при r < rc. Влияние остова (которое

эффективно включает также и многочастичные взаимодействия) сводится к

модификации спектра дискретных состояний электрона, которые даются фор-

мулой Ридберга:

εnη = −
Z2

2(n − µη)2 = −
1

2ν2
nη
, (1.2)

где n — целое главное квантовое число, широко используемое для нумера-

ции уровней в ридберговских сериях; Zνnη = n − µη — эффективное главное

квантовое число электрона, µη — квантовый дефект для серии, определяе-

мой квантовыми числами η (для атомов η = l, для молекул соответствую-

щие квантовые числа будут описаны в дальнейших разделах данной главы).

Значения µη определяются из экспериментальных значений энергий соответ-

ствующей серии уровней атома или молекулы. Квантовый дефект определя-

ет отличие ридберговских состояний от “чисто-кулоновских” (водородоподоб-

ных). На языке классической механики это отличие проявляется в прецессии

кеплеровской эллиптической орбиты электрона (которая в чисто кулоновском

случае неподвижна и ориентирована своей большой полуосью по вектору Ла-
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пласа–Рунге–Ленца); при этом скорость прецессии имеет порядок
µ

Zν3 .

Имея в виду разложение (1.1), можно говорить о различных составляю-

щих квантового дефекта (дипольной, квадрупольной, поляризационной и т.д.):

µ = µdip + µquad + µpol + µshort. Последнее слагаемое учитывает отсутствующие

в (1.1) взаимодействия, например, короткодействующий эффективный одноча-

стичный потенциал остова, регуляризующий сингулярность при r = 0 в (1.1).

В атомах и неполярных молекулах дипольный момент отсутствует, по-

этому основной вклад, определяющий отличие потенциала (1.1) от кулонов-

ского, даёт квадрупольный момент и поляризуемость остова. Соответствую-

щие части квантового дефекта (µquad, µpol) могут быть вычислены в первом

порядке теории возмущений на водородоподобных функциях. В полярных же

молекулах остов обладает моментом низшей мультипольности — дипольным;

при этом дипольная часть квантового дефекта µdip в первом порядке обра-

щается в ноль. В молекулярных анионах, остов которых является нейтраль-

ным (Z = 0), его дипольный момент определяет самую дальнодействующую

часть взаимодействия с электроном. Более того, само существование связан-

ных электронных состояний в таких анионах возможно лишь при достаточно

больших значениях дипольного момента (см. главу 3). Таким образом, теоре-

тическое описание высоковозбуждённых электронных состояний в полярных

молекулах (например, ридберговских состояний в нейтральных молекулах или

слабосвязанных электронных состояний в диполь-анионах) должно содержать

последовательный непертурбативный учёт дипольного момента остова.

В отличие от низколежащих молекулярных электронных термов, энерге-

тические интервалы между ридберговскими электронными состояниями обыч-

но много меньше интервалов между колебательными уровнями молекулярного

остова (а для высоковозбужденных ридберговских состояний — много меньше

и вращательных интервалов, см. далее раздел 1.1.5). Поэтому в дальнейшем
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будем описывать ридберговскую молекулу лишь движением ридберговского

электрона и вращением молекулярного остова; при этом будем предполагать,

что остов находится в одном из своих колебательных состояний, которое для

дальнейшего рассмотрения интереса не представляет. Получаемые при таком

описании молекулярные состояния будем называть ротационно-ридберговски-

ми. В соответствии с обозначениями, принятыми в литературе по ридбергов-

ским состояниям молекул, все величины, относящихся к молекулярному осто-

ву, будем обозначать верхним индексом “+”. Получаемые выражения (если не

оговорено противное) применимы также и к слабосвязанным состояниям в

диполь-анионах.

1.1.2. Состояния молекулярного остова

Рассмотрим вначале молекулярный остов как самостоятельную систему,

характеризуемую собственным полным угловым моментом J+, его проекци-

ей MJ+ на лабораторную ось z и спином S+, и запишем его гамильтониан в

виде ̂︁H+ = ̂︁T + + ̂︂H+
S ζ , (1.3)

где вращательная часть гамильтониана

̂︁T + = Bξ
̂︂N+2

ξ + Bη
̂︂N+2

η + Bζ
̂︂N+2

ζ (1.4)

выражается через компоненты момента N+ = J+ − S+ и включает вращатель-

ные константы остова Bξ, Bη и Bζ , соответствующие осям ξ, η, ζ локальной си-

стемы координат, связанной с остовом. Для остова типа симметричного волчка

имеем Bξ = Bη, и выражение (1.4) сводится к

̂︁T + = Bξ
̂︂N+2 + (Bζ − Bξ)̂︂N+2

ζ . (1.5)
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Считая остов симметричным волчком, запишем гамильтониан взаимодействия

“спин-ось” [88] в остове:

H+
S ζ = A(1)

S ζS
+
ζ + A(2)

S ζS
+
ζ

2
,

где второй член соответствует взаимодействию “спин-ось” в остове; он явля-

ется существенным для состояний, в которых S + > 1
2 .

В зависимости от относительной величины вращательной и спин-осе-

вой части остовного гамильтониана (1.3) состояния остова классифицируются

по случаям Гунда. В случае Гунда a+ взаимодействие “спин-ось” велико, что

приводит к сохранению проекции Σ+ спина остова S+ на ось ζ остова. При

сохранении ζ-проекции Λ+ момента N+ (которая для двухатомных остовов

совпадает с ζ-проекцией их полного электронного орбитального момента) в

этом случае сохраняется также и ζ-проекция Ω+ = Λ+ + Σ+ полного момента

остова. В случае Гунда b+ взаимодействие “спин-ось” меньше спин-враща-

тельного возаимодействия, и проекция Σ+ спина S + остова не сохраняется. В

промежуточном случае связи состояния остова определяются из диагонализа-

ции остовного гамильтониана (1.3):

H+

⃒⃒⃒⃒⃒
κ+ J+

MJ+

⟩
= ℰ+

κ+J+

⃒⃒⃒⃒⃒
κ+ J+

MJ+

⟩
. (1.6)

Совокупность κ+ квантовых чисел остова (отличных от J+ и MJ+) определя-

ет энергетические уровни ℰ+
κ+J+ остова — собственные значения задачи (1.6).

Собственные же функции запишем в виде линейной комбинации функций с

типом связи a+:

𝒫J+

MJ+ , κ+(υ+,Θ) =

⟨
υ+,Θ

⃒⃒⃒⃒⃒
κκ+ J+

MJ+

⟩
, (1.7)⃒⃒⃒⃒⃒

κ+ J+

MJ+

⟩
=

∑︁
Σ+′,Λ+′

PJ+κ+(Σ+′,Λ+′)
⃒⃒⃒⃒⃒

J+

Ω+′,MJ+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S +

Σ+′

⟩ ⃒⃒⃒
Λ+′

⟩
,

Ω+′ = Λ+′ + Σ+′,
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которые выражаются через линейные комбинации электронной
⃒⃒⃒
Λ+′

⟩︀
и спи-

новой
⃒⃒⃒

S +

Σ+′

⟩
частей волновой функции остова (зависящие от его “внутренних”

электронных переменных υ+), а также D-функций Вигнера [88]:⟨
Θ

⃒⃒⃒⃒⃒
j

ω,m

⟩
=

√︂
2 j + 1

8π2 D j
ω,m(Θ), (1.8)

которые зависят от соответствующих углов Эйлера Θ и являются, например,

собственными функциями вращательного гамильтониана симмеричного волч-

ка (1.5) при j = N+, m = MN+, ω = Λ+.

Коэффициенты Pκ+(Σ+′,Λ+′) могут быть выписаны в явном виде для двух

предельных случаев (“чистых” случаев Гунда для остова):

i. Случай a+(BJ+ ≪ A(1)
S ζ + A(2)

S ζΣ
+):

Pκ+(Σ+′,Λ+′) = δΛ+Λ+′δΣ+Σ+′, κ+ = {Λ+,Σ+, S +,Ω+} (1.9)

ii. Случай b+(A(1)
S ζ + A(2)

S ζΣ
+,≪ BJ+):

Pκ+(Σ+′,Λ+′) = δΛ+Λ+′

[︃
2N+ + 1
2J+ + 1

]︃ 1
2
⟨

N+

Λ+′

S +

Σ+′

⃒⃒⃒⃒⃒
J+

Ω+′

⟩
,

= δΛ+Λ+′(−1)S ++Σ+

⟨
S +

−Σ+′

J+

Ω+′

⃒⃒⃒⃒⃒
N+

Λ+′

⟩
, (1.10)

κ+ = {Λ+,N+, S +}, Ω+′ = Σ+′ + Λ+′,

где
⟨

N+

Λ+′
S +

Σ+′

⃒⃒⃒
J+

Ω+′

⟩
= CJ+Ω+′

N+Λ+′ S +Σ+′ — коэффициент Клебша–Гордана. Выраже-

ние (1.10) следует из (А.6), в котором надо положить { j1, ω1} = {N+,Λ+′},

{ j2, ω2} = {S +,Σ+′}, { j, ω} = {J+,Ω+′}. Заметим, что проекция Ω+ полного

момента остова на его ось не сохраняется в случае b+.

Случай c+ реализуется, когда спин-орбитальное взаимодействие превы-

шает как спин-осевое, так и вращательное [89], поэтому состояния остова в

таком случае не могут описываться гамильтонианом (1.3) и не выражаются в
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виде (1.7). Кроме полного момента J+ остова, набор сохраняющимися кван-

товых чисел состоит лишь из его ζ-проекции: κ+ = {Ω+}. Соответствующие

волновые функции имеют в случае c+ (а также в случае, промежуточном меж-

ду a+ и c+) схематический вид⃒⃒⃒
κ+J+⟩︀ =

⃒⃒⃒⃒⃒
J+

Ω+,MJ+

⟩ ⃒⃒⃒
Ω+⟩︀ .

1.1.3. Разделение переменных в системе “остов–электрон”

Гамильтониан системы “молекулярный остов + электрон” запишем в ви-

де ̂︀H = ̂︁H+ + ̂︀Te + V (r), (1.11)

где потенциал остова V (r) имеет вид (1.1); оператор кинетической энергии

электрона

̂︀Te = ̂︀Tr +
̂︀l2

2r2 ,

̂︀Tr = −
h̄2

2r2

∂

∂r

(︃
r2 ∂

∂r

)︃
, (1.12)

включающий оператор квадрата его орбитального углового момента l

̂︀l2 = −
1

sinϑ
∂

∂ϑ

(︃
sinϑ

∂

∂ϑ

)︃
−

1
sin2 ϑ

∂2

∂2ϕ
, (1.13)

записан в сферических координатах r = {r, ϑ, ϕ} в системе отсчёта, связанной

со вращающимся остовом. Именно через эти координаты, от которых зависит

потенциал V (r), в гамильтониан (1.11) входит кориолисово взаимодействие

вращения остова с электроном.

Решение уравнения Шрёдингера с гамильтонианом (1.11) можно искать

в виде суммы по каналам, соответствующим различным значениям квантовых
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чисел остова:

Ψ =
∑︁
κ+J+l

ℛκ+J+l(r)ΦJMJ
κ+ J+ l; (1.14)

Φ
JMJ
κ+ J+ l

(︂
υ+Θ;

θ

φ

)︂
=

⟨
υ+Θ;

θ

φ

⃒⃒⃒⃒⃒
κ+J+l

[J]
MJ

⟩
=

∑︁
m

CJMJ
J+MJ+ lm𝒫

J+

MJ+ , κ+(υ+,Θ)Ylm(θ, φ),⃒⃒⃒⃒⃒
κ+J+l

[J]
MJ

⟩
=

∑︁
MJ+ m

⟨
J+

MJ+

l
m

⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
κ+ J+

MJ+

⟩⃒⃒⃒⃒⃒ l
m

⟩
(1.15)

=
∑︁

Σ+′,Λ+′

PJ+κ+(Σ+′,Λ+′)
⃒⃒⃒
Λ+′

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S +

Σ+′

⟩∑︁
m

⟨
J+

MJ+

l
m

⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
l
m

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
J+

Ω+′,MJ+

⟩
(1.16)

=
∑︁

Σ+′,Λ+′

PJ+κ+(Σ+′,Λ+′)
⃒⃒⃒
Λ+′

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S +

Σ+′

⟩∑︁
λ′

(−1)l+λ
⟨

l
−λ′

J
Ω′

⃒⃒⃒⃒⃒
J+

Ω+′

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
l
λ′

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
J

Ω′,MJ

⟩
,

(1.17)

Ω+′ = Λ+′ + Σ+′, Ω′ = Ω+′ + λ′.

В силу векторной связи, заданной в (1.15) коэффициентами Клебша–Гордана1

с z-проекциями MJ+ и m моментов остова и электрона J+ и l соответствен-

но, угловые функции Φ
JMJ
κ+ J+ l описывают состояния с полным молекулярным

моментом J и его z-проекцией MJ. По отдельности полный момент J+ осто-

ва и орбитальный момент l электрона не сохраняются из-за несферического

взаимодействия (1.1) между ними. Выражения (1.16) и (1.17) получены с ис-

пользованием (1.7) и (А.6). В (1.16) входят сферические функции⟨
θ

φ

⃒⃒⃒⃒⃒
l
m

⟩
= Ylm(θ, φ), (1.18)

зависящие от сферических углов (θ, φ) радиус-вектора электрона в лаборатор-

ной системе (x, y, z); а в (1.17) — сферические функции⟨
ϑ

ϕ

⃒⃒⃒⃒⃒
l
λ

⟩
= Ylλ(ϑ, ϕ), (1.19)

зависящие от сферических углов (ϑ, ϕ) радиус-вектора электрона в связанной

с остовом системе (ξ, η, ζ).
1 Здесь и далее выделяем квадратными скобками результирующий момент векторной связи
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В частном случае, когда взаимодействие (1.1) включает лишь кулонов-

ский и дипольный потенциал остова

VC−dip(r) = −
Z
r
−

(d · r)
r3 , (1.20)

возможно отделение угловых координат электрона в уравнении Шрёдингера̂︀HΨ = ℰΨ с гамильтонианом (1.11), которое для потенциала (1.20) запишем с

учётом (1.14) в виде

∑︁
κ+′J+′l′

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩̂︁H+ + ̂︀Tr +
̂︀l2

2r2 −
Z
r
− ℰ

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ℛκ+′J+′l′(r)
⃒⃒⃒⃒⃒
κ+′J+′l′

[J]
MJ

⟩
=

∑︁
κ+′J+′l′

ℛκ+′J+′l′(r)
(d · r)

r3

⃒⃒⃒⃒⃒
κ+′J+′l′

[J]
MJ

⟩
. (1.21)

Ниже будут подробно рассмотрены два случая разделения переменных в

уравнении (1.21). Для каждого из этих случаев обсуждаются характеризующие

их физические приближения, приводятся соответствующие квантовые числа

и даётся конкретизация волновых функций (1.14).

1.1.4. Вращательное приближение Борна–Оппенгеймера

Первый из вышеупомянутых случаев разделения переменных, враща-

тельное приближение Борна–Оппенгеймера (Rotational Born–Oppenheimer Ap-

proximation, RBOA), характеризуется быстрым движением электрона вокруг

медленно вращающегося остова, так что сохраняется проекция λ орбитально-

го момента электрона на ось ζ остова.

Условие применимости приближения Борна–Оппенгеймера состоит, со-

гласно общим принципам квантовой механики, в малости интервалов враща-

тельной структуры спектра по сравнению с разностью между ридберговскими

уровнями:

2Bξ(J+ + 1) ≪ W ≡
Z2∆µ

ν3 , (1.22)
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где ν — главное квантовое число ридберговского электрона, ∆µ — разность

квантовых дефектов электронных состояний с ближайшими к ν главными

главными числами. Это условие несколько отличается от традиционных пред-

ставлений о применимости BOA. Именно, наличие квантового дефекта в (1.22)

показывает, что для выполнения RBOA требуется медленность вращения осто-

ва не по сравнению с движением электрона по кеплеровской орбите, а по

сравнению с прецессией самого кеплеровского эллипса. Этот результат может

быть также получен в классической механике и является следствием извест-

ного вырождения движения в кулоновском потенциале.

1.1.4.1. Волновые функции и разделение переменных

Построим волновую функцию с сохраняющейся проекцией λ из функций

вида (1.14), (1.15):

Ψ =
∑︁
κ+J+l

ℛκ+J+l(r)
⃒⃒⃒⃒⃒
J+

Ω+
l
[J]
MJ

⟩
. (1.23)

Здесь и далее в этом разделе для простоты считаем, что остов описывается

схемой связи, промежуточной между случаями Гунда a+и c+, так что, помимо

полного момента J+ и его проекции MJ+ на лабораторную ось z, набор ха-

рактеризующих остов квантовых чисел сводится лишь к ζ-проекции его пол-

ного момента: κ+ = {Ω+}. С помощью (1.17) и (А.8) легко видеть, что иско-

мые RBOA-состояния в одноканальном приближении могут быть построены

из (1.23), если положить

ℛ`λΩ
κ+J+l(r) = R`(r)a`λ, l(−1)−l−λ

⟨
l
−λ

J
Ω

⃒⃒⃒⃒⃒
J+

Ω − λ

⟩
(1.24)

с не зависящими [90, 91] от r коэффициентами l-перемешивания a`λ, l, един-

ственным требованием к которым на данном этапе является унитарность:∑︁
l

a`′λ′, l a*`λ, l = δ`,`′δλ,λ′. (1.25)
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В набор сохраняющихся квантовых чисел, кроме ζ-проекций λ,Ω, входит так-

же квантовое число `, которое связано с константой разделения радиальной и

угловых переменных ридберговского электрона, см. ниже (1.39). Это кванто-

вое число возникает вместо орбитального квантового числа, не сохраняюще-

гося в силу l-перемешивания. С учётом (1.24) запишем (1.23) в виде

ΨRBOA = R`(r)
∑︁

l

a`λ, lΦ
JMJ
κ+ λΩ l′, (1.26a)

Φ
JMJ
κ+ λΩ l

(︃
υ+Θ;

ϑ

ϕ

)︃
=

⟨
υ+Θ;

ϑ

ϕ

⃒⃒⃒⃒⃒
l
λ

[J]
ΩMJ

⟩
(1.26b)⃒⃒⃒⃒⃒

l
λ

[J]
ΩMJ

⟩
=

∑︁
J+

(−1)−l−λCJ+Ω+

l−λ JΩ

⃒⃒⃒⃒⃒
J+

Ω+
l
[J]
MJ

⟩
=

⃒⃒⃒⃒⃒
l
λ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
J

Ω,MJ

⟩
, (1.26c)

где последнее равенство в (1.26c) получено с помощью (А.8).

Опуская “внутренние” остовные переменные и используя (1.26c), (1.8)

и (1.19), выпишем волновые функции (1.26a) в виде, явно демонстрирующем

разделение остовных переменных (эйлеровых углов Θ), радиальной (r) и уг-

ловых (ϑ, ϕ) переменных ридберговского электрона в RBOA:

ΨRBOA =

√︂
2J + 1

8π2 DJ
Ω,MJ

(Θ)R`(r)𝒵`λ(ϑ, ϕ) (1.27)

𝒵`λ(ϑ, ϕ) =
∑︁
l≥|λ|

a`λ, lYlλ(ϑ, ϕ). (1.28)

Уравнения на входящие в (1.27) радиальные R`(r) и угловые 𝒵`λ(ϑ, ϕ)

функции ридберговского электрона могут быть получены из уравнения Шрё-

дингера ̂︀HΨ = ℰΨ с гамильтонианом (1.11) после подстановки в него функ-

ции (1.26a) и умножения слева на
∑︁

l

a*`λ, l

⟨
l
λ

[J]
ΩMJ

⃒⃒⃒⃒⃒
:

∑︁
ll′

⟨
l
λ

[J]
ΩMJ

⃒⃒⃒⃒⃒
a*`λ, l

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩̂︁H+ + ̂︀Tr +
̂︀l2

2r2 + V (r) − ℰ

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ R`(r)a`λ, l′
⃒⃒⃒⃒⃒
l′

λ

[J]
ΩMJ

⟩
= 0. (1.29)

Покажем, как в (1.29) отделяются угловые переменные, если в потенциа-

ле (1.1) взаимодействия V (r) оставить лишь диполь-кулоновскую часть (1.20).
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Вводя модифицированный оператор квадрата орбитального момента электро-

на ̂̀̃︀2 = ̂︀l2 − 2
(r · d)

r
= ̂︀l2 − 2d cosϑ, (1.30)

который будем называть оператором квадрата квазиорбитального момента

электрона, запишем (1.29) виде:

∑︁
ll′

⟨
l
λ

[J]
ΩMJ

⃒⃒⃒⃒⃒
a*`λ, l

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩̂︁H+ + ̂︀Tr +
̂̀̃︀2

2r2 −
Z
r
− ℰ

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ R`(r)a`λ, l′
⃒⃒⃒⃒⃒
l′

λ

[J]
ΩMJ

⟩
= 0. (1.31)

Нетрудно видеть, что усреднение левой части уравнения (1.31) превра-

щает его в искомое уравнение на радиальную функцию R`(r). Действительно,

это усреднение не затрагивает операторы, зависящие от радиальной перемен-

ной r, а усреднённые значения операторов ̂︁H+ и ̂̀̃︀2, зависящих лишь от угло-

вых переменных, войдут в уравнение на радиальную функцию в качестве кон-

стант разделения. Эти константы будут параметризоваться RBOA-квантовыми

числами {κ+, J,Ω, `, λ} (напомним, что в рассматриваемом здесь для простоты

случае Гунда c+ набор остовных квантовых чисел принимается минималь-

ным: κ+ = {Ω+}).

Константа разделения, соответствующая “остовным” степеням свободы,

есть просто энергия ℰ+
JΩ`λ вращательного движения остова, которая может

быть получена путём усреднения вращательного гамильтониана ̂︁H+

̂︁H+ = Bξ
̂︁J+2 + (Bζ − Bξ) ̂︁J+2

ζ = Bξ
(︀̂︀J −̂︀l)︀2

+ (Bζ − Bξ)
[︀̂︀Jζ −̂︀lζ]︀2

. (1.32)

Это усреднение в (1.29) или в (1.31) можно провести, выражая обкладки (1.26c)

через собственные функции ̂︁H+:

ℰ+
JΩ`λ =

∑︁
ll′

a*`λ, l a`λ, l′
⟨

l
λ

[J]
ΩMJ

⃒⃒⃒⃒⃒ ̂︁H+

⃒⃒⃒⃒⃒
l′

λ

[J]
ΩMJ

⟩
=

∑︁
ll′,J+J+′

(−1)l′−la*`λ, l a`λ, l′ C
J+′Ω+

ω′−λ JΩCJ+Ω+

ω−λ JΩ δl,l′ δJ+,J+′

×
[︁
BξJ+(J+ + 1) − 2λΩ + l(l + 1) + (Bζ − Bξ)Ω+2

]︁
(1.33)
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= Bξ

[︂
J(J + 1) − 2λΩ +

∑︁
l

l(l + 1)
⃒⃒⃒
a`λ, l

⃒⃒⃒2]︂
+ (Bζ − Bξ)(Ω − λ)2. (1.34)

В (1.33) использовано (1.25) и первое равенство (1.32), а выражение (1.34)

получено с помощью формулы (В.1). Приведём также вывод этого выражения

без формулы (В.1). Используя второе равенство (1.32), имеем

ℰ+
JΩ`λ =

∑︁
ll′

a*`λ, la`λ, l′ (1.35)

×

⟨
l
λ

[J]
ΩMJ

⃒⃒⃒⃒⃒ [︁̂︀J2 − 2(̂︀J ·̂︀l) +̂︀l2
]︁

+ (Bζ − Bξ)
[︁̂︀Jζ −̂︀lζ]︁2

⃒⃒⃒⃒⃒
l′

λ

[J]
ΩMJ

⟩
,

откуда результат (1.34) следует с помощью методики усреднения, изложенной

в [88, §83] (разумеется, такое усреднение может быть проведено с помощью

стандартных методов теории углового момента).

Константа разделения, соответствующая угловым степеням свободы рид-

берговского электрона (т.е. переменным ϑ, ϕ), может быть найдена путём усред-

нения оператора (1.30):

η`λ =
∑︁

ll′
a*`λ, l𝒬ll′a`λ, l′, (1.36)

𝒬ll′ =

⟨
l
λ

[J]
ΩMJ

⃒⃒⃒⃒⃒ ̂̀̃︀2
⃒⃒⃒⃒⃒
l′

λ

[J]
ΩMJ

⟩
= δll′l(l + 1) − 2d

⟨︀
P1

⟩︀
ll′ (1.37)

⟨︀
P1

⟩︀
ll′ =

⟨
l
λ

[J]
ΩMJ

⃒⃒⃒⃒⃒
P1(cosϑ)

⃒⃒⃒⃒⃒
l′

λ

[J]
ΩMJ

⟩
,

где недиагональные элементы матрицы 𝒬ll′ даются формулой (Б.27).

Из формулы (1.36) легко увидеть способ нахождения коэффициентов l-

перемешивания a`λ, l′, определяющих искомую угловую функцию (1.28). Эти

коэффициенты должны образовывать собственные векторы матрицы (1.37)

оператора квадрата квазиорбитального момента, соответствующие собствен-

ным значениям η`λ:

𝒬a`λ =
∑︁

l′
𝒬ll′a`λ, l′ = η`λa`λ, a`λ =

{︀
a`λ, l

}︀
, l = λ, λ + 1, . . . (1.38)
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Согласно общим принципам квантовой механики можно сказать, что век-

торы a`λ образуют угловую волновую функцию электрона в lλ-представлении.

Таким образом, индекс l — это индекс представления, а индекс `λ — индекс

состояния, показывающий, какому собственному значению η`λ соответствует

бесконечный набор коэффициентов a`λ, l. При этом можно считать, что индекс

состояния ` нумерует собственные значения η`λ в порядке возрастания (при

фиксированном λ); такая индексация является удобной, поскольку, как будет

показано ниже, числа η`λ довольно быстро сходятся к асимптотическому зна-

чению `(` + 1) в пределе d ≪ `.

1.1.4.2. Угловые квантовые числа и волновые функции электрона в

RBOA

Угловыми волновыми функциями в (ϑ, ϕ)- представлении являются вве-

дённые в (1.28) “диполь-сферические” функции𝒵`λ(ϑ, ϕ). Из (1.38) видно, что

𝒵`λ являются собственными функциями оператора квадрата квазиорбитально-

го момента, соответствующие собственным значениям η`λ, т.е. удовлетворяют

уравнению ̂̀̃︀2𝒵`λ =
(︀̂︀l2 − 2d cosϑ

)︀
𝒵`λ = η`λ𝒵`λ (1.39)

и стандартным условиям: 2π-периодичность по азимутальному углу ϕ и регу-

лярность при значениях полярного угла ϑ = 0, π.

Как представляется, вышеупомянутые диполь-сферические функции 𝒵

были впервые использованы Дебаем при анализе эффекта Штарка для сим-

метричного ротатора [92]. Подобная задача была также рассмотрена в рабо-

те [93] для слабых электрических полей и в работе [94] для сильных полей.

Тормозное излучение при рассеянии электрона на полярной молекуле рассмат-

ривалось в работе [95]. Там же было получено представление для собственных

значений η в виде непрерывных дробей. В работах [96, 97] рассматривались
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двухэлектронные возбуждения атомов, в которых проявлялось дипольное вза-

имодействие, вызванное линейным эффектом Штарка в атоме водорода. Рабо-

та [95] содержит ссылки на другие источники, где встречаются функции 𝒵.

Подставляя (1.28) в (1.39) или, что то же самое, выписывая явный вид

суммы в (1.38) с помощью (Б.27), можно получить рекуррентное соотношение

для коэффициентов l-перемешивания a`λ, l:

A−l a`λ, l−1 + A+
l+1a`λ, l+1 = (η`λ − l+l−) a`λ, l, (1.40a)

A±l± = −2d
[︃
l2± − λ

2

4l2± − 1

]︃1/2

; l± = l + 1
2 ±

1
2 , l = λ, λ + 1, . . . (1.40b)

Соотношение (1.40a) можно рассматривать как задачу на собственные значе-

ния безконечномерной трёхдиагональной матрицы, если дополнить его гра-

ничными условиями

a`λ, l=|λ|−1 = a`λ, l=+∞ = 0. (1.40c)

Ниже используются некоторые результаты для такой задачи с матрицей до-

вольно общего вида, полученные в Приложении Г. Для получения результатов

этого раздела в общих формулах Приложения Г будем полагать

d = d, Q±l = A±l , an,l = a`λ, l h` = η`λ

αl = βl =

[︃
l2 − λ2

4l2 − 1

]︃1/2

, γl = l(l + 1). (1.41)

Условие (Г.8) применимости развитой в Приложении Г теории возмуще-

ний перепишем в виде

2d
`(` + 1) − l(l + 1)

[︃
(l + 1)2 − λ2

(2l + 1)(2l + 3)

]︃1/2

≪ 1. (1.42a)

Очевидно, что чем больше разность l − ` (например, в получаемых ниже при-

ближенных выражений для коэффициентов a`λ, l) и чем больше значение λ,

тем лучше будет выполняться условие (1.42a). В получаемых ниже выражени-

ях, не зависящих от l (например, для η`λ) в качестве критерия применимости
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теории возмущений можно считать выполненным более простое условие, по-

лучаемое из (1.42a) при “наихудшем” сочетании параметров: l = ` − 1, когда

знаменатель минимален:
d
`

[︃
`2 − λ2

4`2 − 1

]︃1/2

≪ 1. (1.42b)

При фиксированном d условие (1.42b) выполняется тем лучше, чем больше

значение `. Этот факт вполне согласуется с общими правилами квантовомеха-

нической теории возмущений: фактически условие (1.42b) есть условие мало-

сти дипольного возмущения по сравнению с орбитальным квантовым числом,

т.е. малости недиагональных элементов матрицы квадрата квазиорбитального

момента по сравнению с разностью её последовательных диагональных эле-

ментов (с номерами ` и ` − 1). Таким образом, употребляемое в дальнейшем

для краткости выражение “малый дипольный момент” (или d → 0) следует

понимать в смысле условий (1.42).

Предельный переход к сферически симметричному случаю нулевого ди-

польного момента

η`λ(d → 0)→ `(` + 1); a`λ, l(d → 0)→ δ`l (1.43)

однозначно определяет решение однородной разностной задачи (1.40a), (1.43)

на собственные значения η`λ.

Представляется целесообразным ввести понятие “квазиорбитального” кван-

тового числа для электрона в дипольно-кулоновском поле. Определим это

нецелое квантовое число согласно

η`λ ≡ ˜̀( ˜̀ + 1). (1.44)

При этом, как видно из (1.43), величина ` имеет простой смысл: это обычное

(целое) орбитальное квантовое число, в которое переходит квазиорбитальное

квантовое число в сферически симметричном пределе малого дипольного мо-
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мента:

˜̀→ ` при d → 0. (1.45)

Поэтому можно сказать, что ` нумерует собственные значения η`λ в порядке

возрастания при фиксированных d и λ. В дальнейшем, как правило, будем

для простоты использовать сокращённое обозначение ˜̀, не указывая явной

зависимости ˜̀(`λ, d) от дипольного момента и индексов состояния.

На рисунке 1.1 приведены зависимости квазиорбитальных чисел ˜̀(d) от

дипольного момента для разных `, λ. Как видно из рисунка, по мере прибли-

жения дипольного момента к нулю квазиорбитальные числа ˜̀ приближаются

к своим к предельным значениям ` тем быстрее, чем больше `.

Выражая из (1.44) квазиорбитальное квантовое число

˜̀ = −
1
2

+

√︂
1
4

+ η`λ (1.46)

явным образом, заметим, что ˜̀ приобретает мнимую часть при η`λ < 1
4 , что со-

ответствует “падению на центр” в притягивающем центробежном потенциале.

Вещественная же часть квазиорбитального числа при этом равна Re ˜̀ = −1
2 .

На рисунке 1.1 показаны два критических значения дипольного момента

η`λ(dcrit
`λ ) = −

1
4

(1.47)

для s̃σ- и p̃π-состояний электрона: dcrit
00 ≃ 1.625 D ≃ 0.6393 а. е. и dcrit

11 ≃

9.638 D ≃ 3.792 а. е..

Вводя

P`λ,l =
(l + λ)!(l − λ)!(2` − 1)!!(2` + 1)!!
(` + λ)!(` − λ)!(2l − 1)!!(2l + 1)!!

, (1.48)

можно записать выражения для коэффициентов l-перемешивания в двух ва-

риантах теории возмущений. Один из них, обозначаемый PT0, строится с ис-

пользованием разностей невозмущённых собственных значений в знаменате-

лях соответствующих выражений стандартной теории возмущений. Во втором
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Рис. 1.1. Квазиорбитальное число ˜̀(d) как функция дипольного момента для разных `, λ

варианте, обозначаемом PT0, в знаменателях используются разности “возму-

щённых” собственных значений. Они могут вычисляться в рамках PT0-варианта

или даже заимствоваться из численного решения задачи (1.40) на собствен-

ные значения. Такая “комбинированная” теория возмущений представляет-

ся оправданной, например, для раздельного вычисления собственных значе-

ний η`λ(d) и собственных векторов (коэффициентов l-перемешивания a`λ, l(d)),

поскольку для PT-расчётов последних требуется лишь одно собственное зна-

чение η`λ(d) для вычисления всего набора l ≥ |λ| компонент собственного век-

тора a`λ, l(d). Подробнее PT0- и PT0-варианты теории возмущений описаны в

Приложении Д, конечные результаты даются формулами (Д.12), (Д.8) и (Д.10).

В PT-приближении имеем:

a(PT)
`λ, l (d) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ (2d)l−`[︀P`λ,l
]︀ 1

2 T (PT)+
`λ,l (d), l ≥ ` (1.49a)

(−2d)`−l[︀P`λ,l
]︀− 1

2 T (PT)−
`λ,l (d), |λ| ≤ l ≤ `; (1.49b)

где

T (PT)+
`λ,l (d) =

Γ(1 + ` − ˜̀)Γ(2 + ` + ˜̀)
Γ(1 + l − ˜̀)Γ(2 + l + ˜̀)

, l ≥ ` (1.50a)



40

T (PT)−
`λ,l (d) =

Γ(1 − ` + ˜̀)Γ(1 + l + ˜̀)
Γ(1 − l + ˜̀)Γ(1 + ` + ˜̀)

, |λ| ≤ l ≤ ` (1.50b)

Согласно (Г.49), переход от PT-приближения к PT0-приближению бу-

дет осуществляться путём замены ˜̀ → ` (или, что то же, d → 0) в величи-

нах T (PT)
`λ,l (d):

a(PT0)
`λ, l (d) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ (2d)l−`[︀P`λ,l
]︀ 1

2 T (PT0)+
`λ,l , l ≥ `. (1.51a)

(−2d)`−l[︀P`λ,l
]︀− 1

2 T (PT0)−
`λ,l , |λ| ≤ l ≤ `. (1.51b)

T (PT0)−
`λ,l =

(2` + 1)!
(l − `)!(` + l + 1)!

, l ≥ `. (1.52a)

T (PT0)−
`λ,l =

(` + l)!
(` − l)!(2`)!

, |λ| ≤ l ≤ `. (1.52b)

Из (1.48), (1.49b) и (1.51b) видно, в обоих вариантах теории возмущений

a`λ, l(d) = 0 при l < |λ|, (1.53)

как это и должно быть в соответствии с (1.28).

Приведём теперь выражения для собственных значений в теории возму-

щений (см. формулы (Г.56) и Приложение Д.1.3).

В PT0-приближении имеем:

η(PT0)
`λ

= `(` + 1) (1.54)

+

[︀
λ2 − (` + 1)2]︀(2d)2

(2` + 1)(2` + 2)(2` + 3) 2F5

(︃
2 + ` − λ, 2 + ` + λ

3
2 + `, 5

2 + `, 2, 2` + 3, 2` + 2

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒d2

)︃
+

(1 − δ`,0)(`2 − λ2)(2d)2

(2` − 1)(2`)(2` + 1) 2F5

(︃
1 − ` − λ, 1 − ` + λ

3
2 − `,

1
2 − `, 2, 1 − 2`, −2`

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒d2

)︃
.

Здесь множитель (1 − δ`,0) указывает на то, что при ` = 0 следует полагать со-

держащее его слагаемое равным нулю в соответствии с (Г.53b). Обобщённые

гипергеометрические функции определяются формулами (Е.14) и (Д.4).
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В первом неисчезающем приближении по степеням d гипергеометриче-

ские функции в (1.54) обращаются в единицы, что даёт для собственных зна-

чений простейшее выражение [98]:

η`λ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
`(` + 1) +

2d2[︀`(` + 1) − 3λ2]︀
`(` + 1)(2` − 1)(2` + 3)

+ O(d4), ` > 0 (1.55a)

−
2
3

d2 + O(d4), ` = 0 (1.55b)

В PT-приближении имеем:

η(PT)
`λ

= `(` + 1) (1.56)

+

[︀
λ2 − (` + 1)2]︀(2d)2

(2` + 1)(2` + 3)(` − ˜̀ + 1)( ˜̀ + ` + 2)

× 3F6

(︃
1, 2 + ` − λ, 2 + ` + λ

3
2 + `, 5

2 + `, 2 − ˜̀ + `, 1 − ˜̀ + `, 2 + ˜̀ + `, 3 + ˜̀ + `

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒d2

)︃
+

(`2 − λ2)(2d)2

(2` − 1)(2` + 1)( ˜̀ − ` + 1)( ˜̀ + `)

× 3F6

(︃
1, 1 − ` − λ, 1 − ` + λ

3
2 − `,

1
2 − `, 2 + ˜̀ − `, 1 − ˜̀ − `, 1 + ˜̀ − `, − ˜̀ − `

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒d2

)︃
В соответствии с (Г.56) входящее в правую часть (1.56) квазиорбитальное

число определяется с помощью собственного значения в (PT0)-приближении:

˜̀( ˜̀ + 1) = η(PT0)
`λ

.

1.1.4.3. Радиальные волновые функции электрона в RBOA

Теперь, зная константы разделения, соответствующие остовным степе-

ням свободы и угловым степеням свободы электрона, можно провести усред-

нение в уравнении (1.31) с общим потенциалом (1.1):{︃̂︀Tr −
Z
r

+
η`λ
2r2 −

Q
⟨︀
P2

⟩︀
`λ

r3 −
α0

2r4 −
α2

⟨︀
P2

⟩︀
`λ

r4 + ℰ+
JΩ`λ − ℰ

}︃
R`(r) = 0, (1.57)

где остовные уровни ℰ+
JΩ`λ определяются формулой (1.34), диполь-кулонов-

ские собственные значения η`λ — формулой (1.36) и, например, приближенны-

ми выражениями (1.54), (1.55), (1.56), а усреднение полиномов Лежандра 2-го
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порядка ⟨︀
P2

⟩︀
`λ =

∑︁
ll′

a*`λ, la`λ, l′
⟨

l
λ

[J]
ΩMJ

⃒⃒⃒⃒⃒
P2(ϑ)

⃒⃒⃒⃒⃒
l′

λ

[J]
ΩMJ

⟩
(1.58)

проводится с помощью формулы (Б.28).

Диполь-кулоновский потенциал Если в потенциале взаимодействия (1.1)

оставить лишь диполь-кулоновскую часть (1.20), т.е. положить Q = α0 = α2

в уравнении (1.57), то последнее преобразуется к квазикулоновскому уравне-

нию Шрёдингера (Е.5), рассмотренному в Приложении Е. При этом входя-

щие в (Е.8) величины в контексте данного раздела имеют следующий смысл:

роль целого орбитального числа l играет “индекс углового состояния” `, роль

нецелого эффективного орбитального числа `* — квазиорбитальное кванто-

вое число ˜̀, а константа Bl, вводимая для описания электрона в атоме чисто

феноменологически, для полярных молекул приобретает ясный физический

смысл:

Bl=` = η`λ − `(` + 1) =
∑︁

l

|a`λ, l|
2[︀l(l + 1) − `(` + 1)

]︀
− 2d

⟨︀
P1

⟩︀
`λ, (1.59)

где использовано соотношение (1.37), а конечное усреднение
⟨︀
P1

⟩︀
`λ осуществ-

ляется по аналогии с (1.58).

По аналогии с (1.60) выпишем радиальные волновые функции ридбергов-

ского электрона с диполь-кулоновском потенциале (1.20) через полиномы Ла-

герра, вырожденную гипергеометрическую функцию 1F1 или функцию Уит-

текера M от переменной z =
2r
νnr`λ

:

Rnr`λ(r) =
2z ˜̀e−z/2

Z
1
2ν2

nr`λ

√︃
nr!

Γ(nr + 2 ˜̀ + 2)
L2 ˜̀+1

nr

(︀
z
)︀
; (1.60a)

=
2z ˜̀e−z/2

Z
1
2ν2

nr`λ
Γ(2 ˜̀ + 2)

√︃
Γ(nr + 2 ˜̀ + 2)

nr!
1F1

(︃
−nr

2 ˜̀ + 2

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒z
)︃

(1.60b)
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=
2

z Z
1
2ν2

nr`λ
Γ(2 ˜̀ + 2)

√︃
Γ(nr + 2 ˜̀ + 2)

nr!
MZνnr`λ, ˜̀+

1
2

(︀
z
)︀
. (1.60c)

Радиальные функции Rnr`λ(r) зависят от радиального и квазиорбитального

квантового числа, определяющих также и полную энергию молекулы (т.е. си-

стемы “электрон + остов”) через формулу Ридберга:

ℰRBOA = ℰ+
JΩ`λ + ε

dip
nr`λ

(1.61a)

ε
dip
nr`λ

= −
1

2ν2
nr`λ

= −
Z2

2
(︀
n*nr`λ

)︀2 , (1.61b)

n*nr`λ
= Zνnr`λ = nr + ˜̀ + 1 = n − µ`λ (1.61c)

где нецелое эффективное главное квантовое число n*nr`λ
выражается через

нецелое квазиорбитальное число и целое радиальное квантовое число nr, рав-

ное количеству узлов собственной функции Rnr`λ(r) на полуоси 0 < r < ∞.

Кратко можно сказать, что обусловленное потенциалом точечного дипо-

ля отличие диполь-кулоновских радиальных функций и электронных энергий

от чисто-кулоновских (т.е. водородоподобных) состоит лишь в замене целого

орбитального числа l на квазиорбитальное ˜̀ = ˜̀(d, `λ), включающее в се-

бя зависимость от дипольного момента d, проекции λ орбитального момента

электрона на ось диполя, а также квантового числа `, нумерующего состоя-

ния в нецентральном поле точечного диполя — подобно тому, как орбитальное

квантовое число l нумерует состояния в центральном поле. Эта “дипольная”

модификация Кеплеровой задачи непертурбативна, т.е. не является теорией

возмущений по дипольному моменту и применима для любых d, исключаю-

щих “падение на центр” (см. формулы (1.47), (Е.9) и их обсуждения). “Па-

дающие на центр” состояния играют важную роль в теории молекулярных

анионов, где кулоновское поле у нейтрального остова отсутствует (Z = 0) и

электрон связывается лишь за счёт сверхкритических значений d > dcrit
`λ ; эта

теория рассматривается в Главе 3.
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Формулы (1.61) можно интерпретировать в терминах квантового дефек-

та (1.2):

ℰRBOA = ℰ+
JΩ`λ + εnr`λ

(1.62a)

εnr`λ
= −

Z2

2(n − µ`λ)2 , (1.62b)

где квантовый дефект µη обусловливает отличие нецелого эффективного кван-

тового числа от целого квантового числа n, которым обычно нумеруют уровни

в ридберговской серии. Выбор n неоднозначен; например, в практической рид-

берговской спектроскопии двухатомных молекул есть как минимум два спо-

соба такого выбора — модель “объединённого атома” и модель “безконечно

удалённых атомов”. Для “диполь-кулоновской” модели представляется есте-

ственным выбор модели “объединённого атома”, в котором n = nr + `+ 1 опре-

деляется аналогично водородоподобной серии с целым орбитальным кван-

товым числом `. В этом случае соответствующий такой серии “дипольный”

квантовый дефект

µ
dip
`λ

= n*nr`λ
− n = ` − ˜̀(d, `λ) (1.63)

определяется дробной частью эффективного главного (и квазиорбитального)

квантового числа. Подчеркнём ещё раз непертурбативный характер диполь-

ного квантового µdip
`λ

, вычисляемого из точного решения диполь-кулоновского

уравнения без предположений о малости дипольного момента d.

Учёт моментов высшей мультипольности Для членов высшей мульти-

польности в потенциале взаимодействия (1.1) соответствующие этим членам

вклады в квантовый дефект можно вычислить лишь по теории возмущений,

предполагая малость соответствующих моментов Q, α0, α2. В первом прибли-

жении вышеуказанные вклады в квантовый дефект и энергию (1.62b) ридбер-
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говского электрона определяются диагональными матричными элементами:

εnr`λ
= ε

dip
nr`λ

+ ε
quad
nr`λ

+ ε
pol
nr`λ

(1.64a)

µ`λ = µ
dip
`λ

+ µ
quad
`λ

+ µ
pol
`λ

(1.64b)

µ
quad
`λ

= −

(︀
n*nr`λ

)︀3

Z2 ε
quad
nr`λ

= Q
⟨︀
P2

⟩︀
`λ⟨nr ˜̀|r−3|nr ˜̀⟩

≈
2QZ

[︀
`(` + 1) − 3λ2]︀

`(` + 1)(4`2 − 1)(2` + 3)
, ` > 0 (1.64c)

µ
pol
`λ

= −

(︀
n*nr`λ

)︀3

Z2 ε
pol
nr`λ

=
(︀1

2α0 + α2
⟨︀
P2

⟩︀
`λ

)︀
⟨nr ˜̀|r−4|nr ˜̀⟩

≈
4Z2[︀3(︀n*nr`λ

)︀2
− `(` + 1)

]︀
`(` + 1)(4`2 − 1)(2` + 3)

×

[︃
1
2
α0 + α2

`(` + 1) − 3λ2

(2` − 1)(2` + 3)

]︃
, ` >

1
2

(1.64d)

Усреднение (1.58) по угловым переменным проводится с помощью фор-

мулы (Б.28), а усреднение ⟨nr`|r−σ|nr`⟩ — по таблице Е.45. Для небольших

дипольных моментов эти усреднения можно считать в нулевом порядке по d,

когда ввиду (1.43) в обкладках радиальных матричных элементов ˜̀ можно за-

менить на `, а в (1.58) заменить сумму лишь одним диагональным элементом

с l = l′ = `.

Выпишем и первый неисчезающий член теории возмущений для диполь-

ного квантового дефекта. С помощью (1.46) и (Е.12) получаем из (1.55) [98,

(18)]:

µ
dip
`λ

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−

2d2[︀`(` + 1) − 3λ2]︀
`(` + 1)(4`2 − 1)(2` + 3)

+ O(d4), ` > 0

2
3

d2 + O(d4), ` = 0
(1.65)

Легко видеть, что вклад первого порядка по квадрупольному моменту Q (1.64c)

совпадает со вкладом второго порядка по дипольному моменту d (1.65) с точ-

ностью до замены d2 ↔ −QZ [98, (21)]
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Специфика дипольного потенциала как возмущения Кеплеровой задачи

Если снова положить положить Q = α0 = α2 в (1.57) и рассматривать уравне-

ние Шрёдингера для Кеплеровой задачи{︃̂︀Tr +
l(l + 1)

2r2 −
Z
r

+ V − ε
}︃

R(r) = 0, (1.66)

возмущённой дипольным потенциалом

Vdip = −
(d · r)

r3 , (1.67)

то из результатов раздела 1.1.4.2 нетрудно заметить отсутствие вклада первого

порядка по абсолютной величине d = |d| дипольного момента в выражениях

для энергии и/или квантового дефекта ридберговского электрона. Действи-

тельно, зависимость энергии εnr`λ
(d) и/или квантового дефекта µlλ(d) опреде-

ляется собственными числами ηlλ(d), которые являются чётными функциями d

и зависят фактически не от d, но от d2 (см., например, формулы (1.54), (1.56)):

ε(d) = ε(−d) (1.68)

причем такая зависимость имеет причиной простое свойство (Г.28) трёхдиа-

гональных эрмитовых матриц.

С точки зрения теории возмущений по V поправка первого порядка к

невозмущённой кулоновской энергии εC
n = −

Z2

2n2 электрона, находящегося в

состоянии |nγ⟩, определяется диагональным матричным элементом возмуще-

ния:

ε(1)
nγ = εC

n + ∆(1)εnγ,

∆(1)εnγ = ⟨nγ|V |nγ⟩ (1.69)

Как легко видеть, для дипольного возмущения (1.67) диагональный матрич-

ный элемент (1.69) на сферически-симметричных состояниях |nγ⟩ = |nlλ⟩

⟨r |nlλ⟩ = RC
nl(r)Ylλ(ϑ, ϕ) (1.70)
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равен нулю:

∆(1)ε
dip
nγ = ⟨nlλ|Vdip |nlλ⟩ = 0. (1.71)

Равенство нулю матричного элемента (1.71) легко объясняется из про-

странственной нечётности дипольного оператора (1.67). В то же время заме-

тим, что этот факт сам по себе ещё не означает свойства (1.68). Действитель-

но, преобразование d ↔ −d не имеет никакого отношения к пространственной

инверсии, а из пространственной нечётности возмущения V может следовать

лишь ε(−d) = ε(d). С учётом соображений тензорной инвариантности послед-

нее равенство означает, что ε(d) может зависеть от вектора d лишь через его

скалярный квадрат d2 = (d · d), однако в общем случае нельзя утверждать, что

такая зависимость будет аналитической функцией d2, т.е., что она не будет,

например, содержать выражений типа
√

(d · d) = |d| = d.

Действительно, существует хорошо известный пример пространственно-

нечётного возмущения

Vℱ = −(ℱ · r), (1.72)

Кеплеровой задачи (1.66), в котором зависимость ε(ℱ ) содержит [99, 100] как

чётные, так и нечётные слагаемые по ℱ = |ℱ |, т.е. не является чётной функ-

цией ℱ или аналитической [101] функцией (ℱ ·ℱ ). Диагональный матричный

элемент от возмущения (1.72)

∆(1)εℱn1n2λ
= ⟨n1n2λ|Vℱ |n1n2λ⟩ =

3ℱ
2Z

n(n1 − n2) =
3
4
ℱ

|εC
n |

Aℱ (1.73)

отличен от нуля на параболических состояниях |γ⟩ = |n1n2λ⟩, которые в базисе

сферических состояний (1.74) выражаются через коэффициенты Клебша–Гор-

дана [102]:

|n1n2λ⟩ =

n−1∑︁
l=|λ|

Clλ
jk1 jk2

|lλ⟩ , k1,2 =
1
2

(λ + n1,2 − n2,1) (1.74a)

|nlλ⟩ =
∑︁

k1+k2=λ
|k1,2|≤ j

Clλ
jk1 jk2

|n1n2λ⟩ , n1,2 =
1
2

(n − 1 − λ + k1,2 − k2,1) (1.74b)
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j =
n − 1

2
=

1
2

(|λ| + n1 + n2)

Отметим, что обкладки во всех матричных элементах формул (1.74) характе-

ризуются одним и тем же главным квантовым числом n — единственным кван-

товым числом, определяющим энергию невозмущенного состояния, а также

одним и тем же азимутальным квантовым числом λ — проекцией орбитально-

го момента электрона на постоянный вектор ℱ .

Отличие от нуля матричного элемента (1.73) связано с наличием посто-

янного дипольного момента у электрона в кулоновом поле, что в свою оче-

редь связано с наличием квантового числа Aℱ = Z(n1 − n2)/n, которому в

классической механике соответствует сохраняющаяся проекция вектора Ла-

пласа–Рунге–Ленца (1.81) на направление электрического поля ℱ . Такое кван-

товое число сохраняется в параболических состояниях (1.74a), но не сохраня-

ется в сферических состояниях (1.74b), в которых диагнональный матричный

элемент (т.е. среднее значение) как от возмущения (1.72), так и от возмуще-

ния (1.67) равен нулю.

Можно, однако, поставить вопрос: а не существуют ли состояния, выра-

жаемые некоторыми аналогичными (1.74a) линейными комбинациями сфери-

ческого базиса

|γ⟩ =
∑︁

l

⟨γ|l⟩ |lλ⟩ , (1.75)

на которых было бы отлично от нуля среднее значение дипольного возмуще-

ния (1.67)? Покажем, что ответ на этот вопрос отрицательный.

Действительно, в подпространстве, соответствующем одному значению

энергии, определяемому главным квантовым числом n и одному значению

проекции орбитального момента, определяемому азимутальным квантовым

числом λ, искомый матричный элемент вычисляется с помощью формул (1.70)
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и (Б.25):⟨
nγλ

⃒⃒⃒⃒⃒
d cosϑ

r2

⃒⃒⃒⃒⃒
nγλ

⟩
= d

∑︁
l′,l′′

√︀
(2l′ + 1)(2l′′ + 1)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ l′ 1 l′′

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ l′ 1 l′′

−λ 0 λ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
× ⟨γ|l′⟩⟨l′′|γ⟩

⟨︀
Z, n, n′r, l

′
⃒⃒⃒
r−2

⃒⃒⃒
Z, n, n′′r , l

′′⟩︀, (1.76)

где радиальный матричный элемент определяется формулой (Е.43), в которой

∆ = |l′− l′′| = 1 в силу свойств коэффициентов Клебша–Гордана в угловом мат-

ричном элементе (Б.27). Однако в силу особой симметрии (Е.36) Кеплеровой

задачи все такие радиальные матричные элементы равны нулю:⟨︀
Z, n, n′r, l

′
⃒⃒⃒
r−2

⃒⃒⃒
Z, n, n′′r , l

′′⟩︀ = 0, |l′ − l′′| = 1. (1.77)

Таким образом, все элементы в сумме по l′, l′′ в правой части (1.76) —

нулевые, а следовательно и среднее значение дипольного оператора (1.67) рав-

но нулю на любых состояниях в подпространстве, определяемом квантовыми

числами n и λ.

Вышеизложенные соображения можно проиллюстрировать в терминах

классической механики, в которой Кеплерова задача может быть сформулиро-

вана с помощью уравнения Ньютона

me r̈ = −
αr
r3 . (1.78)

Интегралами движения являются энергия, вектор орбитального момента и

вектор Лапласа–Рунге–Ленца:

ε =
1
2

me(ṙ · ṙ) −
α

r
< 0, (1.79)

L = me[r × ṙ], (1.80)

A = −
αr
r

+ [ṙ × L]. (1.81)

Для электрона в поле атомного ядра с зарядом Z параметр кулоновской силы

α = −Ze2. Траекторией финитного движения электрона является эллипс, ле-

жащий в плоскости ξη, перпендикулярной сохраняющемуся вектору углового
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момента L, так что его проекция на ось ζ равна его абсолютной величине:

Lζ = L = |L|. Движение по Кеплерову эллипсу определяется уравнениями [37]:

r =
p

1 + ε cosϕ
, (1.82a)

ϕ̇ =
L

mer2 , (1.82b)

ε =

√︃
1 −

2εL2

meα2 =

√︂
1 −

2pε
α
, p =

L2

meα
, (1.82c)

TK = πα

√︂
me

2ε2 — период движения по орбите. (1.82d)

Классическим аналогом диагонального матричного элемента от величи-

ны f (r) но невозмущённым кулоновским состояниям, соответствующим энер-

гии ε и квадрату орбитального момента L2 естественно считать среднее по

времени на траектории финитного движения:

⟨ f (r)⟩ε,L =
1

TK

TK∫
0

f
(︀
r(t)

)︀
dt (1.83)

В частности, с помощью (1.82) имеем

⟨
f (ϕ)
rs

⟩
ε,L

=
me

TKL

2π∫
0

f (ϕ) dϕ
rs−2 =

me p2−s

TKL

2π∫
0

(1 + ε cosϕ)s−2 f (ϕ) dϕ. (1.84)

Важно отметить, что среднее по финитной траектории от полной производной

какой-либо функции координат равно нулю:⟨
dF

(︀
r(t)

)︀
dt

⟩
ε,L

= 0 (1.85)

Для вычисления среднего значения дипольного взаимодействия (1.67) за-

пишем компоненты радиус-вектора на траектории:

r = {r cosϕ, r sinϕ, 0}, (1.86)
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после чего, полагая в (1.84) s = 2, легко получаем

⟨{︃
cosϕ
sinϕ

}︃
r−2

⟩
ε,L

=
me

TKL

2π∫
0

{︃
cosϕ
sinϕ

}︃
dϕ = 0 ⇒

⟨ r
r3

⟩
ε,L

= 0. (1.87)

Для вычисления среднего значения взаимодействия с однородным по-

лем (1.72) полагаем в (1.84) s = −1 и получаем для усреднения компонент

радиус-вектора (1.86):

⟨r cosϕ⟩ε,L =
me p3

TKL

2π∫
0

cosϕ dϕ
(1 + ε cosϕ)3 = −

me p3

TKL
3πε

(1 − ε2)
5
2

= −
me

παL

(︃
2|ε|
me

)︃ 1
2
(︃

L2

meα

)︃3

3πε
(︃

meα
2

2|ε|L2

)︃ 5
2

= −
3αε
4|ε|

, (1.88a)

⟨r sinϕ⟩ε,L =
me p3

TKL

2π∫
0

sinϕ dϕ
(1 + ε cosϕ)3 = 0. (1.88b)

Учитывая выражение [103] для длины вектора Лапласа–Рунге–Ленца |A| = αε

и его направление от фокуса к перигелию (т.е. по оси ξ, соответствующей

направлению ϕ = 0), имеем классический аналог квантовой формулы (1.73):

⟨r⟩ε,L = −
3

4|ε|
A (1.88c)

Заметим, что усреднение методом (1.84) аналогично описанному в [104]

усреднению по эксцентрической аномалии (который несколько более удобен

для s < 0). Можно, однако, усреднить нужные нам векторы и в инвариантном

(безкоординатном) виде.

Усреднение (1.87) проводится элементарно с учётом уравнения движе-

ния (1.78) и свойства (1.85):⟨ r
r3

⟩
ε,L

= −
me

α
⟨r̈⟩ε,L = −

me

α

⟨
dṙ
dt

⟩
ε,L

= 0 (1.89)

Для усреднения радиус-вектора r (1.88) сперва выполним усреднение
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вектора Лапласа–Рунге–Ленца. С помощью (1.81) имеем:

⟨A⟩ε,L = −α
⟨ r

r

⟩
ε,L
, (1.90)

поскольку второй член в (1.81) является полной производной, и в силу свой-

ства (1.85) его усреднение равно нулю:

0 =

⟨
d
dt

[r × L]
⟩
ε,L

= ⟨[ṙ × [r × ṙ]]⟩ε,L = ⟨r(ṙ · ṙ)⟩ε,L − ⟨ṙ(r · ṙ)⟩ε,L . (1.91)

Далее рассмотрим (равное нулю) усреднение полной производной следу-

ющей величины:

0 = me

⟨
d r(r · ṙ)

dt

⟩
ε,L

= me ⟨ṙ(r · ṙ)⟩ε,L + me ⟨r(ṙ · ṙ)⟩ε,L + me ⟨r(r · r̈)⟩ε,L

= 2me ⟨r(ṙ · ṙ)⟩ε,L − α
⟨ r

r

⟩
ε,L

= 0, (1.92)

где последняя строчка получена из (1.91) и (1.78).

Теперь с помощью (1.79) проведём усреднение

ε ⟨r⟩ε,L = ⟨εr⟩ε,L =
me

2
⟨r(ṙ · ṙ)⟩ε,L − α

⟨ r
r

⟩
ε,L

= −
3
4
α
⟨ r

r

⟩
ε,L

=
3
4
⟨A⟩ε,L ,(1.93)

где последняя строчка получена с помощью (1.90) и (1.92). Результат (1.93)

эквивалентен формуле (1.88c) усреднения радиус-вектора и квантовой форму-

ле (1.73); при этом нужно иметь в виду, что для финитного движения ε = −|ε|.

Таким образом, два вида возмущения Кеплеровой задачи — потенциал

точечного диполя (1.67) и потенциал однородного поля (1.72) — существен-

но отличаются своими первыми неисчезающими поправками к кулоновским

энергиям. Оба эти возмущения пространственно-нечётны, и их средние зна-

чения равны нулю в сферических состояниях (с сохраняющимся квадратом

орбитального момента). Однако, в случае постоянного поля существуют дру-

гие (параболические) состояния (с сохраняющейся проекцией оператора Ла-

пласа–Рунге–Ленца на ось квантования), в которых среднее значение возму-
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щения (1.72) не равно нулю. Но в силу особой симметрии Кеплеровой зада-

чи (Е.36) невозможно подобрать такие состояния (с данной энергией), в кото-

рых среднее значение потенциала точечного диполя (1.67) было бы отлично

от нуля. Соответствующие этому потенциалу поправки появляются во втором,

четвёртом и вообще лишь в чётных порядках теории возмущений.

1.1.5. Обратное вращательное приближение Борна–Оппенгеймера

Второй предельный случай, в котором возможно разделение перемен-

ных в (1.21) — обратное вращательное приближение Борна–Оппенгеймера (In-

verse Rotational Born–Oppenheimer Approximation, IRBOA). Оно характеризу-

ется условием, обратным (1.22), т.е. при быстрых вращениях остова по срав-

нению с прецессией орбиты электрона; такое условие реализуется для высо-

ковозбужденных ридберговских электронных состояний, в которых электрон

находится на значительном расстоянии от остова. Поэтому в IRBOA мож-

но пренебречь перемешиванием различных вращательных состояний остова и

считать его момент J+ сохраняющимся квантовым числом. При этом в сум-

ме (1.14) остаётся лишь один член, соответствующий сохраняющемуся мо-

менту J+ [90, 91].

Разделение переменных осуществляется по аналогии с проведённым в

разделе 1.1.4.1. Подобно (1.24) полагаем ℛγ
κ+J+l(r) = RγJ+`(r)bγ

` l с не зависящи-

ми [90, 91] от r коэффициентами l-перемешивания bγ
` l, где квантовое число

` связано с константой разделения радиальной и угловых переменных рид-

берговского электрона и возникает вместо орбитального квантового числа, не

сохраняющегося в силу l-перемешивания. Таким образом для IRBOA из (1.14)

и (1.15) получаем волновую функцию вида (1.23):

ΨIRBOA = RγJ+`(r)
∑︁

l

bγ
` l

∑︁
m

CJMJ
J+MJ+ lm𝒫

J+

MJ+ , κ+(υ+,Θ)Ylm(θ, φ), (1.94)

где волновые функции остова 𝒫J+

MJ+ , κ+(Θ) определяются формулой (1.7). В вы-
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ражении (1.94), как и ранее, J+,MJ+ — полный момент остова и его z-проекция.

К числу других остовных квантовых чисел κ+ могут, например, относиться

проекция Ω+ полного момента остова в случаях (a+), (c+). Подробное опи-

сание всех случаев Хунда для остова будет дано в Главе 2. В случае (b+)

для остова характерными квантовыми числами являются остовный спин S +,

а также момент N+ остова за вычетом спина и проекция Λ+ этого момен-

та на ось молекулы. Полный набор IRBOA-квантовых чисел γ = {κ+J+J}.

Проекции MJ+ и ml полного момента остова и квазимомента ридберговско-

го электрона на лабораторную ось z по отдельности не сохраняются в IRBOA;

проекция же MJ = MJ+ + ml полного момента J молекулы на эту ось сохра-

няется. Однако молекула в целом не обладает сохраняющейся проекцией Ω

своего полного момента на молекулярную ось ζ. Это связано с тем, что не

сохраняется проекция λ орбитального момента электрона на ось ζ.

Волновые функции вида (1.94) без учёта l-перемешивания использова-

лись, например, при описании связи каналов в дипольном потенциале [105] и

вращательного автораспада дипольно-связанных анионов [106].

Умножая (1.21) слева на

⟨
κ+J+l

[J]
MJ

⃒⃒⃒⃒⃒
, с использованием (1.6) получаем

{︃
ℰ+
κ+J+ + ̂︀Tr +

l(l + 1)
2r2 −

Z
r
− ℰ

}︃
RγJ+`(r)

= RγJ+`(r)
∑︁

ll′
bγ
` lb

γ
` l′

⟨
κ+J+l

[J]
MJ

⃒⃒⃒⃒⃒
(d · r)

r3

⃒⃒⃒⃒⃒
κ+J+l′

[J]
MJ

⟩
. (1.95)

По аналогии с (1.40a) помощью (Б.30), можно получить рекуррентное

соотношение для коэффициентов (1.94) l-перемешивания bγ
` l:

B−l bγ
` l−1 + B+

l+1bγ
` l+1 =

(︁
η`γ − l+l−

)︁
bγ
` l; l± = l + 1

2 ±
1
2 , (1.96a)

B±l± = −d Ω+

√︀
l2± − (J − J+)2

√︀
(J + J+ + 1)2 − l2±

2J+(J+ + 1)
√︀

4l2± − 1
. (1.96b)

Коэффициенты Клебша–Гордана в (1.15) определяют возможные значе-



55

ния l в (1.94) и (1.96b):

J − J+ ≤ l ≤ J + J+, (1.97)

Этим же условием (1.97) обеспечивается положительность подкоренных вы-

ражений в числителе (1.96b). В силу соотношения (1.97) задача (1.96) является

конечномерной задачей на собственные значения трёхдиагональной матрицы.

Для применения к ней результатов Приложения Г следует полагать

d = d, Q±l = B±l , an,l = bγ
` l, γl = l(l + 1), h` = η`γ,

αl = βl = Ω+

√︀
l2 − (J − J+)2

√︀
(J + J+ + 1)2 − l2

4J+(J+ + 1)
√

4l2 − 1
. (1.98)

Входящий в (1.96b), (1.98) параметр

Ω+ =
∑︁

Λ+′,Σ+′

(Λ+′ + Σ+′)
[︀
Pκ+(Σ+′,Λ+′)

]︀2 (1.99)

есть проекция полного момента остова, усреднённая по состоянию, отвечаю-

щему набору κ+ остовных квантовых чисел. В разделе 1.1.2 показано, что в

случаях Хунда (a+) и (c+) для остова имеем Ω+ = Ω+, а набор квантовых чисел

остова κ+ = {Ω+} включает только проекцию остовного момента на молекуляр-

ную ось. В случае (b+) для остова имеем κ+ = {Λ+,N+, S +} и

Ω+ = Λ+X
(︀
J+,N+, S +)︀ ; (1.100)

X (x, y, z) =
x(x + 1) + y(y + 1) − z(z + 1)

2y(y + 1)
. (1.101)

Легко видеть, что в случае S + = 0 это выражение переходит в Ω+ = Λ+,

т.е. в ζ-проекцию остовного момента за вычетом спина. Этот результат легко

предвидеть, поскольку при S + = 0 случай (b+) переходит в (a+), причём N+ =

J+, Λ+ = Ω+.

Радиальные функции в IRBOA определяются теми же выражениями (1.60),

что и в RBOA (раздел 1.1.4.3); при этом квазиорбитальное число ˜̀ = ˜̀(d, γ) в

IRBOA зависит от набора IRBOA-квантовых чисел γ,
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Теория возмущений для собственных значений и квазиорбитальных кван-

товых чисел в IRBOA строится в соответствии с формулами (Г.56) и (Г.53b),

где надо положить |λ| = J − J+. По аналогии с (1.65) имеем с учётом (1.46)

и (1.98):

η`γ(d) = `(` + 1) + 2d2∆(2)η`γ, (1.102a)

˜̀(d, γ) = ` +
2d2∆(2)η`γ

2` + 1
, (1.102b)

∆(2)η`γ = 2d2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣(︀1 − δl,0δJ,J+

)︀α2
l

l
−

α2
l+1

(l + 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
⎛⎜⎜⎜⎜⎝ dΩ+

2J(J + 1)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠2 l(l + 1)
(︀
l2 + l − 1 + l21 + l22

)︀
− 3l21l22

l(l + 1)(2l − 1)(2l + 3)
+ O(d4), ` > 0

−
1
3

(dΩ+)2

J(J + 1)
+ O(d4), ` = J − J+ = 0;

(1.102c)

l1 = J − J+

l2 = J + J+ + 1

Дипольный квантовый дефект определяется формулой (1.63), в которой

следует использовать IRBOA-квазиорбитальное число ˜̀ = ˜̀(d, γ), например,

из (1.102b). Приведём по аналогии с (1.64) выражения [54] для квантовых

дефектов, соответствующих мультипольным взаимодействиям в (1.1):

µ
quad
`γ

=
2QZ

⟨︀
P2

⟩︀
`γ

`(` + 1)(2` + 1)
, ` > 0 (1.103a)

µ
pol
`γ

=
4Z2[︀3(︀n*nr`λ

)︀2
− `(` + 1)

]︀
`(` + 1)(4`2 − 1)(2` + 1)

[︃
1
2
α0 + α2

⟨︀
P2

⟩︀
`γ

]︃
, ` >

1
2

(1.103b)

⟨︀
P2

⟩︀
`γ =

J+(J+ + 1) − 3Ω+2

(2` − 1)(2` + 3)
3X(X − 1) − 4`(` + 1)J+(J+ + 1)

J+(J+ + 1)(2J+ − 1)(2J+ + 3)
X = `(` + 1) + J+(J+ + 1) − J(J + 1),

Ω+2 =
∑︁

Λ+′,Σ+′

(Λ+′ + Σ+′)2[︀Pκ+(Σ+′,Λ+′)
]︀2

Более подробно IRBOA-состояния изучены в работах [107, 108].
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1.2. Общий формализм функции Грина уравнения Уиттекера

в приближении квантового дефекта

1.2.1. Обзор формул, связывающих квантовый дефект с фазовым

сдвигом (СФКД)

Теория квантового дефекта (QDT) является одним из самых эффектив-

ных полуэмпирических методов в атомной и молекулярной физике. Основан-

ный на информации о спектре εn элементарных возбуждений, этот подход

даёт хорошие оценки для некулоновской части фаз рассеяния δl(ε) (где l —

квантовое число орбитального углового момента), для связанно–связанных и

связанно–свободных матричных элементов (например, сил осцилляторов и се-

чений фотоионизации), а также для более сложных одноканальных атомных

параметров, таких как поляризуемости, гиперполяризуемости и сечения про-

чих многофтонных процессов, определяемых высшими порядками теории воз-

мущений. Разработанные в настоящее время многоканальные модификации

QDT являются эффективным инструментарием для анализа сложных спек-

тров и столкновительных процессов, особенно в молекулярных приложениях.

Поскольку QDT имеет довольно долгую историю, в данных вступительных

замечаниях мы рассмотрим лишь те аспекты, которые непосредственно свя-

заны с соотношением между квантовыми дефектами и фазовыми сдвигами

(здесь и далее для краткости называемым СФКД) и особенно с тем фактом,

что квантовый дефект является комплекснозначной функцией при надпорого-

вых энергиях.

После того, как кулоноподобное приближение было впервые примене-

но к систематическому расчёту сил осцилляторов в неводородоподобных ато-

мах [109], следующий важный шаг в развитии теории был сделан Ситоном [110,

111] и Хэмом [112], которые рассмотерли квантовый дефект µl(ε) как функцию
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энергии, значения которой при ε = εn определяются разностью между экспе-

риментальными одноэлектронными энергиями εn и “чисто-кулоновскими” их

значениями, т.е.

µl(εn) = n − Zν(εn), (1.104)

где Z — заряд остаточного атомного иона (остова), n и ν(ε) = 1/
√
−2ε — со-

ответственно главное и “эфективное” квантовые числа для серии уровней с

орбитальным угловым моментом l. Указанные авторы проанализировали неко-

торые общие свойства µl(ε), что позволило выйти за рамки кулоноподобного

приближения и создать QDT. Известная формула Ситона [110]

ctg δl = ctg πµl, (1.105)

выражающая связь между µ(ε) и δ(ε) в околопороговой области континуума

заложила базис для многих приложений QDT к расчётам сечений фотоиониза-

ции и фаз рассеяния (см., например, [113] и [87]). Несколько позже Ситон [111]

предложил расширенную форму этого соотношения (k =
√

2ε):

ctg δl = (1 − exp(−2πZ/k)) ctg πµl, (1.106)

которая, как предполагалось, должна была обладать более широкой областью

применимости при ε > 0. Основной целью Ситона было выражение δl(ε) че-

рез функцию µl(ε), экстраполированную в континуум из области связанных

состояний ε < 0, поэтому обе функции ctg δl и ctg πµl в (1.106) считались ве-

щественными для ε > 0. Позже формула (1.106) была получена вn [114] с

использованием теории эффективного радиуса для околопороговых энергий.

Более точная форма СФКД для перехода от положительных энергий ε к

отрицательным впервые была получена Норманом [115], который указал на

неточность ситоновского вывода выражения (1.106). Норман также использо-

вал теории эффективного радиуса, но оперировал с фундаментальными соот-

ношениями этой теории при положительных и отрицательных энергиях более
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аккуратно, чем в работе [114]. Приведём соотношение Нормана [115] в форме,

аналогичной (1.106):

ctg δl(ε > 0) −→ (1 − exp(i2πZν)) ctg πµl(ε < 0) (1.107)

где стрелка показывает аналитическое продолжение ctg δl в область энергий

ε ≡ −1/2ν2 < 0. Рассматривая соотношение (1.107) как равенство с ν = i/k

в правой части, мы видим, что получаемое уравнение отличается от (1.106)

последним членом в правой части (1.107); этот член является чисто мнимым

при положительных ε (или, что эквивалентно, при ν = i/k). Таким образом,

рассматривая (1.107) как равенство с ε > 0 в обеих его частях и выписы-

вая лишь его вещественную часть, получаем следующую уточнённую форму

соотношения (1.106):

ctg δl(ε > 0) = (1 − exp(−2πZ/k)) Re[ctg πµl(ε > 0)].

Таким образом, этот результат Нормана (хотя и не упомянутый явно в [115]),

показывает, что для точного аналитического СФКД необходимо считать δ и

µ комплексными функциями пот отрицательных и положительных энергиях

соответственно. Ситон ранее (см. первую сноску на стр. 509 в [111]) замечал,

что µ(ε) становится комплексной при положительных энергиях, если исполь-

зовать результаты Хэма [112], однако это замечание не получило дальнейшего

развития. Соответствующая комплексность фазы δl(ε) при ε < 0 не является

неожиданной, т.к. следует из хорошо известного в теории рассеяния соотно-

шения для энергий дискретного спектра

ctg δl(ε)→ i для ε→ εn, (1.108)

определяющего полюсы S -матрицы, соответствующие связанным состояни-

ям (это соотношение (1.108) также следует из асимптотических граничных

условий на волновые функции дискретного спектра [116]). С использованием
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опредления (1.104) квантового дефекта, соотношение (1.107) при ε = εn непо-

средственно сводится к (1.108), в отличие от соотношения (1.106). Отметим,

что для комбинированного кулоновского + короткодействующего потенциала

замена (1.108) при переходе от континуума к связанным энергиям впервые

была использована Ландау и Смородинским [116].

Соотношение (1.107) важно и необходимо для правильных аналитиче-

ских преобразований с участием функций µ(ε) и δ(ε). Оно позволяет получить

в рамках QDT функцию Грина (QDT-ФГ) оптического (валентного) электро-

на в случае целых l [117]. Такая функция Грина (ФГ) удобна для вычисле-

ния радиальных дипольных матричных элементов в высоких порядках теории

возмущений, например в многофотонных расчётах. С использованием интер-

поляционной процедуры определения (вещественных) функций µl(ε) при эне-

гриях ниже порога в интервале εn < ε < εn+1, such an такой подход поз-

воляет делать расчёты сечений многофотонных процессов для простейших

атомов [36, 118] с точностью, сравнимой с точностью расчётов по модели

Бейтса–Дамгаард [109]. Важным преимуществом QDT по сравнению с мето-

дами ab initio состоит в том, чт орезонансная структура сечений совпадает с

экспериментальными резонансами в силу использования экспериментальных

данных для εn. Отметим также использованиеe QDT-ФГ в столкновительных

задачах [119].

В более общей форме QDT была построена в работах [120, 121]. Кроме

нерялитивистской кулоновой задачи там рассматривались также случаи сво-

бодного электрона и электрона в дипольном потенциале. Однако, авторы этих

работ ставили в основном задачу определения подходящего набора парамет-

ров (“QDT-параметров”), описывающих влияние остова на волновые функции

состояний дискретного и непрерывного спектра без анализа СФКД. Более то-

го, эти авторы “. . . пренебрегли ситоновской поправкой между δ и πµ при

ε > 0” (см. стр. 1498 в работе [120]). Вывод результатов, касающихся об-
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щей формы QDT, наиболее подробно дан в работе [121] на основе определе-

ния функций Йоста, специальным образом введённого для случая сингуляр-

ных потенциалов. В этой работе рассматриваются шесть QDT-параметров как

вещественные функции энергии и углового момента; в последующей рабо-

те [122] были приведены формулы связи между этими параметрами. Далее,

для обобщения формализма функции Йоста на случай сингулярных потенци-

алов, в работе [121] были использованы разные представления для базисных

функций QDT для областей выше и ниже порога, которые были получены с

использованием нестандартных асимптотических разложений для вырожден-

ных гипергеометрических функций [см., например, формулы (З.3) и (З.4) для

регулярного (в начале координат) решения]. По этой причине, даже если не

пренебрегать ситоновской поправкой между δ и πµ, не вполне ясно, ка́к, ис-

пользуя функции из [121], установить правильное соотношение между δ и µ в

области энергий выше и ниже порога (см. подробности в приложении З).

QDT-ФГ строилась в работе [120] на основе регулярного и нерегуляр-

ного решений уравннеия Шрёдингера. Представляется, однако, что авторы не

предполагали использовать эту ФГ для расчёта матричных элементов высоко-

го порядка или сечений многофотонных процессов, и поэтому они работали

с т.н. регулярной (или “гладкой”) ФГ (введённой в работе Фано [123]), ко-

торая не содержит полюсов. Она представляет интерес для многоканальных

приложений, особенно для ридберговских атомов и молекул (подробнее о та-

ких приложениях см., например, [124–127]). Следует заметить, что волновые

функции дискретного и непрерывного спектра в работах [120, 121] строились

без помощи ФГ, но путём непосредственного анализа решений радиального

уравнения Шрёдингера для дискретного и непрерывного спектра; поэтому все

результаты [120, 121] не зависят от явного вида СФКД. Более того, для рас-

сматриваемых в [120] задач, использующих уравнение Шрёдингера с нецелым

орбитальным параметром l, соотношение между µ и δ к тому времени ещё не



62

было установлено, поскольку формула Нормана (1.107) справедлива лишь для

целых l.

Релятивистское обобщение QDT для одноэлектронных задач, описыва-

емых уравнением Дирака, было рассмотрено в работах [128] и [129]. Зили-

тис [128] показал, что соотношение Ситона (1.105) выполняется вблизи по-

рога и в релятивистском случае. Он отметил, что Ситон вывел более общее

выражение, (1.106), но был “склонен. . . согласиться с Норманом [115], что

это более общее выражение неверно”. В то же время Джонсон и Ченг [129]

пытались обобщить формулу Ситона (1.106) на релятивистский случай, ос-

новываясь на работах [110–112]. В формуле (34) работы [129] определяет-

ся аналитическая функция ℬ, которая является вещественной ниже порога и

комплексной выше порога. Однако, при аналитическом продолжении функции

β(ε) (см. формулу (37) в работе [129]) в надпороговую область удерживалась

лишь вещественная часть ℬ, которая, как очевидно, неаналитична. Вследствие

этого Джонсон и Чэнг [129] получили следующее СФКД:

ctg δq(ε̄) =
[︁
1 − cos(2πq)ei2πZν̄

]︁
ctg πµq(ε̄) − sin(2πq)ei2πZν̄. (1.109)

Здесь ε̄ = E/mec2, E — полная релятивистская энергия, q — релятивистский

параметр (его явный вид см. в разделе 1.2.4.3), который в нерелятивистском

пределе сводится к орбитальному квантовому числу l электрона, а не завися-

щий от энергии параметр ν̄ определяется как

ν̄ ≡ αε̄/
√

1 − ε̄ 2,

что в нерелятивистском пределе сводится к главному квантовому числу 1/
√
−2ε (ср. (1.104)). Как легко видеть, в нерелятивистском пределе выраже-

ние (1.109) совпадает с более общей формулой Ситона (1.106), но не с пра-

вильной формулой Нормана (1.107). В частности, (1.109) не удовлетворяет

соотношению (1.108) для энергий дискретных состояний.
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Впоследствии релятивистский случай рассматривался Зилитисом [130],

а также Голдбергером и Праттом [131]. Однако Зилитис лишь отмечает ре-

зультат Джонсона и Чэнга [129] без обсуждения, в то время как Голдбергер

и Пратт выводят этот результат. Чэнг также приводит QDT-анализ уравне-

ния Дирака [132] на основе идей обобщенной QDT [120], [121], однако без

упоминания СФКД. Корректное выражение для этого соотношения в реля-

тивистском случае (без вывода и детального обсуждения) была приведена в

работе [133]. Это выражение является исправленным вариантом (1.109), сов-

падает с (1.107) в нерелятивистском случае и даёт (1.108) для связанных со-

стояний. Оно использовалось в [133] для вывода одноэлектронной функции

Грина в релятивисткой QDT тем же методом, что использовался ы нереляти-

вистском случае [117]. Вывод аналогичного корректного соотношения между

фазами и квантовыми дефектами дан в работе [53] со ссылкой на результат,

представленный в работе [133].

Таким образом, из вышеизложенного следует, что, хотя СФКД являет-

ся одной из фундаменатльных формул в QDT, это соотношение нуждается

в дополнительном исследовании. Во многих ключевых работах по QDT это

СФКД представлено в недостаточно корректной форме, а в тех немногих ста-

тьях, где представлен правильный аналитический результат, он либо выведен

для некоторого частного случая, либо представлен без вывода. Так, коррект-

ный нерелятивистский результат (1.107) был получен в [115] на основе теории

эффективного радиуса для отталкивательного Кулоновского потенциала с по-

следующей заменой (1.112). Поскольку теория эффективного радиуса обосно-

вана лишь для припороговых областей энергий, желательно дополнительное

независимое исследование соотношения (1.107). Кроме того, необходимо (на-

пример, для рассматриваемых в разделе 1.1 электронных состояний в диполь-

кулоновском потенциале) корректное обобщение этого результата на случай

нецелого орбитального числа. Наконец, необходим детальный вывод коррект-
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ного аналога соотношения (1.109) для релятивистского случая (такой аналог

приведен в [133] без вывода).

Используемый в данном разделе подход, в котором квантовый дефект µ(ε)

и фазовый сдвиг δ(ε) считаются комплексными функциями ε, может показать-

ся неестественным. Во избежание недоразумения следует отметить, что в тех

областях, в которых эти функции всегда считались вещественными (т.е. µ для

энергий ε < 0 ниже порога и δ для энергий ε > 0 выше порога) они являются

таковыми и в рамках данного подхода. Важность одной из основных из задач

данного раздела — дать аналитически корректное СФКД путем обобщения µ и

δ на комплексные значения — состоит, говоря словами классиков, в том, “что

переход к комплексным значениям переменных имеет своей целью закончен-

ность выводов и удобство формулировок”, а также “в том, что такое изучение

раскрывает нам общие свойства функций” [134, cc. 330–331]. C прагматиче-

ской точки зрения можно было бы поставить вопрос: а каков практический

эффект от того чтобы считать µ(ε) и δ(ε) комплекснозначными функциями?

Хотя точное соотношение между δ и µ (СФКД) позволяет дать улучшенную

формулу Ситона (1.106) для ε > 0 и q = l, не следует ожидать значительного

улучшения качества экстраполяции δ и µ. Тем не менее, использование по-

лученных в данном разделе точных аналитических соотношений (1.136) для

аналитического продолжения µ(ε) и δ(ε) на над- и подпороговые области мо-

жет иметь важные приложения для теоретического анализа. Например, на его

основе в данном разделе строится аналитическое представление для функции

Грина (1.147), которое имеет единую форму для энергий выше и ниже по-

рога и является справедливым как для целых, так и для нецелых значений

орбитального квантового числа q.
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1.2.2. Соотношение между фазовым сдвигом δ и квантовым дефектом µ

(СФКД) в QDT-анализе уравнения Уиттекера

1.2.2.1. Фундаментальные системы решений уравнения Уиттекера

Рассмотрим уравнение, получаемое из обычного уравнения Уиттекера

добавлением короткодействующего потенциала u(z)

̂︀Lu[ f ] ≡
{︃

d2

dz2 −
1
4

+
Zν
z

+
1/4 − (q + 1/2)2

z2 + u(z)
}︃

f (z) = 0. (1.110)

Здесь предполагается, что q имеет фиксированное (вещественное) значение, а

ν считается комплексным параметром. Константа Z > 0 зависит от конкретно-

го физического приложения (например, является зарядом ядра). Вещественная

радиальная переменная r связана с безразмерной переменной z соотношением

z =
2r
ν
, 0 ≤ r < ∞. (1.111)

Короткодействующий потенциал u(z) удовлетворяет следующим условиям: u(z) ∼

O(r−1) при r → 0 и u(z) = 0 при r ≥ rc. Явная форма u не играет роли,

предполагается лишь, что добавление этого короткодействующего потенциа-

ла не меняет характерные свойства соответствующей “невозмущенной” зада-

чи Штурма–Лиувилля ̂︀L0[ f ] = 0. Именно, будем считать, что непрерывный

спектр задачи (1.110) соответствует чисто мнимым значениям спектрального

параметра ν, т.е.

ν = i/k, k > 0; (1.112)

а дискретный спектр соответствует следующим собственным значениям ν:

ν = νnq, n = 0, 1, 2, . . . ; νnq → +∞ при n→ ∞. (1.113)

Отметим, что в физических приложениях n является аналогом радиаль-

ного квантового числа nr и для невозмущённого (соответствующего u = 0)
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квазикулоновского (по терминологии раздела Е) потенциала имеем следую-

щий “невозмущённый” спектр:

ν0
nq =

1
Z

(n + q + 1). (1.114)

Приведём известные результаты для решений (1.110) при u ≡ 0, т. е.,

результаты для кулоновской задачи с нецелым l = q, необходимые для даль-

нейшего. В невозмущенном случае u ≡ 0 уравнение (1.110) становится стан-

дартным уравнением Уиттекера, которое имеет следующую хорошо извест-

ную пару решений (см., например, [135], [136]):

MZν,q+ 1
2
(z) и WZν,q+ 1

2
(z), (1.115)

которые являются линейно независимыми при всех q (т.е. образуют фунда-

ментальную систему решений). Для удобства в данном разделе будем исполь-

зовать следующие модифицированные функции Уиттекера:

ℳ+(z) =
MZν,q+ 1

2
(z)

Γ(2q + 2)
= eiπZν

(︁
𝒲−(z) − e−iπq𝒲+(z)

)︁
, (1.116)

ℳ−(z) =
MZν,−q− 1

2
(z)

Γ(−2q)
, (1.117)

𝒲±(z) =
W±Zν,q+ 1

2
(±z)

Γ(1 + q ± Zν)
, (1.118)

где полагаем −z = eiπz and Im z ≤ 0.

Над порогом, т. е., при ν = i/k, удобно пользоваться другой фундамен-

тальную систему решений: fλ(k, r) и gλ(k, r). Определим их как

ℳ+ ↔
2e−iπ(1+q)/2e−

πZ
2k⃒⃒⃒

Γ(1 + q + iZ
k )

⃒⃒⃒ fλ(k, r),

𝒲± ↔
e∓iπ(1+q)/2e

πZ
2k⃒⃒⃒

Γ(1 + q + iZ
k )

⃒⃒⃒ (︁fλ(k, r) ± igλ(k, r)
)︁
, (1.119)

где ↔ обозначает замену ν ↔ i/k. С использованием известных асимптотик
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функций Уиттекера [135], [136],

WZν,q+ 1
2
(z) ∼ zZνe−z/2, W−Zν,q+ 1

2
(−z) ∼ (−z)−Zνez/2, (1.120)

можно получить следующие асимптотики для fλ, gλ при r → ∞:

fλ(k, r) ∼ sin ∆q(r), gλ(k, r) ∼ cos ∆q(r), (1.121)

выражающиеся через кулоновскую фазу ∆q(r) = kr + Z
k ln 2kr − πq

2 +σq, и куло-

новский фазовый сдвиг σq = arg Γ
(︁
1 + q − iZ

k

)︁
.

Вместо фундаментальных систем (ℳ+,𝒲+) и 𝒲± в QDT часто исполь-

зуется другая фундаментальная система, которая (с точностью до постоянного

множителя) обозначается как y1,2 в [137], как y(κ,±q, z) в [87] и как yR,I в [129].

В данном разделе эти решения обозначаются как fλ(z) и f−λ−1(z). Приведём их

выражения в базисах (ℳ+,𝒲+),𝒲± и (fλ, gλ):

fλ = νq+1ℳ+,

f−λ−1 = ν−qℳ−

= −νq+1𝒜(ν, q)
𝒲+ sin 2πq +ℳ+ sin π(q + Zν)

sin π(Zν − q)
(1.122)

= νq+1𝒜(ν, q)eiπZν
[︃
eiπq𝒲+ −

sin π(Zν + q)
sin π(Zν − q)

𝒲−

]︃
(1.123)

↔ 2ikq e−iπq−iσqe−
πZ
2k

Γ
(︁
−q + iZ

k

)︁ fλ (︁e− 2πZ
k − cos 2πq

)︁
− gλ sin 2πq

e−2πiq− 2πZ
k − 1

. (1.124)

Следуя обозначениям Ситона, введем здесь множитель

𝒜(ν, q) =
Γ(1 + q + Zν)
ν2q+1Γ(Zν − q)

.

Заметим, что при малых r функции fλ и f−λ−1 не зависят от энергии:

fλ(z→ 0)→
(2r)q+1

Γ(2q + 2)
.

Отличие между базисами (1.115) и (fλ, f−λ−1) состоит в том, что для

нецелых значений 2q, последняя пара функций аналитична по ν в некото-

рой окрестности безконечности (или, что эквивалентно, функции fλ и f−λ−1
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аналитичны по ν−1 в окрестности нуля). При целых 2q = 2l функцию f−λ−1

можно определить в пределе q → l, однако в результате получится функция,

неаналитичная по ν. Надлежащая фундаментальная система для этого случая

рассмотрена в [111, 112]; в явном виде она приведена в приложении Ж.

1.2.2.2. Вещественные значения ν: квантовый дефект как функция ν

Возвращаясь к уравнению (1.110), рассмотрим его регулярное (при z →

0) решение f reg
λ (ν; z), которое является целой аналитической функцией во всей

комплексной плоскости ν за исключением точки ν = 0. Существование та-

кого решения гарантируется общей теорией дифференциальных уравнений и

обсуждалось, например, в работе [112]. Это решение не известно в области

остова (r < rc), но для r > rc оно является суперпозицией линейно независи-

мых целых функций fλ и f−λ−1. Заметим, что величина 2q предполагается неце-

лой; в противном случае вместо f−λ−1 нужно работать с другой аналитической

функцией. Решения в случае целых 2q здесь не рассматриваются, поскольку

конечные результаты (для СФКД и ФГ) будут применимы для всех 2q, в т.ч.

целых.

При r > rc запишем искомое решение в виде

f reg
λ (ν; z) = fλ(z) − βqf−λ−1(z). (1.125)

Оно содержит неизвестную функцию βq(ν), которая должна быть целой анали-

тической функцией для всех ν , 0, поскольку функции fλ и f−λ−1 аналитичны.

Будем анализировать функцию βq с помощью соображений, аналогичных ис-

пользуемым в работах [112, 129]. Собственные функции, соответствующие

дискретным собственным значениям (1.113), должны удовлетворять гранич-

ному условию

f reg
λ (ν = νnq; z→ +∞)→ 0. (1.126)
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Из уравнений (1.116), (1.120) и (1.123) легко видеть, что решение (1.125) со-

держит как экспоненциально убывающие, так и экспоненциально растущие

члены. Поскольку условие (1.126) требует, чтобы последние исчезали при

ν = νnq, коэффициент βq можно определить в точках дискретного спектра

следующим образом:

β−1
q (νnq) = ν

−2q−1
nq

Γ
(︀
1 + q − Zνnq

)︀
Γ
(︀
− q − Zνnq

)︀ = 𝒜(νnq, q)
sin π

(︀
q + Zνnq

)︀
sin π

(︀
q − Zνnq

)︀ , (1.127)

где использована формула отражения (Е.25) для Γ-функции при получении

последнего члена в (1.127).

Теперь введём функцию квантового дефекта µq(ν), определяемую по-

средством

µq(νnq) ≡ µnq = Z(ν0
nq − νnq) = n + q + 1 − Zνnq (1.128)

на точках дискретного спектра (1.113). С учетом (1.128) можно убрать Zνnq из

аргументов синусов в (1.127), что приведёт к

β−1
q (νnq) = 𝒜(νnq, q)

(︀
ctg πµnq sin 2πq − cos 2πq

)︀
. (1.129)

Поскольку βq(ν) аналитична и µq(ν) определена на подмножестве νnq с точкой

сгущения [cf. (1.113)], можно считать, что формула (1.129) определяет анали-

тическую функцию βq(ν) для всех ν , 0. В этом случае аналитическая функция

βq(ν) параметризуется с помощью другой функции, ctg πµq(ν). Действительно,

βq(ν) не имеет точки ветвления в бесконечности, поскольку 𝒜 в (1.129) имеет

следующую асимптотику при |ν| → ∞ (| arg ν| < π):

Z−2q−1𝒜(ν, q) ∼ 1 −
q(1 + q)(1 + 2q)

6(Zν)2 + O
(︁
ν−4

)︁
, (1.130)

что следует из асимптотических выражений для Γ-функций [138]. Более того,

можно показать, что это асимптотическое разложение содержит только четные

степени ν, так что β и ctg πµ аналитичны по ε в окрестности порога. Очевидно,

пороговое значение βq(+∞) связано простым образом с ctg πµq(+∞).
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Подставляя (1.129) с νnq = ν и µnq = µq(ν) в (1.125) и используя некоторые

свойства функций Уиттекера [135]), перепишем (1.125) через µq(ν) и базисные

пары (ℳ+,𝒲+) и𝒲±:

f reg
λ (ν; z) =

νq+1 sin 2πq
sin π(2q − µq)

ℳ+(z) sin π(µq + Zν − q) + sin πµq𝒲
+(z)

sin π(Zν − q)
(1.131)

=
νq+1 sin 2πq

sin π(2q − µq)

[︃
eiπZν𝒲−(z)

sin π(µq + Zν − q)
sin π(Zν − q)

− eiπ(µq+Zν−q)𝒲+(z)
]︃
.

Заметим, что при вещественных ν первое из этих тождеств явно содержит

лишь вещественные функции.

1.2.2.3. Мнимые значения ν: фаза рассеяния как функция ν

Для непрерывного спектра (1.112) предпочтительна иная параметриза-

ция функции βq(ν = i/k). Как хорошо известно, влияние короткодействующего

потенциала приводит к дополнительному фазовому сдвигу δq фаз рассеяния,

входящих в волновые функции непрерывного спектра, асимптотики которых

принимают вид (cf. (1.121))

f reg
λ (ν = i/k; z→ −i∞) ∝ sin(∆q(r) + δq(ν)). (1.132)

По этой причине удобно выразить βq(ν) через фазу δq(ν). Чтобы записать та-

кую параметризацию, можно использовать формулы (1.116), (1.120) и (1.123)

для получения асимптотик функций fλ и f−λ−1 для z → −i∞. Подставляя эти

асимптотики в (1.125) и сравнивая результат с (1.132), получаем выражение

βq(ν) через фазу δq(ν):

β−1
q (ν = i/k) = 𝒜(i/k, q)

1 − exp
(︁
−2πZ

k − iπq
)︁

ctg δq(i/k) sin 2πq − cos 2πq + exp(−2πZ/k)
. (1.133)

Это соотношение требует некоторых объяснений. Действительно, (1.133)

было получено выше для Re ν = 0, Im ν > 0. Однако, βq(ν) аналитична везде в
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плоскости ν за исключением точки ν = 0; правую часть уравнения (1.133) мож-

но рассматривать как аналитическое продолжение βq(ν) для остальных ν с по-

мощью функции ctg δq(ν). Но в силу аналитичности βq(ν) правая часть (1.133)

не имеет явно аналитического вида вблизи порога |ν| → ∞, поскольку содер-

жит экспоненты exp(2πiZν), имеющие существенные особенности на беско-

нечности. Поэтому для аналитичности β при ν = ∞ эти существенные особен-

ности должны быть скомпенсированы существенными особенностями функ-

ции ctg δq(ν) вблизи порога. Известно [139], что для нецелых q и сингулярных

потенциалов S q(k)-матрица имеет существенную особенность при k = 0, но не

точку ветвления, как в случае гладких потенциалов. Однако не известно де-

тального анализа этой проблемы, аналогичного теории эффективного радиуса

для кулоновского потенциала и целых q. Поэтому, возможно, формулу (1.133)

можно рассматривать как стартовую точку для такого анализа. Очевидно, что

пороговое значение β(ν) единственно и может быть получено как предельный

случай формулы (1.133) для ν → +i∞ вдоль положительной мнимой полуоси

(с учётом разложения (1.130)):

β−1
q (+∞) = Z2q+1

(︁
ctg δq(+i∞) sin 2πq − cos 2πq

)︁
. (1.134)

Продолжая формулу (1.133) на подпороговые значения ν, можно рассмат-

ривать её на точках дискретного спектра (1.113). Поскольку матрица рассея-

ния S q(ν) имеет в этих точках полюсы, полагаем ctg δq = i [cf. (1.108)], по-

средством чего (1.133) сводится непосредственно к последнему тождеству в

(1.127) содержащему отношение синусов. Таким образом, используя парамет-

ризацию (1.128) и формулу (1.129) можно получить, используя лишь регуляр-

ное решение (1.125) для состояний непрерывного спектра. Используя форму-

лы (1.119), (1.124) и (1.133), можно записать это решение в виде

f reg
λ (ν = i/k; z) =

2k−q−1e−
πZ
2k⃒⃒⃒

Γ(1 + q + iZ
k )

⃒⃒⃒ fλ(k, r) ctg δq + gλ(k, r)
ctg δq − ctg 2πq + cosec 2πq exp(−2πZ/k)

.

(1.135)
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Аналогично первому уравнению в (1.131), здесь явным образом видна веще-

ственность f reg
λ при чисто мнимых ν.

1.2.2.4. Соотношение между δq и µq (СФКД)

Каждое из двух соотношений: (1.129) (с νnq → ν, µnq → µq(ν)) и (1.133)

определяет одну и ту же аналитическую функцию βq(ν) в плоскости ν. Помимо

неизвестных параметров δ и µ эти соотношения содержат простые аналити-

ческие функции, и, следовательно, эти формулы могут рассматриваться как

соотношение между квантовым дефектом µq и фазой рассеяния δq (СФКД). В

частности, это соотношение позволяет:

(i) выразить фазу через квантовый дефект для вещественных ν (т.е. там, где

фаза с физической точки зрения не определена);

(ii) выразить квантовый дефект через фазу для мнимых ν (т.е. там, где кван-

товый дефект не имеет физического смысла).

Сравнение (1.129) с (1.133) приводит к следующему соотношению экви-

валентности:

ctg δq(ν) sin 2πq − cos 2πq + exp(i2πZν)
1 − exp[i2π(Zν − q)]

↔ ctg πµq(ν) sin 2πq − cos 2πq.

Наконец, из этой эквивалентности получаем следующие фундаментальные со-

отношения между δq µq (СФКД):

ctg δq(ν) −→
[︁
1 − ei2π(Zν−q)

]︁
ctg πµq(ν) − iei2π(Zν−q) для вещественных ν,

(1.136)

ctg πµq(ν) −→
ctg δq(ν) + iei2π(Zν−q)

1 − ei2π(Zν−q) для мнимых ν.

Эти соотношения позволяют восстановить фазу рассеяния за пределами об-

ласти мнимых ν, в которой она физически определена. Такое восстановление
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возможно, если квантовый дефект известен в области вещественных ν. Как от-

мечалось в разделе 1.2.1, при продолжении в эту область фаза рассеяния ста-

новится комплексной. И наоборот, функция µq(ν) становится комплексной для

мнимых ν. В точках дискретного спектра ν→ νnq первое соотношение (1.136)

[с учётом (1.128)] удовлетворяет требуемому для этих точек условию (1.108).

Хотя fλ(z) и f−λ−1(z) линейно независимы при целых q, соотношения (1.136)

не имеют особенностей при целых значениях q = l, и поэтому могут исполь-

зоваться также и при целых q из соображений непрерывности. Подстановка

q = l в (1.136) приводит к результату Нормана (1.107), который здесь полу-

чается без ограничений на значения ν. Когда последние близки к порогу, т.е.

при iν → −∞, второе соотношение (1.136) переходит в припороговую форму-

лу Ситона (1.105). Заметим, что этот результат таже немедленно получается

из сравнения (1.134) с пороговым значением (1.129).

СФКД (1.136) позволяет выразить все необходимые функции в единой

форме как для надпороговых, так и подпороговых энергий: например, выра-

жения (1.135) и (1.131) переходят друг в друга при замене ν ↔ i/k, если δ и

µ связаны соотношением (1.136). Из-за важности этого ключевого для QDT

соотношения, в приложении Ж приводится альтернативный (и менее подроб-

ный) его вывод с использованием других фундаментальных решений вместо

fλ and f−λ−1.

1.2.2.5. Расширенное соотношение Ситона между δl и µl

Если интерпретировать первое СФКД в (1.136) как равенство при ν = i/k,

получется

ctg δq =
[︁
1 − ei2π(iZ/k−q)

]︁
ctg πµq − iei2π(iZ/k−q), (1.137)
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где µq комплексно, поскольку ν чисто мнимо. Запишем комплексный кванто-

вый дефект µq в алгебраической форме:

µq ≡ µr + iµi, (1.138)

и будем считать везде в этом разделе q = l целым, опуская для простоты

индекс l в правой части (1.138). Подставляя (1.138) в (1.137) и записывая

вещественную и мнимую части (1.137) в виде двух вещественных уравнений,

после небольших преобразований получаем:

ctg δ =

[︁
1 − e−2πZ/k

]︁
ctg πµr

1 + (sh πµi/sin πµr)2 , (1.139)

th πµi =
(th πµi)2 + (sin πµr/coshπµi)2

1 − e2πZ/k . (1.140)

Уравнения (1.139) и (1.140) позволяют получить улучшенную формулу для

соотношения δ и µ, в которой теперь будем считать, что µ имеет как веще-

ственную, так и мнимую части, µr и µi. Для дискретного спектра µ ≡ µr и

можно ожидать, что экстраполяция через порог ε = 0 будет гладкой. При ε = 0

имеем µi = 0, поэтому можно считать µi малым при малых k. Поэтому можно

использовать (1.140), чтобы для малых µi получить

th πµi ≈ sh πµi ≈
(sin πµr)2

1 − e2πZ/k ≈ −(sin πµr)2e−2πZ/k. (1.141)

Подстановка этого уравнения в (1.139) даёт расширенную версию формулы

Ситона (1.106), которая включает только вещественную часть квантового де-

фекта:

ctg δ ≈
[︁
1 − e−2πZ/k − (sin πµr)2e−4πZ/k

]︁
ctg πµr. (1.142)

Видно, что формула (1.142) отличается от формулы. (1.106) Ситона множи-

телем, включающим квадрат экспоненты exp (−2πZ/k); следовательно форму-

ла (1.142) включает поправку второго порядка к пороговой формуле Сито-

на (1.105), в то время как формула (1.106) включает лишь поправку первого
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порядка к (1.105). Конечно, вдали от порога, когда µi может не быть малой

величиной, для нахождения δ как функции µ следует использовать точные

формулы (1.139) и (1.140). Вблизи порога расширенное СФКД едва ли может

дать значительное улучшение точности расчёта фазового сдвига. Например,

в таблице 1.1 дано сравнение результатов данной работы с расчётами Сито-

на [140] и видно, что для приведенного там значения кинетической энергии
1
2k2 = 0.915 а. е. результаты, рассчитанные по формулам (1.142, 1.139, 1.140)

весьма близки к расчётам по улучшенной формуле Ситона (1.106).

Таблица 1.1. Фазовый сдвиг δ(k2), рассчитанный с помощью соотношения δ–µ для рассеяния

электрона на гелии He+(1s) k2s, 3S

Результаты Ситона Данная работа
1
2k2 а. е. πµ(k2) (1.106) (1.142) (1.139, 1.140)

0.915 0.7010 [140] 0.7057709 0.7057901 0.7057903

1.2.3. Функция Грина в QDT (QDT-ФГ) и волновые функции связанных

состояний

1.2.3.1. ФГ в чисто кулоновском поле (КФГ)

Одним из важнейших теоретических приложений СФКД (1.136) является

построение функции Грина (ФГ) “обобщённого” уравнения Уиттекера (1.110)

в рамках QDT. Будем для краткости называть такую функцию Грина QDT-ФГ,

в отличие от “чисто кулоновской” ФГ невозмущённого уравнения Уиттекера,

которую будем обозначать КФГ. Последнюю определим, как это принято в

физических приложениях (см., например, [37, 141]), т.е. с асимптотикой ухо-

дящей сферической волны при ν = i/k:

̂︀L0[g0q(ν; z, z′)] = −νδ(z − z′). (1.143)



76

Используя вронскиан w[W,ℳ+] функций (1.115) и обозначения из (1.116), за-

пишем решение (1.143) в стандартном для теории задач Штурма–Лиувилля

виде:

g
0
q(ν; z, z′) = ν

ℳ+(z<)W(z>)
w[W,ℳ+]

= νΓ(1 + q − Zν)ℳ+(z<)WZν,q+ 1
2
(z>). (1.144)

Здесь z> = (2/ν) max(r, r′), z< = (2/ν) min(r, r′). Относительно граничных усло-

вий, которым удовлетворяет g0q, отметим, что ℳ+(z) регулярна при z = 0, а

W(z) имеет требуемое поведение при z → ∞, (см. ниже формулу 1.150 и об-

суждение).

Хорошо известно, что КФГ содержит всю необходимую информацию о

решениях задаче Штурма–Лиувилля для оператора ̂︀L0 и разлагается по соб-

ственным функциям этой задачи (т.н. спектральное разложение). Именно, по-

люсы КФГ определяют дискретный спектр (1.114) оператора ̂︀L0 с точкой сгу-

щения в бесконечности. В надпороговой области (1.144) с помощью форму-

лы (1.119) сводится к виду:

g
0
q(i/k; r, r′) =

2i fλ(k, r<)
k

[︁
fλ(k, r>) − igλ(k, r>)

]︁
(1.145)

∼
2 sin ∆q(r<)

k
ei∆q(r>) при r, r′ → ∞. (1.146)

1.2.3.2. Функция Грина для возмущенного уравнения Уиттекера

(QDT-ФГ)

Из-за короткодействующего характера u(z) = 0 очевидно, что ФГ gq(ν; z, z′)

оператора ̂︀Lu (которую и будем называть QDT-ФГ) в области r, r′ > rc (в ко-

торой u(z) = 0) удовлетворяет тому же уравнению (1.143), которому удовле-

творяет и “невозмущенная” КФГ g0q(ν; z, z′) при всех r, r′ ≥ 0. Общее решение

уравнения (1.143) в области rc ≤ r, r′ < ∞ может быть записано через функции



77

Уиттекера (1.115) и (1.116) следующим образом:

gq(ν; z, z′) = νΓ(1 + q − Zν)ℳ+(z<)WZν,q+ 1
2
(z>) + AνWZν,q+ 1

2
(z)WZν,q+ 1

2
(z′)

= g
0
q(ν; z, z) + AνWZν,q+ 1

2
(z)WZν,q+ 1

2
(z′). (1.147)

Второй член в правой части этого уравнения есть частное решение неодно-

родного уравнения (1.143); для вещественных z, z′ это решение регулярно в

рассматриваемой области rc ≤ r, r′ < ∞. Поскольку ФГдолжна быть регулярна

при r, r′ → ∞, она не может содержать частного решения, пропорционально-

го произведению двух функций ℳ+. Не зависящий от r множитель A зави-

сит от ν и q и определяется короткодействующим потенциалом u(z) остова. В

принципе, множитель A можно вычислить путём сшивания на границе остова

значений gq внутри остова с выражением (1.147), справедливым за предела-

ми остова. В частности, для невозмущённого случая (1.147) справедливо для

всех r, поэтому условие ограниченности при r → 0 даёт A = 0. Поскольку

QDT-ФГ при u(z) , 0 неизвестна в области r, r′ < rc, будем вычислять A при

u(z) , 0 с использованием асимптотической формы (1.147) для мнимых ν. За-

метим, что асимптотическое выражение (1.146) остаётся справедливым и для

u(z) , 0, если ввести в него фазовый сдвиг δq (cf. (1.132):

gq(i/k; r, r′) ∼
2 sin

[︀
∆q(r<) + δq

]︀
k

ei
[︀
∆q(r>)+δq

]︀
при r, r′ → ∞. (1.148)

Поэтому для мнимых ν можно выразить A через фазу рассеяния. Подставляя

асимптотики (1.120) в (1.147) с учётом (1.116) и сравнивая результат с (1.148),

находим

A = −
[︁
e2iδq − 1

]︁
exp[2iσq + iπ(Zν − q)]. (1.149)

При известной фазе δq формулы (1.147) и (1.149) определяют QDT-ФГ

для непрерывного спектра (т.е. для мнимых ν). С использованием (1.119) мож-

но записать ФГ в более компактной форме:

gq(i/k; r, r′) =
2ieiδq

k

[︁
fλ(k, r<) cos δq + gλ(k, r<) sin δq

]︁[︀
fλ(k, r>) − igλ(k, r>)

]︀
(1.150)
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1.2.3.3. Волновые функции в QDT

Как очевидно из (1.121), формула (1.150) непосредственно приводит к

асимптотике (1.148). Как и в невозмущённом случае, мнимая часть QDT-ФГ

приводит к следующему выражению для волновой функции непрерывного

спектра:

fkq(r) =

√︂
2
πk

(︁
fλ(k, r) cos δq + gλ(k, r) sin δq

)︁
. (1.151)

Чтобы провести аналитическое продолжение выражения (1.149) для A на

вещественную ось ν, используем СФКД, полученное в разделе 1.2.2.4. Подста-

новка (1.136) в (1.149) даёт

A =
Γ(1 + q − Zν)
Γ(1 + q + Zν)

sin πµq

sin π(µq + Zν − q)
. (1.152)

Таким образом, QDT-ФГ для дискретного спектра даётся формулами (1.147)

и (1.152).

Простой анализ показывает, что при µq → 0 вышеприведенные выраже-

ния (1.147) и (1.150) для QDT-ФГ совпадают с формулами (1.144) и (1.145)

для “невозмущённой” КФГ. При этом QDT-ФГ имеет полюсы, определяемые

условием (1.128), т.е. эти полюсы определяются из заранее известных (напри-

мер, из экспериментальных данных) энергий дискретных уровней. Как и в

возмущенном случае, вычеты в этих полюсах

−
1
ν3 Res

ν=νnq
gq(ν; z, z′) = fnq(r) fnq(r′),

равны произведению волновых функций связанных состояний fnq(r). Вычис-

ляя вычет, получаем

fnq(r) = C−1/2
nq (−1)nWZνnq,q+ 1

2

(︃
2r
νnq

)︃
, (1.153a)

где нормировочный множитель Cnq, даваемый формулой

Cnq = Zν2
nq

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 +
1
Z
∂µq(ν)
∂ν

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒
ν=νnq

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ Γ(Zνnq − q)Γ(1 + q + Zνnq), (1.153b)
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совпадает с общепринятой для волновых функций QDT нормировкой, полу-

ченной, например, в [87] из других соображений. Представляется, однако,

что способ получения волновых функций связанных состояний через выче-

ты функции Грина является более прямолинейным.

1.2.3.4. Разложения QDT-ФГ на регулярную и полюсную части

Очевидно, что QDT-ФГ не должна иметь полюсов, соответствующих “невоз-

мущенным” собственным значениям (1.114). Яснее всего этот факт можно

продемонстрировать, если переписать (1.147) и (1.152) в виде

gq(ν; z, z′) = −
πν ctg π(µq + Zν − q)

Γ(Zν − q)Γ(1 + q + Zν)
WZν,q+ 1

2
(z)WZν,q+ 1

2
(z′) + g(s)

q (ν; z, z′), (1.154)

где

g
(s)
q (ν; z, z′) = νeiπZνWZν,q+ 1

2
(z>)W−Zν,q+ 1

2
(−z<)− iπν

WZν,q+ 1
2
(z)WZν,q+ 1

2
(z′)

Γ(Zν − q)Γ(1 + q + Zν)
. (1.155)

Все полюсы gq в положительных ν содержатся в котангенсе, т.е. в первом,

“резонансном” (или полюсном) члене в (1.154), который симметричен по z,

z′. Поэтому “невозмущенные” полюсы не возникают при µq , 0. Член g(s)
q (ν)

в (1.154) не содержит никаких полюсов в комплексной плоскости ν с раз-

резом вдоль отрицательной полуоси, поэтому выражение (1.154) можно рас-

сматривать как явную форму “гладкой” (регулярной) QDT-ФГ упомянутой

в работе [120], где приводится обсуждение различных форм “гладких” ФГ,

удобных для многоканальных приложений, выраженных через разложения по

волновым функциям как дискретного, так и непрерывного спектра. Формула

же (1.155) дает замкнутое выражение без каких-либо разложений.

Важно, что вся зависимость gq от µq содержится в котангенсе в полюсном

члене в (1.154). Поэтому при µq = 0 формула (1.154) даёт выражение для раз-

ложения “невозмущённой” КФГ на полюсную и регулярную части. Отметим,
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что последняя может быть также записана в другой форме, имеющей явно

вещественный вид при вещественных ν:

g
(s)
q (ν; z, z′) = νΓ(1 + q− Zν)

[︀
ℳ+(z<) + cos π(Zν − q)𝒲+(z<)

]︀
WZν,q+ 1

2
(z>). (1.156)

Хотя g(s)
q (ν; z, z′) — регулярная функция ν, её представление (1.155) при ν = ν0

nq

даёт неопределённость типа 0·∞. Численные значения g(s)
q в этих точках можно

найти либо непосредственным вычислением предельного перехода ν → ν0
nq,

либо выражая g(s)
q (ν0

nq) через входящие в (1.155) функции 𝒲±, которые при

ν = ν0
nq z = zn = 2r/ν0

nq упрощаются следующим образом:

g
(s)
q (ν0

nq; zn, z′n) = ν0
nqn!(znz′n)q+1e−(zn+z′n)/2L2q+1

n (z>,n)
{︃
−

iπ
Γ(n + 2q + 2)

L2q+1
n (z<,n)

+ ez<,ne2πiqU(n + 2q + 2, 2q + 2;−z<,n)
}︂
,

где Lαn — обобщённые полиномы Лагерра, а U — вырожденная гипергеометри-

ческая функция второго рода [135].

Разложение на регулярную и полюсную части для “невозмущённой” КФГ g0q,

некоторым образом похожее на (1.154), было получено в работе [124]. Исправ-

ляя имеющуюся в этой работе опечатку, перепишем результат через функции

данного раздела:

g
0
q(ν; z, z′) = −πν

Γ(1 + q + Zν)
Γ(−q + Zν)

ℳ+(z)ℳ+(z′) ctg π(Zν − q)

−πν
ℳ+(z<)
sin 2πq

[︃
cos 2πq

Γ(1 + q + Zν)
Γ(−q + Zν)

ℳZν,q+ 1
2
(z>) +ℳZν,−q− 1

2
(z>)

]︃
= −π𝒜(ν, q)fλ(z)fλ(z′) ctg π(Zν − q) + πfλ(z<)𝒴β(ν, q; z>), (1.157)

где𝒴β(z) определяется уравнением (Ж.2) Приложения Ж. Поскольку эта функ-

ция определена с точностью до произвольной регулярной функции ν, это опре-

деление является альтернативным к вышеприведенному (1.154) с µq = 0. Раз-

личие между этими определениями состоит в том, что (1.154) — аналитиче-

ская функция ν, а (1.157) — неаналитическая. Более точно, функция (1.157)
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аналитична лишь при нецелых значениях 2q; в противном случае следует ис-

пользовать другое “полюсно–регулярное” разложение .

1.2.3.5. Другие представления QDT-ФГ

Следует отметить, что в области дискретного спектра QDT-ФГ может

быть получена в форме, аналогичной (1.144), если взять f reg
λ в качестве регу-

лярного решения и W в качестве нерегулярного:

gq(ν; z, z′) = ν
f reg
λ (z<)WZν,q+ 1

2
(z>)

w[WZν,q+ 1
2
, f reg
λ ]

. (1.158)

Вычисляя вронскиан w с учётом (1.131), легко получить тот же результат, что

даётся в (1.150) для мнимых ν и в (1.147) и (1.152) для вещественных ν. Та-

ким путём QDT-ФГ строилась в работе [120]. Однако в отличие от от выраже-

ния (1.144), содержащего известные функции и имеющего одну и ту же форму

для всех (мнимых и вещественных) ν, для прямого продолжения gq(ν), данного

в (1.158) для ν, на область непрерывного спектра требуется СФКД (1.136). Те

же соображения справедливы и для продолжения выражений (1.147), (1.149)

и (1.150) на область вещественных ν domain.

Рассмотренные здесь ситуации представляют простые примеры исполь-

зования (1.136): они позволяют избегать рутинных вычислений. Действитель-

но, альтернативой является получение отдельных выражений для решений в

области положительных и отрицательных энергий со внимательным просле-

живанием аналитического продолжения между ними.

Важную роль в теории ФГ играют интегральные представления. Одно из

них было дано для “невозмущённой” КФГ (1.144) в [141]. Результат содержит

интеграл от функции Бесселя мнимого аргумента I2q+1

(︁√
zz′ sh x

)︁
[37]. Исполь-

зуя известное интегральное представление для произведения двух функций

Уиттекера 𝒲+ [142, Eq. 6.669(3)], выпишем здесь аналогичное интегральное
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представление для регулярной ФГ:

g
(s)
q (ν; z, z′) = ν

√
zz′

1∫
0

dt
t−Zν− 1

2

1 − t
exp

[︃
−

1
2

(z + z′)
1 + t
1 − t

]︃
(1.159)

×

[︃
I2q+1

(︃ √
zz′t

1 − t

)︃
−

2
π

sin π(Zν + q) cos π(Zν − q)K2q+1

(︃ √
zz′t

1 − t

)︃]︃
,

где K2q+1(x) — функция МакДональда. Используя свойства функций Бесселя и

МакДональда, легко показать, что регулярная ФГ (1.159) не имеет особенно-

стей в чисто-кулоновских полюсах ν = ν0
nq = (n + q + 1)/Z.

1.2.4. Частные случаи уравнения Уиттекера и трёхмерные функции

Грина в физических приложениях

В этом приложении конкретизируется физический смысл параметров Z,

q, ν, µq в некоторых физических задачах, для которых соответствующие функ-

ции Грина (QDT-ФГ) и соотношения δ – µ (СФКД) могут быть получены как

предельные случаи общих результатов разделов 1.2.2.4 и 1.2.3.

1.2.4.1. Нерелятивистский электрон в водородоподобном атоме или ионе

Уравнение Шрёдингера для электрона в кулоновском потенциале Z/r,

возмущённом короткодействующим потенциалом V (r), в атомных единицах

имеет вид

̂︀HΨ = εΨ, (1.160a)̂︀H = −
1
2
∇2 −

Z
r

+ V (r)

= −
1

2r2

∂

∂r

(︃
r2 ∂

∂r

)︃
+

̂︀l2

2r2 −
Z
r

+ V (r) (1.160b)

В случае сферически симметричного возмущающего потенциала V (r) в

решениях уравнения Шрёдингера (1.160a) зависимость от угловых перемен-
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ных (θ, φ) отделяется в виде сферических функций:

Ψ(r) =
1
r

P
(︃
2r
ν

)︃
Ylm(θ, φ). (1.161)

Выбор (1.111) аргумента z =
2r
ν

радиальной функции в (1.161) связан с тем,

что действие оператора (1.160b) на функции (1.161) сводится к

̂︀HΨ = Ylm
̂︀HlP, (1.162a)(︁̂︀Hl − ε

)︁
P = −

2
rν2

∂2P
∂z2 +

[︃
l(l + 1)

2r2 −
Z
r2 −

ε

r
+ V (r)

]︃
P

= −
4

zν3
̂︀Lu[P], (1.162b)

где ̂︀Lu — оператор возмущенного уравнения Уиттекера 1.110, соответствую-

щий возмущению u(z) = −1
4zν3V

(︁
1
2zν

)︁
.

Таким образом, радиальное уравнение Шрёдингера для электрона в ку-

лоновском + короткодействующем потенциале сводится к уравнению (1.110),

в котором

∙ q = l — (целое) орбитальное квантовое число;

∙ Z — заряд атомного (или ионного) остова;

∙ ν выражается через энергию ε (в атомных единицах) как ν = 1/
√
−2ε.

∙ Уровни энергии: εnl = −
Z2

2(n + l + 1 − µnl)2 .

Трехмерную функцию Грина для оператора (1.160b), соответствующую

виртуальной энергии электрона ε, будем определять согласно [42]:(︁̂︀H − ε)︁G(ε; r, r′) = δ(r − r′), r, r′ > rc. (1.163)

Разлагая ФГ и дельта-функцию по сферическим функциям:

G(ε; r, r′) =
∑︁
lm

gl(ε; r, r′)Ylm

(︂ r
r

)︂
Y*lm

(︃
r′

r′

)︃
, (1.164a)

δ(r − r′) =
1

rr′
δ(r − r′)

∑︁
lm

Ylm

(︂ r
r

)︂
Y*lm

(︃
r′

r′

)︃
(1.164b)
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получим уравнение для радиальной QDT-ФГ gl(ε; r, r′):(︁̂︀Hl − ε
)︁

gl(ε; r, r′) =
1

rr′
δ(r − r′). (1.165)

Вводя замену

gl(ε; r, r′) =
1

rr′
gl(ν; z, z′), z =

2r
ν
, ε = −

1
2ν2 (1.166)

и пользуясь свойством дельта-функции δ

(︃
2
ν

(r − r′)
)︃

=
ν

2
δ(r − r′), легко видеть,

что в области, где V (r) = 0 уравнение (1.165) для введённой в (1.166) функ-

ции gl(ε; z, z′) сводится к уравнению (1.143).

QDT-ФГ для нерелятивистской кулоновской задачи впервые была по-

строена в работе [117] в форме (1.147)–(1.152), но с целым q = l (и мно-

жителем
1

rr′
).

1.2.4.2. Ридберговский электрон в диполь–кулоновском потенциале

Как показано в разделе 1.1, ридберговские состояния в полярных моле-

кулах могут быть описаны уравнением Шрёдингера для электрона в потен-

циале, представленном суммой потенциала точечного диполя и кулоновского

потенциала. Рассмотрим связь этой задачи с общим формализмом уравнения

Уиттекера и QDT-ФГ для случая RBOA-приближения.

Уравнение Шрёдингера для электрона в диполь-кулоновском потенциале

−
Z
r
−

(d · r)
r3 , возмущённом короткодействующим потенциалом V (r), в атомных

единицах имеет вид

̂︀HΨ = εΨ, (1.167a)̂︀H = −
1
2
∇2 −

Z
r
−

(d · r)
r3 + V (r) =

= −
1

2r2

∂

∂r

(︃
r2 ∂

∂r

)︃
+

̂︀l2 − 2d cosϑ
2r2 −

Z
r

+ V (r) (1.167b)
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В RBOA-приближении в решениях уравнения Шрёдингера (1.167a) зави-

симость от угловых переменных (θ, φ) отделяется в виде диполь-сферических

функций (1.28):

Ψ(r) =
1
r

P
(︃
2r
ν

)︃
𝒵`m(ϑ, ϕ). (1.168)

Как и в предыдущем разделе (1.2.4.1), действие оператора (1.167b) на функ-

ции (1.168) сводится к

̂︀HΨ = 𝒵`m̂︀H`P, (1.169a)(︁̂︀H` − ε
)︁

P = −
2

rν2

∂2P
∂z2 +

[︃
η`m
2r2 −

Z
r2 −

ε

r
+ V (r)

]︃
P (1.169b)

где η`m = ˜̀( ˜̀+1) — константа разделения переменных в RBOA-случае, см. (1.57).

Таким образом, радиальное уравнение Шрёдингера для электрона в ди-

поль-кулоновском + короткодействующем потенциале сводится к уравнению

Уиттекера (1.110), в котором

∙ q = ˜̀(`,m, d) зависит от проекции m орбитального момента ` электрона

на направление дипольного момента d. Будучи нецелым аналогом атом-

ного орбитального квантового числа, квазиорбитальное квантовое число

˜̀ = q принимает значения, нумеруемые целым ` так, что q→ ` в сфери-

чески симметричном случае нулевого дипольного момента d → 0.

∙ Z — заряд молекулярного (или ионного) остова.

∙ ν связано с энергией ε посредством ν = 1/
√
−2ε.

∙ Уровни энергии: εnq = −
Z2

2[n + q(`,m, d) + 1 − µshort
nq ]2

.

Подчеркнём, что в модели ридберговского электрона в диполь-кулоновском

потенциале под квантовым дефектом понимается именно короткодействую-

щая его часть µshort, обусловленная поправкой V (r) к дипольно-кулоновскому
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потенциалу. Дипольная же часть квантового дефекта в данной модели вы-

числяется точно и определяется дробной частью эффективного главного (и

квазиорбитального) квантового числа (1.63).

Трехмерная функцию Грина для оператора (1.167b), соответствующая

виртуальной энергии электрона ε, определяется уравнением (1.163) преды-

дущего раздела (1.2.4.1).

Разлагая ФГ и дельта-функцию по диполь-сферическим функциям:

G(ε; r, r′) =
∑︁
`m

g`(ε; r, r′)𝒵`m

(︂ r
r

)︂
𝒵*`m

(︃
r′

r′

)︃
, (1.170a)

δ(r − r′) =
1

rr′
δ(r − r′)

∑︁
`m

𝒵`m

(︃
r′

r′

)︃
𝒵*`m

(︃
r′

r′

)︃
(1.170b)

получим уравнение для радиальной QDT-ФГ g`(ε; r, r′):(︁̂︀H` − ε
)︁

g`(ε; r, r′) =
1

rr′
δ(r − r′). (1.171)

Связь с общим формализмом, т.е. с QDT-ФГ gq(ν; z, z′), даётся формулой (1.166)

предыдущего раздела (1.2.4.1).

QDT-ФГ для радиального уравнения Шрёдингера с диполь–кулоновским

потенциалом обсуждалась в работе [121, 143], и использовалась в атомных

расчётах (см., например, [144]). Полная трёхмерная QDT-ФГ для электрона в

диполь–кулоновском потенциале была построена в работе [53].

1.2.4.3. Релятивистский электрон в водородоподобном атоме или ионе

В области r > rc квадрированное уравнение Дирака для электрона в ку-

лоновском + короткодействующем потенциале сводится к уравнению (1.110),

в котором

∙ ν выражается через энергию E = ε̄mec2 посредством ν = α
⧸︁√

1 − ε̄ 2 .

Здесь me — масса покоя электрона, c — скорость света, α — постоянная

тонкой структуры.
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∙ Z заменяется на ε̄𝒵, где 𝒵 — заряд атомного (или ионного) остова;

∙ q — релятивистский параметр, связанный с полным ( j) и орбитальным

(l) угловым моментом электрона: q =

√︁
( j + 1

2)2 − (α𝒵)2 + l − j − 1
2;

∙ Уровни энергии: Enq = mec2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣1 +

(︃
α𝒵

n + q + 1 − µnq

)︃2⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦−
1
2

. Здесь n совпадает

с радиальным квантовым числом nr = n для l = j − 1/2 и nr = n + 1 для

l = j + 1/2.

Полная трёхмерная QDT-ФГ для релятивистской кулоновской задачи была

впервые построена в работе [133].

1.2.5. Проблема ложных полюсов функции Грина

Квантовый дефект как аналитическая функция энергии µq(ν) теоретиче-

ски определён для всех ν посредством (1.128) на дискретном множестве с

точкой сгущения (на ν = ∞). На практике, однако, такое аналитическое про-

должение затруднительно из-за ограниченных данных о квантовых дефектах

ридберговских серий (известных лишь для ограниченного набора значений ра-

диального квантового числа n). Поэтому в QDT зачастую не рассматривается

функция µq(ν), а используются лишь её значения µq = µq(∞) на пороге, либо

функция µq(ν) рассматривается лишь вблизи порога и строится с помощью

линейной интерполяции по энергии.

Такой подход является удовлетворительным, пока виртуальная энергия ε

в аргументе QDT-ФГ g(ε; r, r′) лежит в области экспериментально известной

части атомного спектра, где всегда можно уточнить значение µq(ε) путем ин-

терполяции. Однако, при вычислении вероятностей многофотонных процес-

сов виртуальная энергия ε может отличаться от энергии начального атомного

состояния на несколько энергий фотона, что, в частности, может привести к

тому, что ε станет меньше энергии основного состояния (напомним, что в QDT
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за ноль энергии принимается порог ионизации). Для таких энергий, во-пер-

вых, функцию µq(ε) уже нельзя считать константой и даже линейной функ-

цией, а во-вторых, для установления вида этой функции необходимо знать

атомный потенциал в области r ∼
√

2ε а. е., в то время как сама идея QDT не

предполагает знания атомного потенциала внутри остова.

Подобная проблема, однако, возникает не только в случае, когда ε стано-

вится меньше энергии основного состояния. Рассмотрим выражение (1.152)

A =
Γ(1 + q − Zν)
Γ(1 + q + Zν)

sin πµq

sin π(µq + Zν − q)
. (1.172)

для коэффициента A, определяющего полюсы QDT-ФГ нулями своего знаме-

нателя sin π(µq + Zν − q).

С самого начала (раздел 1.2.2.1) формализм QDT для задачи Штурма–Ли-

увилля (1.110) строился в предположении, что добавление короткодействую-

щего потенциала u(z) не должно менять характерные свойства соответству-

ющей “невозмущенной” задачи ̂︀L0[ f ] = 0 (см. замечание перед уравнени-

ем (1.112)). Одним из таких свойств был спектр (1.113), (1.128)

Zνnq = n + q + 1 − µq(νnq), n = 0, 1, 2, . . . , (1.173)

определяемый полубесконечным (ограниченным снизу) множеством целых

радиальных квантовых чисел n = 0, 1, 2, . . . или µq(νnq) + Zνnq = q + 1, q + 2, . . ..

В то же время нетрудно видеть, что в случае µq = const полюсы ко-

эффициента A в (1.172) образуют множество (1.173), в котором радиальные

квантовые числа n ∈ Z уже не обязательно ограничены снизу. Иными сло-

вами, появляются “лишние” полюсы, соответствующие физически невозмож-

ным состояниям типа 1p, 2d и т.д.

Разумеется, если в (1.172) учесть, что функция квантового дефекта µq(ν)

не является константой, то сам вид этой функции должен обеспечивать отсут-

ствие “лишних” полюсов, как это было продемонстрировано в работе [145].
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Однако в этой работе был рассмотрен простейший модельный потенциал u(z),

для которого функция квантового дефекта µq(ν) может быть вычислена для

любых ν, чего нельзя сделать в практических атомных расчётах.

В данном разделе предлагается следующий простой рецепт устранения

“лишних” полюсов в наиболее часто встречающемся на практике случае, ко-

гда единственным выбором функции квантового дефекта µq(ν), доступным

из анализа экспериментальных данных, является µq = const. Для устране-

ния в (1.172) по крайней мере нескольких (2nf) лишних полюсов, возника-

ющих при µq + Zν − q = −nf,−nf + 1, . . . , nf + 1 (или, что эквивалентно, при

n = −nf − 1,−nf, . . . , nf) будем вместо (1.172) использовать выражение

A =
Γ(1 + q − Zν)
Γ(1 + q + Zν)

sin πµq

sin π(µq + Zν − q)
Ξq(ν)
Πq(ν)

, (1.174)

где Ξq(ν) — некая целая функция энергии, а множитель Πq(ν) состоит из про-

изведения 2nf полюсных множителей, компенсирующих “лишние” полюсы

в (1.172):

Πq(ν) = ν2nf

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣2nf−1∏︁
k=0

(k + µq + Zν − q)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
−1

(1.175)

= (−1)nfν2nf

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣nf−1∏︁
k=0

(k + nf + µq + Zν − q)(k + 1 − nf − µq − Zν + q).

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
−1

Например, в случае центральносимметричного потенциала атомов, описан-

ного в разделе 1.2.4.1, можно полагать [60] nf = q = l, а множитель (−1)nf

включить в целую функцию Ξq(ν):

Πq(ν) = ν2l

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣ l−1∏︁
k=0

(k + µq + Zν)(k + 1 − µq − Zν).

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
−1

(1.176)

Целая функция Ξq(ν) выбирается из тех соображений, чтобы в QDT-

ФГ (1.147) сокращались полюсы, соответствующие “невозмущенному квази-

кулоновскому” спектру ν0
nq (1.114). Нетрудно показать, что для этого необходи-

мо определить функцию Ξq(ν) так, чтобы на реальном спектре νnq последний
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множитель в (1.174) равнялся единице:

Ξq
(︀
νnq

)︀
= Πq

(︀
νnq

)︀
, n = 0, 1, 2, . . . (1.177)

Типичный вид функций Ξl(ε) и Πl(Z/
√
−2ε) показан на Рис. 1.2 и Рис. 1.3

для Li (Z = 1, l = 1) и Ar (Z = 1, l = 2) соответственно. Функции Ξl(ε) и

Πl(ε) совпадают при ε → 0, как это и следует из выражений (1.119). Дей-

ствительно, малое различие между Πl(ε) и Ξ(ε) для случая атомов щелочных

металлов (и значительное различие для атомов благородных газов) подтвер-

ждает тот факт, что удовлетворительные атомно-молекулярные QDT-расчёты

при µq = const возможны только для атомов и ионов с одним электроном

сверх заполненной оболочки. Приводимые далее в данной работе результаты

расчетов сил осцилляторов (глава 2) и поляризуемости (глава 4) показывают,

что область применения QDT-ФГ существенно расширяется при проведении

ее модификации по предлагаемой в данном разделе схеме.

−0.4 −0.3 −0.2 −0.1 0
E, a.u.

−8

−6

−4

−2

0

Ξp

Πp

Рис. 1.2. Функции Ξl(ε) и Πl(Z/
√
−2ε) для Li (Z = 1, l = 1).

В результате проведенной процедуры удаления лишних полюсов QDT-

волновые функции (1.153) приобретут, в силу (1.174), фактор [Ξl/Πl]1/2. Для



91

−0.6 −0.5 −0.4 −0.3 −0.2 −0.1 0
E, a.u.

−40

−20

0

20

40

60

Ξd

Πd

Рис. 1.3. Функции Ξl(ε) и Πl(Z/
√
−2ε) для Ar (Z = 1, l = 2).

дальнейшего использования выпишем эти радиальные функции с использова-

нием нормировки (1.161).

В случае центральносимметричного потенциала атомов (см. раздел 1.2.4.1)

полагаем q = l и получаем

Rnl =
(−1)n

r
C−1/2

nl WZνnq,l+ 1
2

(︃
2r
νnl

)︃
, (1.178a)

Cnl = Zν2
nl

Πl(νnl)
Ξl(νnl)

(︃
1 +

1
Z
∂µl(ν)
∂ν

⃒⃒⃒⃒⃒
ν=νnl

)︃
Γ(Zνnl − l)Γ(1 + l + Zνnl)

В случае диполь-кулоновского потенциала полярных ридберговских мо-

лекул (см. раздел 1.2.4.2) полагаем q = ˜̀ = ˜̀
`m(d) и учитываем, что спектр νnq =

νn`m зависит от квантовых чисел ` и m (проекции орбитального момента на ось

молекулы), нумерующих значения квазиорбитального числа ˜̀:

Rn`m =
(−1)n

r
C−1/2

n`m WZνnq, ˜̀`m+ 1
2

(︃
2r
νn`m

)︃
, (1.178b)

Cn`m = Zν2
n`m

Π`m(νn`m)
Ξ`m(νn`m)

(︃
1 +

1
Z
∂µ`m(ν)
∂ν

⃒⃒⃒⃒⃒
ν=νn`m

)︃
Γ(Zνn`m − ˜̀

`m)Γ(1 + ˜̀
`m + Zνn`m)

Фактор [Ξ/Π]1/2 в выражении для радиальной волновой функции (1.178)

делает ее нормировку отличной от обычно используемой в QDT [87, 109].
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Этот факт отражает фундаментальность роли функции Ξ(ε) в QDT наряду с

функцией µ(ε). Уточнение нормировки может оказаться важным при описа-

нии в рамках QDT различных эффектов взаимодействия атомов и молекул с

внешним полем, например, эффекта туннельной ионизации [146–148].

1.3. Сводка результатов первой главы

Глава 1 излагает общий формализм, который используется далее во всех

остальных главах.

Раздел 1.1 содержит изложение основной модели, используемой в теории

ротационно-ридберговских состояний полярных молекул — квантовомехани-

ческая задача о движении электрона в нецентральном поле вращающегося

молекулярного остова.

В разделе 1.1.1 даётся краткое введение в модель дальнодействующих

потенциалов и в теорию квантового дефекта, а также вводится понятие рота-

ционно-ридберговских состояний в молекулах. В разделе 1.1.2 рассматрива-

ются состояния (1.7) молекулярного остова с промежуточными типами связи

по Гунду и указываются соответствующие сохраняющиеся квантовые числа.

В разделе 1.1.3 проводится процедура разделения переменных в уравнении

Шрёдингера (1.11), описывающем ридберговскую молекулу как систему, со-

стоящую из остова и ридберговского электрона. Решение уравнение Шрёдин-

гера записывается в виде разложения (1.14) по каналам, соответствующим

различным значениям квантовых чисел остова. В дальнейшем показывается,

ка́к это общее разложение упрощается в двух предельных случаях.

Первый из вышеупомянутых случаев разделения переменных, враща-

тельное приближение Борна–Оппенгеймера (Rotational Born–Oppenheimer Ap-

proximation, RBOA), характеризуется быстрым движением электрона вокруг

медленно вращающегося остова, так что сохраняется проекция λ орбитально-
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го момента электрона на ось ζ остова. С помощью выписанных в Приложе-

нии А формул пересвязывания моментов для аксиально-симметричных систем

из общего разложения (1.14) по каналам строятся RBOA-состояния (1.26) с

сохраняющейся проекцией λ.

Вводится модифицированный оператор квадрата орбитального момента

электрона (1.30), собственные функции которого определяют угловую зависи-

мость RBOA-состояний ридберговского электрона в полярной молекуле. Тех-

ника разделения переменных осуществляется с помощью матричных элемен-

тов дипольного взаимодействия, подробно вычисляемых в Приложении Б в

различных базисах, а также с помощью и одной нестандартной формулы для

суммы коэффициентов Клебша–Гордана, выводимой в Приложении В. Пока-

зывается, что задача на собственные угловые функции и соответствующие

собственные значения эквивалентна бесконечномерной задаче на собственные

векторы и собственные значения трёхдиагональной матрицы (1.40).

Исследованию задачи на собственные векторы и собственные значения

для трёхдиагональных матриц общего вида посвящено Приложение Г. В раз-

деле Г.1 даётся общая постановка задачи и подробно выясняются условия при-

менимости теории возмущений. В разделе Г.2 выясняется условие ортонор-

мируемости решений (собственных векторов). В разделе Г.3 показывается ин-

вариантность собственных значений и устанавливается закон преобразования

собственных векторов при изменении знака недиагональной части матрицы. В

разделе Г.4 даются представления собственных значений в виде непрерывных

дробей. В разделе Г.5 развиваются два варианта (PT и PT0) теории возмуще-

ний для собственных векторов (Г.48), (Г.49) и собственных значений (Г.53),

(Г.55).

В Приложении Д результаты общего формализма приложения Г приме-

няются к построению собственных угловых функций и соответствующих соб-

ственных значений в RBOA. В разделе Д.1 строятся приближённые выраже-
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ния для собственных векторов, являющихся коэффициентами l-перемешивания

a`λ, l(d), т.е. коэффициентами разложения диполь-сферических функций RBOA

по обычным сферическим функциям (1.28), а также для собственных значе-

ний, являющихся аналогами орбитальных квантовых чисел в RBOA. В раз-

деле Д.1.1 соответствующих вариантах теории возмущений выписываются

PT-выражения (Д.8), (Д.10) и PT0-выражения (Д.12) для коэффициентов l-пе-

ремешивания. В разделе Д.1.2 для этих коэффициентов строятся асимпто-

тические выражения при l → ∞. В разделе Д.1.3 строятся выражения для

RBOA-собственных чисел по теории возмущения через гипергеометрические

функции, результаты приводятся в основном тексте в (1.56). В разделе Д.2

приводятся графики RBOA-собственных чисел η`λ(d) и собственных векто-

ров a`λ, l(d) как функций дипольного момента и индекса представления l для

различных индексов состояния `λ. Графики демонстрируют хорошее согла-

сие вышеописанных приближенных аналитических выражений с результатами

численного счёта вплоть до значений дипольного момента d = 7..10 ед. Дебая.

В разделе Д.3 приводятся графики диполь-сферических функций 𝒵`λ(ϑ, ϕ),

соответствующих различным `λ-состояниям.

Далее в разделе 1.1.4.2 вводятся диполь-сферические функции, являю-

щиеся угловыми функциями электрона в RBOA. Эти функции в дальнейшем

используются во многих разделах. Так, в главе 2 с их помощью вычисляют-

ся зеемановское расщепление [66] и силы осцилляторов для полярных моле-

кул [56, 57]; в главе 3 — фотораспад атомных анионов в сильном поле [59] и

однофотонный фотораспад дипольно-связанных молекулярных анионов [58];

в главе 4 — динамическая поляризуемость полярных молекул [69, 149].

Также вводится понятие нецелого квазиорбитального собственного чис-

ла η`λ ≡ ˜̀( ˜̀ + 1) для электрона в дипольно-кулоновском поле. При этом ве-

личина ` (индекс состояния) имеет простой смысл: это обычное (целое) ор-

битальное квантовое число, в которое переходит квазиорбитальное кванто-
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вое число в сферически симметричном пределе малого дипольного момента:

˜̀ → ` при d → 0. Поэтому можно сказать, что ` нумерует собственные

значения η`λ в порядке возрастания при фиксированных d и λ. На рисунке 1.1

приведены зависимости квазиорбитальных чисел ˜̀(d) от дипольного момента

для разных `, λ. Как видно из рисунка, по мере приближения дипольного мо-

мента к нулю квазиорбитальные числа ˜̀ приближаются к своим к предельным

значениям ` тем быстрее, чем больше `.

Далее в разделе 1.1.4.3 выписывается уравнение (1.57) на радиальные

функции RBOA; показывается, что эти функции имеют квазикулоновскую

форму (1.60); при этом роль целого орбитального квантового числа l в диполь-

кулоновском случае играет нецелое квазиорбитальное число ˜̀. Его смысл ин-

терпретируется также в терминах квантового дефекта (1.62). В первом неис-

чезающем порядке выписываются (1.64) квантовые дефекты, соответствую-

щие квадрупольному и поляризационному взаимодействию электрона с осто-

вом. Необходимые радиальные матричные элементы вычисляются в Прило-

жении Е, где даются также некоторые общие формулы для квазикулонов-

ских матричных элементов между состояниями с одинаковыми эффективны-

ми главными квантовыми числами; выводится специфическое правило отбо-

ра (Е.36), связанное с симметрией Кеплеровой задачи.

Эта симметрия проявляется в особой роли дипольного потенциала как

возмущения Кеплеровой задачи, рассмотренной в конце раздела 1.1.4.3. Имен-

но, два вида возмущения Кеплеровой задачи — потенциал точечного дипо-

ля (1.67) и потенциал однородного поля (1.72) — существенно отличаются сво-

ими первыми неисчезающими поправками к кулоновским энергиям. Оба эти

возмущения пространственно-нечётны, и их средние значения равны нулю в

сферических состояниях (с сохраняющимся квадратом орбитального момен-

та). Однако, случае постоянного поля существуют другие (параболические)

состояния (с сохраняющейся проекцией оператора Лапласа–Рунге–Ленца на
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ось квантования), в которых среднее значение возмущения (1.72) не равно

нулю. Но в силу особой симметрии Кеплеровой задачи (Е.36) невозможно

подобрать такие состояния (с данной энергией), в которых среднее значение

потенциала точечного диполя (1.67) было бы отлично от нуля. Соответствую-

щие этому потенциалу поправки появляются во втором, четвёртом и вообще

лишь в чётных порядках теории возмущений. Этот результат демонстрируется

также и в терминах классической механики.

Второй предельный случай, в котором возможно разделение перемен-

ных в (1.21) — обратное вращательное приближение Борна–Оппенгеймера (In-

verse Rotational Born–Oppenheimer Approximation, IRBOA). Оно характеризу-

ется условием, обратным (1.22), т.е. при быстрых вращениях остова по срав-

нению с прецессией орбиты электрона; такое условие реализуется для высо-

ковозбужденных ридберговских электронных состояний, в которых электрон

находится на значительном расстоянии от остова. Поэтому в IRBOA мож-

но пренебречь перемешиванием различных вращательных состояний остова и

считать его момент J+ сохраняющимся квантовым числом. Описание кванто-

вых чисел, разделение переменных, выражения для угловых функций и ква-

зиорбитальных чисел, а также квантовых дефектов в IRBOA проводится в

разделе (1.1.5).

Результаты, излагаемые в разделе 1.1, опубликованы в работах [54, 66];

текст второй из них частично использован в разделе 1.1.

В разделе 1.2 приводится общая одноканальная теория квантового де-

фекта (QDT) для абстрактного уравнения Уиттекера, содержащего короткодей-

ствующее возмущение. Основу предлагаемого подхода составляет полученное

в этом разделе соотношение между квантовыми дефектами µq и фазами рассе-

яния δq (СФКД), при этом особое внимание уделено аналитическим свойствам

этих функций как для целых, так и для нецелых значений параметра q, имею-

щего смысл (квази)орбитального квантового числа. Получены несколько пред-
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ставлений для QDT-функции Грина Gq (QDT-ФГ) в общем случае нецелых q;

QDT-ФГ “возмущённого” уравнения Уиттекера параметризуется функциями

δq(k) и µq(ν) в области непрерывного и дискретного спектра соответственно.

В разделе 1.2.1 даётся краткий исторический обзор QDT, в котором осо-

бое внимание уделяется различным формам СФКД, полученных в других ра-

ботах (например, формулы Ситона (1.105) и (1.106)) и поясняется, в чем со-

стоит неудовлетворительность этих результатов с теоретической точки зрения.

Раздел 1.2.2 содержит вывод основного соотношения между квантовыми

дефектами µq и фазами рассеяния δq (СФКД). В разделе 1.2.2.1 рассматривает-

ся абстрактное уравнение Уиттекера (1.110) на функции от радиальной пере-

менной z = 2r/ν, где 0 ≤ r < ∞, содержащее короткодействующее возмущение

u(z), которое исчезает за пределами радиуса rc и считается не сильно изменя-

ющим спектр, т.е. непрерывная часть которого соответствует положительным

энергиям ε = 1
2k2, а дискретный спектр собственных значений εnq = −1/(2ν2

nq)

получается из водородоподобного спектра с помощью квантового дефекта µq:

νnq = n + q + 1 − µq. Для удобства дальнейшего использования перечисляются

несколько фундаментальных систем (базисных пар) решений невозмущенного

уравнения Уиттекера и различные формулы перехода между ними. Некоторые

вопросы, связанные с базисными функциями вынесены в приложение Ж. В

разделе 1.2.2.2 для случая вещественных ν < 0 получено выражение (1.131)

для регулярного в начале координат решения уравнения Уиттекера через вы-

шеупомянутые базисные пары и квантовый дефект µq(ν) как функцию энер-

гии. В разделе 1.2.2.3 для вышеупомянутого регулярного решения получено

выражение (1.135) в случае чисто мнимых ν = i/k через фазу рассеяния δq(k)

как функцию энергии. В разделе 1.2.2.4 путём сопоставления полученных в

двух предыдущих разделах выражений для регулярного решения и перехода

ν ↔ i/k выводится основное СФКД (1.136), являющееся аналитически кор-

ректным обобщением формул Ситона (1.106) и (1.106). Последняя формула
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тестируется численно в разделе 1.2.2.5. Полученные соотношения показыва-

ют, что µq является комплексной функцией при надпороговых энергиях, по

аналогии с тем, что δq является комплексной при подпороговых энергиях.

На основе результатов раздела 1.2.2 в разделе 1.2.3 строится теория QDT-

функции Грина Gq(ν; z, z′) (QDT-ФГ). В разделе 1.2.3.1 для удобства даль-

нейшего использования приводятся выражения для “чисто-кулоновской” ФГ

(КФГ) для подпороговых (1.144) и надпороговых (1.145) значений ν. В разде-

ле 1.2.3.2 аналогичные выражения (1.147) и (1.150) выписываются для QDT-

ФГ (т.е. для случая возмущенного уравнения Уиттекера). Построенные QDT-

ФГ для подпороговых и надпороговых областей энергии аналитически перехо-

дят друг в друга при замене ν↔ i/k с использованием полученного основного

СФКД (1.136). Построенные QDT-ФГ содержат всю информацио о решени-

ях уравнения Уиттекера, в частности волновых функциях дискретного (1.153)

и непрерывного (1.151) спектра, которые строятся в разделе 1.2.3.3 наиболее

простым путём — с помощью вычетов QDT-ФГ. В разделе 1.2.3.4 даются ком-

пактные аналитические разложения (1.154)–(1.157) QDT-ФГ на регулярную и

полюсную часть, причем лишь последняя содержит информацию об экспери-

ментальных энергиях дискретных уровнях (которые являются входными дан-

ными для QDT). Приводится также новое интегральное представление (1.159)

для QDT-ФГ.

В разделе 1.2.4 конкретизируется физический смысл параметров Z, q,

ν, µq в некоторых физических задачах, для которых соответствующие функ-

ции Грина (QDT-ФГ) и соотношения δ – µ (СФКД) могут быть получены как

предельные случаи общих результатов разделов 1.2.2.4 и 1.2.3; в рассматри-

ваемых системах строятся трехмерные ФГ с помощью разложения по угло-

вым функциям и радиальным частям ФГ. В приложении З приводится более

детальное (по сравнению с разделом 1.2.1) обсуждение соответствия между

результатами раздела 1.2 и общей формой QDT, разработанной Фано с со-
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трудниками [120, 123]; анализируются причины, не позволившие им получить

корректное СФКД (1.136).

В разделе 1.2.5 даётся способ устранения нефизических полюсов QDT-

ФГ, возникающих при экстраполяции экспериментальных значений кванто-

вых дефектов. Это делается с помощью построения функций Πq(ν) и Ξq(ν),

который выбираются из тех соображений, чтобы в QDT-ФГ (1.147) сокраща-

лись полюсы, соответствующие “невозмущенному квазикулоновскому” спек-

тру. Введение этих функций позволяет модифицировать традиционную QDT

и расширить область её применения на сложные атомы и малоатомные моле-

кулы.

Результаты, излагаемые в разделе 1.2, опубликованы в работах [53, 55, 60]
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Глава 2

Ридберговские состояния в атомах и молекулах

2.1. Силы осцилляторов для переходов между

ридберговскими состояниями

Как указывалось во Введении, интерпретация экспериментальных линий

переходов между промежуточно-возбужденными ридберговскими состояния-

ми невозможна без информации о вероятностях или силах осцилляторов со-

ответствующих переходов. Современные расчёты таких матричных элементов

в атомах (см., например, работу [150] и ссылки в ней) используют мощные

ресурсоёмкие ab initio методы, которые имеют определённые ограничения.

В частности, они плохо передают поведение волновых функций возбуждён-

ных состояний, а точность вычисления с помощью этих методов энергий да-

же низковозбуждённых состояний далека от спектроскопической точности. С

другой стороны, полуэмпирические методы (например, метод квантового де-

фекта, QDT [87]) используют экспериментальные значения энергий в качестве

входных параметров, QDT-расчёты хорошо приспособлены для описания рид-

берговских состояний.

В данном разделе на основе общего формализма, введенного в Главе 1

проводится расчёт сил осцилляторов для переходов между ридберговскими

состояниями атомов и полярных молекул.
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2.1.1. Переходы в атомах

2.1.1.1. Вводные замечания. Использование сил осцилляторов для

классификации экспериментальных линий.

Спектроскопические методы играют важную роль в диагностике плаз-

мы [151–154]. Мотивацией представленных в данном разделе расчётов бы-

ла классификация ИК спектров атомов в диапазоне 800–2000 см−1, в кото-

ром лежат линии переходов между ридберговскими состояниями валентного

nl j-электрона с высоким значением орбитального момента l > 3. Трудности

такой классификации связаны с тем, что в литературе до сих пор отсутствуют

данные об энергетических уровнях таких ридберговских состояний (напри-

мер, ng- или nh-уровнях), и получение таких данных является одной из целей

данного раздела.

В отличие от высоковозбужденных ридберговских состояний (с главным

квантовым числом n > 10), переходы с низковозбужденных состояний c вы-

соким орбитальным моментом l (например, с уровней ng или nh для которых

n ≥ 5 и n ≥ 6 соответственно) возможно наблюдать только в инфракрас-

ном диапазоне. Действительно, оценки по формуле Ридберга (1.2) с n = 5, 6

(или n = 6, 7) и малыми квантовыми дефектами 0.01 дают примерное поло-

жение линий: ∼ 1340–1360 см−1 для переходов 5g–6h, а для переходов 6g–7h

∼ 806–812 см−1. Из рисунков 2.2 и 2.7 видно, что такая приблизительная оцен-

ка по формуле Ридберга, разумеется, не даёт спектроскопической точности:

для различных атомов волновые числа линий переходов 5g–6h отличаются и

могут быть близки к волновым числам других переходов, например 5 f –6g.

Таким образом, первоначальная классификация на основе формулы Рид-

берга требует уточнений, каковые могут быть сделаны, например, из сравне-

ния относительных интенсивностей линий. Поскольку данные о таких интен-

сивностях в литературе отсутствуют (вместе с данными о положении энерге-
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тических уровней, как отмечалось выше), в данной работе проведено вычис-

ление вероятностей (сил осцилляторов) всех переходов доступной для экспе-

римента ИК области спектра для нескольких атомов. Пример результата таких

расчётов дан в таблице И.1; их сравнение с экспериментальными и теорети-

ческими результатами других работ для соответствующих групп атомов даны

в разделах 2.1.1.2, 2.1.1.3 и 2.1.1.4, а ниже в этом разделе дается краткое опи-

сание используемой в данной работе методики этих расчётов.

В оптически тонкой плазме в условиях локального термодинамического

равновесия интенсивность эмиссионной спектральной линии, соответствую-

щей переходу из верхнего состояния |k⟩ в нижнее состояние |i⟩, пропорцио-

нальна вероятности Ak→i перехода [155]:

Ik→i ∼ gkAk→iωike−Ek/T , (2.1)

где Ek и gk — энергия и статистический вес верхнего уровня, ωik = (Ek −

Ei)/hbar — частота перехода, T — электронная температура. В большинстве

экспериментальных работ величина вероятности Ak→i перехода определяется

через измерение времени жизни τk верхнего уровня:

τk =
∑︁

l

A−1
k→i. (2.2)

Если можно пренебречь вероятностями всех переходов кроме перехода |k⟩ →

|i⟩, то τk = A−1
k→i. Такая ситуация имеет, например, место для резонансных

дублетов атомов с одним электроном сверх заполненных оболочек, когда |k⟩ =

|np 1
2 ,

3
2
⟩ (n = 3 для Na, n = 4 для K и Cu, n = 5 для Rb и Ag, n = 6 для Cs и Au).

Вероятности Ak→i дипольного перехода |k⟩ → |i⟩ выражаются через силы

осцилляторов по формулам [156, 157]:

fi→k =
mec2

2αh̄ω2
ik

gk

gi
Ak→i =

mecλ2
ik

8π2e2

gk

gi
Ak→i

≃ 1.50 × 10−16λ2
ik

gk

gi
Ak→i. (2.3)
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Здесь me, e — масса и заряд электрона, c — скорость света в вакууме, α =

e2

h̄c ≃ 1/137.036 — постоянная тонкой структуры, h̄ — постоянная Планка, λik =

2πc/ωik — длина волны перехода. Если не учитывать сверхтонкое расщепле-

ние, то фактор вырождения gs = 2Js + 1 определяется только полным угловым

моментом Js (s = i, k). Последнее численное выражение (2.3) предполагает,

что Ak→i измеряется в с−1, а λik — в ангстремах (Å).

При анализе относительной интенсивности удобны также т.н. силы ли-

ний

S i→k =
3h̄e2gi

2meωik
fi→k, (2.4)

поскольку, как это видно из (2.1), интенсивность линии пропорциональна ве-

личине S . Заметим, что в анализируемых в данной работе экспериментах со

временным разрешением интенсивность спектральных линий демонстрирует

зависимость от времени задержки относительно начала абляционного лазер-

ного импульса; при это максимум спектральных линий достигался для времён

задержки 3–10 мксек. Форма временного профиля линии имеет немонотон-

ный вид; возможно, что такое поведение интенсивности вызвано сложной ди-

намикой заселенностей атомных ридберговских состояний [37, 158–161].

В приводимых в данной работе расчётах считается, что переходы со-

вершает единственный (“оптический”) электрон,
⃒⃒⃒⃒
γn l

ml

s
ms

⟩
-орбиталь которого

входит в волновую функцию атома в приближении генеалогической схемы с

LS -связью [155]:⃒⃒⃒⃒(︁
2S ++1L+

)︁
nl

[︁
2S +1LJ

]︁⟩
=

∑︁
MS ML

⟨
S

MS

L
ML

⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S

MS

L
ML

⟩
, (2.5)⃒⃒⃒⃒⃒

S
MS

L
ML

⟩
=

∑︁
MS +

′M+
L
′

⟨
S +

MS +
′

s
ms

⃒⃒⃒⃒⃒
S

MS

⟩ ⟨
L+

M+
L
′

l
ml

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ L

ML

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ S +

MS +

L+

M+
L

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒n l

ml

s
ms

⟩
.

В соответствии с обозначениями, введёнными в главе 1, здесь ms — z-проекция

спина s = 1
2 электрона, S MS — полный спин атома и его z-проекция, LML —
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полный орбитальный момент атома и его z-проекция, а аналогичные обозначе-

ния с индексом “+” относятся к атомному остову. Остальные квантовые числа,

определяющие состояние электрона, обозначены через γ.

В приближении генеалогической схемы силы линий S i→k переходов вы-

ражаются следующими формулами [155]:

S i→k = (2S + 1)(2L+ + 1)Q
(︀
S LiJi; S LkJk

)︀
Q
(︀
L+liLi; L+lkLk

)︀
|D|2; (2.6)

Q
(︀
S LiJi; S LkJk

)︀
=

(2Ji + 1)(2Jk + 1)
2S + 1

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩Li Ji S

Jk Lk 1

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
2

, (2.7)

D = elmax⟨γini|r|nkγk⟩ = elmax

∞∫
0

drr2Rγini(r)Rγknk(r). (2.8)

Здесь lmax = max{li, lk}, а S , L+ — спин и орбитальный момент остова, одина-

ковые для состояний i и k (S , L+ не меняются при переходах в приближении

LS -связи).

При малых значениях тонкого расщепления уровней часто употребляют-

ся т.н. мультиплетные (т.е. усреднённые по компонентам тонкой структуры)

значения сил линий и осцилляторов [157]:

S i→k =
∑︁
Ji,Jk

S i→k (2.9a)

fi→k =
ωik

gi

∑︁
JiJk

gi

ωik
fik (2.9b)

ωik = Ek − Ei =
(︀
gk

)︀−1
∑︁

Jk

gkEk −
(︀
gi
)︀−1

∑︁
Ji

giEi (2.9c)

gi(k) =
∑︁
i(k)

(︀
2Ji(k) + 1

)︀
=

(︀
2Li(k) + 1

)︀ (︀
2S i(k) + 1

)︀
(2.9d)

Радиальные волновые функции электрона, входящие в матричный эле-

мент (2.8), вычислялись либо в приближении QDT (1.178a), описанном в раз-

делах 1.2.3 и 1.2.5, либо в квазикулоновском приближении, описанном в раз-

деле Е. Пример расчёта матричных элементов для большого числа переходов
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в атоме Au дан в Приложении И.

Представленные в данном разделе результаты расчётов сил осцилляторов

были использованы для анализа экспериментальных спектров, измеренных в

Институте физической химии им. Я. Гейровского АН Чешской Республики.

Ввиду того, что результаты этого анализа представляют собою многочислен-

ные таблицы довольно большого объёма, в дальнейших подразделах в кон-

спективной форме представлены лишь некоторые из этих результатов (подроб-

ное их описание изложено в работах [70–83]), перевод которых используется

в тексте данного раздела. Процедура извлечения значений энергий уровней из

частот наблюдаемых переходов изложена в Приложении К.

2.1.1.2. Атомы подгруппы меди

В данном подразделе кратко представлены результаты расчётов сил ос-

цилляторов атомов Au, Ag, Cu, которые были использованы для анализа экспе-

риментальных спектров [70–73]. Примеры спектров показаны на рисунке 2.2.

Интересно отметить, что в эксперименте удалось частично разрешить сверх-

тонкую структуру некоторых линий, причем для дублетной линии 5s–5p тон-

кое расщепление (около 0.3 см−1) оказывается примерно одного порядка со

сверхтонким. Это происходит из-за аномально малого тонкого расщепления

уровня 5p атома Cu I. Упомянутый дублет показан на рисунке 2.1, где явно

видна сверхтонкая структура.

В таких случаях (когда в спектрах наблюдалось несколько пиков сверх-

тонкой структуры) для нахождения параметров линии сверхтонкий мульти-

плет аппроксимировался гауссовым профилем, параметры которого (положе-

ние пика p̄, полуширина на полувысоте (FWHM) w̄ и интенсивность (площадь

Ā под аппроксимирующим профилем) вычислялись с использованием следу-
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Рис. 2.1. Линии дублета 5s 1
2
–5p 1

2 ,
3
2

в эмиссионном спектре Cu I. Компоненты сверхтонкой

структуры аппроксимированы гауссовым профилем (тонкая кривая), параметры усредненных

пиков (жирные кривые) вычислены с помощью формул (2.10).

ющей процедуры усреднения::

Ā =
∑︁

Ai; ∆Ā =
[︁∑︁

(∆Ai)2
]︁ 1

2

p̄ =
1
Ā

∑︁
piAi; ∆ p̄ =

1
Ā

[︁∑︁
(Ai∆pi)2 +

∑︁
(pi − p̄)2(∆Ai)2

]︁ 1
2

w̄ =
1
Ā

∑︁
Ai

[︀
w2

i + (p̄ − pi)2]︀ = −p̄2 +
1
Ā

∑︁
Ai(w2

i + p2
i ) (2.10)

∆w̄ =
1

2w̄

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣∑︁(︃
∂w̄2

∂wi
∆wi

)︃2

+
∑︁(︃

∂w̄2

∂pi
∆pi

)︃2

+
∑︁(︃

∂w̄2

∂Ai
∆Ai

)︃2⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
1
2

∂w̄2

∂wi
=

2Aiwi

Ā
;

∂w̄2

∂pi
=

2Ai(pi − p̄)
Ā

;
∂w̄2

∂Ai
=

(pi − p̄)2 + w2
i − w̄2

Ā
.

Здесь суммы пробегают по всем компонентам мультиплета; pi, wi и Ai —

положения пиков, полуширины и интенсивности компонент мультиплета; ∆

обозначает соответствующие погрешности. Пример такой усреднительной ап-

проксимации и показан на рисунке 2.1. Формулы 2.10 имеют ясный физи-

ческий смысл: A определяется как площадь под профилем спектральной ли-

нии, p̄ — “центр тяжести” мультиплета, w можно считать пропорциональной

среднеквадратическому отклонению профиля линии. Заметим, что последняя

величина, строго говоря, не существует для лоренцевского профиля, однако,
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например, для профиля Фойгта имеет смысл говорить о некотором средне-

квадратическом отклонении профиля, пропорциональном его полуширине.

Радиальные матричные элементы (2.8) вычислялись в квазикулоновском

приближении; при этом использовался способ выбора значения радиального

квантового числа, представленный в таблице 2.1.

Таблица 2.1. Радиальное квантовое число nr для (Nd10)nl j-состояний Cu (N = 3), Ag (N = 4) и

Au (N = 5), использованное в квазикулоновских вычислениях матричных элементов в данном

разделе

l = 0 l = 1 l = 2 l = 3 l ≥ 4

Cu n − 4 n − 4 n − 4 n − l − 1 n − l − 1

Ag n − 5 n − 5 n − 5 n − l − 1 n − l − 1

Au n − 6 n − 6 n − 5 n − 5 n − l − 1

Для того чтобы использовать квазикулоновские вычисления матричных

элементов для идентификации спектральных линий, было проведено сравне-

ние результатов этих расчётов с известными экспериментальными и теоре-

тическими результатами для различных сил осцилляторов. В качестве при-

мер такого сравнения в таблице 2.2 приведены силы осцилляторов переходов

5p → nd в атоме Ag. Сводное описание методов измерений и вычислений,

использованных в представленных в таблице 2.2 многочисленных работах см.

в [71]. Величины f , приведенные в таблице 2.2 при сравнении с эксперимен-

тальными данными (две первые строчки таблицы) получены из измеренных в

указанных работах времен жизни с помощью формул (2.2) и (2.3) с исполь-

зованием отношений вероятностей, рассчитанных в квазикулоновском при-

ближении. Хорошее согласие расчётов данной работы с результатами других

работ свидетельствует о достаточной для идентификации спектров точности

проведенных квазикулоновских расчётов вероятностей переходов.

Пример результатов вычислений вероятностей (сил осцилляторов) всех
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переходов доступной для эксперимента ИК области спектра для атома Au при-

веден в Приложении, таблица И.1. Подобные таблицы, составленные после

проверки вычислений путем сравнения с другими источниками, были исполь-

зованы для идентификации линий, верхние или нижние уровни которых не

были известны из литературы.
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2.1.1.3. Атомы щелочных металлов

Данный подраздел даёт краткое представление о результатах расчётов

сил осцилляторов атомов Li, Na, K, Rb и Cs и анализированных с их по-

мощью экспериментальных спектров [74–79]. Примеры последних спектров

показаны на рисунках 2.3, 2.5, 2.6 и 2.7. Пример результатов анализа спектров

дан в таблице 2.3, где приведены параметры эмиссионных ИК линий цезия,

наблюдаемых в эксперименте [77]: волновые числа νki, интенсивности Iki, от-

ношения сигнал/шум (SNR), полуширины (FWHM) и силы осцилляторов fik,

вычисленные методом квантового дефекта.

Таблица 2.3. Параметры эмиссионных ИК линий цезия, идентифицированных в данной рабо-

те [77]

νki

(см−1),

[77]

νki

(см−1),

NIST [173]

Iki (про-

изв. ед.)

SNR FWHM

(см−1)

Иденти-

фикация

fki

642.439(10) 2.29 × 104 2.88 0.099(37) 7p 3
2
–6d 3

2
3.13 × 10−2

685.289(8) 2.31 × 104 5.26 0.056(21) 7p 3
2
–6d 5

2
3.03 × 10−1

810.050(16) 2.99 × 104 4.24 0.105(43) 6g–7h 2.91

823.478(5) 9.23 × 104 6.95 0.072(16) 7p 1
2
–6d 3

2
3.98 × 10−1

839.938(10) 2.14 × 104 6.47 0.066(25) 5 f 5
2
–8d 3

2
2.87 × 10−1

851.739(10) 8.82 × 103 3.81 0.051(17) 5 f 7
2
–8d 5

2
3.02 × 10−1

902.367(16) 1.41 × 105 1.42 0.014(7) 7d 5
2
–5 f 7

2
1.25

923.437(11) 9.51 × 104 1.55 0.030(16) 7d 3
2
–5 f 5

2
1.33

1119.152(2) 1.12 × 104 3.52 0.081(18) 8p 3
2
–9s 1

2
4.87 × 10−1

1201.816(8) 6.84 × 103 5.35 0.083(20) 8p 1
2
–9s 1

2
4.63 × 10−1

1348.359(2) 6.21 × 103 8.85 0.043(7) 5g–6h 3.04

1381.126(3) 5.12 × 102 3.35 0.041(12) 5 f 5
2
–6g 7

2
1.13

1381.277(8) 1.52 × 103 2.38 0.038(32) 5 f 7
2
–6g 9

2
1.30
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Таблица 2.3. Продолжение таблицы 2.3

νki

(см−1),

[77]

νki

(см−1),

NIST [173]

Iki (про-

изв. ед.)

SNR FWHM

(см−1)

Иденти-

фикация

fki

1391.662(8) 4.80 × 103 4.29 0.089(26) 8s 1
2
–8p 1

2
6.55 × 10−1

1474.332(6) 9.68 × 103 6.91 0.105(19) 8s 1
2
–8p 3

2
1.32

1575.605(8) 3.28 × 103 5.58 0.067(25) 4 f 5
2
–7d 3

2
1.34 × 10−1

1596.726(7) 4.29 × 103 5.90 0.062(15) 4 f 7
2
–7d 5

2
1.40 × 10−1

1840.348(5) 1.26 × 106 4.60 0.110(18) 6d 5
2
–4 f 7

2
8.23 × 10−1

1883.397(3) 6.63 × 106 24.6 0.114(8) 6d 3
2
–4 f 5

2
8.79 × 10−1

2031.380(14) 7.08 × 104 3.71 0.105(47) 8p 3
2
–8d 5

2
2.82 × 10−1

2102.423(12) 6.15 × 104 6.12 0.099(37) 8p 1
2
–8d 3

2
2.63 × 10−1

2370.750(5) 6.58 × 103 10.5 0.037(19) 7p 3
2
–8s 1

2
3.44 × 10−1

2535.825(5) .8272(160) 5.99 × 103 3.71 0.046(8) 4 f 5
2
–5g 7

2
1.32

2536.011(2) .0113(160) 8.05 × 103 5.06 0.051(5) 4 f 7
2
–5g 9

2
1.29

2551.800(6) .8036(30) 3.35 × 103 8.75 0.066(33) 7p 1
2
–8s 1

2
3.25 × 10−1

2766.948(4) .9518(240) 1.00 × 105 12.9 0.063(2) 6p 3
2
–5d 3

2
2.11 × 10−2

2864.529(1) .5377(300) 3.52 × 105 4.29 0.092(3) 6p 3
2
–5d 5

2
2.00 × 10−1

3229.818(7) .818(30) 2.77 × 104 5.12 0.064(10) 7s 1
2
–7p 1

2
4.97 × 10−1

3320.984(1) .992(30) 2.96 × 105 9.71 0.107(4) 6p 1
2
–5d 3

2
2.46 × 10−1

3410.862(4) .868(30) 5.27 × 104 5.62 0.059(5) 7s 1
2
–7p 3

2
1.01

4122.382(5) .3801(60) 7.56 × 104 9.68 0.055(28) 7p 3
2
–7d 5

2
2.80 × 10−1

4282.499(4) .5017(90) 3.02 × 105 4.29 0.084(8) 7p 1
2
–7d 3

2
2.68 × 10−1

4339.464(10) .4733(50) 5.07 × 104 3.93 0.038(23) 6d 5
2
–5 f 7

2
5.12 × 10−2

4382.478(12) .4894(50) 1.71 × 104 3.70 0.097(40) 6d 3
2
–5 f 5

2
4.73 × 10−2

4964.280(12) .2659(50) 1.48 × 104 5.26 0.082(36) 7p 3
2
–9s 1

2
2.76 × 10−2

6803.221(5) .2186(21) 1.52 × 106 5.37 0.081(4) 6p 3
2
–7s 1

2
1.93 × 10−1
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Таблица 2.3. Продолжение таблицы 2.3

νki

(см−1),

[77]

νki

(см−1),

NIST [173]

Iki (про-

изв. ед.)

SNR FWHM

(см−1)

Иденти-

фикация

fki

7173.343(14) .3044(22) 2.93 × 104 4.01 0.068(42) 7s 1
2
–8p 1

2
9.11 × 10−3

7266.091(14) .0848(30) 4.58 × 104 3.65 0.123(54) 5d 3
2
–7p 1

2
2.15 × 10−2

7349.552(6) .5497(30) 4.56 × 104 2.80 0.056(25) 5d 5
2
–7p 3

2
2.12 × 10−2

7357.260(6) .2644(30) 6.77 × 105 3.15 0.085(12) 6p 1
2
–7s 1

2
1.79 × 10−1

Следует заметить, что в таблице 2.3 произвольные единицы для измерен-

ных интенсивностей Iki линий имеют одинаковый масштаб лишь в пределах

каждого из семи спектральных диапазонов 800–1000, 1000–1300, 1200–1600,

1600–2000, 2000–3500, 4100–5000 и 5000–7700 см−1, что связано с особен-

ностями подбора фильтров и датчиков в эксперименте. Тем не менее, даже

в пределах одного такого (например, первого) диапазона для идентификации

наблюдаемых спектральных линий по интенсивности не достаточно приве-

денных в последнем столбце значений сил осцилляторов. Действительно, са-

мую большая сила осцилляторов из указанных в таблице 2.3 линий диапазона

800–1000 см−1 соответствует линии 6g–7h, в то время как самой сильной ли-

нией этого диапазона на рисунке 2.3 является линия 7p 1
2
–6d 3

2
. Для корректной

идентификации линий следует учитывать не только силы осцилляторов пере-

ходов, но и энергии начальных уровней, с которых происходит эмиссия — см.

формулу (2.1).

В условиях описываемого эксперимента плазма создавалась путём лазер-

ной абляции металлосодержащих образцов практически в вакууме (P = 10−3

Торр), поэтому условие оптически тонкой плазмы выполняется из-за низкой

концентрации частиц. Для низких концентраций, имеющих место в типич-
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Рис. 2.2. Эмиссионные спектры Cu, Ag и Au в диапазоне 1330–1380 см−1, где самая сильная

линия (около 1345–1348 см−1) для всех металлов соответствует переходу 5g–6h.
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Рис. 2.3. Эмиссионный спектр Cs в диапазоне 800–950 см−1.

ных для данного эксперимента условиях лазерной плазмы, плохо выполняется

условие локального термодинамического равновесия [174], однако распреде-

ление Больцмана (2.1) атомных заселённостей всё ещё можно считать справед-

ливым [175], хотя входящая в него электронная температура может отличаться

от температуры атомов и ионов [174]. Поэтому, хотя интенсивности линий мо-

гут проявлять отклонение от пропорциональности вероятностям Ak→i =
gi
gk

fik

переходов, величины A (или f ) должны приближенно давать правильную ко-

личественную картину наблюдаемых относительных интенсивностей линий,

достаточную для их классификации.

Пример построенного по формуле (2.1) графика Больцмана представлен

на рисунке 2.4, где показана оценка электронной температуры плазмы ла-

зерной абляции Cs, соответствующей условиям эксперимента в спектральном

диапазоне 2000–3500 см−1. Полученная с помощью линейной аппроксимации

погрешность температуры достаточно мала, чтобы сохраняло смысл само по-

нятие температуры, а значит, и больцмановского распределения инетнсивно-
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стей (2.1). Относительно небольшой разброс точек на графике Больцмана от

аппроксимирующей прямой можно считать свидетельством того, что точность

вычисления величин A (или f ) достаточна как минимум для целей идентифи-

кации линий.

L = 9 mm; Τ = 13 Μs

T = 2250 ± 560 K

7p-8s

4f-5g

6p-5d

6d-8p

15 000 20 000 25 000 30 000

-12

-10
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-4

Ek Hcm-1L

ln
@

I k
i�
HΝ

ki
A

ki
g k
L
D

Рис. 2.4. График Больцмана плазмы лазерной абляции Cs

Интересно отметить, что при анализе описываемых экспериментов по

ИК-спектроскопии металлов удается выявлять не опубликованные ранее осо-

бенности спектров даже таких изученных атомов, как, например рубидий. Так,

в последних измерениях ИК-спектра Rb [176] приводится одна соответствую-

щая переходу 4f–5g линия 2504.093(5) см−1 без разрешения тонкой структуры.

В спектрах, анализируемых в данной работе, у этой линии ясно видно тонкое

расщепление (∼ 0.033 см−1) — см. дублет 4f 5
2
–5g 7

2
и 4f 7

2
–5g 9

2
, который хоро-

шо виден на вставке рисунка 2.5, где для сравнения представлены спектры,

измеренные при разных разрешениях. На рисунке 2.6 представлены все три

компоненты тонкой структуры триплета 4d-6p, включая самую слабую компо-

ненту 4d 3
2
–6p 3

2
(на вставке). Эта компонента не была разрешена в последних

измерениях [177] ИК-спектра Rb в данной области.

Спектры легких щелочных металлов (Li, Na, K) важны в астрофизиче-

ских исследованиях (см. подробнее в [75, 76, 78]). В условиях растущего чис-
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Рис. 2.6. Триплет 4d–6p рубидия. На вставке — слабая компонента 4d 3
2
–6p 3

2
.

ла астрономических наблюдений в ИК области представляет интерес сопо-

ставление их результатов с лабораторными измерениями ИК спектров щелоч-

ных металлов. На рисунке 2.7 дан пример такого сопоставления анализируе-

мых в данной работе спектров с недавно измеренным солнечным ИК-атласом

ACE [12]. Приведенный в данной работе анализ позволяет отклонить пред-

ложенную в ACE идентификацию 6g–8h солнечной линии 1343.699 см−1, по-

скольку она с хорошей точностью совпадает с идентифицированной (в данной

работе) в лабораторном спектре линией калия, а в спектре лазерной плазмы

магния отсутствуют линии вблизи 1343.7 см−1 [80].
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Рис. 2.7. Эмиссионные спектры K и Na в диапазоне 1340–1350 см−1 в сравнении с соответ-

ствующим участком солнечного спектра ACE [12]. Для сравнения показана α-линия Пфунда

Pfα (1341.233 см−1), соответствующая переходу между квантовыми числами n, n′ = 5, 6 ато-

марного водорода
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2.1.1.4. Атомы с более сложными спектрами

В данном подразделе приведены некоторые результаты, касающиеся рас-

чётов сил осцилляторов атомов Ca, Mg, Sr, Zn и In и их применения к анализу

экспериментальных спектров [80–83]. Примеры последних спектров показаны

на рисунках 2.8, 2.9, 2.10, 2.11, 2.12, 2.13 и 2.14.

На Рисунке 2.8 показано сравнение двух измеренных спектральных ли-

ний, соответствующих переходу 5g–6h между триплетным и синглетным уров-

нями. Тонкое расщепление для высоко возбужденных уровней обычно очень

мало и неразличимо ни в настоящих измерениях, ни в солнечном спектре

ACE-FTS [12]

В Таблице 2.4 сравниваются мультиплетные (т.е. рассчитанные по фор-

мулам (2.9)) значения сил осцилляторов f с расчетами методом модельного

потенциала из работы [178]. Хотя некоторые из QDT значений не совпадают с

работой [178], общее согласие можно считать удовлетворительным. Согласие

QDT-расчетов с другими в целом улучшается с ростом главного квантово-

го числа n, n′, как это и должно быть, учитывая, что высоковозбужденные

состояния атомов лучше описываются QDT приближением, чем низковозбуж-

денные.

Таблица 2.4. Мультиплетные значения f для некоторых 4s nl S –4s n′l′ P переходов в Ca I.

4s ns← 4s n′p

5p 6p 7p
1S – 1P 3S – 3P 1S – 1P 3S – 3P 1S – 1P 3S – 3P

6s [178] −0.4310 −0.7513 0.6041 1.802 0.1127 0.05513

QDT −0.7224 −0.7544 1.130 1.818 0.1891 0.06202

7s [178] −0.0879 −0.07423 −0.3403 −1.307 1.7170 2.268

QDT −0.0762 −0.07714 −0.3702 −1.298 2.064 2.253

8s [178] −0.0328 −0.02463 −0.0704 −9.717 −1.5708 −1.720

QDT −0.0274 −0.02621 −0.0728 −9.659 −1.858 −1.703
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Таблица 2.4. Продолжение таблицы 2.4

4s np← 4s n′d

5d 6d 7d
1S – 1P 3S – 3P 1S – 1P 3S – 3P 1S – 1P 3S – 3P

4p [178] 0.2646 0.1119 0.04527 0.04933 0.02573

QDT 0.1167 0.08476 0.04013 0.03890 0.0124 0.02185

5p [178] 0.2513 0.3018 0.1352 0.1144 0.06512

QDT 0.2262 0.2909 0.1167 0.09789 0.0551 0.04839

6p [178] 0.6437 0.2497 0.1172 0.4253 0.1253

QDT 1.101 0.2193 0.0962 0.4574 0.0861 0.1399

7p [178] −0.0012 −0.1079 −0.7102 0.2655 0.5198

QDT −0.00037 −0.009354 −0.8375 0.2359 1.799 0.5565

4s nd ← 4s n′ f

4 f 5 f p 6 f
1S – 1P 3S – 3P 1S – 1P 3S – 3P 1S – 1P 3S – 3P

5d [178] −0.1698 −0.1938 1.094 1.256 0.08856 0.1243

QDT −0.1984 −0.1816 1.347 1.295 0.1246 0.1439

6d [178] −0.00012 −6.0 × 10−5 −0.2450 −0.3646 1.084 1.335

QDT −0.00352 −6.3 × 10−5 −0.2571 −0.3616 1.216 1.371

7d [178] −0.00004 −1.3 × 10−10 −0.02086 −0.001067 −0.06076 −0.4393

QDT −0.00032 −2.2 × 10−4 −0.02938 −0.001719 −0.06599 −0.4604

В таблице 2.5 приведены значения впервые полученных энергетических

уровней Mg с высоким l. Для получения энергий g-уровней были использо-

ваны энергии синглетного f уровня из работы [181] и триплетного f уров-

ня из работы [179]. Уровень 5g был получен из четырех линий мультиплета

4 f –5g.Однако, все полученные значение структуры уровня g с разными уг-

ловыми моментами совпадают друг с другом в пределах погрешности, т.е.

невозможно утверждать, что тонкая структура g уровня различима в анализи-

руемом эксперименте. Для h уровня тонкое расщепление еще меньше, и оно
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Рис. 2.8. Переход 5g − 6h в эмиссионных спектрах Ca I и Mg I (спектроскопия лазерной

плазмы) в сравнении с солнечным спектром ACE [12].
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Таблица 2.5. Полученные значения ng и nh уровней атома Mg, учавствующих в наблюдаемых

переходах.

Эн. уровень Данная работа Другие работы

5g 1G4 57262.764(8) }︃
57262.77 [179], 57262.760 [180]

5g 3G3 57262.762(8)

5g 3G4 57262.761(5)

5g 3G5 57262.761(7)

6g 58610.783(10) 58610.80 [179], 58610.795 [180]

7g 1G 59423.539(11)
}︃

59423.54 [179], 59423.537 [180]
7g 3G 59423.532(9)

6h 58618.944(8) 58618.942 [180]

7h 59428.854(18) 59428.853 [180]

также не было определено.

Указанные в столбце “другие работы” таблицы 2.5 значения энергий

уровней с высоким орбитальным моментом для для атома Mg быть получены

из наблюдаемых в солнечном спектре [182] линий с помощью приближенных

расчётов по формуле Эдлена (формула Ридберга, уточнённая с учётом попра-

вок на поляризуемость остова) [179, 180].

Для атомов же Sr, Zn и In практически отсутствует возможность наблюде-

ния соответствующих линий в астрофизических спектрах. Кроме (а во многом

и вследствие) того, g- и h-уровни этих атомов не представлены в литературе

и базе NIST [15]. Поэтому идентификация линий переходов, включающих не

известные ранее состояния ng- и nh, была проведена с учетом как полученных

теоретически относительных интенсивностей линий, так и известных значе-

ний величины тонкого расщепления уровней. Например, линии, показанные

на Рисунках 2.9 и 2.10 легко идентифицируются, если учесть известное тон-
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кое расщепления мультиплетов 4 f 3F или 5 f 3F [183].
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Рис. 2.9. Компоненты мультиплетов 4 f 3F–5g 3G, полученные из эмиссионного спектра Sr.
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Рис. 2.10. Часть эмиссионного спектра Sr, на котором различимы компоненты мультиплетов

5 f 3F–6g 3G.
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Приняв во внимание тот факт, что величина тонкого расщепления для

уровней 5s 5g намного меньше, чем для 5s 4 f , можно легко заключить, что на

Рисунке 2.9 нижним состоянием для этих линий является состояние 5s 4 f 3F.

Действительно, используя значения энергии мультиплетного уровня 5s 4 f 3FJ:

E5s 4 f 3F2=38750.420 см−1, E4 f 3F3=38752.410 см−1, E4 f 3F4=38755.175 см−1 [183]

можно заметить, что значения расщеплений уровней E4 f 3F4−E4 f 3F3 ≈ 2.76 см−1

и E4 f 3F3−E4 f 3F2 ≈ 2.0 см−1 очень близки к величинам промежутков между ли-

ниями, показанными на Рисунке 2.9. Небольшое отличие может быть вызвано

малым расщеплением уровня 5s 5g 3F. Интенсивности компонент мультипле-

та 5s 4 f –5s 5g, показанного на Рисунке 2.9, находятся в хорошем соответствии

с теоретически рассчитанными дипольными матричными элементами (значе-

ниями A и f ), приведенными в работе [81].

После анализа экспериментального спектра Sr вблизи 1380 см−1 могут

быть определены неизвестные ранее уровни 5s 6h. В этой части спектра на

Рисунке 2.11 показаны четыре линии, относящиеся к переходам 5s 5g–5s 6h:

одна из них (с наименьшим значением длинны волны) соответствует перехо-

ду между синглетными уровнями, а остальные три линии — переходам между

триплетными уровнями. Идентификация этих линий основывалась, в первую

очередь, на сравнении значений относительных интенсивностей линий A (или

f ), рассчитанных с использованием QDT-метода и представленных в рабо-

те [81].Во вторых, при идентификации имела значение величина тонкого рас-

щепления линий триплета 5s 5g 3G–5s 6h 3H, которая четко различима на Ри-

сунке 2.11 и которая должна быть меньше величины расщепления вышеупо-

мянутых f –g переходов.
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Рис. 2.11. Линии 5g − 6h атома Sr, полученные из эмиссионного спектра лазерной плазмы.

В Таблице 2.6 представлены отсутствующие в базе NIST [15] значения

энергетических уровней 5s 5g, 5s 6g и 5s 6h, извлеченные из измеренного спек-

тра. Спектроскопические данные по атому стронция важны, например, ввиду

его использования в метрологии [32, 184].

Энергии синглетных уровней 5s 6h 1H5 и 5s 5g 1G4, к сожалению, по-

лучить не удалось, так как в ходе эксперимента не получилось наблюдать

синглет-синглетный переход 5s 4 f 1F3–5s 5g 1G4 из-за его слабой интенсив-

ности. Используя известные значения энергии E5s 4 f 1F3 = 39539.013 см−1 из

работы [183] и величину синглет-триплетного расщепления уровней 5s 6h из

Рисунка 2.11 (величина порядка 1 см−1) можно предсказать наличие линии

5s 4 f 1F3–5s 5g 1G4 вблизи 1954 см−1, однако данный диапазон не попадает в

зону пропускной способности имеющихся фильтров.

Перед тем как использовать рассчитанные QDT-методом дипольные мат-

ричные элементы переходов для идентификации измеренных линий, было

проведено сравнение QDT-вычислений с экспериментальными данными и рас-
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Таблица 2.6. Энергетические 5sng и 5snh уровни Sr, полученные из измеренных спектраль-

ных линий.

Эн. уровень Энерия (см−1)

5s 6h 3H6 42873.641(12)

5s 6h 3H5 42873.602(26)

5s 6h 3H4 42873.616(17)

5s 6g 1G4 42852.139(190)

5s 6g 3G5 42850.831(230)

5s 6g 3G4 42851.474(23)

5s 6g 3G3 42851.407(19)

5s 5g 3G5 41492.304(9)

5s 5g 3G4 41492.101(9)

5s 5g 3G3 41491.995(8)

четами, проведенными ранее. В Таблице 2.7 приведено сравнение расчитан-

ных в данной работе значений интенсивности A для переходов 5s 1S 0–np 1P1

для n = 7−11 с измеренными методом крюков [185, 186], извлеченными из из-

меренных времен жизни [187] и с рассчитанными мультиконфигурационным

нерелятивистским методом Хартри—Фока [188].

Аналогичное сравнение с значениями сил осцилляторов f , эксперимен-

тально полученными методом магнитооптической спектроскопии [189, 190],

дано в Таблице 2.8 для высоких ридберговских состояний (n > 11).

Некоторые части измеренного спектра атома Zn I представлены на Ри-

сунках 2.12, где показаны наиболее значимые переходы мультиплетов 5 f –6g,

4 f –5g и 5 f –7g, а также впервые экспериментально наблюдаемые дипольно-

разрешенные переходы с g- и h-уровней Zn I.
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Таблица 2.7. Сравнение расчитанных методом QDT вероятностей переходов

5s 5s 1S 0–5s np 1P1 атома Sr (значения A в единицах 106 с−1) с результатами других

авторов. L и V означают калибровку длины или скорости в вычислениях методом

Хартри—Фока.

n Данная работа Другие работы

7 6.12 4.54(20) [185]; 5.33(69) [186]; 6.666 (L) [188];

6.034 (V) [188]; 3.19 [187]

8 23.3 16.7(8) [185]; 18.3(2.7) [186]; 17.29 (L) [188];

14.22 (V) [188]; 14.9 [187]

9 11.6 10.2(5) [185]; 11.5(1.7) [186]; 11.6 [187]

10 6.31 6.80(32) [185]; 6.65(77) [186]; 7.60 [187]

11 3.76 3.90(58) [185]; 3.72(46) [186]; 4.88 [187]

1345 1350 1355 1360 1365 1370 1375 1380

 5g  6h

 5f  6g

 

 

In
te

ns
ity

 (a
rb

. u
ni

ts
)

Wavenumber (cm-1
)

1377,0 1377,5 1378,0 1378,5 1379,0 1379,5

 5f 3F2,3  6g 3G3,4 5f 3F4  6g 3G5

 5f 1F3  6g 1G4

а) Расщепление линии 5 f –6g (1378 см−1) четко видно на вставке.

2534,0 2534,5 2535,0 2535,5 2536,0 2536,5

 4f 3F2  5g 3G3

 4f 3F4  5g 3G5

 4f 3F3  5g 3G4

 4f 1F3  5g 1G4

 

 

In
te

ns
ity

 (a
rb

. u
ni

ts
)

Wavenumber (cm-1
)

б) Расщепление линии 4 f –5g на компоненты.

2155 2160 2165 2170 2175 2180 2185 2190 2195

 5f  7g

 7p 1P1  8d 1D2

 5g  7h

 

 

In
te

ns
ity

 (a
rb

. u
ni

ts
)

Wavenumber (cm-1)

2188,0 2188,5 2189,0 2189,5 2190,0 2190,5

 5f 3F2,3  7g 3G3,4
 5f 3F4  7g 3G5

 5f 1F3  7g 1G4

в) Тонкая структура линии 5 f –7g (2189 см−1) хорошо различима на

вставке

Рис. 2.12. Части эмиссионного спектра Zn I, полученного в эксперименте
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Таблица 2.8. Сравнение расчитанных QDT-методом сил осцилляторов переходов

5s 5s 1S 0–5s np 1P1 атома Sr (значения f в единицах 10−4) со результатами других работ.

n Данная работа Другие работы

12 54.2 51.3(63) [186]; 53.1(30) [189]

13 36.2 36.3(44) [186]; 35.1(30) [189]

14 25.3 25.7(31) [186]; 25.8(20) [189]

15 18.3 18.6(23) [186]; 18.7(20) [189]

16 13.7 14.5(21) [186]; 14.1(20) [189]

17 10.5 10.7(16) [186]; 11.0(20) [189]

18 8.24 9.77(150) [186]; 9.24(16) [189]

19 6.58 7.76(120) [186]; 6.96(13) [189]

20 5.34 6.61(98) [186]; 5.55(11) [189, 190]

21 4.42 5.75(85) [186]; 4.47(10) [189, 190]

22 3.64 5.01(10) [186]; 3.78(10) [189, 190]

23 3.07 4.17(84) [186]; 3.09(10) [189, 190]

24 2.62 3.31(67) [186]; 2.68(10) [189, 190]

25 2.19 3.09(62) [186]; 2.18(08) [189, 190]

26 1.90 2.63(53) [186]; 1.79(10) [189, 190]

27 1.69 1.49(10) [189]; 1.64 [190]

28 1.46 1.19(10) [189]; 1.55 [190]

29 1.33 1.18 [190]

30 1.10 1.08 [190]
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Таблица 2.9. Сравнение рассчитанных QDT-методом вероятностей переходов в атоме Sr (зна-

чения A в единицах 106 с−1) с экспериментом [191]. В случае, когда сравнение проведено со

значениями, полученными из измерения времени жизни уровня [LT], или с использованием

правила сумм из значения силы линии [SR], указана соответствующая ссылка.

Переход Данная работы Другие работы

5s 5p 3P2–5s 5d 3D3 54.0 58.5 [SR]; 6.14(9) [LT]

5s 5p 3P2–5s 5d 3D2 13.6 12.8(9)

5s 5p 3P1–5s 5d 3D2 41.2 48.2(30); 48.4 [LT]

5s 5p 3P2–5s 5d 3D1 1.52 1.3(1)

5s 5p 3P1–5s 5d 3D1 23.0 27.1(19) [SR]; 26.3 [LT]

5s 5p 3P0–5s 5d 3D1 30.9 34.1(20) [SR]; 34.1(2) [LT]

5s 5p 3P2–5s 6s 3S 1 4.48 30.4(20) [SR]; 41.5(4) [LT]

5s 5p 3P1–5s 6s 3S 1 2.81 19.8(14) [SR]; 27.1(2) [LT]

5s 5p 3P0–5s 6s 3S 1 9.56 6.5(4) [SR]; 8.9(8) [LT]

5s 4d 3D2–5s 6p 3P1 11.8 4.6(3) [SR]; 14 [187]

5s 4d 3D1–5s 6p 3P1 3.93 1.0(1) [SR]; 3.7 [187]

5s 4d 3D1–5s 6p 3P0 15.8 6.8(5) [SR]; 18 [187]

5s 4d 3D3–5s 6p 3P2 12.5 3.1(2) [SR]; 11 [187]

5s 4d 3D2–5s 6p 3P2 2.24 0.60(4) [SR]; 2.1 [187]

5s 4d 3D1–5s 6p 3P2 0.15 0.025(1) [SR];

5s 5p 3P2–5s 7s 3S 1 13.6 9.1(6) [SR]; 15.5(12) [LT]

5s 5p 3P1–5s 7s 3S 1 8.69 5.7(4) [SR]; 9.7(8) [LT]

5s 5p 3P0–5s 7s 3S 1 2.98 1.8(1) [SR]; 3.1(2) [LT]
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Видно, что синглет-синглетный переход n f 1F3–n′g 1G4 очень хорошо

отделен от триплет-триплетного n f 3F–n′g 3G. Несмотря на то, что все три

сильные компоненты n f 3FJ–n′g 3GJ+1 мультиплета 4 f –5g хорошо видны на

вставке б) Рисунка 2.12. Для других (n, n′) = (5, 6) и (5, 7) наблюдается только

по две компоненты. В связи с тем, что величина тонкого расщепления уровней

уменьшается с ростом главного квантового числа n, n′, линии n f 3F2,3–n′g 3G3,4

неразличимы и видны в спектрах как одна линия. Кроме того, величина тон-

кого расщепления также уменьшается с ростом орбитального момента l, в

спектрах невозможно увидеть тонкую структуру в переходах ng–n′h.

Рассчитанные QDT-методом значения сил осцилляторов f для синглет-

ных ns–n′p (n = 5, 6) и триплетных np–n′s (n = 4, 5) переходов приведены в

Таблице 2.10 в сравнении с R-матричными расчетами из работы [192] и изме-

рениями радиационных времен жизни из работы [193]. Аналогичное сравне-

ние триплетных переходов np–n′d (n = 4, 5) представлено в Таблице 2.11.

Для некоторых переходов в литературе представлены только мультиплет-

ные значения f , т.е. усредненные по компонентам начального и конечно-

го мультиплета. Сравнение мультиплетных значений представлено в Табли-

це 2.12.

Таблицы 2.10, 2.11 и 2.12 показывают удовлетворительное согласие полу-

ченных QDT-вычислений с результатами работ других авторов. Наибольшее

разногласие с R-матричными расчетами из работы [192] имеет место в слу-

чаях когда в самих этих расчетах присутствует разница между результатами,

полученными в калибровках длины (L) и скорости (V). Таким образом, можно

судить об адекватности QDT-расчетов для дипольных матричных элементов,

по крайней мере для использования данных расчетов в целях классификации

наблюдаемых в эксперименте переходов.

Небольшие трудности возникли при идентификации пары линий 2559.586

и 2559.638 см−1 атома In. В соответствии с формулой Ридберга и QDT расче-
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Таблица 2.10. Сравнение QDT расчетов для сил осцилляторов f атома Zn для переходов

ns–np с R-матричными расчетами [192]. L и V означают калибровку длины и скорости, соот-

ветственно.

Переход QDT (данная работа) R-matrix [192]

4p 1P1–5s 1S 0 1.55E-1 1.55E-1(L), 0.98E-1(V)

4p 1P1–6s 1S 0 3.89E-3 5.30E-3(L), 2.70E-3(V)

5s 1S 0–5p 1P1 1.15 1.219(L), 1.100(V)

5s 1S 0–6p 1P1 3.08E-2 4.330E-2(L), 3.167E-2(V)

5s 1S 0–7p 1P1 4.25E-3 7.524E-3(L), 4.468E-3(V)

5s 1S 0–8p 1P1 1.07E-3 2.265E-3(L), 1.096E-3(V)

5s 1S 0–9p 1P1 3.76E-4 9.171E-4(L), 3.646E-4(V)

5s 1S 0–10p 1P1 1.56E-4 4.478E-4(L), 1.482E-4(V)

5s 1S 0–11p 1P1 3.39E-4 2.487E-4(L), 6.948E-5(V)

5s 1S 0–12p 1P1 2.13E-4 1.516E-4(L), 3.630E-5(V)

5s 1S 0–13p 1P1 1.44E-4 9.904E-5(L), 2.063E-5(V)

6s 1S 0–6p 1P1 1.54 1.736(L), 1.644(V)

6s 1S 0–7p 1P1 8.65E-2 8.120E-2(L), 7.035E-2(V)

6s 1S 0–8p 1P1 2.21E-2 1.893E-2(L), 1.315E-2(V)

6s 1S 0–9p 1P1 6.25E-3 7.271E-3(L), 4.318E-3(V)

6s 1S 0–10p 1P1 3.01E-3 3.577E-3(L), 1.935E-3(V)

6s 1S 0–11p 1P1 1.76E-3 2.041E-3(L), 1.046E-3(V)

6s 1S 0–12p 1P1 1.11E-3 1.283E-3(L), 6.372E-4(V)

6s 1S 0–13p 1P1 7.54E-4 8.648E-4(L), 4.213E-4(V)

6s 1S 0–14p 1P1 5.37E-4 6.132E-4(L), 2.953E-4(V)

6s 1S 0–15p 1P1 3.97E-4 4.522E-4(L), 2.163E-4(V)
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Таблица 2.11. Сравнение QDT расчетов для сил осцилляторов f атома Zn для переходов

np–nd с другими источниками.

Переход QDT (данная работа) Другие работы

4p 3P0–4d 3D1 4.83E-1 4.4E-1 [193]; 4.4E-1 [15]

4p 3P1–4d 3D2 3.59E-1 3.2E-1 [193]; 3.3E-1 [15]

4p 3P1–4d 3D1 1.20E-1 1.1E-1 [193]; 1.1E-1 [15]

4p 3P2–4d 3D3 3.95E-1 3.67E-1 [193]; 4.E-1 [15]

4p 3P2–4d 3D2 7.06E-2 6.2E-1 [193]; 6.7E-2 [15]

4p 3P2–4d 3D1 4.71E-3 4.0E-3 [193]; 4.5E-3 [15]

4p 1P1–4d 1D2 4.89E-1 4.30E-1(L),

4.45E-1(V) [192];

4.8E-1 [15]

4p 3P2–5d 3D3 9.03E-2 10.E-2 [193]

4p 3P2–5d 3D2 1.61E-2 1.8E-2 [193]

4p 3P1–5d 3D2 8.00E-2 9.3E-2 [193]

4p 3P2–5d 3D1 1.07E-3 1.0E-3 [193]

4p 3P1–5d 3D1 2.67E-2 2.9E-2 [193]

4p 3P0–5d 3D1 1.06E-1 1.1E-1 [193]

5p 3P2–5d 3D3 2.74E-1 3.6E-1 [193]

5p 3P2–5d 3D2 4.90E-2 7.0E-2 [193]

5p 3P1–5d 3D2 2.42E-1 3.7E-1 [193]

5p 3P2–5d 3D1 3.27E-3 4.0E-3 [193]

5p 3P1–5d 3D1 8.07E-2 11.E-2 [193]

5p 3P0–5d 3D1 3.21E-1 4.3E-1 [193]

4p 3P2–6d 3D3 3.59E-2 4.0E-2 [193]

4p 3P2–6d 3D2 6.41E-3 7.2E-3 [193]

4p 3P1–6d 3D2 3.19E-2 3.7E-2 [193]

5p 3P2–6d 3D3 8.35E-2 10.E-2 [193]

5p 3P2–6d 3D2 1.49E-2 1.6E-2 [193]

5p 3P1–6d 3D2 7.41E-2 9.0E-2 [193]
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Таблица 2.12. Сравнение QDT расчетов для мультиплетных значений сил осцилляторов f

атома Zn для триплет-триплетных переходов с R-матричными расчетами [192]. L и V означают

калибровку длины и скорости, соответственно.

Переход QDT (данная работа) R-matrix [192]

4p 3P–5s 3S 1.51E-1 1.33E-1(L), 1.53E-1(V)

4p 3P–6s 3S 2.22E-2 1.6E-2(L), 2.1E-2(V)

4p 3P–7s 3S 7.91E-3 5.7E-3(L), 6.9E-3(V)

5p 3P–6s 3S 2.87E-1 2.77E-1(L), 2.75E-1(V)

5p 3P–7s 3S 2.84E-2 2.34E-2(L), 2.44E-2(V)

4p 3P–4d 3D 2.47E-1 4.54E-1(L), 3.78E-1(V)

4p 3P–5d 3D 7.29E-2 1.18E-1(L), 0.95E-1(V)

4p 3P–6d 3D 2.93E-2 4.94E-2(L), 3.94E-1(V)

5p 3P–5d 3D 3.02E-1 3.58E-1(L), 3.35E-1(V)

5p 3P–6d 3D 9.08E-2 1.08E-1(L), 1.00E-1(V)

4d 3D–4 f 3F 5.65E-1 8.89E-1(L), 8.53E-1(V)

4d 3D–5 f 3F 1.88E-1 1.68E-1(L), 1.59E-1(V)

4d 3D–6 f 3F 7.09E-2 6.14E-2(L), 5.77E-2(V)

4d 3D–7 f 3F 3.28E-2 3.00E-2(L), 2.81E-2(V)
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тами сил линий, дублет 4 f 5
2
–5g 7

2
и 4 f 7

2
–5g 9

2
должен быть самым сильным в

области 2560 см−1. С другой стороны, наблюдаемый дублет в этом же ме-

сте спектра может относиться к сверхтонкому расщеплению линии 7s 1
2
–7p 1

2
,

центр масс которой лежит на 2559.584 см−1 [194]. В настоящем эксперименте

возможно различить лишь два пика тонкой структуры этой линии. В экспе-

риментальном спектре линия 7s 1
2
–7p 1

2
примерно в 4.5 раза интенсивнее, чем

линия 7s 1
2
–7p 3

2
(см. Рисунок 2.14). Однако, в соответствии с общим формализ-

мом, интенсивность перехода 7s 1
2
–7p 3

2
должна быть в два раза сильнее.

1392,0 1392,5 1393,0 1393,5 1394,0 1394,5

5f7/2  6g9/2

5f5/2  6g7/2

In
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ns
ity

 (a
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)

Wavenumber (cm-1
)

Рис. 2.13. Часть спектра лазерной плазмы индия. Впервые наблюдаемые мультиплетные ли-

нии 5 f 5
2
–6g 7

2
и 5 f 7

2
–6g 9

2
.

В Таблице 2.13 представлены значения энергий уровней, участвующих

в наблюдаемых в эксперименте переходах. Энергии ng-уровней (n = 5, 6, 7)

и nh-уровней (n = 6, 7) до настоящего времени не были изменены, и в дан-

ной работе приводятся впервые. К сожалению, точность эксперимента на поз-

воляет различить тонкую структуру f -состояний. В пределах погрешности,

энергии уровней n f 5
2

и n f 5
2

(n = 5, 6, 7) совпадают, хотя по линиями перехода

5 f –6g тонкая структура наблюдается достаточно хорошо (см. Рисунок 2.13).
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Рис. 2.14. Часть спектра лазерной плазмы индия. Дублет 7s–7p с показанной на вставках к ри-

сунку тонкой структурой. Предположительно линии сверхтонкой структуры перехода 7s 1
2
–7p 1

2

совпадают с тонкой структурой перехода 4 f –5g.

Заметим, что полученные значения энергий En f 5
2

и En f 5
2
, приведенные в Табли-

це 2.13, хорошо согласуются в пределах погрешностей с соответствующими

значениями из работ [194, 195].

Таблица 2.14. Вычисленные методом квантового дефекта силы осцилляторов fik атома In I,

представленные в сравнении с другими работами.

Переход Нижн. уровень Верхн. уровень ν fik × 100

i← k (см−1) (см−1) (см−1) Данная

работа

Другие работы

ns2S – np2P

8s 1
2
–8p 1

2
40636.996 [194] 41827.167 [194] 1190.171 71.2 70.4 [196]

8s 1
2
–8p 3

2
40636.996 [194] 41881.457 [194] 1244.461 142 140 [196]

7s 1
2
–7p 1

2
36301.864 [194] 38861.448 [194] 2559.584 56.4 56.2 [196]

7s 1
2
–7p 3

2
36301.864 [194] 38972.911 [194] 2671.047 113 112 [196]

7s 1
2
–8p 1

2
36301.864 [194] 41827.167 [194] 5525.303 1.93 1.97 [196]

7s 1
2
–8p 3

2
36301.864 [194] 41881.457 [194] 5579.593 4.94 5.04 [196]

6s 1
2
–6p 1

2
24372.956 [194] 31816.982 [194] 7444.026 39.3 40.2 [196]

6s 1
2
–6p 3

2
24372.956 [194] 32115.251 [194] 7742.295 79.5 81.3 [196]

6s 1
2
–7p 1

2
24372.956 [194] 38861.448 [194] 14488.492 1.12 1.03 [196]

6s 1
2
–7p 3

2
24372.956 [194] 38972.911 [194] 14599.955 3.01 2.84 [196]
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Таблица 2.14. (продолжение)

Переход Нижн. уровень Верхн. уровень ν (см−1) fik × 100

i← k (см−1) (см−1) (см−1) Данная

работа

Другие работы

6s 1
2
–8p 1

2
24372.956 [194] 41827.167 [194] 17454.211 0.246 0.206 [196]

6s 1
2
–8p 3

2
24372.956 [194] 41881.457 [194] 17508.501 0.731 0.642 [196]

np2P – ns2S

7p 3
2
–8s 1

2
38972.911 [194] 40636.996 [194] 1664.085 41.1 42.0 [196]

7p 1
2
–8s 1

2
38861.448 [194] 40636.996 [194] 1775.548 39.7 40.6 [196]

6p 3
2
–7s 1

2
32115.251 [194] 36301.864 [194] 4186.613 26.2 27.9 [196]

6p 1
2
–7s 1

2
31816.982 [194] 36301.864 [194] 4484.882 25.0 26.6 [196]

6p 3
2
–8s 1

2
32115.251 [194] 40636.996 [194] 8521.745 2.07 2.06 [196]

6p 1
2
–8s 1

2
31816.982 [194] 40636.996 [194] 8820.014 2.20 2.22 [196]

5p 3
2
–6s 1

2
2212.599 [15] 24372.956 [194] 22160.357 9.14 14.2 [196]; 15.3(7) [197];

14. [15]

5p 1
2
–6s 1

2
0. 24372.956 [194] 24372.956 8.05 13.3 [196]; 14.1(6) [197];

13. [15]

5p 3
2
–7s 1

2
2212.599 [15] 36301.864 [194] 34089.265 1.44 1.53 [196]; 1.7 [198] ; 1.5 [15]

5p 1
2
–7s 1

2
0. 36301.864 [194] 36301.864 1.38 1.60 [196]; 1.7 [198] ; 1.5 [15]

5p 3
2
–8s 1

2
2212.599 [15] 40636.996 [194] 38424.397 0.545 0.541 [196]; 0.58 [198]

5p 3
2
–9s 1

2
2212.599 [15] 42719.031 [194] 40506.432 0.270 0.28 [198]

5p 1
2
–8s 1

2
0. 40636.996 [194] 40636.996 0.527 0.507 [196]; 0.58 [198]

5p 3
2
–10s 1

2
2212.599 [15] 43881.314 [194] 41668.715 0.155 0.16 [198]

5p 3
2
–11s 1

2
2212.599 [15] 44595.86 [15] 42383.261 0.0972 0.09 [198]

5p 1
2
–9s 1

2
0. 42719.031 [194] 42719.031 0.262 0.29 [198]

5p 3
2
–12s 1

2
2212.599 [15] 45067.19 [15] 42854.591 0.0651 0.07 [198]

5p 3
2
–13s 1

2
2212.599 [15] 45394.13 [15] 43181.531 0.0458 0.04 [198]

5p 3
2
–14s 1

2
2212.599 [15] 45630.44 [15] 43417.841 0.0335 0.04 [198]

5p 3
2
–15s 1

2
2212.599 [15] 45806.88 [15] 43594.281 0.0252 0.03 [198]

np2P – nd2D

6p 3
2
–5d 3

2
32115.251 [194] 32892.23 [194] 776.979 1.17 1.80 [196]

6p 3
2
–5d 5

2
32115.251 [194] 32915.539 [194] 800.288 10.9 16.6 [196]

6p 1
2
–5d 3

2
31816.982 [194] 32892.23 [194] 1075.248 16.3 22.5 [196]

8p 3
2
–8d 5

2
41881.457 [194] 43335.108 [194] 1453.651 70.5 44.4 [196]

8p 3
2
–8d 3

2
41881.457 [194] 43335.937 [194] 1454.48 7.81 5.05 [196]

8p 1
2
–8d 3

2
41827.167 [194] 43335.937 [194] 1508.77 69.2 42.7 [196]

7p 3
2
–7d 3

2
38972.911 [194] 41836.443 [194] 2863.532 6.36 4.72 [196]

7p 3
2
–7d 5

2
38972.911 [194] 41861.978 [194] 2889.067 54.1 41.6 [196]
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Таблица 2.14. (продолжение)

Переход Нижн. уровень Верхн. уровень ν (см−1) fik × 100

i← k (см−1) (см−1) (см−1) Данная

работа

Другие работы

7p 1
2
–7d 3

2
38861.448 [194] 41836.443 [194] 2974.995 56.3 40.5 [196]

7p 3
2
–8d 5

2
38972.911 [194] 43335.108 [194] 4362.197 13.9 11.7 [196]

7p 3
2
–8d 3

2
38972.911 [194] 43335.937 [194] 4363.026 1.55 1.31 [196]

7p 1
2
–8d 3

2
38861.448 [194] 43335.937 [194] 4474.489 14.8 12.0 [196]

6p 3
2
–6d 3

2
32115.251 [194] 39048.576 [194] 6933.325 5.14 4.56 [196]

6p 3
2
–6d 5

2
32115.251 [194] 39098.464 [194] 6983.213 43.9 40.4 [196]

6p 1
2
–6d 3

2
31816.982 [194] 39048.576 [194] 7231.594 45.8 40.2 [196]

6p 3
2
–7d 3

2
32115.251 [194] 41836.443 [194] 9721.192 1.29 1.19 [196]

6p 3
2
–7d 5

2
32115.251 [194] 41861.978 [194] 9746.727 11.4 10.6 [196]

6p 1
2
–7d 3

2
31816.982 [194] 41836.443 [194] 10019.461 12.4 11.2 [196]

6p 3
2
–8d 5

2
32115.251 [194] 43335.108 [194] 11219.857 4.60 4.58 [196]

6p 3
2
–8d 3

2
32115.251 [194] 43335.937 [194] 11220.686 0.512 0.511 [196]

6p 1
2
–8d 3

2
31816.982 [194] 43335.937 [194] 11518.955 5.09 4.92 [196]

5p 3
2
–5d 3

2
2212.599 [15] 32892.23 [194] 30679.631 3.38 3.98 [196]; 6.0 [198]; 4.8 [15]

5p 3
2
–5d 5

2
2212.599 [15] 32915.539 [194] 30702.94 30.2 35.3 [196]; 37 [198]; 31.0 [15]

5p 1
2
–5d 3

2
0. 32892.23 [194] 32892.23 29.5 36.1 [196]; 36 [198]; 30.8 [15]

5p 3
2
–6d 3

2
2212.599 [15] 39048.576 [194] 36835.977 0.789 0.771 [196]; 0.6 [198]

5p 3
2
–6d 5

2
2212.599 [15] 39098.464 [194] 36885.865 7.12 6.81 [196]; 5.2 [198]; 4.5 [15]

5p 1
2
–6d 3

2
0. 39048.576 [194] 39048.576 7.25 7.24 [196]; 4.5 [198]; 3.9 [15]

5p 3
2
–7d 3

2
2212.599 [15] 41836.443 [194] 39623.844 0.295 0.271 [196]; 0.14 [198]

5p 3
2
–7d 5

2
2212.599 [15] 41861.978 [194] 39649.379 2.71 2.38 [196]; 0.89 [198]

5p 3
2
–8d 5

2
2212.599 [15] 43335.108 [194] 41122.509 1.22 1.13 [196]; 1.3 [198]

5p 3
2
–8d 3

2
2212.599 [15] 43335.937 [194] 41123.338 0.135 0.129 [196]

5p 1
2
–7d 3

2
0. 41836.443 [194] 41836.443 2.79 2.56 [196]; 0.59 [198]

5p 1
2
–8d 3

2
0. 43335.937 [194] 43335.937 1.31 1.22 [196]; 0.03 [198]

nd2D – np2P

6d 3
2
–8p 1

2
39048.576 [194] 41827.167 [194] 2778.591 2.87 4.10 [196]

6d 5
2
–8p 3

2
39098.464 [194] 41881.457 [194] 2782.993 3.00 4.01 [196]

6d 3
2
–8p 3

2
39048.576 [194] 41881.457 [194] 2832.881 0.431 0.644 [196]

5d 3
2
–7p 1

2
32892.23 [194] 38861.448 [194] 5969.218 1.50 1.86 [196]

5d 5
2
–7p 3

2
32915.539 [194] 38972.911 [194] 6057.372 1.42 1.80 [196]

5d 3
2
–7p 3

2
32892.23 [194] 38972.911 [194] 6080.681 0.230 0.290 [196]

5d 3
2
–8p 1

2
32892.23 [194] 41827.167 [194] 8934.937 0.236 0.321 [196]

5d 5
2
–8p 3

2
32915.539 [194] 41881.457 [194] 8965.918 0.227 0.317 [196]
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Таблица 2.14. (продолжение)

Переход Нижн. уровень Верхн. уровень ν (см−1) fik × 100

i← k (см−1) (см−1) (см−1) Данная

работа

Другие работы

5d 3
2
–8p 3

2
32892.23 [194] 41881.457 [194] 8989.227 0.0368 0.0509 [196]

nd2D – n f 2F

6d 5
2
–4 f 7

2
39098.464 [194] 39707.601 609.137 27.7 16.4 [196]

6d 5
2
–4 f 5

2
39098.464 [194] 39707.63 609.166 1.39 0.819 [196]

6d 3
2
–4 f 5

2
39048.576 [194] 39707.63 659.054 31.6 17.7 [196]

8d 3
2
–7 f 5

2
43335.937 [194] 44406.23 [194] 1070.293 18.5

8d 5
2
–7 f 7

2
43335.108 [194] 44406.23 [194] 1071.122 17.5

8d 5
2
–7 f 5

2
43335.108 [194] 44406.23 [194] 1071.122 0.874

7d 5
2
–6 f 7

2
41861.978 [194] 43584.681 [194] 1722.703 30.6

7d 5
2
–6 f 5

2
41861.978 [194] 43584.681 [194] 1722.703 1.53

7d 3
2
–6 f 5

2
41836.443 [194] 43584.681 [194] 1748.238 29.4

7d 5
2
–7 f 7

2
41861.978 [194] 44406.23 [194] 2544.252 11.4

7d 5
2
–7 f 5

2
41861.978 [194] 44406.23 [194] 2544.252 0.570

7d 3
2
–7 f 5

2
41836.443 [194] 44406.23 [194] 2569.787 11.3

6d 5
2
–5 f 7

2
39098.464 [194] 42220.281 [194] 3121.817 47.5 50.7 [196]

6d 5
2
–5 f 5

2
39098.464 [194] 42220.281 [194] 3121.817 2.38 2.54 [196]

6d 3
2
–5 f 5

2
39048.576 [194] 42220.281 [194] 3171.705 47.0 52.4 [196]

6d 5
2
–6 f 7

2
39098.464 [194] 43584.681 [194] 4486.217 14.8

6d 5
2
–6 f 5

2
39098.464 [194] 43584.681 [194] 4486.217 0.738

6d 3
2
–6 f 5

2
39048.576 [194] 43584.681 [194] 4536.105 15.0

6d 5
2
–7 f 7

2
39098.464 [194] 44406.23 [194] 5307.766 6.71

6d 5
2
–7 f 5

2
39098.464 [194] 44406.23 [194] 5307.766 0.335

6d 3
2
–7 f 5

2
39048.576 [194] 44406.23 [194] 5357.654 6.92

5d 5
2
–4 f 7

2
32915.539 [194] 39707.601 6792.062 82.9 71.3 [196]

5d 5
2
–4 f 5

2
32915.539 [194] 39707.63 6792.091 4.15 3.56 [196]

5d 3
2
–4 f 5

2
32892.23 [194] 39707.63 6815.4 86.7 74.3 [196]

5d 5
2
–5 f 7

2
32915.539 [194] 42220.281 [194] 9304.742 17.8 15.2 [196]

5d 5
2
–5 f 5

2
32915.539 [194] 42220.281 [194] 9304.742 0.892 0.759 [196]

5d 3
2
–5 f 5

2
32892.23 [194] 42220.281 [194] 9328.051 18.7 15.9 [196]

5d 5
2
–6 f 7

2
32915.539 [194] 43584.681 [194] 10669.142 7.14

5d 5
2
–6 f 5

2
32915.539 [194] 43584.681 [194] 10669.142 0.357

5d 3
2
–6 f 5

2
32892.23 [194] 43584.681 [194] 10692.451 7.51

5d 5
2
–7 f 7

2
32915.539 [194] 44406.23 [194] 11490.691 3.67

5d 5
2
–7 f 5

2
32915.539 [194] 44406.23 [194] 11490.691 0.183
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Таблица 2.14. (продолжение)

Переход Нижн. уровень Верхн. уровень ν (см−1) fik × 100

i← k (см−1) (см−1) (см−1) Данная

работа

Другие работы

5d 3
2
–7 f 5

2
32892.23 [194] 44406.23 [194] 11514. 3.87

n f 2F – nd2D

5 f 7
2
–8d 5

2
42220.281 [194] 43335.108 [194] 1114.827 13.6 8.09 [196]

5 f 5
2
–8d 5

2
42220.281 [194] 43335.108 [194] 1114.827 0.907 0.539 [196]

5 f 5
2
–8d 3

2
42220.281 [194] 43335.937 [194] 1115.656 12.7 7.75 [196]

4 f 5
2
–7d 3

2
39707.63 41836.443 [194] 2128.813 4.92 3.28 [196]

4 f 5
2
–7d 5

2
39707.63 41861.978 [194] 2154.348 0.326 0.228 [196]

4 f 7
2
–7d 5

2
39707.601 41861.978 [194] 2154.377 4.89 3.42 [196]

4 f 5
2
–8d 5

2
39707.63 43335.108 [194] 3627.478 0.0527 3.51 [196]

4 f 7
2
–8d 5

2
39707.601 43335.108 [194] 3627.507 0.790 0.526 [196]

4 f 5
2
–8d 3

2
39707.63 43335.937 [194] 3628.307 0.736 0.502 [196]

n f 2F – ng2G

6 f 7
2
–7g 9

2
43584.681 [194] 44424.807 840.126 99.0

6 f 7
2
–7g 7

2
43584.681 [194] 44424.807 840.126 2.83

6 f 5
2
–7g 7

2
43584.681 [194] 44424.807 840.126 102

5 f 7
2
–6g 9

2
42220.281 [194] 43613.223 1392.942 110

5 f 7
2
–6g 7

2
42220.281 [194] 43613.223 1392.942 3.14

5 f 5
2
–6g 7

2
42220.281 [194] 43613.223 1392.942 113

5 f 7
2
–7g 9

2
42220.281 [194] 44424.807 2204.526 23.2

5 f 7
2
–7g 7

2
42220.281 [194] 44424.807 2204.526 0.662

5 f 5
2
–7g 7

2
42220.281 [194] 44424.807 2204.526 23.8

4 f 5
2
–5g 7

2
39707.63 42267.182 2559.552 138

4 f 7
2
–5g 9

2
39707.601 42267.182 2559.581 134

4 f 7
2
–5g 7

2
39707.601 42267.182 2559.581 3.84

4 f 5
2
–6g 7

2
39707.63 43613.223 3905.593 21.2

4 f 7
2
–6g 9

2
39707.601 43613.223 3905.622 20.6

4 f 7
2
–6g 7

2
39707.601 43613.223 3905.622 0.588

4 f 5
2
–7g 7

2
39707.63 44424.807 4717.177 7.25

4 f 7
2
–7g 9

2
39707.601 44424.807 4717.206 7.05

4 f 7
2
–7g 7

2
39707.601 44424.807 4717.206 0.201

ng2G – n f 2F

6g 9
2
–7 f 7

2
43613.223 44406.23 [194] 793.007 2.84

6g 7
2
–7 f 7

2
43613.223 44406.23 [194] 793.007 0.101

6g 7
2
–7 f 5

2
43613.223 44406.23 [194] 793.007 2.74
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Таблица 2.14. (продолжение)

Переход Нижн. уровень Верхн. уровень ν (см−1) fik × 100

i← k (см−1) (см−1) (см−1) Данная

работа

Другие работы

5g 9
2
–6 f 7

2
42267.182 43584.681 [194] 1317.499 1.10

5g 7
2
–6 f 7

2
42267.182 43584.681 [194] 1317.499 0.0394

5g 7
2
–6 f 5

2
42267.182 43584.681 [194] 1317.499 1.07

5g 9
2
–7 f 7

2
42267.182 44406.23 [194] 2139.048 0.183

5g 7
2
–7 f 7

2
42267.182 44406.23 [194] 2139.048 0.00655

5g 7
2
–7 f 5

2
42267.182 44406.23 [194] 2139.048 0.177

ng2G – nh2H

6g 9
2
–7h 11

2
43613.223 44428.653 815.43 136

6g 9
2
–7h 9

2
43613.223 44428.653 815.43 2.52

6g 7
2
–7h 9

2
43613.223 44428.653 815.43 139

5g 9
2
–6h 11

2
42267.182 43619.102 1351.92 131

5g 9
2
–6h 9

2
42267.182 43619.102 1351.92 2.43

5g 7
2
–6h 9

2
42267.182 43619.102 1351.92 134

5g 9
2
–7h 11

2
42267.182 44428.653 2161.471 12.1

5g 9
2
–7h 9

2
42267.182 44428.653 2161.471 0.224

5g 7
2
–7h 9

2
42267.182 44428.653 2161.471 12.3

nh2H – ng2G

6h 9
2
–7g 9

2
43619.102 44424.807 805.705 0.00384

6h 11
2
–7g 9

2
43619.102 44424.807 805.705 0.173

6h 9
2
–7g 7

2
43619.102 44424.807 805.705 0.169

2.1.2. Электронные переходы в полярных молекулах

В данном разделе разработанный в главе 1 формализм применяется к рас-

чёту сил осцилляторов (СО) электронных переходов в полярных молекулах.

В качестве примера последних выбраны эксимерные молекулы NeH и ArH.

Из-за того что основные электронные термы гидридов благородных газов яв-

ляются отталкивательными, эти молекулы существуют лишь в возбужденных

состояниях, что определяет их использование для лазерной генерации в уль-

трафиолетовом диапазоне. Из-за возможности существования лишь в возбуж-
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Таблица 2.13. Полученные из эксперимента значения уровней атома индия In I.

Эн. уровень Данная работа Другие работы

7h 44428.653(22)

7g 44424.807(21)

7 f 44406.254(23) 44406.31(2) [195], 44406.23 [194]

6h 43619.102(22)

6g 43613.223(21)

6 f 7
2

43584.691(22) 43584.66(2) [195], 43584.681 [194]

6 f 5
2

43584.673(20) 43584.66(2) [195], 43584.681 [194]

5g 42267.182(22)

5 f 7
2

42220.268(21) 42220.25(2) [195], 42220.281 [194]

5 f 5
2

42220.270(20) 42220.25(2) [195], 42220.281 [194]

4 f 7
2

39707.601(20) 39707.59(2) [195], 39707.622 [194]

4 f 5
2

39707.630(20) 39707.59(2) [195], 39707.161 [194]

денных электронных состояниях молекулы называются также ридберговски-

ми [199].

Из-за наличия дипольного момента у этих молекул расчёты вероятностей

переходов между их электронными состояниями в приближении центрально-

го поля [200, 201] представляется недостаточными. Данный раздел содержит

расчёты сил осцилляторов NeH и ArH с явным учётом дипольных моментов

их молекулярных остовов.

2.1.2.1. Вводные замечания

В данном разделе будет использоваться стандартное определение сил ос-

цилляторов для электронных молекулярных переходов [200]:

f (ν1 ˜̀1λ1 → ν2 ˜̀2λ2) =
2
3
ω21Q( ˜̀1λ1 → ˜̀2λ2)

⃒⃒⃒⃒
⟨nr1`1λ1|r|nr2`2λ2⟩

⃒⃒⃒⃒2
,
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ω21 = εnr2`2λ2 − εnr1`1λ1,

Q =
4π
3

(2 − δ0,λ2)
⃒⃒⃒⃒
⟨ ˜̀1λ1|Y1,λ1−λ2

| ˜̀2λ2⟩

⃒⃒⃒⃒2
, (2.11)

где символ Кронекера учитывает двукратное вырождение конечного состояния

за счет λ-удвоения. Зависимость фактора Q от дипольного момента проявля-

ется через угловые матричные элементы с учетом (1.28):

⟨ ˜̀1λ1|Y1,λ1−λ2
| ˜̀2λ2⟩

= (−1)λ1
∑︁
l1l′2

√︁
(2l1 + 1)(2l′2 + 1)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ l1 1 l′2
0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
×

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ l1 1 l′2
−λ1 λ1 − λ2 λ2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ a`1λ1, l1(d) a`2λ2, l′2
(d) (2.12)

Влияние несферического (т.е. дипольного) потенциала молекулярного осто-

ва видно из таблицы 2.15, в которой даны значения Q-факторов некоторых

переходов в зависимости от остовного дипольного момента d.

Распределения СО по конечным состояниям для некоторых переходов

показаны на рисунке 2.15 для разных значений d.

Как видно из таблицы 2.15 и результатов расчетов, зависимость СО для

запрещенных переходов от от дипольного момента намного сильнее таковой

для разрешенных переходов. Это особенно легко видно для малых d, когда

Q (а с ними и СО) в первом неисчезающем порядке пропорциональны d2

(см. 1.51).

Входящие в выражение (2.11) радиальные матричные элементы вычис-

лялись тремя способами: в приближении QDT (1.178a), описанном в разде-

лах 1.2.3 и 1.2.5, в квазикулоновском приближении модельного потенциала

(MP), описанном в разделе Е, а также в WKB–QDT модели Давыдкина–Зона

(DZ), описанной в разделе Л.

В следующих подразделах представлены примеры расчетов сил осцилля-

торов для различных переходов в молекулах NeH (таблица 2.17) и ArH (табли-
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Рис. 2.15. Распределение сил осцилляторов (умноженных на 103) по ν для различных диполь-

ных моментов (�: d = 0.1 а. е., N: d = 1.0 а. е., �: d = 5.0 а. е.)
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цы 2.20, 2.21 и 2.22). Полностью эти расчёты опубликованы в работах [56, 57],

перевод которых используется в тексте данного раздела.

Приведенные в таблицах 2.17 частоты переходов ω21 вычислялись по

формуле Ридберга, поэтому ω21 чувствительны к значениям квантовых де-

фектов µ, и, следовательно, при сравнении вычисленных сил осцилляторов

с экспериментом следует учитывать возможную погрешность в определении

значений µ.

2.1.2.2. Результаты для NeH

В расчётах для молекулы NeH в данной работе используются два набора

квантовых дефектов (см. таблицу 2.16), взятых из работ [202] и [203, табл. I].

Заметим, что приведённые в [203] ab initio расчеты квантовых дефектов µ(R)

как функций межъядерного расстояния R позволяет простым образом учесть

зависимость от R в расчётах СО путём замены µ → µ(R). Однако, как видно

из таблицы 2.16, значения µ(R), полученные из разных источников сильно

различаются даже для равновесного межъядерного расстояния R = R0.

В таблице 2.17 приведен пример расчета некоторых переходов, рассмот-

ренных в [200]. Приведенные в таблицах СО вычислены для дипольного мо-

мента d = 1.147 а. е. иона NeH+ [204]. Для сравнения в таблицах приводятся

СО, вычисленные в [200] без учета дипольного момента в угловых факторах.

Кроме того, приводятся расчеты для сил осцилляторов переходов, запрещен-

ных в атомоподобной модели.
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Таблица 2.15. Значение угловых Q-факторов для различных переходов в зависимости от ди-

польного момента остова

Переход Дипольный момент остова d, а. е.

0 [200] 0.2 0.4 0.6 1.0 1.5 2.0 2.5

Σ(s)↔ Σ(s) 0 0.017 0.062 0.119 0.232 0.337 0.409 0.462

Σ(s)↔ Σ(p) 1/3 0.321 0.290 0.251 0.182 0.128 0.099 0.081

Σ(s)→ Π(p) 2/3 0.660 0.641 0.616 0.563 0.510 0.470 0.440

Σ(s)↔ Σ(d) 0 0.001 0.003 0.005 0.009 0.009 0.007 0.005

Σ(s)→ Π(d) 0 0.001 0.004 0.008 0.014 0.016 0.015 0.013

Σ(p)↔ Σ(p) 0 0.006 0.020 0.034 0.043 0.027 0.007 0.000

Σ(p)↔ Σ(d) 4/15 0.266 0.265 0.264 0.264 0.263 0.255 0.237

Σ(p)→ Π(p) 0 0.007 0.025 0.050 0.102 0.154 0.191 0.216

Σ(p)→ Π(d) 2/5 0.400 0.399 0.399 0.403 0.416 0.428 0.436

Π(p)→ Σ(s) 1/3 0.330 0.320 0.308 0.282 0.255 0.235 0.220

Π(p)→ Σ(p) 0 0.003 0.013 0.025 0.051 0.077 0.095 0.108

Π(p)↔ Π(p) 0 0.003 0.013 0.028 0.072 0.146 0.227 0.307

Π(p)→ Σ(d) 1/15 0.066 0.065 0.063 0.057 0.048 0.037 0.028

Π(p)↔ Π(d) 2/5 0.398 0.394 0.386 0.366 0.329 0.292 0.260

Π(p)↔ ∆(d) 4/5 0.799 0.796 0.792 0.778 0.756 0.731 0.705

Σ(d)↔ Π(p) 2/15 0.133 0.130 0.126 0.115 0.096 0.075 0.057

Π(d)→ Σ(p) 1/5 0.200 0.199 0.199 0.202 0.208 0.214 0.218
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Таблица 2.16. Квантовые дефекты низколежащих состояний NeH

Состояние µ из [202] µ вычисл.

с помощью [203]

12Σ+(3s) 1.5647 1.7175

32Σ+(4s) 1.5750 1.6740

62Σ+(5s) 1.5513 1.6011

22Σ+(3p) 0.8418 0.9272

12Π+(3p) 0.8127 0.8418

52Σ+(4p) 0.7662 0.8805

32Π+(4p) 0.7388 0.8076

42Σ+(3d) −0.0208 0.0215

22Π+(3d) −0.0345 −0.0105

12∆+(3d) −0.0485 −0.0785

72Σ+(4d) −0.0568

42Π+(4d) −0.0708

22∆+(4d) −0.0936
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Как видно из таблицы 2.17, для переходов Σ(p) ↔ Σ(s) имеются зна-

чительные отличия от атомоподобной модели, поскольку угловой фактор для

этих переходов уменьшается почти вдвое при изменении дипольного момента

от нуля до используемого значения d = 1.147 а. е. (см. таблицу 2.15).

2.1.2.3. Результаты для ArH

Основное состояние X2Σ+(4s) молекул ArH и ArD является несвязыва-

ющим, а наинизшее связывающее состояние этих молекул — первое возбуж-

денное A2Σ+(5s) состояние (в классификации объединенного атома). В рабо-

те [201] с помощью метода модельного потенциала Саймонса [205, 206] (см.

раздел Е) были рассчитаны вероятности нескольких переходов между рид-

берговскими состояниями ArH в модели сферически-симметричного потен-

циала остова (“атомоподобное” приближение). В данном разделе проводятся

аналогичные расчёты с учётом дипольного момента остова, из-за которого, в

частности, отличны от нуля СО переходов (например,s → s, s → d и др.),

запрещенных в атомоподобном приближении (и поэтому не рассмотренных

в [201]).

Данные по дипольному моменту остова (молекулярного иона ArH+) со-

браны в таблице 2.18, из которой видно, что значения d, полученные различ-

ными авторами, лежат между 2 D и 3 D; поэтому вычисления СО в данном

разделе проводятся для обоих этих значений.

При вычислениях использовались три различных набора данных по кван-

товым дефектам ридберговских состояний ArН, заимствованных из различных

источников. Эти наборы данных приведены в таблице 2.19 вместе с иониза-

ционными потенциалами низшего связывающего состояния 2Σ+(5s), заимство-

ванные из тех же источников. Для сравнения приводятся также квантовые де-

фекты изоэлектронного объединенного атома (калия).
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Таблица 2.18. Данные по дипольному моменту ArH+

ссылка метод d, D

[207] Ab initio MO расчеты 2.2(1)

[208] (a) из экспериментальных g-факторов основного ко-

лебательного состояния

2.84(59)

(b) из g-факторов, экстраполяция [209] 2.95(59)

(c) из g-факторов, экстраполяция [210] 3.35(59)

(d) приняты как наиболее удовлетворительные 3.0(3)

[211] Ab initio CI расчеты для межъядерного расстоя-

ния R0 = 2.4 а. е.

(a) в системе отсчета, связанной с Ar 2.2467

(b) с поправкой −2.4/41 а. е. в системе центра масс 2.0979

[212] Из экспериментального ридберговского спектра на

основе точного решения уравнения Шредингера для

кулоно-дипольного потенциала [98]

2.8(4)

[213] Из экспериментальной аппроксимации

(a) чисто вращательных спектров 2.07(40)

(b) вращательных и вращательно-колебательных

спектров

2.12(55)

[214] MP4(SQD) 1.9283

[215] MR-CI 2.49
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Таблица 2.19. Квантовые дефекты низковозбужденных состояний ArH. M : (SC)2-CAS-SDCI

расчеты [201], P&T : MRD-CI расчеты [216], D: эксперимент [212].

состояние Источники данных по ArH K

M P&T D атом

2Σ+(5s) 2.941 3.000 3.003 2.201

2Σ+(6s) 3.066 3.281 3.175 2.222

2Σ+(7s) 2.987 3.451 2.250

2Σ+(4p) 1.610 1.768 1.737 1.727

2Π(4p) 1.620 1.803 1.738
2Σ+(5p) 1.483 1.871 1.681a 1.720

2Π(5p) 1.515 1.958 1.701a

2Σ+(6p) 1.364 2.235 1.653a 1.716

2Π(6p) 1.375 2.216 1.679a

2Σ+(3d) −0.234 0.056 −0.130 0.156

2Π(3d) 0.044 0.303 0.250
2∆(3d) −0.061 0.137 0.085
2Σ+(4d) −0.409 0.383 −0.162 0.213

2Π(4d) 0.020 0.499 0.287
2∆(4d) −0.101 0.366
2Σ+(4f) −0.104 0.417 0.017 0.007

2Π(4f) −0.096 0.383 0.011
2∆(4f) −0.081 0.348 −0.004
2Φ(4f) −0.106 0.330 −0.027

IP of the 2Σ+(5s) state (in eV) 3.209 3.4 3.413

a состояния, не обнаруженные

для ArH в [212], использованы

значения для ArD
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Энергии переходов между ридберговскими состояниями ArH даны в таб-

лицах 2.20, 2.21, 2.22, которые демонстрируют достаточно высокую чувстви-

тельность частот ω21 переходов к значениям квантовых дефектов µ. Зависи-

мость от µ входит также и в радиальные функции (1.178a), поскольку зна-

чение ν − ˜̀ − 1 (точнее, ближайшее целое к нему) определяет число узлов

радиальной функции. Это число, в свою очередь, может значительно повли-

ять на величину радиального интеграла (2.11), особенно для проникающих s-

и p-состояний, квантовые дефекты которых велики (см. таблицу 2.19). При

сопоставлении экспериментальных данных с QDT-расчётами следует иметь в

виду такую чувствительность СО к величинам µ; поэтому расчёты СО в дан-

ном разделе проводятся для всех указанных в таблице 2.19 наборов данных

по квантовым дефектам. Результаты содержатся в таблицах 2.20, 2.21, 2.22.



153

Т
аб

ли
ца

2.
20

.
С

ил
ы

ос
ци

лл
ят

ор
ов

эл
ек

тр
он

ны
х

пе
ре

хо
до

в
в

м
ол

ек
ул

е
A

rH
из

со
ст

оя
ни

я
2 Σ

+
(5

s)
(у

м
но

ж
ен

ы
на

10
3 )

.
И

ст
оч

ни
ки

да
нн

ы
х

дл
я

кв
ан

то
вы

х
де

ф
ек

то
в

те
ж

е,
чт

о
и

в
та

бл
иц

е
2.

19
.

П
ер

ех
од

d
=

0
[2

01
]

d
=

2.
0

D
d

=
3.

0
D

M
P

&
T

D
M

P
&

T
D

M
P

&
T

D

2 Σ
+
(6

s)
→

2
Σ

+
(5

s)
61
.3

95
10

8.
13

0
73
.2

91
96
.6

82
17

0.
27

7
11

5.
41

5
2 Σ

+
(7

s)
→

2
Σ

+
(5

s)
8.

92
0

10
.7

57
14
.0

46
16
.9

40
2 Σ

+
(4

p)
→

2
Σ

+
(5

s)
28

1.
50

0
11

2.
90

0
22

1.
80

0
19

4.
01

5
13

2.
32

9
15

2.
05

9
14

2.
06

7
95
.9

42
11

0.
59

5
2 Σ

+
(5

p)
→

2
Σ

+
(5

s)
2.

00
0

14
.8

00
18
.5

00
1.

73
6

47
.2

22
3.

30
3

0.
92

6
38
.3

82
3.

25
2

2 Σ
+
(6

p)
→

2
Σ

+
(5

s)
0.

02
4

1.
80

0
7.

60
0

2.
75

8
26
.8

07
1.

17
7

1.
82

1
19
.9

26
1.

16
1

2 Σ
+
(3

d)
→

2
Σ

+
(5

s)
7.

94
0

12
.7

60
9.

33
0

10
.3

55
16
.3

72
12
.1

36
2 Σ

+
(4

d)
→

2
Σ

+
(5

s)
1.

27
9

0.
10

8
1.

91
2

1.
68

0
0.

17
0

2.
46

0
2 Π

(4
p)
→

2
Σ

+
(5

s)
54

6.
90

0
45

2.
20

0
44

2.
20

0
25

9.
42

6
15

5.
44

0
21

0.
29

7
23

8.
35

9
14

4.
37

3
19

4.
22

6
2 Π

(5
p)
→

2
Σ

+
(5

s)
9.

23
0

4.
10

0
46
.5

00
1.

50
8

96
.4

17
4.

34
3

1.
85

3
81
.6

13
2.

99
1

2 Π
(6

p)
→

2
Σ

+
(5

s)
0.

17
3

0.
03

0
18
.3

00
3.

98
5

36
.3

02
1.

62
6

3.
93

4
32
.5

98
1.

12
5

2 Π
(3

d)
→

2
Σ

+
(5

s)
10
.0

85
9.

07
6

9.
67

6
13
.4

96
12
.0

81
12
.9

00
2 Π

(4
d)
→

2
Σ

+
(5

s)
0.

91
6

0.
78

7
0.

04
0

1.
21

2
1.

08
3

0.
04

8
2 Σ

+
(4

f)
→

2
Σ

+
(5

s)
0.

00
5

0.
04

4
0.

01
3

0.
01

5
0.

12
0

0.
03

8
2 Π

(4
f)
→

2
Σ

+
(5

s)
0.

00
4

0.
03

0
0.

00
9

0.
01

1
0.

08
3

0.
02

4



154

Т
аб

ли
ца

2.
21

.
С

ил
ы

ос
ци

лл
ят

ор
ов

эл
ек

тр
он

ны
х

пе
ре

хо
до

в
в

м
ол

ек
ул

е
A

rH
из

со
ст

оя
ни

я
2 Π

(4
p)

(у
м

но
ж

ен
ы

на
10

3 )
.
И

ст
оч

ни
ки

да
нн

ы
х

дл
я

кв
ан

то
вы

х
де

ф
ек

то
в

те
ж

е,
чт

о
и

в
та

бл
иц

е
2.

19
.

П
ер

ех
од

d
=

0
[2

01
]

d
=

2.
0

D
d

=
3.

0
D

M
P

&
T

D
M

P
&

T
D

M
P

&
T

D

2 Σ
+
(6

s)
→

2
Π

(4
p)

11
7.

10
0

26
.4

00
11

8.
80

0
35

2.
44

1
32

0.
84

4
31

5.
98

4
33

9.
19

8
31

0.
46

8
30

5.
66

7
2 Σ

+
(7

s)
→

2
Π

(4
p)

11
.1

00
7.

60
0

34
.2

62
8.

91
2

32
.9

77
8.

17
8

2 Σ
+
(5

p)
→

2
Π

(4
p)

4.
69

3
22
.0

41
9.

93
1

9.
64

6
41
.5

39
19
.5

36
2 Σ

+
(6

p)
→

2
Π

(4
p)

0.
23

6
4.

08
9

2.
22

7
0.

60
9

6.
72

4
4.

45
7

2 Σ
+
(3

d)
→

2
Π

(4
p)

13
2.

30
0

17
7.

00
0

12
5.

90
0

16
0.

99
7

17
1.

56
2

15
8.

71
4

15
0.

33
7

15
8.

28
1

14
8.

38
6

2 Σ
+
(4

d)
→

2
Π

(4
p)

15
.7

00
0.

20
0

9.
50

0
22
.3

60
7.

91
5

20
.0

48
20
.9

34
8.

77
0

18
.0

72
2 Π

(5
p)
→

2
Π

(4
p)

3.
32

5
17
.9

05
6.

06
3

6.
92

2
37
.7

66
12
.7

49
2 Π

(6
p)
→

2
Π

(4
p)

0.
11

2
2.

74
0

1.
35

7
0.

22
4

5.
87

1
2.

85
8

2 Π
(3

d)
→

2
Π

(4
p)

30
9.

60
0

25
5.

40
0

25
9.

30
0

52
0.

19
7

40
4.

30
2

42
0.

52
8

49
4.

00
3

38
3.

79
6

39
8.

02
4

2 Π
(4

d)
→

2
Π

(4
p)

0.
20

0
1.

90
0

4.
80

0
4.

87
1

87
.0

33
10
.8

21
3.

61
1

89
.5

61
12
.5

85
2 ∆

(3
d)
→

2
Π

(4
p)

70
2.

30
0

58
2.

30
0

65
3.

70
0

11
43
.2

70
10

73
.3

40
10

97
.2

10
11

35
.5

70
10

71
.5

20
10

91
.9

70
2 ∆

(4
d)
→

2
Π

(4
p)

12
.9

00
9.

40
0

61
.0

80
31
.8

44
59
.5

78
32
.2

72



155

Т
аб

ли
ца

2.
22

.С
ил

ы
ос

ци
лл

ят
ор

ов
эл

ек
тр

он
ны

х
пе

ре
хо

до
в

в
м

ол
ек

ул
е

A
rH

из
со

ст
оя

ни
я

2 Σ
+
(4

p)
(у

м
но

ж
ен

ы
на

10
3 )

.И
ст

оч
ни

ки
да

нн
ы

х

дл
я

кв
ан

то
вы

х
де

ф
ек

то
в

те
ж

е,
чт

о
и

в
та

бл
иц

е
2.

19
.

П
ер

ех
од

d
=

0
[2

01
]

d
=

2.
0

D
d

=
3.

0
D

M
P

&
T

D
M

P
&

T
D

M
P

&
T

D

2 Σ
+
(6

s)
→

2
Σ

+
(4

p)
11

9.
00

0
52

7.
30

0
11

9.
00

0
11

8.
79

8
11

2.
86

4
10

2.
99

8
82
.5

82
78
.1

06
71
.0

42
2 Σ

+
(7

s)
→

2
Σ

+
(4

p)
11
.1

00
13
.5

00
11
.3

25
2.

14
0

7.
86

2
1.

58
3

2 Σ
+
(5

p)
→

2
Σ

+
(4

p)
2.

30
5

12
.6

81
4.

49
7

2.
18

9
11
.8

71
4.

22
5

2 Σ
+
(6

p)
→

2
Σ

+
(4

p)
0.

10
3

1.
86

0
0.

98
1

0.
10

0
1.

73
7

0.
91

7
2 Σ

+
(3

d)
→

2
Σ

+
(4

p)
52

9.
10

0
73
.6

00
50

3.
50

0
33

1.
11

5
35

6.
19

5
32

2.
24

7
32

5.
97

5
34

8.
93

0
31

7.
25

8
2 Σ

+
(4

d)
→

2
Σ

+
(4

p)
60
.8

00
21
.0

00
37
.9

00
45
.3

49
20
.6

12
42
.4

92
44
.6

14
20
.1

59
42
.2

95
2 Π

(5
p)
→

2
Σ

+
(4

p)
2.

40
0

14
.7

18
4.

02
0

3.
12

6
21
.0

45
5.

38
0

2 Π
(6

p)
→

2
Σ

+
(4

p)
0.

07
2

1.
85

7
0.

87
8

0.
06

4
2.

92
7

1.
14

8
2 Π

(3
d)
→

2
Σ

+
(4

p)
61

2.
50

0
53

6.
00

0
51

7.
90

0
26

4.
93

3
19

6.
56

9
21

4.
71

2
26

4.
94

6
19

4.
55

2
21

3.
32

7
2 Π

(4
d)
→

2
Σ

+
(4

p)
0.

09
0

6.
70

0
9.

70
0

2.
93

6
49
.9

97
3.

90
6

3.
36

7
48
.1

09
3.

39
6



156

Экспериментальные данные по СО в ArH имеются лишь для нескольких

переходов, рассмотренных в [216], которые удовлетворительно согласуются с

экспериментальными данными. Приведенные в данном разделе данные, как

видно из таблиц 2.20, 2.21, 2.22, в некоторых случаях очень близки к ре-

зультатам работы [216]. Подчеркнём, что в условиях, когда даже квантовые

дефекты, приводимые в разных источниках, сильно отличаются друг от дру-

га, невозможно ожидать хорошего согласия с теми же источниками для сил

осцилляторов. Тем не менее, в работе [217] отмечается, что QDT-расчёты с

учётом дипольного момента несколько ближе результатам ab initio расчётов.

Заметим, что СО переходов с участием состояний 4f ранее не публикова-

лись; для этих переходов отличия между источниками данных по квантовым

дефектам меньше, чем для других состояний. Это связано с малостью их кван-

товых дефектов непроникающих 4f орбиталей.

2.2. Подслучаи Хунда для ротационно-ридберговских

состояний

Важную роль в исследованиях по атомной и молекулярной спектроско-

пии играют схемы связи угловых моментов, входящих в ту или иную атомно-

молекулярную систему. Так, в атомах часто используются, например, прибли-

жения LS -, j j- и Jk-связей [155]. Для молекул схемы связи классифицируются

согласно т. н. случаям Хунда [218]. Классификация Хунда является достаточно

общей, применимой как для основных, так и для возбужденных молекулярных

состояний. Однако для высоковозбужденных (ридберговских) состояний есте-

ственным образом возникает представление о молекуле как о системе двух

взаимодействующих частиц: остова и ридберговского электрона (далее — про-

сто электрона). Как остов, так и электрон обладают своими орбитальными

и спиновыми моментами; остов, кроме того характеризуется также враща-
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тельным моментом ядер. Наличие всех этих моментов приводит к намного

большему разнообразию возможных схем их связи, чем это имеет место для

классических случаев Хунда. Другими словами, для ридберговских молекул

классификация Хунда может быть детализирована с учетом всех возможных

схем связи внутримолекулярных моментов, что и является целью данной ра-

боты.

Из-за несферической симметрии потенциала остова угловой момент элек-

трона в полярной молекуле нельзя считать хорошим квантовым числом. По-

этому возникают очевидные трудности при применении стандартной техники

углового момента. В данном разделе проводится учет несферического (ди-

польного) потенциала молекулярного остова на основе результатов, приведён-

ных в главе 1, и для рассмотренных в главе 1 ротационно-ридберговских со-

стояний предлагается новая классификация связи моментов, в которой обыч-

ные случаи Хунда подразделяются на 31 различных схем связи.

Может показаться, что некоторые из этих подслучаев не описывают ни-

какую наблюдаемую в реальных экспериментах ситуацию. Тем не менее, мы

приводим такие подслучаи для полноты классфикации (достаточно вспом-

нить, что, например, классический случай (e) Хунда долгое время считался

не встречающимся в эксперименте [218]). Кроме того, волновые функции по-

добных подслучаев могут оказаться удобным базисом для проведения вычис-

лений, описывающих ту или иную реальную молекулу. Проведенная в работе

детализация случаев Хунда для ротационно-ридберговских состояний поляр-

ных молекул позволяет выделить в аналитическом виде зависимости различ-

ных молекулярных матричных элементов от вышеуказанных моментов и/или

их проекций для большого количества вариантов схем связи. При сравнении

с экспериментом это даст возможность, выбирая между большим числом тео-

ретических моделей, судить о реализации той или иной схемы в конкретном

эксперименте, а, следовательно, и судить о сравнительной величине различ-
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ных внутримолекулярных взаимодействий.

2.2.1. Система обозначений

Следуя [219], мы будем обозначать эти схемы следующим образом. На

первом месте будем писать букву, соответствующую случаю Хунда для моле-

кулы в целом; нижний индекс при первой букве обозначает порядковый номер

подслучая в нашей классификации. Вторая буква соответствует случаю Хун-

да для остова. Она (как и другие связанные с остовам величины) снабжена

верхним индексом “+”. Для подслучаев, в которых остов не характеризует-

ся никаким определенным случаем Хунда, вместо второй буквы будем писать

нуль. Таким образом получаются по четыре подслучая Хунда (a), (b) и (c),

одиннадцать подслучаев (d) и восемь подслучаев (e).

Отдельные типы связей уже рассматривались ранее. Так, в работе [220]

для ридберговских состояний были рассмотрены 4 схемы связи, относящие-

ся к случаю (d). Если не учитывать ядерный спин, они совпадают с нашими

подслучаями d3a+, d10+, d1b+. Простейшие схемы связи случаев (b) и (d) ис-

пользовались в работах [221, 222]. Им соответствуют наши подслучаи b1b+

и d3b+. Случай Хунда (e) рассматривался в работе [223], где использовалась

схема связи, аналогичная нашему подслучаю ea+.

Ниже приводятся обозначения для всех молекулярных моментов, рас-

сматриваемых в данном разделе. Перед каждым моментом в скобках дано

обозначение его проекции на молекулярную ось.

(Ω)J — полный момент молекулы, включающий спин остова и спин рид-

берговского электрона.

(Λ)N — полный момент молекулы за вычетом спинов электрона и остова

(J = N + S). Заметим, что, хотя обозначение N может включать вращатель-

ный момент молекулы, для двухатомных молекул Λ совпадает со ζ-проекцией
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орбитального электронного момента молекулы.

(Σ)S — полный молекулярный спин.

(Ω+)J+ — полный момент остова.

(Λ+)L+ — электронный орбитальный момент остова.

(Λ+)N+ — момент остова без учёта спина остова (J+ = N+ + S+). Как и

выше, хотя обозначение N+ может включать вращательный момент остова, для

двухатомных молекул Λ+ совпадает со ζ-проекцией орбитального момента L+.

(Σ+)S + — спин остова.

(ω) j — полный момент электрона.

(λ)l — орбитальный момент электрона (в случаях, когда он сохраняется).

Поскольку в большинстве случаев сохраняется не момент электрона, но ква-

зимомент, схемы сложения, подобные N = N+ + ˜̀ следует понимать в смысле

формулы (1.94).

(σ)s — спин электрона. Буквенное обозначение вводится лишь для на-

глядности; ниже везде подразумевается s = 1
2 .

(Σ+)S + — полный момент молекулы за вычетом спина остова: J = S++S+

Здесь и далее обозначение x, где x — момент из вышеприведенного списка,

заимствовано из булевой алгебры. Оно указывает на “отсутствие” момента x в

полном молекулярном моменте: J = x + x. Аналогичные замечания относятся

и к проекции ξ момента x на молекулярную ось ζ.

(σ)s — полный момент молекулы за вычетом спина электрона: J = s + s.

(λ)l — полный момент молекулы за вычетом орбитального момента элек-

трона: J = l + l.

(Λ+)N+ — момент, образованный сложением l и S .

(ω+) j+ — момент, образованный сложением l и S +.

Mx — проекция момента x из приведенного выше списка на ось z лабо-

раторной системы.

mx — то же для момента x, относящегося только к электрону.
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Предлагается следующее символическое обозначение для схем связи ро-

тационно-ридберговских состояний. Подобно соответствующему обозначению

для атомов, оно имеет форму xy[z], где x, y — моменты из вышеприведенно-

го списка, а z является их векторной суммой (А.1). В свою очередь, один из

моментов, например, x, тоже может являться векторной суммой: x1x2[x]y[z].

При сохранении ζ-проекций ξ1, ξ2 . . . моментов x1, x2 . . . будем записывать

их под буквами x1, x2 . . . ; при этом будем заключать проекции ξ1, ξ2 . . . в

круглые скобки, если соответствующие им моменты x1, x2 . . . входят в неко-

торый момент x по схеме (А.6)
⃒⃒⃒⃒⃒
(

x1

ξ1

x2

ξ2 )
· · ·

x
ξ

⟩
. Такая ситуация типична для

случаев Хунда (a) или (c); при сохранении ζ-проекции ξ как правило имеем

ξ = ξ1 + ξ2 + · · · .

Ниже для удобства приводятся краткие сведения о классических случаях

Хунда; вводятся необходимые обозначения, с помощью которых далее приво-

дится классификация возможных схем связи для ротационно-ридберговских

состояний.

2.2.2. Классические случаи Хунда

Классификация молекулярных состояний зависит от спиновых взаимо-

действий: например, спин-орбита, спин-ось, спин-вращательного и т. д. Рас-

смотрение соотношений между этими взаимодействиями приводит к возник-

новению пяти общеизвестных случаев Хунда [88, 89, 218, 224–226].

Случай (a). И орбитальный, и спиновый моменты сильно привязаны к мо-

лекулярной оси ζ, их ζ-проекции Λ и Σ сохраняются. Сохраняется также и

проекция Ω = Λ + Σ полного момента J молекулы. При этом молекулярные

состояния имеют вид ⃒⃒⃒⃒⃒
υ

Λ

S
Σ

J
MJ,Ω

⟩
=

⃒⃒⃒⃒⃒
υ

Λ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S
Σ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ,Ω

⟩
,



161

где
⃒⃒⃒
υ

Λ

⟩
обозначает электронные состояния молекулы, характеризующиеся со-

храняющимся значением проекции Λ; υ обозначает остальные квантовые чис-

ла. Для наших целей они интереса не представляют, поэтому в последующих

формулах будем опускать их. MJ есть проекция полного молекулярного мо-

мента J на лабораторную ось z.

Случай (b). Орбитальный момент сильно связан с молекулярной осью ζ;

проекция Λ сохраняется. Взаимодействие “спин-ось” много меньше спин-вра-

щательного, так что Σ не сохраняется и молекулярные состояния⃒⃒⃒⃒⃒
N
Λ

S [ J
MJ

]
⟩

=
∑︁

MN MS

⟨
S

MS

N
MN

⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S

MS

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
N

MN ,Λ

⟩
строятся по схеме связи (А.1) (подчеркнем, что в случае (a) молекулярный

спин S , обладая ζ-проекцией Σ, также входит в полный момент J, но по схеме

связи (А.6)).

Случай (c). Спин-орбитальное взаимодействие намного превышает взаимо-

действие “ось-орбита”. Состояние
⃒⃒⃒⃒

J
MJ ,Ω

⟩
молекулы в случае (c) характери-

зуется минимальным набором квантовых чисел. Сохраняющимся квантовым

числом является ζ-проекция Ω полного момента, а проекции S и Λ по отдель-

ности не сохраняются. Более детальное описание случая (c) возможно, если

явным образом ввести ридберговский электрон. В этом случае проекции σ, λ

спина s и орбитального момента l электрона по отдельности не сохраняются,

сохраняется лишь проекция ω полного момента j = l + s электрона:⃒⃒⃒⃒⃒
j
ω

J
MJ,Ω

⟩
=

⃒⃒⃒⃒⃒
υ

Ω

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ,Ω

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
j
ω

⟩
,⃒⃒⃒⃒⃒

j
ω

⟩
≡

∑︁
σλ

⟨
s
σ

l
λ

⃒⃒⃒⃒⃒
ω

j

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
s
σ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
l
λ

⟩
. (2.13)
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Случай (d). Как правило, случаи (d) и (e) рассматриваются только при на-

личии высоковозбужденного (ридберговского) электрона. В случае (d) взаи-

модействие “спин-орбита” и “ось-орбита” много меньше взаимодействия ор-

битального момента электрона с вращением остова. Этот случай реализуется,

например, для ридберговского электрона, угловой момент которого отвязан от

молекулярной оси. Типичное молекулярное состояние имеет вид⃒⃒⃒⃒⃒
N
Λ

l [ J
MJ

]
⟩

=
∑︁
MNml

⟨
N

MN

l
ml

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ J

MJ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
N

MN ,Λ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ l
ml

⟩
Спин s ридберговского электрона и спин S + молекулярного остова могут быть

включены различными способами, которые подробнее рассматриваются да-

лее.

Случай (e). В этом случае взаимодействие “ось-орбита”, как и в случае (c),

много меньше спин-орбитального, однако проекция ω электронного момен-

та j не сохраняется из-за его сильного взаимодействия с вращением остова.

Не сохраняется также и ζ-проекция Ω полного момента J. Сохраняющейся ве-

личиной является ζ-проекция Ω+ полного момента J+ молекулярного остова.

В данном разделе будет использоваться состояние вида⃒⃒⃒⃒⃒
J+

Ω+

j [ J
MJ

]
⟩

=∑︁
MJ+m j

⟨
J+

MJ+

j
m j

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ J

MJ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
J+

MJ+,Ω+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ j
m j

⟩
=

∑︁
Ωω

(−1)J+−J−ω
⟨

j
−ω

J
Ω

⃒⃒⃒⃒⃒
J+

Ω+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ,Ω

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
j
ω

⟩
,⃒⃒⃒⃒⃒

⃒ j
m j

⟩
=

∑︁
ml,ms

⟨
l

ml

s
ms

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ j

m j

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ l
ml

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
s

ms

⟩
,

которое отличается от использованного в [223] состояния фазовым множите-

лем (−1)J− j+Ω+

, а от состояния, использованного в случае (a+e) [219] — фазо-

вым множителем (−1)J−J++ j.
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2.2.3. Характерные энергии внутримолекулярных взаимодействий.

Классификационные схемы подслучаев Хунда

Подразделение на подслучаи Хунда, данное в следующем разделе, про-

водится в соответствии с соотношениями между энергиями внутримолекуляр-

ных взаимодействий. Для характеристических энергий этих взаимодействий

будем использовать следующие обозначения.

Wxy — энергия взаимодействия моментов x и y, приводящего к их связы-

ванию по схеме векторного сложения. Как правило, операторы таких взаимо-

действий можно считать скалярными произведениями Axy(x · y), где Axy есть

соответствующая константа взаимодействия. Например, взаимодействие WN+l

электрона с вращениями остова (x = N+, y = l) определяется как среднее зна-

чение оператора Bη(N+ · l); при этом константа взаимодействия Bη есть враща-

тельная константа остова. Для спин-орбитального взаимодействия электрона

(x = l, y = s) имеем (М.3):

Wls =
⟨(l · s)⟩

l(l + 1)(2l + 1)
α2Z4

ν3 Ry,

где α ≃ 1/137 — постоянная тонкой структуры, ν — главное квантовое число

ридберговского электрона. Угловые скобки обозначают усреднение по состоя-

нию |ν`⟩. Напомним, что Wls = 0 для состояний с ` = 0.

Wξ — энергия взаимодействия момента x с осью молекулы, приводяще-

го к сохранению проекции ξ момента x на молекулярную ось ζ. Существуют

простые модельные гамильтонианы, описывающие подобные взаимодействия

“момент-ось”. Например, оператор спин-осевого взаимодействия можно вы-

брать в виде [88]

A(1)
Σ

̂︀S ζ + A(2)
Σ

̂︀S ζ
2
.

Для взаимодействия, приводящего к сохранению проекции Ω+ полного момен-

та остова (при несохраняющихся проекциях Λ+ и Σ+ его орбитального и спи-
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нового моментов, что имеет место в случае (c+)) можно считать WΩ+ = WL+S +.

Согласно общим правилам квантовой механики, количественную оценку

для Wξ можно получить, положив Wξ равной интервалу между уровнями с со-

седними значениями ξ. Это легко сделать, например, для Wλ при небольших d.

Используя (1.65) и (1.62), получаем:

Wλ ∼
3d2Z2

2ν3

2λ + 1
`(` + 1)(4`2 − 1)(2` + 3)

Ry.

Эту величину имеет смысл трактовать как меру взаимодействия ось–элек-

тронная орбита. Оценку для спин-осевого взаимодействия можно получить

из (М.6):

Wσ ∼
3Z5d2λ

2ν3`5 . (2.14)

Для оценки других энергий взаимодействия можно привлекать различ-

ные качественные или ab initio методы молекулярных расчётов, либо исполь-

зовать непосредственные экспериментальные оценки. Как следует из резуль-

татов раздела 2.2.2, в основе классификации молекулярных схем связи может

лежать подразделение на RBOA и IRBOA. Поскольку первое характеризуется

сохранением ζ-проекции λ орбитального момента электрона, к нему отно-

сятся случаи (a) и (b). В условиях IRBOA орбитальный момент связывается

векторной связью и, следовательно, λ не сохраняется. Для систем без спина,

которые только и рассматривались в разделе 2.2.2, это означает реализацию

случая Хунда (d). Аналогичным образом при учёте спинов случай (c) следует

отнести к RBOA, а случай (e) — к IRBOA. Эта предварительная классифика-

ция (т. е. связь между классификацией Хунда и подразделением на RBOA и

IRBOA) отражена на таблице 2.23.

Разделение случаев Хунда на подслучаи изображено на схемах 2.24a,

2.24b, 2.24c, 2.24d, 2.24e в виде “деревьев”; эти схемы являются дальнейшей

детализацией предварительной классификации, данной в таблице 2.23. “Вет-

ви деревьев” на схемах 2.24 обозначены соответствующими соотношениями
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−−−→ Wσ ≫ WN+s (a)
−−−→ Wλ ≫ Wls

RBOA: WN+l ≪ WRy −−−→ Wσ ≪ WN+s (b)
−−−→ Wλ ≪ Wls (c)
−−−→ Wλ,Wls ≪ WN+l (d)

IRBOA: WN+l ≫ WRy
−−−→ Wls ≫ WN+l ≫ Wλ (e)

Таблица 2.23. Связь между классификацией Хунда и подразделением на RBOA и IRBOA.

Выражения для энергий W внутримолекулярных взаимодействий приведены в разделе 2.2.3.

→WS +s ≪ WΩ+ ac+

→WS +s ≫ Wσ
→WS +s ≫ WΩ+ a1a+

→WΣ+ ≫ WN+S + a2a+

→WS +s ≪ Wσ
→WΣ+ ≪ WN+S + ab+

Таблица 2.24a. (a)-подслучаи Хунда

между вышеупомянутыми характеристическими энергиями.

Ниже, в разделах 2.2.4 и 2.2.5 приводятся явные выражения для молеку-

лярных состояний каждого из рассмотренных подслучаев. В этих выражени-

ях, однако, зависимость от радиальных переменных опущена; она может легко

быть восстановлена на основе результатов раздела 1.1.

→WΩ+ ≪ WΛ+ ba+

→Wls ≫ WlS +

→WΩ+ ≫ WΛ+ bc+

→WS +s ≪ WN+S + b1b+

→Wls ≪ WlS +

→WS +s ≫ WN+S + b2b+

Таблица 2.24b. (b)-подслучаи Хунда
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→WΩ+ ≪ WΛ+ ca+

→Wls ≫ WlS +

→WΩ+ ≫ WΛ+ cc+

→WS +s ≪ Wls cb+

→Wls ≪ WlS +

→WS +s ≫ Wls c0+

Таблица 2.24c. (c)-подслучаи Хунда

→WN+s ≫ Wσ d1a+

→WN+S + ≫ WS +s
→WΩ+ ≪ WΛ+ →WN+s ≪ Wσ d2a+

WN+S + →WN+S + ≪ WS +s . . . . . . . . . . . . . . d3a+

→ ≪
WΣ+ →WJ+s ≪ WS +s . . . . . . . . . . . . . . d1c+

→WΩ+ ≫ WΛ+

→WJ+s ≫ WS +s . . . . . . . . . . . . . . d2c+

→WN+s ≫ Wσ d10+

→WN+S + ≫ WS +s
→WN+S + ≪ WN+l →WN+s ≪ Wσ d20+

WN+S + →WN+S + ≪ WS +s . . . . . . . . . . . . . . d30+

→ ≫
WΣ+ →WJ+s ≫ Wσ d1b+

→WJ+S + ≫ WS +s
→WN+S + ≫ WN+l →WJ+s ≪ Wσ d2b+

→WJ+S + ≪ WS +s . . . . . . . . . . . . . . d3b+

Таблица 2.24d. (d)-подслучаи Хунда

2.2.4. Подслучаи Хунда в RBO-приближении

Без учёта спинов электрона и остова RBOA-состояния характеризуются

квантовыми числами ˜̀, λ N, Λ+, Λ = Λ+ + λ:⃒⃒⃒⃒⃒ ˜̀

λ

N
MN ,Λ

⟩
=

⃒⃒⃒⃒⃒
Λ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
N

MN ,Λ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒ ˜̀

λ

⟩
,⃒⃒⃒⃒⃒ ˜̀

λ

⟩
=

∑︁
l

a`λ, l

⃒⃒⃒⃒⃒
l
λ

⟩
.

Связь дираковских обозначений состояний с волновыми функциями, рассмот-

ренными в разделе 1.1.4 даётся формулами⟨
ϑ

ϕ

⃒⃒⃒⃒⃒
l
λ

⟩
= Ylλ(ϑ, ϕ),

⟨
ϑ

ϕ

⃒⃒⃒⃒⃒ ˜̀

λ

⟩
= 𝒵`λ(ϑ, ϕ).

Поскольку орбитальный момент ридберговского электрона включается в
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→WΛ+ ≫ WΩ+ ea+

→WN+S + ≪ WΩ+

WlS + →WΛ+ ≪ WΩ+ ec+

→ ≪
WN+l →WN+S + ≫ W jN+ e1b+

→WN+S + ≫ WΩ+

→WN+S + ≪ W jN+ e2b+

→Wls ≪ WS +s e10+

→Wls ≫ WlS +−−−−−−−−−
WlS + →Wls ≫ WS +s e20+

→ ≫
WN+l →Wls ≪ WN+l e30+

→Wls ≪ WlS +−−−−−−−−−
→Wls ≫ WN+l e40+

Таблица 2.24e. (e)-подслучаи Хунда

полный момент N молекулы, различные схемы связи могут быть построены

лишь различными способами связывания N с S , S +, и затем с s; эти способы

рассматриваются ниже.

2.2.4.1. Слабое спин-орбитальное взаимодействие — случаи Хунда (a)

и (b)

В случаях Хунда (a) и (b) для ридберговского электрона сильное взаимо-

действие “ось-орбита” приводит к сохранению проекции λ. По отношению к

ридберговскому электрону случаи (a) и (b) различаются тем, что в случае (a)

электрон обладает проекцией σ своего спина на ось молекулы, а в случае (b)

— не обладает. Приведём явный вид ротационно-ридберговских состояний для

соответствующих подслучаев.

a1a+ :
⃒⃒⃒⃒⃒
( Λ+

˜̀

λ

S
Σ )

J
MJ,Ω

⟩
=

⃒⃒⃒⃒⃒
Λ+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒ ˜̀

λ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S
Σ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ,Ω

⟩
a2a+ :

⃒⃒⃒⃒⃒
( Λ+

˜̀

λ

S +

Σ+

s
σ )

J
MJ,Ω

⟩
=

⃒⃒⃒⃒⃒
Λ+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒ ˜̀

λ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S +

Σ+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
s
σ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ,Ω

⟩
ab+ :

⃒⃒⃒⃒⃒
( Λ+

˜̀

λ )
N
Λ

S + [
(

s
σ )

J
MJ

]
⟩

=
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⃒⃒⃒⃒⃒
Λ+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒ ˜̀

λ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
s
σ

⟩ ∑︁
MN MS +

⟨
S +

MS +

N
MN

⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S +

MS +

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
N

MN ,Λ

⟩

ac+ :
⃒⃒⃒⃒⃒
( Ω+

˜̀

λ

s
σ )

J
MJ,Ω

⟩
=

⃒⃒⃒⃒⃒
Ω+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒ ˜̀

λ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
s
σ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ,Ω

⟩
ba+ :

⃒⃒⃒⃒⃒
( Λ+

˜̀

λ )
N
Λ

s [
(
S +

Σ+ )
J

MJ

]
⟩

=

⃒⃒⃒⃒⃒
Λ+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒ ˜̀

λ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S +

Σ+

⟩ ∑︁
MN ms

⟨
s

ms

N
MN

⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
s

ms

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
N

MN ,Λ

⟩

b1b+ :
⃒⃒⃒⃒⃒
( Λ+

˜̀

λ )
N
Λ

S [ J
MJ

]
⟩

=

⃒⃒⃒⃒⃒
Λ+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒ ˜̀

λ

⟩ ∑︁
MN MS

⟨
S

MS

N
MN

⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S

MS

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
N

MN ,Λ

⟩

b2b+ :
⃒⃒⃒⃒⃒
( Λ+

˜̀

λ )
N
Λ

S + [s] s [ J
MJ

]
⟩

=

⃒⃒⃒⃒⃒
Λ+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒ ˜̀

λ

⟩ ∑︁
MN ms

⟨
s

ms

s
Ms

⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
s

ms

⟩
×

∑︁
MN MS +

⟨
S +

MS +

N
MN

⃒⃒⃒⃒⃒
s

Ms

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S +

MS +

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
N

MN ,Λ

⟩

bc+ :
⃒⃒⃒⃒⃒
(

˜̀

λ )
s
σ

s [ J
MJ

]
⟩

=

⃒⃒⃒⃒⃒
σ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒ ˜̀

λ

⟩ ∑︁
MN ms

⟨
s

ms

s
Ms

⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
s

ms

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
s

Ms, σ

⟩

2.2.4.2. Сильное спин-орбитальное взаимодействие — случай Хунда (c)

Когда спиновые взаимодействия (М.2) становятся сравнимы с энерги-

ей Wλ взаимодействия орбита-ось, то потенциал (1.1) недостаточен для описа-

ния ридберговского электрона. Корректный гамильтониан должен содержать

члены, описывающие спин-орбитальное (М.3) и спин-дипольное (спин-осе-

вое) взаимодействие (М.5). Однако проблема существенно упрощается, если

спин-орбитальное взаимодействие оказывается намного сильнее как спин-осе-

вого, так и орбитально-осевого: Wls ≫ Wσ,Wλ. Тогда дипольным моментом

в гамильтониане можно вообще пренебречь, и электронная волновая функ-

ция
⃒⃒⃒

j
ω

⟩
должна строиться по схеме векторного сложения (2.13), так что при

сохраняющейся проекции ω, проекции λ и σ по отдельности не сохраняются.

Приведём явный вид ротационно-ридберговских состояний для соответству-

ющих подслучаев.



169

ca+ :
⃒⃒⃒⃒⃒
( Λ+

j
ω

S +

Σ+ )
J

MJ,Ω

⟩
=

⃒⃒⃒⃒⃒
j
ω

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S +

Σ+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ,Ω

⟩
cb+ :

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒( j
ω )

S +

Σ+ S +

[ J
MJ

]
⟩

=

⃒⃒⃒⃒⃒
Ω+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
j
ω

⟩ ∑︁
MS + ,MS +

⟨
S +

MS +

S +

MS +

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ J

MJ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S +

MS +

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ S +

MS +,Σ+

⟩

cc+ :
⃒⃒⃒⃒⃒
( Ω+

j
ω )

J
MJ,Ω

⟩
=

⃒⃒⃒⃒⃒
Ω+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
j
ω

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ,Ω

⟩

c0+ :

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒l S

( Λ+ )
[N+]
Λ+

J
MJ,Ω

⟩
=

⃒⃒⃒⃒⃒
Λ+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ,Ω

⟩∑︁
λΣ

⟨
l
λ

S
Σ

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ N+

Λ+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
l
λ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S
Σ

⟩
2.2.5. Подслучаи Хунда в IRBO-приближении

2.2.5.1. Слабое спин-орбитальное взаимодействие

В разделе 1.1.5 были введены IRBOA-состояния без учёта спинов элек-

трона и остова. В данном разделе описываются подслучаи, которые строятся

из таких состояний посредством разных способов связывания N и ˜̀ с S , s или

с S +. Эти способы можно подразделить на две группы: одна из них соответ-

ствует случаям (a+) и (c+), другая — случаю (b+).

Для остова, характеризующегося случами (a+) или (c+), мы будем рас-

сматривать состояния типа (1.94):⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ xξ ` [y]

My

⟩
=

∑︁
l

bγ
` l

∑︁
Mx ml

⟨
x

Mx

l
ml

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ y

My

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
x

Mx, ξ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ l
ml

⟩
.

Роль введённой в разделе 1.1.5 “усреднённой проекции” Ω+ здесь играет про-

екция ξ: κ+ = {ξ}, а полный набор IRBOA-квантовых чисел γ = {ξ, x, y}.

Возможны следующие значения эффективных моментов: x ∈ {N+, J+, j+, l},

y ∈ {N, J, s}.

Для остова, характеризующегося случаем (b+), введём состояния следу-
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ющего типа: ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ x1

ξ1

x2 [x] ˜̀ [y]
My

⟩
=

∑︁
l

bγ
` l

∑︁
Mx,ml

⟨
x

Mx

l
ml

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ y

My

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ l
ml

⟩

×
∑︁

Mx1 Mx1

⟨
x1

Mx1

x2

Mx2

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ x

Mx

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ x1

Mx1, ξ1

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ x2

Mx2

⟩
.

“Усреднённая проекция” Ω+ для остова (b+)-типа определяется следующим

набором остовных квантовых чисел: κ+ = {ξ1, x1, x2}. Полный же набор IRBOA-

квантовых чисел есть γ = {ξ1, x1, x2, x, y}. Входящие сюда моменты могут при-

нимать следующие значения: x1 = N+, x2 ∈ {S +, S }, x ∈ {J+, j+}, y ∈ {J, s}.

Используя вышеприведённые выражения для (a+)- и (b+)- состояний, вы-

пишем ротационно-ридберговские состояния в (d)-подслучаях. Для краткости

не выписываем множитель
⃒⃒⃒
Ω+

⟩
в подслучае d1c+ и множитель

⃒⃒⃒
Λ+

⟩
во всех

остальных подслучаях, кроме d2c+.

d1a+ (γ = {Ω+, J+, s}) :

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒( Λ+

S +

Σ+ )
J+

Ω+

˜̀ [ s ] s [ J
MJ

]
⟩

=

⃒⃒⃒⃒⃒
S +

Σ+

⟩
×

∑︁
Ms ms

⟨
s

ms

s
Ms

⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
s

ms

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ J+

Ω+

˜̀ [s]
Ms

⟩

d2a+ (γ = {Ω+, J+, J}) :

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒( Λ+

S +

Σ+ )
J+

Ω+

˜̀ [
(

s
σ )

J
MJ

]
⟩

=

⃒⃒⃒⃒⃒
S +

Σ+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
s
σ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ J+

Ω+

˜̀ [J]
MJ

⟩
d3a+ (γ = {λ, l, J}) :

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒N+

Λ+

˜̀ [
(
S
Σ )

J
MJ

]
⟩

=

⃒⃒⃒⃒⃒
S
Σ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒N+

Λ+

˜̀ [J+]
MJ+

⟩
d10+ (γ = {Λ+,N+,N}) :

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒N+

Λ+

˜̀ [ N ] S + [ s ] s [ J
MJ

]
⟩

=
∑︁
Ms ms

⟨
s

ms

s
Ms

⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
s

ms

⟩
×

∑︁
MS + MN

⟨
S +

MS +

N
MN

⃒⃒⃒⃒⃒
s

Ms

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S +

MS +

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒N+

Λ+

˜̀ [N]
MN

⟩

d20+ (γ = {Λ+,N+,N}) :

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒N+

Λ+

˜̀ [ N ] S + [
(

s
σ )

J
MJ

]
⟩

=

⃒⃒⃒⃒⃒
s
σ

⟩
×

∑︁
MN MS +

⟨
S +

MS +

N
MN

⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S +

MS +

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒N+

Λ+

˜̀ [N]
MN

⟩
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d30+ (γ = {Λ+,N+,N}) :

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒N+

Λ+

˜̀ [ N ] S [ J
MJ

]
⟩

=⃒⃒⃒⃒⃒
Λ+

⟩ ∑︁
MN MS

⟨
S

MS

N
MN

⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S

MS

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒N+

Λ+

˜̀ [N]
MN

⟩

d1b+ (γ = {Λ+,N+, S +, J+, s}) :

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒N+

Λ+

S + [ J+ ] ˜̀ [ s ] s [ J
MJ

]
⟩

=∑︁
Ms ms

⟨
s

ms

s
Ms

⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
s

ms

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒N+

Ω+

S + [J+] l̃ [s]
Ms

⟩

d2b+ (γ = {Λ+,N+, S +, J+, J}) :

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒N+

Λ+

S + [ J+ ] ˜̀ [
(

s
σ )

J
MJ

]
⟩

=⃒⃒⃒⃒⃒
Λ+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
s
σ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒N+

Λ+

S + [J+] l̃ [J]
MJ

⟩

d3b+ (γ = {Λ+,N+, S , s, J}) :

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒N+

Λ+

S [ l ] ˜̀ [ J
MJ

]
⟩

=

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒N+

Λ+

S [l] l̃ [J]
MJ

⟩
d1c+ (γ = {Ω+, J+, s}) :

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ J+

Ω+

˜̀ [ s ] s [ J
MJ

]
⟩

=⃒⃒⃒⃒⃒
Ω+

⟩ ∑︁
Ms ms

⟨
s

ms

s
Ms

⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
s

ms

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ J+

Ω+

˜̀ [s]
Ms

⟩

d2c+ (γ = {λ, l, J}) :

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ l
λ

˜̀ [J]
MJ

⟩
2.2.5.2. Сильное спин-орбитальное взаимодействие —

случай Хунда (e)

До определённого времени считалось, что случай (e) никогда не реали-

зуется [218]. Однако, в процессе изучения структуры ридберговских состо-

яний оказалось, что этот случай встречается довольно часто [223, 227]. Все

замечания, сделанные в разделе 2.2.4.2 о случае (c), сохраняют свою силу и

здесь, за исключением того, что в случае (e) взаимодействие полного момента

электрона с вращениями остова велико. В частности, в этом разделе принято,

что спин-орбитальное взаимодействие много больше взаимодействия “спин-
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ось” и “ось-орбита”, и потому квазимомент ридберговского электрона здесь

не вводится. Отличие от случая (c) состоит в том, что в случае (e) момент j

(или аналогичный ему N+, j+) связывается с моментом системы, включаю-

щей в себя какой-либо момент остова (т. е. с N+, J+ или с S +), и поэтому

ζ-проекции ω, Λ+, ω+ на молекулярную ось не сохраняются. Приведём явный

вид ротационно-ридберговских состояний в соответствующих подслучаях.

ea+ :
⃒⃒⃒⃒⃒
( Λ+

S +

Σ+ )
J+

Ω+

j [ J
MJ

]
⟩

=

⃒⃒⃒⃒⃒
S +

Σ+

⟩ ∑︁
MJ+ m j

⟨
J+

MJ+

j
m j

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ J

MJ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
J+

MJ+,Ω+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ j
m j

⟩
e1b+ :

⃒⃒⃒⃒⃒
N+

Λ+

S + [ J+ ] j [ J
MJ

]
⟩

=
∑︁

MJ+ m j

⟨
J+

MJ+

j
m j

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ J

MJ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ j
m j

⟩
×

∑︁
MN+ MS +

⟨
N+

MN+

S +

MS +

⃒⃒⃒⃒⃒
J+

MJ+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
N+

MN+,Λ+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S +

MS +

⟩

e2b+ :

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒N+

Λ+

j [ S + ] S + [ J
MJ

]
⟩

=
∑︁

MS + mS +

⟨
S +

MS +

S +

mS +

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ J

MJ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S +

MS +

⟩

×
∑︁

MN+ m j

⟨
N+

MN+

j
m j

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ S +

mS +

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
N+

MN+,Λ+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ j
m j

⟩

e10+ :

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒l S [ N+ ] N+

Λ+

[ J
MJ

]
⟩

=
∑︁

MN+ MN+

⟨
N+

MN+

N+

MN+

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ J

MJ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
N+

MN+,Λ+

⟩

×
∑︁

ml MS

⟨
l

ml

S
MS

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ N+

MN+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ l
ml

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S

MS

⟩

e20+ :

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ j S + [ N+ ] N+

Λ+

[ J
MJ

]
⟩

=
∑︁

MN+ MN+

⟨
N+

MN+

N+

MN+

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ J

MJ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
N+

MN+,Λ+

⟩

×
∑︁

m j,MS +

⟨
j

m j

S +

MS +

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ N+

MN+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ j
m j

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S +

MS +

⟩
e30+ :

⃒⃒⃒⃒⃒
l S + [ j+ ] N+

Λ+

[ s ] s [ J
MJ

]
⟩

=
∑︁
Ms ms

⟨
s

ms

s
Ms

⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
s

ms

⟩
×

∑︁
M j+ MN+

⟨
j+

M j+

N+

MN+

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ s

Ms

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ j+

m j+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
N+

MN+,Λ+

⟩
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e40+ :
⃒⃒⃒⃒⃒
l S + [ j+ ] [ s ] N+

Λ+

[ s ] [ J
MJ

]
⟩

=
∑︁

MN+ MN+

⟨
N+

MN+

N+

MN+

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ N

MN

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
N+

MN+,Λ+

⟩

×
∑︁

m j+ ms

⟨
j+

M j+

s
ms

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ N+

MN+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ j+

m j+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
s

ms

⟩
,⃒⃒⃒⃒⃒

⃒ j+

m j+

⟩
=

∑︁
ml,MS +

⟨
l

ml

S +

MS +

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ j+

m j+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S +

MS +

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ l
ml

⟩

ec+ :
⃒⃒⃒⃒⃒
J+

Ω+

j [J]
MJ

⟩
=

∑︁
MJ+ m j

⟨
J+

MJ+

j
m j

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ J

MJ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
J+

MJ+,Ω+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ j
m j

⟩

2.2.6. Эффект Зеемана для ридберговских состояний

В экспериментальных исследованиях часто бывает полезно наличие как

можно большего количества аналитических выражений для энергий молеку-

лярных термов, а также других величин, выражающихся через молекулярные

матричные элементы, что при сопоставлении с экспериментальными данными

позволяет сделать вывод о реальной схеме связи моментов, и, следовательно,

об относительной величине внутримолекулярных взаимодействий в каждом

конкретном эксперименте. В качестве одного из приложений рассмотренных

выше схем связи к теоретическому описанию спектров ридберговских моле-

кул рассмотрим линейный эффект Зеемана и Пашена–Бака, эксперименталь-

но изучавшиеся для ротационно-ридберговских состояний, например, в рабо-

тах [221, 222]. В этих работах рассматривались лишь некоторые простейшие

схемы, относящиеся к случаям (d) и (b); при этом из мультипольных моментов

молекулярного остова рассматривался лишь квадрупольный момент, а диполь-

ный момент не учитывался. Заметим, что в приводимой здесь классификации

использованные в [221, 222] схемы обобщаются подслучаями b1b+ и d3b+.

В настоящем разделе приводятся выражения для зеемановского расщеп-

ления для всех рассмотренных в предыдущих разделах 2.2.4 и 2.2.5 подслуча-

ев Хунда и их спин-отвязанных аналогов. Последние соответствуют ситуации,
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когда спин электрона или спин всей молекулы “отвязаны” магнитным полем

от других молекулярных моментов и имеют сохраняющиеся z-проекции ms

или MS . Другими словами, в таких случаях имеет место эффект Пашена–Бака

— либо лишь для ридберговского электрона, либо для молекулы в целом (см.

ниже). Выражения для волновых функций таких “спин-отвязанных” подслу-

чаев приводятся вместе с формулами для зеемановского расщепления в разде-

ле 2.2.6.3. Отметим также, что в этом разделе используются не все вышепри-

ведённые подслучаи, а только те из них, в которых сохраняется проекция Λ+

орбитального момента остова на молекулярную ось; иными словами это озна-

чает, что для остова практически всегда имеет место случай (a) или (b). Это

связано с тем, что, как правило, лишь в этих случаях можно записать замкну-

тое выражение для зеемановского расщепления [88].

Все приведённые в этом разделе формулы для зеемановского расщепле-

ния получаются стандартным путём, а именно усреднением одного из ниже-

следующих операторов:

∆EZee = ⟨·|̂︀Lz + gs(̂︁S +
z + ̂︀sz)|·⟩ (2.15)

= ⟨·|̂︀Jz + (gs − 1)
(︀̂︁S +

z + ̂︀sz
)︀
|·⟩ (2.16)

= ⟨·|̂︁L+
z + gs(̂︁S +

z + ̂︀sz)|·⟩ (2.17)

Здесь ̂︀Lz — оператор проекции орбитального момента молекулы на лаборатор-

ную ось; ̂︁L+
z — то же для орбитального момента молекулярного остова.

Выражения (2.15), (2.16), (2.17) эквивалентны, однако каждое из них

представляется более удобным для определённых схем связи. Далее приво-

дятся явные выражения для зеемановского расщепления, а также выражения

для волновых функций в случае эффекта Пашена–Бака — в дополнение к раз-

делам 2.2.4 и 2.2.5. Расчёт зеемановского расщепления сводился к суммирова-

нию произведений коэффициентов Клебша–Гордона. Примечательно, что ре-

зультаты этих громоздких вычислений могут быть описаны в виде “блочных
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формул”, куда простым образом входят соответствующие гирофакторы, кото-

рые вводятся в следующем разделе.

2.2.6.1. Гирофакторы

В связи с относительно большим числом рассмотренных подслучаев пред-

лагается компактный способ записи соответствующих им формул для зеема-

новского расщепления. При этом все подслучаи разделены на пять групп; для

каждой из этих групп устанавливается своя “блочная формула”, дающая по-

сле определённых подстановок выражение для зеемановского расщепления.

В этих блочных формулах (2.18), (2.19), (2.20), (2.21), (2.22) предполагает-

ся, что спиновый и/или орбитальный момент электрона связываются с систе-

мой, включающей в себя другие молекулярные моменты. Эта система харак-

теризуется своим полным моментом R и (для случая (c), формула (2.19)) его

ζ-проекцией P. Таким образом, R в блочных формулах обозначает некоторый

угловой момент, являющийся комбинацией моментов остова и, быть может,

электрона. R может также обозначать и полный молекулярный момент, на-

пример для подслучаев a2a+, ba+, b2b+. Кроме момента R, блочные формулы

содержат гирофактор G(R) системы, характеризующейся этим моментом R.

Эти гирофакторы могут рассматриваться как феноменологические константы.

Однако для G(R) могут быть получены аналитические выражения в случаях

(a+) и (b+) для остова, а также в случаях (0+), когда остов не характеризуется

никаким случаем Хунда, но сохраняется квантовое число Λ+. По этой при-

чине в данном разделе не рассматриваются подслучаи (c+)-типа. В остальных,

например, промежуточных [54] случаях в блочные формулы можно подстав-

лять G(R) из эксперимента; при этом получатся выражения, содержащие зави-

симость от J, R и квантовых чисел ридберговского электрона. В таблице 2.25

для всех подслучаев приведены значения G(R), а также те подстановки и из-
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менения, которые требуются, чтобы превратить соответствующую блочную

формулу в выражение для зеемановского расщепления. Как следует из таб-

лицы 2.25, некоторые случаи могут описываться двумя блочными формулами

с подходящими наборами параметров. Это связано с тем, что процедура вы-

деления “эффективного” момента R, вообще говоря, не однозначна и зависит

от того, какие моменты входящих в молекулу подсистем считать известны-

ми, а какие — включить в гирофактор “эффективного момента”, предполагая

возможное заимствование такого гирофактора из эксперимента.

Для описания гирофакторов введём следующую систему обозначений:

G(x, y, z) ≡ G(z) = G(x)X (x, y, z) + G(y)X (y, x, z)

— гирофактор момента z как системы, характеризующейся схемою связи xy[z]

(см. выражение (1.101) для X (·)). Как легко видеть, определение G(·) является

рекурсивным, и поэтому допускает ситуацию, когда один из моментов, напри-

мер, x, сам в свою очередь является результатом векторной связи x1x2[x]. Это

определение станет замкнутым, если определить гирофакторы элементарных

моментов как G(l) = 1; G(x) = gs, если x ∈ {S , S +, s}; gs = 2.003 . . . — спиновый

гирофактор электрона.. Например, при z = j (и соответственно x = l, y = s)

G( j) есть обычный электронный фактор Ланде.

Гирофакторы других молекулярных моментов, включающих сохраняю-

щиеся ζ-проекции, рассматриваются ниже:

Ga
(︀
ξ1, ξ, x

)︀
=
ξ[ξ + (gs − 1)ξ1]

x(x + 1)

— гирофактор системы, характеризующейся схемой связи
⃒⃒⃒⃒⃒
(

x1

ξ1 )
x
ξ

⟩
, характер-

ной для случая (a) по Хунду.

Gb
(︀
ξ1, ξ, x, y, z

)︀
= Ga

(︀
ξ1, ξ, x

)︀
X (x, y, z) + G(y)X (y, x, z)
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— гирофактор системы, характеризующейся схемой связи
⃒⃒⃒⃒⃒
(

x1

ξ1 )
x
ξ

y [z]
⟩
, харак-

терной для случая (b) по Хунду. Кроме того, введем еще одно обозначение для

гирофактора системы с более сложной схемой связи:

Gbb
(︀
ξ2, ξ1, x1, x2, x, y, z

)︀
=

Gb
(︀
ξ2, ξ1, x1, x2, x

)︀
X (x, y, z) + G(y)X (y, x, z) .

2.2.6.2. Эффект Пашена–Бака

Здесь и далее приняты следующие обозначения:

µB— магнетон Бора;

ℋ — напряжённость внешнего постоянного магнитного поля;

Во всех блочных формулах CPB = 1 означает, что сохраняется z-проекция ms

спина ридберговского электрона (или z-проекция MS полного спина), т. е. име-

ет место эффект Пашена–Бака; а в противном случае, когда имеет место обыч-

ный эффект Зеемана, CPB = 0. Следует отметить, что здесь рассматривается

лишь “s-отвязанный” эффект Пашена–Бака. Случай, когда l (а следователь-

но, также и s) отвязан, т. е. когда сохраняется ml (и ms), неинтересен. Дей-

ствительно, для всех подслучаев такая ситуация означает, что зеемановское

расщепление даётся блочной формулой

∆EZee = µBℋ
(︀
G(J+)MJ+ + ml + gsms

)︀
Входящий сюда гирофактор G(J+) полного момента J+ остова выражается ана-

литически лишь в двух случаях: G(J+) = Ga
(︀
Σ+,Ω+, J+

)︀
в случае Хунда (a+) для

остова; и G(J+) = Gb
(︀
0,Λ+,N+, S +, J+

)︀
в случае Хунда (b+) для остова. Оба слу-

чая рассматривались в [88], так что мы не рассматриваем здесь случаев, когда

сохраняется ml. Предполагается также, что и MS + не может сохраняться при

несохраняющемся ms. Возможна, однако, ситуация, когда s и S + по отдельно-

сти не сохраняются, а сохраняется полный спин S и его z-проекция MS — это
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S -отвязанный эффект Пашена–Бака. Для обозначения s- или S -отвязанного

эффекта Пашена–Бака для каждого подслучая после его номера будет при-

писываться буква “s” или “S ” соответственно, например, db+s, dS . Нетрудно

видеть, что в случае s-отвязанного эффекта Пашена–Бака совпадают волно-

вые функции всех подслучаев, характеризующихся общим “остовным” случа-

ем Хунда. Поэтому в приведённом примере у буквы d не стоит никакой ин-

декс, нумеровавший обычные подслучаи. При этом схемы ba+s, ca+s, и c0+s

совпадают со схемой aa+s; схемы bb+s и cb+s совпадают со схемой ab+s, а

схемы ea+s и eb+s совпадают со схемами da+s и db+s соответственно. В слу-

чае же S -отвязанного эффекта Пашена–Бака существуют лишь две различных

схемы связи: для RBOA (aS ) и IRBOA (dS ) состояний.

2.2.6.3. Зеемановское расщепление для подслучаев Хунда

Тип связи (λ)R — случаи Хунда (a) и (b) Поскольку для такого типа связи

орбитальный (квази)момент ридберговского электрона включён в момент N,

то схемы связи этого раздела могут быть построены лишь различными спосо-

бами связывания N с S , s или с S +, для такого типа связи не приходится вы-

числять матричные элементы от оператора̂︀l. Следовательно никакие эффекты

несферической симметрии не будут отражены в формулах для зеемановского

расщепления. В результате получаем следующую “блочную формулу”:

∆EZee = µBℋ
(︁
G(R)MR + CPBgsms

)︁
(2.18)

Выражение (2.18) является достаточно общим, так что им описываются прак-

тически все подслучаи, если подобрать подходящее значение для эффектив-

ного момента R и его гирофактора G(R) (см. таблицу).

Приведём выражения для волновых функций подслучаев Хунда в усло-

виях эффекта Пашена–Бака:
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aa+s :
⃒⃒⃒⃒⃒
(

˜̀

λ

S +

Σ+ )
s

Ms, σ

s
ms

⟩
=

⃒⃒⃒⃒⃒ ˜̀

λ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
s

ms

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S +

Σ+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
s

Ms, σ

⟩
ab+s :

⃒⃒⃒⃒⃒
(

˜̀

λ )
N
Λ

S + [ s
Ms

] s
ms

⟩
=

⃒⃒⃒⃒⃒
s

ms

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒ ˜̀

λ

⟩
×

∑︁
MN ,MS +

⟨
S +

MS +

N
MN

⃒⃒⃒⃒⃒
s

Ms

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S +

MS +

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
N

MN ,Λ

⟩
aS :

⃒⃒⃒⃒⃒
(

˜̀

λ )
N

MN ,Λ

S
MS

⟩
=

⃒⃒⃒⃒⃒ ˜̀

λ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S

MS

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
N

MN ,Λ

⟩
Тип связи (λ, P)R — случай Хунда (c) Формулы для зеемановского расщеп-

ления в этом случае получаются с помощью выражения (2.16):

∆EZee = µBℋMR

[︃
G(R) + (gs − 1)

PωX (s, l, j)
R(R + 1)

]︃
. (2.19)

Подслучай cb+ демонстрирует некоторые расхождения с (2.19); это вы-

звано тем, что полный молекулярный момент R = J в этой схеме не имеет

ζ-проекции.

Заметим, что, поскольку векторное связывание l с s типично для случая

(c), эффект Пашена–Бака приводит к тому, что “спин-отвязанная” схема связи

будет относиться к случаям (a) или (b).

Типы связи Rs[J] и R ˜̀[J] — случай Хунда (d) Как уже отмечалось, в вы-

ражениях для зеемановского расщепления в RBOA-подслучаях не будут отра-

жены эффекты несферической симметрии остовного потенциала, действую-

щего на электрон. Иная ситуация имеет место для IRBOA-подслучаев d-типа.

Несферичность молекулярного потенциала будет отражаться в виде некото-

рых усреднённых по электронному моменту выражений. Такое усреднение
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определим как

⟨ f (`)⟩ ≡
∑︁

l

f (l)bγ
` l(d)bγl `(d)

Формулы для зеемановского расщепления в этом случае получаются с помо-

щью выражения (2.17):

Rs[J] :
∆EZee

µBℋ
= MR

[︁
G(R)X (R, s, J) + X (s,R, J)

]︁
+ CPBgsms. (2.20)

R ˜̀[J] :
∆EZee

µBℋ
= MR

[︁
G(R) ⟨X (R, l, J)⟩ + ⟨X ( j,R, J)⟩

]︁
+ CPBgsms. (2.21)

Приведём выражения для волновых функций этих типов связи в условиях

эффекта Пашена–Бака:

da+s :

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒( Λ+

S +

Σ+ )
J+

Ω+

˜̀ [ s
Ms

] s
ms

⟩
=

⃒⃒⃒⃒⃒
s

ms

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S +

Σ+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ J+

Ω+

˜̀ [s]
Ms

⟩
d0+s :

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒N+

Λ+

˜̀ [ N ] S + [ s
Ms

] s
ms

⟩
=

⃒⃒⃒⃒⃒
s

ms

⟩ ∑︁
MS + ,MN

⟨
S +

MS +

N
MN

⃒⃒⃒⃒⃒
s

Ms

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
S +

MS +

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒N+

Λ+

˜̀ [N]
MN

⟩
db+s :

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒N+

Λ+

S + [ J+ ] ˜̀ [ s
Ms

] s
ms

⟩
=

⃒⃒⃒⃒⃒
s

ms

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒N+

Λ+

S + [J+] l̃ [s]
Ms

⟩
dS :

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒N+

Λ+

˜̀ [ N
Λ

] S
MS

⟩
=

⃒⃒⃒⃒⃒
S

MS

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒N+

Λ+

˜̀ [N]
MN

⟩
Тип связи R j[J] — случай Хунда (e) Формулы для зеемановского расщеп-

ления в этом случае получаются с помощью выражений (2.16, 2.17):

∆EZee

µBℋ
= R

[︀
G(R)X (R, j, J) + G( j)X ( j,R, J)

]︀
+ CPBgsms. (2.22)

Приведём выражение для волновой функции этого типа связи в условиях

эффекта Пашена–Бака:

e0+s :
⃒⃒⃒⃒⃒
l S + [ j+ ] N+

Λ+

[ s
Ms

] s
ms

⟩
=

⃒⃒⃒⃒⃒
s

ms

⟩ ∑︁
M j+ MN+

⟨
j+

M j+

N+

MN+

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ s

Ms

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ j+

m j+

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
N+

MN+,Λ+

⟩
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2.2.6.4. Сводка результатов для гирофакторов

Волновые функции каждого подслучая (в том числе с учётом эффекта

Пашена–Бака) приведены в предыдущих разделах вместе с соответствующи-

ми блочными формулами для расщепления уровней в магнитном поле. Здесь

же, в таблице 2.25, для каждой из схем связи приводятся конкретные значения

параметров, входящих в вышеупомянутые формулы. Ссылки на эти формулы

даются в последней колонке таблицы, в которой приводятся также необходи-

мые подстановки переменных, обращающие указанную блочную формулу в

выражение для зеемановского расщепления в соответствующем конкретном

подслучае.

Заметим, что для некоторых “спин–отвязанных” схем связи выражения

для волновых функций могут совпадать. Такие ситуации также отражены в

таблице. Однако для подслучаев d2a+, d3a+ и a1a+, a2a+ совпадают формулы

для зеемановского расщепления при несовпадающих волновых функциях. Это

связано с тем, что в данных подслучаях выражение для зеемановского расщеп-

ления получается при усреднении суммы операторов ̂︁S +
z +̂︀sz, так что результат

зависит лишь от Σ = Σ+ + σ. Усреднение же оператора â︁S +
z + b̂︀sz с a , b даёт

выражение, зависящее от Σ+ и σ по отдельности.
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Таблица 2.25. Подслучаи Хунда в магнитном поле

SC CPB R G(R) Формулы и подстановки

a1a+ 0 J Ga
(︀
Σ,Ω, J

)︀
(2.18)

aa+s 1 s Ga
(︀
Σ+, σ, s

)︀
(2.18)

a2a+ ∆EZee совпадает с a1a+

ab+ 0 J Gb
(︀
σ,Λ,N, S +, J

)︀
(2.18)

0 N Ga
(︀
σ,Λ,N

)︀
s→ S + (2.20)

ab+s 1 s Gb
(︀
0,Λ,N, S +, s

)︀
(2.18)

aS 1 N Ga
(︀
0,Λ,N

)︀
s→ S (2.18)

ba+ 0 J Gb
(︀
Σ+,Λ,N, s, J

)︀
(2.18)

0 N Ga
(︀
Σ+,Λ,N

)︀
(2.20)

b1b+ 0 J Gb
(︀
0,Λ,N, S , J

)︀
(2.18)

0 N Ga
(︀
0,Λ,N

)︀
s→ S (2.20)

b2b+ 0 J Gbb
(︀
0,Λ,N, S +, J, S +, s

)︀
(2.18)

ca+ 0 J Ga
(︀
Σ+,Ω, J

)︀
P→ Ω (2.19)

cb+ 0 J Gb
(︀
0,Λ+, S +, S +, J

)︀
P→ Σ+ a) (2.19)

c0+ 0 J Ga
(︀
0,Ω, J

)︀
P→ Ω, j→ N+ (2.19)

a) Последний член формулы 2.19 должен быть домножен на X
(︁
S +, S +, J

)︁
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Таблица 2.25. Подслучаи Хунда в магнитном поле

SC CPB R G(R) Формулы и подстановки

d1a+ 0 J
⟨
Gbb

(︀
Σ+,Ω+, J+, ˜̀, s, s, J

)︀⟩
(2.18)

0 s
⟨
Gb

(︀
Σ+,Ω+, J+, ˜̀, s

)︀⟩
(2.20)

d2a+ 0 J
⟨
Gb

(︀
Σ,Ω+, J+, ˜̀, J

)︀⟩
(2.18)

0 J+ Ga
(︀
Σ,Ω+, J+

)︀
(2.21)

d3a+ ∆EZee совпадает с d2a+

da+s 1 s
⟨
Gb

(︀
Σ+,Ω+, J+, ˜̀, s

)︀⟩
(2.18)

0 J+ Ga
(︀
Σ+,Ω+, J+

)︀
J → s (2.21)

d10+ 0 s
⟨
Gbb

(︀
0,Λ+,N+, ˜̀, J, S +, s

)︀⟩
(2.20)

d20+ 0 J
⟨
Gbb

(︀
σ,Λ+,N+, ˜̀,N, S +, J

)︀⟩
(2.18)

0 N
⟨
Gb

(︀
σ,Λ+,N+, ˜̀,N

)︀⟩
s→ S + (2.20)

d30+ 0 J
⟨
Gbb

(︀
0,Λ+,N+, ˜̀,N, S , J

)︀⟩
(2.18)

0 N
⟨
Gb

(︀
0,Λ+,N+, ˜̀,N

)︀⟩
s→ S (2.20)

d0+s 1 s
⟨
Gbb

(︀
0,Λ+,N+, ˜̀,N, S +, s

)︀⟩
(2.18)

0 N
⟨
Gb

(︀
0,Λ+,N+, ˜̀,N

)︀⟩
s→ S +, J → s (2.20)

d1b+ 0 s
⟨
Gbb

(︀
0,Λ+,N+, S +, J+, ˜̀, s

)︀⟩
(2.20)

d2b+ 0 J
⟨
Gbb

(︀
σ,Λ+,N+, S +, J+, ˜̀, J

)︀⟩
(2.18)
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Таблица 2.25. Подслучаи Хунда в магнитном поле

SC CPB R G(R) Формулы и подстановки

0 J+ Gb
(︀
σ,Λ+,N+, S +, J+

)︀
(2.21)

d3b+ 0 J
⟨
Gbb

(︀
0,Λ+,N+, S , l, ˜̀, J

)︀⟩
(2.18)

0 l Gb
(︀
0,Λ+,N+, S , l

)︀
(2.21)

db+s 1 s
⟨
Gbb

(︀
0,Λ+,N+, S +, J+, ˜̀, s

)︀⟩
(2.18)

0 J+ Gb
(︀
0,Λ+,N+, S +, J+

)︀
J → s (2.21)

dS 1 N
⟨
Gb

(︀
0,Λ+,N+, ˜̀,N

)︀⟩
s→ S (2.18)

1 N+ Ga
(︀
0,Λ+,N+

)︀
s→ S (2.21)

ea+ 0 J Gb
(︀
Σ+,Ω+, J+, j, J

)︀
(2.18)

0 J+ Ga
(︀
Σ+,Ω+, J+

)︀
(2.22)

e1b+ 0 J Gbb
(︀
0,Λ+,N+, S +, J+, j, J

)︀
(2.18)

0 J+ Gb
(︀
0,Λ+,N+, S +, J+

)︀
(2.22)

e2b+ 0 J Gbb
(︀
0,Λ+,N+, j, S +, S +, J

)︀
(2.18)

0 S + Gb
(︀
0,Λ+,N+, j, S +

)︀
s→ S + (2.20)

e10+ 0 J Gb
(︀
0,Λ+,N+,N+, J

)︀
(2.18)

0 N+ Ga
(︀
0,Λ+,N+

)︀
j→ N+ b) (2.22)

b) В случае e10+ гирофактор G(N+) следует понимать как G(N+) = G(l, S ,N+)
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Таблица 2.25. Подслучаи Хунда в магнитном поле

SC CPB R G(R) Формулы и подстановки

e20+ ∆EZee совпадает с e10+; G(N+) = G( j, S +,N+)

e30+ 0 J Gbb
(︀
0,Λ+,N+, j+, s, S , J

)︀
(2.18)

0 s Gb
(︀
0,Λ+,N+, j+, s

)︀
(2.20)

e40+ ∆EZee совпадает с e10+; G(N+) = G( j+, S ,N+)

e0+s 1 s Gb
(︀
0,Λ+,N+, j+, s

)︀
(2.18)

1 N+ Ga
(︀
0,Λ+,N+

)︀
j→ j+, J → S + (2.22)

2.3. Сводка результатов второй главы

Во второй главе представлены расчёты матричных элементов первого по-

рядка между ридберговскими состояниями в атомах и молекулах.

В разделе 2.1.1 представлены основные результаты расчётов сил осцил-

ляторов, которые были использованы для анализа экспериментальных спек-

тров атомов Au, Ag, Cu, Li, Na, K, Rb, Cs, Mg, Ca, Zn, Sr, In, измеренных

в Институте физической химии им. Я. Гейровского АН Чешской Республи-

ки. Полностью описанные в данном разделе результаты представлены в ра-

ботах [70–83]). Помимо обширных таблиц рассчитанных матричных элемен-

тов дипольных переходов в вышеуказанных атомах, результаты раздела 2.1.1

включают проведенную на основе этих расчётов классификацию новых экспе-

риментально измеренных атомных переходов в ИК области (800–7000 см−1),

а также полученных с помощью этой классификации значений энергий для
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Таблица 2.26. Сводные результаты анализа экспериментальных ИК спектров атомов в раз-

деле 2.1.1. 2й столбец: раздел диссертации, содержащий соответствующие результаты; 3й

столбец: количество классифицированных линий, не наблюдавшихся ранее в лабораторных

экспериментах; 4й столбец: количество полученных из эксперимента энергий уровней, не

известных из прежних лабораторных измерений.

Атом Раздел Линий Уровней Ссылка

Au 2.1.1.2 32 8 [70, 73]

Ag 2.1.1.2 12 3 [71, 73]

Cu 2.1.1.2 20 4 [72, 73]

Li 2.1.1.3 4 3 [78]

Na 2.1.1.3 18 3 [76]

K 2.1.1.3 25 3 [75]

Rb 2.1.1.3 21 4 [79]

Cs 2.1.1.3 21 2 [74, 77]

Mg 2.1.1.4 3 2 [80]

Ca 2.1.1.4 28 8 [80]

Sr 2.1.1.4 19 10 [81]

Zn 2.1.1.4 47 15 [82]

In 2.1.1.4 15 5 [83]

многих атомных состояний, в том числе с высоким значением орбитального

момента, которые ранее не были опубликованы. Эти результаты кратко пред-

ставлены в таблице 2.26.

В разделе 2.1.2 разработанный в главе 1 формализм применяется к рас-

чёту сил осцилляторов электронных переходов в полярных молекулах. Дан-

ный раздел содержит расчёты сил осцилляторов эксимерных молекул NeH и

ArH с явным учётом дипольных моментов их молекулярных остовов. Угловые

матричные элементы вычислялись на диполь-сферических функциях (1.28).
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Приведенные вычисления демонстрируют значительные отличия вычислен-

ных сил осцилляторов от атомоподобной модели (в которой используются

обычные сферические функции, т.е. дипольный момент остова полагается рав-

ным нулю). Радиальные матричные элементы вычислялись тремя способами:

в приближении QDT (1.178a), описанном в разделах 1.2.3 и 1.2.5, в квазикуло-

новском приближении модельного потенциала (MP), описанном в разделе Е,

а также в WKB–QDT модели Давыдкина–Зона (DZ), описанной в разделе Л.

Показано, что величины сил осцилляторов переходов между ридберговски-

ми состояниями молекул NeH и ArH существенно зависят от квантовых де-

фектов; при этом для последних существует разногласие между различными

численными и экспериментальными данными. Результаты, излагаемые в раз-

деле 2.1.2, опубликованы в работах [56, 57], перевод которых используется в

тексте данного раздела.

В разделе 2.2 предлагается классификация схем связывания угловых мо-

ментов остова и электрона в ридберговских молекулах. В то время как для

обычных (неридберговских) состояний такие схемы связывания классифици-

руются с помощью хорошо известных пяти случаев Хунда, для ротационно-

ридбреговских состояний число таких схем возрастает из-за наличия орби-

тальных моментов (спинового, орбитального, полного) как у электрона, так и

у остова. В разделе 2.2.1 приводятся обозначения для всех рассматриваемых

внутримолекулярных моментов, а также для схем их связи в ротационно-рид-

берговских состояниях полярных молекул. Для удобства изложения в разде-

ле 2.2.2 дается краткая характеристика (сохраняющиеся квантовые числа и

схематических вид волновых функций) для классических молекулярных слу-

чаев Хунда. Подразделение на подслучаи Хунда проводится в соответствии

с соотношениями между характерными энергиями внутримолекулярных взаи-

модействий, оценочные выражения для которых приводятся в Приложении М.

Вводимое в работе подразделение на подслучаи Хунда даётся в разделе 2.2.3



188

в виде деревьев, ветви которых разделяются в соответствии с соотношени-

ям между характерными вышеупомянутыми энергиями внутримолекулярных

взаимодействий. В предлагаемых обозначениях подслучаев указывается слу-

чай Хунда для ридберговского электрона и для остова (последний в некоторых

подслучаях невозможно указать определенно). Схематические волновые функ-

ции для каждого из подслучаев выписываются в разделах 2.2.4 (для RBO-при-

ближения) и 2.2.5 (для IRBO-приближения). В разделе 2.2.6 приводится тео-

рия линейного эффекта Зеемана для ротационно-ридберговских состояний по-

лярных молекул в виде компактных (“блочных”) формул, включающих гироф-

акторы, обозначения для которых даются в разделе 2.2.6.1. В разделе 2.2.6.2

вводятся “блочные” формулы и гирофакторы для эффекта Пашена–Бака. В

разделе 2.2.6.3 блочные формулы конкретизируются для каждого из четырёх

типов связи (которые почти совпадают со случаями Хунда для ридберговского

электрона). В разделе 2.2.6.4 для каждого из подслучаев приводятся приводят-

ся конкретные значения параметров, входящих в вышеупомянутые блочные

формулы; эти параметры зависят от квантовых чисел, сохраняющихся в том

или ином подслучае. Наличие аналитических выражений для молекулярных

матричных элементов в большом числе подслучаев может быть полезным в

классификации экспериментальных спектров высоковозбужденных молекул.

Результаты, излагаемые в разделе 2.2, опубликованы в работе [66], текст

которой частично используется в данном разделе.
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Глава 3

Дипольно-связанные электронные состояния

Дипольно-связанные анионы (dipole-bound anions, DBA), т.е. молекуляр-

ные отрицательные ионы, в которых избыточный электрон связывается ней-

тральной молекулой (НМ) за счёт её дипольного момента [48, 228].

Уже в 1947 г. Ферми и Теллер [46] и позже Wightman [229] в своих рабо-

тах по захвату мезонов атомами водорода отмечали, что постоянный точечный

дипольный момент d > 1.625 D (здесь D — единица Дебая, равная пример-

но 0.393 а. е.) способен связывать электрон в бесконечное множество свя-

занных состояний. Последующие исследования с учётом эффектов конечных

размеров диполя [230–234], присутствия короткодействующего отталкиватель-

ного потенциала остова [235, 236], возбуждения вращательных уровней [237–

239], поляризационного [47, 240–242] и квадрупольного [47, 240, 243] вза-

имодействия показали, что для большинства молекул критическое значение

дипольного момента, необходимого для образования DBA, равно приблизи-

тельно 2–2.5 D [228, 244].

Для экспериментальных исследований DBA создаются, например, в ре-

акциях переноса протонов [245, 246] или ионов H+
2 [247], в разряде в горя-

чем полом катоде [248–250], путем прилипания свободных электронов при

истечении газа из сопла высокого давления [251–254] а также в реакциях пе-

резарядки с ридберговских атомов [244, 255, 256]. Недавно была теоретиче-

ски предложена схема вынужденного радиационного прилипания свободных

электронов [257]. Образующиеся DBA исследуются, например, методами фо-

тоэлектронной спектроскопии [49, 251–254, 256].

Теоретические расчёты структуры DBA, включающие анализ эффектов

корреляции, орбитальной релаксации и дисперсионных взаимодействий, про-
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водятся, как правило, путём довольно ресурсоёмких квантовохимических ab

initio расчётов (см., например, [254, 258–265] и приведённые в этих работах

ссылки). Однако, несмотря на возрастающую точность таких многоэлектрон-

ных расчётов, простые одноэлектронные модельные потенциалы играют важ-

ную роль как при вычислительном моделировании, так и в аналитических

подходах (см. [266] и приведенные там ссылки).

3.1. Основная модель: электрон в дипольном потенциале

В данном разделе развивается одноэлектронная теоретическая модель

DBA, в которой избыточный электрон (далее в этом разделе — электрон) свя-

зывается с нейтральным молекулярным (далее — НМ) остовом посредством

потенциала (1.1), в котором кулоновский потенциал отсутствует в силу ней-

тральности остова (Z = 0), и самым дальнодействующим слагаемым является

дипольный потенциал

Vdip(r) = −
(d · r)

r3 , (3.1)

где d обозначает дипольный момент НМ-остова (а не положительного моле-

кулярного иона, как в разделе 1.1)

Волновые функции электрона в такой модели описаны в разделе 1.1 (см.,

например, формулы 1.27). В данном разделе будем предполагать, что угловые

функции (1.28) удовлетворяют уравнению (1.39) с соответствующим собствен-

ным значениями η`λ, которые в данном разделе будем обозначать η, посколь-

ку ввиду малой энергии связи (в случае анионов часто называемой энергий

сродства) дипольно-связанного электрона он, как правило, занимает орбиталь

с минимальными (равными нулю) квантовыми числами {`λ} = {00}.

Радиальные же функции электрона в потенциале (3.1) отличаются от рас-

смотренных в разделе 1.1.4.3 радиальных функций в потенциале (1.20). Ниже
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приводится подробное описание радиальных функций в дипольном потенци-

але для состояний дискретного и непрерывного спектра.

3.1.1. Дискретный спектр

Радиальные функции удовлетворяют уравнению

1
r2

∂

∂r

(︃
r2∂R
∂r

)︃
+
η

r2 R +
2meE

h̄2 R = 0 (3.2)

Будем обозначать Rκη(r) волновые функции связанных состояний, кото-

рые являются решениями уравнения (3.2) для отрицательных значений энер-

гии

E = ε = −
1
2
h̄2κ2/me, κ > 0 (3.3)

с асимптотикой Rκη(r)→ 0 при r → ∞. Следовательно, с точностью до норми-

ровочного множителя они равны функции Макдональда [267]:

Rκη(r) =
Nκη
√

r
Kρ(κr) ∼

r→∞
Nκη

(︂
π

2κr

)︂1/2
e−κr, (3.4)

ρ =
√︀
η + 1/4. (3.5)

При вещественных значениях ρ они расходятся в нуле:

Kρ(κr) ∼
r→0

π

2 sin(πρ)

[︃
(κr/2)−ρ

Γ(1 − ρ)
−

(κr/2)ρ

Γ(1 + ρ)

]︃
, (3.6)

где приближение точечного диполя является неадекватным. Так что существо-

вание (или отсутствие) связанных электронных состояний для η > −1/4 опре-

деляется поведением потенциала НМ при малых r.

Если рассматривать связывание только за счет взаимодействия с точеч-

ным дипольным моментом, то дипольно-связанные состояния возникают лишь

для η < −1/4, когда индекс ρ является чисто мнимым: ρ = is. Значение

η = −1/4, соответствует приведенному в (1.47) критическому значению ди-

польного момента dcrit = 1.625 D (см. также рисунок 1.1).
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Полагая ρ = is в (3.6), можно вычислить нормировочный множитель Nκη

Rκη(r) =

(︃
2 sinh πs

πs

)︃1/2
κ
√

r
Kis(κr),

s =
√︀
|η| − 1/4, η < −1/4. (3.7)

Из уравнения (3.6) видно, что при малых r функции Rκη(r) (3.7) обладают

осциллирующим поведением

Rκη(r) ∼
r→0
−
κ

s
sin βs(κr) (3.8)

βs(κr) = s ln(κr/2) − arg Γ(1 + is), (3.9)

что делает их существенно отличными от волновых функций электрона в по-

тенциале нулевого радиуса, в котором движется внешний электрон в атомных

анионах [268].

Следует отметить интересную особенность функций (3.7): любые E < 0

удовлетворяют граничным условиям, накладываемым на функции связанного

состояния. Другими словами, в поле точечного диполя при η < −1/4 возника-

ет непрерывный и неограниченный снизу спектр связанных состояний. В этом

смысле рассмотренный случай является исключением в квантовой механике,

не считая тривиального случая квазинепрерывного спектра связанных состо-

яний электрона в макроскопическом потенциальном ящике. Такое поведение

связанных состояний называется “падением на центр” [88].

Вышеупомянутая особенность связана с тем, что задача Штурма–Лиувил-

ля (3.2) сингулярна при r = 0. С физической точки зрения необходимо регу-

ляризовать потенциал точечного диполя при r ∼ rc, где rc — некоторое ха-

рактеристическое значение радиуса НМ. Такая регуляризация может быть до-

стигнута, например, переходом к диполю конечного размера [232] или вве-

дению некоторого короткодействующего отталкивающего потенциала осто-

ва [235, 236, 266].
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Мы будем использовать простейшую модель регуляризации — модель

непроницаемого остова с радиусом rc. Граничные условия в этой модели вы-

глядят следующим образом: Rκη(rc) = 0, так что спектр связанных состояний,

записанный через κn(s), определяется корнями функции Макдональда

Kis
(︀
κn(s) rc

)︀
= 0. (3.10)

Чтобы получить энергии связанных состояний для κrc ≪ 1 можно использо-

вать (3.8):

εns = −
κ2

n(s)
2me

= −
2h̄2

mer2
c

exp
{︃
−

2πn
s

+
2
s

arg Γ(1 + is)
}︃
, (3.11)

n = 1, 2 . . .

Следует отметить, что формула, подобная формуле (3.11), описывает спектр

высоковозбужденных состояний электрона в различных регуляризационных

моделях дипольного потенциала [143, 269, 270]. Похожее выражение может

быть также получено, если вместо вышеуказанной регуляризации проводить

самосопряженное расширение оператора (3.2) [271].

Оказывается, что соотношение (3.11) является достаточно точным даже

для низших состояний, n = 1. Значение κ0(s) не более чем на 5% отличается от

значения, найденного из уравнения (3.10) для 0 < s < 4.58, что соответствует

1.625 D < d < 35.88 D. На рис. 3.1 проводится сравнение между выражени-

ем (3.11) с n = 1 и экспериментальными данными. Видно, что для большого

числа реальных молекул значения параметра rc лежат в разумных пределах

0.5..3 Å.

3.1.2. Непрерывный спектр

Радиальные волновые функции Rkη(r) непрерывного спектра удовлетво-

ряют уравнению (3.2) для E =
1
2
h̄2k2/me > 0. При значениях дипольного мо-
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Рис. 3.1. Энергия связи электрона ε как функция дипольного момента d. Экспериментальные

(заполненные точки) и теоретические ab initio (незаполненные точки) значения для Пиваль-

дегида (1), Бутаналя (2), Ацетальдегида (3), 2-Бутанона (4), ТФМБ (5), Циклогексанона (6),

Ацетона (7), Циклобутанона (8), Метакрилонитрила (9), Ацетонитрила (10), Нитрометана (11),

Пиридазина (12), Тимина (13), Аденина (14), Имидазола (15), Формамида (16), HCN (17) взя-

ты из [47] (1–6,15–17), [272] (7). Кривые рассчитаны по формуле (3.11) с rc = 0.5 а. е. (верхняя

кривая) и rc = 3 а.е. (нижняя кривая).

мента d < dcrit ниже критической величины (т.е. при η > −1/4) волновые

функции

Rkη(r) =

√︂
2πk

r
Jρ(kr) (3.12)

пропорциональны функциям Бесселя Jρ(kr) с действительным индексом ρ =√︀
η + 1/4, так как второе линейно независимое решение, J−ρ(kr), является нере-

гулярным в точке r = 0. Для значений дипольного момента d > dcrit (т.е.

для η < −1/4) из-за падения на центр волновая функция Rkηλ(r) представ-

ляет собой произвольную комбинацию двух функций Бесселя J±s(kr) с мни-



195

мым индексом s =
√︀
|η| − 1/4. Для выбора коэффициентов этой комбинации

необходимо использовать регуляризацию сингулярного дипольного потенци-

ала. Естественно сделать это, выбрав Rkηλ(r) не зависящим от k на малых

расстояниях r ∼ rc [273]. Полагая krc достаточно малым и выбирая волновую

функцию действительной, получаем для η < −1/4:

Rkη(r) = i
Nkη

2
√

r
[Γ(1 − is)(krc/2)iseiδJ−is(kr)

− Γ(1 + is)(krc/2)−ise−iδJis(kr)], (3.13a)

Nkη =

√
2πk

|Γ(1 + is)|

{︁
sin2[δ + βs(krc)] + sinh2[πs/2]

}︁−1/2
, (3.13b)

где βs(κr) определено в уравнении (3.9), а δ определяется регуляризацией при

r → 0. Для модели непроницаемого остова Rkη(rc) = 0, так что для krc ≪ 1

легко получить δ = 0.

Нормировка радиальных функций (3.13a) выбирается так, чтобы удовле-

творить стандартным условиям принятым в теории рассеяния [88]:
∞∫
0

r2Rkη(r)Rk′η(r) dr = 2πδ(k − k′). (3.14)

Тогда асимптотическое поведение при (r → ∞) функций непрерывного спек-

тра дается выражением

Rkη(r) ∼
r→∞

2
r

sin
(︂
kr −

πγ

2
+
π

4

)︂
, (3.15)

tg γ = − th[πs/2] tg[δ + s ln(krc)],

Таким образом видно, что при значении дипольного момента d > dcrit множи-

тель Nkη осциллирует без постоянного предела при rc → 0. Аналогичное пове-

дение Nkη при k → 0 приводит к т.н. осцилляциям Гайлитиса–Дамбурга [274].

В то же время для комплексных волновых чисел k = iκ этот нормировочный

множитель

Niκη =

√
2πiκ

|Γ(1 + is)|

{︂
sin

[︀
δ + βs(κrc)

]︀
sin

[︀
δ + βs(κrc) + πs

]︀}︂−1/2
(3.16)
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обращается в бесконечность для δ = 0 в точности в точках дискретного спек-

тра (3.11). Этот факт легко объясним, если принять во внимание, что нормиро-

ванные условием (3.14) волновые функции выражаются через S -матрицу [271]

и, следовательно, должны иметь полюса в точках дискретного спектра k = iκn.

Полагая k = iκ в (3.13a), получаем

Riκη(r) = iNiκη
|Γ(1 + is)|

2
√

r

{︂
sin

[︀
δ + βs(κrc)

]︀
Kis(−κr)

− i sin
[︀
δ + βs(κrc) + iπs

]︀
Kis(κr)

}︂
. (3.17)

Очевидно, что при δ = 0 член с Kis(−κr) исчезает, поскольку βs(κnrc) = πn (3.11)

и Riκη(r) пропорциональна волновой функции основного состояния (3.7), как

и должно быть.

3.1.3. Волновая функция конечного состояния рассеяния

Волновая функция конечного состояния с асимптотикой сходящейся (−)

или расходящейся волны (+) имеет вид

Ψ
(±)
k (r) =

∑︁
ηλ

A(±)
kηλRkη(r)𝒵ηλ(ϑ, ϕ), (3.18)

где коэффициенты A(±)
kηλ выбраны так, чтобы удовлетворить следующему асимп-

тотическому соотношению при r → ∞:

Ψ
(±)
k ≃ exp(ik r) +

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ f (k̂, r̂)

f *(−k̂, r̂)

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ exp(±ikr)
r

, (3.19)

где k̂ = k/k, r̂ = r/r. Искомая амплитуда рассеяния⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ f (k̂, r̂)

f *(−k̂, r̂)

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ = lim
r→∞

re∓ikr
[︁
Ψ

(±)
k (r) − ei k·r

]︁
.

Используя разложение плоской волны [88]

exp(i k · r) ∼
4π
kr

∑︁
lλ

il sin(kr − πl/2)Y*lλ(k̂)Ylλ(r̂),
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и асимптотическое разложение (3.15) радиальных функций, методом подоб-

ным тому, что использовался в [275] для оценки рассеяния электрона на по-

лярном молекулярном катионе, получаем

A(±)
kηλ = ±

2πi
k
𝒵*η,∓λ(∓k̂) e∓i(γ+π/4). (3.20)

3.2. Фотодиссоциация диполь-анионов

3.2.1. Вводные замечания

Несмотря на то, что с момента появления первых работ, рассматриваю-

щих свойства дипольно-связанных анионов, прошло более тридцати лет, во-

прос о фотоотрыве электрона до сих пор не был однозначно решен [52, 276].

С теоретической точки зрения, пороговое поведение сечения фотоотрыва яв-

ляется интересным проявлением взаимодействия уходящего электрона с моле-

кулой [277]. Это связано с тем, что дипольный потенциал представляет собой

промежуточный случай между нейтральными молекулами (НМ) и атомными

анионами. В первом случае кулоновское взаимодействие приводит к посто-

янному значению сечения на пороге, тогда как во втором случае короткодей-

ствующий потенциал (поляризационный или квадрупольный) не вносит из-

менений в ведущий член формулы, выражающей известный пороговый закон

Вигнера для сечения фотодиссоциации:

σ ∝ k2l+1 or σ ∝ (h̄ω − ε)l+1/2, (3.21)

где k и l соответственно импульс и орбитальный момент уходящего электрона,

ω — частота фотона и ε — энергия связи электрона в анионе.

Как было показано [105, 278], аномальное пороговое поведение сечения

фотодиссоциации для DBA связано с отсутствием сферической симметрии у

дипольного потенциала, что, в свою очередь, приводит к появлению нецелых
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значений углового момента электрона l в законе Вигнера (3.21). Более того,

для значений дипольного момента d > dcrit пороговое поведение сечения ста-

новится ближе к кулоновскому, чем к короткодействующему потенциалу: при

ω → ε (или k → 0) сечение слабо осциллирует около некоторого постоянного

значения. Такие осцилляции были впервые предсказаны для фотоэффекта на

возбужденном атоме водорода [279]. Как и линейный эффект Штарка, эти ос-

цилляции обусловлены существованием дипольного момента у возбужденного

состояния нерелятивистского атома водорода. Существование похожих осцил-

ляций обсуждалось для одно, двух-кратного однофотонного [280] и двухфо-

тонного [281] фотодиссоциации на анионе H− и для рассеяния электрона на

полярной молекуле [282] (см. также [277]).

Существование (или отсутствие) экспериментальных доказательств на-

личия дипольных эффектов в пороговом поведении сечения фотодиссоциации

для молекулярных анионов активно обсуждалось в работах [283–286]. Тем

не менее, существуют и другие экспериментально наблюдаемые свойства се-

чения, которые требуют теоретического описания, например, частотная зави-

симость сечения, установленная в [49]; время жизни аниона, обусловленное

взаимодействием с тепловым излучением, измеренное в [276].

В то время как большинство экспериментальных данных по спектрам

фотоэлектронов было получено для фотонов с одной частотой, в работе [49]

была изучена зависимость сечения фотодиссоциации от частоты падающих

фотонов σ ∝ ω−2 для больших ω. Такая зависимость существенно отлича-

ется от поведения сечения в атомах σ ∝ ω−7/2 [287] и в атомных анионах

σ ∝ ω−3/2 [268], и может быть объяснена в рамках развитого аналитического

метода. Предлагаемая модель включает также указанное выше осциллирую-

щее поведение сечения вблизи порога.
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3.2.2. Основные формулы

В дипольном приближении дифференциальное сечение фотодиссоциации

из начального состояния |κηλ⟩ в конечное состояние |k⟩ имеет вид

dσe(κηλ→ k;ω) =
e2mekω
2πh̄2c

|⟨κηλ|(r · e)|k⟩|2 dΩk, (3.22)

где e и me — заряд и масса покоя электрона, c — скорость света в вакууме, Ωk —

телесный угол, в который направлен волновой вектор k уходящего электрона.

Дипольный матричный элемент имеет следующий вид:

⟨κηλ|(r · e)|k⟩ =

∫
Rκη(r)𝒵ηλ(r̂)(r · e)Ψ(−)

k (r)dr. (3.23)

Для поляризации фотона, параллельной e = ẑ и перпендикулярной e = x̂, ŷ)

направлению дипольного момента, интегрируя по угловым переменным ϕ и ϑ

в матричном элементе (3.23), получаем

⟨κηλ|z|k⟩ =
∑︁
η′

A(−)
kη′λBλ0

ηη′Q(κηλ; kη′0),

⟨κηλ|y|k⟩ = i⟨κηλ|x|k⟩, (3.24)

⟨κηλ|x|k⟩ =
1
√

2

∑︁
q=±1

∑︁
η′

A(−)
kη′λ+qBλq

ηη′Q
(︀
κηλ; kη′λ+q

)︀
,

где

Bλq
ηη′ =

∑︁
ll′

(︃
2l′ + 1
2l + 1

)︃1/2

aηλ, laη′(λ−q), l′C
l0
l′0 10Clλ

l′λ−q 1q (3.25)

Q
(︀
κηλ; kη′λ+q

)︀
=

∞∫
rc

r3Rκηλ(r)Rkη′λ+q
(r) dr (3.26)

с явно выделенной зависимостью η(λ). Через эту зависимость в радиальный

интеграл Q(κη; kη′) входит поляризация падающего фотона. В формуле для

фактора Bλq
ηη′ использованы коэффициенты a разложения (1.28) угловых функ-

ций 𝒵, входящих в (3.23).
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После интегрирования уравнения (3.22) по dΩk с помощью уравнений (3.20)

и (3.24) получаем сечение фотодиссоциации для поляризации фотона, парал-

лельной и перпендикулярной дипольному моменту остова:

σx,y(κηλ;ω) =
πe2meω

h̄2kc

∑︁
η′,q=±1

⃒⃒⃒⃒⃒
Bλq
ηη′Q

(︀
κηλ; kη′λ+q

)︀⃒⃒⃒⃒⃒2
,

σz(κηλ;ω) =
2πe2meω

h̄2kc

∑︁
η′

⃒⃒⃒⃒⃒
Bλ0
ηη′Q

(︀
κηλ; kη′λ

)︀⃒⃒⃒⃒⃒2
. (3.27)

Формула (3.27) имеет вид суммы по каналам парциальных сечений. Каждый

канал характеризуется значением η′ или квазиорбитальным квантовым чис-

лом (1.46), похожим по смыслу на угловой момент l, характеризующий пар-

циальные сечения в сферически-симметричном случае. После усреднения по

направлениям дипольного момента, что соответствует хаотической ориента-

ции молекулы в начальном состоянии, и поляризациям фотона получаем

σ(κη;ω) =
1
3

∑︁
µ=x,y,z

σµ(κη;ω). (3.28)

Радиальный интеграл (3.26), содержащий волновые функции (3.7) и (3.13a)

или (3.12), слабо зависит от rc из-за члена r3 под знаком интеграла. Следова-

тельно, можно вычислить интеграл от r = 0 и, используя уравнения 7.7(31)

в [267], выразить его через гипергеометрические функции

Q(κη; kη′) =
iNkη′

κ2

(︃
sinh πs

2πs

)︃1/2

Γ(1 − is)(κrc/2)is′eiδMis,−is′(ω)

− Γ(1 + is)(κrc/2)−is′e−iδMis,is′(ω), η < −1/4, (3.29a)

=
2
κ2

(︃
k sinh πs

s

)︃1/2 (︃
1 −

h̄ω
ε

)︃ρ′/2
Mis,ρ′(ω), η > −1/4; (3.29b)

Mis,ν(ω) =
Γ
(︁
ν
2 + is

2 + 3
2

)︁
Γ
(︁
ν
2 −

is
2 + 3

2

)︁
Γ(1 + ν)

× 2F1

(︃ ν
2 + is

2 + 3
2 ,

ν
2 −

is
2 + 3

2

1 + ν

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒1 − h̄ω

ε

)︃
(3.30a)
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= Gis,ν

(︂
ε

h̄ω

)︂−(ν+3−is)/2

2F1

(︃ ν
2 −

is
2 + 3

2 ,
ν
2 −

is
2 −

1
2

1 − is

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ εh̄ω

)︃
+ (s↔ −s); (3.30b)

Gis,ν =
Γ
(︁
ν
2 −

is
2 + 3

2

)︁
Γ(is)

Γ
(︁
ν
2 + is

2 −
1
2

)︁ . (3.30c)

При выводе был использован закон сохранения энергии

k2

κ2 =
h̄ω
ε
− 1 (3.31)

и уравнения 2.10(3,5) в [288].

3.2.3. Общие свойства сечения

Частотная зависимость сечения фотодиссоциации для молекул с различ-

ными дипольными моментами представлена на рис. 3.2. На рис. 3.3 изобра-

жено сечение фотоотрыва для различных энергий связи электрона в DBA.

Следует отметить, что сечение не стремится к нулю на пороге.

Из рис. 3.2 и рис. 3.3 видно, что зависимость сечения σ(ω) от частоты

фотона имеет максимум, ширина которого убывает с ростом d и ε. Некоторые

примеры такой зависимости представлены на рис. 3.4, 3.5.

Сравнение представленных на рисунках 3.6 и3.7 результатов численных

расчётов сечения фотодиссоциации DBA в модели осцилляторов Друде [52]

показывает хорошее (по крайней мере по порядку величины) согласие с расчё-

тами настоящей работы (в последних значения ε and d были приняты равными

значениям, использованным в работе [52]. Отметим, что результаты, представ-

ленные на рисунке 3.4 находятся также в согласии с зависимостью σm ∼ 1/ε,

описанной в [52].

Из уравнения (3.27) видно, что частотная зависимость сечения σ(ω) опре-

деляется Q-фактором (3.26) умноженным на (ω/k). Так как аналитические вы-

ражения для Q-факторов (3.29) выражены через гипергеометрические функ-



202

0 1 5 10
0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

hω/E
b

σ 
(a

.u
.)

Рис. 3.2. Сечение фотоотрыва для различных дипольных моментов остова d (rc = 4 а. е., ε =

11.5 мэВ); d = 7 D (сплошная линия), d = 6 D (пунктирная линия); d = 4 D (штрих-пунктирная

линия)

ции и достаточно сложны для анализа, ниже будут рассмотрены два предель-

ных случая: высокие частоты ω ≫ ε/h̄ и пороговые частоты ω ∼ ε/h̄. В обоих

случаях гипергеометрическая функция, в (3.30), имеет нулевой аргумент и,

следовательно, равна единице [288]

2F1

(︃
a, b
c

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒z→ 0

)︃
→ 1. (3.32)

Следует отметить, что оба предела, рассматриваемые ниже, определяются спе-

цифическим поведением электронной волновой функции в дипольном потен-

циале при малых r (большие частоты) и при больших r (пороговые частоты).

Следовательно, эти результаты не могут быть получены методами теории воз-

мущений (e. g. в борновском приближении).
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Рис. 3.3. Сечение фотоотрыва как функция частоты фотона для различных энергий связи DBA:

ε = 20 мэВ (сплошная линия), ε = 15 мэВ (пунктирная линия), ε = 10 мэВ (штрих-пунктирная

линия); rc = 3 а. е., d = 6 D

3.2.4. Предел больших частот

Рассмотрим вначале каналы для дипольных моментов остова d < dcrit
`λ ,

η′ > −1/4. Полагая h̄ω/ε → ∞ в (3.30b) и (3.29b), используя (3.32), получаем

Q(κη; kη′) ∼
ω→∞

⃒⃒⃒
Gis,ρ′

⃒⃒⃒ 4ε
κ2h̄

√︂
k sinh πs

s
cos

[︁
s ln

√︀
h̄ω/ε − arg Gis,ρ′

]︁
. (3.33)

Для дипольных моментов, больших критического (когда η′ < −1/4) получает-

ся более сложное выражение типа (3.33), содержащее несколько комбинаций

косинусов с амплитудами и фазами, включающими G±is,±is′. Однако можно

пренебречь ω-зависимостью этих косинусов из-за медленных изменений ло-

гарифма. Тогда из уравнения (3.27) получается следующее асимптотическое

выражение для сечения фотодиссоциации при больших частотах:

σx,y,z(κη;ω) ∝
ω→∞

ω−2. (3.34)
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Рис. 3.4. Максимальные значения сечения фотоотрыва как функции энергии связи ε, для раз-

личных дипольных моментов d = 5 D (сплошная линия), d = 6 D (штриховая линия), и d = 7 D

(штрих-пунктирная линия); rc = 3 а. е.

Такая зависимость отличается от сечения фотодиссоциации из s-состояния

атомного аниона (σ(ω) ∼ ω−3/2), но согласуется с экспериментальными дан-

ными [49] для молекулярных DBA. Отличие от потенциала нулевого радиуса

возникает благодаря 1/
√

r-асимптотике волновых функций (3.7) при малых r,

тогда как волновые функции электрона в потенциале нулевого радиуса ведут

себя как 1/r.

Частотная зависимость ∼ ω−2 сечения (3.34) получена в пределе ω → ∞

из интеграла (3.26), где положено rc = 0. Так как в пределе ω → ∞ интеграл

определяется малыми r, асимптотика (3.34) справедлива для не очень боль-

ших ω, обеспечивающих малость эффективного радиуса остова по сравнению

с длиной волны Де-Бройля внешнего электрона: k ∼
√

2meω/h̄ . 1/rc. Полагая

rc ∼ 1 Å, нетрудно видеть, что частоты ω ∼ 3 eV, использованные в [49], под-

чиняются этому условию. Для больших частот более вероятным становится

ионизация остова, чем фотоотрыв дипольно-связанного электрона.
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Рис. 3.5. Максимальные значения сечения фотоотрыва как функции дипольного момента d

для различных энергий связи внешнего электрона ε = 6 мэВ(штрих-пунктирная линия), ε =

12 мэВ(сплошная линия), ε = 16 мэВ(штриховая линия), and ε = 20 мэВ(пунктирная линия);

rc = 3 а. е.

3.2.5. Пороговое поведение сечения

При пороговых частотах, то есть в пределе ω → ε/h̄ (или k → 0), по-

лученное выше аналитическое выражение находится в соответствии с общим

пороговым законом атомной и молекулярной физики [277].

Так как благодаря соотношению (3.32), значения Mis,ν в уравнении(3.30a)

являются независимыми от частоты на пороге, то ω-зависимость сечения це-

ликом определяется нормировочным членом волновых функций непрерывно-

го спектра. Для до-критических каналов, η > −1/4, из уравнений (3.29b), (3.31)

и (3.27) получаем

σx,y,z(κη;ω) ∝
ω→ε/h̄

(h̄ω − ε)ρ, (3.35)

где ρ является минимальным докритическим значением ρ′ включенным в сум-

му по каналам (3.27). Зависимость (3.35) похожа на закон Вигнера (3.21) для

нецелых l, рассматриваемый для молекул в [105, 278].



206

1 2 4 6 8 10
50

100

150

200

250

300

350

400

450

500

550

hω/E
b

σ 
(a

.u
.)

Рис. 3.6. Сечение фотоотрыва как функция частоты фотона для аниона HCN−: сплошная линия

— настоящая работа; пунктирная линия — Fig. 4(a) из работы [52].
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Рис. 3.7. Сечение фотоотрыва как функция частоты фотона для аниона HNC− anion: сплошная

линия — настоящая работа; пунктирная линия — Fig. 6(a) из работы [52].
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Отметим, что в пределе d → 0 дипольный потенциал стремится к сфе-

рически симметричному потенциалу и собственные значения η → l(l + 1) с

целыми l. Тогда, в соответствии с уравнением (3.7), получаем ρ = l + 1/2 и

уравнение (3.35) сводится к закону Вигнера (3.21).

Для надкритических каналов рассмотренные выше осцилляции сечения

возникают на пороге благодаря нормировочному множителю (3.13b). Одна-

ко такое немонотонное поведение сечения фотодиссоциации σz(ω) на пороге,

изображенное на рис. 3.8, почти не поддается экспериментальному наблюде-

нию из-за вращений молекулярного остова [277].
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Рис. 3.8. Пороговые осцилляции сечения фотоотрыва. Сплошная линия: d = 3.92 D, rc = 3 a.u.,

пунктирная линия: d = 4.3 D, rc = 3 a.u.

3.3. Время жизни дипольно-анионов в тепловом поле

3.3.1. Вводные замечания и основные формулы

В атомной и молекулярной физике эксперименты всегда проводятся в

присутствии фонового теплового излучения. И хотя во многих случаях воз-
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действие подобного излучения пренебрежимо мало, при определенных усло-

виях оно может значительно влиять на экспериментальные результаты. Напри-

мер, при температуре 300 K энергетический спектр чернотельного излучения

имеет максимум при длине волны λ ∼ 10 µс, соответствующей энергии фо-

тона ∼ 70 мэВ. Такое излучение необходимо учитывать в экспериментах со

слабо связанными системами. В частности, хорошо известно взаимодействие

чернотельного излучения с ридберговскими атомами [289], приводящее к их

фотоионизации, и со слабосвязанными отрицательными ионами (такими как

атомный ион Ca− [290] и DBA [50, 276]), приводящее к фотоотрыву электрона

от анионов.

В DBA внешний электрон связан с нейтральным остовом дипольным

потенциалом и занимает диффузную орбиталь вблизи положительно заряжен-

ного конца диполя с энергией связи порядка нескольких десятков эВ [240].

Теоретические расчёты показывают, что низколежащие вращательные состоя-

ния и основное колебательное состояние DBA должны быть стабильны. Од-

нако экспериментальные измерения для различных DBA дают относительно

короткие времена жизни (∼ 50 − 100 µс). Было выдвинуто предположение,

что этот эффект обусловлен фотоотрывом внешнего электрона под действием

теплового чернотельного излучения [50, 276].

Для теоретического расчёта вероятности фотоотрыва элеткрона от DBA

(а следовательно и времени жизни) за счёт взаимодействия с тепловыми фо-

тонами необходимо знание зависимости сечения σ(ω) фотоотрыва от частоты

фотона ω. Соответствующие выражения были получены в разделе 3.2.2, ре-

зультаты которого используются в данном разделе.

Полная вероятность фотоотрыва получается статистическим усреднени-

ем вычисленного в системе координат DBA сечения (3.27) по направлению

волнового вектора фотона и планковскому распределению фотонов по энер-

гии:
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W =
1

3(2π)2c2

∞∫
ε/h̄

(2σx(ω) + σz(ω))
ω3 dω

exp(h̄ω/kBT ) − 1
, (3.36)

где kB — постоянная Больцмана, T — температура теплового (чернотельного)

излучения, а нижний предел интегрирования определяется из закона сохране-

ния энергии (3.31).

Время жизни DBA за счёт взаимодействия с тепловыми фотонами обрат-

но вероятности фотораспада:

τ =
1
W

(3.37)

3.3.2. Время жизни DBA как функция дипольного момента, энергии

связи и температуры

На Рис. 3.9 представлена зависимость времени жизни DBA от дипольно-

го момента нейтрального остова при комнатной температуре для некоторых

типичных значений энергии связи электрона.
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Рис. 3.9. Зависимость времени жизни DBA от дипольного момента молекулы d для ионов с

энергией связи ε равной (F) 6.5 мэВ, (�) 7.5 мэВи (N) 11 мэВпри T = 300 K.

Рассчитанные времена жизни демонстрируют относительно слабую за-

висимость от точных значений rc и ε, и лежат в диапазоне ∼ 70..90 µс. В Таб-
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лице 3.1 результаты расчётов сравниваются с экспериментально измеренны-

ми временами жизни соответствующих DBA. Удовлетворительное (для столь

простой модели) согласие между теоретическими и экспериментальными дан-

ными подтверждает связь относительно коротких времён жизни DBA с фото-

диссоциацией аниона из-за взаимодействия с тепловыми фотонами чернотель-

ного излучения.

Таблица 3.1. Сравнение рассчитанных врёмен жизни с экспериментальными значениями

Тип молекулы d ε τ (µс)

(D) (мэВ) Расчёт Эксперимент [50]

CH3CN 3.92 11 [50] 70 82

CH3CN 3.92 18.6 [244] 73 82

CD3CN 3.92 11 70 82

C2H3CN 3.87 6.5 75 60

(CH3)2SO 3.96 7.4 74 97

C4H4N2 3.95 12 70 70

Зависимость времён жизни DBA от дипольного момента в сочетании с

зависимостью от энергии связи электрона показана на Рис. 3.10. Отметим,

что изменение этих параметров в широком диапазоне не приводит к сильному

изменению времени жизни соответствующего состояния.

Зависимость времени жизни DBA от температуры теплового поля про-

иллюстрировано на Рис. 3.11, на котором изображены зависимости времени

жизни DBA с d = 3.92 D от энергии связи электрона в тепловом поле с

T = 300 K, T = 400 K и T = 500 K. Как и можно было ожидать, времена

жизни монотонно уменьшаются с ростом температуры. Каждая из кривых на

Рис. 3.11 имеет минимум, положение которого смещается в сторону больших

значений ε с ростом температуры. Этот минимум локализован в диапазоне
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Рис. 3.10. Зависимость времени жизни DBA от дипольного момента молекулы d и энергии

связи ε при комнатной температуре T = 300 K.

энергий ∼ 10..30 мэВ, по порядку величины совпадающему с соответствую-

щими значениями тепловой энергии kBT .

Объяснение такого поведения состоит в том, что сечения фотоотрыва

σx(ω) и σz(ω), используемые в расчётах, имеют максимум при энергии фо-

тона h̄ω ∼ ε. Так как спектр чернотельного излучения имеет максимум при

энергиях фотона порядка kBT , то его свёртка с сечением фотоотрыва, т.е. вы-

ражение (3.36), будет иметь максимум при ε ∼ kBT , что соответствует мини-

муму времени жизни.

При низких температурах kBT ≪ ε, как следует из выражения (3.36),

вероятность фотоотрыва принимает вид

W ∼ T exp(−ε/kBT ). (3.38)

Выражение (3.38) аналогично полученному в таком же приближении выра-

жению для вероятности фотоионизации атомов в основном и возбуждённом

состояниях [291]. Такая аналогия неудивительна, поскольку вероятность от-

рыва электрона определяется поведением сечения фотоиноизации/фотоотрыва
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Рис. 3.11. Вычисленные времена жизни DBA как функция энергии связи ε для молекулы

с дипольным моментом d = 3.92 D при температуре T = 300 K (сплошная линия), T =

400 K (– – –) и T = 500 K (- - -).

вблизи порога, когда ω ∼ ε/h̄. Для атомов сечение σ(ω) вблизи порога макси-

мально. В случае молекулярных DBA, в пороговой области возникают ос-

цилляции типа Гайлитиса–Дамбурга, которые, однако, приводят только к ма-

лым осцилляциям сечения σ(ω) относительно постоянного значения (см. раз-

дел 3.2.5). Для атомных же анионов избыточный электрон связан короткодей-

ствующим потенциалом, из-за чего сечение их фотораспада на пороге стре-

мится к нулю в соответствии с законом Вигнера (3.21).

3.4. Влияние наведённого дипольного на фотораспад

атомных анионов в сильном поле

Рассматриваемые в данном разделе атомные электронные состояния не

являются диполь-связанным в собственном смысле, поскольку атомный остов

не имеет постоянного дипольного момента. Однако в сильном поле в атомном

остове возникает наведенный дипольный момент, и взаимодействие с ним су-

щественно меняет картину фотоотрыва электрона сильным полем.
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3.4.1. Вводные замечания

Многофотонный фотораспад отрицательных атомных ионов изучался мно-

гими экспериментальными группами [292–297]. Экспериментальные результа-

ты интерпретировались с помощью различных теоретических моделей: про-

стые Хартри-Фоковские (HF) [298], многоконфигурационные HF (MCHF) [299]

расчеты с описанием конечного состояния электрона методом сильной свя-

зи [300] или L2-методом [301], подход, основанный на квазистационарных

квазиэнергетических состояниях (QQES) [302, 303] недавно обобщенный на

ненулевые значения углового момента [304], одноэлектронные [305–307], и

многоэлектронные расчеты по теории возмущений (на основе приближения

хаотических фаз с учетом обмена [308] и уравнения Дайсона [309]), различ-

ные версии метода B-сплайнов [310], R-матрицы [311–315] и многоканального

квантового дефекта (MQDT) [316–318] (дальнейшие ссылки по теоретическо-

му рассмотрению многофотонного распада отрицательных ионов см. в обзор-

ных статьях [319–322]).

В режиме сильного поля, когда число поглощаемых фотонов велико,

большинство из вышеперечисленных методов становятся труднореализуемы-

ми и не могут обеспечить адекватного описания фотораспада. В то же вре-

мя, недавние эксперименты на анионах H− [296] и F− [297] показывают, что

фотораспад в сильном поле хорошо описывается простой теорией Келды-

ша [323, 324]. Однако одним из недостатков этой теории является ее суще-

ственная одноэлектронная природа. С другой стороны, хорошо известно, что

многоэлектронные эффекты оказывают существенное влияние как на элек-

тронную структуру [325] так и на фоторасщепление [320] отрицательных

ионов. Одноэлектронные методы могут быть скорректированы при исполь-

зовании модельных потенциалов, учитывающих многоэлектронные эффекты.

Одним из существенных эффектов является дипольный момент, индуцирован-
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ный внешним электроном в атомном остове из-за его статической поляризуе-

мости α. На больших расстояниях r до внешнего электрона соответствующий

модельный потенциал имеет асимптотическую форму (всюду ниже в этом раз-

деле используются атомные единицы):

Vpol(r) ∼ −
α

2r4 . (3.39)

Хорошо известно, что потенциал (3.39) существенно влияет на величину

электронного сродства [326]; он использовался для описания фотораспада от-

рицательных ионов как при поглощении малого числа фотонов [315], так и в

постоянном поле [327]. Однако индуцируемый электроном поляризационный

потенциал (3.39) не описывает динамических многоэлектронных эффектов,

возникающих во внешнем переменном поле из-за поляризации остова самим

полем. Такой дипольный момент, индуцируемый полем в атомном остове, за-

висит от его динамической α(ω), а не от статической поляризуемости (3.39).

Влияние индуцированного переменным полем дипольного момента на

атомные фотопроцессы известно достаточно давно. Подобные эффекты име-

ют место в связанно-связанных переходах (силы осцилляторов) [328–334]. в

связанно-свободных переходах (малофотонный фотораспад) они рассматрива-

лись в рамках теории возмущений в работах [305, 306, 319, 335]; влияние ин-

дуцированного полем дипольного момента на свободно-свободные переходы

известно под названием поляризационного тормозного излучения [336, 337].

В работе [45] содержится обзор эффектов наведенного диполя на все три типа

переходов.

В данном разделе приводится аналитическая модель учета влияния ди-

польного момента, наведенного переменным полем, на фотораспад отрица-

тельных атомных ионов в сильном поле. Численные расчеты приводятся для

анионов Rb− and Cs−, поскольку поляризуемости соответствующих атомов

имеют достаточно большие величины. Изложение следует теории Келдыша
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в формулировке, данной в работе Грибакина и Кучиева [324], которая в дан-

ном разделе модифицируется с использованием непертурбативного описания

дипольных эффектов с помощью дипольно-сферических функций, описанных

в разделе 1.1.4.2.

Анионы щелочных металлов выбраны для рассмотрения по двум причи-

нам. Во-первых, большие поляризуемости соответствующих атомов должны

приводить к большим величинам рассматриваемых эффектов. Во-вторых, од-

ноэлектронное приближение является удовлетворительным для качественного

анализа этих систем в силу сравнительно больших расстояний между внеш-

ним электроном и атомным остовом. Для получения более точных результатов

могут быть использованы различные вычислительные методы [338, 339], раз-

работанные для численного решения зависящего от времени уравнения Шрё-

дингера для «реальной» атомной системы с двумя или большим числом ак-

тивных электронов в сильном лазерном поле. Хотя вычислительная мощь этих

методов дает хорошую возможность для детального сравнения теории с экс-

периментом [340], их недостатком является то, что за численными расчетами

теряется физическое понимание явления. Напротив, используемый в данном

разделе аналитический метод позволяет идентифицировать эффект квантовой

интерференции, который присутствует в процессе фоторасщепления в линей-

но поляризованном поле. Как будет показано ниже, этот эффект исчезает из-за

угловых электронных корреляций.

3.4.2. Основные формулы

Пусть внешний электрон отрывается от отрицательного иона при взаи-

модействии с линейно поляризованным лазерным полем

ℱ (t) = ℱ cosωt, Vℱ (t) = −r · ℱ (t). (3.40)
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Дифференциальная вероятность фотоотрыва имеет вид [324]:

dw =
∑︁

n

dwn = 2π
∑︁

n

|Apn|
2δ

(︃
p2

2
+ Up − E0 − nω

)︃
d3 p

(2π)3 , (3.41)

где E0 = −
κ2

2
— энергия электрона в начальном (как правило, в основном)

состоянии, p — его импульс в конечном состоянии, Up =
ℱ 2

4ω2 — его пондер-

моторная энергия. Сумма в (3.41) включает вклады от открытых n-фотонных

каналов с n > n0, где n0 — минимальное число фотонов, необходимое для пре-

одоления порога Up − E0 фоторасщепления с учетом пондермоторного сдви-

га Up. Амплитуда n-фотонного процесса

Apn =
ω

2π

2π/ω∫
0

Ψ*p(r, t) Vℱ (t) Ψ0(r, t) dr dt. (3.42)

Здесь

Ψp(r, t) = exp

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣i(p + kt) · r −
i
2

t∫
−∞

(p + kt′)2 dt′

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
— волковская волновая функция в калибровке длины, kt =

∫t
−∞
ℱ (t′) dt′ клас-

сический импульс электрона во внешнем поле. Бесконечный нижний предел

интегрирования означает адиабатическое включение поля.

Волновая функция Ψ0(r, t) = e−iE0tΦ0(r) начального состояния электрона

удовлетворяет уравнению Шрёдингера с атомным потенциалом U(r):[︃̂︀p2

2
+ U(r)

]︃
Φ0(r) = E0Φ0(r). (3.43)

В калибровке длины (3.40), лишь большие расстояния r ≫ 1 существенны

для описания волновой функции Φ0(r). начального состояния. Для атомных

анионов, в которых внешний электрон связан короткодействующими (поляри-

зационными) силами, асимптотическая форма Φ0(r) имеет вид

Φ0(r) ∼
r≫1
𝒜

e−κr

r
Y`m(r̂), (3.44)
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где Y`m(r̂) — сферическая гармоника, представляющая угловую часть Φ0(r).

В приближении потенциала нулевого радиуса для U(r) можно показать, что

𝒜 =
√
κ/2π, однако реальные отрицательные ионы лучше описываются с

использованием скорректированных величин 𝒜, которые можно получить из

асимптотического поведения волновых функций [321].

Кроме взаимодействия (3.40) с валентным электроном, поле ℱ также вли-

яет на электроны атомного остова. Из-за поляризуемости остова α(ω) сильное

лазерное поле индуцирует в атоме дипольный момент

d(t) = α(ω)ℱ (t) (3.45)

Тогда учет электронов остова можно осуществить введением потенциала Vd(t)

диполя, индуцируемого полем в добавление к потенциалу (3.40) взаимодей-

ствия внешнего электрона с полем. На больших расстояниях Vd(t) можно ап-

проксимировать потенциалом точечного диполя:

Vd(t) ∼
r≫1
−

d(t) · r
r3 = −α(ω)

r · ℱ (t)
r3 . (3.46)

Приведем кратко метод учета потенциала (3.46) в статическом пределе,

когда частота поля ω достаточно мала, чтобы считать поле ℱ , а следовательно

и наведённый им дипольный момент d(t), не зависящими от времени. Взаи-

модействие с точечным диполем не изменяет поведение радиальной волновой

функции связанного состояния при больших r [88]. Однако на её угловую

часть дипольный момент оказывает существенное влияние, и вместо (3.44)

имеем

Φ0(r) ∼
r≫1
𝒜

e−κr

r
𝒵`m(ϑ, ϕ), (3.47)

где (ϑ, ϕ) — полярный и азимутальный углы радиус-вектора r электрона в

связанной с остовом системе координат с осью ζ, направленной вдоль поля ℱ ,

а 𝒵`m(ϑ, ϕ) — дипольно-сферические функции, описанные в разделе 1.1.4.2.
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На приведенных в разделе Д.3 полярных диаграммах дипольно-сфериче-

ских функций видно, что электронная плотность смещается диполем по на-

правлению к его положительному концу, т.е. вдоль положительного направле-

ния оси ζ . В то же время, сила отталкивания от отрицательного (левого) кон-

ца диполя действует в обратном направлении. Зависимость индуцированного

диполя от времени делает конкуренцию между этими факторами ещё более

сложной. Математически эта зависимость от времени может быть эффективно

учтена комплексными значениями дипольного момента, возникающими при

использовании (см. следующий раздел) метода перевала. Таким образом, учет

влияния наведенного полем диполя не может даже качественно быть оценен

простыми рассуждениями и требует более детальных вычислений.

3.4.3. Приближение метода перевала

Следует отметить, что дипольно-сферические функции дают точное ре-

шение углового уравнения Шрёдингера с потенциалом точечного статического

дипольного момента атомного остова и, следовательно, дают непертурбатив-

ный учет произвольных значений дипольного момента, наведенного полем в

остове. При использовании теории Келдыша, однако, налагается ограничение,

которое состоит в малости поля по сравнению с характерным внутриионным

полем ℱa:

ℱ ≪ ℱa ≡ κ
3, (3.48)

Другое приближение адиабатических теорий келдышевского типа заклю-

чается в рассмотрении случая низких частот

ω ≪ |E0|. (3.49)

В этом случае интеграл в (3.42) можно вычислять методом перевала [324].

Значения перевальных точек t1,2 в комплексной плоскости определяются сле-
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дующим образом:

sinωt1,2 ≡ s1,2 =
−ξ ± i

√︀
8ζ(n − ζ) − ξ2

2ζ
; s2 = s*1

cosωt1,2 ≡ c1,2 = ±

√︁
1 − s2

1,2; c2 = −c*1

ζ = Up/ω =
ℱ 2

4ω3 , ξ =
ℱ · p
ω2 =

F p cos θ
ω2 , (3.50)

где θ, φ — полярный и азимутальный углы вектора p в связанной с остовом

системе координат с осью ζ, направленной вдоль поля ℱ (не смешивать со

сферическими углами (ϑ, ϕ), от которых зависят диполь-сферические функ-

ции, см. (1.19).

Для малых частот (3.49) индуцированный дипольный момент d(t) не

сильно влияет на перевальные точки (3.50), и результат зависит от эффек-

тивного значения дипольного момента

deff
1,2(ω,ℱ , p, θ) = α(ω)ℱ cosωt1,2 = α(ω)Fc1,2(ω,ℱ , p, θ),

deff
1 = −deff

2
*
, a`m, l′(d

eff
2 ) = (−1)`+l′a*`m, l′(d

eff
1 ). (3.51)

Это эффективное значение и дает возможность учитывать зависимость d(t) от

времени.

Дальнейшие вычисления по существу подобны приведённым в рабо-

те [324]. Для квадрата амплитуды n-фотонного процесса получаем

|Apn|
2 = 2π|M1|

2𝒜2
∑︁
l′l′′

⃒⃒⃒
a`m, l′(d

eff
1 )a`m, l′′(d

eff
1 )

⃒⃒⃒ √︀
(2l′ + 1)(2l′′ + 1)

×

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒P|m|l′

(︃√︁
1 + p2 sin2 θ/κ2

)︃
P|m|l′′

(︃√︁
1 + p2 sin2 θ/κ2

)︃⃒⃒⃒⃒⃒
⃒
√︃

(l′ − |m|)!(l′′ − |m|)!
(l′ + |m|)!(l′′ + |m|)!

×
[︁
cos(β`l′ − β`l′′) + (−1)`+m+n cos(β`l′ + β`l′′ + Ξ)

]︁
, (3.52)

где P|m|l — полиномы Лежандра, а

M1 =
(c1 + is1)n

−
√︀

2πic1(ξ + 4ζs1)
exp[−ic1(ξ+ζs1)], β`l′ = arg a`m, l′(d

eff
1 ), Ξ = arg M1

(3.53)
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Для заданной величины ℱ лазерного поля, интегрируя (3.41) по азиму-

тальному углу φ и импульсу p электрона в импульсном пространстве, полу-

чаем дифференциальную вероятность n-фотонного расщепления аниона, т.е.

вероятность вылета электрона под данным углом θ со значением импульса

между p и p + dp:

dw
sin θ dθ

=
1

2π

∑︁
n

p≤
√

2(E0+nω−Up)≤p+dp

p|Apn|
2 (3.54)

3.4.4. Усреднение по пространственно-временному распределению поля

Важный шаг при сравнении вычисленной скорости фоторасщепления с

экспериментом состоит в усреднении по пространственно-временному рас-

пределению поля. Интенсивность огибающего импульса поля

ℱ 2 ≡ ℱ 2(x, y, z, t) =
ℱ 2

0

1 + z2

z2
0

exp
{︃
−

(t − z/c)2

τ2

}︃
exp

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩−
2(x2 + y2)

s2
0

(︂
1 + z2

z2
0

)︂
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭ (3.55)

считается имеющей форму гауссовского пучка с длительностью τ, с диамет-

ром фокуса s0 и и зоной Рэлея z0. В этом случае интегрирование по распреде-

лению поля может быть сделано аналитически [341]. Для значений z0, боль-

ших по сравнению с диаметром z̄ пучка анионов, полное число электронов,

образующихся в лазерном импульсе, равно

dwaveraged =

∫
d3r dtdw

(︁
ℱ 2(x, y, z, t)

)︁
= πτz̄s2

0

ℱ 2
0∫

0

dℱ 2 g(ℱ 2)dw
(︁
ℱ 2

)︁
, (3.56)

где

g(I) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1
I

√︂
ln

I0

I
, 0 < I < I0 = ℱ 2

0

0, I > I0 I < 0
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Интегрирование (3.56) формулы (3.54) тривиально в силу наличия дельта-

функции, и для усредненной вероятности фотораспада получаем:

R(ℱ0, ω, κ, p, θ) =
dwaveraged

sin θ dθ
(3.57)

=
πτz̄s2

0

2π

∑︁
n

p≤
√

2(E0+nω−Up)≤p+dp

p

ℱ 2
0∫

0

dℱ 2 |Apn|
2g(4ω2(E0 + nω − p2/2))

В численных расчетах дискретность dp по шкале импульса была опти-

мизирована таким образом, чтобы получить плавную форму кривой распреде-

ления электронов по импульсам

3.4.5. Свойства пространственно-энергетического распределения

фотоэлектронов

Вычисления вероятности распада R(p, θ) были проведены для анионов

Rb− и Cs−. Эти анионы имеют близкие значения энергии связи электрона

(или энергии электронного сродства): E0(Rb−) = −0.486 эВ = −0.0179 а. е.,

E0(Cs−) = −0.472 эВ = −0.0173 а. е.. Энергия фотона была принята рав-

ной ω = 0.234 эВ = 0.0086 а. е., что соответствует длине волны лазера при-

близительно 5 микрон. При этом вычисления проводились для двух значений

пиковой интенсивности I0 в фокусе лазера. Эти значения вместе с другими па-

раметрами теории Келдыша даны в таблице 3.12. Поляризуемости нейтраль-

ных атомов αRb(ω) ≃ 320 а. е. и αCs(ω) ≃ 400 а. е. были взяты из вычислений

по методу квантового дефекта [118].

Для демонстрации эффекта были выбраны сравнительно сильные поля,

так что условие (3.48) было выполнено на пределе. Вообще, для атомной си-

стемы, находящейся под действием очень сильного электромагнитного поля,

превышающего величину внутреннего поля атомной системы, детали ее элек-

тронной структуры должны играть меньшую роль в рассматриваемом процес-
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се. Однако рассматриваемый здесь эффект динамической поляризации остова

фактически отражает роль роль электронных корреляций при таких условиях,

когда взаимодействие между электронами становится одного порядка величи-

ны со взаимодействием с лазерным полем.

Рис. 3.12. Параметры теории Келдыша, использованные при расчетах для Cs

I0 5.0 × 1011 Вт/см2 1.0 × 1012 Вт/см2

ℱ0 0.00377 а. е. 0.00533 а. е.

ℱ0/ℱinternal = ℱ0/κ
3 0.584 0.825

Параметр Келдыша γ = ωκ/ℱ0 0.425 0.3

Пиковый пондермоторный 0.0481 а. е. 0.0961 а. е.

сдвиг 1
4ℱ

2
0 /ω

2 1.31 эВ 2.62 эВ

Результаты для обоих анионов по существу близки, поэтому приведем

лишь результаты для цезия. Распределения R(p, θ) по импульсам и углам, вы-

численные для двух значений пиковой интенсивности, приведены на рисун-

ках 3.13 и 3.15. соответственно. Сечения этих распределений при углах выле-

та θ = 0 и θ = 60∘ приведены на рисунках 3.14 и 3.16.

На приведенных спектрах показан вклад от более чем 40 надпороговых

каналов фотораспада (excess photon detachment, EPD). Соседние EPD-пики по

оси энергии перекрываются из-за пондермоторного уширения, что приводит

к сглаженной форме спектра, и EPD-структура практически не разрешима.

Спектры, рассчитанные без учета наведенного диполя (левые части рисун-

ков 3.13 и 3.15) демонстрируют немонотонное распределение электронов по

импульсам. В частности, эти спектры имеют максимум при нулевом угле вы-

лета в области больших импульсов. Эти максимумы охватываются одним или

несколькими «плечами» при меньших импульсах. Такая немонотонная струк-

тура напоминает спектр фотоэлектронов, полученный экспериментально в ра-
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Рис. 3.13. Импульсно-угловое распределение R(p, θ) для Cs− без учета поляризации остова

(α = 0, слева) и с учетом поляризации остова (α = 400 а. е., справа). Пиковая интенсивность

I0 = 5.0 × 1011 Вт/см2
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Рис. 3.14. Импульсное распределение фотоэлектронов для Cs− при разных углах выле-

та: R(p, θ = 0) (слева) и R(p, θ = 60∘) (справа). Сплошные и штриховые линии соответ-

ствуют вычислениям с учетом и без учёта поляризации остова. Пиковая интенсивность

I0 = 5.0 × 1011 Вт/см2
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Рис. 3.15. То же, что и на рисунке (3.13), для пиковой интенсивности I0 = 1.0 × 1012 Вт/см2
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Рис. 3.16. То же, что и на рисунке (3.14), для пиковой интенсивности I0 = 1.0 × 1012 Вт/см2

боте [297] для F−. Она появляется благодаря обсуждаемому ниже эффекту

квантовой интерференции. Этот эффект хорошо известен в теории много-

фотонного фотораспада отрицательных ионов или многофотонной ионизации

атомов [342–345].

3.4.6. Разрушение интерференции перевальных точек дипольным

взаимодействием

Полученные результаты демонстрируют сильное влияние индуцирован-

ного в атомном остове дипольного момента на форму фотоэлектронного спек-

тра. Как хорошо видно из рисунков 3.13 и 3.15, этот эффект сглаживает его

немонотонную структуру. Для понимания происхождения такого сглаживания

рассмотрим выражение (3.52) для амплитуды перехода. В отсутствие индуци-

рованного диполя (α = 0), сумма по l′ и l′′ содержит лишь один член с l′ = l′′`.

В этом случае формула (3.52) воспроизводит результат Грибакина и Кучие-

ва [324], в котором амплитуда n-фотонного перехода в конечное состояние

с данным вектором импульса p представляет собою суперпозицию вкладов

от двух перевальных точек на плоскости комплексного времени. Каждая из

перевальных точек определяет момент реального времени в течение перио-

да осцилляции поля, в который электрон покидает остов. В эти два момента

электрон, получив толчки от поля, оказывается с противоположной стороны
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от остова. Эта картина просто отражает тот факт, что в линейно поляризо-

ванном поле электрон может туннелировать вдоль направления поляризации,

и ведет себя как свободный электрон на определенном расстоянии от остова.

Таким образом, процесс фотоотрыва можно описать двумя когерентными ис-

точниками-излучателями электронов, разделенными пространственно и ори-

ентированными вдоль оси поляризации лазера. Их суперпозиция и вызывает

интерференцию.

Последний член в квадратных скобках формулы (3.52) представляет со-

бою интерференционный член. При α = 0 он сводится к
[︁
1 + (−1)`+m+n cos Ξ

]︁
,

где дается выражением (3.53). Здесь аргумент Ξ косинуса описывает разность

фаз между волнами электронов, распространяющихся в данном направлении

из двух когерентных источников. Эта разность фаз зависит от угла вылета θ,

импульса p электрона и параметров ℱ и ω лазерного поля. При фиксирован-

ных значениях θ, ℱ и ω интерференционный член как функция импульса p

осциллирует между 0 и 2, поэтому именно интерференционным эффектом вы-

звана немонотонная структура спектров, полученных при α = 0. Модуляция

этой структуры, однако, сглажена и не достигает нуля благодаря усреднению

зависимости разности фаз от величины поля по распределению его интенсив-

ности в лазерном фокусе.

В присутствие наведенного полем диполя, когда α , 0, несколько чле-

нов могут вносить существенный вклад в сумму (3.52). Каждый отдельный

член порождает интерференционную структуру в электронном спектре. Эта

структура, однако, зависит от параметров β`l′ и β`l′′ (комплексных фаз коэффи-

циентов l-перемешивания a`m, l(d
eff
1 ), зависящих от комплексного эффективного

дипольного момента deff
1 ), и эта зависимость различна для разных членов. В

результате суммирование по l-перемешанным членам смазывает интерферен-

ционную картину. Ясно, что количество членов, дающих значительный вклад

в (3.52) определяется величиной d (индуцированного) дипольного момента.
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Такое распределение коэффициентов l-перемешивания a`m, l′(d) по l представ-

лено, например на рисунке (Д.3).

Строго говоря, рисунок (Д.3), как и аналитические аппроксимации (на-

пример, (Д.2) или (Д.12)) для коэффициентов l-перемешивания a`m, l(d) при-

веден для вещественных значений d. Однако, расчёты показывают, что фа-

зы β`l′ демонстрируют такое же поведение в зависимости от l, как и изоб-

раженные на рисунке (Д.3) логарифмы коэффициентов l-перемешивания, т.е.

демонстрируют монотонный рост с ростом l. В последнем можно убедиться

из формул (Д.2) или (Д.12), в которых величины a`m, l′(d) ∝ dl; при этом сле-

дует иметь в виду, что при получении (Г.46) этих приближенных выражений

предположение о вещественности d не играло никакой роли.

Поскольку, как это видно из рисунка (Д.3), абсолютные величины
⃒⃒⃒
a`m, l(d)

⃒⃒⃒
коэффициентов l-перемешивания спадают с удалением l от ` тем медленнее,

чем меньше d, нетрудно видеть, что как минимум четыре члена (l′ = 0, 1

и l′′ = 0, 1) дают существенный вклад в сумму в (3.52), если значение ди-

польного момента становится больше атомной единицы, d ≥ 1. Это условие

выполняется в приведенных расчетах фоторасщепления благодаря высокой

поляризуемости атомов Rb и Cs, и этого условия достаточно для того чтобы

разрушить интерференционную картину в фотоэлектронном спектре.

Следует заметить, что учёт наведенного полем дипольного момента при-

водит к росту вероятности фотораспада. Это означает, что вышеупомянутое

отталкивание от отрицательного конца диполя превалирует над эффектом пе-

рераспределения заряда. Этот результат, однако, не является общим случаем,

а зависит от параметров лазерного поля ℱ и ω, квантовых чисел `, m и энер-

гии E0 начального состояния, а также от поляризуемости α атомного осто-

ва. Если рассмотреть отрицательные ионы с ` ≥ 1 в начальном состоянии,

вычисления показывают, что при θ = 0 наблюдается уменьшению вероятно-

сти фотораспада (например, для Cl− в лазерном импульсе с энергией фотона
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0.688 эВ и пиковой интенсивностью 1014 Вт/см2). Из-за малой поляризуемости

α = 14.7 а. е. атома Cl эффект менее выражен, и поэтому соответствующие

результаты здесь не приводятся.

3.5. Резонансная перезарядка дипольно-связанных анионов

на полярных молекулах

3.5.1. Вводные замечания

Существует несколько типов реакций перезарядки с участием DBA. Как

уже было сказано выше, один из методов получения DBA заключается в пе-

резарядке ридберговских атомов на полярных молекулах [50, 256, 346–351].

Перенос заряда при столкновениях между CH3CN− и неполярными молеку-

лами CCl4 и SF6 также может быть описан с помощью дипольно-связанных

состояний электрона [51]. Другим типом реакций перезарядки DBA является

столкновение двух полярных молекул с достаточно большим для связывания

свободного электрона дипольным моментом. В качестве примера такого рода

столкновений можно указать реакцию вида

CH3CN− + CH3NO2 −→ CH3CN + CH3NO2
−, (3.58)

которая была рассмотрена в работе [64]. Измеренная величина сечения дан-

ного процесса ≃ 10−12 cm2 не может быть объяснена в рамках приближения

твердых сфер. Соответствующее значение радиуса твердой сферы составля-

ет ≃ 60 Å, что более чем в два раза превышает среднеквадратичный радиус

внешней электронной орбитали.

Основную роль в реакциях перезарядки играют межмолекулярные рас-

стояния, сравнимые с пространственным размером орбитали электрона в DBA.

Для типичных DBA, движущихся с тепловой скоростью v ∼ 105 см/с, время
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столкновения составляет ≃ 10−12..10−13 с. Такие времена столкновений озна-

чают, что необходимо принимать во внимание различные эффекты молеку-

лярной геометрии, поскольку молекулярные вращения имеют сопоставимые

временные периоды.

Таким образом, вычисление вероятности перезарядки в столкновениях

полярных молекул при тепловых скоростях представляет собой весьма слож-

ную проблему. В то же время, большинство теоретических исследований DBA

ограничено масштабными ab initio вычислениями сродства к электрону [48].

Хотя известны модельные потенциалы, использовавшиеся для расчетов одно-

фотонной ионизации DBA [52], а также некоторые простые аналитические мо-

дели, позволяющие получить значение энергии связи электрона как функции

дипольного момента [47], эти модели не использовались для количественного

анализа реакций перезарядки, где требуется некоторая модель, описывающая

волновую функцию диффузной орбитали элеткрона в DBA.

Такая простая аналитическая модель для описания структуры DBA раз-

работана в разделе 3.1. В данном разделе она используется для описания ре-

акций перезарядки при столкновениях DBA с нейтральными молекулами на

основе квазиклассической техники вычисления сечения резонансной переза-

рядки, известной в общей теории столкновений [352]. Все вычисления прово-

дятся в атомной системе единиц.

3.5.2. Адиабатические термы и сечение перезарядки

В первом приближении сложной угловой зависимостью движения элек-

трона в поле двух диполей можно пренебречь, и каждая молекула может рас-

сматриваться как источник сферически-симметричного дипольного потенциа-

ла

Vspher.dip(r) = −deff/r2. (3.59)
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Здесь эффективный дипольный момент deff несколько меньше реального ди-

польного момента молекулы d, но, как будет показано далее, сечение переза-

рядки зависит от deff логарифмически. Подобное “сферическое” приближение

использовалось многими авторами (см., например, [121, 280, 281]), в том чис-

ле для анализа образования DBA при столкновениях ридберговского атома с

нейтральной полярной молекулой [350, 351].

В этом случае гамильтониан взаимодействия электрона с двумя молеку-

лами a и b в приближении Борна–Оппенгеймера может быть записан в систем

центра масс в виде [352]

H = −
1

2M
∆R + Hel + U(R), (3.60)

Hel = −
1
2

∆r + Va(ra) + Vb(rb). (3.61)

Здесь M привёденная масса молекул a и b; радиус-векторы ra,b определяют

положение электрона относительно молекул a и b, а точнее, соответствующих

точечных дипольных моментов, R — расстояние между молекулами. Межмоле-

кулярное взаимодействие U(R) пренебрежимо мало на больших расстояниях

R, определяющих сечение перезарядки. Потенциалы Va,b имеют вид (3.59).

Выразим решение уравнения Шрёдингера с гамильтонианом (3.60) в виде

квазимолекулярных адиабатических функций χa
m и χb

n

Ψ(R, r) =
∑︁

m

Fa
m(R)χa

m(r,R) +
∑︁

n

Fb
n(R)χb

n(r,R), (3.62)

удовлетворяющих условию

Helχ
a,b(r,R) = Ea,b(R)χa,b(r,R). (3.63)

Индексы m, n нумеруют собственные значения гамильтониана (3.61), тогда как

индексы a, b обозначают асимптотическое поведение

χa
m(r,R→ ∞) ∼ φa

m(ra)

χb
n(r,R→ ∞) ∼ φb

n(rb) (3.64)
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квазимолекулярных волновых функций: при больших R они стремятся к ква-

зиатомным функциям, которые представляют собой просто волновые функции

электрона, связанного молекулой a или b:[︃
−

1
2

∆r + Va,b(r)
]︃
φa,b

m,n(r) = εa,b
m,nφ

a,b
m,n(r). (3.65)

Величины εa,b обозначают энергию связи электрона в молекулах a, b в соот-

ветствующих электронных состояниях.

В двухуровневом приближении будем считать, что электрон, первона-

чально связанный молекулой a в состоянии |m⟩ захватывается молекулой b в

состоянии |n⟩, так что суммы в выражении (3.62) исчезают. В квазиклассиче-

ском приближении выражение для сечения перезарядки имеет вид [352]:

σb
a = 2π

∞∫
0

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∞∫
−∞

Lb
a(R)e−i∆(Z) dZ

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒2 p dp, (3.66)

Lb
a(R) =

∫
draχ

b
n(rb,R)

∂χa
m(ra,R)
∂Z

⃒⃒⃒⃒⃒
ra=const

,

R2 = p2 + Z2,

∆(Z) =
1
v

Z∫
−∞

[Ea(R′) − ε(R′)] dZ′.

Здесь v — скорость относительного движения сталкивающихся молекул, p —

прицельный параметр.

Адиабатические термы Ea,b(R) и квазимолекулярные волновые функции

χa,b(r,R) могут быть получены с помощью вариационной процедуры, ана-

логичной процедуре Гайтлера–Лондона для H+
2 иона [353]. Решение уравне-

ния (3.63) имеет вид:

χ(r,R) = ca(R)φa(ra) + cb(R)φb(rb). (3.67)
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Вводя матричные элементы

Vaa = ⟨φa(ra)|Vb(rb)|φa(ra)⟩,

Vbb = ⟨φb(rb)|Va(ra)|φb(rb)⟩,

Vab = ⟨φa(ra)|Va(ra)|φb(rb)⟩,

Vba = ⟨φb(rb)|Vb(rb)|φa(ra)⟩,

S = ⟨φb(rb)|φa(ra)⟩ = ⟨φa(ra)|φb(rb)⟩,

получим секулярное уравнение⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ (εa − E) + Vaa (εb − E)S + Vab

(εa − E)S + Vba (εb − E) + Vbb

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 0, (3.68)

решение которого даёт два адиабатических терма Ea,b(R), которым соответ-

ствуют две волновые функции χ(r,R), из которых необходимо построить ли-

нейные комбинации, удовлетворяющие условию (3.64).

Для простоты ограничим наше рассмотрение резонансным случаем двух

молекул с одинаковыми дипольными моментами: Va(r) ≡ Vb(r) = V(r), εa =

εb = ε, φa(r) = φb(r) = φ(r). В этом случае решения уравнения (3.63) могут

быть разделены на два типа: симметричное χ+ и антисимметричное χ−:

χ± ←→ ±χ± при a←→ b,

с соответствующими симметричным и антисимметричным термами E±(R).

Тогда в рамках указанной вариационной процедуры получим Vaa = Vbb,

Vab = Vba, и секулярное уравнение (3.68) даёт симметричную и антисиммет-

ричную волновые функции

χ± =
φ(ra) ± φ(rb)
√

2(1 ± S )
(3.69)

и адиабатические термы E±(R):

E± = ε +
Vaa ± Vab

1 ± S
(3.70)
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соответствующие ca = ±cb в (3.67). Выражение для сечения (3.66) принимает

вид [352]:

σ = 2π

∞∫
0

p sin2 ξ(p) dp, (3.71a)

ξ(p) =
1
v

∞∫
0

[︁
E−

(︃√︁
Z2 + p2

)︃
− E+

(︃√︁
Z2 + p2

)︃]︁
dZ. (3.71b)

Для дальнейших вычислений необходимо найти адиабатические термы E±(R).

Радиальная часть уравнения (3.65) фактически совпадает с уравнени-

ем (3.4) на радиальную функцию электрона в DBA, а последняя (обознача-

емая в этом разделе как φ(r)) выражается через функцию МакДональда фор-

мулой (3.4):

φ(r) =
N
√

4π

κ
√

r
Kis(κr), (3.72)

N =

(︃
2sinhπs
πs

)︃1/2

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∞∫
0

ρK2
is(ρ) dρ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
−1/2

; (3.73)

эта формула переписана здесь для удобства с отдельным обозначением N для

нормировочного множителя, который будет часто использоваться в формулах.

Волновая функция электрона φ(r) зависит от параметров κ =
√
−2ε и s.

Последний связан с собственными значениями уравнения Шрёдингера с за-

висящим от угловых переменных дипольным потенциалом (3.1). Радиальное

уравнение Шрёдингера для внешнего электрона в DBA (3.2) включает сфери-

чески-симметричный потенциал (3.59) с 2deff = s2 + 1/4 (см. формулу (3.5)).

Для типичных значений дипольного момента deff ≃ d; кроме того, окончатель-

ное выражение для сечения (3.81) зависит от d логарифмически. Этот факт

подтверждает применимость сферически симметричного приближения (3.59)

для описания реакций перезарядки с участием DBA.
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С учётом (3.72), матричные элементы, входящие в выражение (3.70), при-

нимают вид:

S =
κ2N2

4π

∫
dτ

Kis(κra) Kis(κrb)
√

rarb
(3.74)

Vab = −
dκ2N2

4π

∫
dτ

Kis(κra) Kis(κrb)
r2

a
√

rarb
(3.75)

Vaa = −
dκ2N2

4π

∫
dτ

K2
is(κrb)
r2

arb
(3.76)

Здесь dτ — элемент объёма конфигурационного пространства (см. приложе-

ние Н, где приведено асимптотическое вычисление соответствующих инте-

гралов).

Чтобы устранить расходимость в интегралах (3.75) и (3.76) при ra → 0,

потенциал точечного диполя (3.59) должен быть регуляризован в нуле. Про-

стейший способ такой регуляризации заключается в использовании прибли-

жения “непроницаемого” точечного диполя (3.10), т. е. V(r < rc) = ∞, где rc

есть эффективный радиус нейтрального молекулярного остова. Итак, при вы-

числении интегралов (3.75) и (3.76) будем считать ra > rc. Можно показать,

что данные интегралы зависят от rc слабо (∝ ln κrc).

3.5.3. Димерные дипольно-связанные состояния

Результаты вычисления адиабатических термов приведены на Рис. 3.17.

Поскольку процесс перезарядки происходит на больших расстояниях R, мы не

рассматриваем их поведение на межмолекулярных расстояниях много мень-

ших эффективного радиуса внешней электронной орбитали, φ. С другой сто-

роны, радиальная зависимость реального молекулярного потенциала суще-

ственно отличается от модели дипольного потенциала (3.59) на малых рассто-

яниях. Кроме того, в приближении Гайтлера–Лондона нет смысла рассматри-

вать малые значения R. Так, при малых R адиабатические термы E±(R) должны
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стремиться к энергиям первых двух состояний “объединённого DBA”. Однако,

такие состояния не могут быть описаны в терминах базисного набора (3.67).

В результате, E−(R) расходятся при R → 0 благодаря S → 1 в знаменателе

выражения (3.70); и E+(R→ 0) стремится к величине порядка −dκ2, не имею-

щей абсолютно никакой связи с энергией основного состояния объединённого

аниона, которая, например, в принятой здесь модели определяется выражени-

ем типа (3.11).

E±HRL, meV

R, Þ
20 40 60 80 100 120

-120

-100

-80
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0

Рис. 3.17. Адиабатические термы E+ (нижняя кривая) и E− (верхняя кривая) для d = 4 D,

ε = −10 мэВ.

Тем не менее, даже в таком достаточно грубом приближении Рис. 3.17

демонстрирует простой, но замечательный факт: поскольку E+(R) отрицатель-

но при всех R, существует связанное состояние димера DBA, т. е. пары ней-

тральных молекул, связанных внешним электроном (в полной аналогии с дву-

мя протонами, связанными в ионе H+
2 обычным электроном). Структура по-

добных образований исследуется в последние годы ab initio методами и с

помощью численных решений уравнения Шрёдингера с модельными гамиль-

тонианами (см., например, работы [354, 355] и ссылки в них). Простой каче-

ственный анализ показывает, что димер может быть образован при межмоле-

кулярных расстояниях Rdimer ≃ 2/κ. Отметим, что величина 1/κ имеет порядок
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геометрического размера DBA; для молекул, участвующих в реакции (3.58)

1/κ ≃ 30 а. е. ≃ 15 Å. Энергия связи таких димерных состояний Edimer . ε.

В рамках предложенной модели можно легко показать, что зависимость

энергии связи электрона ε в молекулярном димере от дипольного момента

d очень простая. Так, например, на Рис. 3.18 показана зависимость энергии

связи электрона ε в димере от дипольного момента d нейтральной молеку-

лы для случая ε = −10 мэВ. соответствующие вычисления были проведены с

помощью выражений (3.74), (3.75) и (3.76).

1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
d Ha.uL

-0.009

-0.008

-0.007

-0.006

-0.005

-0.004

-0.003

-0.002

Eb HeVL

Рис. 3.18. Энергия связи электрона ε в димере как функция дипольного момента d

3.5.4. Асимптотический вид сечения при больших значениях параметра

Месси

Как было упомянуто выше, процесс перезарядки имеет место на боль-

ших межмолекулярных расстояниях R ≫ 2/κ. Следовательно, мы можем ис-

пользовать асимптотические выражения (Н.6), (Н.9) и (Н.12) для матричных

элементов (3.74), (3.75) и (3.76), чтобы выразить разность термов (3.70) при

больших R:

E− − E+ = 2
S Vaa − Vab

1 − S 2 ≃
2Adκ

R
e−κR, где A =

4 sh πs
s(4s2 + 1)

. (3.77)
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Замена переменных
√︀

Z2 + p2 = R, ZdZ = RdR приводит выражение (3.71b)

к виду:

ξ(p) =
2Adκ

v

∞∫
p

e−κRdR√︀
R2 − p2

=
2Adκ

v
K0(κp)

≃ γ
e−κp

√
κp
, (3.78)

где

γ =
√

2π
Adκ

v
, (3.79)

и последнее выражение в (3.78) получено с использованием асимптотического

поведения функции МакДональда (3.4) при больших κp.

Подстановка выражения (3.78) в (3.71a) даёт

σ =
2π
κ2

∞∫
0

dx x sin2
(︃
γe−x

√
x

)︃
. (3.80)

Для молекул CH3CN и CH3NO2, исследованных в экспериментальной

работе [64] мы будем считать их средний дипольный момент равным d =

3.7 D = 1.46 а. е., тогда выражение (Н.9) даёт A ≃ 8.7. Для этих молекул

ε = −0.017 эВ = −6.2 × 10−4 а. е., κ =
√
−2ε = 0.035 а. е. При комнатной

температуре T = 300 K и массе молекул M ≃ 104me относительная скорость

v ≃
√

2kBT/M ≃ 4.6 × 10−4 а. е. ≃ 105 см/с. Тогда, γ ≃ 2 × 103 ≫ 1 может

рассматриваться как большой параметр, так что интеграл (3.80) может быть

вычислен асимптотически (подробное описание см. в Приложении О). В этом

случае выражение для сечения перезарядки принимает простой вид:

σ ≃
π

2κ2 ln2 γ =
π

4|ε |
ln2

(︃
Ad
√

2π|ε |
v

)︃
. (3.81)

Для упомянутых выше экспериментальных данных выражение (3.81) даёт ве-

личину сечения σ ≃ 7.83 × 104 а. е. = 2.19 × 10−12 см2. Численный расчёт

интегралов в (3.71a) и (3.71b) без использования асимптотических выражений
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для (3.77) даёт близкие по значению результаты σ ≃ 1.72 × 10−12 см2. Необхо-

димо отметить, что в работе [64] была получена оценка σ ≃ 1.6× 10−12 см2 на

основе аппроксимации разности термов E−(R)−E+(R), подобной асимптотиче-

ской формуле (3.77) с A = 2. Однако, такой выбор параметра A подходит для

аппроксимации E−(R)−E+(R) при не слишком больших R для частного случая

d = 3.7 D, тогда как полученное в данной работе выражение (Н.9) асимпто-

тически верно для R → ∞ и содержит точную зависимость от d. Измеренное

значение σ = 1.4 × 10−12 см2, опубликованное в работе [64] несколько меньше

полученной теоретической оценки. Несмотря на то, что предложенная модель

является весьма грубой, она адекватно описывает экспериментальные данные

с хорошей точностью. Для более глубокого сравнения с экспериментом необ-

ходимо произвести измерения зависимости сечения перезарядки от дипольно-

го момента и/или энергии связи электрона в сталкивающихся молекулах.

Наглядные физические соображения, показывающие роль дипольного по-

тенциала, возникают при сравнении выражения (3.81) с соответствующим вы-

ражением для сечения упругого рассеяния (при медленных столкновениях) в

приближении твёрдых сфер [352]:

σhs = 4πR2
hs, Mv ≪ 1/Rhs, (3.82)

где Rhs есть эффективный радиус сталкивающихся молекул. С одной стороны,

подобно случаю рассеяния твёрдых сфер, сечение (3.81) отражает слабую (ло-

гарифмическую) зависимость от относительной скорости v столкновения. В

приближении твёрдых сфер (3.82), сечение перезарядки характеризуется эф-

фективным радиусом

Rhs =
1

2
√

2κ
ln(γ/γ0), (3.83)

который содержит логарифмический множитель ln γ. Тогда выражение (3.83)

может рассматриваться как проявление дальнодействующего характера ди-

польного взаимодействия, которое и приводит к отмеченному выше разли-
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чию между экспериментальным сечением и грубой оценкой на основе модели

твёрдых сфер (3.82). С другой стороны, это различие может быть связано с

медленностью поступательного движения молекул. В соответствии с (3.79),

величина γ в выражениях (3.81) и (3.83) есть хорошо известный параметр

Месси [352]. Этот параметр является большим для адиабатических столкно-

вений, когда скорость молекул v много меньше “внутридимерной” скорости,

определяемой как произведение характерного размера димера 1/κ на харак-

терную разность Adκ2 между его электронными термами. Данное адиабатиче-

ское условие справедливо для многих химических реакций, однако в реакциях

перезарядки полярных молекул параметр Месси является большим парамет-

ром ещё и благодаря дальнодействующему характеру дипольного взаимодей-

ствия, обусловливающему большие значения параметра 1/κ.

3.6. Сводка результатов третьей главы

В третьей главе рассматриваются слабосвязанные электронные состоя-

ния в отрицательных ионах, для которых дипольный момент атомного или

молекулярного остова существенным образом влияет на взаимодействие этих

состояний (да и на само их существование) с электромагнитными полями.

В разделе 3.1 развивается одноэлектронная теоретическая модель ди-

польно-связанного аниона (DBA), в которой избыточный электрон связывает-

ся с нейтральным остовом посредством потенциала точечного диполя d. Эта

модель существенно использует результаты раздела 1.1). В разделе 3.1.1 через

функции МакДональда получены выражения для радиальных функций (3.4)

электрона в поле точечного дипольного момента d и вычислено минималь-

ное (критическое) его значение dcrit = 1.625 D, при котором могут возникать

связанные состояния. С помощью регуляризации этой (сингулярной) задачи

Штурма–Лиувилля (в модели непроницаемого остова с радиусом rc) получе-
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но аналитическое выражение (3.11) для энергии связи (сродства) ε электрона

как функции дипольного момента d молекулярного остова, которое адекватно

описывает целый ряд DBA с различными d (рис. 3.1). В разделе 3.1.2 получе-

ны радиальные функции непрерывного спектра, выражающиеся через функ-

цию Бесселя вещественного аргумента для докритических (3.12) и надкрити-

ческих (3.13) значений дипольного момента d. С помощью этих выражений в

разделе 3.1.3 построены волновые функции конечного состояния рассеяния с

асимптотикой сходящейся и расходящейся волн.

В разделе 3.2 построена теория фотодиссоциации DBA (или фотоотрыва

электрона от DBA). После краткого обзора (в разделе 3.2.1) соответствующей

литературы, в разделе 3.2.2 в рамках вышеуказанной модели выписываются

аналитические выражения (3.27), (3.29) для сечения фотораспада DBA как

функции частоты ω фотона, энергии связи ε = −1
2h̄

2κ2/me начального состо-

яния и импульса k конечного состояния электрона. Сечение (3.27) имеет вид

суммы по каналам парциальных сечений; канал характеризуется значением

η′ или квазиорбитальным квантовым числом. В разделе 3.2.3 приводятся об-

щие свойства сечения фотодиссоциации: его частотная зависимость σ(ω) при

разных d (рис. 3.2) и при разных ε (рис. 3.3), а также зависимость макси-

мума сечения σmax(ε) при различных d (рис. 3.4) и зависимость σmax(d) при

различных ε (рис. 3.5). Сравнение представленных на рисунках 3.6 и 3.7 ре-

зультатов модели осцилляторов Друде [52] показывает хорошее (по крайней

мере по порядку величины) согласие с расчётами σ(ω) настоящей работы. В

разделе 3.2.4 получен предел (3.34) больших частот σ(ω) ∝
ω→∞

ω−2. Такая за-

висимость отличается от сечения фотодиссоциации из s-состояния атомного

аниона (σ(ω) ∼ ω−3/2), но согласуется с экспериментальными данными [49]

для молекулярных DBA. Отличие от потенциала нулевого радиуса возникает

благодаря 1/
√

r поведению волновых функций (3.7) при малых r, тогда как

волновые функции потенциала нулевого радиуса ведут себя как 1/r. Порого-
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вое поведение сечения исследовано в разделе 3.2.5. В то время как для докри-

тических каналов пороговое подведение (3.35) сечения σ(κη;ω) ∝
ω→ε/h̄

(h̄ω− ε)ρ

похоже на пороговый закон Вигнера, для надкритических каналов благодаря

нормировочному множителю (3.13b) пороговое поведение сечения демонстри-

рует осцилляции Гайлитиса–Дамбурга.

Результаты, приведённые в разделах 3.1 и 3.2, опубликованы в статье [58],

перевод которой использовался в тексте этих разделов.

В разделе 3.3 на основе результатов раздела 3.2 проводятся вычисления

времени жизни DBA в поле теплового чернотельного излучения и определе-

ния его зависимости от дипольного момента молекулярного остова, энергии

связи внешнего электрона и температуры. Вычисленные значения времени

жизни удовлетворительно согласуются с экспериментальными данными (таб-

лица 3.1). Результаты, приведённые в разделе 3.3, опубликованы в статье [64],

перевод которой использовался в тексте этого раздела.

Рассматриваемые в разделе 3.4 атомные электронные состояния не яв-

ляются диполь-связанным в собственном смысле (атомный остов не имеет

постоянного дипольного момента), однако, как показано в этом разделе, в

сильном поле в атомном остове возникает наведенный дипольный момент,

и взаимодействие с ним существенно меняет картину фотоотрыва электрона

сильным полем. После приводимого в разделе 3.4.1 краткого обзора экспе-

риментальных и теоретических работ по фоторасщеплению атомных анионов

и влиянию наведенного в остове дипольного момента на атомные переходы,

в разделе 3.4.2 приводятся формулы (3.41) для вероятности многофотонного

фотораспада в модели Грибакина–Кучиева [324] и даётся модификация этой

модели (3.47), использующая описанные в разделе 1.1.4.2 дипольно-сфери-

ческие функции. В разделе 3.4.3 получено выражение (3.52) для вероятно-

сти фотораспада в низкочастотном приближении с помощью метода перева-

ла, в котором использованы коэффициенты l-перемешивания, зависящие от
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комплексного дипольного момента. В разделе 3.4.4 проведено аналитическое

усреднение по пространственно-временному распределению поля, после ко-

торого в разделе 3.4.5 приведены расчёты распределения R(p, θ) по импуль-

сам и углам вылета электрона (рисунки 3.13 и 3.15), из которых видно, что

эффект наведенного полем диполя проявляется в сглаживании его немонотон-

ной структуры этих распределений. Причина такого эффекта состоит в том,

что дипольное взаимодействие разрушает интерференцию вкладов от двух пе-

ревальных точек на плоскости комплексного времени. Этот вывод существен-

но использует свойства коэффициентов l-перемешивания a`m, l(d) (например,

рисунок (Д.3) или аналитические аппроксимации (Д.2), (Д.12)).

Результаты, приведённые в разделе 3.4, опубликованы в статье [59], пе-

ревод которой использовался в тексте этого раздела.

В разделе 3.5 на основе приведенной в разделе 3.1 аналитической мо-

дели структуры DBA дается теоретическое описание реакций резонансной

перезарядки при столкновениях DBA с нейтральными молекулами на основе

квазиклассической техники вычисления сечения, известной в общей теории

столкновений [352]. В разделе 3.5.2 строятся адиабатические термы Ea,b(R)

и квазимолекулярные волновые функции χa,b(r,R) с помощью вариационной

процедуры Гайтлера–Лондона (3.70). На основе этих выражений вычисляет-

ся квазиклассическое сечение (3.71). В разделе 3.5.3 полученная зависимость

адиабатических термов от расстояния R между сталкивающимися молекула-

ми (рис. 3.17) используется для обоснования возможности возникновения в

процессе столкновения DBA с нейтральной молекулой связанного состояние

димера DBA, т. е. пары нейтральных молекул, связанных внешним электроном

(в полной аналогии с двумя протонами, связанными в ионе H+
2 обычным элек-

троном), который может быть образован при межмолекулярных расстояниях

Rdimer ≃ 2/κ, где величина 1/κ имеет порядок геометрического размера сталки-

вающихся DBA. Энергия связи электрона ε в димере как функция дипольного
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момента d приведена на рис. 3.18. В разделе 3.5.4 исследуется асимптотиче-

ский вид сечения резонансной перезарядки при больших значениях параметра

Месси ln γ (3.79). Полученное для сечения простое выражение (3.81) удовле-

творительно согласуется с экспериментальными данными [65]. Оно отличает-

ся логарифмическим множителем ln2 γ от выражения, получаемого на основе

модели твёрдых сфер (3.82), что может рассматриваться как проявление даль-

нодействующего характера дипольного взаимодействия, которое и приводит к

отмеченному в работе [65] различию между экспериментальным сечением и

грубой оценкой на основе модели твёрдых сфер.

Результаты, приведённые в разделе 3.5, опубликованы в статьях [65, 67],

перевод которых частично использовался в тексте этого раздела.
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Глава 4

Применение QDT-ФГ для расчётов

поляризуемостей атомов и ридберговских молекул

Многие эффекты, связанные с взаимодействием атомов со внешним элек-

трическим полем или с другими частицами (атомы, ионы) вследствие инду-

цируемых электрических дипольных (мультипольных) моментов, определя-

ются их динамическими дипольными (мультипольными) поляризуемостями.

Например, квадратичный эффект Штарка в постоянном поле [155, 356] опре-

деляется статической дипольной поляризуемостью. Многие явления в пере-

менном поле, такие как динамический эффект Штарка [356], рефракция, ре-

леевское и комбинационное рассеяние [19, 357], определяются динамической

поляризуемостью α(ω), где ω есть частота оптического поля. Дисперсионное

взаимодействие атомов выражается через поляризуемости α(iω) каждого ато-

ма на мнимых частотах по формуле Казимира-Полдера [358]. Таким образом

задача вычисления статических и динамических поляризуемостей основных и

возбужденных состояний атомов актуальна для многих приложений атомно-

молекулярной физики.

4.1. Поляризуемости атомов

Хотя статическая поляризуемость атома водорода была вычислена еще в

1926 году [359], вычисление его динамической поляризуемости оказалось бо-

лее сложной задачей, так как включало суммирование по всему дискретному и

интегрирование по всему непрерывному спектру. В для одноэлектронных ато-

мов эта трудность преодолевается путем решения неоднородного уравнения

Шредингера или использования кулоновской функции Грина (КФГ).
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В случае атома водорода для аналитического решения неоднородного

уравнения Шредингера был применен метод преобразования Лапласа [360].

Таким способом динамическая поляризуемость основного состояния атома

водорода была расчитана в работе [361]. Для других атомов в обзоре Дал-

гарно [362] представлены примеры применения прямого численного интегри-

рования неоднородного уравнения Шредингера для вычисления дипольной и

квадрупольной статической поляризуемости и факторов экранирования.

Несколькими годами позднее аналитическое выражение для динамиче-

ской поляризуемости атома водорода было получено в работе [363], посред-

ством КФГ в импульсном представлении [141], и в работах [364, 365], при

использовании ФГ в координатном представлении [366, 367]. Релятивистские

эффекты для поляризуемости атома водорода были учтены в [368]. Различные

аспекты использования КФГ для многофотонных вычислений рассмотрены

в обзоре [369]. Более поздние аналитические результаты для динамических

поляризуемостей водородоподобных состояний с произвольными квантовыми

числами даны в работе [370].

Поляризуемости более сложных, чем водород, атомов могут быть вы-

числены в одноэлектронном приближении при рассмотрении переходов опти-

ческого электрона в кулоноподобном потенциале атомного остова. При этом

некулоновские эффекты, связанные с короткодействующим потенциалом осто-

ва, учитываются в рамках метода квантового дефекта (QDT) [87] или метода

модельного потенциала [205, 206]. Формализм ФГ в теории квантового де-

фекта (QDT-ФГ) был развит для атомов в работе [117]. Методом QDT-ФГ в

работе [118] были вычислены динамические поляризуемости основных и низ-

ковозбужденных состояний атомов щелочных металлов; результаты находятся

в хорошем согласии с экспериментальными данными. Аналогичные резуль-

таты были получены методом модельного потенциала [371, 372] (см. также

работу [373] и ссылки в ней, а также книгу [42], являющуюся исторически
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первой монографией по теории многофотонных процессов в атомах).

Однако, несмотря на аналитический аппарат и вычислительную эконо-

мичность, QDT редко использовался для вычисления поляризуемостей даже

простых атомов и молекул, поскольку даваемая им точность уступает точно-

сти ab initio квантовохимических расчётов. Исключением являются высоко-

возбужденные ридберговские состояния атомов [56, 57], для которых методы

компьютерной квантовой химии плохо применимы. Для низковозбужденных

состояний (как атомов, так и молекул) эти методы описаны, например, в кни-

ге [374], а также в обзорах [38, 375], специально посвящённых методам рас-

чётов восприимчивостей молекулярных систем.

Целью данного раздела является модификация метода QDT-ФГ, которая

позволит учитывать многоэлектронные эффекты и производить простые вы-

числения поляризуемостей атомов и молекул для произвольных (в том числе

и возбужденных) электронных состояний с точностью, сопоставимой той, что

достигается в современной вычислительной квантовой химии. Суть модифи-

кации метода QDT-ФГ заключается в следующем. Многоэлектронные эффек-

ты наиболее существенны для основного и нескольких низколежащих возбуж-

денных электронных состояний. Описание именно этих состояний в рамках

одноэлектронной модели QDT является наименее удовлетворительным. По

этой причине вклад данных состояний в поляризуемость вычисляется совре-

менными средствами квантовой химии через соответствующие силы осцил-

ляторов (либо используя уже имеющиеся в литературе — например, экспери-

ментальные — значения сил осцилляторов), а вклад QDT-аналогов этих состо-

яний из поляризуемости вычитаются. При этом вклад в поляризуемость вы-

соковозбужденных состояний и непрерывного спектра вычисляется в рамках

простой одноэлектронных модели QDT. Иными словами, несколько низковоз-

бужденных состояний (их число в дальнейшем обозначим Nsubst) в разложении

QDT-ФГ по собственным функциям замещаются состояниями, вычисляемыми
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посредством ab initio методов.

4.1.1. Замещённая QDT-функция Грина (QDT-ФГ)

В одноэлектронном QDT-приближении, когда зависимость поляризуемо-

сти от частоты определяется переходами лишь одного “оптического” элек-

трона, тензор динамической (частотно-зависимой) дипольной поляризуемости

системы, состоящей из ks эквивалентных оптических электронов в квантовом

состоянии |s⟩ может быть выражен через одноэлектронную функцию Грина

(ФГ) следующим образом:

αQDT
i j (ω) = ks ⟨s|Di ̂︀GQDT(εs + ω)D j + D j ̂︀GQDT(εs − ω)Di |s⟩ . (4.1)

Здесь i, j = x, y, z; дипольный момент электрона D = r или r′.

В координатном представлении оператор ⟨r|̂︀GQDT(ε)|r′⟩ = GQDT(ε, r, r′)

есть ФГ, которая, помимо определения через дифференциальное уравнение

(1.163), может быть представлена в виде спектрального разложения по дис-

кретным |d⟩ и континуальным |c⟩ состояниям:

GQDT(ε, r, r′) =
∑︁

d

Ψ
*QDT
d (r′) Ψ

QDT
d (r)

ε − εd
+

∫
dεc

Ψ
*QDT
c (r′) Ψ

QDT
c (r)

ε − εc
. (4.2)

Используемая в данной данной главе техника “замещённой” QDT-ФГ со-

стоит в том, что, волновые функции высоковозбужденных состояний дискрет-

ного спектра и состояний континуума должны берутся QDT-в приближении,

тогда как первые Nsubst низковозбужденных состояний (включая основное со-

стояние |d⟩ = |0⟩) должны быть замещены ab initio волновыми функциями,

найденными с помощью методов вычислительной химии (CC):

⟨r|c⟩ = Ψ
QDT
εclm (r); (4.3a)

⟨r|d⟩ = Ψ
QDT
nlm (r), d ≥ Nsubst; (4.3b)

⟨r|d⟩ = ΨCC
d (r), 0 ≤ d < Nsubst. (4.3c)
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Число Nsubst замещенных состояний опытным путем, исходя из требования

сходимости алгоритма при увеличении Nsubst. Анализ полученных результа-

тов показывает, что значение Nsubst не велико (см., например, рисунок 4.3).

Очевидна асимптотическая сходимость предлагаемого метода: при Nsubst → ∞

весь дискретный спектр учитывается в рамках ab initio методов. Если никакие

состояния не замещаются, формально имеем Nsubst = 0 и ни одна из волновых

функцийт ⟨r|d⟩ в (4.3) не равна ΨCC
d (r).

В результате такой процедуры замещения в спектральном разложении (4.2)

получается т.н. “замещённая” QDT-ФГ:

𝒢(ε, r, r′) = GQDT(ε, r, r′) (4.4)

−

Nsubst−1∑︁
d=0

Ψ
QDT*
d (r′) Ψ

QDT
d (r)

ε − εd
+

Nsubst−1∑︁
d=0

ΨCC*
d (r′) ΨCC

d (r)
ε − εd

.

Эта ФГ и будет использоваться для расчётов поляризуемостей в данной

главе:

αi j(ω) = ks ⟨s|Di ̂︀𝒢(εs + ω)D j + D j ̂︀𝒢(εs − ω)Di |s⟩ . (4.5)

При Nsubst = 0 считается, что процедура замещения не проводится, так

что суммы в выражениях (4.4) и (4.5) исчезают и 𝒢 = GQDT для Nsubst = 0.

При проведении расчетов индексы состояний |d⟩ должны конкретизиро-

ваться таким образом, чтобы отражать схему связи моментов, выбираемую

для описания взаимодействия электронов в атоме. В частности, в случае мно-

гоэлектронной конфигурации и конкретной схемы связи моментов, учитываю-

щей тонкую структуру атомного терма, это достигается заменой d → nγJ, где

J — полный угловой момент атома, а γ — остальные квантовые числа, опре-

деляющие состояние атома [155]. Если не учитывать тонкую структуру, то

вместо квантовых чисел γ и J остается лишь орбитальное квантовое число l.

В расчетах скалярных динамических поляризуемостей основных состо-

яний атомов, результаты которых излагаются в следующих разделах 4.1.2
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и 4.1.3, мы не учитываем тонкую структуру мультиплета, заменяя экспери-

ментальные значения уровней εnγJ [15] средними значениями εnl, получен-

ными усреднением по значениям полного момента J и по промежуточным

квантовым числам γ. С учетом этого запишем выражения для скалярной и

тензорной динамической поляризуемости атома в состоянии |nl⟩ [376]:

αs
nl(ω) =

knl

3(2l + 1)

[︁
lℳl−1

nl (ω) + (l + 1)ℳl+1
nl (ω)

]︁
, (4.6a)

αt
nl(ω) = −

lknl

3(2l + 1)

[︃
ℳl−1

nl (ω) +
2l − 1
2l + 3

ℳl+1
nl (ω)

]︃
, (4.6b)

где

ℳl′
nl(ω) = ⟨nl|r{gl′(εnl + ω; r, r′) + gl′(εnl − ω; r, r′)}r′|nl⟩ +

+

Nsubst
l′ +n∑︁
n′=n

(︁̃︀S nl,n′l′ − S nl,n′l′
)︁ {︃ 1
ωnl,n′l′ − ω

+
1

ωnl,n′l′ + ω

}︃
, (4.7a)

S nl,n′l′ = |⟨nl|r|n′l′⟩|2, (4.7b)̃︀S nl,n′l′ = |⟨nl|r|̃︁n′l′⟩|2. (4.7c)

Здесь gl(ε; r, r′) — радиальная QDT-ФГ оптического электрона, определя-

емая выражениями (1.166), (1.174) и (1.147) через функции Уиттекера:

gl(ε; r, r′) =
ν

Zrr′
Γ(l + 1 − ν)
Γ(l + 1 + ν)

Wν,l+1/2

(︃
2Zr>
ν

)︃
×

×

[︃
Γ(l + 1 + ν)
Γ(2l + 2)

Mν,l+1/2

(︃
2Zr<
ν

)︃
+

+
sin π(µl + l)
sin π(µl + ν)

Ξl(ε)
Πl(ν)

Wν,l+1/2

(︃
2Zr<
ν

)︃]︃
, (4.8)

⟨r|n′l′⟩ =
Z1/2

r νn′l′

[︃
Ξl′(εn′l′)
Πl′(νn′l′)

]︃1/2

Wνn′l′ ,l′+1/2

(︃
2Zr
νn′l′

)︃
×

×

[︃
Γ(l′ + 1 + νn′l′)Γ(νn′l′ − l)

(︃
1 +

∂µl′(νn′l′)
∂ν

)︃]︃−1/2

. (4.9)

— радиальная часть волновой функции Ψ
QDT
n′l′m′(r) = ⟨r|n′l′⟩Yl′m′(θ, φ) промежу-

точного состояния в QDT-приближении, вычисляемая по формуле (1.178a);
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⟨r|̃︁n′l′⟩ — радиальная часть волновой функции ΨCC
n′l′m′(r) = ⟨r|̃︁n′l′⟩Yl′m′(θ, φ) про-

межуточного состояния, вычисляемая ab initio, При этом радиальная часть

⟨r|nl⟩ волновой функции начального состояния также вычисляется ab initio.

Кроме того, в формулах (4.7) через ωnl,n′l′ = εn′l′ − εnl обозначены эксперимен-

тальные частоты соответствующих переходов, а knl — число эквивалентных

электронов в состоянии |nl⟩. Суммирование в (4.7) проводится так, чтобы об-

щее число замещенных в QDT-ФГ (4.4) возбужденных состояний Nsubst равня-

лось
∑︁

l′
Nsubst

l′ .

Величины (4.7b) и (4.7c) с точностью до коэффициента являются выраже-

ниями для силы линии перехода |nl⟩ → |n′l′⟩ [155], полученными в QDT-при-

ближении и ab initio соответственно. В качестве величины ̃︀S в формулах (4.7)

можно также использовать экспериментальное значение соответствующей си-

лы линии.

4.1.2. Скалярные поляризуемости атомов в основных состояниях

В данном разделе представлены результаты вычислений скалярных по-

ляризуемостей нескольких атомов — Li, Na, K, Be, Mg, Ca, Si, P, S, O, Al, Ge,

C, N, F, He, Ne, Ar, Kr, и Xe — в основных состояниях c помощью техники

замещённой QDT-ФГ (4.6a), (4.7). Аb initio волновые функции вычислялись

с помощью программы GAUSSIAN98W [377]. Волновые функции основных

состояний ⟨r|nl⟩ вычислялись в приближении Хартри-Фока [378, 379] — огра-

ниченного для атомов благородных газов и щелочноземельных металлов и

неограниченного для других атомов. Волновые функции возбужденных со-

стояний вычислялись по методу однозамещённого конфигурационного вза-

имодействия (CIS) [380]. Использовались стандартные квантово-химические

базисные наборы: 3-21G**(5D) для ксенона и 6-311++G(3df,3pd) для осталь-

ных атомов [381]. В данном разделе Nsubst означает полное число замещенных
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возбужденных состояний с l′, удовлетворяющим правилу отбора для диполь-

ных переходов: l′ = l ± 1, l′ + l ≥ 1.

Подробно результаты расчётов представлены в работе [60], поэтому при-

ведём лишь сводные результаты в таблице 4.1.

Таблица 4.1. Сводные результаты вычислений скалярных поляризуемостей основных состоя-

ний атомов c помощью техники замещённой QDT-ФГ (4.6a), (4.7)

Атом Осн. состояние ω. а. е. Замещённые

состояния

Nsubst Примечание

Li 2s 2S 0–0.035 2p 1 <1% отличие от

ab initio [382]

и эксперимен-

та [383]

Na 3s 2S 0–0.035 3p 1 1.5% отличие от

ab initio [382]

и эксперимен-

та [384]

K 4s 2S 0–0.035 4p 1 2.5–4% отличие

от ab initio [382]

и эксперимен-

та [383]

Be 2s2 1S 0–0.024 2p 1 1–14% отличие

от эксперимен-

та [385]

Mg 3s2 1S 0–0.014 3p, 4p 2 3% отличие от

эксперимен-

та [384]
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Атом Осн. состояние ω, а. е. Замещённые

состояния

Nsubst Примечание

Ca 4s2 1S 0–0.010 4p 1 3.7% отличие

от эксперимен-

та [384]

Si 3p2 3P 0–0.018 4s 1 2.7–22% отличие

от эксперимен-

та [386]

P 3p3 4S 0–0.018 4s, 3d 2 0.06–9.7% отли-

чие от экспери-

мента [386]

S 3p4 3P 0–0.018 — 0 1.6–3% отличие

от эксперимен-

та [386]

O 2p4 3P 0–0.03 3s, 3d 1 0.8–1.6% отличие

от ab initio [387]

Al 3p 2P 0–0.10 4s, 5s, 3d 3 1.8% отличие от

ab initio расчё-

тов [60] для α(0)

Ge 4p2 3P 0–0.10 4s, 5s, 4d 3 0.5% отличие от

ab initio расчё-

тов [60] для α(0)

C 2p2 3P 0–0.10 3s 1 1.7% отличие от

ab initio расчё-

тов [60] для α(0)
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Атом Осн. состояние ω, а. е. Замещённые

состояния

Nsubst Примечание

N 2p3 4S 0–0.10 3s, 4s, 3d 3 9.5% отличие от

ab initio расчё-

тов [60] для α(0)

F 2p5 2P 0–0.10 3s, 4s, 3d 3 0.3% отличие от

ab initio расчё-

тов [60] для α(0)

He 1s2 1S 0–0.9 — 0 <2% отличие от

расчётов [388]

Ne 2p6 1S 0–0.6 3s, 3d 2 1.8–14% отличие

от ab initio расчё-

тов [389] и экспе-

римента [390]

Ar 3p6 1S 0–0.4 4s, 3d 2 3.6–5.3% отличие

от ab initio рас-

чётов [391, 392]

и эксперимен-

та [393]

Kr 4p6 1S 0–0.35 5s, 5s, 4d,

5d

4 6.6% отличие

от эксперимен-

та [393]

Xe 5p6 1S 0–0.3 6s, 7s, 5d,

6d

4 0.2% отличие

от эксперимен-

та [393]
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При оценке отличия результатов настоящей работы от других источни-

ков в таблице 4.1 первая и последняя цифры соответствуют нижней и верхней

границе диапазона ω. Различие между результатами QDT-ФГ-расчетов дина-

мической поляризуемости атомов Si и P и данными из работы [386] растет

при приближении частоты к частоте первого резонансного перехода. Авторы

работы [386] отмечают низкую точность их данных в околорезонансной об-

ласти, объясняя это неточностями в определении положений резонансов. В

силу того, что в методе QDT-ФГ используются экспериментальные данные по

уровням энергии атомов, положение резонанса (полюса QDT-ФГ) в настоящей

работе точнее, что позволяет считать QDT-ФГ-расчеты динамической поляри-

зуемости вблизи резонансов являются более точными.

На Рис. 4.1 и Рис. 4.2 сравниваются результаты QDT-ФГ-вычислений ди-

намической поляризуемости атома He с результатами работы [388]. Даже без

замещения возбужденных состояний результаты находятся в хорошем согла-

сии (в пределах 2%-ной ошибки) с данными работы [388].

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
ω, a.u.
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ω
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Рис. 4.1. Динамическая поляризуемость атома He для частот от нуля до первого резонанса:

линия — настоящая работа, точки — [388]
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Рис. 4.2. То же, что на Рис. 4.1 для частот между первым и четвертым резонансами.

Сходимость процедуры замещения состояний продемонстрирована на ри-

сунке 4.3 на примере расчета динамической поляризуемости атома Ar.
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Рис. 4.3. Сходимость процедуры замещения состояний на примере расчета динамической

поляризуемости атома Ar с числом замещенных возбужденных состояний Nsubst = 0, 1 (пунк-

тирные линии) и Nsubst = 2 (жирная линия). Точки соответствуют результатам работы [391].
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4.1.3. Скалярные и тензорные поляризуемости атомов в возбужденных

состояниях

Вычисление поляризуемостей возбужденных состояний атомов необхо-

димо в физике газовых лазеров и физике плазмы [394]. При высоких плот-

ностях газов и плазмы время свободного пробега атомов становится короче

времени жизни атома в возбужденном состоянии, что обусловливает необхо-

димость знания спектроскопических характеристик (включая поляризуемость)

возбужденных состояний атомов [395], наряду с их метастабильными и основ-

ными состояниями.

Поляризуемости возбужденных состояний атомов играют роль в экспе-

риментах по рассеянию электронов (процессы образования отрицательных

ионов и эффекты открытия каналов рассмотрены в [396]); для компенсации

изменения доплеровского сдвига при лазерном охлаждении метастабильных

состояний атомов [397]; для оптимизации динамики ≪перезагрузки≫ атомов

в оптические ловушки [33], при разработке ридберговских квантовых затво-

ров [34, 35], используемых в качестве одной из возможных технологических

схем для квантовых вычислений.

Первые полуэмпирические вычисления статической скалярной поляри-

зуемости возбужденных 23S1 и 21S0 состояний атома He были представлены

в работе [398]. Вариационные вычисления для тех же состояний были про-

ведены в [399] (для He и Li+) и в работе [400]. Статическая тензорная по-

ляризуемость 21P1 состояния атома He была измерена в [401]. Статическая

скалярная поляризуемость 23S1 и 21S0 метастабильных состояний He измеря-

лась в работе [402]. Динамические поляризуемости этих состояний вычисля-

лись в работе [403] вариационным методом. Точные верхние и нижние грани-

цы для поляризуемостей возбужденных состояний двухэлектронных атомов

определялись в работе [404–406]. Динамические калибровочно-инвариантные
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(Time-Dependent Gauge-Invariant, TDGI) вычисления дипольной и квадруполь-

ной поляризуемостей метастабильного He проводились в работе [407]. Стати-

ческие скалярные поляризуемости и гиперполяризуемости дважды возбужден-

ных состояний атома He, (2s2)1S и (2s2p)3Po, были вычислены в работе [408] с

помощью непертурбативной теории и специальных вычислительных методов

по решению уравнения Шредингера с комплексными энергиями. Статические

скалярные и тензорные поляризуемости ряда возбужденных состояний атома

He были вычислены в работе [409] посредством кулоновской ФГ. Вариацион-

ные вычисления статических дипольных, квадрупольных и октупольных по-

ляризуемостей применялись для оценки коэффициентов дисперсионного вза-

имодействия атомов H, He и Li [410, 411]. Статические поляризуемости и ги-

перполяризуемости возбужденных (1s3p)3P0 и (1s3p)3P2 состояний атома He

оценивались в работе [412, 413] посредством прямого нахождения осцилля-

торных сумм по состояниям.

Статическая поляризуемость основного состояний атома Be вычислялась

в работе [414] посредством метода модельного потенциала. Вычисления ста-

тических и скалярных и тензорных поляризуемостей многоконфигурацион-

ным методом Хартри-Фока представлены в работе [415] для (2s2p)3Po, 1Po,

(2p2)3P и (2p2)1D состояний Be. Скалярные и тензорные поляризуемости вы-

числялись в работе [416] для двух первых возбужденных состояний атома Be

методом TDGI. Статические скалярные и тензорные поляризуемости Be, Mg,

Ca и Sr в основных и возбужденных состояниях вычислялись комбинирова-

нием ab initio и полуэмпирических методов в работах [417, 418].

В данном разделе представлены результаты QDT-ФГ-расчётов скалярных

и тензорных поляризуемостей нескольких атомов с двумя валентными элек-

тронами — He, Be, Mg и Ca — в возбуждённых состояниях c помощью техники

замещённой QDT-ФГ (4.6), (4.7).

Подробно результаты расчётов представлены в работе [61], поэтому при-
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ведём лишь сводные результаты в таблице 4.2.

Таблица 4.2. Сводные результаты вычислений скалярных и тензорных поляризуемостей ос-

новных состояний атомов c помощью техники замещённой QDT-ФГ (4.6), (4.7)

Атом Состояние α ω. а. е. Замещённые

силы ли-

ний

Nsubst Примечание

He 1s2s 2 1S скал. 0–0.09 0 < 1% отличие от

вариационных вы-

числений [410]

He 1s2s 2 3S скал. 0–0.116 2s → np,

n =

2..5 [419]

4 < 1% отличие от

вариационных вы-

числений [410]

He 1s2p 2 1P скал. 0–0.062 0 <10% отличие

от TDGI расчё-

тов [420]

He 1s2p 2 1P тенз. 0–0.062 0 < 1% отличие

от TDGI расчё-

тов [420]

He 1s2p 2 3P скал. 0–0.066 0 <14% отличие

от TDGI расчё-

тов [420]

He 1s2p 2 3P тенз. 0–0.066 0 < 6% отличие

от TDGI расчё-

тов [420]
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Атом Состояние α ω, а. е. Замещённые

силы ли-

ний

Nsubst Примечание

Be 2s2p 2 1P скал. 0–0.095 2p → nd,

n = 3, 4, 5 и

2s2p 1P →

2p2 1D [421]

4 1% отличие αs(0)

от TDGI расчё-

тов [416]

Be 2s2p 2 1P тенз. 0–0.01 то же 4 12% отличие αs(0)

от TDGI расчё-

тов [416]

Be 2s2p 2 3P скал. 0–0.165 2s2p 3Po →

2p2 3P [422]

1 4% отличие αs(0)

от TDGI расчё-

тов [416]

Be 2s2p 2 3P тенз. 0–0.165 то же 1

Mg 3s3p 3 3P обе 0–0.115 0

Ca 3s4p 4 3P обе 0–0.1 0

В качестве примера на рисунках 4.4 и 4.5 приведено сравнение рас-

чётов скалярной и тензорной поляризуемостей синглетного 2 1P состояния

Be. Резонансы на этих рисунках соответствуют переходам (2s2p)1P→(2s3s)1S,

(2s2p)1P→(2p2)1D и (2s2p)1P→(2s3d)1D.
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Рис. 4.4. Динамическая скалярная поляризуемость 21P состояния Be: линия — расчёт c помо-

щью техники замещённой QDT-ФГ (4.6), (4.7), точки — работа [416]
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Рис. 4.5. Динамическая тензорная поляризуемость 21P состояния Be: линия — расчёт c помо-

щью техники замещённой QDT-ФГ (4.6), (4.7), точки — работа [416]

4.1.4. Скалярная, тензорная и псевдовекторная динамические

поляризуемости c учётом тонкой структуры

Скалярная, тензорная и псевдовекторная динамические поляризуемости,

определяющие квадратичный эффект Штарка в переменном электрическом
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поле произвольной эллиптической поляризации [36, 414], играют важную роль

во многих областях физики атомов и молекул [423]. Псевдовекторная по-

ляризуемость атомного терма с полуцелым моментом, приводит к снятию

вырождения по проекциям в лазерном поле с ненулевой циркулярной по-

ляризацией [424] (такое нарушение теоремы Крамерса наблюдалось в экс-

перименте по резонансной многофотонной ионизации атома Cs [425]). Ска-

лярные и тензорные поляризуемости компонент тонкой структуры возбуж-

денных состояний атомов играют роль при измерениях поляризуемостей ос-

новных состояний [426] и сверхтонкого расщепления [427, 428]; они так-

же важны для экспериментов по охлаждению и пленению нейтральных ато-

мов [429–431], разработки атомных эталонов частоты на основе ≪фотонных

кристаллов≫ [429, 432, 433], при интерпретации сдвигов частот переходов

вследствие взаимодействия с тепловым излучением [434] и уширения спек-

тральных линий в плазме.

Статические скалярные и тензорные поляризуемости ридберговских nS1/2,

nP1/2,3/2 и nD3/2,5/2 состояний атомов K, Rb и Cs для n ≤ 100 вычислялись в ра-

боте [435] с помощью WKB–QDT-аппроксимации. Поляризуемости 6, 7S1/2 и

6P1/2,3/2 состояний Cs вычислялись в работе [436] с использованием одноэлек-

тронного уравнения Дирака с комбинированным потенциалом. Аппроксима-

ция Бейтса–Дамгаард использовалась для вычисления скалярных и тензорных

поляризуемостей подуровней тонкой структуры ряда ридберговских S, P, D,

F состояний Cs [426], S, P, D, F, G состояний Rb [437], S, P, D, F состояний

Fr [438], и S, P, D состояний Li [439]. В работе [440] опубликованы высоко-

точные вычисления статических поляризуемостей 6S1/2 и 6P1/2,3/2 состояний

Cs. Релятивистские вычисления статических скалярных и тензорных поляри-

зуемостей возбужденных P1/2,3/2 состояний атомов K, Na и Rb [441] и дина-

мической поляризуемости основного состояния Rb [442] хорошо согласуются

с экспериментом.
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Опубликован ряд экспериментальных данных по поляризуемостям ато-

мов с учетом тонкой структуры их спектров. Скалярные и тензорные поля-

ризуемости P1/2,3/2 состояний атомов Rb и Cs измерялись в [443, 444], а K –

в [445] (см. также работу [383]). Тензорные поляризуемости высоковозбужден-

ных (n = 15..20) состояний измерялись для np, nd состояний Na в [446] и для

nd состояний K в [447]. Измерения статических скалярных и тензорных поля-

ризуемостей nD3/2,5/3 состояний Rb с n = 13..55 публиковались в [448]. Точные

измерения штарковского сдвига D-линии в атоме Cs проводились в [449, 450].

Статические поляризуемости низковозбужденых nS1/2 и nP1/2,3/2 состояний из-

мерялись для Na (n = 3) [427] и Li (n = 2) [428]. Аналогичные измерения

проведены для 4P1/2 состояния K и 5P1/2 состояния Rb [451]. В работе [452]

измерялись скалярные и тензорные поляризуемости (10−13)D3/2,5/2 состояний

Cs. В работе [453] измерялись статические скалярные поляризуемости ридбер-

говских nS1/2 и nP1/2,3/2 состояний Rb для n = 46..149. Необходимо отметить,

что все вышеперечисленные измерения достаточно хорошо согласуются с вы-

числениями в рамках кулоноподобных моделей (см. работу [440]).

Статические скалярные и тензорные поляризуемости (1snp) 3P0,2 состо-

яний He (n = 2..5), представленные в [412, 454], показывают, что точность

кулоновского приближения (модельный потенциал Фьюса) в этом случае ока-

зывается весьма высокой.

Для других атомов с двумя валентными электронами эксперименталь-

ное определение штарковского расщепления проводилось для 3P1 состояния

Ca [455] и Hg [456]. В работе [457] были измерены статические скалярные и

тензорные поляризуемости 3P0,1,2 и 3D1,2 состояний Ba.

Поляризуемости 3P0,1,2 состояний Zn, Cd и Hg рассчитывались в рабо-

те [458] с помощью релятивистского метода Хартри-Фока. В работе [459] ста-

тические скалярные и тензорные поляризуемости 3D1,2,3 и 3Po
1,2,3 состояний Yb

вычислялись ab initio.
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Статические скалярные поляризуемости ридберговских nd2D3/2,5/2 состо-

яний Ga измерялсь в [460] для 19 ≤ n ≤ 34. Статические поляризуемости

Lu (2D3/2,5/2 состояния), Hg+ (2S1/2 и 2P1/2,3/2 состояния), Tl и At (2P1/2,3/2 со-

стояния) были вычислены в [461] с помощью эффективного релятивистского

потенциала. Наконец, в [462] статические поляризуемости 2P1/2 и 2P3/2 состо-

яний галогенов вычислялись вариационными методами.

В данном разделе приводятся расчеты динамической поляризуемости ато-

мов благородных газов в основном состоянии и метастабильных состояний

атомов F, Cl и Br с учетом тонкой структуры их спектров. Для этого форма-

лизм замещённой QDT-ФГ, развитый в разделе 4.1.1, обобщается на случай

зависимости радиальной части QDT-ФГ от квантовых чисел, характеризую-

щих уровни энергии при конкретной схеме связи моментов.

4.1.4.1. Модификация QDT-ФГ с учётом тонкой структуры

Формулы раздела 4.1.1 записаны в общем виде, однако индексы состо-

яний |s⟩ = |nγJ⟩ должны конкретизироваться таким образом, чтобы отражать

схему связи моментов, выбираемую для описания взаимодействия электронов

в атоме. С учетом этого отделяем спин-угловые и радиальные переменные в

QDT-ФГ (4.2)

Gε =
∑︁
γJ

gεγJ |γJ⟩⟨γJ|. (4.10)

Существенное упрощение разложения QDT-ФГ (4.2) состоит здесь в том, что

суммирование в (4.10) проводится только по различным сериям мультипле-

тов γJ. Суммирование по главному квантовому числу n дискретного спектра

(и интегрирование по непрерывному) фактически содержится в радиальной

QDT-ФГ gεγJ

gεγJ =
∑︁

n

|nγJ⟩⟨nγJ|
ε − εnγJ

. (4.11)
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С учетом тонкого расщепления, формула (4.8) раздела 4.1.1 для QDT-

ФГ gγJ(ε, r, r′) и формула (4.9) для радиальной волновой функции ⟨r|nγJ⟩ в

QDT-приближении записываются следующим образом:

gγJ(ε, r, r′) =
ν

Zrr′
Γ(l + 1 − ν)
Γ(l + 1 + ν)

Wν,l+1/2

(︃
2Zr>
ν

)︃
× (4.12)

×

[︃
Γ(l + 1 + ν)
Γ(2l + 2)

Mν,l+1/2

(︃
2Zr<
ν

)︃
+

sin π(µγJ + l)
sin π(µγJ + ν)

ΞγJ(ε)
ΠγJ(ν)

Wν,l+1/2

(︃
2Zr<
ν

)︃]︃
,

⟨r|nγJ⟩ =
Z1/2

rνnγJ

[︃
ΞγJ(εnγJ)
ΠγJ(νnγJ)

]︃1/2

WνγJ ,l+1/2

(︃
2Zr
νnγJ

)︃
×

×

[︃
Γ(l + 1 + νnγJ)Γ(νnγJ − l)

(︃
1 +

∂µγJ(εnγJ)
∂ν

)︃]︃−1/2

. (4.13)

Здесь εnγJ – уровни энергии оптического электрона, ν = −Z/
√
−2ε, νnγJ =

−Z/
√︀
−2εnγJ, а W и M – известные функции Уиттекера [463]. Определения

функций ΠγJ(ν), µ(ε) и Ξ(ε) в (4.12) и (4.13) аналогичны определениям этих

функций в разделе 1.2.5, с учетом замены орбитального квантового числа

l на квантовые числа мультиплета γJ. Отметим, что определение функции

квантового дефекта µ(ε), учитывающее тонкую структуру, было дано в рабо-

тах [128–132].

Динамическая скалярная αs
nγJ(ω), тензорная αt

nγJ(ω) и псевдовекторная

αv
nγJ(ω) поляризуемости атома в |nγJ⟩ состоянии определяются посредством

следующих выражений [36, 414]. В (4.14a, 4.14b, 4.14c) приведенные радиаль-

ные матричные элементы ℛ(±)
nγJ;γ′J′(ω) выражаются через радиальную QDT-ФГ

gγJ(ε, r, r′) и радиальную волновую функцию состояния ⟨r|nγJ⟩ (см. формулы

(4.12) и (4.13) предыдущего раздела).

αs
nγJ(ω) =

1
3(2J + 1)

∑︁
γ′

∑︁
J′=J,J±1

ℛ
(+)
nγJ;γ′J′(ω), (4.14a)

αt
nγJ(ω) =

1
3(2J + 1)

∑︁
γ′

[︃
2J − 1
J + 1

ℛ
(+)
nγJ;γ′J(ω) −
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− ℛ
(+)
nγJ;γ′J−1(ω) −

J(2J − 1)
(J + 1)(2J + 3)

ℛ
(+)
nγJ;γ′J+1(ω)

]︃
, (4.14b)

αv
nγJ(ω) =

1
(J + 1)(2J + 1)

∑︁
γ′

[︁
ℛ

(−)
nγJ;γ′J(ω) +

+ (J + 1)ℛ(−)
nγJ;γ′J−1(ω) − Jℛ(−)

nγJ;γ′J+1(ω)
]︁
. (4.14c)

Приведённый радиальный двухфотонный матричный элемент

ℛ
(±)
nγJ;γ′J′(ω) =

∑︁
n′

S nγJ;n′γ′J′

{︃
1

ωnγJ;n′γ′J′ − ω
±

1
ωnγJ;n′γ′J′ + ω

}︃
=

=
2J + 1
2l + 1

max(l, l′)Q1(γJ; γ′J′) ×

× ⟨nγJ|r{gγ′J′(εnγJ + ω; r, r′) ± gγ′J′(εnγJ − ω; r, r′)}r′|nγJ⟩,(4.15)

а выражение для силы линии

S nγJ;n′γ′J′ =
2J + 1
2l + 1

max(l, l′)Q1(γJ; γ′J′)|⟨nγJ|r|n′γ′J′⟩|2. (4.16)

перехода (с частотой ωnγJ;n′γ′J′ = εn′γ′J′ − εnγJ) из начального состояния nγJ в

промежуточное состояние n′γ′J′, ν = Z/
√
−2ε, νnγJ = Z/

√︀
−2εnγJ. Дипольный

Q-фактор [155] Q1(γJ; γ′J′) соответствующего перехода nγJ → n′γ′J′ содер-

жит зависимость от конкретного типа связи атомных состояний.

Поскольку суммирование в выражении (4.15) включает полный набор

незанятых связанных одноэлектронных состояний и весь непрерывный спектр,

то с помощью (4.11) приведённый радиальный двухфотонный матричный эле-

мент можно выразить через QDT-ФГ gγJ(ε; r, r′) (4.12) и радиальную волновую

функцию (4.13) в QDT-приближении ⟨r|nγJ⟩:

ℛ
(±)
nγJ;γ′J′(ω) =

2J + 1
2l + 1

max(l, l′)Q1(γJ; γ′J′) × (4.17)

× ⟨nγJ|r
[︂
gγ′J′(εnγJ + ω; r, r′) ± gγ′J′(εnγJ − ω; r, r′)

]︂
r′|γJ⟩



265

Процедура замещения QDT-ФГ осуществляется с помощью замены

ℛ
(±)
nγJ;γ′J′(ω)→ ̃︀ℛ(±)

nγJ;γ′J′(ω) = ℛ
(±)
nγJ;γ′J′(ω) +

Nsubst
γ′J′∑︁
n′

(̃︀S nγJ;n′γ′J′ − S nγJ;n′γ′J′) ×

×

{︃
1

ωnγJ;n′γ′J′ − ω
±

1
ωnγJ;n′γ′J′ + ω

}︃
(4.18)

в выражениях (4.14a, 4.14b, 4.14c). В формуле (4.18) ̃︀S nγJ;n′γ′J′ — эксперимен-

тальное значение соответствующей силы линии, а полное количество заме-

щенных состояний есть Nsubst =
∑︀

Nsubst
γ′J′ .

4.1.4.2. Основные состояния атомов благородных газов

В данном разделе представлены результаты вычисления поляризуемостей

атомов He, Ne, Ar, Kr и Xe. Аb initio волновые функции основных состоя-

ний |nγJ⟩ вычислялись с помощью программы GAUSSIAN98W [377] в при-

ближении ограниченного метода Хартри-Фока [378]. Использовались стан-

дартные квантово-химические базисные наборы: 3-21G**(5D) для ксенона и

6-311++G(3df,3pd) для остальных атомов [381]. Спектроскопические данные

были взяты из NIST [15]. Экспериментальные данные для сил осцилляторов

были взяты из работы [464] для Ne и работ [465, 466] для Ar, Kr и Xe (для He

силы осцилляторов не замещались).

Основное состояние атомов благородных газов описывается LS-схемой

связи и имеет вид |(1s)2S LJ⟩ c S = L = J = 0 для He и |(np)6S LJ⟩ c S = L = J =

0 и n = 2, 3, 4, 5 для Ne, Ar, Kr и Xe соответственно. Возбужденные состояния

атома He, также описываются LS -схемой связи, причем разрешенные диполь-

ные переходы имеют вид |(1s)2000⟩ → |(1snp)011⟩. В силу этого суммирова-

ние по γ′J′ в (4.10) вырождается в единственный член, а соответствующий

Q-фактор оказывается равным 2 (число электронов во внешней оболочке). За-

метим, что для основного состояния атома He правила отбора для дипольных
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переходов в приближении LS-схемы связи фактически полностью учитыва-

ются в приближении центрального поля: |l − l′| = 1. Поэтому приводимые в

данном разделе результаты расчетов поляризуемости He полностью эквива-

лентны результатам, представленным в разделе ssec:Polaris-atoms-ground.

Возбужденные состояния всех других атомов благородных газов описы-

ваются jl-схемой связи. Правила отбора для дипольных переходов в этом слу-

чае оставляют в сумме по γ′J′ (4.10) 5 членов, а именно переходы в состояния

|n′ jl′KJ′⟩ с J′ = 1 и ( jl′K) = (3
2 s3

2), (1
2 s1

2), (3
2d 1

2), (3
2d 3

2), (1
2d 3

2) соответственно.

Для простоты записи переходы из основного состояния в вышеперечислен-

ные будут обозначаться (соответственно по порядку) как s, s′, d, d, d′, то есть,

например, переход |(np)6000⟩ → |n′ 12 s1
21⟩ будет обозначаться np → n′s′. Число

Nsubst в этом разделе обозначает количество замещенных сил осцилляторов.

В случае атома He вычисления динамической поляризуемости не потре-

бовали замещения сил осцилляторов (Nsubst = 0). Расхождение расчета по

методу QDT-ФГ с аппроксимацией динамической поляризуемости He из ра-

боты [467] не превышает 2% для значений частоты в интервале от нуля до

первого резонанса. Однако, для частот между первым и вторым резонансами

расхождение достигает 5%; как следствие, нули поляризуемости не совпада-

ют. Для частот выше третьего резонанса аппроксимация из [467] неприменима

(см. рис. 4.6).

Для остальных атомов необходимо проводить замещение квантово-дефект-

ных сил осцилляторов экспериментальными. Соответственно для достиже-

ния приемлемой точности замещаются Nsubst = 4 силы осцилляторов для Ne

(3s, 3s′, 4s и 4s′), Nsubst = 3 для Ar (4s, 4s′ и 3d), Nsubst = 4 для Kr (5s, 5s′, 4d

и 4d) и Nsubst = 6 для Xe (6s, 6s′, 5d, 5d, 7s и 6d). На рис. 4.7 показана сходи-

мость процесса замещения для Xe. Заметим, что при дальнейшем замещении

сил осцилляторов результаты расчетов изменяются в пределах 1%.

Результаты расчетов по методу QDT-ФГ согласуются с данными работ [467,
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468] в статическом пределе и при приближении к первому резонансу. Это объ-

ясняется тем, что авторы работ [467, 468] используют те же эксперименталь-

ные значения сил осцилляторов, что и в данной работе. В частности, расчеты

динамической поляризуемости He для частот от нуля до резонанса 1s → 2p

и между частотами резонансов 1s → 2p и 1s → 3p, Ne между частотами ре-

зонансов 2p → 3s и 2p → 3s′, Ar между частотами резонансов 3p → 4s и

3p → 4s′ и Kr между частотами резонансов 4p → 5s и 4p → 5s′ практически

не отличаются от опубликованных ранее в работах [467, 468]. Однако внутри

диапазонов частот от нуля до первого резонанса для Ne, Ar, Kr и Xe и меж-

ду первым и вторым резонансами для Xe расхождение становится заметным.

Можно полагать, что причиной такого расхождения является более точный

учет в предложенном методе вклада в поляризуемость высоковозбужденных

состояний и состояний непрерывного спектра.
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Рис. 4.6. Динамическая поляризуемость гелия между частотами резонансов 1s → 2p и 1s →

5p: настоящая работа (сплошная линия) и работа [467] (штриховая линия)
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Рис. 4.7. Динамическая поляризуемость ксенона для частот от нуля до резонанса 5p → 6s с

демонстрацией сходимости метода по мере увеличения числа замещаемых сил осцилляторов

Nsubst: данная работа (сплошные линии) и работа [468] (штриховая линия).

Результаты этих расчетов могут быть аппроксимированы функцией вида

̃︀α(ω) = k1 + k3 tg
[︃
k2ω + k3

k4ω + k5

]︃
, (4.19)

где ki – постоянные коэффициенты. Соответствующие наборы коэффициентов

ki приведены в табл. 4.3. Погрешность аппроксимации (4.19) составляет около

2%.

4.1.4.3. 4PJ состояния атомов F, Cl и Br

Рассматриваемые в этом разделе основные (ns)4PJ состояния атомов F,

Cl и Br описываются LS -схемой связи. Возможными состояниями, в которые

разрешены дипольные переходы, будут (n′p)4Po
J′, (n′p)4Do

J′ и (n′p)4So
J′ с J′ = J ±

1 и J + J′ ≥ 1. Поэтому суммирование по γ′ в выражениях (4.14a, 4.14b, 4.14c)

сводится к 6 слагаемым для J = 5
2 (4Po

5/2,
4Po

3/2,
4Do

7/2,
4Do

5/2,
4Do

3/2 и 4So
3/2), к 7

слагаемым для J = 3
2 (4Po

5/2,
4Po

3/2,
4Po

1/2,
4Do

5/2,
4Do

3/2,
4Do

1/2 и 4So
3/2), и, наконец,

к 5 слагаемым для J = 1
2 (4Po

3/2,
4Po

1/2,
4Do

3/2,
4Do

1/2 и 4So
3/2) соответственно.
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Таблица 4.3. Коэффициенты для аппроксимирующей функции по формуле (4.19). Диапазоны

применимости аппроксимации (ДПА) соответствуют частотам от нуля до первого резонанса

и частотам между первым и вторым резонансами.

Атом ДПА, ат. ед. k1 k2 k3 k4 k5

He 0.000–0.775 0.25944 -3.25492 4.21025 -19.5662 16.3197

He 0.782–0.847 1.11146 4.51948 -3.73153 0.97158 -0.88960

Ne 0.000–0.600 1.72007 -2.39686 3.01088 -15.8935 10.7963

Ar 0.000–0.420 140.284 199.086 -85.4156 201.064 -86.5485

Kr 0.000–0.360 14.0054 -6.00919 12.8614 -160.852 66.2225

Xe 0.000–0.305 27.4976 1846.11 -7.47882 2747.15 -1211.17

Xe 0.312–0.351 14.6917 -61.1046 22.4787 2.78007 -1.60864

Соответствующие экспериментальные значения сил линий переходов, тре-

буемых для процедуры замещения в матричных элементах по формуле (4.18),

были взяты из работы [469] для атомов Cl и Br, и из работы [470] для F.

Замещались силы следующих дипольно-разрешенных линий: все из 3s → 3p

группы переходов для F (Nsubst = 6 для J = 5
2 , Nsubst = 7 для J = 3

2 и Nsubst = 5

для J = 1
2); часть в группе переходов 4s → 4p для Cl (Nsubst = 2 для J = 5

2 ,

Nsubst = 4 для J = 3
2 и Nsubst = 3 для J = 1

2); и часть в группе переходов 5s→ 5p

Br (Nsubst = 4 для J = 5
2 , Nsubst = 1 для J = 3

2 и Nsubst = 2 для J = 1
2).

Результаты вычислений динамических скалярных, тензорных и псевдо-

векторных поляризуемостей (ns)4PJ состояний атомов F, Cl и Br (n = 3 для F,

4 для Cl и 5 для Br) представлены в работе [63]. В качестве примера приве-

дём на рисунке 4.8 динамическую скалярную, тензорную и псевдовекторную

поляризуемость (5s)4PJ состояний атома Br для J = 5/2, J = 3/2, J = 1/2.
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Рис. 4.8. Динамическая скалярная (а, г), тензорная (б, д) и псевдовекторная (в, е) поляри-

зуемость (5s)4PJ состояний атома Br (J = 5/2, J = 3/2, J = 1/2). На рис. (а), (б) и (в)

поляризуемости даны для частот от нуля до первых резонансов, соответствующих переходам
4P1/2 →

4Po
3/2,

4P3/2 →
4Po

5/2 и 4P5/2 →
4Po

5/2. На рис. (г), (д), (е) — для частот от вышеука-

занных первых резонансов до вторых резонансных переходов 4P1/2 →
4Po

1/2,
4P3/2 →

4Po
3/2 и

4P5/2 →
4Po

3/2. Для J = 1/2 тензорная поляризуемость равна нулю.
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4.2. Поляризуемости молекул

Динамические поляризуемости молекул важны для описания большого

числа физических явлений, таких как эффект Штарка, рэлеевское и рама-

новское рассеяния света, эффекты Фарадея и Керра [19], дальнодействующие

межмолекулярные взаимодействия [20, 21]. Для молекул динамическая по-

ляризуемость определяет несколько эффектов в сильных переменных полях.

Например, динамический квадратичный эффект Штарка приводит, например,

к изменению равновесной геометрии молекулы [471], а также к ориентации

молекулы в поле излучения лазера [22–25, 472].

Быстрое развитие экспериментальной техники по получению охлажден-

ных молекул расширяет область их физических и химических применений,

например, использования их для квантовых измерений, относящихся к фун-

даментальным свойствам; а также для управления динамикой молекул при

помощи внешнего поля (например, выстраивание [26] и штарковское тормо-

жение [27, 28]). В качестве объектов для экспериментов с ультрахолодными

молекулами используют димеры щелочных металлов, а также их гидриды (на-

пример, штарковское торможение молекулы LiH [30]). Возможность создания

охлажденных молекул LiH и NaH в основном состоянии была исследована в

работах [31, 473]. Поскольку взаимодействие молекул с нерезонансным полем

определяется их динамическими поляризуемостями, знание этих величин яв-

ляется критичным для современных исследований во многих разделах физики

молекул.

Динамические поляризуемости (как и гиперполяризуемости и другие вос-

приимчивости) молекул в настоящее время обычно рассчитываются с помо-

щью методов вычислительной химии [38, 39, 375, 474]. Эти ab initio мето-

ды дают хорошие результаты для потенциальной энергии и свойств перво-

го порядка (т.е. матричных элементов оператора дипольного перехода) для
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низколежащих электронных состояний. Однако, некоторые электромагнитные

свойства более высоких порядков (включая поляризуемости, которые опреде-

ляются матричными элементами второго порядка) требуют учёта вкладов вы-

соковозбужденных состояний и непрерывного спектра, для которых эти кван-

тово-химические методы малоэффективны вследствие больших вычислитель-

ных затрат. Кроме того, точность описания таких состояний с помощью ab

initio методов существенно ниже по сравнению с точностью для основного и

низковозбужденных состояний.

Кроме того, в силу своей внутренней самосогласованности эти методы

предполагают вычисление энергий возбужденных состояний в процессе рас-

чета частотно-зависимых свойств, поэтому полюсы вычисляемых величин как

функций частоты (например, поляризуемостей) могут отличаться от их спек-

троскопических значений, это приводит к значительным ошибкам в вычисля-

емых величинах поляризуемостей вблизи резонансов.

В настоящей работе поляризуемости молекул вычисляются с помощью

техники замещённой функции Грина в приближении квантового дефекта (QDT-

ФГ), которая разработана для атомов в разделе 4.1. В данном разделе этот

метод обобщается на неполярные и полярные двухатомные молекулы. Пред-

ложенная теория применима к простым молекулам, электронные термы ко-

торых могут быть классифицированы в пределе объединенного атома [218].

Как правило, расстояния между электронными уровнями таких молекул мно-

го больше расстояний между их колебательными уровнями, в свою очередь,

последние много больше, чем интервалы между вращательными уровнями.

Это предполагает, что колебательные и (или) вращательные вклады в полную

молекулярную поляризуемость на оптических частотах не должны превышать

нескольких процентов, что может не выполняться для некоторых многоатом-

ных молекул [475], особенно при расчётах гиперполяризуемостей [476]. В

данной работе рассматривается только электронная часть молекулярной по-
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ляризуемости в пренебрежении ядерным движением.

С помощью вышеупомянутой процедуры замещения в данном разделе

строится QDT-ФГ оптического электрона в многоэлектронных неполярных и

полярных молекулах и применяется к вычислению их динамических поляри-

зуемостей. Пробные вычисления для простейшей молекулы H2 демонстриру-

ют хорошее согласие с ab initio вычислениями и экспериментальными дан-

ными. В качестве дальнейшего применения вышеупомянутой техники заме-

щения, в данном разделе динамические поляризуемости рассчитываются для

димеров щелочных металлов Li2, Na2 и Rb2, гидридов щелочных металлов и

некоторых других полярных молекул.

4.2.1. QDT-ФГдля оптического электрона в молекуле

Необходимо заметить, что первая попытка применить формализм QDT-

ФГ к вычислению молекулярных свойств второго порядка была сделана для

иона H+
2 . Его динамическая поляризуемость [477] и сечение двухфотонной

ионизации [478] были вычислены с использованием сфероидальных функ-

ций для описания двухцентрового потенциала молекулярного остова. Разли-

чие между этим потенциалом и сферически симметричным кулоновским по-

тенциалом обусловлено моментами высшей мультипольности остова молеку-

лы, однако из-за короткодействующей природы этих мультипольных потен-

циалов (1.1) предполагалось, что радиальная часть ФГ имеет кулоновскую

форму [479], а вся специфическая для данной молекулы спектроскопическая

информации содержится в значениях квантовых дефектов.

Действительно, единственным (кроме кулоновского) дальнодействующим

членов в потенциале (1.1) молекулярного остова является дипольный потенци-

ал, который имеется лишь в полярных молекулах. Однако его учёт при постро-

ении QDT-ФГ проводится аналитически (см. раздел 1.2.4.2); иными словами,
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соответствующий “дипольный” вклад в квантовый дефект включается в неце-

лое значение квазиорбитального квантового числа. Поэтому при построении

трёхмерной QDT-ФГ G(ε; r, r′) различия между полярными и неполярными

молекулами будут лишь в базах угловых функций, по которым разлагается

G(ε; r, r′) — диполь-сферическом (1.170a) и обычном сферическом (1.164a).

Запишем общие выражения для радиальной части QDT-ФГ оптического

электрона, определяемой выражениями (1.166), (1.174) и (1.147) через функ-

ции Уиттекера:

gκ(ε; r, r′) =
ν

Zrr′
Γ(qκ + 1 − ν)
Γ(qκ + 1 + ν)

Wν,q+κ+1/2

(︃
2Zr>
ν

)︃
×

×

[︃
Γ(qκ + 1 + ν)
Γ(2qκ + 2)

Mν,qκ+1/2

(︃
2Zr<
ν

)︃
+

+
sin π(µκ + qκ)
sin π(µκ + ν)

Ξκ(ε)
Πκ(ν)

Wν,qκ+1/2

(︃
2Zr<
ν

)︃]︃
, (4.20)

и для радиальная часть QDT-волновой функции

⟨r|nqκ⟩ =
Z1/2

r νnqκ

[︃
Ξκ(εnκ)
Πκ(νnκ)

]︃1/2

Wνnκ,qκ+1/2

(︃
2Zr
νnqκ

)︃
×

×

[︃
Γ(qκ + 1 + νnqκ)Γ(νnκ − l)

(︃
1 +

∂µκ(νnκ)
∂ν

)︃]︃−1/2

, (4.21)

в которых зависимость от вышеупомянутой специфической для данной мо-

лекулы спектроскопической информации содержится в квантовых числах κ,

от которых зависит параметр q, фигурирующий в общей теории квантового

дефекта для уравнения Уиттекера (раздел 1.2.2.1). В таблице 4.4 приводится

смысл этих параметров для разных систем (для общности сюда можно вклю-

чить и атомные состояния с учётом и без учёта тонкой структуры, рассмот-

ренные соответственно в разделах 4.1.4 и 4.1.2).
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Таблица 4.4. Значения параметров κ и q в (4.20) и (4.21)

Система κ q =

qκ

Угловая часть

Ψ
QDT
εcκm(r)

Обозначения

Атомы (без

тонкой струк-

туры)

l l Ylm

(︁
r
r

)︁
l — орбитальное квантовое

число, m — его проекция на

ось z

Атомы (с учё-

том тонкой

структуры)

γJ l определяется

схемой связи

моментов

γ — квантовые числа, опре-

деляемые схемой связи мо-

ментов

Неполярные

молекулы

l, λ l Ylλ l — орбитальное квантовое

число, λ — его проекция на

ось молекулы

Полярные

молекулы

`, λ ˜̀
`,λ 𝒵`λ

(︁
r
r

)︁
(1.28) `, λ нумеруют значения ква-

зиорбитального числа ˜̀
`,λ

(1.44)

В последующих разделах для вычисления молекулярных поляризуемо-

стей согласно выражению (4.5) процедура замещения выполнялась с исполь-

зованием имеющихся (вычисленных ab initio или экспериментально измерен-

ных) матричных элементов (фактически, сил линий)
⃒⃒⃒
⟨0|D̂i|d⟩

⃒⃒⃒2
, 0 < d < Nsubst

дипольных переходов, приведем соответствующее выражение для диагональ-

ных компонент тензора поляризуемости:

αii(ω) = αQD
ii (ω) − (4.22)

− k0

∑︁
nκ

Nsubst первых уровней

(︃ ⃒⃒⃒
⟨0|D̂i|nκ⟩

⃒⃒⃒2
ε0 − εnκ − ω

+

⃒⃒⃒
⟨0|D̂i|nκ⟩

⃒⃒⃒2
ε0 − εnκ + ω

)︃

+ k0

Nsubst−1∑︁
d=0

(︃ ⃒⃒⃒
⟨0|D̂i|d⟩

⃒⃒⃒2
ε0 − εd − ω

+

⃒⃒⃒
⟨0|D̂i|d⟩

⃒⃒⃒2
ε0 − εd + ω

)︃
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Здесь i = x или y используется для перпендикулярной и i = z для параллель-

ной поляризуемости; средняя поляризуемость ᾱ = 1
3(2αxx + αzz) определяет

показатель преломления молекулярного газа и также часто упоминается в ли-

тературе. Первое слагаемое в выражении (4.22), αQD, вычисляется согласно

формуле (4.5) с G = GQD. Как видно из формулы (4.22), требуется ab initio

вычисление для волновой функции начального (основного) состояния ΨCC
0 (r),

чтобы вычислить матричные элементы с КД состояний даже без замещения.

4.2.2. Поляризуемость неполярных молекул

4.2.2.1. Молекула H2 как тестовый пример

Простейшей (если не считать ион H+
2 [477]) молекулой является моле-

кулярный водород, расчёты поляризуемости которого были выполнены срав-

нительно давно различными полуаналитическими подходами [480–484], но

до сих пор являются довольно точными для данной молекулы, что подтвер-

ждается последовавшими расчётами с помощью различных вычислительных

методов [485–496], среди которых расчёты со взаимодействием конфигура-

ций (CI) [487, 488], с использованием многоконфигурационного самосогла-

сованного поля (MC SCF) [489], поляризационного пропагатора второго по-

рядка (SOPPA) [491], квантового метода МонтеКарло (QMC) и времязавися-

щий калибровочно-инвариантного метода (TDDGI) [485], метода функционала

плотности (DFT) [493] времязависящего конфигурационного взаимодействия

с одиночными и двойными возбуждениями [495], а также полуаналитическо-

го метода, использованного в работе [486], который даёт также зависимость

α(ω,R) от межъядерного расстояния (этот метод основан на прямом суммиро-

вании вкладов в поляризуемость от различных сил осцилляторов).

В основном X1Σ+
g состоянии молекулы водорода находятся два эквива-

лентных электрона на 1sσ орбитали, что предполагает k0 = 2 в выраже-
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нии (4.5). Волновая функция вычислялась в пакете Gaussian98 [377, 497] мето-

дом RHF в базисе 6-31G(d). Порог ионизации был определен по интерполяции

данных, представленных в статьях [498, 499] при равновесном межъядерном

расстоянии 1.401 а. е. нейтральной молекулы H2. Вклад в параллельную ди-

польную поляризуемость αzz дают лишь 1Σ+
u -состояния, а в в перпендикуляр-

ную поляризуемость αxx — лишь 1Πu-состояния (в силу правилами отбора для

дипольных переходов в гомоядерных двухатомных молекулах). При расчётах

по формуле (4.5) моменты переходов с основного на низковозбужденные со-

стояния замещались их значениями, взятыми из статей [500, 501] при равно-

весном межъядерном расстоянии. Для αxx оказалось достаточным заместить

только одно Nsubst = 1 состояние, для αzz сходимость была достигнута при

Nsubst = 3; дальнейшее увеличение Nsubst изменяет результаты не более, чем на

0.2%.

Сравнение результатов QDT-ФГ-расчётов по формуле (4.5) с некоторыми

имеющимися в литературе результатами дано на рисунках 4.9 и 4.10.

4.2.2.2. Димеры щелочных металлов

В данном разделе приводятся результаты расчётов поляризуемостей ди-

меров щелочных металлов Li2, Na2 и Rb2, имеющих k0 = 2 эквивалентных

sσ-электрона в пределе объединённого атома в основном состоянии X 1Σ+
g .

Димеры щелочных атомов активно изучаются в последние годы (см., напри-

мер, [502–505])

Подробно результаты расчётов динамических поляризуемостей гомоядер-

ных димеров щелочных атомов изложены в работе [68], поэтому приведём

здесь лишь сводные результаты для статических поляризуемостей. В табли-

це 4.5 результаты расчётов по формуле (4.5) настоящей работы сравниваются с

имеющимися в литературе расчётными данными, а также экспериментальны-
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(a)

(b)

Рис. 4.9. Сравнение QDT-ФГ-расчётов (4.5) параллельной динамической поляризуемости

αzz(ω) молекулы H2 с результатами других авторов: (a) абсолютные величины; (b) относи-

тельные отклонения (%).
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(a)

(b)

Рис. 4.10. То же, что и на рисунке 4.9, но для перепендикулярной αxx(ω) молекулы H2.
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ми значениями средней поляризуемости ᾱ = 1
3

(︁
αxx + αyy + αzz

)︁
, взятыми из из-

мерений показателя преломления соответствующих молекулярных газов [506].
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Таблица 4.5. Статические поляризуемости (в а. е.) молекул димеров щелочных металлов

Метод αxx αzz ᾱ

Li2 (Nsubst = 2)

Модифицированный SCF-CI [507] 174 318 222

TDGI [508] 160 303 207.67

CI+CPP [509] 163.9 301.8 209.87

CCSD(T) [510] 169.2 309.7 216.03

QDT-ФГ(данная работа с момен-

тами перехода из [511, 512])

168.42 302.13 212.99

то же, дип.моменты из [507] 174.38 317.30 222.02

то же, дип.моменты из [508] 169.99 303.48 214.49

то же, дип.моменты из [513] 169.19 306.16 214.85

Эксперимент [506] 229.45 ± 20.24

Na2 (Nsubst = 1)

CI+CPP [509] 197.2 375.5 256.63

CCSD(T) [510] 209.7 389.9 269.77

B3PW91 [514] 205.73 351.78 254.41

CCSD(T) [514] 206.07 377.71 263.28

CI+CPP [515] 201.6 370.1 257.77

QDT-ФГ(данная работа) 209.10 399.72 272.64

Эксперимент [506] 269.9 ± 20.2

Rb2 (Nsubst = 2 для αxx, Nsubst = 1 для αzz)

CCSD(T) [516] 419.9 815.2 551.7

B3LYP [516] 394.4 761.1 516.63

CCSD(T) [510] 445.4 916.1 602.0

QDT-ФГ(данная работа) 402.13 830.45 544.90

Эксперимент [506] 533 ± 40
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Расчёты поляризуемости Li2 проводились с замещением дипольных мо-

ментов переходов
⟨
X 1Σ+

g

⃒⃒⃒
Dz

⃒⃒⃒
1 1Πu

⟩
, взятых из нескольких источников: [507,

508, 511–513]. Имеющиеся в этих работах [507, 508] значения статической

поляризуемости лучше всего совпадают со значениями, полученными по фор-

муле (4.5), в которых для процедуры замещения использовались дипольные

матричные элементы из соответствующей работы [507, 508].

4.2.3. Поляризуемость полярных молекул

В данном разделе представлены результаты расчётов динамических по-

ляризуемостей полярных молекул LiH, NaH, BF и CaF.

Интерес к электромагнитным характеристикам молекул гидридов щелоч-

ных металлов LiH и Na вызван экспериментами с охлаждением этих молекул

в лазерном поле [31, 473, 517]. Кроме того, эти молекулы представляют ин-

терес с точки зрения астрофизики и астрохимии: они были обнаружены в

межзвёздных облаках [518, 519], в атмосферах Юпитера и Сатурна [520], а

также в спектрах квазаров [521]. Поскольку LiH — одна из первых возникших

во Вселенной молекул, её радиационные и столкновительные свойства важны

для изучения химической истории ранней Вселенной [522–524].

Молекула монофторида бора BF также представляет астрохимический

интерес; она, например, была обнаружена в спектре солнечных пятен [525].

Эта молекула также играет важную роль в координационной химии благода-

ря высокой полярности связи [526]. Среди монофторидов металлов молекула

CaF является часто используемым объектом для изучения ридберговских со-

стояний [527–535]. Благодаря большому дипольному моменту остова CaF+,

ридберговские спектры молекулы CaF сильно отличаются от спектров непо-

лярных молекул.

Спектроскопические параметры исследуемых молекул (в а. е.), исполь-
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зованные при вычислении в данном разделе, перечислены в таблице 4.6.

Таблица 4.6. Спектроскопические параметры исследуемых молекул (в а. е.), использованные

при вычислении в данном разделе

Мо-

ле-

кула

Ва-

лент-

ная

кон-

фигу-

рация

Дипольный мо-

мент d+ иона

Межъядерное

расстоя-

ние Re

молекулы

Дипольные

моменты

перехода

взяты из:

квантовые

дефекты

взяты из:

LiH (2sσ)2 0.276 при R+
e =

4.15 [536]

3.034 [537] [507] [507]

NaH (3sσ)2 0.252 при R+
e =

4.90 [538]

3.566 [539] [540, 541] [540, 541]

BF (2pσ)2 1.17 [542] 2.3863 [543] [543] [544]

CaF (nsσ)1 3.5 [535] при

R+
e = 1.89 [545]

3.54 [546] [527, 528,

530, 547]

Подробно результаты расчётов динамических поляризуемостей вышеука-

занных молекул изложены в работе [69], поэтому приведём здесь лишь свод-

ные результаты. В таблице 4.7 результаты расчётов статических поляризуе-

мостей по формуле (4.5) настоящей работы сравниваются с имеющимися в

литературе расчётными данными.
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Таблица 4.7. Статические поляризуемости (в а. е.) молекул димеров щелочных металлов

Метод расчёта αxx αzz ᾱ

LiH (Nsubst = 2)

Модифицированный SCF-CI [507] 30.8 26.9 29.5

DQMC [548] 30.9 24.6 28.8

TDGI [540] 29.96 27.04 28.99

CCSD(T) [549] 29.57 25.79 28.31

MCSCF [550] 29.76 26.36 28.63

TDGI [551] 29.75 26.08 28.53

QDT-ФГ(данная работа) 29.36 26.01 28.24

NaH (Nsubst = 2)

CCSD(T) [540] 39.60 58.30 45.80

TDGI [540] 41.37 58.01 46.92

QCISD(T) [552] 39.97 56.53 45.99

CCSD(T) [553] 39.70 58.90 46.10

Finite field method [554] 38.80 53.70 43.70

QDT-ФГ(данная работа) 40.35 55.95 45.55

BF (Nsubst = 3)

TDGI [543] 17.48 21.99 18.98

QDT-ФГ(данная работа) 16.74 20.78 18.09

CaF (Nsubst = 0)

Электростатическая модель [555] 74.52 39.44 62.83

QDT-ФГ(данная работа) 75.49 37.86 62.95

Сравнение расчётов динамических поляризуемостей с данными других

работ показано на примере гидрида лития LiH на рисунках 4.11 и 4.11, и

на примере фторида бора BF на рисунках 4.13 и 4.13. Процедура замещения
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обрывалась на том значении Nsubst, когда результат для Nsubst + 1 отличался

от результата для Nsubst менее чем на 1%. Как видно, сходимость процеду-

ры замещения в случае BF немонотонна, однако окончательный QDT-ФГ-рас-

чёт показывает удовлетворительное сходство с ab initio расчётом [543] (<5.5%

для перпендикулярной и <4.2% для параллельной поляризуемости). Для LiH

максимальное отличие QDT-ФГ-расчёта αxx(ω) от ab initio расчёта [551] для

околорезонансной частоты ω = 0.12 а. е. составляет 5.5%; для остального

диапазона частот оно значительно меньше. Отличия же QDT-ФГ-расчёта па-

раллельной компоненты αzz(ω) LiH от результатов [551] на всем диапазоне

частот составляет менее 1.3%.

Рис. 4.11. Сравнение QDT-ФГ-расчётов (4.5) параллельной динамической поляризуемости

αzz(ω) молекулы гидрида лития LiH при разных значениях Nsubst с результатами работы [551].
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Рис. 4.12. Сравнение QDT-ФГ-расчётов (4.5) перпендикулярной динамической поляризуемо-

сти αxx(ω) молекулы гидрида лития LiH при разных значениях Nsubst с результатами рабо-

ты [551].

Рис. 4.13. Сравнение QDT-ФГ-расчётов (4.5) параллельной динамической поляризуемости

αzz(ω) молекулы фторида бора BF при разных значениях Nsubst с результатами работы [543].



287

Рис. 4.14. Сравнение QDT-ФГ-расчётов (4.5) перпендикулярной динамической поляризуемо-

сти αxx(ω) молекулы фторида бора BF при разных значениях Nsubst с результатами рабо-

ты [543].

Для молекул NaH и CaF динамическая поляризуемость в данной рабо-

те вычисляется впервые, поэтому сравнение с другими результатами не при-

водится. Результаты QDT-ФГ-расчётов данной работы приводятся на рисун-

ках 4.15 и 4.16
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Рис. 4.15. QDT-ФГ-расчёт (4.5) параллельной динамической поляризуемости αzz(ω) молекулы

гидрида натрия NaH при разных значениях Nsubst.

Рис. 4.16. QDT-ФГ-расчёт (4.5) перпендикулярной динамической поляризуемости αxx(ω) мо-

лекулы гидрида натрия NaH при разных значениях Nsubst.

Расчет поляризуемости CaF был выполнен без замещения промежуточ-

ных состояний, т.к. при сравнении статических значений с данными статьи [555]

наблюдается хорошее согласие, что отражено в таблице 4.7. Здесь уместна
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аналогия с расчётами для щелочных металлов в разделе 4.1.2, поскольку элек-

тронная структура CaF сходна со структурой щелочных атомов: обе системы

характеризуются одним валентным электрон сверх заполненной оболочки. Ре-

зультаты QDT-ФГ-расчётов (4.5) динамических поляризуемостей CaF приво-

дятся на рисунке 4.17

Рис. 4.17. QDT-ФГ-расчёт (4.5) параллельной αzz(ω) и перпендикулярной αxx(ω) динамической

поляризуемости молекулы монофторида кальция.

4.3. Сводка результатов четвертой главы

В четвёртой главе рассматриваются приложения разработанного в разде-

ле 1.2 формализма функции Грина в приближении квантового дефекта (QDT-

ФГ) к расчётам динамических поляризуемостей атомов и молекул.

В разделе 4.1 рассматриваются скалярные, тензорные и псевдовекторные

динамические поляризуемости атомов в основных и возбуждённых состоя-

ниях. После краткого обзора одноэлектронных методов расчёта поляризуемо-

стей простейших атомов в разделе 4.1.1 в одноэлектронном QDT-приближе-

нии выписывается общее выражение (4.1) тензора поляризуемости через QDT-
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ФГ, в спектральном разложении (4.2) которой проводится процедура замеще-

ния (4.3) первых Nsubst нижних QDT-состояний состояниями, вычисляемыми

ab initio методами вычислительной квантовой химии. Таким образом соче-

таются достоинства QDT (простой аналитический учет высоковозбужденных

состояний и непрерывного спектра) и ab initio методов (наиболее реалистич-

ное описание низковозбужденных состояний).

В результате такой процедуры замещения в спектральном разложении (4.2)

получается т.н. “замещённая” QDT-ФГ (4.4), которая и будет использоваться

для расчётов поляризуемостей в 4-й главе по формуле (4.5).

В разделе 4.1.2 приводятся сводные (подробнее см. [60]) результаты рас-

четов по формуле (4.5) скалярных динамических поляризуемостей атомов Li,

Na, K, Be, Mg, Ca, Si, P, S, O, Al, Ge, C, N, F, He, Ne, Ar, Kr и Xe в основ-

ных состояниях. Эти результаты демонстрируют хорошее согласие (в преде-

лах нескольких процентов) с имеющимися в литературе расчетными и экс-

периментальными данными. В разделе 4.1.3 приведены сводные (подробнее

см. [61]) результаты расчётов скалярных и тензорных динамических поляризу-

емостей атомов с двумя валентными электронами возбужденных состояниях:

He (для состояний 2 1,3S , 2 1,3P), Be (для состояний 2 1,3P), Mg (для состоя-

ний 3 3P) и Ca (для состояний 4 3P). Согласие с имеющимися в литературе

расчетными данными несколько хуже, чем для основных состояний, однако

экспериментальные данные для сравнения отсутствуют.

В разделе 4.1.4 приводятся расчеты динамической поляризуемости ато-

мов благородных газов в основном состоянии и метастабильных состояний

галогенов F, Cl и Br с учетом тонкой структуры их спектров. После крат-

кого обзора имеющихся в литературе расчётов поляризуемостей отдельных

компонент тонкой структуры атомных мультиплетов, в разделе 4.1.4.1 фор-

мализм замещённой QDT-ФГ, развитый в разделе 4.1.1, обобщается на слу-

чай зависимости радиальной части QDT-ФГ от квантовых чисел, характери-
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зующих уровни энергии при конкретной схеме связи моментов. Выписаны

формулы (4.14) для динамических скалярной, тензорной и псевдовекторной

поляризуемостей атомных состояний с учётом тонкой структуры через приве-

дённый радиальный двухфотонный матричный элемент (4.18), в котором, как

вариант процедуры замещения, проводится замена сил линий в QDT-прибли-

жении (4.16) на их значения, взятые из эксперимента или ab initio расчётов. В

разделе 4.1.4.2 представлены результаты вычисления скалярных поляризуемо-

стей атомов He, Ne, Ar, Kr и Xe с учётом тонкой структуры в области частот

до второго резонанса; в области до первого резонанса эти результаты согла-

суются с имеющимися в литературе данными с точностью до 2%. Получена

удобная для практических расчётов аппроксимационная формула (4.19) для

вычисленных поляризуемостей. В разделе 4.1.4.3 рассмотрены динамические

скалярные, тензорные и псевдовекторные поляризуемости основных (ns)4PJ

состояния атомов F (n = 2), Cl (n = 3) и Br (n = 4).

Результаты, излагаемые в разделе 4.1, опубликованы в работах [60–63];

перевод первых двух и текст последних двух частично используется в тексте

данного раздела.

В разделе 4.2 приводятся расчёты динамических поляризуемостей моле-

кул.

В разделе 4.2.1 техника замещённой QDT-ФГ, введённой в разделе 4.1.1

для атомов, обобщается для неполярных и полярных молекул, состояния ко-

торых можно классифицировать в схеме объединённого атома. Отличия рас-

чётов для неполярных молекул от атомов состоят лишь в том, что квантовые

дефекты серий будут явно зависеть от проекции орбитального момента элек-

трона на ось молекулы. Ридберговские состояния неполярных молекул можно

приближенно считать нечувствительными к нецентральному потенциалу мо-

лекулярного остова, а низковозбужденные состояния в технике замещенной

QDT-ФГ описываются ab initio. Однако для полярных молекул роль нецен-
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трального (дипольного) потенциала остова значительна, и квантовые дефекты

серий зависят уже не от орбитального квантового числа, которое не сохра-

няется в полярных молекулах, но от квазиорбитального числа, введённого в

разделе 1.1.4.2.

В разделе 4.2.2 представлены результаты вычислений динамической по-

ляризуемости для молекулы водорода и щелочных димеров Li2, Na2 и Rb2. В

модели объединенного атома все эти молекулы в их основных X1Σ+
g состоя-

ниях имеют два sσ электрона вне орбиталей молекулярного остова (k0 = 2).

Расчёты для молекулы водорода являлись тестовыми и показали отличие ди-

намической поляризуемости в пределах 2–3% от результатов других авторов.

Для димеров щелочных металлов в литературе отсутствуют численные значе-

ния динамических поляризуемостей, результаты же данной работы для стати-

ческих поляризуемостей, представленные в таблице 4.5, согласуются с расчё-

тами других авторов и экспериментом в пределах 10%.

В разделе 4.2.3 представлены результаты расчётов динамических поля-

ризуемостей полярных молекул LiH, NaH, BF и CaF.

Результаты, излагаемые в разделе 4.1, опубликованы в работах [68, 69],

перевод и текст которых частично используется в тексте данного раздела.
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Заключение

Приведём сводку основных результатов диссертации:

i. Введено понятие ротационно-ридберговских состояний молекул, выде-

лено два предельных случая, которые соответствуют вращательному при-

ближению Борна–Оппенгеймера и обратному ему. Для последнего по-

строены состояния с промежуточным типом связи в молекулярном осто-

ве.

ii. Предложена схема классификации ротационно-ридберговских состояний

в виде бинарных деревьев, разветвляющихся по относительным величи-

нам различных внутримолекуляных взаимодествий, приводящих к раз-

личными схемами связывания спина и орбитального момента ридбер-

говского со спином, орбитальным и вращательным моментами молеку-

лярного остова. Данная классификация детализирует известные схемы

Хунда для высоковозбуждённых электронных состояний молекул. Для

каждого из 31 рассмотренных подслучаев Гунда получены компактные

выражения для линейного эффекта Зеемана в виде электронных гироф-

акторов.

iii. Получены различные аналитические представления функции Грина урав-

нения Уиттекера в приближении квантового дефекта. Дано аналитиче-

ское соотношение между квантовым дефектом и фазами рассеяния в

общем случае нецелых значений орбитального квантового числа.

iv. Разработана техника устранения нефизических полюсов функции Гри-

на в приближении квантового дефекта, с помощью которой получены

модифицированные выражения для электронных волновых функций в

приближении квантового дефекта.
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v. С помощью вышеупомянутых выражений проведены расчёты сил ос-

цилляторов для переходов между ридберговскими состояниями атомов

и молекул с учётом дипольного момента, возникающего в результате по-

ляризации остова.

vi. Рассчитанные силы осцилляторов использованы для интерпретации боль-

шого количества экспериментальных спектров металлов в ИК области.

Анализ этих спектров позволил получить энергии f-, g- h- ридбергов-

ских состояний атомов, из которых 8 уровней Au, 3 Ag, 4 Cu, 3 Li, 3 K,

3 Na, 4 Rb, 2 Cs, 2 Mg, 8 Ca, 10 Sr, 15 Zn и 5 In не были известны ранее.

vii. Построена трёхмерная полуфеноменологическая функция Грина, позво-

лившая рассчитать скалярные динамические поляризуемости основных

состояний ряда атомов (Mg, Ca, O, Al, Ge, C, N и F), основных 1S0 со-

стояний атомов благородных газов (He, Ne, Ar, Kr и Xe) с учетом тонкой

структуры их спектров, а также скалярные, тензорные и псевдовектор-

ные динамические поляризуемости метастабильных (ns) 4PJ состояний

атомов F (n = 3), Cl (n = 4) и Br (n = 5). в диапазоне до частот вторых

резонансов.

viii. Дано обобщение этой методики с учётом несферически-симметрично-

го потенциала, позволившее рассчитать динамические поляризуемости

щелочных димеров Li2, Na2 и Rb2, гидридов щелочных металлов (LiH и

NaH) и фторидов BF и CaF.

ix. Исследован процесс фотораспада атомного отрицательного иона в силь-

ном поле с простым аналитически учетом переменного дипольного мо-

мента, индуцированного в атомном остове внешним лазерным полем.

x. Получено аналитическое выражение для обусловленного взаимодействи-

ем с тепловыми фотонами времени жизни диполь-анионов, явно завися-
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щее от дипольного момента молекулярного нейтрала, энергии сродства

электрона электрона и температуры среды.

xi. Аналитически рассчитано сечение резонансной перезарядки диполь-ани-

она на полярной молекуле в зависимости от дипольного момента моле-

кулярного нейтрала, энергии электронного сродства и скорости столкно-

вения частиц. Теоретически показана возможность образования в про-

цессе перезарядки молекулярного димера (слабосвязанного состояния

двух молекул за счёт общего электрона).
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Приложение А

Формулы пересвязывания моментов для

аксиально-симметричных систем

Рассмотрим волновую функцию системы, состоящей из (1) аксиально-

симметричной подсистемы (симметричного волчка) с моментом j1 и его со-

храняющейся проекции ω1 на ось ζ вращающейся системы и (2) подсистемы

с моментом j2 без сохраняющейся ζ-проекции; при этом будем считать, что

моменты обеих подсистем складываются в полный момент j всей системы по

схеме векторной связи:⃒⃒⃒⃒⃒
j1
ω1

j2 [ j]
m

⟩
=

∑︁
m1,m2

⟨
j1

m1

j2
m2

⃒⃒⃒⃒⃒
j

m

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
j1

ω1,m1

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
j2

m2

⟩
(А.1)

=

√︂
2 j1 + 1

8π2

∑︁
m1,m2

⟨
j1

m1

j2
m2

⃒⃒⃒⃒⃒
j

m

⟩
D j1
ω1,m1

⃒⃒⃒⃒⃒
j2

m2

⟩
.

Упомянутые подсистемы могут быть различного рода, например подсисте-

ма 1 описывает, как правило, молекулярный остов, а подсистема 2 может быть

остовным спином, орбитальным моментом ридберговского электрона и т.д.

Перейдём в (А.1) от суммирования по z-проекциям m1,m2 на лаборатор-

ную ось к суммированию по ζ-проекциям ω1, ω2 на ось волчка. Для этого

воспользуемся общей формулой [88, 110.4]

f k
q =

∑︁
κ

Dk
κ,q f k
κ , (А.2)

где f k
q — сферические компоненты некоторого тензора в лабораторной систе-

ме, а f k
κ — его же компоненты в системе, вращающейся с волчком. Тогда,

полагая в (А.2) {k, κ, q} = { j2, ω2,m2}, получим⃒⃒⃒⃒⃒
j1
ω1

j2 [ j]
m

⟩
=

√︂
2 j1 + 1

8π2

∑︁
m1,m2

⟨
j1

m1

j2
m2

⃒⃒⃒⃒⃒
j

m

⟩
D j1
ω1,m1

∑︁
ω2

D j2
ω2,m2

⃒⃒⃒⃒⃒
j2
ω2

⟩
. (А.3)
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Разлагая произведение D-функций с помощью [88, 110.1]

D j1
ω1,m1 D

j2
ω2,m2 =

∑︁
k

Dk
κ,q

⟨
j1

m1

j2
m2

⃒⃒⃒⃒⃒
k
q

⟩ ⟨
j1
ω1

j2
ω2

⃒⃒⃒⃒⃒
k
κ

⟩
, (А.4)

преобразуем (А.3) к виду√︂
2 j1 + 1

8π2

∑︁
k

∑︁
m1,m2

⟨
j1

m1

j2
m2

⃒⃒⃒⃒⃒
j

m

⟩ ⟨
j1

m1

j2
m2

⃒⃒⃒⃒⃒
k
q

⟩∑︁
ω2

Dk
κ,q

⟨
j1
ω1

j2
ω2

⃒⃒⃒⃒⃒
k
κ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
j2
ω2

⟩

=

√︂
2 j1 + 1

8π2

∑︁
k

δk, jδq,m

∑︁
ω2

Dk
κ,q

⟨
j1
ω1

j2
ω2

⃒⃒⃒⃒⃒
k
κ

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
j2
ω2

⟩

=

√︂
2 j1 + 1

8π2

∑︁
ω2

D j
ω,m(−1) j2+ω2

[︃
2 j + 1
2 j1 + 1

]︃ 1
2
⟨

j2
−ω2

j
ω

⃒⃒⃒⃒⃒
j1
ω1

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
j2
ω2

⟩
. (А.5)

Окончательно c помощью (1.8) получаем⃒⃒⃒⃒⃒
j1
ω1

j2 [ j]
m

⟩
=

∑︁
ω2

(−1) j2+ω2

⟨
j2
−ω2

j
ω

⃒⃒⃒⃒⃒
j1
ω1

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
j2
ω2

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
j

ω,m

⟩
. (А.6)

Из-за суммы по ω2 проекция ω = ω1 + ω2 полного момента ω не сохраняется.

Выпишем формулу преобразования, обратного к (А.6). Заменяя в (А.6)

индекс суммирования ω2 на ω′2 и умножая обе части равенства на

(−1)− j2−ω2

⟨
j2
−ω2

j
ω

⃒⃒⃒⃒⃒
j1
ω1

⟩
, (А.7)

просуммируем его по j1. В каждом члене суммы по ω′2 проекция ω1 может

принимать лишь одно значение (поскольку ω2 и ω фиксированы). Поэтому

можно ввести фиктивную сумму по ω1, которая вместе с суммой по j1 позво-

лит воспользоваться свойством ортогональности коэффициентов Клебша–Гор-

дана. В результате в сумме по ω′2 остаётся лишь член с ω′2 = ω2, и мы получаем⃒⃒⃒⃒⃒
j2
ω2

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
j

ω,m

⟩
=

∑︁
j1

(−1)− j2−ω2

⟨
j2
−ω2

j
ω

⃒⃒⃒⃒⃒
j1
ω1

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒
j1
ω1

j2 [ j]
m

⟩
. (А.8)

Формулы унитарного преобразования, подобные (А.6) и (А.8), играют

важную роль в многоканальной теории квантового дефекта [89, 556, 557] и
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теории атомных столкновений [558]. В частности, при { j1, ω1} = {N+,Λ+} и

{ j2, ω2} = {S +,Σ+} преобразование (А.7) реализует переход от случая Гунда b

к случаю a; при { j1, ω1} = {N+,Λ+} и { j2, ω2} = {l, λ} преобразование (А.7)

реализует переход от случая Гунда d случаю b.
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Приложение Б

Формулы для матричных элементов от

мультипольного оператора

В этом разделе вычисляются матричные элементы от мультипольного

оператора произвольного ранга p, определяемого скалярным произведением

двух сферических тензоров ранга p, один из которых есть сферическая функ-

ция, а второй — тензор 2p-польного момента:

𝒯 (p) =

√︃
4π

2p + 1

[︂
Tp ⊗ Yp

]︂
00

=

√︃
4π

2p + 1

∑︁
q

(−1)qTp,qYp,−q(θ, φ) (Б.1)

=

√︃
4π

2p + 1

∑︁
q,κ

(−1)qDp
κ,q(Θ)Tp,κYp,−q(θ, φ), (Б.2)

где сумма по циклическим компонентам q = {−p, . . . ,+p} в лабораторной си-

стеме координат (x, y, z) записана с использованием (А.2), и в (Б.2) участвуют

уже циклические компоненты κ = {−p, . . . ,+p} во вращающейся системе ко-

ординат (ξ, η, ζ) [88, формула (110.4)].

В простейшем частном случае при p = 1 мультипольный оператор сво-

дится к скалярному произведению 𝒯 (p) =
1
r

(d · r) вектора дипольного момен-

та на радиус-вектор; при p = 2 соответствующий квадрупольный оператор

𝒯 (p) =
1
r2

[︀
3(Q · r)2 − (Q ·Q)(r · r)

]︀
, где Q — вектор, к которому сводится симмет-

ричный тензор квадрупольного момента: Q(2)
i j = 3QiQ j − δi jQ2 (в декартовых

координатах). Для аксиально-симметричных систем — таких как молекулы ти-

па линейного ротатора (в частности, двухатомные) — во вращающейся системе

координат (ξ, η, ζ) отлична лишь одна сферическая компонента Tp,κ=0, так что

соответствующий мультипольный оператор во вращающейся системе выража-

ется через полином Лежандра от угла ϑ между радиус-вектором r и осью ζ
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вращающейся системы:

𝒯 (p) = Tp,κ=0 Pp(ϑ), (Б.3)

откуда в простейших случаях имеем

𝒯 (p) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ d cosϑ, при p = 1, (Б.4a)

Q(3 cos2 ϑ − 1), при p = 2, (Б.4b)

где величины d = d1,κ=0 и Q = Q(2)
2,κ=0 имеют тот же смысл, что и в выраже-

нии (1.1). Они соответственно равны длинам векторов d и Q, направленных

параллельно оси симметрии волчка (молекулы). Для p = 2 роль T2,κ=0 может

также играть тензорная поляризуемость α2. Все эти величины определяют,

например, дальнодействующую часть потенциала (1.1) взаимодействия элек-

трона с молекулярным или атомным остовом.

Однако уже в случае молекул типа симметрического волчка, вообще го-

воря, тензор Tp,κ может характеризоваться уже не одной, а несколькими ком-

понентами с κ , 0 из-за несовпадения главных осей этого тензора с осями

инерции волчка (молекулярного остова). В частности, вектор дипольного мо-

мента может не совпадать с направлением оси ζ остова. В то же время заме-

тим, что компоненты Tp,κ тензора мультипольного момента не являются опе-

раторами, действующими на “внутренние” переменные остова (например, υ+

или спиновые перменные), т.е. являются по отношению к ним константами;

поэтому “внутренние” матричные элементы остова имеют простой вид⟨
Λ+′S

+′

Σ+′

⃒⃒⃒⃒⃒
Tp,κ

⃒⃒⃒⃒⃒
Λ+′′S

+′′

Σ+′′

⟩
= Tp,κ δΛ+′Λ+′′ δΣ+′Σ+′′ δS +′S +′′, (Б.5)

что оставляет в (1.95) только одну суммы по остовным проекциям Λ+′,Σ+′ и

приводит к одинаковым значениям проекции Ω′ = Λ+′+Σ+′ у функций Вигнера

в обкладках в последующем выражении (Б.6). Это обстоятельство обусловли-

вает отличие получаемых здесь выражений от внешне похожего случая остова

типа асимметричного волчка, рассмотренного в [91].
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Имея в виду явные выражения (1.15), (1.7), (1.8) состояний
⃒⃒⃒⃒
κ+J+l [J]

MJ

⟩
,

рассматриваемых в разделе 1.1.5, вычислим между ними матричный элемент

от мультипольного оператора (Б.1):

⟨
κ+J+l

[J]
MJ

⃒⃒⃒⃒⃒
𝒯 (p)

⃒⃒⃒⃒⃒
κ+′J+′l′

[J]
MJ

⟩
=

∑︁
MJ+ ,m,MJ+

′,m′

⟨
J+

MJ+

l
m

⃒⃒⃒⃒⃒
J

MJ

⟩ ⟨
J+′

MJ+
′

l′

m′

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ J

MJ

⟩
×

∑︁
Λ+′,Σ+′

Pκ+(Σ+′,Λ+′)Pκ+′(Σ+′,Λ+′)

×
∑︁
q,κ

Tp,κ(−1)q
⟨ J+

Ω+,MJ+

⃒⃒⃒⃒⃒
Dp
κ,q

⃒⃒⃒⃒⃒
J+′

Ω+′,MJ+
′

⟩⟨ l
m

⃒⃒⃒⃒⃒ √︁
4π

2p+1Yp,−q

⃒⃒⃒⃒⃒
l′

m′

⟩
. (Б.6)

Выражая в (Б.6) матричные элементы по угловым переменным через 3 j-символы⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ j1 j2 j

m1 m2 m

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
(−1) j1− j2−m√︀

2 j + 1

⟨
j1

m1

j2
m2

⃒⃒⃒⃒⃒
j
−m

⟩
, (Б.7)

с помощью стандартных формул [88, (110.3) и (107.13)]∫
d3Θ

8π2 DJ+*
Ω+,MJ+

Dp
κ,qDJ+′

Ω+′,MJ+
′ = (−1)Ω+−MJ+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ J+ p J+′

−Ω+ κ Ω+′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ J+ p J+′

−MJ+ q MJ+
′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,
(Б.8)∫

dφ dθ sin θ Y*l,mYp,−qYl′,m′ = (−1)m

√︂
(2l + 1)(2p + 1)(2l′ + 1)

4π

×

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ l p l′

−m −q m′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ l p l′

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (Б.9)

запишем (Б.6) в виде⟨
κ+J+l

[J]
MJ

⃒⃒⃒⃒⃒
𝒯 (p)

⃒⃒⃒⃒⃒
κ+′J+′l′

[J]
MJ

⟩
=

∑︁
Λ+′,Σ+′

Pκ+(Σ+′,Λ+′)Pκ+′(Σ+′,Λ+′)

× (2J + 1)
√︀

(2J+ + 1)(2J+′ + 1)(2l + 1)(2l′ + 1)

×

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ l p l′

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠∑︁
κ

Tp,κ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ J+ p J+′

−Ω+ κ Ω+′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠S1 (Б.10)
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S1 =
∑︁

q,MJ+ ,m,MJ+
′,m′

(−1)J+−l+MJ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ J+ l J

MJ+ m −MJ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (−1)J+′−l′+MJ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ J+′ l′ J

MJ+
′ m′ −MJ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
× (−1)q(−1)Ω+−MJ+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ J+ p J+′

−MJ+ q MJ+
′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (−1)m

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ l p l′

−m −q m′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (Б.11)

Сумму S1 по проекциям в (Б.11) вычислим с помощью соотношения [88,

(108.4)]

∑︁
m4m5m6

(−1) j4+ j5+ j6−m4−m5−m6

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ j1 j5 j6

m1 −m5 m6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ j4 j2 j6

m4 m2 −m6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ j4 j5 j3

−m4 m5 m3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ j1 j2 j3

m1 m2 m3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ j1 j2 j3

j4 j5 j6

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ . (Б.12)

Для применения (Б.12) преобразуем входящую в (Б.11) степень (−1) следую-

щим образом:

(−1)J+−l+MJ+J+′−l′+MJ+m+q+Ω+−MJ+ = (−1)J++J+′−l−l′−MJ−MJ+m′+Ω+−MJ+

= (−1)J++J+′+p−MJ−MJ+m′+Ω+−MJ+ = (−1)J++J+′+p−MJ−MJ+
′−MJ++Ω+

= (−1)J++J+′+J−MJ+−MJ+
′−MJ(−1)p−J+Ω+

. (Б.13)

При получении (Б.13) использовалась целочисленность 2MJ, чётность l+ l′+ p

(это правило отбора по чётности, вытекающее из первого 3 j-символа с нуле-

выми проекциями в последней строке (Б.10)), а также соотношения m+q = m′

и MJ − m′ = MJ+
′.

Для вычисления суммы S1 заметим, что она не зависит от MJ, и, следова-

тельно, может быть записана в виде S1 = 1
2J+1

∑︀
MJ
S1. Кроме того, совершим

в (Б.11) следующие преобразования: (i) чётную перестановку первого столбца

в первом 3 j-символе на третье место, (ii) нечётную перестановку второго и

третьего столбцов во втором 3 j-символе с одновременной инверсией знаков

его проекций и (iii) нечётную перестановку первого и третьего столбцов в
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третьем 3 j-символе. При этом лишь преобразование (iii) будет сопровождать-

ся домножением на фазовый множитель, а именно на (−1)J++J+′+p. Комбинируя

его с (Б.13) и учитывая целость p, перепишем (Б.11) в виде

S1 =
1

2J + 1

∑︁
q,m,m′

(−1)J++J+′−J+Ω+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ l p l′

−m −q m′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
×

∑︁
MJ+ ,MJ+

′,MJ

(−1)J++J+′+J−MJ+−MJ+
′−MJ

×

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ l J J+

m −MJ MJ+

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ J+′ J l′

−MJ+
′ MJ −m′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ J+′ p J+

MJ+
′ q −MJ+

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

(−1)J++J+′−J+Ω+

2J + 1

∑︁
q,m,m′

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ l p l′

−m −q m′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ l p l′

m q −m′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ l p l′

J+′ J J+

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
(Б.14)

=
(−1)J++J+′−J+Ω+

2J + 1

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ J+ p J+′

l′ J l

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (Б.15)

Выражение (Б.14) получено с помощью формулы (Б.12), в которой поло-

жено { j1,m1} = {l,m}, { j2,m2} = {p, q}, { j3,m3} = {l′,−m′}, { j4,m4} = {J+′,MJ+
′},

{ j5,m5} = {J,MJ}, { j6,m6} = {J+,MJ+}. Сумма по m,m′ в (Б.14) исчезает бла-

годаря свойству ортогональности 3 j-символов; использованы также свойства

симметрии 6 j-символов и чётность l + l′ + p. Подставляя (Б.15) в (Б.10), полу-

чаем⟨
κ+J+l

[J]
MJ

⃒⃒⃒⃒⃒
𝒯 (p)

⃒⃒⃒⃒⃒
κ+′J+′l′

[J]
MJ

⟩
=

√︀
(2J+ + 1)(2J+′ + 1)(2l + 1)(2l′ + 1)

×
∑︁

Λ+′,Σ+′

Pκ+(Σ+′,Λ+′)Pκ+′(Σ+′,Λ+′)(−1)J++J+′−J+Ω+

×

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ l p l′

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ J+ p J+′

l′ J l

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ .∑︁κ Tp,κ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ J+ p J+′

−Ω+ κ Ω+′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(Б.16)

Вычислим теперь матричный элемент от мультипольного оператора 𝒯 (p)
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на угловых RBOA-состояниях (1.26c):⃒⃒⃒⃒⃒
κ+ l
λ

[J]
ΩMJ

⟩
=

∑︁
J+

(−1)−l−λCJ+Ω+

l−λ JΩ

⃒⃒⃒⃒⃒
κ+J+l

[J]
MJ

⟩
. (Б.17)

Здесь и далее в этом разделе для простоты считаем, как указано в замеча-

нии после формулы (1.23), что остов описывается схемой связи, промежуточ-

ной между случаями Гунда a+и c+, так что κ+ = {Ω+}. Используя (Б.16), имеем

(суммы по Ω+,Ω+′ — формальные, т.к. соответствующие проекции принимают

лишь одно фиксированное значение при фиксированных λ, λ′,Ω,Ω′):⟨
κ+ l
λ

[J]
ΩMJ

⃒⃒⃒⃒⃒
𝒯 (p)

⃒⃒⃒⃒⃒
κ+′ l′

λ′
[J]

Ω′MJ
′

⟩
= δκ+,κ+′δΩ,Ω′δMJ ,MJ

′

×
∑︁

J+,J+′,Ω+,Ω+′

(−1)−l−λCJ+Ω+

l−λ JΩ(−1)−l′−λ′CJ+′Ω+′

l′−λ′ JΩ

⟨
κ+J+l

[J]
MJ

⃒⃒⃒⃒⃒
𝒯 (p)

⃒⃒⃒⃒⃒
κ+′J+′l′

[J]
MJ

⟩

= (−1)l+λ+l′+λ′
√︀

(2l + 1)(2l′ + 1)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ l p l′

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠∑︁
κ

Tp,κS2, (Б.18)

где

S2 =
∑︁

J+,J+′,Ω+,Ω+′

(−1)J++J+′−J+Ω+
√︀

(2J+ + 1)(2J+′ + 1)

×

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ J+ p J+′

−Ω+ κ Ω+′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ J+ p J+′

l′ J l

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭CJ+Ω+

l−λ JΩCJ+′Ω+′

l′−λ′ JΩ. (Б.19)

Пользуясь симметрией 6 j-символа и переставляя в (Б.19) первый и второй

столбец 3 j-символа с последующим выражением его через коэффициент Клеб-

ша–Гордана согласно (Б.7):⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ J+ p J+′

−Ω+ κ Ω+′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = (−1)J++J+′+p

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ J+ p J+′

Ω+ −κ −Ω+′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
(−1)J++J+′+p

(−1)p−J+−Ω+′

CJ+′Ω+′

J+Ω+ p−κ
√

2J+′ + 1
,

(Б.20)
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запишем (Б.19) в виде

S2 =
∑︁

J+,J+′,Ω+,Ω+′

(−1)−J+−J+′+J−Ω+
√︀

(2J+ + 1)(−1)2J++J+′+Ω+′

CJ+′Ω+′

J+Ω+ p−κ,

×

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ J+′ l′ J

l J+ p

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭CJ+Ω+

l−λ JΩCJ+′Ω+′

l′−λ′ JΩ. (Б.21)

Сумму по J+′,Ω+′ вычислим с помощью формулы [559, (8.8.5.33)]

∑︁
cγ

(−1)2e−d+α+ϕ
√︀

(2a + 1)(2e + 1)Ccγ
f−ϕ bβC

cγ
eε a−α

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ c f b

d e a

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ = Ceε
bβ dδC

aα
fϕ dδ,

(Б.22)

полагая в ней {a, α} = {p, κ}, {b, β} = {J,Ω}, {c, γ} = {J+′,Ω+′}, {d, δ} = {l,−λ},

{e, ε} = {J+,Ω+}, { f , ϕ} = {l′, λ′}:

(−1)2J+−l+λ′+κ
√︀

(2p + 1)(2J+ + 1)
∑︁

J+′,Ω+′

CJ+′Ω+′

l′−λ′ JΩCJ+′Ω+′

J+Ω+ p−κ

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ J+′ l′ J

l J+ p

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
= CJ+Ω+

JΩ l−λC
pκ
l′λ′ l−λ. (Б.23)

С учётом Ω+ − Ω+′ = κ, соотношения (Б.23) и перестановочных свойств

коэффициентов Клебша–Гордана выражение (Б.21) примет вид

S2 =
1√︀

2p + 1

∑︁
J+,Ω+

(−1)J++J+Ω+−Ω+′

(−1)2J+−l+λ′+κ CJ+Ω+

l−λ JΩCJ+Ω+

JΩ l−λC
pκ
l′λ′ l−λ

=
1√︀

2p + 1

∑︁
J+,Ω+

(−1)J−J++l−λ′CJ+Ω+

l−λ JΩ(−1)J+−J−lCJ+Ω+

l−λ JΩ

× (−1)l′−l+κ
√︀

2p + 1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ l′ l p

λ′ −λ κ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= (−1)l′−l−λ′+κ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ l p l′

−λ κ λ′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (Б.24)



306

С учётом целости l′ окончательно получаем из (Б.18) и (Б.24):⟨
κ+ l
λ

[J]
ΩMJ

⃒⃒⃒⃒⃒
𝒯 (p)

⃒⃒⃒⃒⃒
κ+′ l′

λ′
[J]

Ω′MJ
′

⟩
= δκ+,κ+′δΩ,Ω′δMJ ,MJ

′

× (−1)λ
√︀

(2l + 1)(2l′ + 1)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ l p l′

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠∑︁
κ

Tp,κ(−1)κ
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ l p l′

−λ κ λ′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (Б.25)

Результат (Б.25), разумеется, может немедленно быть получен в связан-

ной с остовом системе (ξ, η, ζ), в которой

𝒯 (p) =

√︃
4π

2p + 1

∑︁
κ

(−1)κTp,κYp,−κ(ϑ, ϕ), (Б.26)

если использовать в этой системе для RBOA-состояний
⃒⃒⃒⃒
κ+ l

λ
[J]

ΩMJ

⟩
выраже-

ние (1.26c) вместо (Б.17) и заметить, что матричный элемент от 𝒯 (p) диа-

гонален по остовным квантовым числам κ+ и проекциям MJ,Ω всей молекулы

в целом, а его зависимость от λ, l, λ′, l′ определяется формулой (Б.9).

Вычислим теперь частные случаи матричных элементов (Б.25) и (Б.16)

для дипольного (p = 1) и квадрупольного дипольного (p = 2) операторов.

Будем считать остов симметрическим волчком, для которого выполняются со-

отношения (Б.4).

Диагональный по κ+,MJ,Ω матричный элемент (Б.25) для p = 1 отличен

от нуля лишь при l′ = l ± 1:

⟨
l
λ

[J]
ΩMJ

⃒⃒⃒⃒⃒
P1(cosϑ)

⃒⃒⃒⃒⃒
l′

λ

[J]
ΩMJ

⟩
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√︃
l2 − λ2

(2l − 1)(2l + 1)
, l′ = l − 1,

√︃
(l + 1)2 − λ2

(2l + 1)(2l + 3)
, l′ = l + 1;

(Б.27)
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а для p = 2 принимает значения

⟨
l
λ

[J]
ΩMJ

⃒⃒⃒⃒⃒
P2(cosϑ)

⃒⃒⃒⃒⃒
l′

λ

[J]
ΩMJ

⟩
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

3
√︀

(l + 1)2 − λ2
√︀

(l + 2)2 − λ2

2(2l + 3)
√

(2l + 5)(2l + 1)
, l′ = l + 2,

l(l + 1) − 3λ2

(2l − 1)(2l + 3)
, l′ = l,

3
√

l2 − λ2
√︀

(l − 1)2 − λ2

2(2l − 1)
√

(2l + 1)(2l − 3)
, l′ = l − 2;

(Б.28)

Вычислим отдельно матричный элемент (Б.16), диагональный по κ+,Ω+, J+.

С учётом явного выражения для 3 j-символа⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ J+ 1 J+

−Ω+ 0 Ω+

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
Ω+(−1)J+−Ω+

√
J+(J+ + 1)(2J+ + 1)

(Б.29)

получим⟨
κ+J+l

[J]
MJ

⃒⃒⃒⃒⃒
(d · r)

r3

⃒⃒⃒⃒⃒
κ+J+l′

[J]
MJ

⟩
=

d
r2

Ω+(−1)−J+−J

√
J+(J+ + 1)

√︀
(2J+ + 1)(2l + 1)(2l′ + 1)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ l 1 l′

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ J+ 1 J+

l′ J l

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
d Ω+

2r2

√︀
l2 − (J − J+)2

√︀
(J + J+ + 1)2 − l2

J+(J+ + 1)
√

(2l − 1)(2l + 1)
, l′ = l − 1,

d Ω+

2r2

√︀
(l + 1)2 − (J − J+)2

√︀
(J + J+ + 1)2 − (l + 1)2

J+(J+ + 1)
√

(2l + 1)(2l + 3)
, l′ = l + 1

(Б.30)

=
Ω+d
r2

√
(2J+ + 1)(2l + 1)
√

J+(J+ + 1)
Cl′0

l0 10W
(︀
J+1Jl; J+l′

)︀
, (Б.31)

где величина Ω+ определяется формулой (1.99), а вариант (Б.31) дан для срав-

нения с [91, (27)].
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Приложение В

Новая формула суммирования коэффициентов

Клебша–Гордана

Докажем формулу суммирования для коэффициентов Клебша–Гордана∑︁
kκ

k(k + 1)
[︁
Ckκ

j1−ω1 j2ω2

]︁2
= j1( j1 + 1) − 2ω1ω1 + j2( j2 + 1), (В.1)

которая не встречается в литературе.

Воспользовавшись формулой [559, (8.8.5.34)]∑︁
cγ

(−1)c+d−β−ϕ(2d + 1)Ccγ
aα bβC

cγ
f−ϕ eε

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ a b c

e f d

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ = Cdδ
aα fϕC

dδ
b−β eε, (В.2)

положим в ней {a, α} = { j1,−ω1}, {b, β} = { j2, ω2}, {c, γ} = {k, κ}, {d, δ} = {1, 0},

{e, ε} = { j2, ω2}, { f , ϕ} = { j1, ω1}:

3
∑︁
kκ

(−1)k+1−ω2−ω1
[︁
Ckκ

j1−ω1 j2ω2

]︁2

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ k j1 j2

1 j2 j1

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ = C10
j1−ω1 j1ω1

C10
j2−ω2 j2ω2

. (В.3)

Пользуясь явными выражениями

C10
j−ω jω =

√
3

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ j j 1

−ω ω 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
ω(−1)1− j−ω

G( j)
, (В.4)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ k j1 j2

1 j2 j1

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ = (−1)1+k+ j1+ j2 j1( j1 + 1) + j2( j2 + 1) − k(k + 1)
2G( j1)G( j2)

(В.5)

G( j) =
√︀

j( j + 1)(2 j + 1), (В.6)

перепишем (В.3) в виде

ω1ω2

G( j1)G( j2)
=

∑︁
kκ

(−1)1+k+ j1+ j2
[︁
Ckκ

j1−ω1 j2ω2

]︁2

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ k j1 j2

1 j2 j1

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
=

j1( j1 + 1)
∑︀
kκ

[︁
Ckκ

j1−ω1 j2ω2

]︁2
+ j2( j2 + 1)

∑︀
kκ

[︁
Ckκ

j1−ω1 j2ω2

]︁2
−

∑︀
kκ

k(k + 1)
[︁
Ckκ

j1−ω1 j2ω2

]︁2

2G( j1)G( j2)
,
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откуда, в силу соотношения ортогональности
∑︀

kκ

[︁
Ckκ

j1−ω1 j2ω2

]︁2
= 1, непосред-

ственно получаем требуемое равенство (В.1)
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Приложение Г

Задача на собственные значения безконечной

трёхдиагональной матрицы

Г.1. Постановка задачи

Рассмотрим трёхчленное рекуррентное соотношение

Q−l an,l−1 + γlan,l + Q+
l+1an,l+1 = hnan,l, (Г.1a)

которое при наложении краевых условий

an,l=|λ|−1 = an,l=+∞ = 0 (Г.1b)

можно трактовать как задачу на собственные значения

Qan =

∞∑︁
l′=|λ|

Ql l′an,l′ = hnan, an =
{︀
an,l

}︀
, l = |λ|, |λ| + 1, . . . (Г.2)

для безконечномерной трёхдиагональной матрицы

Ql l′ = Q−l δl−1,l′ + γlδl,l′ + Q+
l+1δl+1,l′. (Г.3)

Индекс n ≥ |λ| нумерует собственные значения hn в порядке возрастания (на

языке квантовой механики l является индексом представления, а n — индексом

состояния).

Для удобства будем в дальнейшем рассматривать соотношение

hnan,l = −2dβlan,l−1 + γlan,l − 2dαl+1an,l+1, (Г.4)

получающееся из (Г.1a), если в коэффициентах Q± ввести явную зависимость

от параметра d, который при получении многих результатов этого раздела бу-

дет считаться малым (условия этой малости обсуждаются ниже):

Q−l = −2dβl, Q+
l+1 = −2dαl+1. (Г.5)
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Выбор коэффициента −2 в (Г.5), как и выбор нумерации начиная с l = |λ|

в (Г.2) связан с приложением к диполь-сферическим функциям (1.40b), когда

элементы матрицы (Г.3) имеют вид

αl = βl =

[︃
l2 − λ2

4l2 − 1

]︃1/2

, γl = l(l + 1); n = {`, λ}. (Г.6)

В молекулярной физике соотношения, подобные (Д.1a), возникают, на-

пример, при анализе спектра асимметричного волчка [560, §18] или симмет-

ричного волчка во внешнем поле [22]. В последнем случае рассматривалась

трёхдиагональная матрица с постоянными (не зависящими от индекса пред-

ставления l) элементами, а в первом случае — матрица со слабо зависящи-

ми от l элементами, что соответствует квазиклассическому приближению в

l-представлении. Однако, такое приближение оправдано лишь для больших l,

когда (Г.6) упрощается до

αl = βl =
1
2
, γl = l2. (Г.7)

Известно [561], что всякое трёхчленное рекуррентное соотношение (Г.4)

допускает решение в виде некоторого семейства ортогональных полиномов,

через корни которых выражаются собственные значения hn. Однако (Г.4) ни

в квазиклассическом случае (Г.7), ни, тем более, в исходном случае (Г.6) не

сводится к известным рекуррентным соотношениям для классических ортого-

нальных полиномов ни непрерывной, ни дискретной переменной [562, Табл.3–5].

Квазиклассический случай (Г.7) близок к рекуррентному соотношению для ко-

эффициентов Фурье-разложения функций Матье [563, Гл.16.2].

Следует заметить, что квазиклассическое приближение представляется

недостаточным для приложений к диполь-сферическим функциям. Во-первых,

зачастую интерес представляют состояния с относительно невысокими `, для

которых определяющий вклад даётся невысокими же значениями l. Во-вто-

рых, в квазиклассическом приближении (Г.7) полностью теряется информация
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о проекции λ, существенно влияющей на a`λ,l при невысоких l.

В пределе малых d, когда недиагональные элементы матрицы (Г.3) много

меньше диагональных, ⃒⃒⃒⃒⃒
2dαl+1

hn − γl

⃒⃒⃒⃒⃒
≪ 1, n , l; (Г.8a)⃒⃒⃒⃒⃒

2dβl

hn − γl

⃒⃒⃒⃒⃒
≪ 1, n , l; (Г.8b)

решение задачи (Г.4) тривиально:

hn(d→ 0) → γn, (Г.9a)

an,l(d→ 0) → δn,l. (Г.9b)

Заметим, что условие (Г.8) предполагает ограниченность последовательно-

стей, стоящих в левых частях неравенств:

αl+1

h − γl
,

βl

h − γl
∼ O(1), l→ ∞ ∀h. (Г.10)

В последующих разделах данного Приложения исследуются некоторые

общие свойства решения задачи (Г.4) на собственные векторы и собственные

значения: условие ортонормируемости решений, симметрия по отношению к

замене d → −d, представление собственных значений в виде цепных дро-

бей. Основной же задачей данного Приложения является получение прибли-

женных аналитических выражений для собственных векторов и собственных

значений безконечномерных трёхдиагональных матриц (Г.4) в случае малости

параметра d, понимаемой в смысле условий (Г.8).

Для простоты также будем считать спектр невозмущённой задачи (Г.9a)

невырожденным, что эквивалентно требованию попарной различности всех

диагональных элементов матрицы Q:

γl′ , γl′′ при l′ , l′′. (Г.11)
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Г.2. Условие ортонормируемости решений

В случае произвольных d будем рассматривать матрицы Q, для которых

собственные векторы могут быть выбраны ортонормированными:

(an · an′) =
∑︁

l

a
*
n,lan,l′ = δn,n′. (Г.12)

Свойство (Г.12) выполняется, если матрица Q нормальна, т.е. коммутирует со

своей эрмитово-сопряженной матрицей Q†:

QQ
† = Q†Q, т.е.

∑︁
k

Qi kQ
†

k j =
∑︁

k

Q
†

i kQk j. (Г.13)

Пользуясь (Г.3) и (Г.5), выпишем матричные элементы Q и Q†:

Qi j = −2dβiδi−1, j − 2dαi+1δi+1, j + γiδi, j (Г.14a)

Q
†

i j = −2d*β*jδ j−1,i − 2d*α*j+1δ j+1,i + γ*jδ j,i. (Г.14b)

Подставляя (Г.14a) в левую и правую части (Г.13), соответственно имеем∑︁
k

Qi kQ
†

k j =
∑︁

k

(︀
−2dβiδi−1,k − 2dαi+1δi+1,k + γiδi,k

)︀
×

(︀
−2d*β*jδ j−1,k − 2d*α*j+1δ j+1,k + γ*jδ j,k

)︀
= 4|d|2βi β

*
jδi, j + 4|d|2βiα

*
j+1δi−2, j − 2dβi γ

*
jδi−1, j

+ 4|d|2αi+1β
*
jδi+2, j + 4|d|2αi+1α

*
j+1δi, j − 2dαi+1γ

*
jδi+1, j

− 2d*γi β
*
jδi+1, j − 2d*γi α

*
j+1δi−1, j + γi γ

*
jδi, j (Г.15a)∑︁

k

Q
†

i kQk j =
∑︁

k

(︀
−2d*β*kδk−1,i − 2d*α*k+1δk+1,i + γ*kδk,i

)︀
×

(︀
−2dβkδk−1, j − 2dαk+1δk+1, j + γkδk, j

)︀
= 4|d|2β*i+1β j+1δi, j + 4|d|2β*i+1α jδi+2, j − 2d*β*i+1γ jδi+1, j

+ 4|d|2α*i β j+1δi−2, j + 4|d|2α*iα jδi, j − 2d*α*i γ jδi−1, j

− 2dγ*i β j+1δi−1, j − 2dγ*i α jδi+1, j + γ*i γ jδi, j (Г.15b)
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Подставляя (Г.15) в (Г.13) и приравнивая коэффициенты при соответствующих

δ-символах Кронекера, получаем следующую систему уравнений для элемен-

тов матрицы:

при δi−2, j : 4|d|2βiα
*
i−1 = 4|d|2βi−1α

*
i (Г.16a)

при δi−1, j : −2dβi γ
*
i−1 − 2d*γi α

*
i = −2dβi γ

*
i − 2d*γi−1α

*
i (Г.16b)

при δi, j : 4|d|2|βi|
2 + 4|d|2|αi+1|

2 + |γi|
2 = 4|d|2|βi+1|

2 + 4|d|2|αi|
2 + |γi|

2

(Г.16c)

при δi+1, j : −2dαi+1γ
*
i+1 − 2d*γi β

*
i+1 = −2dαi+1γ

*
i − 2d*γi+1β

*
i+1 (Г.16d)

при δi+2, j : 4|d|2αi+1β
*
i+2 = 4|d|2αi+2β

*
i+1 (Г.16e)

Не все уравнения (Г.16) являются независимыми. Уравнение (Г.16e) получает-

ся из уравнения (Г.16a) заменой i → i + 2, поэтому оба эти уравнения можно

заменить одним (Г.17b). Уравнение (Г.16d) получается из уравнения (Г.16b)

заменой i → i + 1 и комплексным сопряжением, поэтому оба эти уравнения

также можно заменить одним (Г.17c). Таким образом условия нормальности

матрицы Q могут быть записаны в виде системы

|βi|
2 + |αi+1|

2 = |βi+1|
2 + |αi|

2 (Г.17a)

αi β
*
i+1 = αi+1β

*
i (Г.17b)

dβi (γ*i−1 − γ
*
i ) = d*α*i (γi−1 − γi ) (Г.17c)

Предположим, что все разности последовательных диагональных элементов Q

отличны от нуля:

γi−1 − γi , 0 ∀i = |λ|, |λ| + 1, . . . (Г.18)

Тогда из (Г.17c) видно, что симметричные относительно главной диагонали

элементы αi и βi одновременно либо равны нулю, либо отличны от нуля, при-
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чем в последнем случае выполняются соотношения

arg βi + argαi + 2 arg d = arg Q+
i + arg Q+

i = 2 arg(γi−1 − γi) (Г.19a)

|βi| = |αi|. (Г.19b)

Если при этом элементы αi+1 и βi+1 одновременно равны нулю, то условие (Г.17b)

выполняется автоматически. Для не равных нулю αi+1 и βi+1 оно (с учётом Г.19)

сводится к

arg βi+1 + argαi+1 = arg βi + argαi (Г.20a)

|βi+1| = |αi+1|. (Г.20b)

Таким образом, условие (Г.13) нормальности матрицы Q может быть за-

писано в виде следующей альтернативы, которая должна выполняться для

всех i = |λ|, |λ| + 1, . . .:

(Г.13)⇔

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
либо αi = βi = 0

либо (Г.19), αi, βi , 0 и αi+1 = βi+1 = 0

либо (Г.19) и (Г.20), αi, βi , 0 и αi+1, βi+1 , 0

(Г.21)

Нетрудно видеть, что для трёхдиагональных матриц, у которых разности

между последовательными диагональными элементами вещественны, т.е.

γi−1 − γi ∈ R, (Г.22)

условие (Г.21) нормальности эквивалентно условию самосопряжённости

αi = β*i т.е. Q−i = Q+
i
*
. (Г.23)

Г.3. Поведение решения при замене d→ −d

Выясним поведение решения задачи (Г.4) при изменении знака недиаго-

нальных элементов, т.е. при замене d → −d. Рассмотрим главный характери-



316

стический минор матрицы Q, заканчивающийся строкой с номером l = i + 1:

∆i+1 =

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒⃒

(γ|λ| − h) Q+
|λ|+1 0 0 · · · 0 0 0 0

Q−
|λ|+1 (γ|λ|+1 − h) Q+

|λ|+2 0 · · · 0 0 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 · · · 0 Q−i−1 (γi−1 − h) Q+
i 0

0 0 0 · · · 0 0 Q−i (γi − h) Q+
i+1

0 0 0 · · · 0 0 0 Q−i+1 (γi+1 − h)

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒⃒

(Г.24)

Разлагая ∆i+1 по последней (i + 1-й) строке, получим

∆i+1 = (γi+1 − h)

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
. . . ...

...
...

· · · Q−i−1 (γi−1 − h) Q+
i

· · · 0 Q−i (γi − h)

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

+ Q−i+1

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
. . . ...

...
...

· · · Q−i−1 (γi−1 − h) 0

· · · 0 Q−i Q+
i+1

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ , (Г.25)

что приводит к рекуррентному соотношению (ср. [564], формула (13.2)):

∆i+1 = (γi+1 − h)∆i − Q−i+1Q+
i+1∆i−1 = (γi+1 − h)∆i − d

2αi+1βi+1∆i−1. (Г.26a)

Вместе с начальными условиями

∆|λ|−1 = 0, ∆|λ| = γ|λ| − h (Г.26b)

разностная задача (Г.26) определяет ∆i для произвольного i ≥ |λ|. В свою оче-

редь, спектр собственных значений hn задачи (Г.4) есть множество корней де-

терминантного уравнения

∆∞(h) = 0 (Г.27)

(предполагаются, что выполнены соответствующие условия сходимости). По-

скольку задача (Г.26) не меняется при замене d→ −d, то не меняется и спектр
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матрицы Q:

hn(d) = hn(−d). (Г.28)

Таким образом, собственные значения hn(d) задачи (Г.4) суть чётные функции

параметра d.

Исследуем теперь подведение собственных векторов an,l(d) задачи (Г.4)

при замене d→ −d. В силу нормировки собственных векторов, их компоненты

при такой замене могут лишь измениться на фазовый множитель:

an,l(−d) = eiΞn,lan,l(d). (Г.29)

Подставляя (Г.29) в (Г.4) с d→ −d и учитывая (Г.28), получим

− eiΞn,l−1 = −eiΞn,l+1 = eiΞn,l. (Г.30)

Опуская произвольное чётное слагаемое, можно написать решение (Г.30) в

виде

Ξn,l = Ξn,0 + l, (Г.31)

где Ξ0,l можно определить из условия непрерывного сшивания an,l(±d) при d =

0 и l = n (Г.9b):

eΞn,0+n = 1, (Г.32)

откуда, снова опуская произвольное чётное слагаемое, получаем Ξn,0 = −n, т.е.

an,l(−d) = (−1)n−l
an,l(d). (Г.33)
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Г.4. Представления в виде непрерывных дробей

Считая все недиагональные элементы αl, βl отличными от нуля, запи-

шем (Г.4) в виде

an,l

an,l+1
=

2dαl+1

γl − hn − 2dβl
an,l−1

an,l

, (Г.34a)

an,l

an,l−1
=

2dβl

γl − hn − 2dαl+1
an,l+1

an,l

. (Г.34b)

Для начального l = |λ| в (Г.34a) следует положить an,|λ|−1 = 0 и/или βl = 0:

an,|λ|

an,|λ|+1
=

2dα|λ|+1

γ|λ| − hn
⇒ γ|λ| − hn = 2dα|λ|+1

an,|λ|+1

an,|λ|
. (Г.35)

Последовательно применяя (Г.34b), запишем (Г.35) в виде непрерывной дроби:

γ|λ| − h =
(2d)2α|λ|+1β|λ|+1

γ|λ|+1 − h −
(2d)2α|λ|+2β|λ|+2

γ|λ|+2 − h −

...
. . .
γn−1 − h −

(2d)2αnβn

γn − h − · · ·

или
∞

K
l=|λ|

(︁
−(2d)2αl+1βl+1

⧸︁
γl − h

)︁
= 0. (Г.36)

Разложение (Г.36) можно рассматривать как уравнение для нахождения

собственных значений h. Точно такое же уравнение на h может быть получено

из рекуррентного соотношения (Г.26a), если записать его в виде

∆i

∆i−1
=

d2αi+1βi+1

γi+1 − h −
∆i+1
∆i

(Г.37a)

∆i+1

∆i
= γi+1 − h −

d2αi+1βi+1
∆i

∆i−1

(Г.37b)

и применять (Г.37a) последовательно начиная с (Г.26b):

γ|λ| − h =
∆|λ|

∆|λ|−1
. (Г.37c)
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Тот факт, что параметр d входит в (Г.36) квадратично, ещё раз подтверждает

чётность (Г.28) собственных значений h(d) как функций d.

Г.5. Теория возмущений

Будем искать решение (Г.4) в виде разложение по параметру d, который

будем считать малым:

hn =
∑︁
k≥0

d
k
h

(k)
n , (Г.38a)

an,l =
∑︁
k≥0

d
k
a

(k)
n,l . (Г.38b)

Подставляя (Г.38) в (Г.4) и приравнивая члены одинакового порядка k, в

нулевом (k = 0) порядке получаем в соответствии с (Г.9)

h
(0)
n = γn, a

(0)
n,l = δn,l. (Г.39)

Приравнивая члены первого (k = 1) порядка, получаем

γl

(︁
a

(0)
n,l + da

(1)
n,l

)︁
− 2dβl

(︁
a

(0)
n,l−1 + da

(1)
n,l−1

)︁
− 2dαl+1

(︁
a

(0)
n,l+1 + da

(1)
n,l+1

)︁
=

(︁
h

(0)
n + dh(1)

n

)︁ (︁
a

(0)
n,l + da

(1)
n,l

)︁
, (Г.40a)

что с помощью (Г.39) даёт:

γna
(1)
n,l + δn,lh

(1)
n = −2dβlδn,l−1 − 2dαl+1δn,l+1 + γla

(1)
n,l . (Г.40b)

При n , l член с δn,lh
(1)
n в (Г.40b) отсутствует и a(1)

n,l можно выразить, разделив

обе части равенства на γn−γl , 0. При n = l из (Г.40b) получаем h(1)
n = 0 в соот-

ветствии с ранее установленной (Г.28) чётностью собственных значений h(d)

как функций d. С учётом этого получаем в первом (k = 1) порядке:

h
(1)
n = 0, a

(1)
n,l = −

2βl

γn − γl
δn+1,l −

2αl+1

γn − γl
δn−1,l. (Г.41)
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Действуя аналогичным образом, получаем уравнение для определения

поправок второго порядка:

2βl

(︃
2βl−1δn+1,l−1

γl−2 − γl−1
+

2αlδn−1,l−1

γl − γl−1

)︃
+ 2αl+1

(︃
2βl+1δn+1,l+1

γl − γl+1
+

2αl+2δn−1,l+1

γl+2 − γl+1

)︃
+ γla

(2)
n,l = γna

(2)
n,l + δn,lh

(2)
n . (Г.42)

Полагая в (Г.42) последовательно n = l и n , l, получаем во втором (k = 2)

порядке:

h
(2)
n =

4αnβn

γn − γn−1
+

4αn+1βn+1

γn − γn+1
(Г.43a)

a
(2)
n,l =

2βl

γn − γl
·

2βl−1

γn − γl−1
δn+2,l +

2αl+1

γn − γl
·

2αl+2

γn − γl+1
δn−2,l. (Г.43b)

Объединяя (Г.39), (Г.41) и (Г.43), запишем разложение (Г.38) с точностью

до второго порядка (k ≤ 2):

hn = γn +
4d2αnβn

γn − γn−1
+

4d2αn+1βn+1

γn − γn+1
+ O(d4), (Г.44a)

an,l = δn,l −
2dβl

γn − γl
δn+1,l −

2dαl+1

γn − γl
δn−1,l

+
4d2βlβl−1δn+2,l

(γn − γl)(γn − γl−1)
+

4d2αl+1αl+2δn−2,l

(γn − γl)(γn − γl+1)
+ O(d3). (Г.44b)

Следует иметь в виду, что в формулах (Г.44) должны быть опущены члены,

содержащие αl, βl или γl c l < |λ|.

Построение высших порядков разложения (Г.38) довольно громоздко. Да-

лее излагается упрощенный вариант теории возмущений, позволяющий полу-

чить в произвольном порядке аналитические результаты, достаточно хорошо

согласующиеся с результатами численного счёта.

Общий характер зависимости an,l(d) при d → 0 легко усматривается из

формулы (Г.44b): поправка порядка dk для an,l возникает при l = n± k, так что

an,l+1

an,l
= o(d) l ≥ n, (Г.45a)

an,l−1

an,l
= o(d) l ≤ n. (Г.45b)
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Ввиду (Г.45) можно пренебречь последними слагаемыми в знаменателях вы-

ражений (Г.34) и записать их в приближенном виде (будем обозначать такое

приближение как PT):

a
(PT)
n,l =

2dαl+1

γl − hn
a

(PT)
n,l+1, |λ| ≤ l ≤ n, (Г.46a)

a
(PT)
n,l =

2dβl

γl − hn
a

(PT)
n,l−1, l ≥ max(n, |λ| + 1). (Г.46b)

Применяя (Г.46a) последовательно для l = n − 1, n − 2, . . . , n − k, получим:

l = n − 1 : a
(PT)
n,n−1 =

2dαn

γn−1 − hn
a

(PT)
n,n ,

l = n − 2 : a
(PT)
n,n−2 =

2dαn−1

γn−2 − hn
a

(PT)
n,n−1 =

(2d)2αn−1αn

(γn−2 − hn)(γn−1 − hn)
a

(PT)
n,n ,

· · · · · ·
... · · · (Г.47a)

l = n − k : a
(PT)
n,n−k =

(2d)kαn−k+1αn−k+2 · · ·αn−1αn

(γn−k − hn)(γn−k+1 − hn) · · · (γn−2 − hn)(γn−1 − hn)
a

(PT)
n,n ,

0 ≤ k ≤ n − |λ|

Применяя (Г.46b) последовательно для l = n + 1, n + 2, . . . , n + k, получим:

l = n + 1 : a
(PT)
n,n+1 =

2dβn+1

γn+1 − hn
a

(PT)
n,n ,

l = n + 2 : a
(PT)
n,n+2 =

2dβn+2

γn+2 − hn
a

(PT)
n,n+1 =

(2d)2βn+2βn+1

(γn+2 − hn)(γn+1 − hn)
a

(PT)
n,n ,

· · · · · ·
... · · · (Г.47b)

l = n + k : a
(PT)
n,n+k =

(2d)kβn+kβn+k−1 · · · βn+2βn+1

(γn+k − hn)(γn+k−1 − hn) · · · (γn+2 − hn)(γn+1 − hn)
a

(PT)
n,n , k ≥ 0

Окончательно имеем для собственных векторов в PT-приближении (k ≥

0):

a
(PT)
n,l≤n = a

(PT)
n,n−k =

a
(PT)
n,n (2d)k

n∏︀
s=n−k+1

αs

n−1∏︀
s=n−k

(γs − hn)
=

a
(PT)
n,n (2d)n−l

n∏︀
s=l+1

αs

n−1∏︀
s=l

(γs − hn)
, (Г.48a)
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a
(PT)
n,l≥n = a

(PT)
n,n+k =

a
(PT)
n,n (2d)k

n+k∏︀
s=n+1

βs

n+k∏︀
s=n+1

(γs − hn)
=

a
(PT)
n,n (2d)l−n

l∏︀
s=n+1

βs

l∏︀
s=n+1

(γs − hn)
. (Г.48b)

Исходя из (Г.39), будем предполагать, что

a
(PT)
n,n = 1. (Г.48c)

Как обычно, все произведения в (Г.48) обращаются в единицу, когда нижний

предел умножения больше верхнего. Отметим также, что выражения (Г.48)

удовлетворяют закону преобразования (Г.33).

Нетрудно видеть, что выражения (Г.44b), полученные ранее в 1-м и 2-м

порядках теории возмущений, являются частным случаем формул (Г.49), ко-

торые получаются из формул (Г.48), если в них положить hn = γn (будем

обозначать такое приближение как PT0):

a
(PT0)
n,l≤n = a

(PT0)
n,n−k =

(2d)k
n∏︀

s=n−k+1
αs

n−1∏︀
s=n−k

(γs − γn)
=

(2d)n−l
n∏︀

s=l+1
αs

n−1∏︀
s=l

(γs − γn)
, (Г.49a)

a
(PT0)
n,l≥n = a

(PT0)
n,n+k =

(2d)k
n+k∏︀

s=n+1
βs

n+k∏︀
s=n+1

(γs − γn)
=

(2d)l−n
l∏︀

s=n+1
βs

l∏︀
s=n+1

(γs − γn)
. (Г.49b)

Вычисленные с помощью (Г.48) и (Г.49) коэффициенты удовлетворяют

соотношениям ортогональности (1.25) лишь приближённо:∑︁
l

a
(PT)
n′,l a

(PT)*
n′′,l = O(d|n

′−n′′|) + O(d|n
′−n′′|+2). (Г.50)

Поскольку, как это видно из (Г.48) и (Г.49), параметром малости построенной

здесь теории возмущений является не просто параметр d, но величины (Г.8),

можно сказать, что соотношение (Г.50) носит лишь чисто асимптотический

характер при d → 0; численные же значения коэффициентов при O(d|n
′−n′′|),
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O(d|n
′−n′′|+2) зависят от n′, n′′ и других параметров, от которых могут зависеть α

и β.

Теперь построим аналогичную теорию возмущений для собственных зна-

чений hn. Умножая рекуррентное соотношение (Г.4) на a*n,l и суммируя по l,

пользуясь условием нормировки

∞∑︁
l=|λ|

|an,l|
2 = 1, (Г.51)

получаем

hn =

∞∑︁
l=|λ|

hn|an,l|
2

= −2d
∞∑︁

l=|λ|+1

βlan,l−1a
*
n,l −2d

∞∑︁
l=|λ|

αl+1an,l+1a
*
n,l +

∞∑︁
l=|λ|

γl|an,l|
2

= −2d
n∑︁

l=|λ|+1

βlan,l−1a
*
n,l −2d

n∑︁
l=|λ|+1

αlan,la
*
n,l−1 (Г.52a)

−2d
∞∑︁

l=n+1

βlan,l−1a
*
n,l −2d

∞∑︁
l=n+1

αlan,la
*
n,l−1 +

∞∑︁
l=|λ|

γl|an,l|
2. (Г.52b)

В PT-приближении (Г.46) имеем

hn = (2d)2
n∑︁

l=|λ|+1

αlβl

⃒⃒⃒
a

(PT)
n,l

⃒⃒⃒2
hn − γl−1

+

n∑︁
l=|λ|+1

(hn − γl−1)
⃒⃒⃒
a

(PT)
n,l−1

⃒⃒⃒2
(Г.52c)

+

∞∑︁
l=n+1

(hn − γl)
⃒⃒⃒
a

(PT)
n,l

⃒⃒⃒2
+(2d)2

∞∑︁
l=n+1

αlβl

⃒⃒⃒
a

(PT)
n,l−1

⃒⃒⃒2
hn − γl

+

∞∑︁
l=|λ|

γl

⃒⃒⃒
an,l

⃒⃒⃒2
.

Вводя

S
(PT)
− (hn) = (2d)2

n∑︁
l=|λ|+1

αlβl

⃒⃒⃒
a

(PT)
n,l

⃒⃒⃒2
hn − γl−1

(Г.53a)

≡ 0, n = |λ|, (Г.53b)

S
(PT)
+ (hn) = (2d)2

∞∑︁
l=n

αl+1βl+1

⃒⃒⃒
a

(PT)
n,l

⃒⃒⃒2
hn − γl+1

, (Г.53c)
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перепишем (Г.52c) в виде

hn = S
(PT)
− (hn) +S

(PT)
+ (hn) +

n−1∑︁
l=|λ|

(hn − γl)
⃒⃒⃒
a

(PT)
n,l

⃒⃒⃒2
+

∞∑︁
l=n+1

(hn − γl)
⃒⃒⃒
a

(PT)
n,l

⃒⃒⃒2
+ (hn − γn)

⃒⃒⃒
a

(PT)
n,n

⃒⃒⃒2
− (hn − γn)

⃒⃒⃒
a

(PT)
n,n

⃒⃒⃒2
+

∞∑︁
l=|λ|

γl

⃒⃒⃒
an,l

⃒⃒⃒2
= S

(PT)
− (hn) +S

(PT)
+ (hn) +

∞∑︁
l=|λ|

(hn − γl)
⃒⃒⃒
a

(PT)
n,l

⃒⃒⃒2
+

∞∑︁
l=|λ|

γl

⃒⃒⃒
an,l

⃒⃒⃒2
− (hn − γn)

= S
(PT)
− (hn) +S

(PT)
+ (hn) + γn. (Г.54)

В последних двух уравнениях (Г.54) мы пренебрегли отличием an,l от a(PT)
n,l

и использовали (Г.51) и (Г.48c).

Соотношение (Г.54) имеет вид неявного уравнения на hn. Запишем явные

выражения для hn в PT0- и PT-приближениях. Вводя

S
(PT0)
− = (2d)2

n∑︁
l=|λ|

αlβl

⃒⃒⃒
a

(PT0)
n,l

⃒⃒⃒2
γn − γl−1

, (Г.55a)

S
(PT0)
+ = (2d)2

∞∑︁
l=n

αl+1βl+1

⃒⃒⃒
a

(PT0)
n,l

⃒⃒⃒2
γn − γl+1

, (Г.55b)

имеем

h
(PT0)
n = γn +S

(PT0)
− +S

(PT0)
+ (Г.56a)

h
(PT)
n = γn +S

(PT)
−

(︂
h

(PT0)
n

)︂
+S

(PT)
+

(︂
h

(PT0)
n

)︂
. (Г.56b)
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Приложение Д

Свойства квантовых чисел и коэффициентов

l-перемешивания в RBOA

Д.1. Приближённые выражения для собственных чисел и

коэффициентов l- перемешивания

В этом разделе на основе результатов Приложения Г будут получены

аналитические приближения для фигурирующих в (1.40) коэффициентов l-пе-

ремешивания a`λ, l и величин η`λ, удовлетворяющих трёхчленному рекуррент-

ному соотношению

−2d
(︀
βla`λ, l−1 + αl+1a`λ, l+1

)︀
=

(︀
η`λ − γl

)︀
a`λ, l, (Д.1a)

αl = βl =

[︃
l2 − λ2

4l2 − 1

]︃1/2

, γl = l(l + 1), (Д.1b)

и краевым условиям

a`λ, l=|λ|−1 = a`λ, l=+∞ = 0, (Д.1c)

т.е. являющихся собственными векторами безконечной трёхдиагональной мат-

рицы соответствующими собственным значениям η`λ (т.е. решениями зада-

чи (1.40) на собственные значения).

Д.1.1. Теория возмущения для коэффициентов l-перемешивания

Д.1.1.1. Коэффициенты a`λ, l(d) в PT-приближении

Получим приближённые выражения для коэффициентов l-перемешивания

в PT-приближении из (Г.48) для RBOA (1.41):

a(PT)
`λ, l (d) =

[︀
P±`λ,l

]︀ 1
2

Π
(PT)±
`λ,l (d)

(2d)|`−l|, l = ` ± k, k ≥ 0; (Д.2a)
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P+
`λ,l =

l∏︁
s=`+1

(s − λ)(s + λ)
(2s − 1)(2s + 1)

, (Д.2b)

Π
(PT)+
`λ,l (d) =

l∏︁
s=`+1

[︀
s(s + 1) − η`λ

]︀
, (Д.2c)

P−`λ,l =
∏̀︁
s=l+1

(s − λ)(s + λ)
(2s − 1)(2s + 1)

, (Д.2d)

Π
(PT)−
`λ,l (d) =

`−1∏︁
s=l

[︀
s(s + 1) − η`λ

]︀
. (Д.2e)

Зависимость Π
(PT)±
`λ,l (d) от дипольного момента выразим через квазиорбиталь-

ное квантовое число с помощью (1.44):

s(s + 1) − η`λ = (s − ˜̀)(s + ˜̀ + 1). (Д.3)

Ниже будут использоваться определение и некоторые свойства символа

Похгаммера:

(c)p = c(c + 1) · · · (c + p − 1) =
Γ(c + p)

Γ(c)
, p ∈ N, −c < N; (Д.4)

(c)p+1 = c(c + 1)p, (Д.5)

(1)p = p! (Д.6)

Вычислим сначала (Д.2a) при l = ` + k, когда l ≥ `. C помощью (Д.2c),

(Д.4) и (Д.3) имеем

`+k∏︁
s=`+1

(s − ˜̀) = (` − ˜̀ + 1)k =
Γ(` − ˜̀ + k + 1)

Γ(` − ˜̀ + 1)
(Д.7a)

`+k∏︁
s=`+1

(s + ˜̀ + 1) = (` + ˜̀ + 2)k =
Γ(` + ˜̀ + k + 2)

Γ(` + ˜̀ + 2)
(Д.7b)

`+k∏︁
s=`+1

(s ± λ) = (` ± λ + 1)k =
(` + k ± λ)!

(` ± λ)!
(Д.7c)

`+k∏︁
s=`+1

(2s − 1) =
(2` + 2k − 1)!!

(2` − 1)!!
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= 2k(` + 1
2)(` + 3

2) · · · (` + k − 1
2) = 2k(` + 1

2)k (Д.7d)
`+k∏︁

s=`+1

(2s + 1) =
(2` + 2k + 1)!!

(2` + 1)!!

= 2k(` + 3
2)(` + 5

2) · · · (` + k + 1
2) = 2k(` + 3

2)k (Д.7e)

Таким образом из (Д.2) и (Д.7) получаем при k ≥ 0:

a(PT)
`λ, `+k(d) =

(2d)k[︀P+
`λ,`+k

]︀ 1
2

(` − ˜̀ + 1)k(` + ˜̀ + 2)k
(Д.8a)

= (2d)k[︀P+
`λ,`+k

]︀ 1
2

Γ(` − ˜̀ + 1)Γ(` + ˜̀ + 2)
Γ(` − ˜̀ + k + 1)Γ(` + ˜̀ + k + 2)

, (Д.8b)

P+
`λ,`+k =

(` + λ + 1)k(` − λ + 1)k

4k(` + 1
2)k(` + 3

2)k
(Д.8c)

=
(` + k + λ)!(` + k − λ)!(2` − 1)!!(2` + 1)!!

(` + λ)!(` − λ)!(2` + 2k − 1)!!(2` + 2k + 1)!!
. (Д.8d)

Вычислим теперь (Д.2a) при l = `−k, когда |λ| ≤ l ≤ `, т.е. k = 0, 1, . . . `−|λ|.

C помощью (Д.2e), (Д.4) и (Д.3) имеем

`−1∏︁
s=`−k

(s − ˜̀) = (` − ˜̀ − k)(` − ˜̀ − k + 1) · · · (` − ˜̀ − 2)(` − ˜̀ − 1)

= (−1)k( ˜̀ − ` + k)( ˜̀ − ` + k − 1) · · · ( ˜̀ − ` + 2)( ˜̀ − ` + 1)

= (−1)k( ˜̀ − ` + 1)k = (−1)k Γ( ˜̀ − ` + k + 1)
Γ( ˜̀ − ` + 1)

(Д.9a)

`−1∏︁
s=`−k

(s + ˜̀ + 1) = (−1)k(− ˜̀ − `)k

= (` + ˜̀ + 1 − k)(` + ˜̀ + 2 − k) · · · (` + ˜̀ − 1)(` + ˜̀)

=
Γ(` + ˜̀ + 1)

Γ(` − k + ˜̀ + 1)
(Д.9b)

∏̀︁
s=`−k+1

(s ± λ) = (` − k + 1 ± λ)(` − k + 2 ± λ) · · · (` − 1 ± λ)(` ± λ)

=
(` ± λ)!

(` − k ± λ)!
= (−1)k(∓λ − ` + k − 1)(∓λ − ` + k − 2) · · · (∓λ − ` − 1)(∓λ − `)

= (−1)k(∓λ − `)k (Д.9c)
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∏̀︁
s=`−k+1

(2s − 1) = (2` − 2k + 1)(2` − 2k + 3) · · · (2` − 3)(2` − 1)

=
(2` − 1)!!

(2` − 2k − 1)!!
= (−2)k(k − ` − 1

2)(k − ` − 3
2) · · · (3

2 − `)(
1
2 − `)

= (−2)k(1
2 − `)k (Д.9d)∏̀︁

s=`−k+1

(2s + 1) = (2` − 2k + 3)(2` − 2k + 5) · · · (2` − 1)(2` + 1)

=
(2` + 1)!!

(2` − 2k + 1)!!
= (−2)k(k − ` − 3

2)(k − ` − 5
2) · · · (1

2 − `)(−
1
2 − `)

= (−2)k(−1
2 − `)k (Д.9e)

Таким образом из (Д.2) и (Д.9) получаем при 0 ≤ k ≤ ` − |λ|:

a(PT)
`λ, `−k(d) =

(2d)k[︀P−`λ,`−k
]︀ 1

2

( ˜̀ − ` + 1)k(− ˜̀ − `)k
(Д.10a)

= (−2d)k[︀P−`λ,`−k
]︀ 1

2
Γ( ˜̀ − ` + 1)Γ( ˜̀ + ` − k + 1)
Γ( ˜̀ − ` + k + 1)Γ( ˜̀ + ` + 1)

, (Д.10b)

P−`λ,`−k =
(λ − `)k(−λ − `)k

4k(1
2 − `)k(−1

2 − `)k
(Д.10c)

=
(` + λ)!(` − λ)!(2` − 2k − 1)!!(2` − 2k + 1)!!
(` − k + λ)!(` − k − λ)!(2` − 1)!!(2` + 1)!!

. (Д.10d)

Д.1.1.2. Коэффициенты a`λ, l(d) в PT0-приближении

В соответствии с (Г.49), переход от PT-приближения к PT0-приближению

будет осуществляться предельным переходом d → 0 в η`λ, т.е. путём замены

˜̀→ `. (Д.11)

Проводя такую замену в (Д.8) и (Д.10), получим

a(PT0)
`λ, `+k(d) =

(2d)k[︀P+
`λ,`+k

]︀ 1
2

(1)k(2` + 2)k
=

(2d)k[︀P+
`λ,`+k

]︀ 1
2 (2` + 1)!

k!(2` + k + 1)!
, k ≥ 0; (Д.12a)
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a(PT0)
`λ, `−k(d) =

(2d)k[︀P−`λ,`−k
]︀ 1

2

(1)k(−2`)k
=

(−2d)k[︀P−`λ,`−k
]︀ 1

2 (2` − k)!

k!(2`)!
, 0 ≤ k ≤ ` − |λ|.

(Д.12b)

Величины P±`λ,`±k, входящие в (Д.12), определяются теми же формулами, что и

в (Д.8) и (Д.10), поскольку эти величины не затрагиваются заменой (Д.11).

Следует отметить, что символ Похгаммера (−2`)k в знаменателе (Д.12b)

обращается в ноль при k = 2` + 1, 2` + 2, . . .. Однако уже при меньших k = ` −

|λ|, `−|λ|+1 . . . величины a(PT0)
`λ, `−k(d) обращаются в нуль из-за наличия множителя

(` − k + |λ|)!(` − k − |λ|)! в знаменателе (Д.10d), ибо факториал стремится к

бесконечности при стремлении своего аргумента к отрицательному целому

числу. Выражения (Д.10a) и (Д.12b) используются лишь при 0 ≤ k ≤ ` − |λ|.

Д.1.2. Асимптотика l→ ∞ для коэффициентов l-перемешивания

Исследуем выражения (1.49) и (1.51) для коэффициентов l-перемешивания

при больших l→ ∞. Для этого заменим входящие в них факториалы и гамма-

функции асимптотическими выражениями, получаемыми по формуле Стир-

линга [463]

ln Γ(z + α) = (z + α − 1
2) ln z − z + 1

2 ln(2π) + O
(︀1

z
)︀
, (Д.13)

где значения z и α будем выбирать так, чтобы обеспечить условие z ≥ 1, когда

асимптотическая аппроксимация (Д.13) даёт погрешность не более 8%.

Сначала запишем асимптотику величины

P`λ,l =
(l + λ)!(l − λ)!
(` + λ)!(` − λ)!

2l + 1
2` + 1

[︃
(2` + 1)!!
(2l + 1)!!

]︃2

, (Д.14)

входящей как в (1.49), так и в (1.51). Пользуясь формулой Стирлинга (Д.13) с

α = 0, z = p + 3
2 , p = l или `, запишем

(2p + 1)!! =
2p+1

√
π

Γ

(︂
p + 3

2

)︂
∼ 2p+

3
2

(︂
p + 3

2

)︂p+1
e−

(︀
p+

3
2
)︀
. (Д.15)
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Аналогично, при α = 0, z = 1 + p ± λ, p = l или `, запишем

(p ± λ)! = Γ(1 + p ± λ) ∼
√

2π e−(1+p±λ)
(︂
1 + p ± λ

)︂1
2+p±λ

. (Д.16)

Подставляя (Д.15) и (Д.16) в (Д.14), получаем асимптотику

P(AS)
`λ,l = 22(`−l) 2l + 1

2` + 1
(1 + l + λ)

1
2+l+λ(1 + l − λ)

1
2+l−λ

(1 + ` + λ)
1
2+`+λ(1 + ` − λ)

1
2+`−λ

(︂
` + 3

2

)︂2`+2

(︂
l + 3

2

)︂2l+2 , (Д.17)

Теперь запишем асимптотику величин T (PT)±
`λ,l (d), входящих в (1.49). При-

меняем для (1.50) формулу Стирлинга (Д.13) с z = 1+ p± ˜̀, p = l или `, причём

α = 1 для Γ(2 + p + ˜̀) и α = 0 в остальных случаях:

T (AS)+
`λ,l (d) =

(1 + ` − ˜̀)
1
2+`− ˜̀

(1 + ` + ˜̀)
3
2+`+ ˜̀

(1 + l − ˜̀)
1
2+l− ˜̀

(1 + l + ˜̀)
3
2+l+ ˜̀

exp[2(l − `)], l ≥ ` (Д.18a)

T (AS)−
`λ,l (d) =

(1 − ` + ˜̀)
1
2−`+

˜̀
(1 + l + ˜̀)

1
2+l+ ˜̀

(1 + ` + ˜̀)
1
2+`+ ˜̀

(1 − l + ˜̀)
1
2−l+ ˜̀

exp[2(` − l)], |λ| ≤ l ≤ ` (Д.18b)

Здесь введено обозначение AS для асимптотики величин T (PT)
`λ,l (d) в PT-прибли-

жении. По аналогии, переход от AS-приближения к AS0-приближению будет

осуществляться так же, как и переход от PT-приближения к PT0-приближению,

т.е. путём замены ˜̀→ ` (или, что то же, d → 0) в величинах T (AS)
`λ,l (d):

T (AS0)+
`λ,l =

(2` + 1)2`+3
2 exp[2(l − `)]

(1 + l − `)
1
2+l−`(1 + l + `)

3
2+l+`

, l ≥ ` (Д.19a)

T (AS0)−
`λ,l =

exp[2(` − l)]

(2` + 1)2`+1
2

(1 + l + `)
1
2+l+`

(1 − l + `)
1
2−l+`

, |λ| ≤ l ≤ ` (Д.19b)

Через полученные выше формулы (Д.17), (Д.18) и (Д.19) записываются

асимптотики коэффициентов l-перемешивания в PT-приближении:

a(AS)
`λ, l (d) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ (2d)l−`[︀P(AS)
`λ,l

]︀ 1
2 T (AS)+

`λ,l (d), l ≥ ` (Д.20a)

(−2d)`−l[︀P(AS)
`λ,l

]︀− 1
2 T (AS)−

`λ,l (d), |λ| ≤ l ≤ ` (Д.20b)
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Рис. Д.1. Коэффициенты a`λ, l(d), рассчитанные в асимптотическом AS0-приближении (фор-

мулы (Д.21), точечная кривая) и в асимптотическом AS-приближении (формулы (Д.20), штри-

ховая кривая). Жирные точки — результаты численного решения задачи (1.40)

и в PT0-приближении:

a(AS0)
`λ, l (d) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ (2d)l−`[︀P(AS)
`λ,l

]︀ 1
2 T (AS0)+

`λ,l , l ≥ `. (Д.21a)

(−2d)`−l[︀P(AS)
`λ,l

]︀− 1
2 T (AS0)−

`λ,l , |λ| ≤ l ≤ `. (Д.21b)

В простейшем частном случае ` = λ = 0 с помощью (Д.17) и (Д.19a)

имеем

PAS
00,l = 4−l

(︂3
2

)︂2 (2l + 1)(1 + l)2l+2(︂
l + 3

2

)︂2l+2 ∼
9
2e

4−l;

a(AS0)
00, l (d) =

3(de2)l

√
2e(l + 1)2l+2

(Д.22)

Асимптотическое поведение коэффициентов a`λ, l(d) лучше всего иллю-

стрируется для достаточно больших `, когда в PT0- и в PT-приближении по-

лучаются практически одинаковые результаты. Они показаны на рисунке Д.1

для ` = 9, λ = 0 соответственно точечными и пунктирными линиями; жирны-

ми точками показаны результаты численного решения задачи (1.40).
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Д.1.3. Теория возмущения для собственных чисел

В соответствии с (Г.56) и (Г.54) построение теории возмущений для соб-

ственных чисел сводится к вычислению сумм S(PT)
± .

Вычислим S(PT)
+ по формуле (Г.53c). Подставляя в неё l = ` + k, а также

выражения (1.41) и (Д.3), (Д.8a) и (Д.8c), имеем

S
(PT)
+ =

∞∑︁
l=`

(2d)2 α2
l+1

⃒⃒⃒
a(PT)
`λ, l (d)

⃒⃒⃒2
( ˜̀ − l − 1)( ˜̀ + l + 2)

=

∞∑︁
k=0

(2d)2 α2
`+k+1

⃒⃒⃒
a(PT)
`λ, `+k(d)

⃒⃒⃒2
( ˜̀ − ` − k − 1)( ˜̀ + ` + k + 2)

= −

∞∑︁
k=0

(2d)2 (` + k + 1 − λ)(` + k + 1 + λ)
2(` + k + 1

2) · 2(` + k + 3
2)(` − ˜̀ + k + 1)(` + ˜̀ + k + 2)

×

[︃
dk

(` − ˜̀ + 1)k(` + ˜̀ + 2)k

]︃2 (1 + ` + λ)k(1 + ` − λ)k(︀
` + 1

2
)︀
k
(︀
` + 3

2
)︀
k

= −

∞∑︁
k=0

(` + 1 + λ)k+1(` + 1 − λ)k+1(︀
` + 1

2
)︀
k+1

(︀
` + 3

2
)︀
k+1

×
d2k+2

(` − ˜̀ + 1)k+1(` − ˜̀ + 1)k(` + ˜̀ + 2)k+1(` + ˜̀ + 2)k

= −
(` + 1 + λ)(` + 1 − λ)d2(︀

` + 1
2
)︀(︀
` + 3

2
)︀
(` − ˜̀ + 1)(` + ˜̀ + 2)

∞∑︁
k=0

(1)k

(k)!
d2k (Д.23)

×
(` + 2 + λ)k(` + 2 − λ)k(︀

` + 3
2
)︀
k
(︀
` + 5

2
)︀
k(` − ˜̀ + 2)k(` − ˜̀ + 1)k(` + ˜̀ + 2)k(` + ˜̀ + 3)k

Сумму (Д.23) можно записать через обобщённую гипергеометрическую

функцию:

S
(PT)
+ =

[︀
λ2 − (` + 1)2]︀(2d)2

(2` + 1)(2` + 3)(` − ˜̀ + 1)( ˜̀ + ` + 2)
(Д.24)

× 3F6

(︃
1, 2 + ` − λ, 2 + ` + λ

3
2 + `, 5

2 + `, 2 − ˜̀ + `, 1 − ˜̀ + `, 2 + ˜̀ + `, 3 + ˜̀ + `

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒d2

)︃
Для перехода к (PT0)-приближению нужно положить ˜̀ → ` в форму-

лах (Д.23) и (Д.24). Сокращая (1)k = (l − ˜̀ + 1)k в (Д.23) при ˜̀ = `, получаем

S
(PT0)
− =

[︀
λ2 − (` + 1)2]︀(2d)2

(2` + 1)(2` + 2)(2` + 3) 2F5

(︃
2 + ` − λ, 2 + ` + λ

3
2 + `, 5

2 + `, 2, 2` + 3, 2` + 2

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒d2

)︃
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Вычислим теперь S(PT)
− по формуле (Г.53a). Подставляя в неё l = ` − k, а

также выражения (1.41) и (Д.3), (Д.10a) и (Д.10c), имеем

S
(PT)
− =

∑̀︁
l=|λ|+1

(2d)2 α2
l

⃒⃒⃒
a(PT)
`λ, l (d)

⃒⃒⃒2
( ˜̀ − l + 1)( ˜̀ + l)

=

`−|λ|−1∑︁
k=0

(2d)2 α2
`−k

⃒⃒⃒
a(PT)
`λ, `−k(d)

⃒⃒⃒2
( ˜̀ − ` + k + 1)( ˜̀ + ` − k)

=

`−|λ|−1∑︁
k=0

(2d)2 (` − k − λ)(` − k + λ)
(2` − 2k − 1)(2` − 2k + 1)( ˜̀ − ` + k + 1)( ˜̀ + ` − k)

×

[︃
dk

( ˜̀ − ` + 1)k(− ˜̀ − `)k

]︃2 (λ − `)k(−λ − `)k(︀1
2 − `

)︀
k
(︀
−1

2 − `
)︀
k

= −

`−|λ|−1∑︁
k=0

(λ − ` + k)(λ − `)k(−λ − ` + k)(−λ − `)k(︀1
2 − ` + k

)︀(︀1
2 − `

)︀
k
(︀
−1

2 − ` + k
)︀(︀
−1

2 − `
)︀
k

×
d2k+2

( ˜̀ − ` + k + 1)
[︀
( ˜̀ − ` + 1)k

]︀2(− ˜̀ − ` + k)
[︀
(− ˜̀ − `)k

]︀2

= −

`−|λ|−1∑︁
k=0

(λ − `)k+1(−λ − `)k+1(︀1
2 − `

)︀
k+1

(︀
−1

2 − `
)︀
k+1

×
d2k+2

( ˜̀ − ` + 1)k+1( ˜̀ − ` + 1)k(− ˜̀ − `)k+1(− ˜̀ − `)k

= −
(λ − `)(−λ − `)d2(︀1

2 − `
)︀(︀
−1

2 − `
)︀
( ˜̀ − ` + 1)(− ˜̀ − `)

∞∑︁
k=0

(1)k

(k)!
d2k (Д.25)

×
(1 + λ − `)k(1 − λ − `)k(︀3

2 − `
)︀
k
(︀1

2 − `
)︀
k(2 + ˜̀ − `)k(1 − ˜̀ − `)k(1 + ˜̀ − `)k(− ˜̀ − `)k

В двух последних равенствах (Д.25) использованы соотношения (Д.5) и (Д.6).

Бесконечный верхний предел суммирования в (Д.25) формален, поскольку при

k ≥ `−|λ| (или, что то же, l ≥ |λ|) произведение (1+λ−`)k(1−λ−`)k обращается

в ноль в силу (Д.4).

Сумму (Д.25) можно записать через обобщённую гипергеометрическую

функцию:

S
(PT)
− =

(`2 − λ2)(2d)2

(2` − 1)(2` + 1)( ˜̀ − ` + 1)( ˜̀ + `)
(Д.26)

× 3F6

(︃
1, 1 − ` − λ, 1 − ` + λ

3
2 − `,

1
2 − `, 2 + ˜̀ − `, 1 − ˜̀ − `, 1 + ˜̀ − `, − ˜̀ − `

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒d2

)︃
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Для перехода к (PT0)-приближению нужно положить ˜̀ → ` в форму-

лах (Д.25) и (Д.26). При этом знаменатель в сумме (Д.25) будет обращаться в

ноль при k ≥ 2`, каковые значения k лежат за пределами интервала суммиро-

вания 0 ≤ k`− |λ| − 1, лишь формально продлённого в (Д.25) до бесконечности

для получения компактной записи (Д.26). Сокращая (1)k = (l − ˜̀ + 1)k в (Д.25)

при ˜̀ = `, получаем

S
(PT0)
− =

(1 − δ`,0)(`2 − λ2)(2d)2

(2` − 1)(2`)(2` + 1) 2F5

(︃
1 − ` − λ, 1 − ` + λ

3
2 − `,

1
2 − `, 2, 1 − 2`, −2`

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒d2

)︃
.

Здесь множитель (1 − δ`,0) указывает на то, что при ` = 0 следует полагать

S
(PT0)
− = 0 в соответствии с (Г.53b).

Д.2. Графики собственных чисел и коэффициентов

l-перемешивания

В данном разделе приводится графическое сравнение различных спосо-

бов вычисления собственных чисел η`λ(d) для различных `, λ как функций ди-

польного момента d, а также коэффициентов l-перемешивания a`λ, l как функ-

ций дипольного момента d и индекса представления l для различных состоя-

ний, обозначаемых индексами `, λ. Представлены следующие способы расчё-

та:

∙ сплошные линии или отдельные жирные точки соответствуют числен-

ному решению задачи (1.40);

∙ точечные линии соответствуют PT0-варианту теории возмущений (фор-

мулы (1.54) для собственных чисел и (1.51) для коэффициентов пере-

мешивания), а также асимптотическому AS0-приближению (Д.21) для

коэффициентов перемешивания;
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∙ пунктирные линии соответствуют PT-варианту теории возмущений (фор-

мулы (1.56) для собственных чисел и (1.49) для коэффициентов переме-

шивания), а также асимптотическому AS-приближению (Д.20) для коэф-

фициентов перемешивания.

Для каждой пары значений индексов состояния `λ приводятся по три

графика коэффициентов a`λ, l(d). На первом из коэффициенты для разных l

представлены как функции дипольного момента d для небольших l в обычном

масштабе, на втором — для более высоких l, когда двойной логарифмический

масштаб хорошо демонстрирует степенную зависимость от дипольного мо-

мента d. На третьем из графиков коэффициенты представлены для разных d

в простом логарифмическом масштабе как функции l. Результаты численно-

го решения задачи (1.40) на этом графике представлены жирными точками и

даны в сравнении с расчётами в асимптотическом AS0-приближении (форму-

лы (Д.21), точечная кривая) и в асимптотическом AS-приближении (форму-

лы (Д.20), штриховая кривая). Указанные формулы формально позволяют для

удобства сравнения представить асимптотические результаты в виде кривых,

хотя изображаемая на этих графиках величина является функцией дискретной

переменной l.

Приведённые графики демонстрируют достаточно хорошую точность вы-

шеуказанных аналитических приближений. В соответствии с условиями (1.42),

согласие аналитических приближений улучшается с уменьшением d при фик-

сированных l, `, λ, а также с ростом l, ` при фиксированном дипольном мо-

менте d. При одинаковых l, ` и d погрешность аналитических приближений

увеличивается с уменьшением λ, что связано с увеличением знаменателя в

формулах (1.42). Как и следовало ожидать, PT-вариант теории возмущений

даёт лучшую точность, чем PT0-вариант практически для всех `, λ, за исклю-

чением случая a10, l с l = 2, 3.
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Рис. Д.2. Собственные числа η`λ(d) для различных `λ.
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Рис. Д.3. Коэффициенты l-перемешивания a`λ, l(d) для ` = 0, λ = 0
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Рис. Д.4. Коэффициенты l-перемешивания a`λ, l(d) для ` = 1, λ = 0
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Рис. Д.5. Коэффициенты l-перемешивания a`λ, l(d) для ` = 1, λ = 1
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Рис. Д.6. Коэффициенты l-перемешивания a`λ, l(d) для ` = 2, λ = 0
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Рис. Д.7. Коэффициенты l-перемешивания a`λ, l(d) для ` = 2, λ = 1
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Рис. Д.8. Коэффициенты l-перемешивания a`λ, l(d) для ` = 2, λ = 2
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Рис. Д.9. Коэффициенты l-перемешивания a`λ, l(d) для ` = 3, λ = 0
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Рис. Д.10. Коэффициенты l-перемешивания a`λ, l(d) для ` = 3, λ = 1
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Рис. Д.11. Коэффициенты l-перемешивания a`λ, l(d) для ` = 3, λ = 2
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Рис. Д.12. Коэффициенты l-перемешивания a`λ, l(d) для ` = 3, λ = 3
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Д.3. Графики диполь-сферических функций 𝒵`λ(ϑ, ϕ = 0)

Рис. Д.13. Диполь-сферические функции
⃒⃒⃒
𝒵`λ(ϑ, ϕ = 0)

⃒⃒⃒2
для ` = 0, λ = 0

Рис. Д.14. Диполь-сферические функции
⃒⃒⃒
𝒵`λ(ϑ, ϕ = 0)

⃒⃒⃒2
для ` = 1, λ = 0
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Рис. Д.15. Диполь-сферические функции
⃒⃒⃒
𝒵`λ(ϑ, ϕ = 0)

⃒⃒⃒2
для ` = 1, λ = 1

Рис. Д.16. Диполь-сферические функции
⃒⃒⃒
𝒵`λ(ϑ, ϕ = 0)

⃒⃒⃒2
для ` = 2, λ = 0
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Рис. Д.17. Диполь-сферические функции
⃒⃒⃒
𝒵`λ(ϑ, ϕ = 0)

⃒⃒⃒2
для ` = 2, λ = 1

Рис. Д.18. Диполь-сферические функции
⃒⃒⃒
𝒵`λ(ϑ, ϕ = 0)

⃒⃒⃒2
для ` = 2, λ = 2
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Рис. Д.19. Диполь-сферические функции
⃒⃒⃒
𝒵`λ(ϑ, ϕ = 0)

⃒⃒⃒2
для ` = 3, λ = 0

Рис. Д.20. Диполь-сферические функции
⃒⃒⃒
𝒵`λ(ϑ, ϕ = 0)

⃒⃒⃒2
для ` = 3, λ = 1
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Рис. Д.21. Диполь-сферические функции
⃒⃒⃒
𝒵`λ(ϑ, ϕ = 0)

⃒⃒⃒2
для ` = 3, λ = 2

Рис. Д.22. Диполь-сферические функции
⃒⃒⃒
𝒵`λ(ϑ, ϕ = 0)

⃒⃒⃒2
для ` = 3, λ = 3



352

Приложение Е

Матричные элементы в кулоноподобном

приближении

Как хорошо известно, радиальное движение электрона в чисто-кулонов-

ском (или водородоподобном) потенциале описывается уравнением Шрёдин-

гера

ĤCRC(r) = εC
n RC(r), (Е.1)

ĤC = −
h̄2

2r2

∂

∂r

(︃
r2 ∂

∂r

)︃
+

l(l + 1)
2r2 −

Z
r
, 0 < r < ∞, (Е.2)

собственные значения которого выражаются формулой Ридберга (1.2):

εC
n = −

Z2

2n2 , где (Е.3)

n = nr + l + 1 (Е.4)

— эффективное главное квантовое число электрона, nr — радиальное квантовое

число, равное количеству узлов волновой функции RC(r) на полуоси 0 < r <

∞.

В этом разделе будет рассматриваться аналитическая модель для ради-

альных функций электрона, которую, в отличие от чисто-кулоновской (Е.2)

будем называть квазикулоновской или кулоноподобной; часто употребляются

термины “модельный потенциал” Саймонса [205], Фьюса [565] или Кратце-

ра [566]). В качестве радиальных функций в этой квазикулоновской модели

принимаются решения задачи

ĤC-likeR(r) = εR(r), (Е.5)

ĤC-like = −
h̄2

2r2

∂

∂r

(︃
r2 ∂

∂r

)︃
+
`*(`* + 1)

2r2 , 0 < r < ∞ (Е.6)
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с квазикулоновским гамильтонианом (Е.6), отличающимся от чисто-кулонов-

ского (Е.2) добавкой
Bl

2r2 :

ĤC-like = ĤC +
Bl

2r2 . (Е.7)

Для дальнейшего удобства в (Е.6) введено нецелое эффективное орбитальное

число `*, определённое согласно

`*(`* + 1) = Bl + l(l + 1). (Е.8)

При этом будем предполагать отсутствие “падения на центр”, что эквивалент-

но Bl + l(l + 1) > −1
4 [88]. Для “не падающих на центр” состояний эффективное

орбитальное число положительно и

`* > −
1
2
. (Е.9)

Собственные значения ε квазикулоновского гамильтониана выражаются

той же формулой Ридберга:

εnr`* = −
1

2ν2
nr`*

= −
Z2

2
(︀
n*nr`*

)︀2 = −
Z2

2(n − µl)2 , (Е.10)

где, в отличие от чисто-кулоновского случая (Е.3), эффективное главное кван-

товое число

n*nr`*
= Zνnr`* = nr + `* + 1 (Е.11)

нецелое, но радиальное квантовое число nr по-прежнему равно количеству уз-

лов собственной функции R(r) на полуоси 0 < r < ∞. Отметим, что входящий

в формулу Ридберга (1.2) и (Е.10) квантовый дефект

µl = n*nr`*
− n = l − `* (Е.12)

определяется дробной частью эффективного главного (и орбитального) кван-

тового числа.
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Несмотря на отсутствие ясного физического смысла потенциального сла-

гаемого вида
Bl

2r2 для атомов, оно в определённой степени учитывает отличия

реального потенциала от кулоновского (например, многочастичные эффекты),

и “модельный потенциал” (Е.6) успешно используется в атомно-молекулярных

расчётах в течение уже почти столетия [205, 206, 371, 373, 565–571]. Главным

достоинством этой модели является тот факт, что квазикулоновская волновая

функция может быть выражена аналитически через полиномы Лагерра, вы-

рожденную гипергеометрическую функцию 1F1 или функцию Уиттекера M от

переменной z =
2r
νnr`*

[267]:

Rnr`*(r) =
2z`

*

e−z/2

Z
1
2ν2

nr`*

√︃
nr!

Γ(nr + 2`* + 2)
L2`*+1

nr

(︀
z
)︀
; (Е.13a)

=
2z`

*

e−z/2

Z
1
2ν2

nr`*
Γ(2`* + 2)

√︃
Γ(nr + 2`* + 2)

nr!
1F1

(︃
−nr

2`* + 2

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒z
)︃

(Е.13b)

=
2

z Z
1
2ν2

nr`*
Γ(2`* + 2)

√︃
Γ(nr + 2`* + 2)

nr!
MZνnr`* ,`

*+ 1
2

(︀
z
)︀
. (Е.13c)

Выражения (Е.13) отличаются от соответствующих чисто-кулоновских функ-

ций [37] лишь нецелым значением параметра `*.

В этом разделе будут использоваться гипергеометрические функции раз-

ных порядков, поэтому дадим выражение для обобщённой гипергеометриче-

ской функции (см. также определение (Д.4) символа Похгаммера)

pFq

(︃
a1, . . . , ap

b1, . . . , bq

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒z
)︃

=

∞∑︁
k=0

(a1)k . . . (ap)k

(b1)k . . . (bq)k

zk

k!
. (Е.14)

Обратим внимание, что выражение (Е.14) не меняется при любых перестанов-

ках внутри списков параметров {a1, . . . , ap} и {b1, . . . , bq}. Пользуясь определе-

нием вырожденной гипергеометрической функции

1F1

(︃
a
b

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒z
)︃

=

∞∑︁
k=0

(a)k

(b)k

zk

k!
(Е.15)
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как частного случая (Е.14) при p = q = 1, вычислим на функциях (Е.13b)

матричные элементы от степени rs:

⟨︀
nr1`

*
1

⃒⃒⃒
rs
⃒⃒⃒
nr1`

*
2
⟩︀

=

∞∫
0

dr rs+2Rnr1`
*
1
(r)Rnr2`

*
2
(r) (Е.16)

=
1

4(Z1Z2)
1
2

(2/ν1)`
*
1+2

Γ(2`*1 + 2)
(2/ν2)`

*
2+2

Γ(2`*2 + 2)

√︃
Γ(nr1 + 2`*1 + 2)Γ(nr2 + 2`*2 + 2)

nr1! nr2!
(Е.17)

×

∞∑︁
k1,k2=0

(−nr1)k1(2/ν1)k1

k1!(2`*1 + 2)k1

(−nr2)k2(2/ν2)k2

k2!(2`*2 + 2)k2

∞∫
0

dr r`
*
1+`*2+s+2+k1+k2 exp

(︃
−

r
ν1
−

r
ν2

)︃
.

Здесь и далее величины ν1,2 определяются формулой (Е.11). Вычисляя инте-

грал по r
∞∫
0

dr r`
*
1+`*2+s+2+k1+k2 exp

(︃
−
ν1 + ν2

ν1ν2
r
)︃

=

(︃
ν1ν2

ν1 + ν2

)︃`*1+`*2+s+3+k1+k2

Γ
(︀
`*1 + `*2 + s + 3 + k1 + k2

)︀
=

(︃
ν1ν2

ν1 + ν2

)︃`*1+`*2+s+3+k1+k2 (︀
`*1 + `*2 + s + 3

)︀
k1+k2

Γ
(︀
`*1 + `*2 + s + 3

)︀
(Е.18)

и пользуясь выражением двойного гипергеометрического ряда

F2

(︃
a; b1, b2

c1, c2

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒x1, x2

)︃
=

∞∑︁
k1,k2=0

(a)k1+k2

(b1)k1

k1!(c1)k1

(b2)k2

k2!(c2)k2

xk1
1 xk2

2 (Е.19)

через гипергеометрическую функцию Аппеля [288, (5.7.1.7)], получим

⟨︀
Z1ν1nr1`

*
1

⃒⃒⃒
rs
⃒⃒⃒
Z2ν2nr2`

*
2
⟩︀

=
1
4

(︃
ν1ν2

ν1 + ν2

)︃s−1 (︃
2ν1

ν1 + ν2

)︃`*2+2 (︃
2ν2

ν1 + ν2

)︃`*1+2

×

√︃
Γ(nr1 + 2`*1 + 2)Γ(nr2 + 2`*2 + 2)

nr1! nr2! Z1 Z2

Γ
(︀
`*1 + `*2 + s + 3

)︀
Γ(2`*1 + 2)Γ(2`*2 + 2)

× F2

(︃
`*1 + `*2 + s + 3;−nr1,−nr2

2`*1 + 2, 2`*2 + 2

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒ 2ν2

ν1 + ν2
,

2ν1

ν1 + ν2

)︃
. (Е.20)

В силу соотношения (Е.11), из пары параметров {Z, ν} в обкладках матричного

элемента (Е.20) лишь один является независимым.
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Вычислим матричные элементы (Е.20), диагональные по ν1 = ν2 = ν.

Как нетрудно видеть, в этом случае оба аргумента функции Аппеля равны

единице, что позволяет записать её в виде однократной суммы произведений

гамма-функций. Для этого воспользуемся выражением [572, (6.7.2.1)] функции

Аппеля через гипергеометрические функции Гаусса 2F1:

F2

(︃
a; b1, b2

c1, c2

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒x1, x2

)︃
=

∞∑︁
k=0

(a)k(b1)k(b2)k

k!(c1)k(c2)k
xk

1xk
2

× 2F1

(︃
a + k, b1 + k

c1 + k

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒x1

)︃
2F1

(︃
a + k, b2 + k

c2 + k

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒x2

)︃
. (Е.21)

Полагая x1 = x2 = 1 в (Е.21) с учётом выражения [572, (7.3.5.4)] для гипергео-

метрической функции Гаусса от единичного аргумента

2F1

(︃
a,−nr

c

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒1
)︃

=
(c − a)nr

(c)nr

, nr ∈ N (Е.22)

имеем

F2

(︃
a;−nr1,−nr2

c1, c2

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒1, 1

)︃
=

min(nr1,nr2)∑︁
k=0

(a)k(−nr1)k(−nr2)k

k!(c1)k(c2)k

(c1 − a)nr1−k

(c1 + k)nr1−k

(c2 − a)nr2−k

(c2 + k)nr2−k

=

min(nr1,nr2)∑︁
k=0

Γ(a + k)Γ(c1)Γ(c2)(−nr1)k(−nr2)k

k!Γ(a)Γ(c1 + k)Γ(c2 + k)
(Е.23)

×
Γ(c1 − a + nr1 − k)Γ(c1 + k)

Γ(c1 + nr1)Γ(c1 − a)
Γ(c2 − a + nr2 − k)Γ(c2 + k)

Γ(c2 + nr2)Γ(c2 − a)
.

Дальнейшие преобразования проводятся с помощью формулы [288, (1.2.4)]

(см. ткж. [573, Приложение I.2])

Γ(b + m)
Γ(b)

= (−1)m Γ(1 − b)
Γ(1 − b − m)

, m ∈ N, (Е.24)

которая легко выводится из свойства дополнительности гамма-функции

Γ(b) =
π

Γ(1 − b) sin πb
. (Е.25)
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Полагая в (Е.24) сначала m = k − nr1,2 и b = c1,2 − a, а затем m = k и

b = −nr1,2, получим:

Γ(c1,2 − a + nr1,2 − k)
Γ(c1,2 − a)

= (−1)k−nr1,2
Γ(a − c1,2 + 1)

Γ(a − c1,2 + 1 − nr1,2 + k)
, (Е.26a)

(−nr1,2)k =
Γ(k − nr1,2)
Γ(−nr1,2)

= (−1)k Γ(1 + nr1,2)
Γ(1 + nr1,2 − k)

= (−1)k nr1,2!
(nr1,2 − k)!

.(Е.26b)

Подстановка соотношений (Е.26) в (Е.23) даёт

F2
(︀
a;−nr1,−nr2; c1, c2; 1, 1

)︀
=

(−1)nr1+nr2

Γ(a)
Γ(c1) nr1!

Γ(c1 + nr1)
Γ(c2) nr2!

Γ(c2 + nr2)
Γ(a − c1 + 1)Γ(a − c2 + 1) (Е.27)

×

min(nr1,nr2)∑︁
k=0

Γ(a + k)
k!(nr1 − k)!(nr2 − k)!Γ(a − c1 + 1 − nr1 + k)Γ(a − c2 + 1 − nr2 + k)

.

Полагая в (Е.27) a = s + `*1 + `*2 + 3 и c1,2 = 2`*1,2 + 2, получаем из общей форму-

лы (Е.20) выражение для диагональных по ν1 = ν2 = ν матричных элементов:

⟨︀
Z1νnr1`

*
1

⃒⃒⃒
rs
⃒⃒⃒
Z2νnr2`

*
2
⟩︀

=
(−1)nr1+nr2

4
√

Z1Z2

(ν/2)s−1Γ(`*1 + `*2 + s + 3)
√

nr1! nr2!√︀
Γ(nr1 + 2`*1 + 2)Γ(nr2 + 2`*2 + 2)

S(s)

(Е.28a)

S(s) =

min(nr1,nr2)∑︁
k=0

Γ
(︀
`*1 + `*2 + s + 3 + k

)︀
k!(nr1 − k)!(nr2 − k)!Γ

(︀
`*1 + `*2 + s + 3

)︀ (Е.28b)

×
Γ(`*2 − `

*
1 + s + 2)Γ(`*1 − `

*
2 + s + 2)

Γ(`*2 − `
*
1 + s + 2 + k − nr1)Γ(`*1 − `

*
2 + s + 2 + k − nr2)

.

Заметим, что выражение (Е.28) можно также получить, вычисляя интегралы

в диагональных по ν1 = ν2 = ν матричных элементах (Е.16) на функциях

Уиттекера (Е.13c) с помощью формулы [572, (2.19.23.6)]

∞∫
0

xα−1Mν+m+ 1
2 ,ν

(cx)Mσ+n+ 1
2 ,σ

(cx) dx =
(−1)n+mm!Γ(α + ν − σ + 1)

cα(2ν + 1)m(2σ + 1)n
(Е.29)

×

n∑︁
k=0

(︃
n
k

)︃(︃
α − ν + σ

m − k

)︃
Γ(α + ν + σ + k + 1)

Γ(α + ν − σ − n + k + 1)
, Re c < 0, Re(α + ν + σ) > −1,
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в которой следует положить x = r, c = 2/ν, α = s+1, n = nr1 ≤ m = nr2, σ = `*1 +

1
2 , ν = `*2 + 1

2 и воспользоваться определением биномиального коэффициента:(︃
a
k

)︃
=

a(a − 1) · · · (a − k + 1)
k!

= (−1)k (−a)k

k!
=

Γ(a + 1)
k!Γ(a − k + 1)

k = 0, 1, 2, . . .

(Е.30)

C помощью (Е.30) и формулы

(nr − k)! = (−1)k nr!
(−nr)k

, k = 0, 1, 2, . . . nr (Е.31)

сумму (Е.28b) можно записать в виде

S =

min(nr1,nr2)∑︁
k=0

(︃
`*1 + `*2 + s + 2 + k

k

)︃(︃
`*2 − `

*
1 + s + 1

nr1 − k

)︃(︃
`*1 − `

*
2 + s + 1

nr2 − k

)︃
(Е.32a)

=

(︃
`*2 − `

*
1 + s + 1
nr1

)︃(︃
`*1 − `

*
2 + s + 1
nr2

)︃
3F2

(︃
`*1 + `*2 + s + 3,−nr1,−nr2

`*2 − `
*
1 + s + 2 − nr1, `

*
1 − `

*
2 + s + 2 − nr2

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒1
)︃
.

(Е.32b)

Как нетрудно видеть, при одинаковых эффективных зарядах Z1 = Z2 = Z

и эффективных главных квантовых числах Zν = n* = nr1 + `*1 + 1 = nr2 + `*2 + 1

имеем

nr2 − nr1 = `*1 − `
*
2 = ∆ ∈ Z, (Е.33)

причем указанные разности являются целочисленными. При целых отрица-

тельных s это может привести к тому, что гамма-функции в знаменателе (Е.28b)

будут обращаться в безконечность при всех k в силу целых неположительных

значений своих аргументов. Если при этом гамма-функции в числителе (Е.28b)

в безконечность обращаться не будут, то соответствующий матричный эле-

мент обратится в ноль.

Сразу укажем, что необращение в безконечность Γ
(︀
`*1 + `*2 + s + 3 + k

)︀
к

рассматриваемой ситуации отношения не имеет; оно является лишь условием

сходимости интеграла (Е.16):

`*1 + `*2 + s + 3 > 0. (Е.34)
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Исследуем подробнее некоторые достаточные условия для вышеупомя-

нутого обращения матричного элемента (Е.28) в ноль. Для этого без ограниче-

ния общности полагаем nr2 ≥ nr1 и соответственно |`*1−`
*
2| = `*1−`

*
2 = ∆ ≥ 0, так

что сумма в (Е.28b) распространяется на 0 ≤ k ≤ nr1. Запишем с учётом (Е.33)

ту часть общего члена этой суммы, которая включает могущие обращаться в

безконечность гамма-функции:

Γ
(︀
s + 2 − ∆

)︀
Γ
(︀
s + 2 − ∆ + k − nr1

)︀ · Γ
(︀
s + 2 + ∆

)︀
Γ
(︀
s + 2 + k − nr1

)︀ . (Е.35)

Заметим, что первый множитель в выражении (Е.35) не может обращаться в

ноль при всех 0 ≤ k ≤ nr1, т.к. он равен единице при k = nr1. Второй же

множитель в выражении (Е.35) будет обращаться в ноль при всех 0 ≤ k ≤ nr1,

если одновременно целый аргумент гамма-функции в числителе положителен,

а целый аргумент гамма-функции в знаменателе неположителен при k = nr1,

т.е. если одновременно выполнены условия s+2+∆ ≥ 1 и s+2 ≤ 0. Заметим, что

первое из них гарантирует выполнения условия (Е.34) сходимости интеграла

в матричном элементе для “не падающих на центр” состояний (Е.9).

Таким образом, находим достаточное условие обращения матричного эле-

мента (Е.28) в ноль:

⟨︀
Zνnr1`

*
1

⃒⃒⃒
rs
⃒⃒⃒
Zνnr2`

*
2
⟩︀

= 0, если 2 ≤ −s ≤ |`*1 − `
*
2| + 1. (Е.36)

Для целых `*1,2 соотношение (Е.36) было получено Пастернаком и Штернхай-

мером [574] и затем проинтерпретировано в теоретико-групповых терминах

как некое правило отбора, аналогичное теореме Вигнера–Эккарта [575–578].

Как нетрудно видеть, для матричных элементов, диагональных по всем кван-

товым числам (т.е. `*1 = `*2 или ∆ = 0), условие (Е.36) выполняться не может.

Этого следовало ожидать, т.к. в этом случае подынтегральная функция в (Е.16)

неотрицательна (и непрерывна).

Выражения (Е.32) представляют собой суммы 1+max{nr1, nr2} слагаемых.
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Для целых s возможно свести эти выражения к суммам с количеством слага-

емых порядка s, что в случае небольших s позволяет выразить эти суммы в

обозримой аналитической форме. Для этого воспользуемся формулами [572,

(7.4.4.83,82)] преобразования гипергеометрических функций 3F2 от единично-

го аргумента:

3F2

(︃
−m, a, b

c, d

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒1
)︃

= (−1)m (a)m(b)m

(c)m(d)m
3F2

(︃
−m, 1 − c − m, 1 − d − m

1 − a − m, 1 − b − m

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒1
)︃
(Е.37a)

=
(c + d − a − b)m

(c)m
3F2

(︃
−m, d − a, d − b
d, c + d − a − b

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒1
)︃

(Е.37b)

Напомним, что формулы (Е.37) не меняются при перестановках a ↔ b и/или

c ↔ d.

Полагая в (Е.32b) nr1 = m, `*1 +`*2 + s+3 = a, −nr2 = b, `*2−`
*
1 + s+2−nr1 = c,

`*1 − `
*
2 + s + 2 − nr2 = d, получаем с помощью (Е.37a):

S(s) =
Γ(`*2 − `

*
1 + s + 2)

nr1!Γ(`*2 − `
*
1 + s + 2 − nr1)

Γ(`*1 − `
*
2 + s + 2)

nr2!Γ(`*1 − `
*
2 + s + 2 − nr2)

× (−1)nr1
Γ(−nr2 + nr1)

Γ(−nr2)
Γ(`*1 + `*2 + s + 3 + nr1)

Γ(`*1 + `*2 + s + 3)

×
Γ(`*2 − `

*
1 + s + 2 − nr1)

Γ(`*2 − `
*
1 + s + 2)

Γ(`*1 − `
*
2 + s + 2 − nr2)

Γ(`*1 − `
*
2 + s + 2 − nr2 + nr1) 3 f2

=
Γ(`*1 − `

*
2 + s + 2)

(nr2 − nr1)!Γ(`*1 − `
*
2 + s + 2 − nr2 + nr1)

Γ(`*1 + `*2 + s + 3 + nr1)
nr1!Γ(`*1 + `*2 + s + 3) 3 f2

=

(︃
`*1 − `

*
2 + s + 1

nr2 − nr1

)︃(︃
`*1 + `*2 + s + 2 + nr1

nr1

)︃
3 f2 (Е.38a)

3 f2 = 3F2

(︃
−nr1, `

*
1 − `

*
2 − s − 1, `*2 − `

*
1 − s − 1 + nr2 − nr1

−2 − s − `*1 − `
*
2 − nr1, 1 + nr2 − nr1

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒1
)︃
, (Е.38b)

где для преобразования первой дроби в начале второй строчки использована

формула (Е.24) с b = −nr2, m = nr1.

Полагая в (Е.38b) nr1 = m, `*1 − `
*
2 − s − 1 = a, `*2 − `

*
1 − s − 1 + nr2 − nr1 = b,

−`*1 − `
*
2 − s − 2 − nr1 = c, 1 + nr2 − nr1 = d, c + d − a − b = 1 + s − `*1 − `

*
2 − nr1,
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получаем с помощью (Е.37b):

S(s) =

(︃
`*1 − `

*
2 + s + 1

nr2 − nr1

)︃
Γ(`*1 + `*2 + s + 3 + nr1)
nr1!Γ(`*1 + `*2 + s + 3)

×
Γ(−2 − s − `*1 − `

*
2 − nr1)

Γ(−2 − s − `*1 − `
*
2)

Γ(1 + s − `*1 − `
*
2)

Γ(1 + s − `*1 − `
*
2 − nr1) 3 f2

=

(︃
`*1 − `

*
2 + s + 1

nr2 − nr1

)︃
(−1)nr1(−1)nr1

Γ(`*1 + `*2 − s + nr1)
nr1!Γ(`*1 + `*2 − s) 3 f2

=

(︃
`*1 − `

*
2 + s + 1

nr2 − nr1

)︃(︃
`*1 + `*2 − s − 1 + nr1

nr1

)︃
3 f2 (Е.38c)

3 f2 = 3F2

(︃
−nr1, 2 + s + `*1 − `

*
2, 2 + s + nr2 − nr1 + `*2 − `

*
1

1 + s − `*1 − `
*
2 − nr1, 1 + nr2 − nr1

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒1
)︃
, (Е.38d)

где для получения третьей строки формула (Е.24) была использована дважды:

с b = `*1 + `*2 + s + 3 и с 1 − b = 1 + s − `*1 − `
*
2; в обоих случаях m = nr1.

Выражения (Е.38) справедливы для любых s, удовлетворяющих условию

сходимости (Е.34). Предполагая в дальнейших формулах данного раздела це-

лочисленность s, отметим, что условие (Е.36) равенства матричного элемен-

та (Е.28) нулю с очевидностью вытекает из (Е.38a,Е.38c), являясь условием

равенства нулю биномиального коэффициента
(︁
`*1−`

*
2+s+1

nr2−nr1

)︁
. Таким образом, вы-

деляются две области значений s, для которых значения S(s) и, следовательно,

матричного элемента (Е.28) отличны от нуля:

s = p − 1 ≥ −1 (p = s + 1 ≥ 0), (Е.39a)

s = −q − 2 ≥ −2 − ∆ (q = −s − 2 ≥ ∆), (Е.39b)

∆ = |nr2 − nr1| = |`
*
1 − `

*
2| = 0, 1, 2 . . .

Нетрудно заметить, что для s = σ − 1 и для s = −σ − 2 величины S(s)

выражаются через одну и ту же гипергеометрическую функцию

F∆(σ) =

(︃
2`* + ∆ + σ + 1 + nr

nr

)︃
3F2

(︃
−nr,∆ − σ,−σ

−1 − σ − 2`* − ∆ − nr, 1 + ∆

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒1
)︃
, (Е.40)

являющуюся суммой min{nr, σ} слагаемых. Здесь и далее использованы обо-

значения: `*1 = `* + ∆, `*2 = `*, nr1 = nr, nr2 = `* + ∆, ∆ = 0, 1, 2 . . .. С учётом
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соотношения(︃
∆ − q − 1

∆

)︃
=

Γ(∆ − q)
∆!Γ(−q)

= (−1)∆ Γ(1 + q)
∆!Γ(1 + q − ∆)

= (−1)∆

(︃
q
∆

)︃
, (Е.41)

получаемого с помощью формул (Е.30) и (Е.24), имеем

S∆(s) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(︃
p + ∆

∆

)︃
F∆(p), s = p − 1 ≥ −1, (p ≥ 0),

0, −1 − ∆ ≤ s ≤ −2,

(−1)∆

(︃
q
∆

)︃
F∆(q), s = −q − 2 ≤ −2 − ∆, (q ≥ ∆).

(Е.42)

Таким образом получаем из (Е.28) выражение для диагональных по {Z1, ν1} =

{Z2, ν2} = {Z, ν} матричных элементов:

⟨︀
Z, ν, nr, `

*+∆
⃒⃒⃒
rs
⃒⃒⃒
Z, ν, nr+∆, `*

⟩︀
=

(−1)∆(ν/2)s−1S∆(s)Γ(2`* + ∆ + s + 3)
√

nr! (nr + ∆)!

4Z
√︀

Γ(nr + 2`* + ∆ + 2)Γ(nr + 2`* + 2∆ + 2)
.

(Е.43)

Выражения (Е.42) этих матричные элементов через одну и ту же функ-

цию F (Е.40) позволяет установить связь между матричными элементами от

положительных и отрицательных степеней r:⟨︀
Z, ν, nr, `

* + ∆
⃒⃒⃒
r−σ−2

⃒⃒⃒
Z, ν, nr + ∆, `*

⟩︀
=

(−1)∆ (2/ν)2σ+1 (nr!)2 Γ(2`* − σ + ∆ + 1)
(nr + ∆)!(nr − ∆)!Γ(2`* + σ + ∆ + 2)

×
⟨︀
Z, ν, nr, `

* + ∆
⃒⃒⃒
rσ−1

⃒⃒⃒
Z, ν, nr + ∆, `*

⟩︀
,

2`* + ∆ + 1 > s. (Е.44)

Выражение (Е.44) для целых `* было получено, например, в работах [579,

580], авторы которых обобщали соответствующую формулу Пастернака [581]

для ∆ = 0, т.е. для матричных элементов, диагональных по всем квантовым

числам.

Нам понадобятся матричные элементы от небольших отрицательных сте-

пеней r−σ (для σ = 2, 3, 4); они приведены в таблице Е.1. Отметим, что диа-

гональные по всем квантовым числам элементы (т.е. средние значения ⟨rs⟩)

приведены, например, в [582, 583] для довольно широкого набора s.
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Таблица Е.1. Матричные элементы (Е.43) от r−σ для σ = 2, 3, 4 и ∆ ≥ 0 (для значений ∆,

отсутствующих в таблице, матричный элемент равен нулю). Эффективное главное квантовое

число n* = nr +`*+∆+1, эффективное орбитальное квантовое число `* > max{− 1
2 ,

1
2 (σ−∆−3)}.

σ ∆
⟨︀
Z, ν, nr, `

* + ∆
⃒⃒⃒
r−σ

⃒⃒⃒
Z, ν, nr + ∆, `*

⟩︀
2 0

Z2

(n*)3 (︀
`* + 1

2
)︀ (Е.45a)

3 0
Z3

2(n*)3 `*
(︀
`* + 1

2
)︀(︀
`* + 1

)︀ (Е.45b)

3 1
Z3

√︀
(n*)2 − (`* + 1)2

2(n*)4 (︀
`* + 1

2
)︀(︀
`* + 1

)︀(︀
`* + 3

2
)︀ (Е.45c)

4 0
Z4[︀3(n*)2 − `*(`* + 1)

]︀
2(n*)5 (︀

`* − 1
2
)︀
`*

(︀
`* + 1

2
)︀(︀
`* + 1

)︀(︀
`* + 3

2
)︀ (Е.45d)

4 1
Z4

√︀
(n*)2 − (`* + 1)2

(n*)4 `*
(︀
`* + 1

2
)︀(︀
`* + 1

)︀(︀
`* + 3

2
)︀(︀
`* + 2

)︀ (Е.45e)

4 2
Z4

√︀
(n*)2 − (`* + 2)2

√︀
(n*)2 − (`* + 1)2

4(n*)5 (︀
`* + 1

2
)︀(︀
`* + 1

)︀(︀
`* + 3

2
)︀(︀
`* + 2

)︀(︀
`* + 5

2
)︀ (Е.45f)
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Приложение Ж

Альтернативный вывод соотношения δ – µ

(СФКД) с использованием базисных функций 𝒴α

и 𝒴β

Кроме фундаментальных систем, упомянутых в разделе 1.2.2.1, в QDT

часто используется ещё одна пара функций, с точностью до постоянного мно-

жителя обозначаемая как f , η в [87], как y1,3 в [137], и как yα,β в [129]. Эти

базисные функции аналитичны по ν вблизи порога при нецелых 2q , 2l. В

разделе 1.2 они обозначаются как 𝒴α,β(ν, q; z); в данном приложении приведём

их выражения в базисах (ℳ+,𝒲+),𝒲±, (fλ, f−λ−1) и (fλ, gλ):

𝒴α = fλ = νq+1ℳ+ ↔
2fλk−(q+1)e−

πZ
2k⃒⃒⃒⃒

Γ
(︁
1 + q + iZ

k

)︁⃒⃒⃒⃒ . (Ж.1)

𝒴β = − csc 2πq
[︀
fλ cos 2πq +𝒜(ν, q)f−λ−1

]︀
(Ж.2)

= νq+1 [︀
ℳ+ cot π(Zν − q) +𝒲+ csc π(Zν − q)

]︀
= νq+1eiπ(Zν−q)

[︁
eiπq𝒲− cot π(Zν − q) − i𝒲+

]︁
(Ж.3)

↔
2k−(q+1)e−

πZ
2k⃒⃒⃒⃒

Γ
(︁
1 + q + iZ

k

)︁⃒⃒⃒⃒ gλ − ifλe−
2πZ

k −i2πq

1 − e−
2πZ

k −i2πq
. (Ж.4)

Приведём альтернативный вывод СФКД (1.136) с помощью этой базис-

ной пары. Временно полагая µ неким параметром, wвыразим регулярное ре-

шение f reg
λ (1.125) через 𝒴α и 𝒴β:

f reg
λ = N(cot πµ𝒴α +𝒴β). (Ж.5)

Таким образом, вместо коэффициента β(ν) в (1.125) параметризуем регулярное

решение f reg
λ другой вспомогательной функцией cot πµ(ν). Для целых 2q = 2l

параметр µ в (Ж.5) является квантовым дефектом [87]. Для произвольных q,
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подставляя (Ж.1) и (Ж.2) в (Ж.5) и сравнивая результат с (1.125), получаем

N = [cot πµ − cot 2πq]−1. Из (1.131) очевидно, что экспоненциально возраста-

ющая часть (Ж.5) исчезает лишь при таких значениях ν, которые удовлетво-

ряют условию (1.128) на связанные состояния. Этот факт показывает, что µ

в (Ж.5) действительно является квантовым дефектом также и для нецелых q.

С другой стороны, в надпороговой области регулярное решение (Ж.5) долж-

но иметь асимптотическую форму (1.132). Подставляя (Ж.1) и (Ж.4) в (Ж.5),

можно выразить f reg
λ через базисную пару (fλ, gλ). Используя асимптотические

соотношения (1.121) для fλ, gλ и сравнивая результат с (1.132), снова получаем

основное СФКД (1.136).

Как отмечалось выше,𝒴β неаналитична по ν при целых 2q. В этом случае

аналитичное решение можно построить с использованием процедуры, пред-

ложенной в [87]:

𝒴γ(z) = 𝒴β(z) − G𝒴α, G(ν, l) =
1

2π
d𝒜(ν, q)

dq

⃒⃒⃒⃒⃒
q=l
.

Заметим что Фано с сотрудниками называют величину 𝒢 = Re G одним из

шести параметров QDT [120]. Поскольку, как представляется, явная форма

𝒴γ(z) нигде ранее не приводилась, дадим её здесь:

𝒴γ(z) = 𝒴β(z) +
1

2π
[︀
ψ(1 + l + Zν) + ψ(Zν − l) − 2 ln ν

]︀
𝒴α(z)

=
[︀
ln 2r + cot(Zν − l) +

1
2π
ψ(1 + l + Zν) +

1
2π
ψ(Zν − l)

]︀
𝒴α(z)

+
(zν)l+1e−z/2

πΓ(1 + l − Zν)

∞∑︁
k=0

Γ(1 + l − Zν + k)
(2l + k + 1)!

zk

k!

[︂
ψ(1 + l − Zν + k) + ψ(2l + 2 + k) +

+ ψ(1 + k)
]︂
− ν

(ν/z)le−z/2

πΓ(1 + l − Zν)

2l∑︁
k=0

Γ(−l − Zν + k)(2l − k)!
(−1)kzk

k!
,

где ψ(z) — логарифмическая производная Γ(z). Легко видеть, что 𝒴γ имеет

лишь конечное число полюсов в точках ν = −l, . . . , l. Следовательно, она ана-

литична вблизи порог, т.е. для больших ν. Эти соображения справедливы так-

же и для полуцелых q.
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Приложение З

Связь результатов раздела 1.2 с общей формой

QDT

В данном приложении приводится более детальное (по сравнению с раз-

делом 1.2.1) обсуждение соответствия между результатами раздела 1.2 и об-

щей формой QDT, разработанной Фано с сотрудниками. В частности, рассмат-

ривается основной вопрос, обсуждаемый в приложении к их работе [120], ка-

сающийся асимптотической форме регулярного решения кулоновской задачи

для отрицательных энергий. Заметим, что в работах [120–122, 143] для некото-

рых упомянутых в разделе 1.2.2.1 функций используются другие обозначения;

например, используются f ± и f 0, определяемые как

f ± =

(︂
±
ν

2

)︂±Zν
W±Zν,q+ 1

2
(±z)→ r±Zνe∓r/ν at r → ∞, (З.1)

f 0 =
Γ(2q + 2)

2q+1 fλ =

(︂
±
ν

2

)︂q+1
Γ(2q + 2)ℳ+(z). (З.2)

Для регулярной в начале координат функции f 0 в вышецитированных работах

даются разные представления в областях выше и ниже порога:

f 0 =
i

√
2πkB

( f −e−iη − f +eiη), ε > 0, (З.3)

=
1
√
πkA

(D−1 sin β f − − D cos β f +), ε < 0. (З.4)

Участвующие в вышеприведённых выражениях вещественные параметры A,

B, D, η и β образуют систему параметров QDT, введенную в [120, 121] (по-

следний — шестой — параметр QDT, обозначаемый 𝒢 = Re G, упоминался

в Приложении Ж. Используя стандартное определение (1.116) для ℳ+(z) че-

рез функции 𝒲±(z), можно представить кулоновское решение f 0 при ε < 0 в
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форме (З.4) с теми же параметрами η и β, т.е.

η =
Z
k

ln 2k −
πq
2
− σq и β = π(Zν − q), (З.5)

но с комплексными параметрами A и D, для которых в этом случае получаются

следующие выражения:

Dc
2 = eiβ

(︃
2
ν

)︃2Zν
π sec β

Γ(Zν − q)Γ(1 + q + Zν)
, (З.6)

Ac = e−iβ cos β
22q+2

Γ2(2q + 2)
𝒜(ν, q),

в которых для отличия комплексные параметры снабжены индексом c. Ис-

пользуемые Фано с сотрудниками (вещественные) выражения для D и A в (З.4)

следуют из (З.6) при замене

exp(iβ)→ cos β, exp(−iβ)→ sec β. (З.7)

т.е., D2 = Re Dc
2 and A−1 = Re

(︁
A−1

c

)︁
. Причина этого (ключевого математиче-

ского) различия между настоящей работой и предыдущими формулировками

QDT состоит в том, что Фано и сотрудники использовали асимптотическое

выражение для вырожденной гипергеометрической функции F(a, c, z) (а, сле-

довательно, и для Mk,m(z) = exp (−z/2) zm+1/2 F(m − k + 1/2, 2m + 1, z)), отлича-

ющееся от общепринятого в теории гипергеометрических функций (Фано и

сотрудники называли своё выражение “apparent large - z form” — см. приложе-

ние в работе [120]). Фактически в работе [120] замена exp(iβ) → cos β дела-

ется в комплексном множителе перед убывающей экспонентой в стандартной

асимптотической форме F(1 + q − ν, 2q + 1, z) для z = 2r/ν > 0.

В данной же работе не привлекается альтернативная асимптотическая

форма регулярного решения, использованная в [120], поскольку при выводе

формул раздела 1.2.2.2 конкретная форма множителя перед убывающей экс-

понентой в асимптотике f reg
λ (ν; z → ∞) для ν неважна. Для получения пара-

метра β в (1.125) для энергий связанных состояний используется лишь тот
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факт, что член с возрастающей экспонентой должен исчезать при ν = νn, что

приводит к (1.127). Стандартная асимптотика F(a, c, z) (или ℳ+) следует из

хорошо известного соотношения (1.116) между функциями M и W и из асимп-

тотики (1.120) функций W и не требует другого обоснования. Комплексность

явно вещественного регулярного решения при ε < 0 на больших r — которая

в приложении в работе [120] постулируется происходящей из-за неточности

стандартной асимптотики F(a, c, z) — лишь кажущаяся, поскольку для отрица-

тельных энергий член с убывающей экспонентой в асимптотике F(a, c, z) дол-

жен быть отброшен по сравнению с членом с возрастающей экспонентой. Для

отрицательных энергий, не совпадающих с энергиями связанных состояний,

в асимптотике F(a, c, z) играют роль лишь экспоненциально растущие члены,

и комплексность коэффициента перед экспоненциально убывающим членом

не имеет никаких последствий. Разумеется, для значений энергий ε = εn, рав-

ных энергиям связанных состояний, коэффициент при экспоненциально воз-

растающем члене исчезает, а коэффициент при экспоненциально убывающем

члене (который в этом случае должен удерживаться) становится веществен-

ным. Из-за сингулярности кулоновского потенциала для регулярного решения

с ε < 0 может не существовать точного представления в форме суммы двух

вещественных членов с растущей и убывающей экспонентами exp(±r/ν) для

больших r (за очевидным исключением для случая ε = εn, когда остаётся

лишь один член с бывающей экспонентой). Авторы работы [120] представили

скорее физические нежели математические аргументы для обоснования сво-

ей “исправленной” асимптотики больших z. Хотя они отмечают, что “она [т.е.

постулируемая ими асимптотика] вероятно могла бы быть обоснована более

детально. . . ” путём представления F(a, c, z) для ε < 0 в виде контурного ин-

теграла по двойной петле в комплексной плоскости, они не приводят такого

обоснования.

Предложенное в [120] представление регулярного решения при боль-
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ших r можно рассматривать как рецепт введения формализма функции Иоста

в QDT-анализ для сингулярных потенциалов. Результаты такого анализа де-

монстрируют полезность предлагаемого подхода для приложений. Принимая

во внимание вышеприведенные комментарии, а также обсуждение в разде-

ле 1.2.1, можно заключить, что противоречия между настоящей работой и

общей формой QDT нет, поскольку в них рассматриваются непересекающи-

еся проблемы. Можно согласиться с авторами работы [121, p. 2443] в том,

что анализ функции δq(ν) “. . . видится как проблема динамики остова, кото-

рая должна рассматриваться отдельно.” Тем не менее, такая динамика вводит

зависимость от энергии в обе функции µ(ν) и δ(ν), причем такая зависимость

может в них проявляться по-разному. Более того, между этими функциями мо-

жет существовать соотношение общего вида, не зависящее от конкретного ви-

да короткодействующих взаимодействий, как демонстрирует формула (1.136).
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Приложение И

Примеры расчётов матричных элементов

переходов
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Приложение К

Процедура извлечения значений энергий уровней

из частот наблюдаемых переходов

Для получения наилучших оценок значений энергий Ei уровней прово-

дилась минимизация сумм невязок не только между разностями E j − Ek и

измеренными волновыми числами ν jk, также и невязок между некоторыми

энергиями E j и их “реперными” значениями L j, взятыми из литературы (ис-

точников, в которых они даются с наилучшей точностью):

𝒮 =
1
2

∑︁
j,k

w jk
(︀
E j − Ek − ν jk

)︀2
+

∑︁
j

p j
(︀
E j − L j

)︀2
= min (К.1)

Веса w jk and p j в сумме квадратичных невязок выбирались пропорциональны-

ми обратным степеням погрешностей δν jk и δL j соответствующих волновых

чисел или “реперных” энергий. В практических расчётах использовались нор-

мированные значения

p j =
(δL j)−q∑︀
k(δLk)−q , w jk =

(δν jk)−q∑︀
j′k′(δν j′k′)−q , q > 0. (К.2)

Минимизационная задача (К.1) эквивалентна системе уравнений
∂𝒮

∂E j
= 0.

С учётом очевидных соотношений симметрии

ν jk = −νk j, δν jk = δνk j, w jk = wk j (К.3)

минимизационная задача сводится к решению линейной системы∑︁
j

Ai jE j = bi ⇒ Ei =
∑︁

j

Ci jb j, C = A−1; (К.4)

Ai j = −wi j + δi j
(︀
pi +

∑︁
k

wik
)︀
, bi = piLi +

∑︁
k

wikνik (К.5)

где δi j — дельта-символ Кронекера.
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Для оценки погрешностей значений энергии Ei, найденных из уравне-

ния (К.4), заметим, что их вариации Ei выражаются через вариации b j,

∆Ei =
∑︁

j

Ci j∆b j, (К.6)

поскольку значения w jk и p j считаются постоянными (неварьирующимися). В

свою очередь, вариации величин b j выражаются через вариации ∆L j и ∆ν jk:

∆b j = p j∆L j +
∑︁
k< j

w jk∆ν jk. (К.7)

Из уравнений (К.6 и К.7) получаем вариации энергий Ei, выраженные че-

рез вариации входных данных (измеренных волновых чисел ν jk и “реперных”

энергий L j):

∆Ei =
∑︁

j

Ci j p j∆L j +
∑︁

j

Ci j

∑︁
j

w jk∆ν jk. (К.8)

В силу соотношений симметрии (К.3) значения ∆ν jk являются независимыми

лишь для k < j (либо для k > j). С помощью (К.3) перепишем (К.8), используя

лишь эти независимые величины:

∆Ei =
∑︁

j

Ci j p j∆L j +
∑︁
j>k

(︀
Ci j −Cik

)︀
w jk∆ν jk. (К.9)

В соответствии с основами статистической теории следует отождествить

вышеупомянутые вариации входных данных с их экспериментальными по-

грешностями: ∆ν jk = δν jk, ∆L j = δL j. Погрешности δL j “реперных” значений

энергии берутся из литературы; погрешности волновых чисел δν jk — из стати-

стической обработки эксперимента.

Предполагая, что эти погрешности статистически независимы и склады-

вая их в квадратурах, находим погрешности уровней энергии Ei:

δEi =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣∑︁
j

C2
i j p jδL2

j +
∑︁
j>k

(︀
Ci j −Cik

)︀2w2
jkδν

2
jk

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
1/2

. (К.10)
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В простейшем случае имеется лишь один переход с ν21 = −ν12 = ν и лишь

одно “реперное” значение энергии E1, т.е. p2 = 0, p1 = p. Полагая δL1 = δL,

δν12 = δν21 = −δν и w12 = w21 = w, из (К.5) получаем:

A = w

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 +
p
w −1

−1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , b =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝pL − wν

wν

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (К.11)

Умножая на обратную матрицу C =
1
p

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 1

1 1 +
p
w

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠, с помощью (К.4) получаем

E1 = L, E2 = L + ν. Очевидным образом погрешности δE1 = δL, δE2 =
√
δL2 + δν2, тот же результат получается из (К.10).
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Приложение Л

Модель Давыдкина–Зона

Сравнительно простой метод вычисления матричных элементов для пе-

реходов между ридберговскими состояниями с |∆ν| ≡ |ν2 − ν1| ≪ ν̄ ≡
√
ν1ν2

был предложен в работе [376] как WKB-приближение для метода квантовго

дефекта:

⟨`1λ1|r|`2λ2⟩

=
ν̄2

πZ

π∫
0

dξ(1 − ε cos ξ)2 cos
[︀
∆` φ(ξ) − ∆ν(ξ − ε sin ξ) + π(∆ν − ∆`)

]︀
,

ε =
√︀

1 − (`1 + `2 + 1)2/2ν2, ∆` = `2 − `1;

cos φ =
cos ξ − ε

1 − ε cos ξ
, sin φ =

√
1 − ε2

1 − ε cos ξ
sin ξ. (Л.1)

Эта формула не включает неопределенного параметра rc, присущего QDT, ибо

в квазиклассическом приближении этот параметр совпадает с левой точкой по-

ворота. В силу своей простоты для целых ∆l, метод Давыдкина–Зона удобен

для расчетов переходов между высоколежащими ридберговскими состояния-

ми [584, 585].
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Приложение М

Спиновые взаимодействия ридберговского

электрона

Для исследования спиновых взаимодействий ридберговского электрона

запишем зависящую от спина поправку порядка 1/c2 [586] к гамильтониану

в (1.11):

Vspin =
h̄

2m2
ec2

(s · [∇V × p]) .

Здесь c — скорость света в вакууме, p = −ih̄∇ — оператор импульса электрона.

V определяется формулой (1.20):

V(r, cosϑ) = −
Z|e|

r
−

d|e| cosϑ
r2 . (М.1)

После очевидных преобразований получаем

Vspin = Vls + V (1)
sd + V (2)

sd , (М.2)

Vls =
Zh̄2e2

2m2
ec2r3

(l · s); (М.3)

V (1)
sd =

3h̄2|e|
2m2

ec2r5
(d · r)(l · s); (М.4)

V (2)
sd =

h̄|e|
2m2

ec2r3
([d × s] · p). (М.5)

Член (М.3) описывает спин-орбитальное взаимодействие; член (М.5) есте-

ственно считать ответственным за спин-осевое взаимодействие. В данном слу-

чае его можно назвать спин-дипольным; подобные выражения можно полу-

чить и при наличии высших мультипольных моментов остова, а также остов-

ной поляризуемости.

Усреднение оператора (М.3) по ридберговским состояниям проводится

тривиально [586]. Усреднение операторов (М.5) несколько сложнее. Строгие
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расчёты соответствующих матричных элементов выходят за пределы данной

работы, поэтому ограничимся оценкой среднего значения первого операто-

ра (М.5) по состояниям |ν ˜̀λσ⟩:⟨
ν ˜̀λσ

⃒⃒⃒⃒⃒
(d · r)

r3 (l · s)
⃒⃒⃒⃒⃒
ν ˜̀λσ

⟩
=

12Z5dλσ
ν3 ×

⟨𝒵*`λ|Y1 0|𝒵`λ⟩

`(` + 1)(2` − 1)(2` + 1)(2` + 3)
(М.6)

Матричный элемент в правой части (М.6) имеет порядок d. Он вычисляет-

ся по дипольно-сферическим функциям, поскольку на обычных сферических

функциях в силу правила отбора по чётности получается нулевой результат.

Формула (М.6) получена в предположении ` ≥ 1. В противном случае соот-

ветствующий член (М.5) обращается в нуль.
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Приложение Н

Асимптотические выражения для двухцентровых

матричных элементов

В этом приложении мы получим асимптотические выражения для инте-

гралов (3.74), (3.75) и (3.76). Будем использовать сферические координаты с

началом в молекуле ‘a’ и осью z, направленной вдоль вектора R. Введём сле-

дующие обозначения: ν = cos θ, r′ =
√

r2 + R2 − 2rRν, ρ = κr, ρ′ = κr′, L =

κR, ρ0 = κrc.

Рассмотрим интеграл S :

S =
κ2N2

2

1∫
−1

dν

∞∫
rc

dr
r3/2

√
r′

Kis(κr) Kis(κr′) (Н.1)

=
N2

2

1∫
−1

dν

∞∫
rc

dρ
ρ3/2

√
ρ′

Kis(ρ) Kis(ρ′).

Используем асимптотическое поведение

Kis(ρ) ∼
√︂

π

2ρ
e−ρ, ρ→ +∞ (Н.2)

функции МакДональда: ν = cos θ, r′ =
√

r2 + R2 − 2rRν, ρ = κr, L = κR, ρ0 =

κrc. Получаем:

S =
κ2N2

2

1∫
−1

dν

∞∫
rc

dr
r3/2

√
r′

Kis(κr) Kis(κr′). (Н.3)

Теперь подставим Kis(κr′) в Eq. (Н.3) с асимптотикой (Н.2). Если R велико,

κr′ велико всюду, кроме окрестности молекулы ‘b’, где r ≃ R, ν ≃ 1. Но

эта область даёт экспоненциально малый вклад в значение интеграла (Н.3)
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благодаря множителю Kis(κr). Тогда получаем следующее выражение:

S ≃ N2

√︂
πκ3

8

∞∫
rc

dr r3/2Kis(κr)

1∫
−1

dν
exp(−κr′)

r′

≃
N2

R

√︂
πκ3

8

∞∫
rc

dr r1/2Kis(κr)

R+r∫
|R−r|

exp(−κr′) dr′

≃
N2

R

√︂
πκ

8

∞∫
rc

dr r1/2Kis(κr)
[︁
e−κ|R−r| − e−κ(R+r)

]︁
.

≃
N2

R

√︂
πκ

2

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩e−κR
R∫
rc

dr r1/2Kis(κr) sinh(κr) (Н.4)

+ sinh(κR)

∞∫
R

dr r1/2Kis(κr)e−κr
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ .

Второй интеграл в (Н.4) является экспоненциально малой поправкой и в пер-

вом приближении может быть опущен:

S ≃

√︂
π

2
N2e−L

L

L∫
ρ0

dρ ρ1/2Kis(ρ) sinh(ρ) (Н.5)

≃

√︂
π

2
N2e−L d

dL

L∫
ρ0

dρ ρ1/2Kis(ρ) sinh(ρ)

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
L→+∞

≃

√︂
π

8
N2e−L L1/2Kis(L)eL

⃒⃒⃒
L→+∞

=
πN2

4
e−L, (Н.6)

так как интеграл (Н.5) расходится пропорционально L при L→ ∞.

Рассмотрим следующий матричный элемент (3.75),

Vab = −
dκ2N2

2

1∫
−1

dν

∞∫
rc

dr
Kis(κr) Kis(κr′)

√
rr′

. (Н.7)
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Его асимптотическое выражение может быть получено в полной аналогии с

S . Поскольку степень r в (Н.7) в два раза меньше, чем в (Н.3), вместо (Н.5)

получим:

Vab ≃ −

√︂
π

2
dκ2N2e−L

L

L∫
ρ0

dρ
ρ3/2 Kis(ρ) sinh(ρ). (Н.8)

Так как интеграл в (Н.8) сходится на верхнем и нижнем пределах, можем счи-

тать ρ0 = 0, L → ∞ и выразить результирующий интеграл в терминах гипер-

геометрических функций [573, Eq.(2.16.11.3)]. После простых преобразований

получаем

Vab = −
Adκ2

L
e−L, A =

4 sinh πs
s(4s2 + 1)

. (Н.9)

Отметим, что эти же результаты для (Н.6) и (Н.9) могут быть также получены

вычислением интегралов в эллиптических координатах.

Матричный элемент (3.76),

Vaa = −
dκ2N2

2

1∫
−1

dν

∞∫
rc

dr
rK2

is(κr)

r′2
(Н.10)

= −
dκ2N2

2

∞∫
ρ0

dρ ρK2
is(ρ)

1∫
−1

dν
ρ2 + L2 − 2Lρν

= −
dκ2N2

2L

∞∫
ρ0

dρ ρK2
is(ρ) ln

⃒⃒⃒⃒⃒
L + ρ

L − ρ

⃒⃒⃒⃒⃒
. (Н.11)

В области ρ . L использовать разложение Тейлора ln
⃒⃒⃒⃒⃒
L + ρ

L − ρ

⃒⃒⃒⃒⃒
≃

2ρ
L

в интегра-

ле (Н.11). Но это же разложение может быть использовано в области ρ & L, так

как эта область даёт экспоненциально малый вклад в интеграл (Н.11). Считая

ρ0 → 0 и используя (3.73), получим для больших L:

Vaa ≃ −
dκ2

L2 . (Н.12)



385

Этот результат следует непосредственно из (Н.10) при грубой подстановке

r′ → R.

R, a.u.

ΚR

S, a.u.

0 100 200 300 400 500

10-5

10-4

0.001

0.01

0.1

1
1 2 3 5 10

Рис. Н.1. S (R) полученный численно ((3.74), точки) и асимптотически ((Н.6), кривая) в лога-

рифмической шкале для случая d = 4 D, ε = −10 мэВ

R, a.u.

ΚR

Vab, a.u.

0 100 200 300 400 500
10-9

10-7

10-5

0.001

1 2 3 5 10

Рис. Н.2. Vab(R) полученный численно ((3.75), точки) и асимптотически ((Н.9), кривая) в ло-

гарифмической шкале для случая d = 4 D, ε = −10 мэВ

На Рис. Н.1, Н.2 и Н.3 показаны матричные элементы S (R), Vab(R) и

Vaa(R) полученные численно в соответствии с выражениями (3.74), (3.75),

(3.76) в сравнении с асимптотическими выражениями (Н.6), (Н.9), (Н.12).

Асимптотические формулы должны быть корректны при L ≫ 1, однако, пред-

ставленные изображения демонстрируют, что асимптотические выражения кор-
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R, a.u.

ΚR

Vaa, a.u.

1 5 10 50 100 500

1´ 10-5

5´ 10-5

1´ 10-4

5´ 10-4

0.005

0.001

0.1 0.5 1 5 10

Рис. Н.3. Vaa(R) полученный численно ((3.76), точки) и асимптотически ((Н.12), кривая) в

дважды логарифмической шкале для случая d = 4 D, ε = −10 мэВ

ректны при L порядка & 1..3 для Vab,aa(R) и L & 5 для S (R). Отметим, что

полученное асимптотическое выражение для Vab(R) несколько точнее, чем для

S (R); это объясняется различным вкладом окрестности r ≃ R, ν ≃ 1 в интегра-

лы в выражениях (Н.4), (Н.7) и (Н.10). Этот вклад был опущен при получении

асимптотических выражений из-за его экспоненциальной малости ∼ exp(−κR)

при больших R. Однако он имеет дополнительную малость для Vab и Vaa бла-

годаря дополнительному множителю r в знаменателях подынтегральных вы-

ражений (Н.7) и (Н.10).
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Приложение О

Асимптотическое выражение для сечения

перезарядки

В этом приложении мы получим асимптотическое выражение (3.81) для

сечения резонансной перезарядки молекулярных DBA на полярных молеку-

лах.

Монотонно убывающий (с изменением x) аргумент синуса в выраже-

нии (3.80) при больших γ может рассматриваться как большой до тех пор,

пока не достигнет некоторого значения γ0 ≃ 1 при некотором x = x0:

γe−x0

√
x0

= γ0. (О.1)

Благодаря большому аргументу синуса при x < x0 можно заменить sin2 на 1
2 и

пренебречь вкладом области x > x0 в интеграл (3.80):

σ ≃
πx2

0

2κ2 (О.2)

Значение x0 может быть найдено из выражения (О.1) асимптотически:

x0 ≃ ln(γ/γ0). (О.3)

Чтобы найти неизвестный параметр γ0, заменим σ(γ) в (3.80) асимптотиче-

ским выражением (О.2), (О.3). Такая замена показана на Рис. О.1; получим

оптимальное значение γ0 = 0.97, практически совпадающее с γ0 = 1, исполь-

зуемым в нашей конечной формуле (3.81).
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Κ
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100 200 500 1000 2000
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Рис. О.1. κ2σ(γ)/2π полученный численно (формула (3.80), точки) и асимптотически (форму-

лы (О.2) и (О.3) с γ0 = 0.97, кривая).
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Vol. 73. — P. 041403.

32. Multipole, nonlinear, and anharmonic uncertainties of clocks of Sr atoms in

an optical lattice / V. D. Ovsiannikov, V. G. Pal’chikov, A. V. Taichenachev

[et al.] // Phys. Rev. A. — 2013. — Vol. 88. — P. 013405.

33. Loading dynamics of CO2 laser traps / K. M. O’Hara, S. R. Granade,

M. E. Gehm, J. E. Thomas // Phys. Rev. A. — 2001. — Vol. 63. — P. 043403.

34. Safronova, M. S. Optimizing the fast Rydberg quantum gate / M. S. Safrono-

va, Carl J. Williams, Charles W. Clark // Phys. Rev. A. — 2003. — Vol. 67. —

P. 040303(R).

35. Fast quantum gates for neutral atoms / D. Jaksch, J. I. Cirac, P. Zoller [et al.] //

Phys. Rev. Lett. — 2000. — Vol. 85. — P. 2208–2211.

36. Manakov, N. L. Atoms in a laser field / N. L. Manakov, V. D. Ovsiannikov,

L. P. Rapoport // Phys. Rep. — 1986. — Vol. 141, no. 6. — P. 320–433.

37. Lebedev, V. S. Physics of Highly Excited Atoms and Ions / Vladimir S. Lebe-

dev, Dr. Israel L. Beigman. Springer Series on Atoms + Plasmas 22. — Berlin

Heidelberg : Springer-Verlag, 1998. — 298 p. — ISBN: 978-3-642-72175-5.

http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.79.013401
http://dx.doi.org/10.1088/1367-2630/11/5/055038
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.73.041403
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.88.013405
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.63.043403
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.67.040303
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.85.2208
http://dx.doi.org/10.1016/S0370-1573(86)80001-1
http://isbndb.com/search-all.html?kw=978-3-642-72175-5


394

38. Sauer, S. P. A. Molecular Electromagnetism: A Computational Chemistry Ap-

proach / Stephan P. A. Sauer. Oxford Graduate Texts. — New York : Oxford

University Press, USA, 2011. — 316 p. — ISBN: 9780199575398.

39. Pugh, D. Polarizabilities, hyperpolarizabilities and analogous magnetic prop-

erties / David Pugh // Chemical Modelling: Applications and Theory / Ed. by

Alan Hinchliffe. — Cambridge, UK : The Royal Society of Chemistry, 2006. —

Vol. 4. — P. 69–107.

40. Young, D. C. Computational Chemistry: A Practical Guide for Applying Tech-

niques to Real-World Problems / David C. Young. — 1 edition. — New York,

NY, USA : Wiley-Interscience, 2003. — 381 p. — ISBN: 0-471-33368-9.

41. Relativistic coupled-cluster single-double method applied to alkali-metal

atoms / Rupsi Pal, M. S. Safronova, W. R. Johnson [et al.] // Phys. Rev.

A. — 2007. — Vol. 75. — P. 042515.

42. Рапопорт, Л. П. Теория многофотонных процессов в атомах / Л. П. Ра-

попорт, Б. А. Зон, Л. Н. Манаков. — Москва : Атомиздат, 1978. — 184 с.

43. Arif, M. The Rydberg spectrum of CaF and BaF: Calculation by R-matrix and

generalized quantum defect theory / M. Arif, Ch. Jungen, A. L. Roche // J.

Chem. Phys. — 1997. — Vol. 106, no. 10. — P. 4102–4118.

44. Chichkov, B. N. Dipole transitions in atoms and ions with one valence electron

/ B. N. Chichkov, V. P. Shevelko // Phys. Scr. — 1981. — Vol. 23, no. 6. —

P. 1055–1065.

45. Астапенко, В. А. Поляризационные эффекты в атомных переходах /

В. А. Астапенко, Л. А. Буреева, В. С. Лисица // УФН . — 2002. — Т. 172,

№ 2. — С. 155–192.

http://isbndb.com/search-all.html?kw=9780199575398
http://dx.doi.org/10.1039/9781847555267-00069
http://dx.doi.org/10.1039/9781847555267-00069
http://isbndb.com/search-all.html?kw=0-471-33368-9
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.75.042515
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.75.042515
http://dx.doi.org/10.1063/1.473124
http://dx.doi.org/10.1063/1.473124
http://dx.doi.org/10.1088/0031-8949/23/6/006
http://dx.doi.org/10.3367/UFNr.0172.200202b.0155


395

46. Fermi, E. The capture of negative mesotrons in matter / E. Fermi, E. Teller //

Phys. Rev. — 1947. — Vol. 72, no. 5. — P. 399–408.

47. Abdoul-Carime, H. Electrons weakly bound to molecules by dipo-

lar, quadrupolar or polarization forces / Hassan Abdoul-Carime,

Charles Desfrançois // Eur. Phys. J. D. — 1998. — Vol. 2, no. 2. — P. 149–156.

48. Jordan, K. Theory of dipole-bound anions / K.D. Jordan, F. Wang // Ann.

Rev. Phys. Chem. — 2003. — Vol. 54. — P. 367–396.

49. Vibronic effects in the photon energy-dependent photoelectron spectra of the

CH3CN− dipole-bound anion / Christopher G. Bailey, Caroline E. H. Dessent,

Mark A. Johnson, Jr. Kit H. Bowen // J. Chem. Phys. — 1996. — Vol. 104,

no. 18. — P. 6976–6983.

50. Dipole-bound negative ions: Collisional destruction and blackbody-radia-

tion-induced photodetachment / L. Suess, Y. Liu, R. Parthasarathy, F. B. Dun-

ning // J. Chem. Phys. — 2003. — Vol. 119, no. 24. — P. 12890–12894.

51. Liu, Y. Rydberg electron transfer to SF6: Product ion lifetimes / Y. Liu,

L. Suess, F. B. Dunning // J. Chem. Phys. — 2005. — Vol. 122, no. 21. —

P. 214313.

52. Calculation of the photodetachment cross sections of the HCN− and HNC−

dipole-bound anions as described by a one-electron Drude model / M. Sin-

delka, V. Spirko, P. Jungwirth [et al.] // J. Chem. Phys. — 2004. — Vol. 121,

no. 4. — P. 1824–1829.

53. Chernov, V. E. Quantum defect method for polar molecules: one-electron

Green function / V. E. Chernov, B. A. Zon // J. Phys. B. — 1996. — Vol. 29,

no. 18. — P. 4161–4164.

http://dx.doi.org/10.1103/PhysRev.72.399
http://dx.doi.org/10.1007/PL00021568
http://dx.doi.org/10.1146/annurev.physchem.54.011002.103851
http://dx.doi.org/10.1146/annurev.physchem.54.011002.103851
http://dx.doi.org/10.1063/1.471415
http://dx.doi.org/10.1063/1.1628215
http://dx.doi.org/10.1063/1.1925276
http://dx.doi.org/10.1063/1.1766296
http://dx.doi.org/10.1088/0953-4075/29/18/012


396

54. Chernov, V. E. Diabatic Rydberg states in polar molecules with a complex

core / V. E. Chernov, D. L. Dorofeev, B. A. Zon // J. Phys. B. — 1999. —

Vol. 32, no. 4. — P. 967–972.

55. Chernov, V. Exact analytic relation between quantum defects and scattering

phases with applications to Green’s functions in quantum defect theory /

V. Chernov, N. Manakov, A. Starace // Eur. Phys. J. D. — 2000. — Vol. 8. —

P. 347–359.

56. Alcheev, P. G. Oscillator strengths for Rydberg states in the polar molecule

NeH / P. G. Alcheev, V. E. Chernov, B. A. Zon // J. Mol. Spectrosc. — 2002. —

Vol. 211, no. 1. — P. 71–81.

57. Oscillator strengths for Rydberg states in ArH calculated in QDT approxi-

mation / P. G. Alcheev, R. J. Buenker, V. E. Chernov, B. A. Zon // J. Mol.

Spectrosc. — 2003. — Vol. 218, no. 2. — P. 190–196.

58. Chernov, V. E. Analytic description of dipole-bound anion photodetachment

/ V. E. Chernov, A. V. Dolgikh, B. A. Zon // Phys. Rev. A. — 2005. — Vol. 72,

no. 5. — P. 052701.

59. Induced dipole effect in strong-field photodetachment of atomic negative ions

/ V. E. Chernov, I. Yu. Kiyan, H. Helm, B. A. Zon // Phys. Rev. A. — 2005. —

Vol. 71, no. 3, B. — P. 033410.

60. Method of the reduced-added green function in the calculation of atomic

polarizabilities / V. E. Chernov, D. L. Dorofeev, I. Yu. Kretinin, B. A. Zon //

Phys. Rev. A. — 2005. — Vol. 71, no. 2. — P. 022505.

61. Dynamic polarizabilities of atoms in their low-excited states: He, Be, Mg and

Ca / V. E. Chernov, D. L. Dorofeev, I. Yu. Kretinin, B. A. Zon // J. Phys.

B. — 2005. — Vol. 38, no. 13. — P. 2289–2296.

http://dx.doi.org/10.1088/0953-4075/32/4/012
http://dx.doi.org/10.1007/s100530050044
http://dx.doi.org/10.1006/jmsp.2001.8465
http://dx.doi.org/10.1016/S0022-2852(02)00091-7
http://dx.doi.org/10.1016/S0022-2852(02)00091-7
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.72.052701
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.71.033410
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.71.022505
http://dx.doi.org/10.1088/0943-4075/38/13/020
http://dx.doi.org/10.1088/0943-4075/38/13/020


397

62. Метод квантово-дефектной функции Грина для вычисления динамиче-

ских поляризуемостей атомов / Д. Л. Дорофеев, И. Ю. Кретинин,

В. Е. Чернов, Б. А. Зон // Опт. и спектр. — 2005. — Т. 99, № 4. —

С. 562–566.

63. Зон, Б. А. Поляризуемости компонент тонкой структуры низковозбужден-

ных состояний атомов F, Cl и Вr / Б. А. Зон, И. Ю. Кретинин, В. Е. Чер-

нов // Опт. и спектр. — 2006. — Т. 101, № 4. — С. 533–539.

64. Electron transfer in collisions of dipole-bound anions with polar targets /

Y. Liu, M. Cannon, V. E. Chernov [et al.] // Chem. Phys. Lett. — 2006. — Vol.

433, no. 1–3. — P. 1 – 4.

65. Blackbody-radiation-induced photodetachment of dipole-bound anions /

V. E. Chernov, A. V. Danilyan, A. V. Dolgikh [et al.] // Chem. Phys. Lett. —

2006. — Vol. 426, no. 1-3. — P. 30–32.

66. Данилян, А. В. Ротационно-ридберговские состояния полярных молекул:

классификация по Хунду и эффект Зеемана / А. В. Данилян, В. Е. Чер-

нов // Опт. и спектр. — 2008. — Т. 104, № 1. — С. 26–44.

67. Chernov, V. E. Electron exchange between a dipole-bound anion and a po-

lar molecule and dimer formation in dipole-bound anions / V. E. Chernov,

A. V. Danilyan, B. A. Zon // Phys. Rev. A. — 2009. — Vol. 80, no. 2. —

P. 022702.

68. Molecular polarizability in quantum defect theory: Nonpolar molecules /

E. V. Akindinova, V. E. Chernov, I. Yu. Kretinin, B. A. Zon // Phys. Rev. A. —

2009. — Vol. 79, no. 3. — P. 032506.

69. Molecular polarizability in quantum defect theory: polar molecules /

http://dx.doi.org/10.1016/j.cplett.2006.10.103
http://dx.doi.org/10.1016/j.cplett.2006.05.084
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.80.022702
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.79.032506


398

E. V. Akindinova, V. E. Chernov, I. Yu. Kretinin, B. A. Zon // Phys. Rev.

A. — 2010. — Vol. 81, no. 4. — P. 042517.

70. Time-resolved Fourier-transform infrared emission spectroscopy of Au in

the 1800–4000-cm−1 region: Rydberg transitions / S. Civiš, I. Matulková,
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J. D. — 2001. — Vol. 17, no. 3. — P. 329–335.

509. Müller, W. Static dipole polarizabilities of Li2, Na2, and K2 / Wolf-

gang Müller, Wilfried Meyer // J. Chem. Phys. — 1986. — Vol. 85, no. 2. —

P. 953–957.

510. Urban, M. Electronic structure and electric properties of the alkali metal

dimers / Miroslav Urban, Andrzej J. Sadlej // J. Chem. Phys. — 1995. —

Vol. 103, no. 22. — P. 9692–9704.

511. Uzer, T. The photodissociation of Li2 / T. Uzer, A. Dalgarno // Chem. Phys. —

1980. — Vol. 51, no. 3. — P. 271 – 277.

512. Watson, D. K. Theoretical radiative lifetimes for the A1Σ+
u −X1Σ+

g band system

of Li2 / D. K. Watson // Chem. Phys. Lett. — 1977. — Vol. 51, no. 3. — P. 513

– 515.

513. Ratcliff, L. B. Electronic transition dipole moment functions for transi-

tions among the twenty-six lowest-lying states of Li2 / Lyn B. Ratcliff,

http://dx.doi.org/10.1063/1.464017
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.43.5832
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.43.5832
http://dx.doi.org/10.1007/s100530170007
http://dx.doi.org/10.1007/s100530170007
http://dx.doi.org/10.1063/1.451251
http://dx.doi.org/10.1063/1.469984
http://dx.doi.org/10.1016/0301-0104(80)80102-9
http://dx.doi.org/10.1016/0009-2614(77)85413-4


454

James L. Fish, Daniel D. Konowalow // J. Mol. Spectrosc. — 1987. — Vol.

122, no. 2. — P. 293 – 312.

514. Maroulis, G. Bonding and (hyper)polarizability in the sodium dimer /

George Maroulis // J. Chem. Phys. — 2004. — Vol. 121, no. 21. —

P. 10519–10524.

515. Spelsberg, D. Dynamic multipole polarizabilities and long range interaction

coefficients for the systems H, Li, Na, K, He, H−, H2, Li2, Na2, and K2 /

Dirk Spelsberg, Thomas Lorenz, Wilfried Meyer // J. Chem. Phys. — 1993. —

Vol. 99, no. 10. — P. 7845–7858.

516. Ground-state properties and static dipole polarizabilities of the alkali dimers

from Kn
2 to Frn

2 (n = 0,±1) from scalar relativistic pseudopotential coupled

cluster and density functional studies / Ivan S. Lim, Peter Schwerdtfeger,
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