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Введение
Качественные и геометрические методы имеют давнюю традицию успеш-

ного применения к различным задачам теории дифференциальных урав-

нений. Эти методы и их приложения восходят к именам H. Poincaré, L.E.J.

Brouwer’a, П.С. Александрова, H. Hopf’a, J. Leray, Ju. Schauder’a. Дальней-

шие развития этих методов осуществлялись в трудах М.А. Красносельско-

го, Н.А. Бобылева, Ю.Г. Борисовича, П.П. Забрейко, В.Г. Звягина, А.И.

Перова, А.И. Поволоцкого, Б.Н. Садовского, Ю.И. Сапронова, В.В. Стры-

гина, K. Deimling’a, J. Mawhin’a, W.V. Petryshyn’a, J.R.L. Webb’a и многих

других исследователей.

Начиная со второй половины XX века, эти методы распространяются

на теорию дифференциальных включений. Развитие теории дифференци-

альных включений связано с тем, что дифференциальные включения яв-

ляются удобным аппаратом для описания управляемых систем различных

классов, систем с разрывными характеристиками, изучаемых в различных

разделах теории оптимального управления, математической физики, мате-

матической экономики и др. Различные задачи теории дифференциальных

включений были изучены с помощью методов нелинейного и многозначно-

го анализа в работах Ю.Г. Борисовича, Б.Д. Гельмана, А.Д. Мышкиса,

В.В. Обуховского, М.И. Каменского, А.И. Поволоцкого, Ю.Е. Гликлиха,

В.Г. Звягина, А.В. Арутюнова, В.Г. Задорожного, А.И. Булгакова, Е.Л.

Тонкова, А.А. Толстоногова, В.В. Филиппова, J.-P. Aubin’a, A. Cellina, H.

Frankowska, K. Deimling’a, C. Castaing’a, T. Pruszko, E. Tarafdar’a, S.K. Teo,

L. Górniewicz’a, A. Granas’a, W. Kryszewski, D. Gabor’a, P. Nistri, S. Hu, N.P.

Papageorgiou, P. Zecca, и других.
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Важное место в исследовании дифференциальных уравнений и включе-

ний занимают краевые задачи, в том числе задача о существовании пери-

одических решений. Весьма важной является также задача о глобальной

структуре множества периодических решений.

Одним из наиболее эффективных средств решения задач о периодиче-

ских колебаниях является метод направляющих функций, а для краевых

задач - метод ограничивающих функций.

Метод направляющих функций был введен М.А. Красносельским и А.И.

Перовым в 1958г. (см. [98, 99, 101]). М.А. Красносельский и А.И. Перов

обобщили понятие функции Ляпунова для изучения существования перио-

дических, ограниченных и почти периодических решений дифференциаль-

ных уравнений вида

x′(t) = f(t, x(t)), (0.0.1)

где f : R × Rn → Rn - непрерывное отображение, которое является

локально липщицевым по второму аргументу. Пусть P (t, s)x обознача-

ет оператор сдвига по траекториям уравнения (0.0.1) (см. [99, 101]).

Идея метода направляющих функций состоит в следующем. Предполо-

жим, что отображение f - T−периодично по первому аргументу. Тогда

T−периодическим решением уравнения (0.0.1) является неподвижная точ-

ка оператора P (T, 0) : Rn → Rn. Следовательно, если удалось показать, что

существует открытое ограниченное подмножество Ω ⊂ Rn такое, что топо-

логическая степень deg
(
i−P (T, 0),Ω

)
поля i−P (T, 0) отличается от нуля,

то уравнение (0.0.1) имеет T−периодическое решение. Однако, i− P (T, 0)

является оператором в неявном виде, и поэтому возможны трудности в

оценке его степени. Обоснованием метода направляющих функций явля-

ется следующее утверждение: если векторные поля f(0, ·) и i − P (t, 0) не

имеют нулей на границе ∂Ω ограниченного подмножества Ω ⊂ Rn при всех
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0 < t ≤ T , то

deg
(
i− P (T, 0),Ω

)
= deg

(
−f(0, ·),Ω

)
.

Напомним определение направляющей функции для уравнения (0.0.1)

по Красносельскому и Перову. Непрерывно дифференцируемая функция

V : Rn → R называется направляющей функцией для уравнения (0.0.1),

если существует R > 0 такое, что

〈
∇V (x), f(t, x)

〉
> 0 для всех t ∈ [0, T ]

и всех x ∈ Rn таких, что |x| ≥ R. Следовательно, вектор-градиент ∇V (x)

и f(t, x) не допускают противоположных направлений. Из этого опреде-

ления непосредственно следует, что степень поля i − P (T, 0) может быть

оценена через степень поля ∇V на сфере достаточно больших радиусов.

Отметим, что эта техника тоже эффективна для изучения задачи существо-

вания ограниченных решений и почти периодических решений уравнения

(0.0.1). Являющийся геометрически ясным и простым в применении, ме-

тод направляющих функций стал популярен среди многих ученых. Среди

большого количества работ, относящихся к этому методу, мы напомним:

работу J. Mawhin’a [114] касающуюся функционально-дифференциальных

уравнений; работу A. Fond’a [59] где было введено понятие интегральных

направляющих функций; работу L. Górniewicz’a и S. Plaskacz’a [71] (см. так-

же [70]) с введением направляющих функций обобщеного вида для диффе-

ренциальных включений; работу Д. Рачинского [132] о многолистных на-

правляющих функциях; понятие негладких направляющих функций для

дифференциальных уравнений и включений было введено в работах F. de

Blasi, L. Górniewicz, и G. Pianigiani [40]; M. Lewicka [111]; С. Корнева и В.

Обуховского [93, 97]; M. Filippakis, L. Gasiński, N. Papageorgiou [58]; неглад-

кие многолистные функций были введены в работе [95]; отметим также ра-

боту A. Alonso, C. Núñez и R. Obaya [7] с изучением полных направляющих
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множеств для почти периодических дифференциальных уравнений.

Обобщая понятие направляющих функций, J. Mawhin в 1974г. [116] ввел

метод ограничивающих функций для дифференциальных уравнений вто-

рого порядка в конечномерном пространстве (отметим, что ограничиваю-

щая функция типа V : Rn → R, V (x) = ‖x‖2 − R2, была использована

впервые P. Hartman’ом [79]). Этот метод затем был использован для иссле-

дования обыкновенных дифференциальных уравнений в работах [65, 66].

Напомним основные идеи метода ограничивающих функций. Рассмотрим

снова уравнение (0.0.1) для t ∈ [a, b] с краевым условием

g
(
x(a), x(b)

)
= 0, (0.0.2)

где f и g - непрерывные отображения. Идея существования решений за-

дачи (0.0.1)-(0.0.2) заключается в принципе непрерывности Лере-Шаудера

[110], в силу которого рассматривается линеаризованная задача

x′(t) = λf(t, y(t)), t ∈ (a, b), (0.0.3)

с краевым условием (0.0.2), где λ ∈ [0, 1] и y ∈ C
(
[a, b];Rn

)
- фиксирован-

ная функция.

Предположим, что для всякой функции y задача (0.0.2)-(0.0.3) имеет един-

ственное решение T (y, λ) и, кроме того, отображение

T : C
(
[a, b];Rn

)
× [0, 1]→ C

(
[a, b];Rn

)
,

вполне непрерывно. Отметим, что неподвижная точка отображения T (·, 1)

является решением задачи (0.0.1)-(0.0.2). Теперь, если существует открытое

ограниченное множество Ω ⊂ C
(
[a, b];Rn

)
такое, что:

(a) deg
(
i− T (·, 0),Ω

)
6= 0;

(b) x 6= T (x, λ) для всех (x, λ) ∈ ∂Ω× (0, 1),

9



то задача (0.0.1)-(0.0.2) имеет решение x ∈ Ω.

По J. Mawhin’у (см. [66]), C1−функция V : Rn → R называется ограни-

чивающей функцией для уравнения (0.0.1), если

(i) множество K = {x ∈ Rn : V (x) < 0} ограничено и V|∂K = 0;

(ii)
〈
∇V (x), f(t, x)

〉
6= 0 для всех t ∈ (a, b) и x ∈ ∂K.

Название "ограничивающая функция" следует из того, что если существу-

ет ограничивающая функция V и если существует неподвижная точка

x : [a, b] → K отображения T (·, λ), λ ∈ (0, 1) такая, что x(a) /∈ ∂K и

x(b) /∈ ∂K, то x(t) ∈ K для всех t ∈ [a, b] (см. [66]). Следовательно, мно-

жество Ω может быть выбрано как множество всех непрерывных функций

x : [a, b]→ K. Условия x(a) /∈ ∂K и x(b) /∈ ∂K обычно вытекают из задания

отображения g (см. [65, 66]).

Для получения условия (a) во многих работах используется K как вы-

пуклое множество, содержащее 0. Тогда линеаризованная задача модифи-

цируется так, что 0 является единственной неподвижной точкой отображе-

ния T (·, 0), и следовательно, deg
(
i− T (·, 0),Ω

)
= 1.

Отметим некоторые важные вклады в развитие этого метода: работа

V. Taddei [136] для негладких ограничивающих функций в конечномерном

пространстве; работа G. Wang’a, M. Zhou и L. Sun’a [140] с применени-

ем метода ограничивающих функций для дифференциальных уравнений

третьего порядка; работа J. Andres’a, L. Malaguti и V. Taddei [8] для огра-

ничивающих функций в банаховом пространстве; работа I. Benedetti, L.

Malaguti и V. Taddei [17] для ограничивающих функций в банаховом про-

странстве со слабой топологией.

Задача о существовании ветви нетривиальных решений операторных

уравнений, выходящей из точки бифуркации была изучена М.А. Красно-

сельским [100]. Теорема о глобальной структуре множества решений опе-
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раторных уравнений была доказана в работе P. Rabinowitz’a [131]. Резуль-

таты М.А. Красносельского и P. Rabinowitz’а были обобщены в работе J.C.

Alexander’a и P.M. Fitzpatrick’a [5] для включений с многомерными пара-

метрами. Топологические методы в теории бифуркации применяли в своих

работах также Ю.Г. Борисович, В.Г. Звягин, М.И. Каменский, А.М. Крас-

носельский, Ю.И. Сапронов, J. Ize, E. Dancer, J. Pejsachowicz, J.A. Yorke,

J. Marsden, J. Mawhin, W.V. Petryshyn, L. Górniewicz, W. Kryszewski, M.

Fečkan, M. Väth, D. Gabor, P. Benevieri, M. Furi, S.C. Welsh, J.R. Webb и

многие другие исследователи.

Из отмеченного выше следует, что методы направляющих и ограничива-

ющих функций являются эффективными средствами для изучения перио-

дических и краевых задач. Однако до последнего времени в этих методах и

их применениях можно было указать существенные пробелы. В частности,

метод ограничивающих функций не применялся к изучению дифференци-

альных уравнений и включений с нелокальными начальными условиями.

Метод направляющих функций рассматривался только для дифференци-

альных уравнений и включений в конечномерном пространстве. Примене-

ние метода направляющих функций к изучению задачи бифуркации пери-

одических решений семейства дифференциальных включений было только

намечено. Приложение метода направляющих функций к изучению задачи

существования периодических решений и задачи бифуркации периодиче-

ских решений семейства включений с нелинейными фредгольмовыми отоб-

ражениями ранее не изучалось. Все перечисленные выше ограничения этих

методов в значительной степени сняты в данной диссертации.

Цель диссертационной работы. В диссертации исследуются следу-

ющие главные задачи:

- приложение метода направляющих функций к изучению дифферен-

циальных включений с обобщенным периодическим условием и их приме-
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нений в теории дифференциальных игр;

- систематическое приложение метода направляющих функций к изу-

чению задач бифуркации с многомерным параметром и их применение к

исследованию бифуркации семейств периодических траекторий управляе-

мых систем и дифференциальных вариационных неравенств;

- распространение метода направляющих функций на дифференциаль-

ные включения в бесконечномерном гильбертовом пространстве;

- приложения метода направляющих функций к изучению задачи суще-

ствования периодических траекторий и задачи бифуркации семейства пе-

риодических траекторий управляемых систем, описываемых в виде вклю-

чений с нелинейными фредгольмовыми отображениями;

- приложение метода ограничивающих функций к изучению дифферен-

циальных уравнений и включений с нелокальными начальными условиями;

- приложение метода ограничивающих функций к исследованию диф-

ференциальных включений второго порядка.

Методы исследования. В работе используются методы теории диф-

ференциальных уравнений, теории функционального анализа, теории мно-

гозначных отображений, теории топологической степени и теории бифур-

каций.

Научная новизна. В диссертации получены следующие новые резуль-

таты:

1. Введено понятие направляющей функции для дифференциальных

включений с обобщенным периодическим условием. Получены достаточ-

ные условия существования решений изучаемой задачи. Исследованы при-

менения полученных результатов в теории дифференциальных игр.

2. Метод направляющих функций распространен на дифференциальные

включения в бесконечномерном гильбертовом пространстве.
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3. Осуществлено систематическое приложение метода направляющих

функций к задаче бифуркации для семейства периодических решений

дифференциально-операторных включений с CJ-мультиотображениями и

многомерным параметром.

4. Описана глобальная структура множества периодических решений

для двупараметрических семейств управляемых систем.

5. Описана глобальная структура множества периодических решений

для дифференциальных вариационных неравенств с двумя параметрами.

6. Введено понятие направляющей функции для включения с нелиней-

ным фредгольмовым оператором. Изучена взаимосвязь между ориентиро-

ванным индексом совпадения и индексом направляющей функции.

7. Получены достаточные условия существования периодической тра-

ектории для управляемой системы, содержащей нелинейный фредгольмов

оператор нулевого индекса и CJ−мультиотображение.

8. Описана глобальная структура множества периодических траекторий

для управляемой системы, содержащей нелинейный фредгольмов оператор

нулевого индекса и CJ−мультиотображение.

9. Распространен метод ограничивающих функций на случай диффе-

ренциальных уравнений и включений с нелокальными начальными усло-

виям в конечномерном и бесконечномерном гильбертовом пространствах.

10. Распространен метод ограничивающих функций на случай диффе-

ренциальных включений второго порядка в конечномерном и бесконечно-

мерном гильбертовом пространствах.

Практическая и теоретическая значимость работы. Работа носит

теоретический характер. Ее результаты могут применяться в теории диф-

ференциальных уравнений и включений, теории оптимального управления,

теории ветвления семейств решений динамических систем. Они могут так-

же найти приложения в задачах математической экономики и теории игр.
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Степень достоверности и апробация результатов работы. Ре-

зультаты диссертации докладывались и обсуждались на международ-

ной научной конференции "Общие проблемы управления и их приложе-

ния"(Тамбов, 2013г.); научной конференции физико-математического фа-

культета ВГПУ (2014г. и 2015г.); International workshop on nonlinear and

variational analysis (Kaohsiung, Taiwan 2014); International workshop on

equilibrium and fixed point problems: Theory and algorithms (Ha Noi, Viet

Nam 2014); на научных семинарах профессора L. Malaguti (университет

Реджо-Эмилии и Модены, Италия, 2013г.), профессора I. Benedetti (уни-

верситет Перуджи, Италия, 2013г.) и профессора P. Nistri (университет

Сиены, Италия, 2013г.); во время стажировки диссертанта в университете

Реджо-Эмилии и Модены (Италия, апрель-июль 2013г.), в национальном

университете имени Сун Ят-Сена (Тайван, июнь-июль, 2014г.), а также во

времени стажировки диссертанта в Воронежском государственном педаго-

гическом университете (Воронеж, 2015г.).

Публикации. По теме диссертации опубликовано 28 работ, из них 1

монография, 17 статей, опубликованных в журналах из перечня ведущих

рецензируемых научных журналов и изданий, рекомендованных ВАК Ми-

нобрнауки РФ и 6 тезисов докладов на международных научных конферен-

циях. Из совместных работ [1], [3]-[9], [11]-[13], [15], [17]-[18] в диссертацию

вошли только результаты, полученные лично диссертантом.

Структура и объем диссертации. Диссертация изложена на 257

страницах и состоит из введения, пяти глав, разбитых в общей сложно-

сти на 19 параграфов, и списка цитируемой литературы, включающего 148

наименований.
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Обозначения
Пусть X, Y - банаховы пространства. В диссертации используются следу-

ющие обозначения.

* P (Y ) - совокупность всех непустых подмножеств пространства Y .

* Cv(Y ) - совокупность всех непустых замкнутых выпуклых подмно-

жеств пространства Y .

* K(Y ) - совокупность всех непустых компактных подмножеств про-

странства Y .

* Kv(Y ) - совокупность всех непустых компактных выпуклых подмно-

жеств пространства Y .

* C([0, T ];X) - пространство всех непрерывных функций x : [0, T ]→ X

с нормой

‖x‖C = sup
[0,T ]

‖x(t)‖X .

* CT ([0, T ];X) - пространство всех непрерывных функций x : [0, T ] →

X таких, что x(0) = x(T ).

* Lp([0, T ];X) - пространство всех p−суммируемых функций

x : [0, T ]→ X с нормой

‖x‖p =
(∫ T

0

‖x(t)‖pXdt
) 1
p .

* W k,p([0, T ];X) - пространство Соболева с нормой

‖x‖k,p =

(
k∑
i=0

‖x(i)‖pp

)1/p

.
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* W k,p
T ([0, T ];X) - пространство всех функций x ∈ W k,p([0, T ], X) та-

ких, что x(0) = x(T ).

* xn
X→ x: {xn} сходится (по норме) в пространстве X к x.

* xn
X
⇀ x: {xn} слабо сходится в пространстве X к x.

* BC(0, r) = {x ∈ C([0, T ];X) : ‖x‖C ≤ r}.

* | · | - норма элемента в конечномерном пространстве.

*
〈
·, ·
〉
- скалярное произведение элементов в конечномерном простран-

стве.

* Bn(0, r) = {w ∈ Rn : |w| ≤ r}.

* Bn = {w ∈ Rn : |w| ≤ 1}.

* intBn(0, r) = {w ∈ Rn : |w| < r}.

* Sn−1(0, r) = {w ∈ Rn : |w| = r}.

* Sn−1 = {w ∈ Rn : |w| = 1}.

* ∂O - граница множества O.

* Coin(f,G) = {x : f(x) ∈ G(x)} - множество точек совпадения отоб-

ражения f и многозначного отображения (мультиотображения) G.

* Coin(f,G, U) = Coin(f,G) ∩ U .

* V
′

u - частная производная функции V по аргументу u.
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Глава 1

Предварительные сведения.

1.1 Сведения из функционального анализа

Пусть M - подмножество нормированного пространства.

Определение 1.1.1. Множество coM всевозможных конечных линейных

комбинаций
∑n

i=1 λixi, где λi ≥ 0,
∑n

i=1 λi = 1 и каждое xi принадлежит

M , называется выпуклой оболочкой множества M .

Заметим, что coM является наименьшим выпуклым множеством, со-

держащим M .

Множество coM = coM называется выпуклым замыканием множества

M . Известно, что это наименьшее выпуклое замкнутое множество, содер-

жащее M .

Теорема 1.1.1. (Мазура). Если E - банахово пространство и M ⊂ E -

компактное множество, то coM также компактно.

Определение 1.1.2. Точка x ∈ E называется неподвижной точкой отоб-

ражения f : E → E, если x = f(x).

Теорема 1.1.2. (Шаудера). Пусть E - линейное нормированное про-

странство,M - выпуклое замкнутое множество в E, f : M →M - непре-

рывное отображение, f(M) - относительно компактное множество. То-

гда f имеет неподвижную точку.
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Определение 1.1.3. Пусть E - линейное нормированное пространство,

M ⊂ E - непустое подмножество. Непрерывное отображение f : M → E

называется вполне непрерывным, если всякое ограниченное подмножество

множества M оно переводит в относительно компактное.

Пусть C(K,E) - пространство всех непрерывных отображений локаль-

но компактного метрического пространства K в нормированное простран-

ство E, наделенное топологией равномерной сходимости на компактных

подмножествах.

Теорема 1.1.3. (Арцела-Асколи). Для того, чтобы семейство функ-

ций M ⊂ C(K,E) было относительно компактным, необходимо и до-

статочно, чтобы оно было равностепенно непрерывным и множество

M(x) = {f(x) : f ∈M} ⊂ E было относительно компактным для любого

x ∈ K.

Теорема 1.1.4. (Титце-Дугунджи). Пусть M - замкнутое множе-

ство метрического пространства E, а E1 - локально выпуклое простран-

ство. Тогда всякое отображение f : M → E1 имеет непрерывное продол-

жение f̃ : E → E1. Более того, все значения этого продолжения f̃ могут

быть взяты из выпуклой оболочки co f(M) множества f(M).

Теорема 1.1.5. (Мазура) (см., например [49]). Пусть {un}∞n=1 - после-

довательность элементов нормированного пространства, слабо сходяща-

яся к u. Тогда найдется двойная последовательность неотрицательных

чисел {λik}∞i=1
∞
k=1 такая, что:

a)
∑∞

k=1 λik = 1 для всех i = 1, 2, 3, · · · ;

b) для каждого i = 1, 2, · · · найдется номер k0 = k(i) такое, что λik =

0 для всех k ≥ k0;
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c) последовательность выпуклых комбинаций {ũi}∞i=1

ũi =
∞∑
k=1

λikuk,

сходится к u по норме.

Теорема 1.1.6. (см., например [133]). Пусть E - банахово пространство.

Если последовательность функций {fn}∞n=1 ⊂ L1([0, T ], E) сходится по

норме пространства L1([0, T ], E) к функции f , то существует подпосле-

довательность {fni}, которая сходится к f почти всюду на [0, T ].

Лемма 1.1.1. (лемма Гроунулла, см. например [79]).

Пусть u, v : [a, b]→ R - непрерывные неотрицательные функции; C ≥ 0 -

константа и

v(t) ≤ C +

∫ t

a

u(s)v(s)ds, a ≤ t ≤ b.

Тогда

v(t) ≤ Ce
∫ t
a
u(s)ds, a ≤ t ≤ b.

Теперь напомним некоторые понятия негладкого анализа (см., напри-

мер [20, 37]).

Пусть U ⊂ Rn - открытое подмножество. Функция V : U → R называ-

ется липщицевой с константой L > 0 если

|V (x)− V (y)| ≤ L|x− y| для всех x, y ∈ U.

Функция V называется локально липщицевой если для каждого x ∈ U

существует ε > 0 такое, что Bn(x, ε) ⊂ U и сужение V|Bn(x,ε)
является лип-

щицевой.

Пусть V : Rn → R - локально липщицева функция. Для x0 ∈ Rn и

ν ∈ Rn обобщенная производная V 0(x0; ν) функции V в точке x0 по на-
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правлению ν определяется следующим образом

V 0(x0; ν) = lim

x→ x0

t ↓ 0

V (x+ tν)− V (x)

t
.

(1.1.1)

Обобщенный градиент ∂V (x0) функции V в точке x0 определяется равен-

ством:

∂V (x0) =
{
x ∈ Rn :

〈
x, ν
〉
≤ V 0(x0; ν) для любого ν ∈ Rn

}
,

где
〈
·, ·
〉
обозначает скалярное произведение в Rn.

Известно (см., например [20, 37]), что мультиотображение

∂V : Rn → P (Rn)

полунепрерывно сверху и имеет выпуклые компактные значения. В част-

ности, отсюда вытекает, что для каждой непрерывной функции x : [0, T ]→

Rn множество всех суммируемых со второй степеней сечений мультифунк-

ции ∂V (x(t)) непусто, т.е.{
f ∈ L2([0, T ];Rn) : f(t) ∈ ∂V (x(t)) для п.в. t ∈ [0, T ]

}
6= ∅.

Локально липщицева функция V : Rn → R называется регулярной, ес-

ли для каждых x ∈ Rn и ν ∈ Rn существует производная по направлению

V ′(x, ν) и V ′(x, ν) = V 0(x, ν). Отметим, что локально ограниченная вы-

пуклая функция является регулярной.

1.2 Фредгольмовы операторы

1.2.1 Линейные фредгольмовы операторы

Пусть X, Y - банаховы пространства. Напомним теперь (см., например

[65]) некоторые понятия из теории линейных фредгольмовых операторов.
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Определение 1.2.1. Линейное ограниченное отображение L : X → Y

называется фредгольмовым оператором индекса k, если

(1i) ImL замкнуто в Y ;

(2i) KerL и CokerL = Y/ImL имеют конечные размерности и

dim KerL− dim CokerL = k.

Пусть L : domL ⊆ X → Y - линейный фредгольмов оператор нулевого

индекса. Тогда существуют проекции P : X → X и Q : Y → Y такие, что

ImP = KerL и KerQ = ImL. Если оператор

LP : domL ∩KerP → ImL

определяется как сужение оператора L на domL ∩KerP , то LP является

линейным изоморфизмом и мы можем определить оператор

KP : ImL→ domL, KP = L−1
P .

Теперь пусть Π: Y → CokerL - канонический оператор проектирования

Π(z) = z + ImL,

и Λ: CokerL → KerL - линейный непрерывный изоморфизм, тогда урав-

нение

Lx = y, y ∈ Y

эквивалентно уравнению

(i− P )x = (ΛΠ +KP,Q)y,

где KP,Q : Y → X определяется равенством

KP,Q = KP (i−Q),

а i - тождественное отображение.
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1.2.2 Нелинейные фредгольмовы операторы

Обозначим через E,E ′ вещественные банаховы пространства и через Y ⊆

E открытое множество. Напомним (см., например [27, 50, 147]), что:

Определение 1.2.2. C1-оператор f : Y → E ′ называется фредгольмовым

оператором с индексом k ≥ 0
(
f ∈ ΦkC

1 (Y )
)
если для всех y ∈ Y произ-

водный Фреше f ′ (y) является линейным Фредгольмовым отображением

индекса k.

Определение 1.2.3. Оператор f : Y → E ′ называется собственным

если множество f−1 (K) является компактным для всех компактных

множеств K ⊂ E ′.

Атлас {(Yi,Ψi)} на Y называется Фредгольмовым если для каждых пе-

ресекающихся карт (Yi,Ψi) и (Yj,Ψj) и для каждого y ∈ Yi ∩ Yj выполнено(
Ψj ◦Ψ−1

i

)′
(Ψi (y)) ∈ CG

(
Ẽ
)
,

где Ẽ - соответствующее модельное пространство, CG
(
Ẽ
)
обозначает со-

вокупность всех линейных обратимых операторов на Ẽ с формой i+ `, где

i - тождественное отображение и ` - компактный линейный оператор.

Множество CG
(
Ẽ
)

разбито на два связных компонента. Компонент,

содержащий тождественное отображение, обознается через CG+
(
Ẽ
)
.

Два фредгольмовых атласа называются эквивалентными если их объ-

единение тоже является фредгольмовым атласом. Класс эквивалентных

атласов называется фредгольмовой структурой.

Фредгольмова структура на U называется согласованной к Φ0C
1-

отображению f : U → E ′ если она признавает атлас {(Yi,Ψi)} с модельным

пространством E ′ для которого(
f ◦Ψ−1

i

)′
(Ψi (y)) ∈ LC (E ′)
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в каждой точке y ∈ U , где LC (E ′) обозначает совокупность всех линей-

ных операторов в E ′, которые в виде: тождественный оператор плюс ком-

пактный оператор. Заметим, что каждое Φ0C
1-отображение f : U → E ′

индуцирует фредгольмовую структуру на U , согласованную к f .

Фредгольмов атлас {(Yi,Ψi)} на Y называется ориентированным если

для пересекающихся карт (Yi,Ψi) и (Yj,Ψj) и каждого y ∈ Yi∩Yj выполнено(
Ψj ◦Ψ−1

i

)′
(Ψi (y)) ∈ CG+

(
Ẽ
)
.

Два ориентированых фредгольмовых атласа называются эквивалент-

ными если их объединение тоже является ориентированным атласом на Y .

Класс эквивалентных ориентированых фредгольмовых атласов по этому

отношению называется ориентированной фредгольмовой структурой на

Y . В дальнейшем нам понадобится следующее утверждение (см. [27])

Свойство 1.2.1. Пусть f ∈ ΦkC
1 (Y ); K ⊂ Y - компактное множество.

Тогда существует открытая окрестность O, K ⊂ O ⊂ Y и конечномер-

ное подпространство E ′n ⊂ E ′ такие, что

f−1 (E ′n) ∩ O = Mn+k ,

где Mn+k - (n+k)−мерное многообразие. Кроме того, сужение f|O транс-

версально к E ′n, т.е. f ′ (x)E + E
′

n = E ′ для каждого x ∈ O.

1.3 Многозначные отображения

1.3.1 Общие свойства

Приведем теперь некоторые понятия из теории многозначных отображений

(см. [24, 26] и также [12, 41, 70, 87, 90] и др.).

Пусть X, Y - произвольные непустые множества и символ P (Y ) обозна-

чает совокупность всех непустых подмножеств множества Y .

23



Под многозначным отображением (или коротко, мультиотображени-

ем) F из X в Y мы понимаем соотношение, которое сопоставляет каждому

x ∈ X непустое подмножество F(x) ⊆ Y, называемое значением элемента

x. Поэтому, мультиотображение F может быть описана в виде

F : X → P (Y ).

Иногда мы тоже используем символы x( F(x) и F : X ( Y.

Если A ⊆ X, то множество

F(A) =
⋃
x∈A

F(x)

называется образом множества A под F .

Множество ΓF ⊆ X × Y, определенное равенством

ΓF = {(x, y) : (x, y) ∈ X × Y, y ∈ F(x)}

называется графиком мультиотображения F .

Для D ⊆ Y, малым прообразом F−1
+ (D) множества D называется мно-

жество

F−1
+ (D) = {x : x ∈ X, F(x) ⊆ D} .

Полным прообразом F−1
− (D) множества D называется множество

F−1
− (D) = {x ∈ X : F(x) ∩D 6= ∅}.

Теперь, пусть X и Y - топологические пространства.

Определение 1.3.1. Мультиотображение F : X → P (Y ) называет-
ся полунепрерывным сверху в точке x ∈ X, если для любого открытого
мнодества V ⊂ Y такого, что F(x) ⊂ V, существует окрестность U(x)

точки x такая, что F(U(x)) ⊂ V.

Мультиотображение F называется полунепрерывным сверху, если оно
полунепрерывно сверху в каждой точке x ∈ X.

Приведем некоторые равносильные формулировки.

24



Свойство 1.3.1. Следующие условия эквивалентны:

(i) мультиотображение F : X → P (Y ) полунепрерывно сверху;

(ii) для любого открытого множества V ⊂ Y множество F−1
+ (V ) от-

крыто в X;

(iii) для любого замкнутого множества Q ⊂ Y множество F−1
− (Q) за-

мкнуто в X.

Определение 1.3.2. Мультиотображение F : X → P (Y ) называется
полунепрерывным снизу в точке x ∈ X, если для любого открытого мно-
жества V ⊆ Y такого, что F(x)∩V 6= ∅ существует окрестность U(x)

точки x такая, что F(x′) ∩ V 6= ∅ для всех x′ ∈ V (x).

Мультиотображение F называется полунепрерывным снизу, если оно по-
лунепрерывно снизу в каждой точке x ∈ X.

Полунепрерывность снизу также допускает эквивалентные формули-

ровки.

Теорема 1.3.1. Следующие условия эквивалентны:

(i) мультиотображение F : X → P (Y ) полунепрерывно снизу;

(ii) для любого открытого множества V ⊂ Y множество F−1
− (V ) от-

крыто в X;

(iii) для любого замкнутого множества Q ⊂ Y множество F−1
+ (Q) за-

мкнуто в X.

Определение 1.3.3. Мультиотображение F , которое полунепрерывно и
сверху и снизу, называется непрерывным.

Рассмотрим еще один важный класс мультиотображений.

Определение 1.3.4. Мультиотображение F называется замкнутым,
если его график ΓF является замкнутыи множеством в пространстве
X × Y.

Свойство 1.3.2. Следующие условия эквивалентны:

(i) мультиотображения F замкнуто;
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(ii) для любых направленностей {xα} ⊂ X, {yα} ⊂ Y таких, что yα ∈
F(xα), если xα → x и yα → y, то y ∈ F(x).

Отметим, что в последнем утверждении, обычно последовательности

используются в случае, когда X и Y являются метрическими простран-

ствами.

Введем следующие обозначения:

C(Y ) = {D ∈ P (Y ) : D является замкнутым};

K(Y ) = {D ∈ P (Y ) : D является компактным}.

Если Y является топологическим векторным пространством мы обозначим:

Pv(Y ) = {D ∈ P (Y ) : D является выпуклым};

Cv(Y ) = Pv(Y ) ∩ C(Y )

= {D ∈ P (Y ) : D является выпуклым и замкнутым};

Kv(Y ) = Pv(Y ) ∩K(Y )

= {D ∈ P (Y ) : D является комапктным и выпуклым}.

В случае, когда мультиотображение F действует в совокупности

C(Y ), K(Y ), или Pv(Y ), мы говорим, что F имеет замкнутые, компактные

или выпуклые значения, соответственно.

Из определения замкнутого мультиотображения следует, что оно имеет

замкнутые значения.

Пусть Y - метрическое пространство. Функция h : K(Y )×K(Y )→ R+,

h(A,B) = inf{ε > 0 : A ⊂ Oε(B), B ⊂ Oε(A)},

где Oε обозначает ε–окрестность множества, называется метрикой Хау-

сдорфа на K(Y ).
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Свойство 1.3.3. Пусть X - топологическое пространство, Y - метри-
ческое пространство. Мультиотображение F : X → K(Y ) является
непрерывным тогда и только тогда, когда оно является непрерывным как
однозначное отображение из X в метрическое пространство (K(Y ), h).

Отношение между замкнутыми и полунепрерывными сверху мультио-

тображениями описывается в следующем утверждении.

Свойство 1.3.4. Пусть X - топологическое пространство, Y - метри-
ческое пространство и F : X → C(Y ) - полунепрерывное сверху муль-
тиотображение. Тогда F является замкнутым.

Для формулировки достаточного условия полунепрерывности сверху

замкнутого мультиотображения дадим следующие определения.

Определение 1.3.5. Мультиотображение F : X → P (Y ) называется:

(i) компактным, если область значений F(X) относительно компакт-
на в Y , т.е. F(X) компактно в Y ;

(ii) локально компактным, если каждая точка x ∈ X обладает окрест-
ностью U(x) такой, что сужение F на U(x) компактно;

(iii) квазикомпактным, если его сужение на любое компактное подмно-
жество A ⊂ X компактно.

Ясно, что (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii).

Свойство 1.3.5. Пусть F : X → K(Y ) - замкнутое локально компакт-
ное мультиотображение. Тогда F полунепрерывно сверху.

Определение 1.3.6. Пусть X - метрическое пространство. Полунепре-
рывное сверху мультиотображение F : X → K(Y ), сужение которого
на любое ограниченное множество пространства X компактно, называ-
ется вполне полунепрерывным сверху.

Напомним одно важное свойство полунепрерывных сверху мультиотоб-

ражений.

Свойство 1.3.6. Пусть F : X → K(Y ) - полунепрерывное сверху муль-
тиотображение. Если A ⊂ X - компактное множество, то его образ
F(A) является компактным множеством в Y
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Следующие утверждения представляют свойства сохранения непрерыв-

ности мультиотображений при различных операциях над ними.

Пусть X, Y, и Z - топологические пространства.

Свойство 1.3.7. Если мультиотображения F0 : X → P (Y ), и F1 : Y →
P (Z) полунепрерывны сверху (полунепрерывны снизу), то их композиция
F1 ◦ F0 : X → P (Z),

(F1 ◦ F0)(x) = F1 (F0 (x)) ,

тоже полунепрерывна сверху (соответственно, полунепрерывна снизу).

Свойство 1.3.8. Если мультиотображения F0 : X → K(Y ) и F1 : X →
K(Z) полунепрерывны сверху (полунепрерывны снизу), то их декартово
произведение F0 ×F1 : X → K(Y × Z),

(F0 ×F1) (x) = F0(x)×F1(x)

тоже полунепрерывно сверху (соответственно, полунепрерывно снизу).

Свойство 1.3.9. Пусть F0 : X → C(Y ) - замкнутое мультиотображе-
ние, F1 : X → K(Y ) - полунепрерывное сверху мультиотображение и

F0(x) ∩ F1(x) 6= ∅ ,∀x ∈ X.

Тогда их пересечение F0 ∩ F1 : X → K(Y ), (F0 ∩ F1)(x) = F0(x) ∩ F1(x)

тоже полунепрерывно сверху.

Теперь, пусть X - топологическое пространство и Y - топологическое

векторное пространство.

Свойство 1.3.10. Если мультиотображения F0, F1 : X → K(Y ) полу-
непрерывны сверху (полунепрерывны снизу), то их сумма F0 + F1 : X →
K(Y ),

(F0 + F1) (x) = F0(x) + F1(x)

тоже полунепрерывна сверху (соответственно, полунепрерывна снизу)

Свойство 1.3.11. Если мультиотображение F : X → K(Y ) полунепре-
рывно сверху (полунепрерывно снизу), и функция f : X → R непрерывна,
то их произведение f · F : X → K(Y ),

(f · F) (x) = f(x) · F(x)

полунепрерывно сверху (соответственно, полунепрерывно снизу).
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1.3.2 Измеримые мультифункции и мультиоператор
суперпозиции

Напомним теперь основные свойства измеримых мультифункций и муль-

тиоператор суперпозиции, порожденный верхним мультиотображением

Каратеодори (см., например [11, 24, 26, 32, 41, 70, 87, 90] и др.).

Пусть I ⊂ R - компактный интервал, µ - мера Лебега на I и E - банахово

пространство.

Определение 1.3.7. Мультифункция F : I → K(E) называется изме-
римой, если для любого открытого множества V ⊂ E малый прообраз
F−1

+ (V ) является измеримым.

Ясно, что эквивалентным определением является измеримость полно-

го прообраза F−1
− (Q) каждого замкнутого множества Q ⊂ E. Следую-

щее свойство дает другие эквивалентные определения измеримости муль-

тифункции.

Свойство 1.3.12. Мультифункция F : I → K(E) измерима тогда и
только тогда, когда:

(i) для любого замкнутого множества Q ⊂ E малый прообраз F−1
+ (Q)

измерим;

(ii) для любого открытого множества V ⊂ E полный прообраз F−1
− (V )

измерим.

Заметим, что из определения выше и Свойства 1.3.12 вытекает, что по-

лунепрерывная сверху (или полунепрерывная снизу) мультифункция из-

мерима.

Введем следующее понятие.

Определение 1.3.8. Функция f : I → E называется измеримым сече-
нием мультифункции F : I → K(E), если f измерима и

f(t) ∈ F (t) для µ-п.в. t ∈ I.

Множество всех измеримых сечений F обозначается символом S(F ).
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Определение 1.3.9. Счетное семейство {fn}∞n=1 ⊂ S(F ) называется
представлением Кастена для F , если

∞⋃
n=1

f(t) = F (t)

для µ-п.в. t ∈ I.

Мультифункцию F̃ : I → K(E) называют ступенчатой, если существует

разбиение I на конечное семейство непересекающихся измеримых подмно-

жеств {Ij}, ∪jIj = I такое, что F̃ постоянно на каждом Ij.

Определение 1.3.10. Мультифункция F : I → K(E) называется сильно
измеримой, если существует последовательность {Fn}∞n=1 ступенчатых
мультифункций такая, что

h(Fn(t), F (t)) → 0

при n→∞ для µ-п.в. t ∈ I, где h - метрика Хаусдорфа в K(E).

Понятие сильно измеримой функции, и следовательно сильно измери-

мого сечения, может быть определено аналогично. Отметим, что измери-

мая мультифункция не является, вообще говоря, сильно измеримой (см.,

например [41]). Но для мультифункций с компактными значениями в сепа-

рабельном банаховом пространстве эти понятия совпадают. Это становится

ясно из следующего утверждения, описывающего основные свойства изме-

римых мультифункций (см., например [26, 90]).

Свойство 1.3.13. Пусть E - сепарабельное банахово пространство. Тогда
для мультифункции F : I → K(E) следующие условия эквивалентны:

(a) F измерима;

(b) для любого счетного плотного множества {xn}∞n=1 пространства
E функции {ϕn}∞n=1, ϕn : I → R,

ϕn(t) = dist(xn, F (t))

измеримы;
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(c) F обладает представлением Кастена;

(d) F сильно измерима;

(e) F измерима как однозначная функция из I в метрическое простран-
ство (K(E), h);

(f) F обладает свойством Лузина: для каждого δ > 0 существует за-
мкнутое подмножество Iδ ⊂ I такое, что µ(I \ Iδ) ≤ δ и сужение
F на Iδ непрерывно.

В случае, когда E является произвольным (несепарабельным) банахо-

вым пространством, справедливо следующее утверждение (см., например

[26]).

Свойство 1.3.14. Пусть E - банахово пространство и F : I → K(E) -
сильно измеримая мультифункция. Тогда F измерима и обладает пред-
ставлением Кастена, состоящим из сильно измеримых функций.

Пусть E - банахово пространство и F : I → P (E) - мультифункция.

Символом S1(F ) мы будем обозначать множество всех интегрируемых по

Бохнеру сечений, т.е.

S1(F ) =
{
f ∈ L1(I;E) : f(t) ∈ F (t) для µ− п.в. t ∈ I

}
.

Если S1(F ) 6= ∅, то мультифункция F называется интегрируемой и ее

интеграл определяется следующим образом:∫
τ

F (s) ds =

{∫
τ

f(s) ds : f ∈ S1(F )

}
для любого измеримого подмножества τ ⊂ I.

Ясно, что если мультифункция F : I → K(E) сильно измерима и ин-

тегрально ограничена, т.е. существует суммируемая функция ν ∈ L1
+(I)

такая, что

‖F (t)‖E := max {‖y‖E : y ∈ F (t)} ≤ ν(t) для µ− п.в. t ∈ I,

то F интегрируема.
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Замечание 1.3.1. Отметим, что если мультифункция F постоянна,
т.е. F (t) ≡ A ∈ Kv(E), то

∫
I F (s) ds = Aµ(I).

Пусть теперь E - банахово пространство и E0 - нормированное про-

странство.

Определение 1.3.11. Мультиотображение F : I × E0 → K(Y ) называ-
ется верхним Каратеодори мультиотображением, если:

(F1) для каждого x ∈ E0, мультифункция

F (·, x) : I → K (E)

сильно измерима;

(F2) для п.в. t ∈ I мультиотображение F : E0 → K (E) полунепрерыв-
ным сверху.

Замечание 1.3.2. a) Из Свойства 1.3.13 следует, что в случае, когда
пространство E сепарабельно, "сильно измерима"в условии (F1) стано-
вится "измерима".

b) Если верхнее Каратеодори мультиотображение F : I×E0 → K(Y )

является однозначным отображением, то его будем называть отображе-
нием Каратеодори.

Основным свойством верхнего Каратеодори мультиотображения явля-

ется следующее утверждение.

Свойство 1.3.15. (см., например [26, 41, 90]) Если F : I × E0 → K(E)

- верхнее Каратеодори мультиотображение, то для каждой сильно из-
меримой функции q : I → E0 существует сильно измеримое сечение
f : I → E мультифункции Φ : I → K(E),

Φ(t) = F (t, q(t)).

Определение 1.3.12. Для целого числа p ≥ 1, F : I×E0 → K(E) называ-
ется мультиотображением с Lp-ростом, если оно удовлетворяет условию:

(F3) для любого ограниченного множества Ω ⊂ E0 существует функция
νΩ ∈ Lp+(I) такая, что

‖F (t, x)‖E ≤ νΩ(t) для µ− п.в. t ∈ I

и для всех x ∈ Ω.

Если мультиотображение удовлетворяет следующему условию:
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(F3)′ существует функция ν ∈ Lp+(I) такая, что

‖F (t, x)‖E ≤ ν(t)(1 + ‖x‖E0
) для µ− п.в. t ∈ I

и для всех x ∈ E0, то F называется мультиотображением с Lp−под-
линейным ростом.

Каждое верхнее Каратеодори мультиотображение с Lp–ростом

F : I × E0 → K(E)

порождает мультиоператор суперпозиции PF : C(I;E0)→ P (Lp(I, E)),

PF (x) =
{
f ∈ Lp(I, E) : f(t) ∈ F (t, x(t)) для µ− п.в. t ∈ I

}
.

Под дополнительным предположением, что мультиотображение F име-

ет выпуклые значения, мы обладаем следующим свойством мультиопера-

тора суперпозиции (см., например [26, 90])

Свойство 1.3.16. Пусть F : I × E0 → Kv(E) - верхнее Каратеодори
мультиотображение с Lp–ростом, E1 - нормированное пространство и
A : Lp(I;E)→ E1 - линейный ограниченный оператор. Тогда композиция

A ◦ PF : C(I;E0) −→ Cv(E1)

является замкнутым мультиотображением.

1.3.3 Однозначные аппроксимации

Пусть (X, %X) , (Y, %Y ) - метрические пространства.

Определение 1.3.13. Пусть F : X → P (Y ) - некоторое мультиотоб-
ражение метрических пространств. Непрерывное отображение fε : X →
Y , где ε > 0, называется ε−аппроксимацией мультиотображения F , ес-
ли для каждого x ∈ X найдется x′ ∈ Oε(x) такое, что

fε(x) ∈ Oε(F (x′)),

где Oε(x) - ε−окрестность точки x.
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Ясно, что это понятие может быть равносильно выражено условием:

fε(x) ∈ Oε

(
F (Oε(x))

)
, для всех x ∈ X

или, что

Γfε ⊂ Oε(ΓF ),

где Γfε, ΓF - графики отображений fε и F , соответственно, а метрика в

X × Y определена как

ρ
(
(x, y), (x′, y′)

)
= max{ρX(x, x′), ρY (y, y′)}.

Справедливо следующее утверждение о существовании ε-аппроксима-

ции (см., например [26, 70, 90]).

Свойство 1.3.17. Пусть (X, %) - метрическое пространство, Y - норми-
рованное пространство. Для всякого полунепрерывного сверху мультио-
тображения F : X → Cv(Y ) и ε > 0 существует непрерывное отобра-
жение fε : X → Y такое, что

(i) для каждого x ∈ X найдется x′ ∈ X такое, что %(x, x′) < ε и

fε(x) ∪ F(x) ⊂ Vε(F(x′));

(ii)

fε(X) ⊂ coF(X)

.

Определение 1.3.14. Однозначная ε-аппроксимация, удовлетворяющая
(ii) Свойства 1.3.17, называется регулярной.

Тот факт, что отображение f : X → Y является ε–аппроксимацией

мультиотображения F : X → P (Y ), обозначается символом f ∈ a(F , ε).

Напомним следующие важные свойства однозначных аппроксимаций

(см., например [26, 70]).

Свойство 1.3.18. Пусть Σ : X → K (Y ) - полунепрерывное сверху муль-
тиотображение.
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(i) Пусть X1 - компактное подмножество X. Тогда для каждого ε > 0

существует δ > 0 такое, что из σ ∈ a (Σ, δ) следует, что σ|X1
∈

a
(
Σ|X1

, ε
)
;

(ii) Пусть X - компактное, Z - метрическое пространство и ϕ : Y → Z

- непрерывное отображение. Тогда для каждого ε > 0 существует
δ > 0 такое, что из σ ∈ a (Σ, δ) следует, что ϕ ◦ σ ∈ a (ϕ ◦ Σ, ε).

Свойство 1.3.19. (см. [121]). Пусть X,X ′, Z - метрические простран-
ства; f : X → X ′ и ϕ : Z → X ′ - непрерывные отображения;
Σ : X → K (Z) - полунепрерывное сверху мультиотображение. Пред-
положим, что X1 ⊆ X - компактное подмножество такое, что

Coin (f, ϕ ◦ Σ) ∩X1 = ∅ ,

где Coin (f, ϕ ◦ Σ) = {x ∈ X : f (x) ∈ ϕ ◦ Σ (x)} является множеством
точек совпадения. Если ε > 0 достаточно мало и σε ∈ a (Σ, ε), то

Coin (f, ϕ ◦ σε) ∩X1 = ∅

Доказательство. Предположим противное, что существуют последова-
тельности {xn} ⊂ X1 и εn → 0, εn > 0 такие, что

f (xn) = ϕσεn (xn) , (1.3.1)

где σεn ∈ a (Σ, εn) .

Из Свойства 1.3.18 мы можем предполагать (без потери общности),
что отображения ϕσεn|X1

образуют последовательность δn-аппроксимаций
ϕΣ|X1

, где δn → 0 и отсюда

(xn, ϕσεn (xn)) ∈ Oδn

(
ΓϕΣ|X1

)
.

График полунепрерывного сверху мультиотображения ϕΣ|X1
является ком-

пактным множеством (см. Свойство 1.3.6), и поэтому, мы снова можем
предполагать (без потери общности), что

(xn, ϕσεn (xn)) →
n→∞

(x0, y0) ∈ ΓϕΣ|X1

т.е. y0 ∈ ϕΣ (x0) .

Приходя к пределу в (1.3.1) получаем, что

f (x0) = y0 ∈ ϕΣ (x0) ,

т.е. x0 ∈ Coin (f, ϕΣ), что есть противоречие.
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Наша задача теперь - описать класс мультиотображений с невыпуклыми

значениями, которые допускают однозначные аппроксимации. Для этого,

введем следующие понятия.

Определение 1.3.15. (см. [88]). Компактное метрическое простран-
ство A называется Rδ-множеством, если существует убывающая после-
довательность {An} компактных стягиваемых множеств такая, что

A =
⋂
n≥1

An.

Отметим, что Rδ-множество может не быть стягиваемым (см. пример в

[70]).

Определение 1.3.16. (см. [118]). Непустое компактное подмножество
метрического пространства X называется асферичным, если для каж-
дого ε > 0 существует δ ∈ (0, ε) такое, что для всякого n = 0, 1, ... любое
непрерывное отображение g : Sn → Uδ(A) может быть продолжено до
непрерывного отображения g̃ : Bn+1 → Uε(A), где

Sn = {x ∈ Rn+1 : ‖x‖ = 1}, Bn+1 = {x ∈ Rn+1 : ‖x‖ ≤ 1}.

Определение 1.3.17. Подмножество A топологического пространства
X называется ретрактом пространства X, если существует непрерыв-
ное отображение (ретракт) r : X → A, сужение которого на A является
тождественным, т.е. r(x) = x для всех x ∈ A.

Из Теоремы Титце-Дугунджи (см., например [28]) следует, что каж-

дое замкнутое выпуклое подмножество метризуемого локально выпуклого

топологического векторного пространства является ретрактом этого про-

странства.

Определение 1.3.18. Подмножество A топологического пространства
X называется окрестностным ретрактом, если существует ретракт
r : U(A)→ A, где U(A) - некоторая окрестность множества A.

Определение 1.3.19. Вложением пространства X в пространство Y
является отображение h : X → Y со свойством:

(i) h(X) ⊂ Y замкнуто;
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(ii) отображение ĥ : X → h(X) является гомеоморфизмом.

Определение 1.3.20. Пространство X называется абсолютным ре-
трактом (или AR–пространством), если для каждого метрического про-
странства Y и любого вложения h : X → Y множество h(X) яв-
ляется ретрактом пространства Y. Если множество h(X) является
окрестностным ретрактом, то пространство X называется абсолют-
ным окрестностныи ретрактом (или ANR–пространством).

Отметим, что класс ANR-пространств достаточно широк. Например,

объединение конечных замкнутых выпуклых подмножеств нормированно-

го пространства является ANR–пространством. В частности, каждый ко-

нечный многогранник является ANR-пространством.

Кроме того, конечномерное компактное пространство является ANR-

пространством тогда и только тогда когда оно является локально стягива-

емым (см. [28]). В частности, из Теоремы вложения Whitney (см., например

[85]) вытекает, что каждое компактное конечномерное многообразие явля-

ется ANR-пространством.

Важным фактом является то, что для компактных подмножеств ANR-

пространства понятия асферичного множества и Rδ–множества совпадают:

Свойство 1.3.20. (см. [88]). ЕслиM - компактное подмножество ANR–
пространства, то следующие свойства эквивалентны:

(i) M является Rδ–множеством;

(ii) M является асферичным.

Пусть X, Y - метрические пространства.

Определение 1.3.21. Полунепрерывное всерху мультиотображение F :

X → K(Y ) называется J–мультиотображением (или F ∈ J(X, Y )), ес-
ли каждое множество F(x), x ∈ X, является асферичным.

Свойство 1.3.21. Пусть Y - ANR–пространство. Тогда полунепрерыв-
ное сверху мультиотображение F : X → K(Y ) называется J–мульти-
отображением в каждом следующем случае:
для каждого x ∈ X множество F(x) является
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(i) выпуклым;

(ii) AR-пространством;

(iii) стягиваемым множеством;

(iv) Rδ–множеством.

В частности, каждое непрерывное однозначное отображение f : X → Y

является J–мультиотображением.

Определение 1.3.22. Мультиотображение F : X → K(Y ) называется
аппроксимируемым, если для любого ε > 0 оно обладает однозначной ε–
аппроксимацией и, кроме того, существует δε > 0 такое, что для любых
δ–аппроксимаций fδ, f̃δ : X → Y мультиотображения F (0 < δ < δε)
существует такое непрерывное отображение h : X × [0, 1]→ Y , что

(i) h(x, 0) = fδ(x), h(x, 1) = f̃δ(x) для всех x ∈ X;

(ii) h(·, λ) ∈ a(F , ε) для каждого λ ∈ [0, 1] .

Основным свойством J–мультиотображений является следующее утвер-

ждение (см. [72, 70, 118]).

Свойство 1.3.22. Пусть X - компактное ANR–пространство, Y - мет-
рическое пространство. Тогда каждое J–мультиотображение F : X →
K(Y ) является аппроксимируемым.

Определение 1.3.23. Символом CJ(X ,Z) мы обозначаем совокупность
всех мультиотображений G : X → K(Z), которые могут быть пред-
ставлены в виде композиции G = ϕ ◦Σ, где Σ ∈ J(X ,X ′) для некоторого
метрического пространства X ′ и ϕ : X ′ → Z - непрерывное отображе-
ние. Композиция ϕ ◦ Σ называется разложением мультиотображения
G.

Определение 1.3.24. Символ J c(X, Y ) обозначает совокупность всех
мультиотображений F : X → K(Y ), которые могут быть представ-
лены в виде композиции

F = Σq ◦ · · · ◦ Σ1,

где Σi ∈ J(Xi−1, Xi), i = 1 · · · q, X0 = X, Xq = Y , и Xi (0 < i < q) -
нормированные пространства. Композиция Σq ◦ · · · ◦ Σ1 называется раз-
ложением мультиотображения G.
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Отметим (см. [70]), что одно мультиотображение может иметь различ-

ные разложения и J(X, Y ) ⊂ CJ(X, Y ) ⊂ J c(X, Y ).

1.4 Топологическая степень

Введем в этом параграфе понятие топологической степени для CJ−муль-

тиотображений. Топологическая степень для J c−мультиотображений опре-

деляется аналогично.

Пусть X ⊆ Y - некоторые множества и F : X → P (Y ) - мультиотобра-

жение. Точка x ∈ X называетсянеподвижной точкой мультиотображения

F , если x ∈ F(x). Множество всех неподвижных точек F обозначается

символом FixF .

Теперь пусть E - банахово пространство и X ⊆ E. Каждое мультиотоб-

ражение F : X → P (E) порождает мультиотображение Φ : X → P (E),

Φ(x) = x−F(x),

которое называется многозначным векторным полем или мультиполем,

соответствующим F . Обозначая i : X → E отображение вложения, мы

перепишем Φ в виде

Φ = i−F .

Если Λ - пространство параметров и G : X × Λ→ P (E) - семейство муль-

тиотображений, тогда Ψ : X × Λ→ P (E),

Ψ(x, λ) = x− G(x, λ),

называется семейством мультиполей.

Точка x ∈ Φ(x) такая, что

0 ∈ Φ(x)
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называется особой точкой мультиполя Φ. Ясно, что точка x является осо-

бой точкой мультиполя Φ = i−F тогда и только тогда, когда она является

неподвижной точкой мультиотображения F .

В дальнейшем нам понадобится понятие классической топологической

степени Брауэра для непрерывных однозначных отображений в конечно-

мерном пространстве (см., например [42, 101, 144]).

Теперь, пусть U ⊂ E - ограниченное открытое подмножество, замы-

кание и граница которого обозначаются U и ∂U , соответственно. Пусть

F : U → K(E) - компактное CJ–мультиотображение такое, что

FixF ∩ ∂U = ∅. (1.4.1)

Сначала рассмотрим случай, когда F = (ϕ ◦ F̃) является конечно-

мерным, т.е. существует конечномерное подпространство E ′ ⊂ E такое,

что F(U) ⊂ E ′. Предположим (без потери общности), что множество

U ′ = U ∩ E ′ непусто.

Нетрудно видеть, что FixF является компактным подмножеством мно-

жества U ′.

Лемма 1.4.1. Существует κ0 > 0 такое, что если Oκ является κ-
окрестностью множества FixF в E ′, где 0 < κ < κ0, то Oκ ⊂ U ′ и
мультиотображение F̃ аппроксимируемо на Oκ.

Доказательство. Существует открытая окрестность N ⊂ U ′ множества
FixF такая, что N является ANR-пространством. В самом деле, в ка-
честве N , мы можем взять конечное объединение открытых шаров в E ′,
покрывающих FixF . Тогда из Свойств 1.3.18(i) и 1.3.22 следует, что каж-
дая κ-окрестность Oκ множества FixF такая, что Oκ ⊂ N является иско-
мой.

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 1.4.2. Если Oκ является κ-окрестностью множества FixF , удо-
влетворяющей условиям Леммы 1.4.1, то существует ε0 > 0 такое, что
для каждой ε-аппроксимации fε : Oκ → Z мультиотображения F̃ , где
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0 < ε < ε0 , отображение ϕ ◦ fε : Oκ → E не имеет неподвижных точек
(x 6= ϕ ◦ fε(x)) на ∂Oκ.

Эта лемма нам позволяет определить топологическую степень для муль-

типоля, соответствующего конечномерному CJ–мультиотображению, сле-

дующим образом.

Определение 1.4.1. Пусть F = (ϕ ◦ F̃) : U → K(E) - компактное
конечномерное CJ–мультиотображение, удовлетворяющее (1.4.1). Под
топологической степенью

deg(i−F , U)

мультиполя i−F на U мы понимаем топологическую степень однознач-
ного поля

deg(i− ϕ ◦ fε,Oκ),

где Oκ - окрестность множества FixF , удовлетворяющая условиям
Леммы 1.4.1 и fε - ε-аппроксимация F̃ при достаточно малых ε > 0.

Используя элементарные свойства топологической степени Брауэра нам

нетрудно проверить, что это определение корректно опрелелено, т.е. значе-

ние deg(i−F , U) не зависит от выбора окрестности Oκ и ε-аппроксимации

fε (при достаточно малых κ и ε). В то же время, отметим, что deg(i−F , U)

зависит от разложения (ϕ ◦ F̃): одинаковое мультиотображение F может

обладать различными разложениями и топологические степени, соответ-

свующие этим раэложениям, могут быть (вообще говоря) различны (см.

например [70]).

Теперь, рассмотрим случай, когда F = (ϕ ◦ F̃) : U → K(E) явля-

ется произвольным компактным CJ–мультиотображением, удовлетворяю-

щим условию (1.4.1).

Следующее утверждение очевидно.

Лемма 1.4.3. Если Φ = i − F является мультиполем, соответствую-
щим мультиотображению F , то множество Φ(∂U) замкнуто в E.
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Так как множество Φ(∂U) не содержит нулей, то значение

δ0 = dist(0,Φ(∂U))

положительно.

Возьмем компактное множество K = F(U) и выбираем 0 < δ < δ0, конеч-

номерное подпространство E ′ ⊂ E и непрерывное отображение π : K → E ′

такие, что

‖x− π(x)‖ < δ. (1.4.2)

В качестве отображения π мы можем взять проекцию Шаудера (см., на-

пример [110, 101]).

Теперь определим конечномерное CJ–мультиотображение F ′ : U → K(E),

F ′ = (πϕ ◦ F̃),

которое называется конечномерной аппроксимацией F = (ϕ ◦ F̃).

Определение 1.4.2. Под топологической степенью

deg(i−F , U)

мультиполя i−F понимаем топологическую степень его конечномерной
аппроксимации:

deg(i−F ′, U).

Мы снова можем доказать, что значение deg(i − F , U) не зависит от

выбора конечномерного пространства E ′ и проекции π.

В дальнешем, через символ CJ∂U(U,E) мы обозначаем совокупность

всех компактных CJ–мультиотображений F : U → K(E), удовлетворяю-

щих условию (1.4.1).

Опишем теперь основные ствойства топологической степени, определен-

ной выше. Для этого, введем следующее определение.
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Определение 1.4.3. Мультиотображения F0, F1 ∈ CJ∂U(U,E);

F0 = (ϕ0 ◦ F̃0), F1 = (ϕ1 ◦ F̃1)

и соответствующие мультиполя Φ0 = i − F0, Φ1 = i − F1 называются
гомотопическими

Φ0 ∼ Φ1,

если существуют мультиотображение H ∈ J(U×[0, 1], Z) и непрерывное
отображение k : Z × [0, 1]→ E, удовлетворяющие условиям:

(i) H(·, 0) = F̃0, H(·, 1) = F̃1;

(ii) k(·, 0) = ϕ0, k(·, 1) = ϕ1;

(iii) мультиотображение k ◦H : U × [0, 1]→ K(E),

(k ◦H)(x, λ) = k(H(x, λ), λ) для всех (x, λ) ∈ U × [0, 1],

компактно и не имеет неподвижных точек на ∂U × [0, 1] :

x /∈ H(x, λ), ∀(x, λ) ∈ ∂U × [0, 1].

Мультиотображение k ◦H называется гомотопией в классе CJ∂U(U,E)

соединяющей мультиотображения F0 и F1 (и соответствующие муль-
типоля Φ0 и Φ1).

1) Свойство гомотопической инвариантности. Пусть

F0, F1 ∈ CJ∂U(U,E)

и соответствующие мультиполя Φ0 = i−F0 и Φ1 = i−F1 гомотопны.

Тогда

deg(Φ0, U) = deg(Φ1, U).

Напомним два достаточных условий для гомотопических мультиполей.

Первое условие показано устойчивость топологической степени под “малы-

ми” возмущениями.
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Лемма 1.4.4. Пусть F0 ∈ CJ∂U(U,E) и F̃ : U → K(E) такие, что∥∥∥F̃(x)
∥∥∥ ≤ min

{
‖z‖ : z ∈ Φ0(x)

}
, ∀x ∈ ∂U ,

где Φ0 = i−F0.
Тогда, для мультиотображения F1 = F0 + F̃ имеем F1 ∈ CJ∂U(U,E) и

Φ1 = i−F1 ∼ Φ0,

т.е. deg(Φ0, U) = deg(Φ1, U).

Второе условие показано гомотопическое свойство мультиполей, кото-

роые не допускают противоположных направлений на ∂U .

Лемма 1.4.5. Пусть мультиотображения F0,F1 ∈ CJ∂U(U,E) удовле-
творяют условию

z0

‖z0‖
6= − z1

‖z1‖
для всех z0 ∈ Φ0(x), z1 ∈ Φ1(x), x ∈ ∂U, где Φk = i−Fk, k = 0, 1.
Тогда, Φ0 ∼ Φ1, т.е.

deg(Φ0, U) = deg(Φ1, U) .

2) Аддитивная независимость от области. Пусть{Uj}mj=1 - семейство

открытых непересакающыхся подмножеств множества U и F : U →

K(Y ) - компактное CJ–мультиотображение, которое не имеет непо-

движных точек на U \
m⋃
j=1

Uj. Тогда

deg(i−F , U) =
m∑
j=1

deg(i−F , U j).

3) Принцип сужения отображения. Пусть E1 ⊂ E - замкнутое под-

пространство и мультиотображение F ∈ CJ∂U(U,E) такое, что

F(U) ⊂ E1. Тогда

deg(i−F , U) = degE1
(i−F , U 1),

где U1 = U ∩ E1 и degE1
означает, что степень высчитывается в про-

странстве E1.
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4) Принцип неподвижной точки. Пусть F ∈ CJ∂U(U,E) и

deg(i−F , U) 6= 0.

Тогда ∅ 6= FixF ⊂ U.

Приведенные выше принципы позволяют проводить простое дока-

зательство многих теорем о неподвижной точке. Например, теорема

Боненбласта-Карлина о неподвижной точке (см. [22]).

Свойство 1.4.1. ПустьM - непустое замкнутое и выпуклое множество
пространства E и F : M → K(M) - компактное CJ– мультиотображе-
ние. Тогда FixF 6= ∅.

Доказательство. Пусть F имеет разложение F = (ϕ ◦ F̃). Возьмем про-
извольно открытое ограниченное выпуклое множество U ⊂ E, содержа-
щее компактное выпуклое множество M1 = coF(M). Рассмотрим сужение
ρ : U → M1 и мультиотображение F1 = F ◦ ρ : U ( M1. Ясно, что F1

- компактное CJ–мультиотображение с разложением F1 = (ϕ ◦ F̃ ◦ ρ) и
его неподвижные точки совпадают с неподвижными точками мультиотоб-
ражения F .

Возьмем произвольно x0 ∈ U и рассмотрим деформацию k : Z× [0, 1]→
E,

k(z, λ) = (1− λ)ϕ(z) + λx0

и мультиотображение H : U × [0, 1]→ K(Z),

H(x, λ) = F̃ ◦ ρ(x), ∀λ ∈ [0, 1]

Тогда k ◦H определяет гомотопию, соединяющую мультиотображение F1

и постоянное отображение H(·, 1) ≡ x0. Следовательно,

deg(i−F1, U) = deg(i−H(·, 1), U) = 1,

отсюда следует, что FixF1 = FixF непусто.

Аналогично, мы можем доказать следующие свойства.

Свойство 1.4.2. Пусть F : U → K(E) - компактное CJ–мульти-
отображение, Φ = i−F - соответствующее мультиполе. Предположим,
что для заданной точки a ∈ U имеем

Φ(x) ∩ Lax = ∅, для каждого x ∈ ∂U,
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где
Lax = {y ∈ E : y = µ(x− a), µ ≤ 0} .

Тогда deg(Φ, U) = 1, и следовательно, ∅ 6= FixF ⊂ U.

Свойство 1.4.3. Пусть U - открытая ограниченная окрестность нуля и
F : U → K(E) - компактное CJ–мультиотображение, удовлетворяющее
условию

x /∈ λF(x)

для всех x ∈ ∂U and 0 < λ ≤ 1.

Тогда deg(Φ, U) = 1, и следовательно, ∅ 6= FixF ⊂ U.

Свойство 1.4.4. Пусть U - симметричная ограниченная окрестность
нуля, F : U → K(E) - компактное CJ–мультиотображение такое, что
мультиполе Φ = i−F удовлетворяет условию:

Φ(x) ∩ µΦ(−x) = ∅ для всех x ∈ ∂U, 0 ≤ µ ≤ 1.

Тогда
deg(Φ, U) ≡ 1 (mod 2),

и следовательно, ∅ 6= FixF ⊂ U.
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1.5 Индекс совпадения для включений с ли-
нейными фредгольмовыми операторами
нулевого индекса

Применяя конструкцию, введенную J. Mawhin’ом (см. [65, 115]) мы напом-

ним в этом параграфе индекс совпадения для CJ−включений с линейными

фредгольмовыми операторами нулевого индекса.

Пусть E1 и E2 - банаховы пространства и L : DomL ⊆ E1 → E2 -

линейный фредгольмов оператор нулевого индекса.

Пусть U ⊂ E1 - открытое ограниченное множество.

Определение 1.5.1. CJ–мультиотображение F : U → K(E2) называ-
ется L-компактным, если композиция

(ΛΠ +KP,Q) ◦ F : U → K(E1)

является компактным мультиотображением, где операторы Λ, Π и
KP,Q определены в параграфе 1.2.

Замечание 1.5.1. Определение L–компактного мультиотображения не
зависит от выбора проекций P : E1 → E1, Q : E2 → E2, и изоморфизма
Λ : Coker L→ Ker L.

Определение 1.5.2. Точка x ∈ DomL называется точкой совпадения
оператора L и мультиотображения F , если

Lx ∈ F(x).

Множество всех точек совпадения L и F обозначается символом
Coin (L,F).

Рассмотрим теперь мультиотображение G : U → K(E1) типа

G(x) = Px+ (ΛΠ +KP,Q) ◦ F(x), x ∈ U. (1.5.1)

Ясно, что множество FixG совпадает с множеством Coin (L,F).

Лемма 1.5.1. Мультиотображение G, определенное в (1.5.1), является
компактным CJ–мультиотображением.
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Доказательство. В самом деле, пусть F = (ϕ ◦ F̃), F̃ : U → K(Z) и
ϕ : Z → E1, - разложение мультиотображения F . Нетрудно видеть, что
мультиотображение F̂ : U → K(E1 × Z),

F̂ (x) = {x} × F̃ (x)

является J–мультиотображением.
Далее, определим отображение Ψ : E1 × Z → E1,

Ψ(x, z) = Px+ (ΛΠ +KP,Q)(z).

Тогда G может быть разложено в виде (Ψ ◦ F̂ ). Компактность мультиотоб-
ражения G следует из L–компактности мультиотображения F и того, что
проекция P принимает конечномерные значения.

Обозначим через CJL(U,E2) класс всех L–компактных CJ–мульти-

отображений F : U → K(E2). Подкласс CJL(U,E2), содержащий все муль-

тиотображения F такие, что

Coin (L,F)
⋂

(∂U ∩DomL) = ∅,

обозначается символом CJL∂U(U,E2).

Определение 1.5.3. Под индексом совпадения Мавена

Ind(L,F , U)

пары (L,F), где F ∈ CJL∂U(U,E2) мы понимаем топологическую степень
deg(Φ, U) мультиполя Φ = i− G, соответствующего мультиотображе-
нию G : U → K(E1), определенному в (1.5.1).

Приведем основные свойства индекса совпадения Мавена.

Определение 1.5.4. Мультиотображения F0, F1 ∈ CJL∂U(U,E2),

F0 = (ϕ0 ◦ F̃0), F1 = (ϕ1 ◦ F̃1)

называются L-гомотопическими

F0
L∼ F1,

если существуют мультиотображение H ∈ J(U×[0, 1], Z) и непрерывное
отображение k : Z × [0, 1]→ E2 такие, что:
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(i) H(·, 0) = F̃0, H(·, 1) = F̃1;

(ii) k(·, 0) = ϕ0, k(·, 1) = ϕ1;

(iii) мультиотображение k ◦H : U × [0, 1]→ K(E2),

(k ◦H)(x, λ) = k(H(x, λ), λ) для всех (x, λ) ∈ U × [0, 1],

является L–компактным и

Lx /∈ H(x, λ), ∀(x, λ) ∈ (∂U ∩DomL)× [0, 1].

Свойство 1.5.1. Если F0
L∼ F1, то

Ind(L,F0, U) = Ind(L,F1, U).

Свойство 1.5.2. Пусть {Uj}mj=1 - семейство неперекающихся открытых
подмножеств множества U и F ∈ CJ(U,E2) - L–компактное мультио-
тображение такое, что

Coin(L,F)
⋂(

(U \
m⋃
j=1

Uj) ∩DomL
)

= ∅.

Тогда

Ind(L,F , U) =
m∑
j=1

Ind(L,F , U j).

Свойство 1.5.3. Пусть F ∈ CJL∂U(U,E2) и

Ind(L,F , U) 6= 0.

Тогда ∅ 6= Coin(L,F , U) ⊂ (U ∩DomL).

В качестве применения приведенных свойств выше мы докажем следу-

ющую теорему о существовании точек совпадения.

Теорема 1.5.1. Пусть F : U → K(E2) - CJ–мультиотображение та-
кое, что мультиотображения Π ◦F и KP,Q ◦F компактны и выполнены
следующие условия:

(i) Lx /∈ λF(x) для всех λ ∈ (0, 1], x ∈ DomL ∩ ∂U ;

(ii) 0 /∈ Π ◦ F(x) для всех x ∈ Ker L ∩ ∂U ;
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(iii)
degKer L(ΛΠ ◦ F|UKer L, UKer L) 6= 0,

где символ degKer L обозначает топологическая степень, высчиты-
вающая в Ker L, и UKer L = U ∩Ker L.

Тогда ∅ 6= Coin(L,F , U) ⊂ (U ∩DomL).

Доказательство. Рассмотрим деформацию Ψ : U × [0, 1]→ K(E1),

Ψ(x, λ) = Px+ (ΛΠ + λKP,Q) ◦ F(x), (x, λ) ∈ U × [0, 1].

Для λ ∈ (0, 1] и x ∈ DomL ∩ ∂U, из условия (i) следует, что

x /∈ Ψ(x, λ).

С другой стороны, условие (ii) вытекает, что

x /∈ Ψ(x, 0)

для всех x ∈ DomL ∩ ∂U.
Поэтому, Ψ является гомотопией, и следовательно,

Ind(L,F , U) = deg(i− P − ΛΠ ◦ F , U).

Применяя принцип сужения отображения получаем, что

deg(i− P − ΛΠ ◦ F , U) = degKer L(−ΛΠ ◦ F|UKer L, UKer L).

Теперь используя условие (iii) и Свойство 1.5.3 мы завершим наше дока-
зательство.

1.6 Индекс совпадения для включений с ли-
нейными фредгольмовыми операторами
положительного индекса

Напомним теперь определение индекса совпадения для включений с ли-

нейными фредгольмовыми операторами положительного индекса, пред-

ставленное в [106] (см. также [60]-[62]). Сначала, повторяем определение
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топологической степени непрерывных отображений между двумя конечно-

мерными пространствами (для определений гомотопических групп и кого-

мотопических множеств мы ссылаем на книги [86, 135]).

Пусть U ⊂ Rm - открытое ограниченное множество и f : U → Rn -

непрерывное отображение, где m ≥ n ≥ 1. Предположим, что f(x) 6= 0

для всех x ∈ ∂U . Следовательно, растояние d(0, f(∂U)) от 0 до множества

f(∂U) в Rn положительно. Пусть ρ = 1
2d(0, f(∂U)), тогда

f(∂U) ⊂ Rn \Bn(0, ρ).

Отсюда, отображение

f :
(
U, ∂U

)
−→

(
Rn,Rn \Bn(0, ρ)

)
порождает отображение между когомотопическими множествами:

f ] : πn
(
Rn,Rn \Bn(0, ρ)

)
−→ πn(U, ∂U

)
.

Рассмотрим последовательность отображений

πn
(
Rn,Rn \Bn(0, ρ)

) f ]−→ πn
(
U, ∂U

) i]1←−
i]1←− πn

(
Rm,Rm \ U

) i]2−→ πn
(
Rm,Rm \Bm(0, r)

)
,

где r > 0 такое, что U ⊂ Bm(0, r),

i1 :
(
U, ∂U

)
−→

(
Rm,Rm \ U

)
,

и

i2 :
(
Rm,Rm \Bm(0, r)

)
−→

(
Rm,Rm \ U

)
- отображения вложения.

Отображение i]1 биективно, следовательно в связи с отношениями

πn(Sn) = πn
(
Rn,Rn \Bn(0, ρ)

)
и πn(Sm) = πn

(
Rm,Rm \Bm(0, r)

)
,
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отображение

ωf = i]2 ◦ (i]1)
−1 ◦ f ] : πn(Sn) −→ πn(Sm)

корректно определено и не зависит от выбора r > 0.

Определение 1.6.1. Элемент ωf(1) ∈ πn(Sm) = πm(Sn) называется то-
пологической степенью отображения f на U и обозначается символом
deg (f, U), где 1 - гомотопический класс тождественного отображения
id : Sn → Sn в πn(Sn) ∼= Z.

Для иллюстрации рассмотрим следующий пример (см. [63, Пример 4.1]).

Пример 1.6.1. Пусть U = Bm и f = f|Sm−1
: Sm−1 → Rn \ Bn(0, ρ), где ρ

выбрано как выше. Рассмотрим диаграмм

πn(Sn) ∼= πn(Rn,Rn \Bn(0, ρ))
f ] // πn(Bm, Sm−1) ∼= πn(Sm)

= // πm(Sn)

πn−1(Sn−1) ∼= πn−1(Rn \Bn(0, ρ))
f
]

//

δ1∼=
OO

πn−1(Sm−1) = //

δ

OO

πm−1(S
n−1)

Σ

OO

где δ, δ1 - кограничные операторы и Σ - гомоморфизм надстройки.
Этот диаграмм коммутативен. Следовательно, если f : (Bm, Sm−1) →
(Rn, Sn−1), то deg(f,Bm) = Σ([f ]) ∈ πm(Sn), где [f ] ∈ πm−1(S

n−1) явля-
ется гомотопическим классом отображения f : Sm−1 → Sn−1.

Теперь пусть X, Y - банаховы пространства; U ⊂ X - открытое огра-

ниченное множество; L : X → Y - линейное фредгольмово отображение

индекса q ≥ 0 и F ∈ CJ(U, Y ) - компактное мультиотображение такое, что

Lx /∈ F (x) для всех x ∈ ∂U . Пусть C = {x ∈ U : Lx ∈ F (x)} - множе-

ство точек совпадения L и F . Так как сужение L|U собствено, множество

C компактно. Отсюда, существует открытое ограниченное множество N

такое, что

(a) C ⊂ N ⊂ N ⊂ U ;

(b) N является компактным ANR−пространством.
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Пусть δ = 1
2distY

(
0, (L − F )(∂N)

)
. Для ε ∈ (0, δ] пусть pε : F (N) → Y

- проекция Шаудера из F (N) в конечномерное подпространство Z про-

странства Y такая, что ‖pεy − y‖ < ε для всех y ∈ F (N). Обозначим

через W ′ конечномерное подпространство пространства ImL такое, что

Z ⊂ W = W ′ ⊕ Im(QL). Пусть T = L−1(W ), NT = N ∩ T . Ясно, что

L|T : T → W является фредгольмовым оператором индекса q и

dimT = dimW + q.

Не потеряя общности предположим, что dimW = n ≥ q + 2. Тогда индекс

совпадения Ind(L, F, U) определяется следующим образом:

Определение 1.6.2.

Ind(L, F, U) := deg(L− pε ◦ fκ, NT ) ∈ πn(Sn+q) ∼= Πq,

где fκ является κ−аппроксимацией мультиотображения F на NT при
этом κ ∈ (0, ε) - достаточно малое и Πq обозначает q−ая стабильная
гомотопическая группа сфер.

Индекс совпадения, определенное выше, имеет следующие свойства.

(i) (Существование точки совпадения) Если Ind(L, F, U) 6= 0 ∈ Πq, то

существует x ∈ U такой, что Lx ∈ F (x).

(ii) (Локализация) Если U ′ ⊂ U - открытое множество и

C := {x ∈ U : Lx ∈ F (x)} ⊂ U ′,

то Ind(L, F, U) = Ind(L, F, U ′).

(ii) (Аддитивность) Если U1, U2 - открытые ограниченные непересекаю-

щихся подмножества пространства X и U = U1 ∪ U2, то

Ind(L, F, U) = Ind(L, F, U1) + Ind(L, F, U2).
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(iii) (Сужение) Если F (U) принадлежит подпространству Y ′ простран-

ства Y , то

Ind(L, F, U) = Ind(L, F, UT ),

где UT = U ∩ T , T = L−1(Y ′).

(iii) (Гомотопическая инвариантность) Если существует компактное CJ−

мультиотображение Φ: U×[0, 1]→ K(Y ) такое, что Lx /∈ G(x, λ) для

всех (x, λ) ∈ ∂U × [0, 1], то

Ind
(
L,Φ(·, 0), U

)
= Ind

(
L,Φ(·, 1), U

)
.

1.7 Ориентированный индекс совпадения для
включений с нелинейными фредгольмо-
выми операторами нулевого индекса

Представляем теперь понятие ориентированного индекса совпадения, вве-

денного в работе В. Обуховского, П. Дзекка и В. Звягина (см. [148, 121]).

Пусть E и E ′ - банаховы пространства; Y - открытое ограниченное мно-

жество U ⊆ E (случай (i)) или U∗ ⊆ E × [0, 1] (случай (ii)).

Определение 1.7.1. Отображение f : Y → E ′, мультиотображение
G = (ϕ ◦ Σ) ∈ CJ

(
Y ,E ′

)
и пространство Y образуют компактную трой-

ку
(
f,G, Y

)
C
если выполняются следующие условия:

(h1) f - непрерывное собственное отображение, f|Y ∈ ΦkC
1 (Y ), где k = 0

в случае (i), k = 1 в случае (ii); и фредгольмова структура на Y ,
индуцированная отображением f , ориентирована;

(h2) мультиотображение G компактно, т.е. G
(
Y
)
является относи-

тельно компактным в E ′;

(h3) Coin (f,G) ∩ ∂Y = ∅.
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Компактная тройка в конечномерном пространстве.

Пусть тройка
(
f,G, Y

)
C
, из Свойства 1.2.1 вытекает, что существует от-

крытая окрестность O ⊂ Y множества Q = Coin (f,G) и n−мерное под-

пространство E ′n ⊂ E ′ такие, что f−1
(
E
′

n

)
∩ O = M , где M - n−мерное

многообразие (случай (i)) и (n+ 1)−мерное многообразие (случай (ii)).

Предположим теперь, что мультиотображение G = ϕ ◦ Σ является ко-

нечномерным, т.е. существует конечномерное подпространство E ′m ⊂ E ′

такое, что G
(
Y
)
⊂ E

′

m. Предположим без потери общности, что E ′m ⊂ E
′

n.

Тогда, Q ⊂M . Отметим, что ориентация на Y индусирует ориентацию на

M .

Компактная тройка
(
f,G, Y

)
C
, в которой G является конечномерным,

обозначается символом
(
f,G, Y

)
Cm

.

Лемма 1.7.1. Для
(
f,G = (ϕ ◦ Σ) , Y

)
Cm

, пусть Oκ - κ−окрестность
множества Q. Тогда, Σ|Oκ

является аппроксимируемым при достаточно
малых κ > 0.

Доказательство. Рассмотрим открытое ограниченное множество N , удо-
влетворяющее условиям:
i) Q ⊂ N ⊂ N ⊂M ;
ii) N является компактным ANR-пространством.
Отметим, что в качестве множества N мы можем взять конечное объеди-
нение шаров, покрывающих множество Q.
Возьмем κ > 0 такое, что Oκ ⊂ N . Тогда лемма доказана применением
Свойства 1.3.22 и Свойства 1.3.18(i).

Теперь, возьмем окрестность Oκ такую, что Σ является аппроксимиру-

емым на Oκ. Из Свойства 1.3.19 имеем

Coin (f, ϕ ◦ σε) ∩ ∂Oκ = ∅

при σε ∈ a
(

Σ|Oκ
, ε
)
и при достаточно малых ε > 0.

Поэтому, мы можем рассматривать отображение пар простраств:

f − ϕ ◦ σε :
(
Oκ, ∂Oκ

)
→
(
E
′

n, E
′

n\0
)
.
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Определение 1.7.2. Ориентированный индекс совпадения конечномер-
ной компактной тройки

(
f,G = (ϕ ◦ Σ) , U

)
Cm

определяется равенством:

Ind
(
f,G = (ϕ ◦ Σ) , U

)
Cm

:= deg
(
f − ϕ ◦ σε, Oκ

)
(1.7.1)

где κ > 0 и ε > 0 достаточно малые и правая часть равенства (1.7.1)
обозначает топологическую степень Брауэра.

Как показано в [121], что ориентированный индекс совпадения, опре-

деленный выше, на зависит от выбора ε-аппроксимации σε и окрестности

Oκ.

Компактная тройка в бесконечномерном пространстве

Пусть
(
f,G = (ϕ ◦ Σ) , U

)
C
- компактная тройка. Из свойства собственно-

сти отображения f и компактности мультиотображения G вытекает:

Свойство 1.7.1. Мультиотображение Λ : Y → K (E ′), определенное ра-
венством

Λ (y) = f (y)−G (y) .

отображает каждое замкнутое множество Y1 ⊂ Y , в замкнутое мно-
жество Λ (Y1).

Отсюда следует, что для компактной тройки
(
f,G, U

)
C
существует δ >

0 такое, что

Bδ (0) ∩ Λ (∂U) = ∅ (1.7.2)

где Bδ (0) ⊂ E
′ является δ-окрестностью нуля.

Возьмем непрерывное отображение iδ : G
(
U
)
→ Em (где Em ⊂ E явля-

ется конечномерным подпространством) такое, что

‖iδ (v)− v‖ < δ (1.7.3)

для любого v ∈ G
(
U
)
( в качестве iδ можем взять проекцию Шаудера).

Теперь, рассмотрим конечномерное мультиотображение Gm = iδ ◦ ϕ ◦

Σ. Из (1.7.2) и (1.7.3) следует, что f , Gm и U образуют конечномерную

компактную тройку
(
f,Gm, U

)
Cm
.
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Определение 1.7.3. Ориентированный индекс совпадения для компакт-
ной тройки

(
f,G = (ϕ ◦ Σ) , U

)
C
определяется следующим образом:

Ind
(
f,G, U

)
C

:= Ind
(
f,Gm, U

)
Cm
.

Как показано в [121] (см. также [109]), что ориентированный индекс

совпадения обладает следующими свойствами.

Свойство 1.7.2. (Существование точки совпадения). Если

Ind
(
f,G, U

)
C
6= 0,

то ∅ 6= Coin (f,G) ⊂ U .

Для формулировки свойства топологической инвариантности индекса

совпадения мы введем определение.

Определение 1.7.4. Два компактных тройки(
f0, G0 = (ϕ0 ◦ Σ0) , U 0

)
C

и
(
f1, G1 = (ϕ1 ◦ Σ1) , U 1

)
C

называются гомотопическими,(
f0, G0 = (ϕ0 ◦ Σ0) , U 0

)
C
∼
(
f1, G1 = (ϕ1 ◦ Σ1) , U 1

)
C
,

если существует компактная тройка
(
f∗, G∗, U∗

)
C
, где U∗ ⊂ E × [0, 1] -

открытое множество, такая, что:
a) Ui = U∗ ∩ (E × {i}), i = 0, 1 ;
b) f∗|Ui = fi, i = 0, 1 ;
c) G∗ имеет вид

G∗ (x, λ) = ϕ∗ (Σ∗ (x, λ) , λ)

где Σ∗ ∈ J
(
U∗, Z

)
, ϕ∗ : Z × [0, 1]→ E ′ - непрерывное отображение и

Σ∗|Ui = Σi , ϕ∗|Z×{i} = ϕi , i = 0, 1 .

Свойство 1.7.3. (Гомотопическая инвариантность). Если(
f0, G0, U 0

)
C
∼
(
f1, G1, U 1

)
C
,

то ∣∣Ind (f0, G0, U 0

)
C

∣∣ =
∣∣Ind (f1, G1, U 1

)
C

∣∣ .
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Замечание 1.7.1. Если фредгольмово отображение f постоянно в гомо-
топии, т.е. U∗ имеет вид U∗ = U × [0, 1] где U ⊂ E - открытое множе-
ство и f∗ (x, λ) = f (x) для всех λ ∈ [0, 1], где f ∈ Φ0C

1 (U), то

Ind
(
f,G0, U

)
C

= Ind
(
f,G1, U

)
C
.

Свойство 1.7.4. (Аддитивная зависимость от области) Пусть U0 и U1

- открытые непересекающиеся подмножества отктытого ограниченного
множества U ⊂ E и

(
f,G, U

)
C
- компактная тройка, такая, что

Coin (f,G) ∩
(
U \ (U0 ∪ U1)

)
= ∅ .

Тогда
Ind

(
f,G, U

)
C

= Ind
(
f,G, U0

)
C

+ Ind
(
f,G, U1

)
C
.

1.8 Фазовое пространство

Будем использовать аксиоматическое определение фазового простран-

ства B, введенное J.K.Hale и J.Kato (см. [78, 83]) для исследования

функционально-дифференциальных уравнений и включений с бесконечно-

мерными запаздываниями. Пространство B может быть рассмотрено как

линейное топологическое пространство функций, действующих из (−∞, 0]

в гильбертово пространство H, снабженное с полунормой ‖ · ‖B.

Для любой функции y : (−∞;T ] → H и любого t ∈ [0, T ], yt означает

функция из (−∞, 0] в H, определенная равенством

yt(θ) = y(t+ θ), θ ∈ (−∞; 0].

Предположим, что B удовлетворяет следующим аксиомам:

(B1) Если y : (−∞;T ] → H такая, что y|[0,T ]
∈ C([0, T ];H) и y0 ∈ B, то

имеем

(i) yt ∈ B для t ∈ [0, T ];

(ii) функция t ∈ [0, T ] 7→ yt ∈ B непрерывна;
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(iii) ‖yt‖B ≤ K(t) sup
0≤τ≤t

‖y(τ)‖ + N(t)‖y0‖B для t ∈ [0, T ], где функции

K(·), N(·) : [0;∞) → [0;∞) не зависят от y, K(·) является положи-

тельной и непрерывной, N(·) - ограниченной.

(B2) Существует l > 0 такое, что

‖ψ(0)‖H ≤ l‖ψ‖B

для всех ψ ∈ B.

Напомним, что под этими аксиомами пространство C00 всех непрерыв-

ных функций из (−∞, 0] в H с компактными носителями является подмно-

жеством любого фазового пространства B (см. [83, Свойство 1.2.1]).

Предположим дополнительно, что

(B3) Если равномерно ограниченная последовательность {ψn}+∞
n=1 ⊂ C00

сходится к функции ψ компактно (т.е. равномерно сходится к ψ на каждое

компактное подмножество (−∞, 0]), то ψ ∈ B и

lim
n→+∞

‖ψn − ψ‖B = 0.

Из гипотезы (B3) следует, что банахово пространство BC((−∞, 0];H)

ограниченных непрерывных функций непрерывно вложено в B.

Приведем теперь примеры фазового пространства, которые удовлетво-

ряют всем свойствам выше.

(1) Для ν > 0, пусть B = Cν - пространство функций ψ : (−∞; 0]→ H

такое, что:

(i) ψ|[−r,0] ∈ C([−r, 0];H) для каждого r > 0;

(ii) предел lim
θ→−∞

eνθ‖ψ(θ)‖ является конечным.

Тогда выбираем

‖ψ‖B = sup
−∞<θ≤0

eνθ‖ψ(θ)‖.
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(2) Пусть B = Cρ - пространство функций ψ : (−∞; 0]→ H такое, что

(a) ψ ∈ C([−r; 0];H) для некоторого r > 0;

(b) ψ является мерой Лебега на (−∞;−r) и существует положительная

интегрируемая по Лебегу функция ρ : (−∞;−r) → R+ такая, что

ρψ интегрируема по Лебегу на (−∞;−r); кроме того, существует ло-

кально ограниченная функция P : (−∞; 0]→ R+ такая, что для всех

ξ ≤ 0, ρ(ξ + θ) ≤ P (ξ)ρ(θ) для п.в. θ ∈ (−∞;−r).

Тогда выбираем

‖ψ‖B = sup
−r≤θ≤0

‖ψ(θ)‖+

−r∫
−∞

ρ(θ)‖ψ(θ)‖dθ.

Простый пример такого пространства может быть осуществен выбором

функции ρ(θ) = eµθ, µ ∈ R.
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Глава 2

Метод направляющих функций
для дифференциальных
включений
2.1 Классические подходы

Повторяем в этом параграфе классические определения направляющих

функций (для дифференциальных включений) по Красносельскому и Пе-

рову и по Górniewicz’у (см. [26]).

Рассмотрим дифференциальное включение в Rn вида

x′ (t) ∈ F (t, x (t)) п.в. t ∈ [0, T ] (2.1.1)

где F : [0, T ]×Rn → Kv (Rn) - верхнее Каратеодори мультиотображение с

L1−ростом (см. Определение 1.3.12).

Под решением включения (2.1.1) мы понимаем абсолютно непрерывную

функцию x : [0, T ] → Rn, которая удовлетворяет (2.1.1) для п.в. t ∈ [0, T ].

Известно (см., например [26, 90]), что существует локальное решение для

включения (2.1.1) с начальным условием, т.е. решение, определенное в

некотором интервале [0, h], 0 < h ≤ T , и удовлетворяет условию

x(0) = x0 ∈ Rn. (2.1.2)

Для гарантии существования глобального решения (h = T ) нам нужно

еще условие для мультиотображения F , а именно, условие подлинейного

роста. Справедливо следующее утверждение (см., например [24, 70, 90], а

также Свойства 2.4.2 и 2.4.3 в параграфе 2.4).
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Свойство 2.1.1. Если F : [0, T ] × Rn → Kv (Rn) - верхнее Каратеодори
мультиотображение с L1−подлинейном ростом, то для каждого x0 ∈
Rn, мнодество решений ΠF (x0) задачи Коши

x′(t) ∈ F (t, x(t)) п.в. t ∈ [0, T ] (2.1.3)
x(0) = x0 (2.1.4)

является Rδ-множеством в пространстве C([0, T ];Rn). Кроме того,
мультиотображение ΠF : Rn → K(C([0, T ];Rn)), x ( ΠF (x) полуне-
прерывно сверху.

Решение x включения (2.1.1) называется T -периодическим, если оно

удовлетворяет граничному условию

x (0) = x (T ) . (2.1.5)

Ясно, что такая функция может быть продолжена до T -периодического

решения, определенного на R при условии T−периодичности мультиотоб-

ражения F по первому аргументу, т.е.

F (t+ T, x) = F (t, x)

для всех x ∈ Rn и п.в. t ∈ R.

Для изучения задачи (2.1.1) и (2.1.5) мы введем понятие мультиотобра-

жения сдвига по траекториям задачи (2.1.1) и (2.1.5) следующим образом.

Для любого t ∈ [0, T ] пусть θt : C([0, T ];Rn)→ Rn,

θt(y) = y(t) .

Мультиотображение PF
t : Rn( Rn,

PF
t (x) = θt ◦ ΠF (x) ,

называется мультиотображением сдвига по траекториям задачи (2.1.1),

(2.1.5), или просто, мультиотображением сдвига.
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Свойство 2.1.2. Периодическая задача (2.1.1) и (2.1.5) имеет решение
тогда и только тогда, когда мультиотображение сдвига PF

T имеет непо-
движную точку x∗ ∈ Rn, x∗ ∈ PF

T (x∗).

Из Свойств 2.1.1 и 2.1.2 непосредственно вытекает обобщенная критерия

существования решений задачи (2.1.1), (2.1.5).

Теорема 2.1.1. Пусть U ⊂ Rn - открытое ограниченное множество.
Тогда, PF

T = (θT ◦ΠF
T ) ∈ CJ(U,Rn). Кроме того, если x /∈ PF

T (x) для всех
x ∈ ∂U и deg(i − PF

T , U) 6= 0, то периодическая задача (2.1.1), (2.1.5)
имеет решение.

Отметим, что свойства мультиотображения сдвига и его применения к

периодической задаче для дифференциальных включений различного типа

представлены, например, в монографиях [70] и [90].

Теперь, мы заменим периодическую задачу (2.1.1), (2.1.5) эквивалент-

ной задачей о неподвижных точек интегрального мультиотображения в

функциональном пространстве. Затем, метод направляющих функций по-

строится с помощью топологических методов.

В дальнейшем мы предположим, что F является верхним Каратеодо-

ри мультиотображением с L1-подлинейным ростом. Тогда мультиоператор

суперпозиции PF : C([0, T ];Rn)→ Cv(L1([0, T ];Rn)) определен и замкнут.

Рассмотрим интегральный оператор j : L1([0, T ];Rn) −→ C([0, T ];Rn),

j(f)(t) =

∫ t

0

f(s) ds.

Нетрудно проверить (с помощью Свойства 1.3.16 и Tеоремы 1.1.3), что

копозиция j ◦ PF : C([0, T ];Rn) → P (C([0, T ];Rn)) замкнута и переводит

каждое ограниченное множество Ω ⊂ C([0, T ];Rn) в относительно ком-

пактное множество j ◦ PF (Ω). Отсюда получаем:

Следствие 2.1.1. Композиция j ◦PF : C([0, T ];Rn) −→ Kv(C([0, T ];Rn))

является вполне полунепрерывным сверху мультиотображением.
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Пусть C = C ([0, T ];Rn) и JT : C → Kv (C) ,

JT (x) = x (T ) + j ◦ PF (x) .

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 2.1.2. Неподвижная точка мультиотображения JT являются
решением периодической задачи (2.1.1) и (2.1.5).

Нетрудно видеть, что мультиотображение JT тоже является вполне по-

лунепрерывным сверху.

Таким образом, теория топологической степени может быть применена к

этому мультиотображению и мы можем сформулировать следующую обоб-

щенную критерию существования решений для задачи (2.1.1) и (2.1.5).

Теорема 2.1.3. Пусть U ⊂ C - открытое ограниченное множество. Если
deg

(
i− JT , U

)
6= 0, , то периодическая задача (2.1.1) и (2.1.5) имеет

решение в U.

В дальнейшем нам понадобится следующее утверждение.

Лемма 2.1.1. Множество решений задачи Коши (2.1.1) и (2.1.2) априори
ограничено.

Доказательство. Каждое решение задачи (2.1.1) и (2.1.2) имеет вид

x (t) = x0 +

∫ t

0

f (s) ds,

где f ∈ PF (x) .

Пусть α ∈ L1
+[0, T ] - функция из условия подлинейного роста мультиотоб-

ражения F , т.е.
‖F (t, x)‖ ≤ α(t)(1 + |x|)

для всех x ∈ Rn и п.в. t ∈ [0, T ].
Имеем

|x(t)| ≤ |x0|+
∫ t

0

|f (s) |ds ≤ |x0|+
∫ t

0

α (s) (1 + |x (s) |) ds

≤ |x0|+
∫ T

0

α (s) ds+

∫ t

0

α (s) |x (s) |ds.
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Применяя Лемму 1.1.1 получаем, что

|x (t) | ≤ Ce
∫ T

0
α(s)ds, t ∈ [0, T ],

где C = |x0|+
∫ T

0 α (s) ds.

Определение 2.1.1. Точка x0 ∈ Rn называется точкой T -невозвращае-
мости траекторий дифференциального включения (2.1.1), если для любого
решения x, выходящего из x0, выполнено:

x (t) 6= x0, ∀t ∈ (0, T ]. (2.1.6)

Следующее утверждение играет ключевую роль в обосновании мето-

да направляющих функций. Для простоты мы ограничим только случай,

когда правая часть включения (2.1.1) является полунепрерывным сверху

мультиотображением.

Теорема 2.1.4. (см. [26]). Пусть U ⊂ Rn - открытое ограничен-
ное мно-жество такое, что любая точка x ∈ ∂U является точ-
кой T -невозвращае-мости траекторий включения (2.1.1). Пусть F :

[0, T ] × Rn → Kv (Rn) полунепрерывное сверху мультиотображение с
L1−подлинейным ростом. Если мультиполе R0 : U → Kv (Rn),

R0 (x) = −F (0, x) ,

не имеет особых точек на ∂U , то

deg
(
Φ,Ω

)
= deg

(
R0, U

)
,

где Φ = i − JT - мультиполе, порожденное интегральным мультиопе-
ратором JT , и Ω - некоторое ограниченное множество в пространстве
C.

Следствие 2.1.2. В условиях Теоремы 2.1.4, пусть

deg
(
R0, U

)
6= 0.

Тогда дифференциальное включение (2.1.1) имеет T -периодическое реше-
ние.

Применим теперь Теорему 2.1.4 для обоснования метода направляющих

функций. Введем необходимые понятия.
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Определение 2.1.2. Непрерывно дифференцируемая функция v : Rn → R
называется невырожденным потенциалом, если ее градиент не обращает-
ся в нуль вне некоторого шара, т.е. найдется rv > 0 такое, что

∇v (x) =

{
∂v (x)

∂x1
,
∂v (x)

∂x2
, ...,

∂v (x)

∂xn

}
6= 0,

для любого x ∈ Rn, |x| ≥ rv.

Ясно, что топологическая степень градиента невырожденного потенци-

ала

deg (∇v,Bn(0, r))

на шаре Bn(0, r) ⊂ Rn радиуса r ≥ rv не зависит от r. Это общее значение

называется индексом невырожденного потенциала и обозначается Ind v.

В качестве примера потенциала с ненулевым индексом можно рассмат-

ривать невырожденный потенциал v, удовлетворяющий условию (см. [101])

lim
|x|→∞

|v (x) | → ∞. (2.1.7)

Другие примеры потенциала с ненулевым индексом можно найти в мо-

нографиях [99], [101].

Определение 2.1.3. Невырожденный потенциал v называется направ-
ляющей функцией для включения (2.1.1), если〈

∇ v (x) , y
〉
> 0 (2.1.8)

для всех y ∈ F (t, x), 0 ≤ t ≤ T , |x| ≥ rv.

Из этого определения следует, что если v является направляющей функ-

цией для включения (2.1.1), то поле −∇v и мультиполе R0 не допускают

противоположных направлений на сфере Sn−1(0, r) радиуса r ≥ rv, и сле-

довательно, в силу Леммы 1.4.5

deg (R0, B
n(0, r)) = (−1)n Ind v. (2.1.9)

Мы можем сформулировать теперь следующее условие существования

периодического решения.
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Теорема 2.1.5. (см. [26]). Пусть F : [0, T ] × Rn → Kv (Rn) - полуне-
прерывное сверху мультиотображение с L1−подлинейным ростом. Ес-
ли для дифференциального включения (2.1.1) существует направляющая
функция v ненулевого индекса, то это включение имеет T -периодическое
решение.

Теорема 2.1.5 допускает усиления в различных направлениях. Приведем

один из самых общих результатов (см. [70, 71]).

Теорема 2.1.6. Пусть F : [0, T ] × Rn → Kv(Rn) - верхнее Каратеодо-
ри мультиотображение с L1−подлинейным ростом. Пусть существует
невырожденный потенциал v : Rn → R ненулевого индекса такой, что
для каждых x ∈ Rn : |x| ≥ rv и t ∈ [0, T ] найдется y ∈ F (t, x) такое, что〈

∇v(x), y
〉
≥ 0.

Тогда включение (2.1.1) имеет T−периодическое решение.

2.2 Обобщенная периодическая задача в ко-
нечномерном пространстве

2.2.1 Постановка задачи

Рассмотрим обобщенную периодическую задачу u
′
(t) ∈ F (t, u(t)) для п.в. t ∈ [0, T ],

u(T ) ∈M(u(0)),
(2.2.1)

при следующих предположениях:

(A1) F : [0, T ]× Rn → Kv(Rn) - верхнее Каратеодори мультиотображение

с L1−подлинейным ростом;

(A2) M : Rn → K(Rn) - J c−мультиотображение.

Под решением задачи (2.2.1) мы понимаем абсолютно непрерывную функ-

цию u : [0, T ]→ Rn, удовлетворяющую (2.2.1).
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Определение 2.2.1. Невырожденный потенциал V : Rn → R называется
направляющей функцией для задачи (2.2.1) если существует r∗ > 0 та-
кое, что для каждого (t, x) ∈ [0, T ] × Rn, |x| ≥ r∗, выполнены следующие
условия:

(V 1)
〈
∇V (x), y

〉
≥ 0 для хотя бы одного y ∈ F (t, x);

(V 2) V (x) ≥ V (w) для всех w ∈M(x);

(V 3)
〈
∇V (x), x−w

〉
≥ 0 для хотя бы одного w ∈M(x), если M принимает

выпуклые значения, иначе для всех w ∈M(x).

Пусть r = max{rV , r∗}, где rV следует из невырожденности потенциала

V . Тогда топологическая степень

deg(∇V,Bn(0, R))

корректно определена и не зависит от выбора R ≥ r. Такое общее чис-

ло называется индексом направляющей функции V и обозначается через

Ind V .

Отметим, что класс задач вида (2.2.1) достаточно широк. В том числе,

в случае M - тождественный оператор, т.е. M(x) = x, ∀x ∈ Rn, задача

(2.2.1) является классической периодической проблемой. Рассмотрим те-

перь другие задачи, которые могут быть представлены в виде (2.2.1).

Задача 2.2.1. (Дифференциальная игра с заданным множеством ожи-
дания).

Рассмотрим дифференциальную игру, в которой один объект движет-
ся по траекториям дифференциального включения

u′(t) ∈ F (t, u(t)), (2.2.2)

где F : [0, T ]× Rn → Kv(Rn) - мультиотображение.
Предположим, что для каждого начального положения u(0) = x опреде-
лено множество ожидания M(x) ⊂ Rn. Игра заканчивается если, начи-
ная с позиции x, объект возможно достигает к одной позиции из множе-
ства M(x) в момент T . Игра называется конечной, если существуют
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начальная позиция x и траектория включения (2.2.2) такие, что игра
заканчивается. Иначе, игра называется бесконечной.

Ясно, что конечность игры эквивалентна сушествованию решения за-
дачи (2.2.1).

Задача 2.2.2. (Дифференциальная игра преследования).
В этой игре, два игрока A и B начинают движение одновременно с

разных начальных позиций и по траекториям дифференциальных вклю-
чений

u′(t) ∈ G0(t, u(t)), (2.2.3)

(игрок A) и, соответственно,

v′(t) ∈ G1(t, v(t)), (2.2.4)

(игрок B).
Предположим, что G1 : [0, T ] × Rn → Kv(Rn) является верхним Кара-
теодори мультиотображением с L1−подлинейным ростом.

Игрок A - как преследователь, а игрок B - убегатель. Мы предполагаем,
что для каждого начального положения x игрока A, игрок B начинает
движение с позиции h(x), определенной непрерывной функцией h : Rn →
Rn.

Игра заканчивается если в момент T два игрока A и B стремяются
к одной позиции, т.е. игрок A "догоняет"до игрока B в момент T .
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Игра называется конечной если существуют начальное положение x
и траектории включений (2.2.3) и (2.2.4), соответственно такие, что
игра заканчивается.

Перепишем игру в виде задачи (2.2.1). Для этого, напомним (см. Лем-
мы 2.4.5 и 2.4.4), что под предположениями на мультиотображение G1,
для каждого y ∈ Rn задача Коши{

v′(t) ∈ G1(t, v(t)), для п.в. t ∈ [0, T ],

v(0) = y,

имеет решение. Кроме того, если обозначим через ΠG1
(y) множество

решений, то мультиотображение

ΠG1
: Rn → K(Rn) (2.2.5)

является J−мультиотображением.
Теперь, пусть x ∈ Rn - начальная позиция игрока A. Тогда h(x) явля-

ется начальной позицией для B. Для любого t ∈ [0, T ] определим:

θt : C([0, T ];Rn)→ Rn, θt(u) = u(t), (2.2.6)

и рассмотрим мультиотображение:

M : Rn → K(Rn), M(x) = θT ◦ ΠG1
◦ h(x).

Нетрудно видеть, что M является J c−мультиотображением и конеч-
ность игры эквивалентна существованию решения следующей задачи{

u′(t) ∈ G0(t, u(t)),

u(T ) ∈M(u(0)).
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В дальнейшем, нам понадобятся следующие утверждения.

Лемма 2.2.1. (см. [70, Лемма 72.8]) Пусть rV - константа для невырож-
денного потенциала V . Тогда для любого r > rV + a, a > 0, существует
tr ∈ (0, a] такое, что:
для каждого решения x : [0, a]→ Rn задачи{

x′(t) = WV (x(t))

|x(0)| = r

выполнены отношения:〈
x(t)− x(0),∇V (x(0))

〉
> 0, ∀t ∈ (0, tr],

x(t)− x(0) 6= 0 , ∀t ∈ (0, a],

где WV : Rn → Rn определяется так:

WV (x) =

{
∇V (x) если |∇V (x)| ≤ 1,
∇V (x)
|∇V (x)| если |∇V (x)| > 1.

Лемма 2.2.2. (см. [70, Лемма 72.9]).
Пусть r∗ > 0 и F : [0, T ] × Rn → Kv(Rn) - верхнее Каратеодори муль-
тиотображение с L1−подлинейным ростом. Если x является решением
включения

x′(t) ∈ F (t, x(t))

с начальным условием x(0): |x(0)| >
(
r∗ +

∫ T
0 α(s)ds

)
e
∫ T

0
α(s)ds, то |x(t)| >

r∗ для всех t ∈ [0, T ], где α ∈ L1
+[0, T ] - функция из условия подлинейного

роста, т.е.
‖F (t, y)‖ ≤ α(t)(1 + |y|),

для всех y ∈ Rn и п.в. t ∈ [0, T ].

2.2.2 Теорема о существовании решения

Теорема 2.2.1. Пусть выполнены условия (A1) − (A2). Предположим,
что существует направляющая функция V для задачи (2.2.1) такая, что
Ind V 6= 0. Тогда задача (2.2.1) имеет решение.

Доказательство. Пусть r = max{rV , r∗}, где rV - константа из условия
невырожденного потенциала V и r∗ - константа из Определения 2.2.1.
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Рассмотрим случай, когда M принимает выпуклые значения. Определим
мультиотображение

B : Rn → P (Rn),

B(x) =
{
y ∈ Rn :

〈
x− y, ϕ(x)∇V (x)

〉
≥ 0
}
,

где

ϕ(x) =

{
0 при |x| ≤ r

1 при |x| > r.
(2.2.7)

Ясно, что мультиотображение B замкнуто и принимает выпуклые значе-
ния. Следовательно, мультиотображение

MB : Rn → K(Rn), MB(x) = M(x) ∩B(x),

является J−мультиотображением, и поэтому, оно является J c−мульти-
отображением.
Кроме того, для каждого x ∈ Rn, |x| ≥ r + 1, отношение〈

∇V (x), x− w
〉
≥ 0

выполнено для всех w ∈MB(x).
Таким образом, мы можем (без ущерба для общности) рассматривать

задачу (2.2.1) в предположении, что

(M)′
〈
∇V (x), x− w

〉
≥ 0 для всех w ∈M(x) при |x| ≥ r + 1.

Заменим задачу (2.2.1) эквивалентной задачей о сушествовании x ∈ Rn

такое, что
0 ∈ θT ◦ ΠF (x)−M(x),

где отображение θT и мультиотображение ΠF определены в (2.2.6) и (2.2.5),
соответственно.

ПустьM = (Σq◦· · ·◦Σ1) ∈ J c(Rn,Rn), где Σi ∈ J(Xi−1, Xi), i = 1, · · · , q;
X0 = Xq = Rn, и Xi - нормированные пространства, 0 < i < q. Определим
следующие отображения и мультиотображения:

Σ̃1 : Rn → K(Rn ×X1), Σ̃1(x) = {x} × Σ1(x),

Σ̃i : Rn ×Xi−1 → K(Rn ×Xi), Σ̃i(x, y) = {x} × Σi(y), ∀i = 2, · · · , q.

M̃ : Rn → K(Rn × Rn), M̃(x) = {x} ×M(x),

Π̃F : Rn × Rn → K(C([0, T ];Rn)× Rn), Π̃F (x, y) = {ΠF (x)} × {y},
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θ̃T : C([0, T ];Rn)× Rn → Rn × Rn, θ̃T (u, y) = {θT (u)} × {y},

f : Rn × Rn → Rn, f(x, y) = x− y.

Легко видеть, что Σ̃i (1 ≤ i ≤ q) и Π̃F являются J−мультиотображениями;
отображения θ̃T и f непрерывны и

θT ◦ ΠF −M = f ◦ θ̃T ◦ Π̃F ◦ M̃ = f ◦ θ̃T ◦ Π̃F ◦ Σ̃q ◦ · · · ◦ Σ̃1.

Следовательно, θT ◦ ΠF −M : Rn → K(Rn) является J c−мультиотображе-
нием. Определим мультиотображения

A : Rn → P (Rn), A(x) = {y ∈ Rn :
〈
y, ϕ(x)∇V (x)

〉
≥ 0},

и
FA(t, x) = F (t, x) ∩ A(x), (t, x) ∈ [0, T ]× Rn ,

где ϕ(x) определено в (2.2.7).
Нетрудно проверить, что FA является верхним Каратеодори мультио-

тображением с L1−подлинейным ростом и〈
∇V (x), y

〉
≥ 0, для всех y ∈ FA(t, x) при |x| > r.

В следствии Лемм 2.2.1 и 2.2.2 мы можем выбрать достаточно большое
число R > r+T + 1 такое, что для (λ, x) ∈ [0, 1]×Rn, |x| = R, выполнены:

(a) каждое решение u : [0, T ]→ Rn задачи Коши{
u′(t) ∈ Ψ(t, u(t), λ) = λWV (u(t)) + (1− λ)FA(t, u(t)),

u(0) = x,
(2.2.8)

удовлетворяет условию: |u(t)| > r, ∀t ∈ [0, T ];

(b) существует tr ∈ (0, T ] такое, что для всех u ∈ ΠWV
(x)〈

u(t)− x,∇V (x)
〉
> 0, ∀t ∈ (0, tr],

где ΠWV
определено аналогично ΠF .

Теперь пусть x ∈ Sn−1(0, R) и z ∈ θtr◦ΠWV
(x)−M(x). Тогда существуют

u ∈ ΠWV
(x) и w ∈M(x) такие, что z = u(tr)−w. Из выбора R следует, что〈

x− w,∇V (x)
〉
≥ 0 для всех w ∈M(x).

Отсюда вытекает〈
z,∇V (x)

〉
=
〈
u(tr)− x,∇V (x)

〉
+
〈
x− w,∇V (x)

〉
> 0.
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Следовательно, векторные поля θtr ◦ ΠWV
− M и ∇V гомотопны на

Sn−1(0, R). Поэтому,

deg(θtr ◦ ΠWV
−M,Bn(0, R)) = Ind V.

Если 0 ∈ θT ◦ ΠFA(x) − M(x) для некоторого x ∈ Sn−1(0, R), тогда
теорема доказана, иначе рассмотрим мультиотображение

Σ: Bn(0, R)× [0, 1]→ K(Rn),

Σ(x, λ) = θλtr+(1−λ)T ◦ ΠΨλ
(x)−M(x),

где Ψλ(t, x) = Ψ(t, x, λ).
Легко видеть, что Σ является J c−мультиотображением. Предположим, что
существует (x, λ) ∈ Sn−1(0, R)× (0, 1] такое, что

0 ∈ Σ(x, λ).

Тогда существуют решение u(·) задачи (2.2.8) и w ∈M(x) такие, что

u
(
λtr + (1− λ)T

)
= w.

Из (a) следует, что |u(t)| > r ≥ rV для всех t ∈ [0, T ] и

∇V (u(t)) 6= 0, ∀t ∈ [0, T ].

Отсюда, 〈
λWV (u(s)) + (1− λ)y,∇V (u(s))

〉
> 0

для всех s ∈ [0, T ] и y ∈ FA(s, u(s)). Поэтому,

V
(
u(λtr + (1− λ)T )

)
− V (x) =

∫ λtr+(1−λ)T

0

〈
u′(s),∇V (u(s))

〉
ds > 0.

Следовательно, V (w) > V (x), что есть противоречие.
Таким образом, Σ является гомотопией, соединяющейся мультиотобра-

жения
θtr ◦ ΠWV

−M и θT ◦ ΠFA −M.

В силу свойства гомотопической инвариантности топологической степени
имеем

deg(θT ◦ ΠFA −M,Bn(0, R)) = Ind V 6= 0.

Поэтому, задача (2.2.1) иммет решение.
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Следствие 2.2.1. Пусть выполнены условия (A1)−(A2). Дополнительно
предположим, что существует r > 0 такое, что для (t, x) ∈ [0, T ]×Rn,
|x| ≥ r:

a)
〈
x, y
〉
≥ 0 для хотя бы одного y ∈ F (t, x);

b) ‖M(x)‖ = max{|w| : w ∈M(x)} ≤ |x|.

Тогда задача (2.2.1) имеет решение.

Следствие 2.2.2. (Существование анти-периодического решения).
Пусть выполнены условия (A1) − (A2). Дополнительно предположим,
что существует r > 0 такое, что для (t, x) ∈ [0, T ] × Rn, |x| ≥ r,
найдется хотя бы один элемент y ∈ F (t, x) такой, что〈

x, y
〉
≥ 0.

Тогда анти-периодическая задача{
u
′
(t) ∈ F (t, u(t)) для п.в. t ∈ [0, T ],

u(T ) = −u(0),
(2.2.9)

имеет решение.

Доказательство. Заключения Следствий 2.2.1 и 2.2.2 непосредственно
следуются из Теоремы 2.2.1 применяя направляющую функцию V : Rn →
R, V (x) = 1

2 |x|
2.

Отметим, что необходимость изучения анти-периодических решений

для дифференциальных уравнений и включений появится во многих фи-

зических задачах (см., например [123, 129, 134]), в теории всплесков (см,

например [35]). Некоторые теоремы о сушествовании анти-периодических

решений показаны в работах [4, 36, 39]. Приведем ниже пример для иллю-

страции результатов выше.

Пример 2.2.1. Рассмотрим задачу{
u
′
(t) ∈ F (u(t)) для п.в. t ∈ [0, 1],

u(1) ∈
[

1
2u(0) + 1, 1

2u(0) + 2
]
,

(2.2.10)

где мультиотображение F : R→ Kv(R) определено так:

F (x) =

{
1 если x > 0,

−1 если x < 0,
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и F (0) = [−1, 1].
В этом примере, M(x) =

[
1
2x+1, 1

2x+2
]
, x ∈ R. Нетрудно проверить,

что выполнены все условия в Следствии 2.2.1. Поэтому, задача (2.2.10)
имеет решение.
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2.3 Метод направляющих функций в беско-
нечномерном гильбертовом пространстве

2.3.1 Обозначения и определения

Пусть H - гильбертово пространство с ортонормированным базисом

{en}∞n=1. Для каждого n ∈ N, пусть Hn - n−мерное пространство с базисом

{ek}nk=1 и Pn - проекция из H на Hn. Определим оператор

Pn : L2([0, T ];H)→ L2([0, T ];Hn), (Pnf)(t) = Pnf(t).

Скалярное произведение в H [L2([0, T ];H)] обозначается через
〈
·, ·
〉
H

[со-

ответственно,
〈
·, ·
〉
L2]. Напомним (см., например [15]), что вложение

W 1,2([0, T ];H) ↪→ C([0, T ];H)

непрерывно. Однако, для любого n ∈ N вложение

W 1,2([0, T ];Hn) ↪→ C([0, T ];Hn)

компактно (см., например [15, 44, 137]).

Cлабая сходимость в W 1,2([0, T ];H) [L2([0, T ];H)] обозначается символом

xn
W 1,2

⇀ x0 [соответственно, fn
L2

⇀ f0].

2.3.2 Гладкие направляющие функции

Постановка задачи

Рассмотрим дифференциальное включение с периодическим условиемx
′(t) ∈ F (t, x(t)) для п.в. t ∈ [0, T ],

x(0) = x(T ),
(2.3.1)

где F : [0, T ] ×H → Kv(H) - мультиотображение, удовлетворяющее усло-

вию.
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(F1) F является верхним Каратеодори с L2−подлинейным ростом.

Напомним, что при выполнении условия (F1) мультиоператор суперпози-

ции:

PF : C([0, T ];H)→ Cv(L2([0, T ];H)),

PF (x) =
{
f ∈ L2([0, T ];H) : f(s) ∈ F (s, x(s)) для п.в. s ∈ [0, T ]

}
,

корректно определен и замкнут.

Под решением задачи (2.3.1) мы понимаем функцию x ∈ W 1,2
T ([0, T ];H),

для которой существует функция f ∈ PF (x) такая, что

x′(t) = f(t) для п.в. t ∈ [0, T ].

Определим оператор A : W 1,2
T ([0, T ];H)→ L2([0, T ];H), Ax = x′. Тогда мы

можем заменить задачу (2.3.1) задачей о существовании решений следую-

щего операторного включения

Ax ∈ PF (x). (2.3.2)

Определение 2.3.1. Мультиоператор суперпозиции PF называется
A−разрешимым, если из существования последовательностей {nk} и
{xk}, xk ∈ W 1,2

T ([0, T ];Hnk):

sup
k
‖xk‖C < +∞ и Axk ∈ PnkPF (xk)

следует, что найдется такая x∗ ∈ W 1,2
T ([0, T ];H), что Ax∗ ∈ PF (x∗).

Непрерывно дифференцируемая функция V : H → R называется невы-

рожденным потенциалом, если существует r0 > 0 такое, что градиент (про-

изводная фреше) ∇V (x) =
(
∂V (x)
∂x1

, ∂V (x)
∂x2

, · · ·
)
не обращается в нулевой век-

тор при ‖x‖H ≥ r0, где x = (x1, x2, · · · , xn, · · · ) ∈ H.

Определение 2.3.2. Непрерывно дифференцируемая функция V называ-
ется проекционно-однородным потенциалом, если существует такое n0 ∈ N,
что

Pn∇V (x) = ∇V (Pnx)

для любых n ≥ n0 и x ∈ H.
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Для каждого n, отождествим Hn
∼= Rn. Тогда, сужение поля Pn∇V на

Hn, мы можем рассматривать как непрерывное поле

Pn∇V : Rn → Rn.

Из Определения 2.3.2 непосредственно следует, что если V - невырожден-

ный проекционно-однородный потенциал, то Pn∇V не обращается в нуль

на сфере Sn−1(0, r) для всех n ≥ n0 и r ≥ r0. Тогда топологические степени

vn = deg(Pn∇V,Bn(0, r)), n ≥ n0, корректно определены и не зависят от

r ≥ r0.

Индекс невырожденного проекционно-однородного потенциала V опреде-

ляется следующим образом

Ind V = (vn0
, vn0+1, · · · ).

Под Ind V 6= 0 мы понимаем, что существует подпоследовательность {nk}

такая, что vnk 6= 0 для всех nk.

Определение 2.3.3. Проекционно-однородный потенциал V : H → R на-
зывается интегральной направляющей функцией для задачи (2.3.1), если
существует достаточно большое N > 0 такое, что для любой функции
x ∈ C([0, T ];H) из ‖x‖2 ≥ N следует, что

limn→∞ sign

(∫ T

0

〈
Pn∇V (x(s)), f(s)

〉
ds

)
= 1

для всех f ∈ PF (x), где
〈
·, ·
〉
обозначает скалярное произведение в Rn ∼=

Hn.

Лемма 2.3.1. Если V является интегральной направляющей функцией
для задачи (2.3.1), то V является невырожденным потенциалом, и поэтому,
существует его индекс Ind V .

Доказательство. В самом деле, для любого y ∈ H, ‖y‖H ≥ N√
T
, считая y

как постоянную функцию на [0, T ], имеем ‖y‖2 ≥ N . Следовательно,

limn→∞ sign

(∫ T

0

〈
Pn∇V (y), f(s)

〉
ds

)
=

= limn→∞ sign
〈
Pn∇V (y),

∫ T

0

f(s)ds
〉

= 1,
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для любого f ∈ PF (y).
Отсюда вытекает ∇V (y) 6= (0, 0, · · · , 0, · · · ) при ‖y‖H ≥ N√

T
.

Основные результаты

Теорема 2.3.1. Пусть выполнено условие (F1). Предположим, что су-
ществует интегральная направляющая функция V для задачи (2.3.1) та-
кая, что Ind V 6= 0. Тогда если мультиоператор PF обладает свойством
A−разрешимости, то задача (2.3.1) имеет решение.

Замечание 2.3.1. Некоторые достаточные условия A−разрешимости
мультиоператора PF будут приведены в Теоремах 2.3.2 и 2.3.3.

Доказательство. Нетрудно проверить, что для каждого n ∈ N сужение

An = A|
W

1,2
T

([0,T ];Hn)
: W 1,2

T ([0, T ];Hn)→ L2([0, T ];Hn)

является линейным фредгольмовым оператором нулевого индекса и

Ker An
∼= Hn

∼= Rn ∼= Coker An.

Следовательно, существуют проекции

Cn : W 1,2
T ([0, T ];Hn)→ W 1,2

T ([0, T ];Hn), ImCn = Hn,

Qn : L2([0, T ];Hn)→ L2([0, T ];Hn), KerQn = ImAn,

KCn : ImAn → W 1,2
T ([0, T ];Hn),

KCn =
(
An|

W
1,2
T

([0,T ];Hn)∩Ker Cn

)−1
,

Πn : L2([0, T ];Hn)→ Hn, Πn(f) =
1

T

∫ T

0

f(s)ds,

и тождественный оператор Λn : Hn → Hn такие, что уравнение

Anx = y, y ∈ L2([0, T ];Hn)

эквивалентно уравнению

(i− Cn)x = (ΛnΠn +KCn,Qn)y,

где KCn,Qn : L2([0, T ];Hn)→ W 1,2
T ([0, T ];Hn),

KCn,Qn = KCn(i−Qn).
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Пространство L2([0, T ];Hn) допускает разложение

L2(I,Hn) = L(n)
0 ⊕ L

(n)
1 ,

где L(n)
1 = ImAn.

Разложение элемента f ∈ L2([0, T ];Hn) обозначается следующим образом

f = f
(n)
0 + f

(n)
1 .

Заметим, что функция x ∈ W 1,2
T ([0, T ];Hn) является решением включения

Anx ∈ PnPF (x)

тогда и только тогда, когда она является решением следующего включения

x ∈ Gn(x), (2.3.3)

где
Gn : C([0, T ];Hn)(

(
C([0, T ];Hn)

)
,

Gn(x) = Cnx+ (ΛnΠn +KCn,Qn) ◦ PnPF (x).

Покажем, что мультиоператор Gn является вполне полунепрерывным свер-
ху. Действительно, в силу замкнутости мультиоператора PF и непрерывно-
сти линейного оператора (ΛnΠn+KCn,Qn)◦Pn следует, что мультиоператор
(ΛnΠn + KCn,Qn) ◦ PnPF замкнут (см. Свойство 1.3.16). Далее, для любого
ограниченного множества U ⊂ C([0, T ];Hn) множество PnPF (U) ограниче-
но в L2([0, T ];Hn). Но тогда множеcтво (ΛnΠn+KCn,Qn)◦PnPF (U) ограниче-
но в W 1,2

T ([0, T ];Hn) и из теоремы вложения Соболева (см., например [44])
вытекает относительно компактность множества (ΛnΠn+KCn,Qn)◦PnPF (U)

в пространстве C([0, T ];Hn). Наконец, наше утверждение следует из того,
что оператор Cn непрерывен и принимает значения в конечномерном про-
странстве.

Теперь предположим, что x ∈ W 1,2
T ([0, T ];H) является решением вклю-

чения (2.3.2). Тогда существует функция f ∈ PF (x) такая, что

x′(t) = f(t) для п.в. t ∈ [0, T ].

Так как
Pn∇V (x(t)) = ∇V (Pnx(t))
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для всех t ∈ [0, T ] и n ≥ n0 (n0 - коэффициент в Определении 2.3.2), имеем

limn→∞ sign

(∫ T

0

〈
Pn∇V (x(s)), f(s)

〉
ds

)
=

= limn→∞ sign

(∫ T

0

〈
∇V (Pnx(s)), Pnx

′(s)
〉
ds

)
=

= limn→∞ sign
(
V
(
Pnx(T )

)
− V

(
Pnx(0)

))
= 0,

и следовательно, ‖x‖2 < N . Из (F1) вытекает, что существуетK > 0 такое,
что ‖x′‖2 < K. Но тогда найдется M > 0 такое, что ‖x‖C < M , т.е. вклю-
чение (2.3.2) может иметь решения только внутри множества BC(0,M).

Возьмем произвольно R ≥ max{r0,M}, где r0 - константа из условия невы-
рожденности потенциала V . Тогда включение (2.3.2) не имеет решений на
∂BC(0, R). Докажем, что для каждого n ≥ n0

x /∈ Gn(x)

при любых x ∈ ∂B(n)
C (0, R) = ∂BC(0, R) ∩ C([0, T ];Hn).

В самом деле, пусть n∗ ≥ n0 и x∗ ∈ ∂B(n∗)
C (0, R) - неподвижная точка

мультиоператора Gn∗. Тогда найдется функция f∗ ∈ PF (x∗) такая, что
Ax∗ = Pn∗f∗. Из выбора R вытекает ‖x∗‖2 ≥ N . Поэтому,

limn→∞ sign

(∫ T

0

〈
Pn∇V (x∗(s)), f∗(s)

〉
ds

)
= 1.

Так как x∗ ∈ C([0, T ];Hn∗), то

limn→∞ sign

(∫ T

0

〈
Pn∇V (x∗(s)), f∗(s)

〉
ds

)
=

= sign

(∫ T

0

〈
∇V (Pn∗x∗(s)), Pn∗f∗(s)

〉
ds

)
=

= sign

(∫ T

0

〈
∇V (x∗(s)), x

′
∗(s)

〉
ds

)
=

= sign
(
V
(
x∗(T )

)
− V

(
x∗(0)

))
= 0,

что есть противоречие.
Таким образом, для любого n ≥ n0 определяется топологическая степень

ωn = deg(i−Gn, B
(n)
C (0, R)).
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Теперь, вычислим значение ωn при каждом фиксированном n ≥ n0 .
Для этого, рассмотрим мультиотображение

Σn : C([0, T ];Hn)× [0, 1]→ Kv(C([0, T ];Hn)),

Σn(x, λ) = Cnx+ (ΛnΠn +KCn,Qn) ◦ αn(PnPF (x), λ),

где αn : L2([0, T ];Hn)× [0, 1]→ L2([0, T ];Hn) определяется равенством

αn(f
(n)
0 + f

(n)
1 , λ) = f

(n)
0 + λf

(n)
1 .

Нетрудно проверить, что Σn вполне полунепрерывно сверху. Покажем, что
множество его неподвижных точек

Fix
(
Σn, ∂B

(n)
C (0, R)× [0, 1]

)
= ∅.

Предположим противное и пусть (x̃, λ̃) ∈ Fix
(
Σn, ∂B

(n)
C (0, R)×[0, 1]

)
. Тогда

существует функция f̃ ∈ PF (x̃) такая, что{
Anx̃ = λ̃f̃

(n)
1

0 = f̃
(n)
0 ,

где f̃ (n)
0 + f̃

(n)
1 = Pnf̃ , f̃ (n)

0 ∈ L(n)
0 и f̃ (n)

1 ∈ L(n)
1 .

Так как ‖x̃‖2 ≥ N имеем

limm→∞ sign

(∫ T

0

〈
Pm∇V (x̃(s)), f̃(s)

〉
ds

)
= 1.

Далее, в силу x̃ ∈ C([0, T ];Hn), то

limm→∞ sign

(∫ T

0

〈
Pm∇V (x̃(s)), f̃(s)

〉
ds

)
=

= sign

(∫ T

0

〈
∇V (Pnx̃(s)), Pnf̃(s)

〉
ds

)
=

= sign

(∫ T

0

〈
∇V (x̃(s)), Pnf̃(s)

〉
ds

)
.
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Если λ̃ 6= 0, то

sign

(∫ T

0

〈
∇V (x̃(s)), Pnf̃(s)

〉
ds

)
=

= sign

(∫ T

0

〈
∇V (x̃(s)),

1

λ̃
x̃′(s)

〉
ds

)
=

= sign

(
1

λ̃

∫ T

0

〈
∇V (x̃(s)), x̃′(s)

〉
ds

)
=

= sign

(
1

λ̃

(
V (x̃(T ))− V (x̃(0))

))
= 0,

что есть противоречие.
Если λ̃ = 0, то Anx̃ = 0. Это значит, что x̃ ∈ KerAn, т.е., x̃ ≡ y для

некоторого y ∈ Hn, ‖y‖H = R. Из ‖y‖2 ≥ N следует, что

limm→∞ sign

(∫ T

0

〈
Pm∇V (y), f(s)

〉
ds

)
= 1,

для всех f ∈ PF (y).
С другой стороны,

limm→∞ sign

(∫ T

0

〈
Pm∇V (y), f(s)

〉
ds

)
=

= sign

(∫ T

0

〈
∇V (Pny), Pnf(s)

〉
ds

)
=

= sign
〈
∇V (y),

∫ T

0

Pnf(s)ds
〉

= sign
(〈
∇V (y),Πnf

(n)
〉)
,

где f (n) = Pnf ∈ PnPF (y). Поэтому〈
∇V (y),Πnf

(n)
〉
> 0, (2.3.4)

и следовательно, Πnf
(n) 6= 0 для любого f ∈ PF (y). В частности, Πnf̃

(n) 6=
0. Но Πnf̃

(n) = Πnf̃
(n)
0 = 0 в силу того, что f̃ (n)

0 = 0. Что есть противоречие.
Таким образом, Σn является гомотопией, соединяющей мультиоперато-

ры Σn(x, 1) = Gn и Σn(x, 0) = Cn + ΠnPnPF . В силу свойства гомотопиче-
ской инвариантности получаем, что

deg
(
i−Gn, B

(n)
C (0, R)

)
= deg

(
i− Cn − ΠnPnPF , B(n)

C (0, R)
)
.

Оператор Cn + ΠnPnPF принимает значения в Hn
∼= Rn, поэтому

deg
(
i− Cn − ΠnPnPF , B(n)

C (0, R)
)

= deg
(
i− Cn − ΠnPnPF , Bn(0, R)

)
.
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В пространстве Hn
∼= Rn мультиполе i− Cn − ΠnPnPF имеет вид

i− Cn − ΠnPnPF = −ΠnPnPF ,

поэтому

deg
(
i− Cn − ΠnPnPF , Bn(0, R)

)
= deg

(
−ΠnPnPF , Bn(0, R)

)
.

Из (2.3.4) следует, что поля ΠnPnPF и Pn∇V гомотопны на Bn(0, R), по-
этому

deg
(
−ΠnPnPF , Bn(0, R)

)
= deg

(
−Pn∇V,Bn(0, R)

)
= (−1)n vn.

Из Ind V 6= 0 следует, что существует последовательность {nk}, nk ≥ n0,
такая, что vnk 6= 0, и значит ωnk 6= 0. Отсюда вытекает существование
последовательности элементов {xk}, xk ∈ B

(nk)
C (0, R), таких, что Axk ∈

PnkPF (xk) для всех k. В силу свойства A−разрешимости мультиоператора
PF найдется x∗ ∈ W 1,2

T ([0, T ];H) такое, что Ax∗ ∈ PF (x∗). Функция x∗

является решением задачи (2.3.1).

Следующие утверждения показывают некоторые достаточные условия

A−разрешимости мультиоператора PF .

Теорема 2.3.2. Пусть гильбертово пространство H компактно вложе-
но в банахово пространство Y . Предположим, что мультиотображение
F̃ : [0, T ]× Y → P (Y ) удовлетворяет условию:

(F̃ ) для п.в. t ∈ [0, T ] мультиотображение F̃ (t, ·) : Y → P (Y ) полуне-
прерывно сверху.

Дополнительно предположим, что сужение F̃|[0,T ]×H имеет значения в
Kv(H) и мультиотображение F = F̃|[0,T ]×H : [0, T ] ×H → Kv(H) удовле-
творяет условию (F1). Тогда мультиоператор PF обладает свойством
A−разрешимости.

Доказательство. Предположим, что существуют последовательности
{nk} и {xk}, xk ∈ C([0, T ];Hnk), такие, что

sup
k
‖xk‖C < +∞ и Axk ∈ PnkPF (xk).

В силу (F1) множество PF ({xk}∞k=1), и следовательно множество
A({xk}∞k=1), ограничено в L2([0, T ];H). Отсюда вытекает ограниченность
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множества {xk}∞k=1 в пространстве W 1,2([0, T ];H). Таким образом, множе-
ство {xk}∞k=1 слабо компактно. Без ущерба для общности предположим,
что

xk
W 1,2

⇀ x0 ∈ W 1,2
T ([0, T ];H).

Отсюда получаем, что Axk
L2

⇀ Ax0 и xk(t)
H
⇀ x0(t) для п.в. t ∈ [0, T ]. Из

компактного вложения пространства H в пространство Y вытекает

xk(t)
Y→ x0(t), (2.3.5)

для п.в. t ∈ [0, T ].
Пусть fk ∈ PF (xk) такая, что Axk = Pnkfk. Множество {fk}∞k=1 огра-

ничено в L2([0, T ];H) поэтому оно слабо компактно. Прежположим без
ущерба для общности, что

fk
L2

⇀ f0 ∈ L2([0, T ];H).

Будем показать, что Pnkfk
L2

⇀ f0. Для этого, вначале докажем, что

lim
n→∞

Pnf0 = f0.

Действительно, так как

L2([0, T ];H) =
∞⋃
n=1

L2([0, T ];Hn),

то существуют последовательность {ñm}∞m=1 ⊂ N и последовательность
{f̃m}∞m=1, f̃m ∈ L2([0, T ];Hñm) такие, что f̃m → f0.
Имеем

‖Pñmf0 − f0‖2 ≤ ‖Pñmf0 − Pñmf̃m‖2 + ‖Pñmf̃m − f0‖2

≤ 2‖f̃m − f0‖2 → 0 при m→∞.
Далее, при всех n > ñm

‖Pnf0 − Pñmf0‖2 = ‖Pnf0 − PnPñmf0‖2 ≤ ‖f0 − Pñmf0‖2,

поэтому,
‖Pnf0 − f0‖2 ≤ ‖Pnf0 − Pñmf0‖2 + ‖Pñmf0 − f0‖2

≤ 2‖f0 − Pñmf0‖2.

Следовательно,
lim
n→∞

Pnf0 = f0.
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Теперь, для любого g ∈ L2([0, T ];H) имеем〈
Pnkfk − f0, g

〉
L2 =

〈
Pnkfk − Pnkf0, g

〉
L2 +

〈
Pnkf0 − f0, g

〉
L2 =

=
〈
fk − f0,Pnkg

〉
L2 +

〈
Pnkf0 − f0, g

〉
L2 =

=
〈
fk − f0, g

〉
L2 +

〈
fk − f0,Pnkg − g

〉
L2 +

〈
Pnkf0 − f0, g

〉
L2.

Таким образом
lim
k→∞

〈
Pnkfk − f0, g

〉
L2 = 0.

С другой стороны, Pnkfk = Axk
L2

⇀ Ax0. Отсюда получаем, что Ax0 = f0,
и значит, fk

L2

⇀ Ax0. В силу Теоремы 1.1.5 существует последовательность
выпуклых комбинаций {f̂m}

f̂m =
∞∑
k=m

λmkfk, λmk ≥ 0 и
∞∑
k=m

λmk = 1,

которая сходится к Ax0 в среднем. Используя Теорему 1.1.6, мы снова без
ущерба для общности предполагаем, что последовательность {f̂m} сходится
к Ax0 почти всюду. Так как H компактно вложено в Y , то f̂m(t)

Y→ Ax0(t)

для п.в. t ∈ [0, T ].
Из (2.3.5) и условия (F̃ ) следует, что для п.в. t ∈ [0, T ] по данному ε > 0

найдется натуральное число i0 = i0(ε, t) такое, что

F̃ (t, xi(t)) ⊂ OY
ε

(
F̃
(
t, x0(t)

))
для всех i ≥ i0,

где OY
ε обозначает ε− окрестность в Y . Так как xi(t) ∈ H для всех i,

поэтому
F (t, xi(t)) ⊂ OY

ε

(
F
(
t, x0(t)

))
для всех i ≥ i0,

Но тогда и fi(t) ∈ OY
ε

(
F
(
t, x0(t)

))
для всех i ≥ i0, а следовательно, в силу

выпуклости множества OY
ε

(
F
(
t, x0(t)

))
и

f̂m(t) ∈ OY
ε

(
F
(
t, x0(t)

))
, для всех m ≥ i0.

Поэтому, Ax0(t) ∈ F (t, x0(t)) для п.в. t ∈ [0, T ], то есть Ax0 ∈ PF (x0). Тем
самым доказана теорема.

Теорема 2.3.3. Пусть мультиотображение F : [0, T ] × H → Kv(H)

удовлетворяет условию (F1). Тогда мультиоператор PF обладает свой-
ством A−разрешимости при выполнении каждого из следующих условий:
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(1i) для п.в. t ∈ [0, T ] мультиотображение F (t, ·) : H → Kv(H) слабо
полунепрерывно сверху в том смысле, что: если xn

H
⇀ x0, то для лю-

бого ε > 0 найдется такое N(ε, t) > 0, что F (t, xn) ⊂ Oε

(
F (t, x0)

)
для любого n ≥ N(ε, t);

(2i) существует q0 > 0 такое, что для каждого n ≥ q0 сужение муль-
тиотображения F (t, ·) на Hn принимает значения в Kv(Hn) для
п.в. t ∈ [0, T ].

Доказательство. Предположим, что существуют последовательности
{nk} и {xk}, xk ∈ C([0, T ];Hnk), такие, что

sup
k
‖xk‖C < +∞ и Axk ∈ PnkPF (xk).

Пусть выполнено предложение (1i). Аналогично доказательству теоремы
2.3.2, из xk(t)

H
⇀ x0(t) для п.в. t ∈ [0, T ] и условия (1i) следует, что

F (t, xi(t)) ⊂ Oε

(
F
(
t, x0(t)

))
для всех i ≥ N(ε, t).

Отсюда мы снова получаем, что Ax0 ∈ PF (x0).
Пусть теперь выполнено (2i). Тогда для любого n ≥ q0 имеем

PnPF (x) = PF (x),

при всех x ∈ C([0, T ];Hn). Нетрудно видеть, что для всех k таких, что
nk ≥ q0 справедливо Axk ∈ PF (xk).

2.3.3 Пример

Пусть h > 0, H = W 1,2([0, h];R) и Y = C([0, h];R). Известно, что H явля-

ется сепарабельным гильбертовым пространством со скалярным произве-

дением 〈
u, v
〉
H

=

∫ h

0

u(s)v(s)ds+

∫ h

0

u′(s)v′(s)ds

и H компактно вложено в Y . Пусть {e1, e2, · · · } - полная ортонормирован-

ная система H и F : [0, T ]×Y → Kv(H) - мультиотображение. Рассмотрим

дифференциальное включение с периодическим условием
∂u(t,x)
∂t ∈ b+ au(t, x) + F

(
t, u(t, ·)

)
(x),

u(0, x) = u(T, x),
(2.3.6)
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для всех x ∈ [0, h] и п.в. t ∈ [0, T ], где a > b > 0.

Под решением задачи (2.3.6) понимаем функцию u : [0, T ]× R → R та-

кую, что она удовлетворяет (2.3.6) и для каждого t ∈ [0, T ] u(t, ·) является

функцией пространства W 1,2([0, h];R). Обозначим y(t) = u(t, ·) и заменим

задачу (2.3.6) следующему задачейy
′(t) ∈ b+ ay(t) + F

(
t, y(t)

)
, для п.в. t ∈ [0, T ],

y(0) = y(T ),
(2.3.7)

решения которой рассматриваются в пространстве W 1,2
T ([0, T ];H).

Предположим, что мультиотображение F удовлетворяет условию (F1).

Теорема 2.3.4. Пусть выполнено условие (F1). Дополнительно предпо-
ложим, что

(F2) vraimax[0,T ] ϕ(s) < a, где ϕ - функция такая, что

‖F (t, x)‖H ≤ ϕ(t)(1 + ‖x‖H),

для п.в. t ∈ [0, T ] и всех x ∈ H.

Тогда задача (2.3.7), и следовательно задача (2.3.6), имеет решение.

Доказательство. Определим мультиотображение F̃ : [0, T ]× Y → Kv(Y )

следующим образом

F̃ (t, y) = b+ ay + F (t, y).

Нетрудно проверить, что F̃ удовлетворяет всем требованиям Теоремы 2.3.2.
В силу Теоремы 2.3.2 мультиоператор суперпозиции PF̃ обладает свойством
A−разрешимости.
Определим функцию

V : H → R,

V (u) =
∞∑
n=1

1

2
c2
n,

где cn - коэффициенты Фурье функции u по системе {e1, e2, · · · }. Нетрудно
проверить, что V является проекционно-однородным потенциалом. Пока-
жем теперь, что V является интегральной направляющей функцией для
задачи (2.3.7). В самом деле, пусть x ∈ W 1,2

T ([0, T ];H) и f ∈ PF (x). Тогда

f̃ = b+ ax+ f ∈ PF̃ (x).

89



Заметим, что для каждого s ∈ [0, T ]: u = x(s) и v = f(s) являются элемен-
тами пространства H. Имеем〈

x(s), b+ ax(s) + f(s)
〉
H

=
〈
u, b+ au+ v

〉
H

=

∫ h

0

a
(
u2(τ) + u′

2
(τ)
)
dτ + b

∫ h

0

u(τ)dτ

+

∫ h

0

(
u(τ)v(τ) + u′(τ)v′(τ)

)
dτ

≥ a‖u‖2
H − b

√
h‖u‖H − ‖u‖H‖v‖H .

Следовательно,∫ T

0

〈
∇V (x(s)), f̃(s)

〉
H
ds

=

∫ T

0

〈
x(s), b+ ax(s) + f(s)

〉
H
ds

≥
∫ T

0

(
a‖x(s)‖2

H − b
√
h‖x(s)‖H − ‖f(s)‖H‖x(s)‖H

)
ds

≥ a‖x‖2
2 − b

√
hT‖x‖2 −

∫ T

0

‖x(s)‖H ϕ(s)(1 + ‖x(s)‖H)ds

≥ (a− vraimax
[0,T ]

ϕ(s))‖x‖2
2 − (b

√
hT + ‖ϕ‖2)‖x‖2 > 0

при ‖x‖2 достаточно больших. Поэтому,

limn→∞ sign

(∫ T

0

〈
Pn∇V (x(s)), f̃(s)

〉
ds

)
=

= sign

(∫ T

0

〈
∇V (x(s)), f̃(s)

〉
H
ds

)
= 1.

Из теоремы 2.3.1 и того, что Ind V 6= 0 следует, что задача (2.3.7), и сле-
довательно задача (2.3.6), имеет решение.

2.3.4 Негладкие направляющие функции

Постановка задачи

Обозначим через BC(H) банахово пространство непрерывных ограничен-

ных функций BC((−∞, 0];H). Символ CT ([0, T ];H) обозначает простран-

ство всех функций x ∈ C([0, T ];H) таких, что x(0) = x(T ).
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Рассмотрим следующее функционально-дифференциальное включение:

x′(t) ∈ F (t, xt) для п.в. t ∈ [0, T ]. (2.3.8)

Преположим, что мультиотображение F : R×BC(H)→ Kv(H) удовлетво-

ряет условиям:

(FT ) мультиотображение F является T−периодическим по первому аргу-

менту, т.е.

F (t+ T, ϕ) = F (t, ϕ)

для всех (t, ϕ) ∈ R× BC(H);

(F1)′ мультиотображение F|[0,T ]×BC(H)
: [0, T ] × BC(H) → Kv(H) является

верхним Каратеодори;

(F2)′ для каждого r > 0 существует функция νr ∈ L2
+[0, T ] такая, что для

любой функции x ∈ CT ([0, T ];H) : ‖x‖2 ≤ r выполнено следующее

отношение

‖F (s, x̃s)‖H ≤ νr(s) для п.в. s ∈ [0, T ],

где x̃ обозначает T -периодическое распространение функции x на

(−∞, T ].

Известно, что при выполнении условий (F1)′ − (F2)′ мультиоператор су-

перпозиции

PF : CT ([0, T ];H)→ Cv(L2([0, T ];H)),

PF (x) =
{
f ∈ L2([0, T ];H) : f(s) ∈ F (s, x̃s) для п.в. s ∈ [0, T ]

}
,

корректно определен и замкнут.

Пусть снова A : W 1,2
T ([0, T ];H) → L2([0, T ];H), Ax = x′. Тогда мы мо-

жем заменить задачу о существовании T−периодических решений вклю-

чения (2.3.8) задачей о существовании решений следующего включения

Ax ∈ PF (x). (2.3.9)
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Для введения понятия ∗−обобщенного градиента локально липщице-

вой функции V : H → R нам понадобятся определение обобщенной произ-

водной V 0(y0; ν) функции V в точке y0 по направлению ν и определение

обобщенного градиента ∂V (y0) функции V в y0, которые были введены в

первой главе.

Пусть V : H → R - регулярная функция. Для каждого i = 1, 2, ..., опре-

делим функцию

Vi : R→ R, Vi(y) = V (0, · · · , 0, y, 0, · · · ).

Ясно, что Vi тоже является регулярным.

Введем понятие ∗−обобщенного градиента ∂∗V (x) регулярной функции

V в точке x = (x1, x2, · · · ) ∈ H следующим образом:

∂∗V (x) = ∂V1(x1)× ∂V2(x2)× ...× ∂Vi(xi)× ... ⊂ R∞,

где ∂Vi, i = 1, 2, ... является обобщенным градиентом функции Vi.

Например, пусть V : `2 → R,

V (x) = |x1|+ |x1x2 · · ·x100|+
∞∑
2

x2
k, x = (x1, x2, · · · ). (2.3.10)

Имеем, что ∂∗V (x) = ∂V1(x1)× {2x2} × · · · × {2xn} × · · · ,

где

∂V1(x1) =


1 если x1 > 0,

[−1, 1] если x1 = 0,

−1 если x1 < 0.

Определение 2.3.4. Регулярная функция V : H → R называется
проекционно-однородным потенциалом, если сушествует n0 ∈ N такое,
что

Prn∂
∗V (x) = ∂∗V (Pnx) (2.3.11)

при всех n ≥ n0 и x ∈ H, где Prn : R∞ → R∞ является проекцией на
первые n координат.
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Нетрудно видеть, что функция в (2.3.10) является проекционно-

однородным потенциалом.

Определение 2.3.5. Регулярная функция V : H → R называется невы-
рожденным потенциалом, если существует R0 > 0 такое, что

(0, 0, · · · , 0, · · · ) /∈ ∂∗V (x)

при всех x ∈ H таких, что ‖x‖H ≥ R0.

Для каждого n ∈ N, снова отождествим Hn
∼= PrnR∞ ∼= Rn. Тогда,

сужение мультиполя Prn∂∗V на Hn, мы можем рассматривать как полуне-

прерывное сверху мультиполе Prn∂∗V : Rn → Kv(Rn).

Из Определений 2.3.4 и 2.3.5 следует, что если V является невырожден-

ным проекционно-однородным потенциалом, тогда мультиполя Prn∂∗V не

имеют нулей на сфере Sn−1(0, R) при всех n ≥ n0 и R ≥ R0. Поэтому,

топологические степени

γn = deg(Prn∂
∗V,Bn(0, R)), n ≥ n0,

корректно определены и не зависят от R ≥ R0.

Индекс невырожденного проекционно-однородного потенциала V опре-

деляется следующим образом:

Ind V = (γn0
, γn0+1, · · · ).

Под Ind V 6= 0 мы понимаем, что существует подпоследовательность {nk}

такая, что γnk 6= 0 при всех nk.

Для каждой непрерывной функции x ∈ CT ([0, T ];H):

x(t) =
(
x1(t), x2(t), · · ·

)
, t ∈ [0, T ],

под сечением υ(t) ∈ ∂∗V (x(t)) мы понимаем

υ(t) =
(
υ1(t), υ2(t), · · · ), t ∈ [0, T ],
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где υi(t) ∈ ∂Vi(xi(t)), для п.в. t ∈ [0, T ], i ≥ 1, являются суммируемыми

сечениями.

Определение 2.3.6. Проекционно-однородный потенциал V : H → R
называется негладкой интегральной направляющей функцией для зада-
чи (2.3.8), если существует N > 0 такое, что для любой функции
x ∈ CT ([0, T ];H) из ‖x‖2 ≥ N следует, что

limm→∞ sign

(
m∑
k=1

∫ T

0

υk(s)fk(s) ds

)
= 1,

для всех функций f ∈ PF (x), f(s) = (f1(s), f2(s), ...) и всех сечений υ(s) ∈
∂∗V (x(s)).

Лемма 2.3.2. Если V является негладкой интегральной направляющей
функцией для задачи (2.3.8), то V является невырожденным потенциа-
лом, и следовательно, существует индекс Ind V .

Доказательство. В самом деле, для любого y = (y1, y2, · · · ) ∈ H, ‖y‖H ≥
N√
T
, рассмотряя y как постоянную функцию мы имеем

‖y‖2 ≥ N.

Оттуда,

limm→∞ sign

(
m∑
k=1

∫ T

0

υkfk(s) ds

)
= 1,

для всех f ∈ PF (y) и всех υ = (υ1, υ2, · · · ) ∈ ∂∗V (y).
Поэтому, υ 6= (0, 0, · · · , 0, · · · ).

Основные теоремы

Теорема 2.3.5. Пусть выполнены условия (FT ) и (F1)′ − (F2)′. Предпо-
ложим, что существует негладкая интегральная направляющая функ-
ция V для вкючения (2.3.8) такая, что Ind V 6= 0. Если PF является
A−разрешимым, то включение (2.3.8) имеет T−периодическое решение.

Для доказательства нам понадобится следующее утверждение (см., на-

пример [45]).
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Лемма 2.3.3. Пусть функция V : Hn → R регулярна, x : [0, T ]→ Hn - аб-
солютно непрерывная функция. Тогда функция V(x(t)) тоже абсолютно
непрерывна и

V(x(t))− V(x(0)) =

∫ t

0

V0(x(s), x′(s)) ds, t ∈ [0, T ].

Доказательство теоремы 2.3.5. Для каждого n ∈ N, рассмотрим вклю-
чение

Anx ∈ PnPF (x)

или эквивалентно,
x ∈ Gn(x), (2.3.12)

где An определяется в предыдущем параграфе и

Gn : CT ([0, T ];Hn)→ Cv
(
CT ([0, T ];Hn)

)
,

Gn(x) = Cnx+ (ΛnΠn +KCn,Qn) ◦ PnPF (x),

Как доказано в предыдущем параграфе, мультиоператор Gn вполне полу-
непрерывен сверху. Теперь покажем, что множество решений включения
(2.3.9) априори ограничено в CT ([0, T ];H). В самом деле, предположим, что
x ∈ W 1,2

T ([0, T ];H) - решение включения (2.3.9). Тогда существует функция
f ∈ PF (x) такая, что x′(t) = f(t) для п.в. t ∈ [0, T ]. Для любого сечения
υ(s) ∈ ∂∗V (x(s)) имеем

limm→∞ sign

(
m∑
k=1

∫ T

0

υk(s)fk(s) ds

)
=

= limm→∞ sign

(
m∑
k=1

∫ T

0

υk(s)x
′

k(s) ds

)
≤

≤ limm→∞ sign

(
m∑
k=1

∫ T

0

V 0
k

(
xk(s), x

′

k(s)
)
ds

)
=

= limm→∞ sign

(
m∑
k=1

(Vk (xk(T ))− Vk (xk(0)))

)
= 0,

где x(t) = (x1(t), x2(t), · · · ) и f(t) = (f1(t), f2(t), · · · ), t ∈ [0, T ].
Отсюда, ‖x‖2 < N . Из (F2)′ следует, что существует K > 0 такое, что
‖x′‖2 < K. Тогда найдется M > 0, независящее от x, такое, что ‖x‖C < M .

Выбираем произвольно R ≥ max{R0,M}, где R0 - константа в Опре-
делении 2.3.5. Тогда включение (2.3.9) не имеет решений на ∂BCT (0, R).
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Покажем, что для каждого n ≥ n0

x /∈ Gn(x)

при x ∈ ∂B(n)
CT

(0, R) = ∂BCT (0, R) ∩ CT ([0, T ];Hn).
Предположим противное, что x∗ ∈ ∂B

(n∗)
CT

(0, R), n∗ ≥ n0, является ре-
шением включения (2.3.12). Тогда существует функция f ∗ ∈ PF (x∗) такая,
что Ax∗ = Pn∗f ∗. Из выбора R следует, что ‖x∗‖2 ≥ N . Поэтому,

limm→∞ sign

(
m∑
k=1

∫ T

0

υk(s)f
∗
k (s) ds

)
= 1,

для всех сечений υ(s) ∈ ∂∗V (x∗(s)), s ∈ [0, T ].
Так как функция x∗ принимает значения в Hn∗ и V является проекционно-
однородным потенциалом, имеем

limm→∞ sign

(
m∑
k=1

∫ T

0

υk(s)f
∗
k (s) ds

)

= sign

(
n∗∑
k=1

∫ T

0

υk(s)f
∗
k (s) ds

)

= sign

(
n∗∑
k=1

∫ T

0

υk(s)x
∗
k
′(s) ds

)

≤ sign

(
n∗∑
k=1

∫ T

0

V 0
k (x∗k(s), x

∗′
k (s)) ds

)

= sign
( n∗∑
k=1

(
Vk(x

∗
k(T )− Vk(x∗k(0)

))
= 0,

что есть противоречие.
Таким образом, для каждого n ≥ n0 топологическая степень

ωn = deg(i−Gn, B
(n)
CT

(0, R))

корректно определена.
Аналогично доказательству Теоремы 2.2.1 мы получаем, что ωn = (−1)nγn.
Из Ind V 6= 0 и A−разрешимости включения (2.3.9) следует, что включе-
ние (2.3.8) имеет T−периодическое решение.

Следуя Теоремам 2.2.2 и 2.2.3, представляем некоторые достаточные

условия A−разрешимости мультиоператора PF .
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Для банахова пространства Y, пусть BC(Y ) банахово пространство всех

непрерывных ограниченных функций x : (−∞, 0]→ Y .

Теорема 2.3.6. Пусть гильбертово пространство H компактно вло-
женно в банахово пространство Y . Предположим, что мультиотобра-
жение F̃ : [0, T ]× BC(Y )→ P (Y ) удовлетворяет условиям:

(F̃ )′ для п.в. t ∈ [0, T ] мультиотображение F̃ (t, ·) : BC(Y ) → P (Y ) по-
лунепрерывно сверху.

Дополнительно предположим, что сужение F̃|[0,T ]×BC(H)
принимает значе-

ния в Kv(H) и мультиотображение

F = F̃|[0,T ]×BC(H)
: [0, T ]× BC(H)→ Kv(H)

удовлетворяет условиям (F1)′ − (F2)′.
Тогда PF является A−разрешимым.

Теорема 2.3.7. Пусть мультиотображение F : [0, T ] × BC(H) →
Kv(H) удовлетворяет условиям (F1)′ − (F2)′. Тогда PF является
A−разрешимым при каждом из следующих условий:

(1i) для п.в. t ∈ [0, T ] мультиотображение F (t, ·) : BC(H) → Kv(H)

является слабо полунепрерывным сверху, т.е. для любой последова-
тельности {ψ(n)} ∈ BC(H), ψ(n) BC(H)

⇀ ψ(0) ∈ BC(H), и для любого
ε > 0 существует N(ε, t) > 0 такое, что

F (t, ψ(n)) ⊂ Oε

(
F (t, ψ(0))

)
для всех n > N(ε, t);

(2i) существует q0 > 0 такое, что для n ≥ q0 сужение мультиотоб-
ражения F (t, ·) на BC(Hn) принимает значения в Kv(Hn) для п.в.
t ∈ [0, T ].

2.3.5 Пример

Для h > 0, пусть H = W 1,2[0, h] и Y = L2[0, h]. Ясно, что H компактно

вложенно в Y . Пусть V : Y → R определяется так:

V (y) =
1

2
|y1|+

∞∑
1

y2
k, y = (y1, y2, · · · ),
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где yi (i = 1, 2, · · · ) - коэффициенты фурье функции y. Нетрудно видеть,

что

∂∗V (y) = ∂V1(y1)× {2y2} × {2y3} × · · · ,

где

∂V1(y1) =


2y1 + 1

2 if y1 > 0,

[−1
2 ,

1
2 ] if y1 = 0,

2y1 − 1
2 if y1 < 0,

и мультиотображение ∂∗V : Y → Kv(Y ) полунепрерывно сверху. Кроме

того, сужение ∂∗V |H принимает значения в Kv(H) и

‖∂∗V (y)‖H ≤ 2‖y‖H +
1

2
, для всех y = (y1, y2, · · · ) ∈ H. (2.3.13)

Рассмотрим включение

x′(t) ∈ ∂∗V (x(t)) +G(t, xt), для п.в. t ∈ [0, T ], (2.3.14)

где G : R× BC(Y )→ P (Y ).

Предположим, что:

(GT ) G является T−периодическим по первому аргументу;

(G1) для п.в. t ∈ [0, T ] мультиотображение G(t, ·) : BC(Y ) → P (Y ) полу-

непрерывно сверху;

(G2) сужение G|[0,T ]×BC(H)
принимает значения в Kv(H) и мультиотображе-

ние G : [0, T ]× BC(H)→ Kv(H) является верхним Каратеодори;

(G3) существует 0 < C < 2√
T
такое, что

‖G(s, ψ̃s)‖H ≤ C(1 + ‖ψ‖2),

для п.в. s ∈ [0, T ] и всех ψ ∈ CT ([0, T ];H).
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Теорема 2.3.8. Пусть выполнены условия (GT ) и (G1)−(G3). Тогда вклю-
чение (2.3.14) имеет T−периодическое решение.

Доказательство. Пусть F̃ : R× BC(Y )→ P (Y ),

F̃ (t, ψ) = ∂∗V (ψ(0)) +G(t, ψ).

Нетрудно проверить, что мультиотображение F̃ является T−периодичес-
ким по первому аргументу и удовлетворяет условию (F̃ )′ Теоремы 2.3.6.
Рассмотрим F = F̃|[0,T ]×BC(H)

. Легко видеть, что мультиотображение F при-
нимает значения в Kv(H) и является верхним Каратеодори. Смысл усло-
вия (F2)′ заключается в том, что для r > 0 и x ∈ CT ([0, T ];H) таких, что
‖x‖2 ≤ r, найдется Mr > 0 такое, что ‖f‖2 ≤ Mr для всех f ∈ PF (x). Из
(2.3.13) и (G3) следует, что мультиотображение F удовлетворяет (F2)′. В
силу Теоремы 2.3.6 мультиоператор PF является A−разрешимым.

Покажем теперь, что V является негладкой направляющей функцией
для включения (2.3.14). В самом деле, пусть x ∈ CT ([0, T ];H) и возьмем
произвольно f ∈ PF (x). Тогда существуют функция g ∈ PG(x) и сечение
υ(s) ∈ ∂∗V (x(s)) такие, что

f(s) = υ(s) + g(s) для п.в. t ∈ [0, T ],

где

PG(x) = {g ∈ L2([0, T ];H) : g(s) ∈ G(s, x̃s) для п.в. s ∈ [0, T ]}.

Зметим, что для любого s ∈ [0, T ], u = υ(s) и ω = g(s) являются функци-
ями в H и〈

υ(s), f(s)
〉
H

=
〈
u, u+ ω

〉
H

=

∫ h

0

(
u2(τ) + u′

2
(τ)
)
dτ +

∫ h

0

(
u(τ)ω(τ) + u′(τ)ω′(τ)

)
dτ

≥ ‖u‖2
H − ‖u‖H‖ω‖H .

Следовательно,∫ T

0

〈
υ(s), f(s)

〉
H
ds =

∫ T

0

〈
υ(s), υ(s) + g(s)

〉
H
ds

≥
∫ T

0

(
‖υ(s)‖2

H − ‖g(s)‖H‖υ(s)‖H
)
ds

≥ ‖υ‖2
2 −

∫ T

0

‖υ(s)‖H C(1 + ‖x‖2)ds.
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Из (2.3.13) следует, что∫ T

0

〈
υ(s), f(s)

〉
H
ds ≥ ‖υ‖2

2 − C(1 + ‖x‖2)

∫ T

0

(2‖x(s)‖H +
1

2
)ds

≥ ‖υ‖2
2 − 2C

√
T‖x‖2

2 − (2C
√
T +

TC

2
)‖x‖2 −

TC

2
.

Заметим, что для любого сечения υ(s) ∈ ∂∗V (x(s)) существует ε ∈ [−1
2 ,

1
2 ]

такое, что

υ(s) = (2x1(s) + ε, 2x2(s), · · · , 2xn(s), · · · ), s ∈ [0, T ],

где x(s) = (x1(s), x2(s), · · · , xn(s), · · · ), s ∈ [0, T ].
Следовательно,

‖υ‖2
2 =

∫ T

0

‖υ(s)‖2
Hds = 4

∫ T

0

‖x(s)‖2
Hds+ 4ε

∫ T

0

x1(s)ds+ ε2T

≥ 4‖x‖2
2 − 2

∫ T

0

‖x(s)‖Hds ≥ 4‖x‖2
2 − 2

√
T‖x‖2.

Отсюда получаем, что∫ T

0

〈
υ(s), f(s)

〉
H
ds ≥ (4− 2C

√
T )‖x‖2

2

−(2
√
T + 2C

√
T +

TC

2
)‖x‖2 −

TC

2
> 0

при достаточно больших ‖x‖2. Поэтому,

limm→∞ sign

(∫ T

0

m∑
k=1

υk(s)fk(s)ds

)
= 1.

Таким образом, V является негладкой направляющей функцией для вклю-
чения (2.3.14). Ясно, что Ind V 6= 0. Поэтому, примененяя Теоремы 2.3.5,
мы заключаем, что включение (2.3.14) имеет T−периодическое реше-
ние.
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2.4 Задача бифуркации с многомерными па-
раметрами

2.4.1 Глобальные бифуркационные теоремы

Включения с CJ−мультиотображениями

Рассмотрим следующее семейство включений

Lx ∈ Q(x, µ), (2.4.1)

где L : W 1,2
T ([0, T ];Rn)→ L2([0, T ];Rn), Lx = x′, и

Q : C([0, T ];Rn)×Rk → K
(
L2([0, T ];Rn)

)
- мультиотображение такое, что:

(Q1) Q является CJ−мультиотображением и 0 ∈ Q(0, µ) для всех µ ∈ Rk,

k ≥ 1;

(Q2) для любого ограниченного множества Ω ⊂ C([0, T ];Rn)× Rk множе-

ство Q(Ω) ограничено в L2([0, T ];Rn).

Под решением задачи (2.4.1) мы понимаем пару (x, µ) ∈ W 1,2
T ([0, T ];Rn)×

Rk, которая удовлетворяет (2.4.1). Ясно, что задача (2.4.1) имеет триви-

альное решение (0, µ) для всех µ ∈ Rk. Обозначим через S множество всех

нетривиальных решений (2.4.1).

Определение 2.4.1. Точка (0, µ0) ∈ W 1,2
T ([0, T ];Rn)×Rk называется точ-

кой бифуркации для задачи (2.4.1) если для любого открытого множе-
ства U ⊂ W 1,2

T ([0, T ];Rn)×Rk, содержащего (0, µ0), существует решение
(x, µ) ∈ U задачи (2.4.1) такое, что x 6= 0.

Определение 2.4.2. Семейство непрерывно дифференцируемых функций
Vµ : Rn → R, µ ∈ Rk, называется семейством локальных интегральных
направляющих функций для (2.4.1) в (0, 0), если существует ε0 > 0 такое,
что для каждого ε ∈ (0, ε0) найдется достаточно малое число δε > 0

(которое непрерывно зависит от ε) такое, что для любой функции x ∈
C([0, T ];Rn), 0 < ‖x‖C ≤ δε, выполнено следующее отношение∫ T

0

〈
∇Vµ(x(s)), f(s)

〉
ds > 0
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при всех µ ∈ Sk−1(0, ε) и f ∈ Q(x, µ), где ∇Vµ обозначает градиент функ-
ции Vµ.

Лемма 2.4.1. Если Vµ является семейством локальных интегральных
направляющих функций для (2.4.1) в (0, 0), то для любого ε ∈ (0, ε0):

(a) включение (2.4.1) имеет только тривиальное решение (0, µ) на
BC(0, δε)× Sk−1(0, ε);

(b) уравнение ∇Vµ(w) = 0 имеет только тривиальное решение (0, µ) на
Bn(0, δε)× Sk−1(0, ε).

Доказательство. (a) Предположим, что (x, µ) ∈ BC(0, δε) × Sk−1(0, ε) -
нетривиальное решение для (2.4.1). Тогда, существует f ∈ Q(x, µ) такая,
что x′(t) = f(t) для п.в. t ∈ [0, T ]. В силу |µ| = ε и ‖x‖C ≤ δε имеем∫ T

0

〈
∇Vµ(x(t)), f(t)

〉
dt > 0.

С другой стороны,∫ T

0

〈
∇Vµ(x(t)), f(t)

〉
dt =

∫ T

0

〈
∇Vµ(x(t)), x′(t)

〉
dt

= Vµ(x(T ))− Vµ(x(0)) = 0,

что есть противоречие.
Аналогично, получаем заключение (b).

Для каждого ε ∈ (0, ε0), пусть Oε = Bn+k
(
0,
√
ε2 + δ2

ε

)
и определим

отображение
Ṽε : Oε → Rn+1,

Ṽε(w, µ) =
{
−∇Vµ(w), ε2 − |µ|2

}
.

Из Леммы 2.4.1(b) следует, что Ṽε не имеет нулей на сфере ∂Oε. Отсюда,

топологическая степень

deg(Ṽε, Oε) = ω
Ṽε

(1) ∈ πn+1(Sn+k) = πn+k(S
n+1)

корректно определена.
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Покажем, что эта топологическая степень не зависит от выбора ε ∈

(0, ε0). В самом деле, пусть ε1, ε2 : 0 < ε1 < ε2 < ε0. Для каждого λ ∈ [0, 1],

пусть ελ+1 = λε2 + (1− λ)ε1,

Oελ+1
= Bn+k

(
0,
√
ε2
λ+1 + δ2

ελ+1

)
,

где δελ+1
- константа из Определения 2.4.2, и рассмотрим отображение

V ]
λ : Oελ+1

→ Rn+1,

V ]
λ (w, µ) = {−∇Vµ(w), ε2

λ+1 − |µ|2}.

Предположим, что существуют λ∗ ∈ [0, 1] и (w∗, µ∗) ∈ ∂Oελ∗+1
такие, что

V ]
λ∗

(w∗, µ∗) = 0,

или эквивалентно, ∇Vµ∗(w∗) = 0,

|µ∗| = ελ∗+1.

Из (w∗, µ∗) ∈ ∂Oελ∗+1
следует, что |w∗| = δελ∗+1

. Последнее равенство про-

тиворечит утверждению Леммы 2.4.1(b). Отсюда, топологическая степень

deg(Ṽε, Oε) одинакова для всех ε ∈ (0, ε0). Этот элемент называется ло-

кальным индексом семейства Vµ и обозначается символом ind Vµ.

Теорема 2.4.1. Пусть выполнены условия (Q1) − (Q2). Дополнительно
предположим, что существует семейство локальных интегральных на-
правляющих функций Vµ для (2.4.1) такое, что ind Vµ 6= 0. Тогда (0, 0)

является точкой бифуркации для задачи (2.4.1). Кроме того, существу-
ет связное подмножество R ⊂ S такое, что (0, 0) ∈ R и либо R неогра-
ничено, либо R 3 (0, µ∗) для некоторого µ∗ 6= 0.

Доказательство. Нетрудно видеть, что L является линейным фредголь-
мовым оператором нулевого индекса и

Ker L ∼= Rn ∼= Coker L.

Проекция
ΠL : L2([0, T ];Rn)→ Rn,
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определяется равенством

ΠL(f) =
1

T

T∫
0

f(s) ds

и гомеоморфизм ΛL : Rn → Rn является тождественным оператором.
Пространство L2([0, T ];Rn) может быть разложено следующим образом

L2([0, T ];Rn) = L0 ⊕ L1,

где L0 = Coker L и L1 = ImL. Разложение элемента f ∈ L2([0, T ];Rn

обозначается так
f = f0 + f1, f0 ∈ L0, f1 ∈ L1.

Заменим включение (2.4.1) следующим эквивалентным включением

x ∈ G(x, µ), (2.4.2)

где
G : C([0, T ];Rn)× Rk → K(C([0, T ];Rn)),

G(x, µ) = PLx+ (ΠL +KL)Q(x, µ),

и KL = KPL, QL.
Определим отображение

` : C([0, T ];Rn)× Rk → C([0, T ];Rn)× R, `(x, µ) = (x, 0).

Ясно, что ` является линейным фредгольмовым отображением индекса k−
1. Для r, ε > 0 пусть

Br,ε =
{

(x, µ) ∈ C([0, T ];Rn)× Rk : ‖x‖2
C + |µ|2 ≤ r2 + ε2

}
,

и рассмотрим мультиотображение

Gr : Br,ε → K(C([0, T ];Rn))× R),

Gr(x, µ) =
{
G(x, µ), r2 − ‖x‖C

}
.

Шаг 1. Покажем, что Gr является компактным CJ−мультиотображе-
нием. В самом деле, из того, что Q является CJ−мультиотображением
и оператор ΠL + KL является линейным и непрерывным следует, что
(ΠL + KL) ◦ Q является CJ−мультиотображением, отсюда Gr является
CJ−мультиотображением. Далее, из (Q2) следует, что множество (ΠL +
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KL) ◦Q(Br,ε) ограничено в W 1,2([0, T ];Rn), и в силу теорема вложения Со-
болева оно является относительно компактным множеством в C([0, T ];Rn).
Теперь, наше утверждение следует из того, что оператор PL является
непрерывным и принимает значения в конечномерным пространством.

Шаг 2. Выбирая произвольно ε ∈ (0, ε0) и r ∈ (0, δε), где ε0 и δε -
константы из Определения 2.4.2, покажем, что `(x, µ) /∈ Gr(x, µ) для всех
(x, µ) ∈ ∂Br,ε.

Действительно, предположим противное, что существует (x, µ) ∈ ∂Br,ε

такое, что `(x, µ) ∈ Gr(x, µ). Тогда,

x ∈ G(x, µ), (2.4.3)

и
‖x‖C = r. (2.4.4)

Из (2.4.3) следует, что существует функция f ∈ Q(x, µ) такая, что x′(t) =

f(t) для п.в. t ∈ [0, T ].
В следствие (2.4.4), получим |µ| = ε. Далее, из ‖x‖C = r < δε имеем∫ T

0

〈
∇Vµ(x(s)), f(s)

〉
ds > 0

для всех µ ∈ Sk−1(0, ε).
С другой стороны,∫ T

0

〈
∇Vµ(x(s)), f(s)

〉
ds =

∫ T

0

〈
∇Vµ(x(s)), x′(s)

〉
ds = 0,

что есть противоречие.
Следовательно, индекс совпадения Ind(`,Gr, Br,ε) корректно определен
для каждых ε ∈ (0, ε0) и r ∈ (0, δε)

Шаг 3. Зафиксируем ε ∈ (0, ε0) и r ∈ (0, δε). Вычисляем теперь индекс
совпадения Ind(`,Gr, Br,ε). Для этого, рассмотрим мультиотображение

Σ: Br,ε × [0, 1]→ K
(
C([0, T ];Rn)× R

)
,

Σ(x, µ, λ) =
{
PLx+ (ΠL +KL) ◦ α

(
Q(x, µ), λ

)
, τ
}
,

где
τ = λ(r2 − ‖x‖2

C) + (1− λ)(|µ|2 − ε2),

и α : L2([0, T ];Rn)× [0, 1]→ L2([0, T ];Rn),

α(f, λ) = f0 + λf1, f0 ∈ L0, f1 ∈ L1, f = f0 + f1.
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Аналогично шагу 1, мы можем доказать, что Σ является компактным
CJ−мультиотображением.

Пусть (x∗, µ∗, λ∗) ∈ ∂Br,ε×[0, 1] такое, что `(x∗, µ∗) ∈ Σ(x∗, µ∗, λ∗). Тогда

λ∗(r2 − ‖x∗‖2
C) + (1− λ∗)(|µ∗|2 − ε2) = 0 (2.4.5)

и найдется функция f ∗ ∈ Q(x∗, µ∗) такая, что

x∗ = PLx
∗ + (ΠL +KL) ◦ α(f ∗, λ∗)

или эквивалентно, {
(x∗)′ = λ∗f ∗1

0 = f ∗0 ,

где f ∗0 + f ∗1 = f ∗, f ∗0 ∈ L0 и f ∗1 ∈ L1.
Из (x∗, µ∗) ∈ ∂Br,ε следует, что

r2 − ‖x∗‖2
C = |µ∗|2 − ε2.

Отсюда, в силу (2.4.5) получаем

‖x∗‖C = r и |µ∗| = ε.

Из выбора r имеем∫ T

0

〈
∇Vµ∗(x∗(s)), f(s)

〉
ds > 0 для всех f ∈ Q(x∗, µ∗).

Если λ∗ 6= 0: то∫ T

0

〈
∇Vµ∗(x∗(s)), f ∗(s)

〉
ds =

∫ T

0

〈
∇Vµ∗(x∗(s)),

1

λ∗
x∗′(s)

〉
ds =

=
1

λ∗

(
Vµ∗
(
x∗(T )

)
− Vµ∗

(
x∗(0)

))
= 0,

что есть противоречие.
Если λ∗ = 0, то (x∗)′ = 0. Следовательно, x∗ ≡ a для некоторого a ∈ Rn,

|a| = r. Так как ‖a‖C = |a| < δε, для каждого f ∈ Q(a, µ∗) имеем∫ T

0

〈
∇Vµ∗(a), f(s)

〉
ds =

〈
∇Vµ∗(a),

∫ T

0

f(s) ds
〉

= T
〈
∇Vµ∗(a),ΠLf

〉
> 0.

(2.4.6)

Следовательно, ΠLf 6= 0 для всех f ∈ Q(a, µ∗), в частности, ΠLf
∗ 6= 0. Но

ΠLf
∗ = ΠLf

∗
0 = 0, что есть противоречие.
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Таким образом, мультиотображение Σ является гомотопией на ∂Br,ε,
соединяющей мультиотображения Σ(x, µ, 1) = Gr(x, µ) и

Σ(x, µ, 0) =
{
PLx+ ΠLQ(x, µ), |µ|2 − ε2

}
.

В силу гомотопической инвариантности индекса совпадения получаем

Ind(`,Gr, Br,ε) = Ind(`,Σ(·, ·, 0), Br,ε).

Мультиотображение PL+ΠLQ принимает значения вRn, поэтому применяя
свойство сужения индекса совпадения имеем

Ind(`,Σ(·, ·, 0), Br,ε) = Ind(`,Σ(·, ·, 0), U r,ε),

где U r,ε = Br,ε ∩ Rn+k.
В пространстве Rn+1 векторное мультиполе `− Σ(·, ·, 0) имеет вид

`(y, µ)− Σ(y, µ, 0) =
{
−ΠLQ(y, µ), ε2 − |µ|2

}
, ∀(y, µ) ∈ U r,ε ⊂ Rn+k.

Рассмотрим теперь мультиотображение Γ: U r,ε× [0, 1]→ K(Rn+1), опреде-
ленное следующим образом

Γ(y, µ, λ) =
{
−λΠLQ(y, µ) + (λ− 1)∇Vµ(y), ε2 − |µ|2

}
.

Нетрудно проверить, что Γ является компактным
CJ−мультиотображением. Предположим, что существует (y, µ, λ) ∈
∂Ur,ε × [0, 1] такое, что 0 ∈ Γ(y, µ, λ), т.е.,{

|µ| = ε

(λ− 1)∇Vµ(y) ∈ λΠLQ(y, µ),

и в силу (2.4.6) получаем противоречие. Поэтому, Γ является гомотопией,
соединяющей `− Σ(·, ·, 0) и Ṽε. Последовательно,

Ind
(
`,Σ(·, ·, 0), U r,ε

)
= deg

(
Ṽε, U r,ε

)
= indVµ 6= 0. (2.4.7)

Шаг 4. Пусть O ⊂ C([0, T ];Rn)×Rk - открытое множество, определен-
ное так

O =
(
C([0, T ];Rn)× Rk

)
\
(
{0} × (Rk \Bk(0, ε0))

)
.

Из Ind (`,Gr, Br,ε) 6= 0 для любых ε ∈ (0, ε0) и r ∈ (0, δε) следует, что
существует (x, µ) ∈ Br,ε такое, что `(x, µ) ∈ Gr(x, µ), или эквивалентно,{

x ∈ G(x, µ),

‖x‖C = r,
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т.е., (x, µ) ∈ Br,ε является нетривиальным решением задачи (2.4.2). Следо-
вательно, (0, 0) является точкой бифуркации для (2.4.2), и отсюда, она
является точкой бифуркации для (2.4.1). Обозначим через R ⊂ S ∪
{(0, 0)} ⊂ O связный компонент точки (0, 0). Покажем, что R не является
компактным. Предположим противное, что R компактно. Тогда существу-
ет открытое ограниченное подмножество U ⊂ O такое, что

U ⊂ O, R ⊂ U и ∂U ∩ S = ∅.

Отсюда, для каждого r > 0

`(x, µ) /∈ Gr(x, µ), ∀(x, µ) ∈ ∂U.

Далее, для любых 0 < r < R, компактные CJ−мультиотображения Gr

и GR на U могут быть соединены гомотопией Gλr+(1−λ)R. Для достаточно
больших R,

`(x, µ) /∈ GR(x, µ), ∀(x, µ) ∈ U,

поэтому, Ind (`,GR, U) = 0. Следовательно, Ind (`,Gr, U) = 0 для всех
r > 0.
Теперь, пусть Λ = {µ ∈ Rk : (0, µ) ∈ U}. Из U ⊂ O следует, что

Λ ⊂ Bk(0, ε0). (2.4.8)

Из Леммы 2.4.1(a) и непрерывной зависимости числа δε от ε следует, что
мы можем выбрать 0 < ε < ε0 и 0 < r < δε такие, что Br,ε ⊂ U и включение

x ∈ G(x, µ)

имеет только тривиальные решения в BC(0, r) для всех µ ∈ Rk таких, что

ε ≤ |µ| < ε0.

Из (2.4.8) и выбора r, ε имеем

Coin(`,Gr, U) := {(x, µ) ∈ U : `(x, µ) ∈ Gr(x, µ)} ⊂ Br,ε.

Поэтому,
0 = Ind (`,Gr, U) = Ind (`,Gr, Br,ε) 6= 0,

что есть противоречие. Таким образом, R является некомпактным компо-
нентом, т.е. либо R неограничено, либо R∩ ∂O 6= ∅.
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Дифференциальные включения

Рассмотрим теперь семейство дифференциальных включенийx
′(t) ∈ F(t, x(t), µ) для п.в. t ∈ [0, T ],

x(0) = x(T ),
(2.4.9)

где F : [0, T ]× Rn × Rk → Kv(Rn) - мультиотображение такое, что

(F1) F - верхнее Каратеодори мультиотображение с L2−ростом;

(F2) 0 ∈ F(t, 0, µ) при всех µ ∈ Rk и п.в. t ∈ [0, T ].

Из условия (F1) следует, что мультиоператор суперпозиции

PF : C([0, T ];Rn)× Rk → Cv
(
L2([0, T ];Rn)

)
,

PF(x, µ) =
{
f ∈ L2([0, T ];Rn) : f(t) ∈ F(t, x(t), µ) для п.в. t ∈ [0, T ]

}
,

корректно определен и замкнут.

Тогда задача (2.4.9) эквивалентна следующему включению

Lx ∈ PF(x, µ), (2.4.10)

где оператор L определен выше.

Определение 2.4.3. Под решением задачи (2.4.9) мы понимаем пару
(x, µ) ∈ W 1,2

T ([0, T ];Rn)× Rk, которая удовлетворяет (2.4.10).

Ясно, что задача (2.4.9) имеет тривиальное решение (0, µ) для всех µ ∈

Rk. Обозначим через S множество всех нетривиальных решений задачи

(2.4.9).

Определение 2.4.4. Семейство непрерывно дифференцируемых функций
Vµ : Rn → R, µ ∈ Rk, называется семейством локальных интегральных
направляющих функций для (2.4.9) в точке (0, 0), если существует ε0 > 0

такое, что для каждого ε ∈ (0, ε0) найдется число δε > 0 (которое непре-
рывно зависит от ε) такое, что для любой функции x ∈ C([0, T ];Rn),
0 < ‖x‖C ≤ δε, выполнено следующее отношение∫ T

0

〈
∇Vµ(x(s)), f(s)

〉
ds > 0
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для всех µ ∈ Sk−1(0, ε) и f ∈ PF(x, µ).

Справедливо следующее утверждение, доказательство которого анало-

гично доказательству Теоремы 2.4.1.

Теорема 2.4.2. Пусть выполнены условия (F1)− (F2). Дополненитель-
но предположим, что существует семейство локальных интегральных
направляющих функций Vµ для (2.4.9) в (0, 0) такое, что indVµ 6= 0. То-
гда (0, 0) является точкой бифуркации для (2.4.9) и существует связное
множество R ⊂ S такое, что (0, 0) ∈ R и либо R неогранительно, либо
R 3 (0, µ∗) для некоторого µ∗ 6= 0.

2.4.2 Применение к управляемым системам

Рассмотрим семейство управляемых систем
x′(t) = A(µ)x(t) + f

(
t, x(t), y(t), µ

)
, для п.в. t ∈ [0, T ],

y′(t) ∈ G
(
t, x(t), y(t), µ), для п.в. t ∈ [0, T ],

y(0) = 0; x(0) = x(T ),

(2.4.11)

где f : [0, T ]× R2 × Rm × R2 → R2 и G : [0, T ]× R2 × Rm × R2 → Kv(Rm);

µ ∈ R2 - параметр и A(µ) определяется равенством:

A(µ) =

 2µ1 2µ2

2µ2 −2µ1

 , µ = (µ1, µ2). (2.4.12)

Здесь x : [0, T ]→ R2 является траекторией системы, y : [0, T ]→ Rm являет-

ся функцией управления. Первое уравнение описывает динамику системы

и дифференциальное включение отображает закон обратной связи.

Под решением для системы мы понимаем пару

(x, µ) ∈ W 1,2
T ([0, T ];R2)× R2

для которой существует функция y ∈ W 1,1([0, T ];Rm) такая, что тройка

(x, y, µ) удовлетворяет (2.4.11).

Предположим, что
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(f1) f является отображением Каратеодори;

(f2) существует c > 0 такое, что

|f(t, u, v, µ)| ≤ c|u|(|v|+ |µ|),

для п.в. t ∈ [0, T ] и всех (u, v, µ) ∈ R2 × Rm × R2;

(G1) G является верхним Каратеодори мультиотображением;

(G2) существует d > 0 такое, что

‖G(t, u, v, µ)‖ ≤ d(|u|+ |v|+ |µ|),

для п.в. t ∈ [0, T ] и всех (u, v, µ) ∈ R2 × Rm × R2.

Из (f2) следует, что (0, µ) является решением для (2.4.11) при всех µ ∈ R2.

Обозначим через S множество всех нетривиалных решений задачи (2.4.11).

В дальнейшем нам понадобятся следующие теоремы о множестве реше-

ний дифференциальных включений.

Лемма 2.4.2. (см. [70, Теорема 70.6 ]). Пусть F : [0, T ] × Rn → Kv(Rn)

- верхнее Каратеодори мультиотображение с L1−подлинейным ростом.
Тогда множество решений задачи Коши{

u′(t) ∈ F(t, u(t)), для п.в. t ∈ [0, T ],

u(0) = u0,

является Rδ−множеством в C([0, T ];Rn) для каждого u0 ∈ Rn.

Лемма 2.4.3. (см. [90, Теорема 5.2.5]). Пусть E - сепарабельное бана-
хово пространство, Λ - метрическое пространство, и F : [0, T ] × E ×
Λ → Kv(E) - верхнее Каратеодори мультиотображение, удовлетворя-
ющее следующим условиям:

(F1) существует k > 0 такое, что

‖F(t, w, λ)‖E ≤ k(1 + ‖w‖E + ‖λ‖Λ)

для всех (w, λ) ∈ E × Λ и п.в. t ∈ [0, T ];
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(F2) существует функция γ ∈ L1
+[0, T ] такая, что

χ
(
F(t,Ω,Λ)

)
≤ γ(t)χ(Ω)

для любого непустого ограниченного множества Ω ⊂ E , где χ обо-
значает меру некомпактности Хаусдорфа.

Для каждого λ ∈ Λ обозначим через Σ
F(·,·,λ)
u0 множество решений за-

дачи Коши {
u′(t) ∈ F(t, u(t), λ) для п.в. t ∈ [0, T ],

u(0) = u0 ∈ E .

Тогда мультиотображение λ→ Σ
F(·,·,λ)
u0 полунепрерывно сверху.

Описываем теперь глобальную структуру множество решений задачи

(2.4.11).

Теорема 2.4.3. Пусть выполнены условия (f1)− (f2) и (G1)− (G2). До-
полнительно предположим, что

c(1 + TdeTd) < 2.

Тогда (0, 0) ∈ W 1,2
T ([0, T ];R2) × R2 является единственной точкой би-

фуркации для (2.4.11) и, кроме того, существует неограниченное связное
подмножество R ⊂ S такое, что (0, 0) ∈ R.

Доказательство. Для заданной (x, µ) ∈ C([0, T ];R2) × R2 рассмотрим
мультиотображение

G(x,µ) : [0, T ]× Rm → Kv(Rm), G(x,µ)(t, z) = G(t, x(t), z, µ).

Нетрудно проверить, что G(x,µ) удовлетворяет все требования Леммы 2.4.2.
Поэтому, для каждой парой (x, µ) ∈ C([0, T ];R2) × R2 множество Ψ(x,µ)

всех решений задачи{
y′(t) ∈ G(t, x(t), y(t), µ) для п.в. t ∈ [0, T ]

y(0) = 0

является Rδ−множеством в C
(
[0, T ];Rm

)
.

Кроме того, для каждого r > 0 пусть Λ = BC(0, r)×B2(0, r), и рассмотрим
мультиотображение

Π: [0, T ]× Rm × Λ→ Kv(Rm), Π(t, w, x, µ) = G(x,µ)(t, w).
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Ясно, что мультиотображение Π удовлетворяет условиям Леммы 2.4.3. Сле-
довательно, мультиотображение (x, µ)→ Ψ(x,µ) полунепрерывно сверху во
всех точках (x, µ) ∈ Λ. Так как мы можем выбрать произвольно r > 0,
поэтому мультиотображение

Ψ: C([0, T ];R2)× R2 → K
(
C([0, T ];Rm)

)
, Ψ(x, µ) = Ψ(x,µ),

тоже полунепрерывно сверху.
Теперь определим следующие отображение и мультиотображение

Ψ̃ : C([0, T ];R2)× R2 → K
(
C([0, T ];R2)× C([0, T ];Rm)× R2

)
,

Ψ̃(x) = {x} ×Ψ(x, µ)× {µ},

B : C([0, T ];R2)× C([0, T ];Rm)× R2 → L2([0, T ];R2),

B(x, y, µ)(t) = A(µ)x(t) + f(t, x(t), y(t), µ), t ∈ [0, T ].

Тогда задача (2.4.11) может быть представлена в виде

Lx ∈ Q(x, µ), (2.4.13)

где L : W 1,2
T ([0, T ];R2)→ L2([0, T ];R2) - оператор дифферецирования и

Q : C([0, T ];R2)× R2 → K(L2([0, T ];R2)), Q(x, µ) = B ◦ Ψ̃(x, µ).

Легно видеть, что Q является CJ−мультиотображение, и отсюда, условие
(Q1) выполнено.

Пусть Ω ⊂ C([0, T ];R2)×R2 - ограниченное множество и (x, µ) - произ-
вольная точка в Ω. Для g ∈ Q(x, µ) существует y ∈ Ψ(x, µ) такое, что

g(t) = A(µ)x(t) + f
(
t, x(t), y(t), µ

)
для п.в. t ∈ [0, T ]. (2.4.14)

Из y ∈ Ψ(x, µ) следует, что существует функция h ∈ L1([0, T ];Rm) такая,
что h(t) ∈ G

(
t, x(t), y(t), µ

)
для п.в. t ∈ [0, T ] и

y(t) =

∫ t

0

h(s)ds, при всех t ∈ [0, T ].

Из (G2) вытекает

|y(t)| ≤
∫ t

0

|h(s)|ds ≤ d

∫ t

0

(
|x(s)|+ |y(s)|+ |µ|

)
ds

≤ dT (‖x‖C + |µ|) +

∫ t

0

d|y(s)|ds.
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В силу Леммы 1.1.1 получаем

|y(t)| ≤ Td(‖x‖C + |µ|)eTd для всех t ∈ [0, T ]. (2.4.15)

Теперь, ограниченность множества Q(Ω) следует из (2.4.14)-(2.4.15) и (f2).
Поэтому, условие (Q2) тоже выполнено.

Покажем теперь, что семейство функций Vµ : R2 → R,

Vµ(w) = µ1w
2
1 + 2µ2w1w2 − µ1w

2
2, w = (w1, w2), µ = (µ1, µ2),

является семейством локальных интегральных направляющих функций
для (2.4.13) в (0, 0). В самом деле, пусть ε > 0 и µ ∈ S1(0, ε). Для
x ∈ C([0, T ];R2) выбираем произвольно g ∈ Q(x, µ). Тогда существует
функция y ∈ Ψ(x, µ) такая, что

g(t) = A(µ)x(t) + f
(
t, x(t), y(t), µ

)
для п.в. t ∈ [0, T ].

В силу (f2) и (2.4.15) имеем∫ T

0

〈
∇Vµ(x(t)), g(t)

〉
dt =

∫ T

0

〈
A(µ)x(t), A(µ)x(t) + f

(
t, x(t), y(t), µ

)〉
dt

≥
∫ T

0

|A(µ)x(t)|2dt−
∫ T

0

|A(µ)x(t)||f(t, x(t), y(t), µ)|dt

≥ 4|µ|2‖x‖2
2 − 2|µ|

∫ T

0

|x(t)| c |x(t)|
(
|y(t)|+ |µ|

)
dt

≥ 4|µ|2‖x‖2
2 − 2c|µ|

∫ T

0

|x(t)|2
(
Td(‖x‖C + |µ|)eTd + |µ|

)
dt =

= 4|µ|2‖x‖2
2 − 2c|µ| ‖x‖2

2

(
TdeTd‖x‖C + TdeTd|µ|+ |µ|

)
= 2|µ|2‖x‖2

2

(
2− c(1 + TdeTd)

)
− 2cTdeTd|µ| ‖x‖2

2 ‖x‖C
= 2|µ| ‖x‖2

2

(
|µ|
(
2− c(1 + TdeTd)

)
− cTdeTd‖x‖C

)
.

Следовательно, ∫ T

0

〈
∇Vµ(x(t)), g(t)

〉
dt > 0

при

0 < ‖x‖C <
|µ|
(
2− c(1 + TdeTd)

)
cTdeTd

=
ε
(
2− c(1 + TdeTd)

)
cTdeTd

. (2.4.16)

Таким образом, Vµ является семейством локальных интегральных направ-
ляющих функций для (2.4.13) в (0, 0).
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Для каждого ε > 0, выбираем δε такое, что

δε =
1

2

ε
(
2− c(1 + TdeTd)

)
cTdeTd

.

Пусть Oε = B4
(
0,
√
ε2 + δ2

ε

)
и рассмотрим отображение

Ṽε : Oε → R3,

Ṽε(w, µ) =
{
−∇Vµ(w), ε2 − |µ|2

}
=
{
−(2µ1w1 + 2µ2w2),−(2µ2w1 − 2µ1w2), ε

2 − |µ|2
}
,

Покажем, что indVµ 6= 0. Для этого, рассмотрим нерерывное отображение

H : Oε × [0, 1]→ R3,

H(w, µ, λ) = {−∇Vµ(w), λ|w|2 + (1− λ)ε2 − |µ|2}.

Предположим, что существует (w, µ, λ) ∈ ∂Oε × [0, 1] такое, что
H(w, µ, λ) = 0, тогда имеем

−∇Vµ(w) = 0,

λ|w|2 − |µ|2 = (λ− 1)ε2,

|w|2 + |µ|2 = ε2 + δ2
ε .

Из последних двух уравнений системы следует, что

|w|2 =
λε2 + δ2

ε

1 + λ
и |µ|2 =

ε2 + λδ2
ε

1 + λ
.

Следовательно, w и µ являются ненулевымм элементами вR2. Что противо-
речит первому уравнению. Поэтому, H является гомотопией, соединяющей
Ṽε = H(·, ·, 0) и H(·, ·, 1). Отсюда

deg(Ṽε, Oε) = deg
(
H(·, ·, 1), Oε

)
.

С другой стороны, отображение H(·, ·, 1) : R4 → R3 обращается в нуль
только в (0, 0) и сужение h = −H(·, ·, 1)|S3

: S3 → S2 является раслоением
Хопфа (см., например [86]). Поэтому,

deg
(
H(·, ·, 1), Oε

)
= deg

(
H(·, ·, 1), B4

)
= deg(−h,B4) = Σ[−h] 6= 0,

где отображение Σ определено в Примере 1.6.1.
Таким образом, (0, 0) является точкой бифуркации для (2.4.11). Далее, из
того, что отношение (2.4.16) выполнено для всех ε > 0 следует, что (0, 0)

является единственной точкой бифуркации для (2.4.11). Теперь, наше до-
казательство завершено применением Теоремы 2.4.1.
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2.4.3 Применение к дифференциальным вариацион-
ным неравенствам

Вариационные неравенства

Пусть H - гильбертово пространство со скалярное произведение
〈
·, ·
〉
H

и

нормой ‖ · ‖H ; K ⊂ H - замкнутое выпуклое множество. Напомним, что

отображение g : K → H называется:

a) непрерывной на конечномерных подпространствах если оно непре-

рывно на K ∩U для любого конечномерного подпространства U простран-

ства H такого, что K ∩ U 6= ∅ (отметим, что любое непрерывное отобра-

жение из K в H является непрерывным на конечномерных подпростран-

ствах).

b) квазимонотонным если для любых x, y ∈ K, из

〈
x− y, g(y)

〉
H
≥ 0 следует

〈
x− y, g(x)

〉
H
≥ 0.

c) монотонным если

〈
x− y, g(x)− g(y)

〉
H
≥ 0 для всех x, y ∈ K.

d) коэрцитивным если〈
x, g(x)

〉
H

‖x‖H
→∞ при ‖x‖H →∞ и x ∈ K.

Лемма 2.4.4. (см. [38, Лемма 2.1]). Пусть g : K → H - квазимонотонное
отображение, которое является непрерывным на конечномерных подпро-
странствах. Тогда w∗ ∈ K является решением проблемы〈

u− w, g(w)
〉
H
≥ 0 для всех u ∈ K,

тогда и только тогда, когда〈
u− w∗, g(u)

〉
H
≥ 0 для всех u ∈ K.
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Лемма 2.4.5. (см. [91, Лемма 3.1]) Пусть K - замкнутый выпуклый
конус в H и g - отображение из K в H. Тогда w∗ ∈ K удовлетворяет
отношению 〈

u− w∗, g(w∗)
〉
H
≥ 0 для всех u ∈ K

тогда и только тогда, когда

g(w∗) ∈ K∗ и
〈
w∗, g(w∗)

〉
H

= 0,

где K∗ - сопряженный конус.

Лемма 2.4.6. (см. [38, Теорема 3.2]). Пусть K - закнутый выпуклый
конус в H и g : K → H - коэрцитивное и квазимонотонное отобра-
жение, которое является непрерывным на конечномерных подпростран-
ствах. Тогда существует x∗ ∈ K такое, что〈

u− x∗, g(x∗)
〉
H
≥ 0 для всех u ∈ K.

Постановка задачи

Пусть K ⊂ Rm - замкнутый выпуклый конус. Рассмотрим задачу о гло-

бальной бифуркации семейства периодических решений дифференциаль-

ных вариационных неравенств (ДВН) типа:
x′(t) = A(µ)x(t) + f

(
t, x(t), u(t), µ

)
п.в. t ∈ [0, T ],〈

ũ− u(t), G
(
t, x(t), µ

)
+ F (u(t))

〉
≥ 0 п.в. t ∈ [0, T ], ∀ ũ ∈ K,

x(0) = x(T ) и u(t) ∈ K,
(2.4.17)

где f : [0, T ]×R2×Rm×R2 → R2, G : [0, T ]×R2×R2 → Rm, и F : Rm → Rm

являются непрерывными отображениями; A : R2 → R2×2 - отображение,

определенное формулой

A(µ) =

 cµ1 cµ2

cµ2 −cµ1

 , µ = (µ1, µ2), (2.4.18)

при этом, c > 0 - заданное число и µ ∈ R2 - параметр.

Понятие ДВН было исползовано в книге J.-P. Aubin’a и A. Cellina [13] в
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1984г. Однако, ДВН были систематически изучены только в работе J.-S.

Pang’a и D.E. Steward’a [124]. В этой работе, J.-S. Pang и D.E. Steward

показаны, что ДВН могут быть исползованы для описания многих при-

кладных математических моделей.

Так как K является замкнутым выпуклым конусом, задача (2.4.17) экви-

валентна следующей задаче (см. [91]),
x′(t) = A(µ)x(t) + f

(
t, x(t), u(t), µ

)
п.в. t ∈ [0, T ],

K 3 u(t) ⊥ G
(
t, x(t), µ

)
+ F (u(t)) ∈ K∗ п.в. t ∈ [0, T ],

x(0) = x(T ),

(2.4.19)

которую будем называть дифференциальной системой с дополнением

(ДСД) Напомним, что первоначальная версия ДСД является вариацион-

ными неравенствами эволюции, которые были введены в работе C. Henry

[81, 82] как класс дифференциальных включений. Среди большого коли-

чества работ, посвященных ДСД перечисляем работу D. Hipfel’a [84] для

нелинейных ДСД, работы W.P.H. Heemels’a [80] и M.K. Camlibel’a [30] для

линейных ДСД. Теория устойчивости для ДСД была изучена в работах

[1, 31, 67, 68, 69] и.т.д.

Для изучения глобальной бифуркации решений задачи (2.4.17) (или экви-

валентно, задача (2.4.19)) мы заменим (2.4.17) семейством дифференциаль-

ных включений, и затем применим глобальную бифуркационную теорию

для включений.

Сделаем следующие предположения.

(H1) для каждого (t, z, µ) ∈ [0, T ]× R2 × R2 множество

f(t, z,Ω, µ) := {f(t, z, y, µ) : y ∈ Ω}

выпукло для любого выпуклого множества Ω ⊂ Rm;
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(H2) существуют положительные числа αf , αG, c1, c2 такие, что αf < c и

|f(t, z, y, µ)| ≤ αf |z| (|y|+ |µ|),

|G(t, z, µ)| ≤ αG |z|c1(1 + |µ|c2),

для (t, z, y, µ) ∈ [0, T ] × R2 × Rm × R2, где c > 0 - заданное число в

(2.4.18);

(H3) F монотонно на K и существует a > 0 такое, что

〈
w,F (w)

〉
≥ a |w|2 для всех w ∈ K.

Лемма 2.4.7. (ср. [124, Свойство 6.2]). Пусть выполнено условие (H3).
Тогда:

(a) для каждого r ∈ Rm множество решений

SOL(K, r + F ) = {w ∈ K :
〈
w̃ − w, r + F (w)

〉
≥ 0, ∀w̃ ∈ K}

непусто, выпукло и замкнуто;

(b) |w| ≤ 1
a|r| для всех w ∈ SOL(K, r + F ), r ∈ Rm, где a - константа

из (H3).

Доказательство. (a) Ясно, что для каждого r ∈ Rm отображение r + F

монотонно на K. Из (H3) следует, что〈
w, r + F (w)

〉
|w|

→ ∞ при |w| → ∞ и w ∈ K.

Отсюда, в силу Леммы 2.4.6 множество SOL(K, r+ F ) непусто. Из непре-
рывности отображения F вытекает, что множество SOL(K, r+F ) замкну-
то. Покажем, что оно выпукло, т.е. нам нужно показать, что для любых
y, z ∈ SOL(K, r + F ) и λ ∈ [0, 1]:〈

u− λy − (1− λ)z, r + F (λy + (1− λ)z)
〉
≥ 0 для всех u ∈ K,

или эквивалентно (см. Лемму 2.4.4):〈
u− λy − (1− λ)z, r + F (u)

〉
≥ 0 для всех u ∈ K.
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В самом деле, так как y, z ∈ SOL(K, r + F ) имеем〈
u− y, r + F (y)

〉
≥ 0 для всех u ∈ K,

и 〈
u− z, r + F (z)

〉
≥ 0 для всех u ∈ K,

или эквивалентно (см. Лемму 2.4.4):〈
u− y, r + F (u)

〉
≥ 0 для всех u ∈ K,

и 〈
u− z, r + F (u)

〉
≥ 0 для всех u ∈ K.

Следовательно,〈
u−λy−(1−λ)z, r+F (u)

〉
= λ

〈
u−y, r+F (u)

〉
+(1−λ)

〈
u−z, r+F (u)

〉
≥ 0

для всех u ∈ K.
(b) Теперь, пусть w ∈ SOL(K, r + F ), из Леммы 2.4.5 имеем〈

w, r + F (w)
〉

= 0.

Отсюда вытекает ∣∣〈w, r〉∣∣ =
∣∣〈w,F (w)

〉∣∣ .
Применяя (H3) получаем, что

a|w|2 ≤
∣∣〈w, r〉∣∣ ≤ |w| |r|.

Поэтому, |w| ≤ 1
a|r|.

Определим мультиотображения U : [0, T ]× R2 × R2 → Cv(K),

U(t, z, µ) = SOL(K,G(t, z, µ) + F ),

и Φ: [0, T ]× R2 × R2 → Kv(R2)

Φ(t, z, µ) =
{
A(µ)z + f(t, z, y, µ) : y ∈ U(t, z, µ)

}
.

Лемма 2.4.8. Пусть выполнены условия (H1) − (H3). Тогда мультио-
тображение Φ удовлетворяет условиям (F1)− (F2) Теоремы 2.4.2 с за-
мечанием, что n = k = 2.
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Доказательство. Из (H2) и Леммы 2.4.7(b) следует, что

‖U(t, z, µ)‖ ≤ 1

a
|G(t, z, µ)| ≤ αG

a
|z|c1(1 + |µ|c2) (2.4.20)

для (t, z, µ) ∈ [0, T ]×R2×R2. Следовательно, сужение U|Ω мультиотображе-
ния U на любое огранительное множество Ω ⊂ [0, T ]×R2×R2 компактно.
В следствие Леммы 2.4.7(a) мультиотображение U замкнуто, и отсюда, оно
полунепрерывно сверху. Так как отображения A и f непрерывны, поэто-
му мультиотображение Φ тоже полунепрерывно сверху. Наше утверждение
непосредственно следует из (H2) и (2.4.20).

Теперь, применяя лемму Филиппова о неявной функции (см, например

[26, Теорема 1.5.15] или [90, Теорема 1.3.3]) мы можем заменить задачу

(2.4.17) следующей эквивалентной проблемойx
′(t) ∈ Φ(t, x(t), µ) для п.в. t ∈ [0, T ],

x(0) = x(T ).
(2.4.21)

Определение 2.4.5. Под решением задачи (2.4.17) мы понимаем трой-
ку (x, u, µ), состоящуюся из функции x ∈ W 1,2

T ([0, T ];R2), интегрируе-
мой функции u : [0, T ] → K и вектора µ ∈ R2, которые удовлетворяют
(2.4.17), или эквивалентно, под решением задачи (2.4.17) мы понимаем
пару (x, µ) ∈ W 1,2

T ([0, T ];R2)× R2, которая удовлетворяет (2.4.21).

Из (H2) следует, что (0, µ) является тривиальным решением задачи

(2.4.17) для всех µ ∈ R2. Обозначим через S множество всех нетривиаль-

ных решений задачи (2.4.17).

Теорема о бифуркации семейства периодических решений ДВН

Теорема 2.4.4. Пусть выполнены условия (H1)−(H3). Тогда (0, 0) явля-
ется единственной точкой бифуркации для задачи (2.4.17) и, кроме то-
го, существует неограниченное связное множество R ⊂ S такое, что
(0, 0) ∈ R.

Доказательство. Покажем, что семейство функций Vµ : R2 → R,

Vµ(w) =
c

2

(
µ1w

2
1 + 2µ2w1w2 − µ1w

2
2

)
, w = (w1, w2), µ = (µ1, µ2),
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является семейством локальных интегральных направляющих функций
для (2.4.21) в (0, 0).

Действительно, пусть ε > 0 и µ ∈ S1(0, ε). Для x ∈ C([0, T ];R2) возьмем
g ∈ PΦ(x, µ) (PΦ определяется аналогично PF). Тогда существует интегри-
руемая функция u : [0, T ]→ K такая, что

g(t) = A(µ)x(t) + f
(
t, x(t), u(t), µ

)
для п.в. t ∈ [0, T ].

В силу (H2) и (2.4.20) имеем∫ T

0

〈
∇Vµ(x(t)), g(t)

〉
dt =

∫ T

0

〈
A(µ)x(t), A(µ)x(t) + f

(
t, x(t), u(t), µ

)〉
dt

≥
∫ T

0

|A(µ)x(t)|2dt

−
∫ T

0

|A(µ)x(t)| |f(t, x(t), u(t), µ)|dt

≥ c2 |µ|2 ‖x‖2
2

−c|µ|
∫ T

0

|x(t)|αf |x(t)|(|u(t)|+ |µ|)dt

≥ c2 |µ|2 ‖x‖2
2 − cαf |µ|

2‖x‖2
2

− cαf |µ|
∫ T

0

|x(t)|2 αG
a
|x(t)|c1(1 + |µ|c2)dt

≥ c(c− αf) |µ|2 ‖x‖2
2

− c
a
αfαG|µ|(1 + |µ|c2)‖x‖c1C ‖x‖2

2.

Следовательно, ∫ T

0

〈
∇Vµ(x(t)), g(t)

〉
dt > 0

при

0 < ‖x‖C <
c1

√
a(c− αf)|µ|

αfαG(1 + |µ|c2)
= c1

√
a(c− αf)ε

αfαG(1 + εc2)
.

Пусть

δε =
1

2
c1

√
a(c− αf)ε

αfαG(1 + εc2)
.

Тогда δε непрерывно зависит от ε и∫ T

0

〈
∇Vµ(x(t)), g(t)

〉
dt > 0 при 0 < ‖x‖C ≤ δε. (2.4.22)
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Таким образом, Vµ является семейством локальных интегральных направ-
ляющих функций для (2.4.21) в (0, 0).

Из того, что ind Vµ 6= 0 следует, что (0, 0) является точкой бифуркации
для (2.4.17). Кроме того, из (2.4.22) получаем, что (0, 0) является един-
ственной точкой бифуркации для (2.4.17). Теперь, теорема доказана при-
менением Теоремы 2.4.2.
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Глава 3

Метод направляющих функций
для нелинейных фредгольмовых
включений
Начиная с классической работы K.D. Elworthy и A.J. Tromba [50], иссле-

дования многих ученых касались исследования топологических характе-

ристик пар, состоящих из нелинейных фредгольмовых операторов и их

возмущений различных типов. (см., например работу Ю.Г. Борисовича,

В.Г. Звягина и Ю.И. Сапронова [27]; работу Ю.Г. Борисовича [23]; работу

В.Г. Звягина [146] и работу В.Г. Звягина, Н.М. Ратинера [147]). Для вы-

пуклозначных возмущений нелинейных фредгольмовых операторов ори-

ентированный индекс совпадения был введен Ю.Г. Борисовичем [23]. В.В.

Обуховский, П. Дзекка и В.Г. Звягин осуществили систематическое постро-

ение ориентированного индекса совпадения для различных классов муль-

тиотображений с невыпуклозначными значениями (см. [121, 148]).

В этом параграфе мы введем понятие направляющих функций для

управляемых систем, содержащих нелинейные фредгольмовы операторы

нулевого индекса и CJ-мультиотображения. Ориентированный индекс сов-

падения вычисляется через индекс направляющей функции, и следователь-

но, мы получим достаточные условия существования решений для таких

управляемых систем. Кроме того, изучается также задача бифуркации се-

мейства периодических траекторий таких управляемых систем.
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3.1 Задача существования решений

Рассмотрим задачу

A
(
t, x(t), x′(t)

)
= B

(
t, x(t), y(t)

)
, для всех t ∈ [0, 1],

y′(t) ∈ C
(
t, x(t), y(t)

)
, для п.в. t ∈ [0, 1],

x(0) = x(1),

y(0) = y0,

(3.1.1)

где A : [0, 1]×R×R→ R, B : [0, 1]×R×R→ R - непрерывные отображения;

C : [0, 1]×R×R→ Kv(R) - мультиотображение и y0 ∈ R; x, y : [0, 1]→ R.

Обозначим через C1[0, 1]
[
C[0, 1], AC[0, 1], L1[0, 1]

]
совокупность всех

непрерывно дифференцируемых [соответственно., непрерывных, абсолют-

но непрерывных, интегрируемых] функций на [0, 1]. Пусть

C1
pr[0, 1] = {x ∈ C1[0, 1] : x(0) = x(1)}.

Нормы элементов x ∈ C1[0, 1]и y ∈ C[0, 1] обозначаются через ‖x‖C1 и

‖y‖C ; BC1
pr

(0, R) - шар в пространстве C1
pr[0, 1] с радиусом R и центром в 0.

Под решением задачи (3.1.1) мы понимаем пару функций x ∈ C1
pr[0, 1]

и y ∈ AC[0, 1], которые удовлетворяют (3.1.1).

Предположим, что

(H1) существуют непрерывные частные производные A′u(t, u, v), A′v(t, u, v)

и кроме того, A′v(t, u, v) > 0 для всех (t, u, v);

(H2) существует положительная функция α ∈ C[0, 1] такая, что для

u, v, w ∈ R, из тождества

(1− λ)v + λA(t, u, v) = w для любого λ ∈ [0, 1]

вытекает, что

|v| ≤ α(t)(1 + |w|+ |u|)

125



для всех t ∈ [0, 1];

(H3) найдется c > 0 такое, что

|B(t, u, v)| ≤ c(1 + |u|+ |v|),

для всех (t, u, v) ∈ [0, 1]× R× R;

(H4) C является верхним Каратеодори мультиотображением;

(H5) существует d > 0 такое, что

‖C(t, u, v)‖ ≤ d(1 + |u|+ |v|),

для всех (u, v) ∈ R× R и п.в. t ∈ [0, 1].

Известно (см. Леммы 2.4.2 и 2.4.3), что для каждой функции x ∈ C[0, 1]

множество решений Πx задачи Кошиy
′(t) ∈ C(t, x(t), y(t)) для п.в. t ∈ [0, 1]

y(0) = y0

является Rδ−множеством в C[0, 1] и мультиотображение

Π: C[0, 1]→ K(C[0, 1]), Π(x) = Πx,

полунепрерывно сверху.

Определение 3.1.1. Непрерывно дифференцируемая функция V : R→ R
называется интегральной направляющей функцией для задачи (3.1.1), ес-
ли существует N > 0 такое, что из x ∈ C1

pr[0, 1], ‖x‖2 ≥ N , следует,
что ∫ 1

0

A(t, x(t), x′(t))V ′(x(t)) dt ≤ 0;∫ 1

0

B(t, x(t), y(t))V ′(x(t)) dt > 0

для всех y ∈ Π(x).
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Из этого определения следует, что если V является интегральной на-

правляющей функцией для задачи (3.1.1), то V ′(a) 6= 0 при |a| ≥ r ≥ N .

Отсюда, топологическая степень deg(V ′, [−r, r]) корректно определена и не

зависит от выбора r ≥ N . Это число называется индексом направляющей

функцией и обозначется через Ind V .

Теорема 3.1.1. Пусть выполнены условия (H1)− (H5). Дополнительно
предположим, что существует интегральная направляющая функция V
для задачи (3.1.1) такая, что Ind V 6= 0. Тогда задача (3.1.1) имеет ре-
шение.

Доказательство. Доказательство разбито на ряд шагов.
Шаг 1. Следуя методу, показанному в [121], мы покажем, что при вы-

полнении условия (H1) отображение

f : C1
pr[0, 1]→ C[0, 1],

f(x)(t) = A(t, x(t), x′(t)),
(3.1.2)

является фредгольмовым оператором нулевого индекса, сужение которого
на любое замкнутое ограниченное множество D ⊂ C1

pr[0, 1] собственно.
В самом деле, отметим, что f является C1−отображением и, кроме того,

его производная может быть представлена в виде:

(f ′ (x)h) (t) = A′u (t, x (t) , x′ (t))h (t) + A′v (t, x (t) , x′ (t))h′ (t) (3.1.3)

для h ∈ C1
pr [0, 1]. Введем впомогательные операторы

f ′u (x) : C1
pr [0, 1]→ C [0, 1] ,

(f ′u (x)h) (t) = A′u (t, x (t) , x′ (t))h (t) , t ∈ [0, 1]

и

f ′v (x) : C1
pr [0, 1]→ C [0, 1] ,

(f ′v (x)h) (t) = A′v (t, x (t) , x′ (t))h′ (t) , t ∈ [0, 1] .

Тогда мы можем переписать (3.1.3) в виде

f ′ (x)h = f ′u (x)h+ f ′v (x)h .

Оператор f ′u (x) вполне непрерывен так как он может быть представ-
лен в виде композиции вполне непрерывного отображения вложения i :
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C1
pr [0, 1] → C [0, 1] и непрерывного линейного оператора M : C [0, 1] →

C [0, 1] ,

(Mh) (t) = A′u (t, x (t) , x′ (t))h (t) .

Теперь покажем, что оператор f ′v (x) является линейным фредгольмовым
оператором нулевого индекса.
Для этого, перепишем этот оператор в виде композиции оператора диф-
ференцирования d/dt : C1

pr [0, 1] → C [0, 1] и оператора J : C [0, 1] →
C [0, 1], (Jz) (t) = A′v (t, x (t) , x′ (t)) z (t). Ясно, что оператор d/dt явля-
ется линейным фредгольмовым оператором нулевого индекса. Так как
A′v (t, x (t) , x′ (t)) 6= 0, отображение J обратимо. Отсюда, отображения
f ′v (x), и следовательно f ′ (x), является фредгольмовыми операторами ну-
левого индекса. Поэтому, f является фредгольмовым оператором нулевого
индекса.

Теперь, пустьD ⊂ C1
pr [0, 1] - замкнутое ограниченное множество. Будем

исспользовать одиноковым символом f для обозначения сужения отобра-
жения f на D . Покажем, что оно собственно. Пусть K ⊂ C [0, 1] - любое
компактное множество, и {xn}n∈N ⊂ f−1 (K) - любая последовательность.
Без ущерба для общности предположим, что f (xn)→ z ∈ K. В силу огра-
ниченности последовательности {xn} в C1

pr [0, 1] мы можем предполагать,
что последовательность {xn} сходится в C [0, 1] к некоторому ω ∈ C[0, 1].
Далее, из представления

A (t, ω (t) , x′n (t)) = A (t, xn (t) , x′n (t))

+ [A (t, ω (t) , x′n (t))− A (t, xn (t) , x′n (t))]

следует, что последовательность zn = A (·, ω (·) , x′n (·)) сходится к z в
C[0, 1]. Из теоремы об обратном отображении получим x′n = Ψ (zn), где
Ψ: C[0, 1]→ C[0, 1] является непрерывным отображением. Отсюда, после-
довательность x′n сходится к Ψ (z) в C[0, 1]. Таким образом, {xn}n∈N явля-
ется сходящей в пространстве C1

pr[0, 1], т.е. множество f−1 (K) компактно.
Шаг 2. Покажем теперь, что множество решений проблемы (3.1.1)

априори ограничено. Для этого, пусть x ∈ C[0, 1] и определим мультио-
тображение Π̃ : C[0, 1]→ K(C[0, 1]× C[0, 1]),

Π̃(x) = {x} × Π(x),

и отображение B̃ : C[0, 1]× C[0, 1]→ C[0, 1],

B̃(x, y)(t) = B(t, x(t), y(t)).
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Пусть G̃ : C[0, 1]→ K
(
C[0, 1]

)
,

G̃(x) = B̃ ◦ Π̃(x),

и G - сужение G̃ на C1
pr[0, 1]. Нетрудно видеть, что G является вполне

полунепрерывным CJ−мультиотображением и задача (3.1.1) эквивалентна
следующему операторному включению

f(x) ∈ G(x). (3.1.4)

Предположим, что x∗ ∈ C1
pr[0, 1] - решение включения (3.1.4). Тогда

существует функция y∗ ∈ Π(x∗) такая, что

A(t, x∗(t), x
′

∗(t)) = B(t, x∗(t), y∗(t)), для всех t ∈ [0, 1]. (3.1.5)

Следовательно,∫ 1

0

A(t, x∗(t), x
′

∗(t))V
′(x∗(t)) dt =

∫ 1

0

B(t, x∗(t), y∗(t))V
′(x∗(t)) dt,

поэтому, ‖x∗‖2 ≤ N .
Из y∗ ∈ Π(x∗) вытекает существование функции g∗ ∈ L1[0, 1] такой, что

g∗(t) ∈ C(t, x∗(t), y∗(t)), для п.в. t ∈ [0, 1], и

y∗(t) = y0 +

∫ t

0

g∗(s)ds.

В силу (H5), для каждого t ∈ [0, 1] выполнены следующие оценки:

|y∗(t)| ≤ |y0|+
∫ t

0

d(1 + |x∗(s)|+ |y∗(s)|)ds

≤ |y0|+ d+ d‖x∗‖2 +

∫ t

0

d|y∗(s)|ds.

Применяя Лемму 1.1.1 получаем

|y∗(t)| ≤
(
|y0|+ d+ d‖x∗‖2

)
ed. (3.1.6)

В силу (3.1.5)-(3.1.6) и (H2)− (H3) имеем

|x′∗(t)| ≤ α(t)
(

1 + |x∗(t)|+ |B
(
t, x∗(t), y∗(t)

)
|
)

≤ α(t)
(

1 + |x∗(t)|+ c
(
1 + |x∗(t)|+ |y∗(t)|

))
≤ (c+ 1)α(t) + (c+ 1)α(t)|x∗(t)|

+cα(t)
(
|y0|+ d+ d‖x∗‖2

)
ed. (3.1.7)
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Следовательно,

‖x′∗‖2 ≤ (c+ 1)‖α‖2 + (c+ 1)‖α‖2 ‖x∗‖2 + c‖α‖2

(
|y0|+ d+ d‖x∗‖2

)
ed

≤ (c+ 1)‖α‖2 + (c+ 1)N‖α‖2 + c‖α‖2

(
|y0|+ d+ dN

)
ed = M.

Поэтому, существует L > 0 такое, что ‖x∗‖C ≤ L.
Из (3.1.7) следует, что существует K > 0 такое, что ‖x′∗‖C ≤ K. Отсюда,

‖x∗‖C1 ≤ R = L+K.

Шаг 3. Теперь, выбирая произвольное число R′ > R, мы бу-
дем вычислить ориентированный индекс совпадения компактной тройки(
f,G,BC1

pr
(0, R′)

)
. Для этого, пусть

A] : [0, 1]× R× R× [0, 1]→ R,
A](t, u, v, λ) = v + λ

(
A(t, u, v)− v

)
,

и определим отображение

f ] : C1
pr[0, 1]× [0, 1]→ C[0, 1],

f ](x, λ)(t) = A]
(
t, x(t), x′(t), λ

)
.

(3.1.8)

Нетрудно проверить, что частные производные

∂A](t, u, v, λ)

∂u
,
∂A](t, u, v, λ)

∂v
, и

∂A](t, u, v, λ)

∂λ

определены и непрерывны. Кроме того,

∂A](t, u, v, λ)

∂v
= 1 + λ

(
Av(t, u, v)− 1

)
.

В следствие (H1) получаем, что A]
v(t, u, v, λ) > 0 для всех (t, u, v, λ). Сле-

дуя шагу 1 получим, что f ] является фредгольмовым отображением ин-
декса 1, сужение которого на BC1

pr
(0, R′)× [0, 1] является собственным. От-

метим, что фредгольмова структура на BC1
pr

(0, R′)× [0, 1], индуцированная
отображением f ], ориентирована (см., например [147]).

Рассмотрим тройку
(
f ], G], BC1

pr
(0, R′)× [0, 1]

)
, где

G] : BC1
pr

(0, R′)× [0, 1]→ K
(
C[0, 1]

)
, G](x, λ) = G(x).

G] является компактным CJ−мультиотображением.
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Предположим, что существует (x, λ) ∈ ∂BC1
pr

(0, R′)× [0, 1] такое, что

f ](x, λ) ∈ G](x, λ).

Тогда найдется элемент y ∈ Π(x) такой, что

A](t, x(t), x′(t), λ) = B(t, x(t), y(t)) для всех t ∈ [0, 1].

Следовательно,∫ 1

0

B(t, x(t), y(t))V ′(x(t)) dt =

∫ 1

0

A](t, x(t), x′(t), λ)V ′(x(t)) dt

= λ

∫ 1

0

A(t, x(t), x′(t))V ′(x(t)) dt.

Поэтому, ‖x‖2 < N , и отсюда в силу (H2)− (H3) и (3.1.6):

‖x‖C1 ≤ R < R′,

что есть противоречие.
Таким образом, компактная тройка

(
f ], G], BC1

pr
(0, R′) × [0, 1]

)
явля-

ется гомотопией, соединяющей компактные тройки
(
f,G,BC1

pr
(0, R′)

)
и(

L,G,BC1
pr

(0, R′)
)
, где Lx = x′. В силу Свойства 1.7.3 имеем

| Ind
(
f,G,BC1

pr
(0, R′)

)
|=| Ind

(
L,G,BC1

pr
(0, R′)

)
| .

Далее, L является линейным фредгольмовым оператором нулевого индекса
и

Ker L ∼= R ∼= Coker L.

Проекция ΠL : C[0, 1]→ R определяется так

ΠL(w) =

∫ 1

0

w(s) ds,

и гомеоморфизм ΛL : R→ R является тождественным отображением. Про-
странство C[0, 1] может быть представлено в виде

C[0, 1] = C0 ⊕ C1,

где C0 = Coker L и C1 = ImL.
Разложение элемента w ∈ C[0, 1] обозначается так

w = w0 + w1, w0 ∈ C0, w1 ∈ C1.
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Определим мультиотображение Σ1 : C1
pr[0, 1]→ K(C1

pr[0, 1]),

Σ1(x) = PL(x) + (ΠL +KL) ◦G(x).

Ясно, что Σ1 является вполне полунепрерывным сверху CJ−мульти-
отображением и

Ind
(
L,G,BC1

pr
(0, R′)

)
= deg(i− Σ1, BC1

pr
(0, R′)).

Теперь, рассмотрим мультиотображение

Σ: BC1
pr

(0, R′)× [0, 1]→ K(C1
pr[0, 1]),

Σ(x, λ) = PLx+ (ΠL +KL) ◦ ϕ(G(x), λ),

где отображение ϕ : C[0, 1]× [0, 1]→ C[0, 1] определяется так

ϕ(w, λ) = w0 + λw1, w = w0 + w1, w0 ∈ C0, w1 ∈ C1. (3.1.9)

Предположим, что существует (x, λ) ∈ ∂BC1
pr

(0, R′)× [0, 1] такое, что

x ∈ Σ(x, λ).

Тогда найдется w ∈ G(x) так, что

x = PLx+ (ΠL +KL) ◦ ϕ(w, λ),

или эквивалентно, {
x
′
= λw1

0 = w0.

Если λ 6= 0, то∫ 1

0

V ′(x(t))w(t)dt =
1

λ

∫ 1

0

V ′(x(t))x′(t)dt =
1

λ

(
V (x(1))− V (x(0))

)
= 0,

что есть противоречие..
Если λ = 0, то x′ = 0, т.е., x ≡ a ∈ R. Из ‖a‖2 = |a| = R′ > N , следует,

что

0 <

∫ 1

0

V ′(a)w̃(s)ds = V ′(a)ΠL(w̃) (3.1.10)

для всех w̃ ∈ G(a). В частности, V ′(a)ΠL(w) = V ′(a)Π(w0) > 0, что есть
противоречие.
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Таким образом, Σ является гомотопией, соединяющей мультиотображе-
ния Σ(·, 1) = Σ1 и

Σ(·, 0) = PL + (ΠL +KL) ◦ ϕ(G, 0) = PL + ΠLG (3.1.11)

(так как KL ◦ ϕ(G(x), 0) = 0 для всех x ∈ C[0, 1] и ΠL(w) = ΠL(w0) для
всех w ∈ G(x), x ∈ C[0, 1], w = w0 + w1). В силу свойства гомотопической
инвариантности топологической степени имеем

deg(i− Σ1, BC1
pr

(0, R′)) = deg(i− PL − ΠLG,BC1
pr

(0, R′)).

Мультиотображение PL + ΠLG принимает значения в R, поэтому

deg(i− PL − ΠLG,BC1
pr

(0, R′)) = deg(i− PL − ΠLG, [−R′, R′]).

В пространстве R верторное мультиполе i− PL − ΠLG имеет вид:

i− PL − ΠLG = −ΠLG.

Из (3.1.10) следует, что поля V ′ и ΠLG гомотопны на ∂[−R′, R′], поэтому

deg(−ΠLG, [−R′, R′]) = −deg(V ′, [−R′, R′]) = −Ind V.

Следовательно, Ind
(
f,G,BC1(0, R′)

)
6= 0, и отсюда, задача (3.1.1) имеет

решение.

Пример 3.1.1. Рассмотрим следующую задачу
(x2n(t) + 1)x′(t)− a(t)x2n+1(t)− xn(t)x′

2n
(t)

n(1+x′2n(t))
= µx(t) + B̃

(
t, x(t), y(t)

)
,

y′(t) ∈ C
(
t, x(t), y(t)

)
,

x(0) = x(1),

y(0) = y0,

(3.1.12)
где n ∈ N - нечетное число; µ > 0; y0 ∈ R, a ∈ C[0, 1] - положительная
функция; B̃ : [0, 1]×R×R→ R - непрерывное отображение, удовлетворя-
ющее условию (H3); и C : [0, 1]×R×R→ Kv(R) - мультиотображение,
удовлетворяющее условиям (H4)− (H5).

Теорема 3.1.2. Для каждого µ > c(1 + ded) задача (3.1.12) имеет реше-
ние.
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Доказательство. Пусть A : [0, 1] × R × R → R и B : [0, 1] × R × R → R -
непрерывные отображения, определенные следующим образом:

A(t, u, v) = (u2n + 1)v − a(t)u2n+1 − unv2n

n(1 + v2n)
,

B(t, u, v) = µu+ B̃(t, u, v).

Тогда задача (3.1.12) может быть пересисана в виде задачи (3.1.1). Ясно,
что отображение B непрерывно и удовлетворяет условию (H3). Имеем

A
′

u(t, u, v) = 2nvu2n−1 − (2n+ 1)a(t)u2n − un−1v2n

(1 + v2n)
,

A
′

v(t, u, v) = 1 + u2n − 2unv2n−1

(1 + v2n)2 ,

и

A
′

v(t, u, v) =
(1 + u2n)(1 + v2n)

2 − 2unv2n−1

(1 + v2n)2 =

=
1 + u2n + 2v2n + 2u2nv2n + v4n + u2nv4n − 2unv2n−1

(1 + v2n)2 =

=
(un − v2n−1)

2
+ v4n − v4n−2 + 1 + 2v2n(1 + u2n) + u2nv4n

(1 + v2n)2 > 0,

так как v4n − v4n−2 + 1 > 0 для всех v ∈ R.
Поэтому, условие (H1) выполнено.
Для каждого w ∈ R и λ ∈ [0, 1], рассмотрим уравнение

(1− λ)v + λA(t, u, v) = w,

или эквивалентно,

v =
w

1 + λu2n
+
λa(t)u2n+1

1 + λu2n
+

λunv2n

n(1 + λu2n)(1 + v2n)
.

Пусть α(t) = max{a(t), 1}. Из |v| < |w|+ a(t)|u|+ 1 вытекает

|v| < α(t)(1 + |w|+ |u|),

и поэтому условие (H2) выполнено.
Покажем теперь, что отображение V : R → R, V (x) = 1

2x
2, являет-

ся направляющей функцией для задачи (3.1.12). Отметим, что n является
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нечетным, для каждой функции x ∈ C1
pr[0, 1] справедливо следующее от-

ношение: ∫ 1

0

A(t, x(t), x′(t))V ′(x(t))dt =

∫ 1

0

(1 + x2n(t))x′(t)x(t)dt

−
∫ 1

0

a(t)x2n+2(t)dt−
∫ 1

0

xn+1(t)x′2n(t)

n(1 + x′2n(t))
dt ≤ 0.

Выбирая произвольно y ∈ Π(x) и применяя (H3), (3.1.6) имеем∫ 1

0

B(t, x(t), y(t))V ′(x(t))dt

= µ‖x‖2
2 +

∫ 1

0

B̃(t, x(t), y(t))x(t)dt

≥ µ‖x‖2
2 −

∫ 1

0

c|x(t)|
(
1 + |x(t)|+ |y(t)|

)
dt

≥ (µ− c)‖x‖2
2 − c‖x‖2 − c

∫ 1

0

|x(t)|
(
|y0|+ d+ d‖x‖2

)
eddt

≥ (µ− c− cded)‖x‖2
2 − c(1 + |y0|ed + ded)‖x‖2

> 0,

при

‖x‖2 >
c(1 + |y0|ed + ded)

µ− c(1 + ded)
.

Из Теоремы 3.1.1 и Ind V = 1 следует, что задача (3.1.12) имеет решение.

3.2 Задача бифуркации

3.2.1 Глобальная бифуркационная теорема

Пусть E,E ′ - банаховы пространства. Через E ×E ′ обозначим их произве-

дение с нормой ‖(x, y)‖E×E′ =
√
‖x‖2

E + ‖y‖2
E′.

Рассмотрим семейство включений

f(x) ∈ G(x, µ), (3.2.1)

где f : E → E ′ и G : E × R→ K(E ′).

Предположим, что:
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(H6) f ∈ Φ0C
1(E,E ′) и f(0) ∈ G(0, µ) для всех µ ∈ R;

(H7) сужение f|Ω собственно для любого замкнутого ограниченного мно-

жество Ω ⊂ E;

(H8) G ∈ CJ(E × R, E ′) является вполне полунепрерывным сверху муль-

тиотображением;

(H9) найдутся µ0 ∈ R и ε0 > 0 такие, что для µ ∈ R, 0 < |µ − µ0| ≤ ε0,

существует δµ > 0, непрерывно зависящее от µ, и

Coin(f,G(·, µ), BE(0, δµ)) = {(0, µ)}.

Отметим (см. [147]), что фредгольмова структура {E, f}Φ, индуцированная

отображением f на E, ориентирована.

Определение 3.2.1. Точка (0, µ∗) ∈ E × R называется точкой би-
фуркации для задачи (3.2.1), если для любого открытого множества
U ⊂ E×R, содержащего (0, µ∗), существует (x, µ) ∈ U такое, что x 6= 0

и f(x) ∈ G(x, µ).

Из условия (H6) следует, что включение (3.2.1) имеет тривиальные ре-

шения (0, µ) для всех µ ∈ R. Обозначим через S множество всех нетриви-

альных решений задачи (3.2.1), т.е.

S = {(x, µ) ∈ E × R : x 6= 0 и f(x) ∈ G(x, µ)}.

Мы будем изучить глобальную структуру множества S. Для этого, пусть

f̃ : E × R→ E ′ × R, f̃(x, µ) = (f(x), 0),

и для r, ε > 0 определим мультиотображение

Gr : U r,ε → K
(
E ′ × R

)
,

Gr(x, µ) =
{
G(x, µ), r2 − ‖x‖2

E

}
,
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где

U r,ε = {(x, µ) ∈ E × R : ‖x‖2
E + (µ− µ0)

2 ≤ r2 + ε2}.

Нетрудно видеть, что f̃ является фредгольмовым отображением ну-

левого индекса, сужение которого на любое замкнутое ограниченное

множество Ω ⊂ E × R собственно, и Gr является компактным

CJ−мультиотображением. Кроме того, фредгольмова структура, индуци-

рованная отображением f̃ на Ur,ε, ориентирована.

Пусть 0 < ε < ε0 и 0 < r < min{δµ0−ε, δµ0+ε}. Покажем, что f̃ , Gr и U r,ε

образуют компактную тройку. В самом деле, нам достаточно показать, что

Coin(f̃ , Gr) ∩ ∂Ur,ε = ∅.

Предположим противное, т.е. существует (x, µ) ∈ ∂Ur,ε такое, что

f̃(x, µ) ∈ Gr(x, µ),

или эквивалентно, ‖x‖E = r

f(x) ∈ G(x, µ).

Из (x, µ) ∈ ∂Ur,ε следует, что µ = µ0 ± ε. Тогда из выбора r вытекает

Coin
(
f,G(·, µ0 ± ε)

)
∩BE(0, r) = {(0, µ0 ± ε)},

что есть противоречие.

Определение 3.2.2. Глобальный бифуркационный индекс для задачи
(3.2.1) в точке (0, µ0) определяется следующим образом:

Bi(0, µ0) = Ind (f̃ , Gr, U r,ε). (3.2.2)

Из свойств ориентированного индекса совпадения следует, что глобаль-

ный бифуркационный индекс не зависит от выбора достаточно малых ε и

r.
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Теорема 3.2.1. Пусть выполнены условия (H6)− (H9). Дополнительно
предположим, что Bi(0, µ0) 6= 0. Тогда (0, µ0) является точкой бифурка-
ции для (3.2.1) и, кроме того, существует связное подмножество R ⊂ S
такое, что (0, µ0) ∈ R и либо R неограничено, либо R 3 (0, µ∗) для неко-
торого µ∗ 6= µ0.

Доказательство. Пусть O ⊂ E × R - открытое множество, определенное
так

O =
(
E × R

)
\
(
{0} × (R \ (µ0 − ε0, µ0 + ε0))

)
.

Из Ind (f̃ , Gr, U r,ε) 6= 0 следует, что (0, µ0) является точкой бифуркации
для (3.2.1). Обозначим через W ⊂ S ∪ {(0, µ0)} ⊂ O связный компонент
точки (0, µ0). Предположим, что множество W компактно. Тогда, суще-
ствует открытое ограниченное подмножество U ⊂ O такое, что

U ⊂ O, W ⊂ U и ∂U ∩ S = ∅.

Отсюда, Coin(f̃ , Gr) ∩ ∂U = ∅ для каждого r > 0. Далее, для любых
r, R > 0 компактные тройки (f̃ , Gr, U) и (f̃ , GR, U) могут быть соединены
гомотопией

(f̃ ∗, Gλr+(1−λ)R, U × [0, 1])

где f̃ ∗(x, µ, λ) = f̃(x, µ).
Для достаточно больших R, Coin(f̃ , GR, U) = ∅, поэтому,

Ind (f̃ , GR, U) = 0.

Следовательно, Ind (f̃ , Gr, U) = 0 для любого r > 0.
Пусть Λ = {µ ∈ R : (0, µ) ∈ U}. Из U ⊂ O следует, что

Λ ⊂ (µ0 − ε0, µ0 + ε0). (3.2.3)

В силу непрерывной зависимости δµ от µ мы можем выбрать 0 < ε < ε0 и
0 < r < min{δµ0−ε, δµ0+ε} такие, что U r,ε ⊂ U и

Coin
(
f,G(·, µ), BX(0, r)

)
= {(0, µ)},

для всех µ ∈ [µ0 − ε0, µ0 + ε0] \ (µ0 − ε, µ0 + ε).
Из (3.2.3) и выбора r, ε вытекает Coin(f̃ , Gr, U) ⊂ Ur,ε. Поэтому,

0 = Ind (f̃ , Gr, U) = Ind (f̃ , Gr, U r,ε) 6= 0,

что есть противоречие. Таким образом,W является некомпактным компо-
нентом, т.е. либо W неограничено, либо W ∩O 6= ∅.
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3.2.2 Бифуркация семейства периодических траекто-
рий

Рассмотрим теперь глобальную бифуркацию семейства периодических тра-

екторий следующей задачи управления:

A
(
t, x(t), x′(t)

)
= B

(
t, x(t), y(t), µ

)
, для всех t ∈ [0, 1],

y′(t) ∈ C
(
t, x(t), y(t)

)
для п.в. t ∈ [0, 1],

x(0) = x(1),

y(0) = y0,

(3.2.4)

где A : [0, 1] × R × R → R и B : [0, 1] × R × R × R → R - непрерывные

отображения; C : [0, 1]× R× R→ Kv(R) - мультиотображение; µ, y0 ∈ R.

Пусть отображение A и мультиотображение C удовлетворяют условиям

(H1) и (H4)− (H5), соответственно. Дополнительно предположим, что

(H2)′ A(t, 0, 0) = B(t, 0, v, µ) для всех (t, v, µ) ∈ [0, 1]× R× R.

Напомним, что для каждой функции x ∈ C[0, 1] множество Π(x) всех ре-

шений задачи y
′(t) ∈ C

(
t, x(t), y(t)

)
для п.в. t ∈ [0, 1],

y(0) = y0,

является Rδ−множеством в C[0, 1]. Определим мультиотображение

Π̂ : C[0, 1]× R→ K
(
C[0, 1]× C[0, 1]× R

)
,

Π̂(x, µ) = {x} × Π(x)× {µ},

и отображение
B̂ : C[0, 1]× C[0, 1]× R→ C[0, 1],

B̂(x, y, µ)(t) = B(t, x(t), y(t), µ).
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Тогда, мы можем переписать задачу (3.2.4) в виде

f(x) ∈ G(x, µ), (3.2.5)

где G : C1
pr[0, 1] × R → K(C[0, 1]), G(x, µ) = B̂ ◦ Π̂(x, µ), и f определено в

(3.1.2).

Нетрудно проверить, что G является вполне полунепрерывным сверху

CJ−мультиотображением. Из (H2)′ следует, что (0, µ) является решением

включения (3.2.5) для каждого µ ∈ R. Такие решения называются триви-

альными. Пусть S - множество всех нетривиальных решений включения

(3.2.5), т.е.

S =
{

(x, µ) ∈ C1
pr[0, 1]× R : x 6= 0 и f(x) ∈ G(x, µ)

}
.

Определение 3.2.3. Непрерывно дифференцируемая функция

V (u, µ) : R× R→ R

называется локальной интегральной направляющей функцией для задачи
(3.2.4) (или эквивалентно, для задачи (3.2.5)) в точке (0, µ0), µ0 ∈ R, если
существуют ε0 > 0 и непрерывная положительная функция δ : R → R+

такие, что для каждого µ, 0 < |µ − µ0| ≤ ε0 и для любой функции x ∈
C1
pr[0, 1], из 0 < ‖x‖2 ≤ δµ следует, что∫ 1

0

A
(
t, x(t), x′(t)

)
V
′

u

(
x(t), µ

)
dt ≤ 0,∫ 1

0

B
(
t, x(t), y(t), µ

)
V
′

u

(
x(t), µ)

)
dt > 0

для всех y ∈ Π(x).

Из выше определения следует, что для 0 < ε < ε0 и

0 < r < min{δµ0−ε, δµ0+ε},

векторное поле

V ] : R× R→ R× R,

V ](u, µ) = {−V ′u(u, µ), ε2 − (µ− µ0)
2},
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не имеет нулей на ∂U 0
r,ε, где

U
0
r,ε = {(u, µ) ∈ R× R : u2 + (µ− µ0)

2 ≤ r2 + ε2} и δµ = δ(µ). (3.2.6)

Следовательно, топологическая степень deg(V ], U
0
r,ε) корректно определена

и не зависит от выбора (ε, r) ∈ (0, ε0)×
(
0, min{δµ0−ε, δµ0+ε}

)
. Такое число

обозначается символом ind V ].

Теорема 3.2.2. Пусть выполнены условия (H1), (H2)′, и (H4) − (H5).
Допольнительно предположим, что существует локальная интеграль-
ная направляющая функция V для задачи (3.2.4) в точке (0, µ0) такая,
что ind V ] 6= 0. Тогда (0, µ0) является точкой бифуркации для задачи
(3.2.4) и, кроме того, существует связное подмножество R ⊂ S такое,
что (0, µ0) ∈ R и либо R неограничено, либо (0, µ∗) ∈ R для некоторого
µ∗ 6= µ0.

Доказательство. Рассмотрим включение (3.2.5). Нетруно видеть, что
отображение f и мультиотображение G удовлетворяют условиям (H6) −
(H8). Проверим теперь условие (H9). Для этого мы докажем, что для лю-
бого ε ∈ (0, ε0), где ε0 - константа из Определения 3.2.3, выполнено:

Coin
(
f,G(·, µ), BC1(0, δµ)

)
=
{

(0, µ)
}

для любого µ ∈ R : 0 < |µ− µ0| ≤ ε0.
Действительно, предположим противное, что существует такая функция
x ∈ BC1(0, δµ), x 6= 0, что

f(x) ∈ G(x, µ).

Тогда найдется функция y ∈ Π(x) такая, что

A(t, x, x′) = B(t, x, y, µ)

для t ∈ [0, 1].
Из 0 < ‖x‖2 ≤ ‖x‖C1 ≤ δµ и Определения 3.2.3 следует, что

0 ≥
∫ 1

0

A
(
t, x(t), x′(t)

)
V
′

u

(
x(t), µ

)
dt

=

∫ 1

0

B
(
t, x(t), y(t), µ

)
V
′

u

(
x(t), µ

)
dt > 0,

что есть противоречие. Следовательно, условие (H9) тоже выполнено.
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Пусть теперь f̃ : C1
pr[0, 1]× R→ C[0, 1]× R,

f̃(x, µ) = (f(x), 0),

и для каждого r, ε > 0 определим мультиотображение

Gr : U r,ε → K
(
C[0, 1]× R

)
,

Gr(x, µ) =
{
G(x, µ), r2 − ‖x‖2

C1

}
,

где
U r,ε = {(x, µ) ∈ C1

pr[0, 1]× R : ‖x‖2
C1 + (µ− µ0)

2 ≤ r2 + ε2}.

Нетрудно проверить, что f̃ является фредгольмовым отображением ну-
левого индекса, сужение которого на любое замкнутое ограниченное
множество Ω ⊂ C1

pr[0, 1] × R собственно, и Gr является компактным
CJ−мультиотображением.

Выбираем произвольно ε ∈ (0, ε0) и 0 < r < min{δµ0−ε, δµ0+ε}, где ε0 -
константа из Определения 3.2.3. Покажем, что Coin(f̃ , Gr, ∂Ur,ε) = ∅.

Предположим противное, что существует (x, µ) ∈ ∂Ur,ε такое, что
f̃(x, µ) ∈ Gr(x, µ). Тогда найдется функция y ∈ Π(x) такая, что

A(t, x(t), x′(t)) = B(t, x(t), y(t), µ) для всех t ∈ [0, 1], и (3.2.7)
‖x‖C1 = r. (3.2.8)

Так как (x, µ) ∈ ∂Ur,ε и (3.2.8) имеем µ = µ0 ± ε. Кроме того,

0 < ‖x‖2 ≤ ‖x‖C1.

Из выбора r, Определения 3.2.3 и (3.2.7) следует, что

0 ≥
∫ 1

0

A
(
t, x(t), x′(t)

)
V
′

u

(
x(t), µ

)
dt

=

∫ 1

0

B
(
t, x(t), y(t), µ

)
V
′

u

(
x(t), µ

)
dt > 0,

что есть противоречие. Поэтому, (f̃ , Gr, U r,ε) является компактной трой-
кой.

Теперь, для выбранных чисел r, ε, где ε ∈ (0, ε0) и

0 < r < min{δµ0−ε, δµ0+ε}

мы будем вычислить индекс Ind (f̃ , Gr, U r,ε). Для этого, рассмотрим трой-
ку
(
f̃ ], G]

r, U r,ε × [0, 1]
)
, где

f̃ ] : C1
pr[0, 1]× R× [0, 1]→ C[0, 1]× R,
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f̃ ](x, µ, λ) = (f ](x, λ), 0),

а отображение f ] определено в (3.1.8), и

G]
r : U r,ε × [0, 1]→ C[0, 1]× R,

G]
r(x, µ, λ) = Gr(x, µ).

Ясно, что f̃ ] является фредгольмовым отображением индекса 1, и G]
r яв-

ляется компактным CJ−мультиотображением.
Предположим, что существует (x, µ, λ) ∈ ∂U r,ε × [0, 1] такое, что

f̃ ](x, µ, λ) ∈ G]
r(x, µ, λ).

Тогда, ‖x‖C1 = r и найдется функция y ∈ Π(x) такая, что

A](t, x(t), x′(t), λ) = B(t, x(t), y(t), µ) для всех t ∈ [0, 1].

Из ‖x‖C1 = r вытекает µ = µ0± ε и ‖x‖2 ≤ r < min{δµ0−ε, δµ0+ε}. Последо-
вательно,

0 <

∫ 1

0

B
(
t, x(t), y(t), µ

)
V
′

u

(
x(t), µ

)
dt =

=

∫ 1

0

A]
(
t, x(t), x

′
(t), λ

)
V
′

u

(
x(t), µ

)
dt

= λ

∫ 1

0

A
(
t, x(t), x

′
(t)
)
V
′

u

(
x(t), µ

)
dt ≤ 0,

что есть противоречие.
Таким образом,

(
f̃ ], G]

r, U r,ε× [0, 1]
)
является гомотопией, соединяющей

тройки (f̃ , Gr, U r,ε) и (L̃, Gr, U r,ε), где L̃(x, µ) = (x′, 0). В силу Свойства
1.7.3 имеем

| Ind (f̃ , Gr, U r,ε) |=| Ind (L̃, Gr, U r,ε) | .

Пусть Σ̃ : U r,ε × [0, 1]→ C1
pr[0, 1]× R,

Σ̃(x, µ, λ) =
{
x− PLx− (ΠL +KL) ◦ ϕ(G(x, µ), λ), τ

}
,

τ = λ(‖x‖2
C1 − r2) + (1− λ)(ε2 − (µ− µ0)

2),

где отображение ϕ определено в (3.1.9).
Ясно, что CJ−мультиотображение Σ̃ компактно.

Предположим, что существует (x, µ, λ) ∈ ∂Ur,ε × [0, 1] такое, что

0 ∈ Σ̃(x, µ, λ).
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Тогда
λ(‖x‖2

C1 − r2) + (1− λ)(ε2 − (µ− µ0)
2) = 0 (3.2.9)

и найдется w ∈ G(x, µ): {
x′ = λw1

0 = w0,

где w = w0 + w1, w0 ∈ C0, w1 ∈ C1.
Из (3.2.9) и (x, µ) ∈ ∂Ur,ε следует, что

‖x‖C1 = r and µ = µ0 ± ε.

Если λ > 0, то в силу выбора r имеем∫ 1

0

V
′

u(x(t), µ)w(t)dt =
1

λ

∫ 1

0

V
′

u(x(t), µ)x′(t)dt

=
1

λ

(
V (x(1), µ)− V (x(0), µ)

)
= 0,

что есть противоречие.
Если λ = 0, то x′ = 0, т.е., x ≡ a ∈ R. Так как

|a| = r < min{δµ0−ε, δµ0+ε},

то

0 <

∫ 1

0

V
′

u(a, µ)w̃(s)ds = V
′

u(a, µ)ΠL(w̃) (3.2.10)

для всех w̃ ∈ G(a, µ). В частности,

0 < V
′

u(a, µ)ΠL(w) = V
′

u(a, µ)Π(w0) = 0,

что и есть противоречие.
Поэтому, Σ̃ является гомотопией, и отсюда

Ind (L̃, Gr, U r,ε) = deg
(
Σ̃(·, ·, 0), U r,ε

)
.

Далее, мультиотображение Σ̃(·, ·, 0) имеет вид:

Σ̃(·, ·, 0) = {i− PL − ΠLG, ε
2 − (µ− µ0)

2}.

Следовательно,

Ind (L̃, Gr, U r,ε) = deg
(
{i− PL − ΠLG, ε

2 − (µ− µ0)
2}, U r,ε

)
.
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Заметим, что мультиотображение PL + ΠLG принимает значения в R, по-
этому

deg
(
{i− PL − ΠLG, ε

2 − (µ− µ0)
2}, U r,ε

)
= deg

(
{i− PL − ΠLG, ε

2 − (µ− µ0)
2}, U 0

r,ε

)
= deg

(
{−ΠLG, ε

2 − (µ− µ0)
2}, U 0

r,ε

)
,

где U 0
r,ε определено в (3.2.6).

Из (3.2.10) следует, что поля {−ΠLG, ε
2− (µ− µ0)

2} и V ] гомотопны на
∂U 0

r,ε. Отсюда, Ind (f̃ , Gr, U r,ε) 6= 0. Наконец, наш доказательство заверша-
ется применением Теоремы 3.2.1.
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Глава 4

Метод ограничивающих
функций
4.1 Метод ограничивающих функций в ко-

нечномерном пространстве

4.1.1 Абстрактная задача

Рассмотрим задачуx
′
(t) ∈ F (t, x(t)) для п.в. t ∈ [0, T ],

x(0) = Mx,
(4.1.1)

где F : [0, T ]× Rn → Kv(Rn) и M : C([0, T ];Rn)→ Rn.

Предположим, что

(F) F - верхнее Каратеодори мультиотображение с L2−ростом;

(M) M - линейный непрерывный оператор и

‖M‖ := sup
‖x‖C=1

|Mx| ≤ 1.

Замечание 4.1.1. Класс краевых задач с оператором M , удовлетворяю-
щим условию (M), достаточно широк. В частности, он содержит сле-
дующие известные задачи:

(i) Mx = 0 (задача Коши);

(ii) Mx = ±x(T ) (периодическая и анти-периодическая задачи);

(iii) Mx = 1
T

∫ T
0 x(t)dt (задача о среднем значении);
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(iv) Mx =
∑k0

i=1 αix(ti) при αi ∈ R и
∑k0

i=1 |αi| ≤ 1, где
0 < t1 < · · · < tk0

≤ T (многоточечная краевая задача).

Известно (см., например [26, 70, 90]), что при выполнении условия (F)

мультиоператор суперпозиции

PF : C([0, T ];Rn)→ Cv(L2([0, T ];Rn)),

PF (x) =
{
f ∈ L2([0, T ];Rn) : f(s) ∈ F (s, x(s))) для п.в. s ∈ [0, T ]

}
,

определен и замкнут.

Определение 4.1.1. Под решением задачи (4.1.1) мы понимаем функцию
x ∈ W 1,2([0, T ];Rn), для которой существует функция f ∈ PF (x) такая,
что {

x
′
(t) = f(t) для п.в. t ∈ [0, T ],

x(0) = Mx.

Напомним, что если V : Rn → R является локально липщицевой функ-

цией, то для любых x,w ∈ Rn существует конечный предел

lim inf
h→0

V (x+ hw)− V (x)

h
.

Определение 4.1.2. Локально липщицева функция V : Rn → R назы-
вается ограничивающей функцией для задачи (4.1.1), если существуют
R0 > r0 > 0 такие, что

(V 1) V (w) = 0 при |w| = R0 и V (w) < 0 при r0 < |w| < R0;

(V 2) для п.в. t ∈ [0, T ] и всех w ∈ Rn : r0 < |w| < R0 выполнено отношение

lim inf
h→0

V
(
w + hy

)
− V (w)

h
< 0

для всех y ∈ F (t, w).

Заметим, что если V ∈ C1(Rn,R), то

lim inf
h→0

V
(
w + hy

)
− V (w)

h
=
〈
∇V (w), y

〉
для всех w, y ∈ Rn.

Следовательно, в случае V ∈ C1(Rn,R), условие (V 2) может быть перепи-

сано в виде
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(V 2)′ всех w ∈ Rn : r0 < |w| < R0 выполнено отношение〈
∇V (w), y

〉
< 0

для всех y ∈ F (t, w).

Теорема 4.1.1. Пусть выполнены условия (F) и (M). Если существу-
ет ограничивающая функция V для задачи (4.1.1), то эта задача имеет
решение со значениями в Bn(0, R0), где R0 - константа из Определения
4.1.2.

Доказательство. Пусть Q = BC(0, R0). Для каждого (y, λ) ∈ Q × [0, 1]

рассмотрим вспомогательную задачу{
x′(t) ∈ λF (t, y(t)) для п.в. t ∈ [0, T ],

x(0) = λMy.
(4.1.2)

Ясно, что множество решений T (y,λ) задачи (4.1.2) непусто и выпукло.
Определим мультиотображение T : Q× [0, 1]→ P

(
C([0, T ];Rn)

)
,

T (y, λ) = T (y,λ).

Шаг 1. Покажем, что T является компактным полунепрерывным сверху
мультиотображением. В самом деле, предположим, что

(ym, λm, xm)→ (y0, λ0, x0) ∈ Q× [0, 1]× C([0, T ];Rn),

где xm ∈ T (ym, λm). Тогда существует функция fm ∈ PF (ym) такая, что

xm(t) = λmMym + λm

∫ t

0

fm(s)ds, t ∈ [0, T ]. (4.1.3)

или эквивалентно, {
x
′

m = λmfm,

xm(0) = λmMym.
(4.1.4)

Из (F) следует, что множество {fm} ограничено в L2([0, T ];Rn). Отсюда, в
силу (4.1.4) и ограниченности множества {xm} в пространстве C([0, T ];Rn)

получаем ограниченность множества {x′m} в пространстве L2([0, T ];Rn).
Следовательно, множество {xm} ограничено в W 1,2([0, T ];Rn), и поэтому
оно слабо компактно. Без ущерба для общности предположим, что

xm
W 1,2([0,T ];Rn)

⇀ x0.
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Тогда
x
′

m

L2([0,T ];Rn)
⇀ x

′

0.

Последовательно,
λmfm

L2([0,T ];Rn)
⇀ x

′

0. (4.1.5)

В силу ТеоремыМазура (см. Теорему 1.1.5) существует последовательность
выпуклых комбинаций {f (m)},

fm =
∞∑
k=m

σmkλkfk, σmk ≥ 0
∞∑
k=m

σmk = 1,

которая сходится к x′0 в L2([0, T ];Rn).
Применяя Теорему 1.1.6 мы снова предположим (без ущерба для общно-
сти), что {fm} сходится к x′0 для п.в. t ∈ [0, T ].
Из (F) следует, что для п.в. t ∈ [0, T ] и для заданного ε > 0 найдется целое
число i0 = i0(ε, t) такое, что

λiF (t, yi(t)) ⊂ Oε

(
λ0F

(
t, y0(t)

))
for all i ≥ i0.

Тогда λifi(t) ∈ Oε

(
λ0F

(
t, y0(t)

))
для всех i ≥ i0, и в силу выпуклости

множества Oε

(
λ0F

(
t, y0(t)

))
имеем

fm(t) ∈ Oε

(
λ0F

(
t, y0(t)

))
, для всех m ≥ i0.

Следовательно,

x
′

0(t) ∈ λ0F (t, y0(t)) для п.в. t ∈ [0, T ],

т.е., x0 ∈ T (y0, λ0). Поэтому, T является замкнутым мультиотображением.
Теперь, из (M) и ограниченности множества Q вытекают ограни-

ченность и равностепенно непрерывность множества T
(
Q × [0, 1]

)
в

пространстве C([0, T ];Rn), т.е. оно является относительно компактным в
C([0, T ];Rn). Таким образом, T является замкнутым и компактным муль-
тиотображением. Отсюда, оно является компактным полунепрерывным
сверху мультиотображением.

Шаг 2. Предположим теперь, что существует (x, λ) ∈ ∂Q×(0, 1) такое,
что x ∈ T (x, λ). Тогда найдется функция f ∈ PF (x) такая, что{

x′(t) = λf(t) для п.в. t ∈ [0, T ],

x(0) = λMx.
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Из того, что |x(0)| ≤ λ‖M‖‖x‖C < R0 мы можем выбрать t0 ∈ (0, T ] и
ε > 0 такие, что

|x(t0)| = R0 и r0 < |x(t)| < R0 для t0 − ε < t < t0.

Из свойства локально липщицевой фунции V следует, что существует δ > 0

такое, что сужение V на Bn
(
x(t0), δ

)
является липщицевым с коэффици-

ентом L > 0. Нетрудно видеть, что функция g(t) = V (x(t)) является аб-
солютно непрерывной в t ∈ (t0 − δ, t0), поэтому существует g′(t) для п.в
t ∈ (t0 − δ, t0). Следовательно,∫ t0

t0−δ
g′(s)ds = V (x(t0))− V (x(t0 − δ)) = −V (x(t0 − δ)) ≥ 0.

С другой стороны, для п.в. t ∈ (t0 − δ, t0) и для достаточно малых h пусть

ϕ(h) := x(t+ h)− x(t)− x′(t)h

и

∆(h) :=
V
(
x(t) + x′(t)h+ ϕ(h)

)
− V

(
x(t) + x′(t)h

)
h

.

Тогда

|∆(h)| ≤ L|ϕ(h)|
|h|

→ 0 при h→ 0.

Следовательно, из

g(t+ h)− g(t)

h
=
V
(
x(t) + x′(t)h

)
− V

(
x(t)

)
h

+ ∆(h),

вытекает

lim inf
h→0

g(t+ h)− g(t)

h
= lim inf

h→0

V
(
x(t) + x′(t)h

)
− V

(
x(t)

)
h

< 0.

Отсюда,
∫ t0
t0−δ g

′(s)ds < 0, что есть противоречие.

Таким образом, если существует x ∈ ∂Q такое, что x ∈ T (x, 1), то x
является решением задачи (4.1.1). Если x /∈ T (x, 1) при x ∈ ∂Q, то T

является гомотопией, соединяющей мультиотображения T (·, 0) и T (·, 1).
Поэтому,

deg(i− T (·, 1), Q) = deg(i− T (·, 0), Q) = 1.

Отсюда, задача (4.1.1) имеет решение x ∈ Q.
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4.1.2 Применение к дифференциальной системе с до-
полнением

Пусть K - замкнутый выпуклый конус в Rm и K∗ - сопряженный конус.

Рассмотрим дифференциальную систему с дополнением типа:


x′(t) = f

(
t, x(t), u(t)

)
для п.в. t ∈ [0, T ],

K 3 u(t) ⊥ G(t, x(t)) + F (u(t)) ∈ K∗ для п.в. t ∈ [0, T ],

x(0) = Mx,

(4.1.6)

где f : [0, T ]×Rn×Rm → Rn, G : [0, T ]×Rn → Rm и F : Rm → Rm являют-

ся непрерывными отображениями; M : C([0, T ];Rn) → Rn удовлетворяет

условию (M). Дополнительно предположим, что

(A1) для каждого (t, z) ∈ [0, T ]× Rn множество

f(t, z,Ω) := {f(t, z, y) : y ∈ Ω}

выпукло для любого выпуклого множества Ω ⊂ Rm;

(A2) для любого ограниченного пожмножества Z ⊂ Rn × Rm существует

αZ > 0 такое, что

|f(t, z, w)| ≤ αZ

для (t, z, w) ∈ [0, T ]× Z;

(A3) для любого ограниченного пожмножества Ω ⊂ Rn существует γΩ > 0

такое, что

|G(t, z)| ≤ γΩ

для (t, z) ∈ [0, T ]× Ω;

(A4) F монотоно на K и найдется a > 0 такое, что〈
w,F (w)

〉
≥ a |w|2 для всех w ∈ K.

151



Справедливо следующее утверждение (см. Лемму 2.4.7).

Лемма 4.1.1. Пусть выполнено условие (A4). Тогда для каждого r ∈ Rm

справедливы:

(a) множество решений

SOL(K, r + F ) = {w ∈ K :
〈
w, r + F (w)

〉
= 0}

непусто, выпукло и замкнуто;

(b) |w| ≤ 1
a|r| для всех w ∈ SOL(K, r+F ), где a - константа из (A4).

Определим мультиотображения U : [0, T ]× Rn → Cv(K),

U(t, z) = SOL(K,G(t, z) + F ),

и Φ: [0, T ]× Rn → P (Rn),

Φ(t, z) =
{
f(t, z, w) : w ∈ U(t, z)

}
.

Лемма 4.1.2. Пусть выполнены условия (A1)−(A4). Тогда мультиотоб-
ражение Φ удовлетворяет условию (F).

Доказательство. Из Леммы 4.1.1(b) следует, что

‖U(t, z)‖ ≤ 1

a
|G(t, z)| (4.1.7)

для (t, z) ∈ [0, T ] × Rn. Следовательно, сужение U|Ω мультиотображения
U на любое ограниченное множество Ω ⊂ [0, T ] × Rn компактно. В силу
Леммы 4.1.1(a) U является замкнутым мультиотображением, и поэтому,
оно полунепрерывно сверху. Так как отображение f непрерывно, мультио-
тображение Φ тоже является полунепрерывным сверху. Условие (F) непод-
срественно следует из (A2)− (A3) и (4.1.7).

Теперь, применяя Лемму Филиппова о неявной функции (см., например

[57] или [26, Теорема 1.5.15] или [90, Теорема 1.3.3]) мы можем заменить

задачу (4.1.6) следующей эквивалентной задачейx
′(t) ∈ Φ(t, x(t)) для п.в. t ∈ [0, T ],

x(0) = Mx.
(4.1.8)
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Определение 4.1.3. Под решением задачи (4.1.6) мы понимаем пару
(x, u), состоящую из функции x ∈ W 1,2([0, T ];Rn) и интегрируемой функ-
ции u : [0, T ] → K, которые удовлетворяют (4.1.6), или эквивалентно,
под решением задачи (4.1.6) мы понимаем функцию x ∈ W 1,2([0, T ];Rn),
которая удовлетворяет (4.1.8).

Из Леммы 4.1.2 и Теоремы 4.1.1 мы получим следующий критерий о

существовании решений для задачи (4.1.6).

Теорема 4.1.2. Пусть выполнены условия (A1) − (A4) и (M). Если су-
ществует ограничивающая функция V для задачи (4.1.8), тогда задача
(4.1.6) имеет решение.

Следствие 4.1.1. Пусть отображение f(t, z, u) = −Az + f̃(t, z, u), где
A ∈ Rn×n и f̃ : [0, T ]×Rn×Rm → Rn - непрерывное отображение, удовле-
творяющее условию (A1). Дополнительно предположим, что выполнены
условия (A4), (M) и следующие условия:

(A) существует λ > 0 такое, что〈
z, Az

〉
≥ λ|z|2

для всех z ∈ Rn;

(A2)′ существует α ∈ (0, λ) такое, что

|f̃(t, z, w)| ≤ α(1 + |z|+ |w|)

для (t, z, w) ∈ [0, T ]× Rn × Rm;

(A3)′ существует β ∈ (0, a(λ−α)
α ) такое, что

|G(t, z)| ≤ β(1 + |z|)

для (t, z) ∈ [0, T ]× Rn, где a - константа из (A4).

Тогда задача (4.1.6) имеет решение.

Доказательство. Возьмем произвольно R0 > r0 >
aα+αβ

aλ−aα−αβ . В силу Тео-
ремы 4.1.2 нам достаточно показать, что функция V : Rn → R,

V (z) =
1

2
(|z|2 −R2

0),

153



является ограничивающей функцией для задачи (4.1.8), т.е. нам нужно
показать, что для z ∈ Rn, r0 < |z| < R0, и п.в. t ∈ [0, T ] выполнено
следующее отношение:〈

∇V (z), y
〉
< 0 для всех y ∈ Φ(t, z).

В самом деле, для z ∈ Rn и п.в. t ∈ [0, T ] выбираем произвольно y ∈ Φ(t, z).
Тогда существует w ∈ SOL

(
K,G(t, z) + F

)
такое, что

y = −Az + f̃(t, z, w).

Следовательно,〈
∇V (z), y

〉
=
〈
z,−Az + f̃(t, z, w)

〉
≤ −λ|z|2 + |z| |f̃(t, z, w)|
≤ −λ|z|2 + α|z|(1 + |z|+ |w|)

≤ −λ|z|2 + α|z|
(
1 + |z|+ 1

a
|G(t, z)|

)
≤ −λ|z|2 + α|z|

(
1 + |z|+ 1

a
β(1 + |z|)

)
= −(λ− α− αβ

a
)|z|2 + (α +

αβ

a
)|z| < 0

при

|z| > aα + αβ

aλ− aα− αβ
.

Таким образом, V является ограничивающей функцией для задачи (4.1.8)
и отсюда задача (4.1.6) имеет решение.

Пример 4.1.1. Пусть t1, · · · , tk ∈ (0, T ) - заданные числа и c1, · · · , ck ∈ R
такие, что

∑k
i=1 |ci| ≤ 1. Рассмотрим следующую многоточечную крае-

вую задачу: 
x′(t) = −Ax(t) +Bu(t) + z0,

y(t) = Cx(t) +Du(t),

0 ≤ u(t) ⊥ y(t) ≥ 0

x(0) =
∑k

i=1 cix(ti),

(4.1.9)

где A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rm×n и D ∈ Rm×m; z0 ∈ Rn \ {0} - заданный
вектор.

Задача (4.1.9) может быть рассмотрена как система управления, где
x - функция состояния; u и y являются входной и выходной функциями,
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соответственно. В этом примере,

K = {w = (w1, · · · , wm) ∈ Rm : wi ≥ 0; i = 1, · · · ,m}.

Определим f̃ : [0, T ]× Rn × Rm → Rn,

f̃(t, z, w) = z0 +Bw,

и пусть α := max{|z0|, ‖B‖}. Тогда

|f̃(t, z, w)| ≤ α(1 + |z|+ |w|)

для всех (t, z, w) ∈ [0, T ]× Rn × Rm.
Из Следствия 4.1.1 следует:

Теорема 4.1.3. Если существуют λ > α и a > α ‖C‖
λ−α такие, что〈

z, Az
〉
≥ λ|z|2 и

〈
w,Dw

〉
≥ a|w|2

для всех z ∈ Rn и w ∈ Rm, тогда задача (4.1.9) имеет решение, т.е.
система (4.1.9) является управляемой. �
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4.2 Метод ограничивающих функций в беско-
нечномерном гильбертовом пространстве

4.2.1 Дифференциальные уравнения

Пусть (H, ‖ · ‖H) - сепарабельное бесконечномерное гильбертово простран-

ство, компактно вложенное в банахово пространство (E, ‖ · ‖E) с отноше-

нием между нормами

‖w‖E ≤ q‖w‖H для всех w ∈ H, q > 0. (4.2.1)

Пусть {en}∞n=1 - ортонормированный базис пространства H и для любо-

го n ∈ N, Hn - n−мерные подпространства пространства H с базисами

{ek}nk=1 и Pn - натуральные проекции из H на Hn. Символ
〈
·, ·
〉
H
обознача-

ет скалярное произведение в H. Открытый шар с радиусом r и центром

x0 ∈ H [x0 ∈ E] в пространстве H [E] обозначается символом intBH(x0, r)

[ соответственно, intBE(x0, r)]. Пусть

BH(0, r, R) = {w ∈ H : r ≤ ‖w‖H ≤ R}

и

intBH(0, r, R) = {w ∈ H : r < ‖w‖H < R}

В этом параграфе введем метод ограничивающих функций в бесконечно-

мерном гильбертовом пространстве для изучения задачи:x
′(t) = f(t, x(t)) для п.в. t ∈ [0, T ],

x(0) = Mx,
(4.2.2)

где f : [0, T ]×H → H и M : C([0, T ];H)→ H.

Предположим, что:

(f1) функция f : [0, T ]×H → H является измеримой, где мера на [0, T ]×H

является произведением меры Лебега на R и меры Бореля на H;
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(f2) для п.в. t ∈ [0, T ] отображение f(t, ·) : H → H является E−E непре-

рывным в смысле: для каждого w ∈ H, и ε > 0 существует δ > 0

такое, что из w′ ∈ BE(w, δ) следует, что f(t, w′) ∈ BE

(
f(t, w), ε

)
;

(f3) для любого ограниченного множества Ω ⊂ H существует положи-

тельная функция vΩ ∈ L1[0, T ] такая, что для всех ω ∈ Ω выполнено

‖f(t, ω)‖H ≤ vΩ(t)

для п.в. t ∈ [0, T ];

(M) M : C([0, T ];H) → H является линейным непрерывным оператором

и ‖M‖ ≤ 1.

Замечание 4.2.1. Условие (f1) непосредственно выполнено если f явля-
ется отображением Каратеодори.

Из (f1) и (f3) следует, что для каждой функции x ∈ C([0, T ];H) супер-

позиционная функция f(s, x(s)) принадлежит пространству L1([0, T ];H).

Под решением задачи (4.2.2) мы понимаем функцию x ∈ W 1,1([0, T ];H),

удовлетворяющую (4.2.2).

В дальнейшем нам понадобятся следующие определение и утверждение.

Определение 4.2.1. Пусть S ⊆ R - измеримое множество. Множество
A ⊂ L1(S,H) называется равномерно интегрируемым если для любого
ε > 0 существует δ > 0 такое, что из Ω ⊂ S и µ(Ω) < δ следует, что∥∥∥∥∫

Ω

f dµ

∥∥∥∥ < ε для всех f ∈ A,

где µ - мера Лебега на R.

Теорема 4.2.1. (см. [46]). Пусть A ⊂ L1(S,H) - ограниченное, равно-
мерно интегрируемое множество. Тогда A является слабо относительно
компактным множеством в L1(S,H).

Основным результатом этого параграфа является следующее утвержде-

ние.
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Теорема 4.2.2. Пусть выполнены условия (f1) − (f3) и (M). Дополни-
тельно предположим, что

(f4) существуют R0 > r0 > 0 такие, что〈
w, f(t, w)

〉
H
< 0,

для всех w ∈ intBH(0, r0, R0) и п.в. t ∈ [0, T ].

Тогда задача (4.2.2) имеет решение со значениями в BH(0, R0).

Доказательство. Шаг 1. Ясно, что для каждого n ∈ N задача{
x′(t) = 0, для п.в. t ∈ [0, T ],

x(0) = 0,

имеет только тривиальное решение в пространстве W 1,1([0, T ];Hn).
Покажем теперь, что для любого n ∈ N, задача{

x′(t) = Pnf(t, x(t)) для п.в. t ∈ [0, T ],

x(0) = PnMx,
(4.2.3)

имеет решение в пространстве W 1,1([0, T ];Hn).
Для этого, возьмем произвольно r∗ ∈ (r0, R0) и Пусть K = BH(0, r∗),

Q = C([0, T ];K) и Q(n) = Q ∩ C([0, T ];Hn).

Для каждого y ∈ Q(n) и λ ∈ [0, 1], задача Коши{
x′(t) = λPnf(t, y(t)) для п.в. t ∈ [0, T ],

x(0) = λPnMy.
(4.2.4)

имеет единственное решение xn ∈ W 1,1([0, T ];Hn):

xn(t) = λPnMy + λ

∫ t

0

Pnf(s, y(s))ds, t ∈ [0, T ]. (4.2.5)

Определим отображение Tn : Q(n)× [0, 1]→ C([0, T ];Hn), где Tn(y, λ) явля-
ется решением задачи (4.2.4). Нетрудно видеть, что

Tn
(
Q(n) × {0}

)
=
⋃

y∈Q(n)

Tn(y, 0) = {0} ⊂ intQ(n),

где intQ(n) - внутреннее множество множества Q(n).
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Шаг 2. (a) Сначала покажем, что отображение Tn имеет замкнутый
график в пространстве Q(n)× [0, 1]×C([0, T ];Hn). Действительно, предпо-
ложим, что

(y(m), λ(m), x(m))→ (y(0), λ(0), x(0)) ∈ Q(n) × [0, 1]× C([0, T ];Hn),

где x(m) = Tn(y(m), λ(m)). Тогда

x(m)(t) = λ(m)PnMy(m) + λ(m)

∫ t

0

Pnf(s, y(m)(s))ds, t ∈ [0, T ]. (4.2.6)

Из компактного вложения пространства H в E и условия (f2) вытекает

Pnf(s, y(m)(s))
E→ Pnf(s, y(0)(s)) для п.в. s ∈ [0, T ].

Приведяя предел при m→∞ в (4.2.6) имеем

x(0)(t) = λ(0)PnMy(0) + λ(0)

∫ t

0

Pnf(s, y(0)(s))ds, t ∈ [0, T ],

т.е. x(0) = Tn(y(0), λ(0)).
(b) Покажем теперь, что множество Tn

(
Q(n) × [0, 1]

)
относительно ком-

пактно в C([0, T ];Hn). В самом деле, из (f3) и ограниченности множества
Q(n) следует, что множество Tn

(
Q(n)× [0, 1]

)
является ограниченным и рав-

ностепенно непрерывным в C([0, T ];Hn), и откуда следует, что оно является
относительо компактным в C([0, T ];Hn). Поэтому, Tn является замкнутым
и компактным отображением, и следовательно, оно вполне непрерывно.

(c) Предположим, что существует (yn, λ) ∈ ∂Q(n) × (0, 1) такое, что

yn = Tn(yn, λ).

Тогда, yn(0) = λPnMyn и

y
′

n(t) = λPnf(t, yn(t)) для п.в. t ∈ [0, T ].

В силу yn ∈ ∂Q(n) мы можем выбрать t0 ∈ [0, T ] так, что

‖yn(t0)‖H = r∗.

Если t0 = 0, то

r∗ = ‖yn(0)‖H = λ‖PnMyn‖H ≤ λ‖yn‖C < r∗,
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что есть противоречие.
Поэтому, t0 ∈ (0, T ]. Отсюда, мы можем выбрать достаточно малое ε > 0

такое, что

r0 < ‖yn(t)‖H ≤ r∗ < R0 для всех t ∈ (t0 − ε, t0).

Из последних неравенств следует, что〈
yn(t), f(t, yn(t))

〉
H
< 0, для п.в. t ∈ (t0 − ε, t0).

Так как yn(t) ∈ Hn для всех t ∈ [0, T ] имеем〈
yn(t), λPnf(t, yn(t))

〉
H

= λ
〈
yn(t), f(t, yn(t))

〉
H
< 0

для п.в. t ∈ (t0 − ε, t0).
Последовательно,

0 >

∫ t0

t0−ε

〈
yn(t), λPnf(t, yn(t))

〉
H
dt =

∫ t0

t0−ε

〈
yn(t), y

′

n(t)
〉
H
dt ≥ 0,

что есть противоречие.
Таким образом, если существует функция yn ∈ ∂Q(n) такая, что

yn = Tn(yn, 1),

то yn является решением задачи (4.2.3). Если yn 6= Tn(yn, 1) для всех
yn ∈ ∂Q(n), то Tn является гомотопией, соединяющей отображения Tn(·, 0)

и Tn(·, 1). Следовательно,

deg
(
i− Tn(·, 1), Q(n)

)
= deg

(
i− Tn(·, 0), Q(n)

)
= 1.

Поэтому, для любого n ∈ N существует функция yn ∈ Q(n) такая, что
yn = Tn(yn, 1), т.е. yn является решением задачи (4.2.3).

Шаг 3. Пусть fn(t) = f(t, yn(t)). Из ‖yn(t)‖H ≤ r∗ и (f3) следует, что
существует функция ν∗ ∈ L1([0, T ];H) такая, что

‖fn(t)‖H ≤ ν∗(t) для п.в. t ∈ [0, T ] и всех n.

Следовательно, последовательность {fn} ограничена и равномерно инте-
грируема в L1([0, T ];H). В силу Теоремы 4.2.1 она слабо относительно ком-
пактна в L1([0, T ];H). Без ущерба для общности предположим, что

fn
L1([0,T ];H)

⇀ f0.
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Из того, что ‖Pnfn(t)‖H ≤ ‖fn(t)‖H ≤ ν∗(t) для всех t ∈ [0, T ], вытекает
слабо относительно компактность в L1([0, T ];H) последовательности {y′n}.
Предположим снова, что

Pnfn = y
′

n

L1([0,T ];H)
⇀ y

′

0, (4.2.7)

где отображение Pn : L1([0, T ];H) → L1([0, T ];Hn) определяется следую-
щим образом

(Pnf)(t) = Pnf(t), t ∈ [0, T ].

Множество {yn(0) : n ∈ N} ограничено в H. Поэтому, мы можем предпо-
лагать, что

yn(0)
H
⇀ γ0. (4.2.8)

Определим

y0(t) := γ0 +

∫ t

0

y
′

0(s) ds, t ∈ [0, T ].

Нетрудно видеть, что

yn(t) = yn(0) +

∫ t

0

y
′

n(s) ds
H
⇀ y0(t)

для всех t ∈ [0, T ].
Кроме того, ‖yn(t)‖H ≤ r∗ для всех t и n. Следовательно (см., например
[21])

yn
C([0,T ];H)
⇀ y0,

и откуда, Myn
H
⇀My0.

Для любого w ∈ H, так как Pnw
H→ w, имеем〈

PnMyn −My0, w
〉
H

=
〈
PnMy0 −My0, w

〉
H

+
〈
PnMyn − PnMy0, w

〉
H

=
〈
PnMy0 −My0, w

〉
H

+
〈
Myn −My0, Pnw

〉
H

=
〈
PnMy0 −My0, w

〉
H

+
〈
Myn −My0, Pnw − w

〉
H

+
〈
Myn −My0, w

〉
H
.

Последовательно,
〈
PnMyn −My0, w

〉
H
→ 0 при n→∞.

Отсюда, yn(0) = PnMyn
H
⇀My0. В связи с (4.2.8) мы получаем, что

y0(0) = My0.

С другой стороны, слабая сходимость yn(t) ⇀ y0(t) в H при всех t следует,
что

yn(t)
E−→ y0(t) для любого t ∈ [0, T ]. (4.2.9)
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Имеем
Png

L1([0,T ];H)−→ g

для g ∈ L1([0, T ];H).
Покажем теперь, что

Pnfn
L1([0,T ];H)

⇀ f0.

Для этого, пусть Φ: L1([0, T ];H) → R - линейный ограниченный функци-
онал. Тогда существует функция ϕ ∈ L∞([0, T ];H) такая, что

Φ(g) =

∫ T

0

〈
g(t), ϕ(t)

〉
H
dt для всех g ∈ L1([0, T ];H).

Имеем

Φ(Pnfn − f0) =

∫ T

0

〈
Pnfn(t)− f0(t), ϕ(t)

〉
H
dt

=

∫ T

0

〈
Pnfn(t)− Pnf0(t), ϕ(t)

〉
H
dt+

∫ T

0

〈
Pnf0(t)− f0(t), ϕ(t)

〉
H
dt

=

∫ T

0

〈
fn(t)− f0(t), Pnϕ(t)

〉
H
dt+

∫ T

0

〈
Pnf0(t)− f0(t), ϕ(t)

〉
H
dt

=

∫ T

0

〈
fn(t)− f0(t), ϕ(t)

〉
H
dt+

∫ T

0

〈
fn(t)− f0(t), Pnϕ(t)− ϕ(t)

〉
H
dt

+

∫ T

0

〈
Pnf0(t)− f0(t), ϕ(t)

〉
H
dt

= Φ(fn − f0) +

∫ T

0

〈
fn(t)− f0(t), Pnϕ(t)− ϕ(t)

〉
H
dt+ Φ(Pnf0 − f0).

Напомним, что

fn
L1([0,T ];H)

⇀ f0, Pnf0
L1([0,T ];H)−→ f0

и для п.в. t ∈ [0, T ] выполнены отношения∣∣〈fn(t)− f0(t), Pnϕ(t)− ϕ(t)
〉
H

∣∣ ≤ ‖fn(t)− f0(t)‖H · ‖Pnϕ(t)− ϕ(t)‖H
≤ 2
(
v∗(t) + ‖f0(t)‖H

)
‖ϕ(t)‖H ,

и
lim
n→∞
‖Pnϕ(t)− ϕ(t)‖H = 0.

Следовательно, для п.в. t ∈ [0, T ]

lim
n→∞

〈
fn(t)− f0(t), Pnϕ(t)− ϕ(t)

〉
H

= 0.
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Кроме того, функция

g∗(t) :=
(
v∗(t) + ‖f0(t)‖H

)
‖ϕ(t)‖H , t ∈ [0, T ],

интегрируема из того, что∫ T

0

‖g∗(t)‖H dt ≤ ‖ϕ‖∞
∫ T

0

(
v∗(t) + ‖f0(t)‖H

)
dt,

где ‖ϕ‖∞ - норма функции ϕ в L∞([0, T ];H).
В следствие теоремы Лебега о мажорируемой сходимости имеем∫ T

0

〈
fn(t)− f0(t), Pnϕ(t)− ϕ(t)

〉
H
dt→ 0 as n→∞.

Следовательно,
Φ(Pnfn − f0)→ 0 при n→∞,

т.е. Pnfn
L1([0,T ];H)

⇀ f0. Поэтому, из (4.2.7) мы получаем, что y′0 = f0, и от-

сюда, fn
L1(I,H)
⇀ y

′

0. В силу Теоремы 1.1.5 существует последовательность
выпуклых комбинаций {f (n)},

f
(n)

=
∞∑
k=n

σnkfk, σnk ≥ 0
∞∑
k=n

σnk = 1,

которая сходится к y′0 в L1([0, T ];H). Предположим (без ущерба для общ-
ности), что {f (n)} сходится к y′0 для п.в. t ∈ [0, T ].
Из компактного вложения H ↪→ E вытекает

f
(n)

(t)
E→ y

′

0(t) для п.в. t ∈ [0, T ].

В силу (4.2.9) и (f2) для п.в. t ∈ [0, T ] и для любого ε > 0 найдется целое
число i0 = i0(ε, t) такое, что

f(t, yi(t)) ∈ BE

(
f
(
t, y0(t)

)
, ε
)
для всех i ≥ i0.

Поэтому, fi(t) ∈ BE

(
f
(
t, y0(t)

)
, ε
)

для всех i ≥ i0, и из выпуклости мно-

жества BE

(
f
(
t, y0(t)

)
, ε
)
следует, что

f
(n)

(t) ∈ BE

(
f
(
t, y0(t)

)
, ε
)
n ≥ i0.

Следовательно, y′0(t) = f(t, y0(t)) для п.в. t ∈ [0, T ]. В связи с тем, что
y0(0) = My0 функция y0 является решением задачи (4.2.2).
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4.2.2 Полулинейные дифференциальные уравнения

Рассмотрим полулинейное дифференциальное уравнение типаx
′(t) + Ax(t) = f(t, x(t)) для п.в. t ∈ [0, T ],

x(0) = Mx,
(4.2.10)

где A : H → H - линейный ограниченный оператор, который является

E − E непрерывным; f и M удовлетворяют условиям (f1) − (f3) и (M),

соответственно.

Теорема 4.2.3. Пусть существуют R0 > r0 > 0 такие, что для всех
w ∈ intBH(0, r0, R0) и п.в. t ∈ [0, T ] выполнено отношение〈

w,−Aw + f(t, w)
〉
H
< 0.

Тогда задача (4.2.10) имеет решение.

Доказательство. Перепишем задачу (4.2.10) в виде{
x′(t) = f̃(t, x(t)), для п.в. t ∈ [0, T ],

x(0) = Mx,
(4.2.11)

где f̃ : [0, T ]×H → H,

f̃(t, w) = −Aw + f(t, w).

Нетрудно проверить, что задача (4.2.11) удовлетворяет всем требованиям в
Теореме 4.2.2, следовательно, она, и отсюда задача (4.2.10), имеет решение.

В качестве примера, рассмотрим следующие интегро-дифференциаль-

ные уравнения.

Пример 4.2.1. Пусть Ω ⊂ Rk (k ≥ 2) - открытое ограниченное множе-
ство с липщицевой границией. Рассмотрим периодическую задачу{

ut + a
∫

Ω u(t, ξ)dξ = −bu(t, ξ) + f(t, u(t, ξ)),

u(0, ξ) = u(1, ξ),
(4.2.12)

для п.в. t ∈ [0, 1] и всех ξ ∈ Ω, где a, b > 0 и f : [0, 1]×R→ R - непрерывное
отображение.
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Предположим, что

(f1)′ частные производные ∂f
∂z : [0, 1]× R→ R непрерывны;

(f2)′ существует положительное число N < b такое, что∣∣∣∣∂f(t, z)

∂z

∣∣∣∣ ≤ N для всех (t, z) ∈ [0, 1]× R.

Под решением задачи (4.2.12) мы понимаем непрерывную функцию

u : [0, 1] × Ω → R, частная производная ∂u(t,ξ)
∂t которой существует и удо-

влетворяет (4.2.12). Кроме того, мы можем рассматривать систему (4.2.12)

как динамическую систему с функцией состояния u(t, ξ). Наша цель - найти

динамику системы как непрерывную функцию u(t, ξ) такую, что в любом

времени t функция u(t, ·) принадлежит пространству W 1,2(Ω).

Теорема 4.2.4. Пусть выполнены условия (f1)′ − (f2)′. Тогда задача
(4.2.12) имеет решение. Кроме того, если f(t, 0) 6= 0 при всех t ∈ [0, 1],
то решение является ненулевым.

Доказательство. Пусть H = W 1,2(Ω) и E = L2(Ω). Ясно, что H является
сепарабельным гильбертовым пространством, компактно вложенным в E
и для любого w ∈ H:

‖w‖H =

√
‖w‖2

2 + ‖Dw‖2
2,

где ‖w‖2
2 =

∫
Ωw

2(ξ) dξ и D обозначает производную функции с многими
перемеными.
Для каждого t ∈ [0, 1], пусть x(t) = u(t, ·). Тогда, мы можем заменить
задачу (4.2.12) следующей задачей{

x′(t) + Ax(t) = f(t, x(t)) для п.в. t ∈ [0, 1],

x(0) = x(1),
(4.2.13)

где A : H → H, Aw = a
∫

Ωw(ξ)dξ, и

f : [0, 1]×H → H, f(t, w)(ξ) = −bw(ξ) + f(t, w(ξ)).

Отметим, что отображение f корректно определено так как

Df(t, w)(ξ) = −bDw(ξ) + f
′

2(t, w(ξ))Dw(ξ),
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где f ′2 = ∂f
∂z .

Из (f1)′ − (f2)′ следует, что

|f(t, z)| = |f(t, 0) + f
′

2(t, η) z| ≤ |f(t, 0)|+N |z| (4.2.14)

для всех (t, z) ∈ [0, 1]× R, где η - число между 0 и z.
Нетрудно проверить, что A является линейным ограниченным оператором,
которое является E − E непрерывным. Покажем, что отображение f(t, ·)
удовлетворяет (f2).
Пусть {wn} ⊂ H: wn

E→ w0. В силу (f1)′ для любого (t, ξ) ∈ (0, 1) × Ω

имеем

|f(t, wn(ξ))− f(t, w0(ξ))| = |f
′

2(t, η).(wn(ξ)− w0(ξ))| ≤ N |wn(ξ)− w0(ξ)|,

где η - число между wn(ξ) и w0(ξ).
Следовательно,

‖f(t, wn)− f(t, w0)‖
2

E =

=

∫
Ω

∣∣∣−bwn(ξ) + f(t, wn(ξ)) + bw0(ξ)− f(t, w0(ξ))
∣∣∣2 dξ

≤ 2(b2 +N 2)

∫
Ω

|wn(ξ)− w0(ξ)|2 dξ

≤ 4b2‖wn − w0‖2
E.

Поэтому, f(t, wn)
E→ f(t, w0), и отсюда, условие (f2) выполнено.

Пусть U ⊂ H - ограниченное множество. Для w ∈ U имеем

‖f(t, w)‖2

H =

∫
Ω

∣∣−bw(ξ) + f(t, w(ξ))
∣∣2 dξ

+

∫
Ω

∣∣−bDw(ξ) + f
′

2(t, w(ξ))Dw(ξ)
∣∣2 dξ

≤ 2b2

∫
Ω

|w(ξ)|2 dξ + 2

∫
Ω

(
|f(t, 0)|+N |w(ξ)|

)2
dξ

+2(b2 +N 2)

∫
Ω

∣∣Dw(ξ)
∣∣2 dξ,

где для каждого ξ ∈ Ω, Dw(ξ) - вектор в Rk и∣∣Dw(ξ)
∣∣2 =

〈
Dw(ξ), Dw(ξ)

〉
.
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Следовательно, условие (f3) выполнено.
Для проверки условия (f1) мы пользуем Теоремой Петтиса (см., напри-
мер [125]). Отметим, что пространство H может быть тождественно с его
сопряженным пространством H∗. Поэтому, нам нужно доказать, что для
каждого ϕ ∈ H отображение fϕ : [0, 1]×H → R, определенное равенством

fϕ(t, w) = 〈ϕ, f(t, w)〉H ,

измеримо. Для этого, мы докажем, что fϕ является отображением Кара-
теодори.

Зафиксируем w ∈ H и рассмотрим отображение

fϕ(·, w) : [0, 1]→ R.

Предположим, что существует последовательность {tn} ⊂ [0, 1] такая, что
tn → t0 ∈ [0, 1]. Пусть rn = fϕ(tn, w) и r0 = fϕ(t0, w). Из непрерывности
отображений f и f ′2 имеем rn → r0. Следовательно, fϕ(·, w) непрерывно, и
отсюда, оно является измеримым.
Покажем теперь, что для каждого t ∈ [0, 1] отображение fϕ(t, ·) : H → R
непрерывно. Пусть {wn} ⊂ H: wn → w0 ∈ H, γn =

〈
f(t, wn), ϕ

〉
H
,

λ0 = lim inf
n→∞

γn и Λ0 = lim sup
n→∞

γn.

Тогда существуют подпоследовательности {wnk} и {wmk
} последователь-

ности {wn} такие, что

λ0 = lim
k→∞

〈
f(t, wnk), ϕ

〉
H

и Λ0 = lim
k→∞

〈
f(t, wmk

), ϕ
〉
H
.

Множества {f(t, wnk)} и {f(t, wmk
)} ограничены в H, поэтому они слабо

относительно компактны. Предположим (без ущерба для общности), что

f(t, wnk)
H
⇀ f 0 и f(t, wmk

)
H
⇀ f 1.

Следовательно,
λ0 =

〈
f 0, ϕ

〉
H

и Λ0 =
〈
f 1, ϕ

〉
H
.

С другой стороны, из того, что отображение f(t, ·) является E −E непре-
рывным и

wnk
E−→ w0

E←− wmk
при k →∞

имеем
f(t, wnk)

E−→ f(t, w0)
E←− f(t, wmk

) при k →∞.
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Следовательно, f 0 = f 1, и отсюда, λ0 = Λ0, т.е. f(t, ·) непрерывно. Таким
образом, fϕ является отображением Каратеодори, и поэтому, условие (f1)

выполнено.
Теперь, для w ∈ H и для п.в. t ∈ [0, 1] имеем

〈
w,−Aw

〉
H

= −a
(∫

Ω

w(ξ)dξ

)2

≤ 0.

В силу (f1)′ − (f2)′ и (4.2.14) справедливы следующие отценки.〈
w, f(t, w)

〉
H

=

∫
Ω

w(ξ)
(
−bw(ξ) + f(t, w(ξ))

)
dξ

+

∫
Ω

Dw(ξ)
(
−bDw(ξ) + f ′2(t, w(ξ))Dw(ξ)

)
dξ

= − b
(∫

Ω

(w(ξ))2 dξ +

∫
Ω

(Dw(ξ))2 dξ

)
+

∫
Ω

w(ξ)f(t, w(ξ)) dξ +

∫
Ω

Dw(ξ)f ′2(t, w(ξ))Dw(ξ) dξ

≤ −b‖w‖2
H +

∫
Ω

|w(ξ)|
(
|f(t, 0)|+N |w(ξ)|

)
dξ

+N

∫
Ω

∣∣Dw(ξ)
∣∣2 dξ

≤
(
−b+N

)
‖w‖2

H + β|Ω| ‖w‖H < 0,

при ‖w‖H >
β|Ω|
b−N

, где β = max[0,1] |f(t, 0)| и |Ω| обозначает меру Лебега
множества Ω.
Применяя Теорему 4.2.3 мы получаем, что задача (4.2.13), и следовательно
задача (4.2.12), имеет решение.

Пример 4.2.2. Рассмотрим теперь задачу о среднем значении для
интегро-дифференциального уравнения типаut(t, s) + au(t, s) =

∫ 1

0

k(s, ξ)
(
u(t, ξ) + b

)
dξ,

u(0, s) =
∫ 1

0 u(t, s) dt,

(4.2.15)

для п.в. t ∈ [0, 1] и всех s ∈ [0, 1], где k(·, ·) ∈ C1
(
[0, 1]× [0, 1];R

)
; a > 0 и

b ∈ R.

Пусть H = W 1,2[0, 1] и E = C[0, 1]. Ясно, что вложение H ↪→ E ком-

пактно. Для каждого t ∈ [0, 1] пусть x(t) = u(t, ·). Тогда задача (4.2.15)

168



может быть переписана в видеx
′(t) + Ax(t) = f(x(t)), для п.в. t ∈ [0, 1],

x(0) = Mx,

где M : C([0, 1];H)→ H,

Mx =

∫ 1

0

x(t) dt,

A : H → H, Aw = aw,

и f : H → H,

f(w)(s) =

∫ 1

0

k(s, ξ)
(
w(ξ) + b

)
dξ.

Отметим, что отображение f корректно определено так как

df(w)

ds
=

∫ 1

0

k
′

1(s, ξ)
(
w(ξ) + b

)
dξ,

где k′1 = ∂k
∂s .

A является линейным ограниченным Оператор, которыйE−E непрерывен,

и оператор M удовлетворяет условию (M). Покажем теперь, что отобра-

жение f удовлетворяет условиям (f1)− (f3).

Пусть {wn} ⊂ H: wn
E→ w0. Имеем

‖f(wn)− f(w0)‖E =

= max
s∈[0,1]

∣∣∣∣∫ 1

0

k(s, ξ)
(
wn(ξ) + b

)
dξ −

∫ 1

0

k(s, ξ)
(
w0(ξ) + b

)
dξ

∣∣∣∣
≤ max

s∈[0,1]

∫ 1

0

|k(s, ξ)| |wn(ξ)− w0(ξ)| dξ

≤ k‖wn − w0‖E,

где k = max
{
|k(s, ξ)| : s, ξ ∈ [0, 1]

}
.

Поэтому, f(wn)
E→ f(w0), и отсюда, условие (f2) выполнено.
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Пусть D ⊂ H - ограниченное множество, для любого w ∈ D имеем

‖f(w)‖2

H =

=

∫ 1

0

∣∣∣∣∫ 1

0

k(s, ξ)
(
w(ξ) + b

)
dξ

∣∣∣∣2 ds+

∫ 1

0

∣∣∣∣∫ 1

0

k
′

1(s, ξ)
(
w(ξ) + b

)
dξ

∣∣∣∣2 ds
≤
∫ 1

0

(∫ 1

0

|k(s, ξ)|
(
|w(ξ)|+ |b|

)
dξ

)2

ds

+

∫ 1

0

(∫ 1

0

|k′1(s, ξ)|
(
|w(ξ)|+ |b|

)
dξ

)2

ds

≤ (2k2 + 2k′
2
)‖w‖2

H + 2b2(k2 + k′
2
),

где k′ = max{|k′1(s, ξ)| : s, ξ ∈ [0, 1]}.

Следовательно, условие (f3) выполнено.

Для проверки условия (f1) мы докажем, что отображение f является

H −H непрерывным.

В самом деле, пусть {wn} ⊂ H: wn
H→ w0. Имеем

‖f(wn)− f(w0)‖
2

H =

∫ 1

0

∣∣∣∣∫ 1

0

k(s, ξ)(wn(ξ)− w0(ξ)) dξ

∣∣∣∣2 ds
+

∫ 1

0

∣∣∣∣∫ 1

0

k
′

1(s, ξ)(wn(ξ)− w0(ξ)) dξ

∣∣∣∣2 ds
≤ k2‖wn − w0‖2

2 + k′
2‖wn − w0‖2

2.

Последовательно, f является H −H непрерывным. Поэтому, условие (f1)

выполнено.
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Теперь, для w ∈ H справедливы следующие оценки.〈
w,−Aw + f(w)

〉
H

= −a‖w‖2
H +

∫ 1

0

w(s)

(∫ 1

0

k(s, ξ)
(
w(ξ) + b

)
dξ

)
ds

+

∫ 1

0

w′(s)

(∫ 1

0

k
′

1(s, ξ)
(
w(ξ) + b

)
dξ

)
ds

≤ −a‖w‖2
H + k

(∫ 1

0

|w(ξ)| dξ
)2

+ k|b|
∫ 1

0

|w(s)| ds

+k′|b|
∫ 1

0

|w′(s)| ds+ k′
∫ 1

0

|w(ξ)| dξ
∫ 1

0

|w′(s)| ds

≤ −(a− k − k′

2
)‖w‖2

H + |b|
√
k2 + k′2 ‖w‖H < 0

при a > k + k′

2 и

‖w‖H >
|b|
√
k2 + k′2

a− k − k′

2

.

Отсюда, применяя Теорему 4.2.3 получаем:

Теорема 4.2.5. Если a > k + k′

2 , то задача (4.2.15) имеет решение.

Замечание 4.2.2. Аналогично, мы можем изучить задачи (4.2.12)
и (4.2.15) с различными краевыми условиями (периодическое, анти-
периодическое, многоточечное краевое условия).

4.2.3 Существование ограниченных решений

Рассмотрим теперь задачу Кошиx
′(t) = f(t, x(t)) для п.в. t ∈ [0,∞),

x(0) = 0,
(4.2.16)

где f : [0,∞) × H → H удовлетворяется условиям (f1) − (f3) с тем, что

[0,∞) входит в место [0, T ]. Дополнительно предположим, что

(f4)′ существуют R0 > r0 > 0 такие, что〈
w, f(t, w)

〉
H
< 0

для п.в. t ∈ [0,∞) и для всех w ∈ intBH(0, r0, R0).
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Теорема 4.2.6. Под предположениями выше, задача (4.2.16) имеет ре-
шение x : [0,∞)→ H такое, что ‖x(t)‖H ≤ R0 для всех t ∈ [0,∞). Кроме
того, если f(t, 0) 6= 0 для п.в. t ∈ [0,∞), то решение является ненулевым.

Доказательство. В силу Теоремы 4.2.2, для любого n ∈ N существует
решение xn для задачи{

x′(t) = f(t, x(t)) для п.в. t ∈ [0, n],

x(0) = 0,

такое, что ‖xn‖H ≤ R0 при всех t ∈ [0, n].
Определим

x̃n(t) =

{
xn(t) для t ∈ [0, n],

xn(n) для t ≥ n.

Из (f3) следует, что существует функция γ ∈ L1
+[0,∞) такая, что

‖x̃ ′n(t)‖H ≤ γ(t) для п.в. t ∈ [0,∞).

Отсюда следует, что множество {x̃ ′n} является ограниченным и равномерно
интегрируемым в L1

(
[0,∞);H

)
. В силу Теоремы 4.2.1 последовательность

{x̃ ′n} является слабо относительно компактной в L1
(
[0,∞);H

)
. Предполо-

жим (не потеряя общности), что

x̃
′

n

L1
(

[0,∞);H
)

⇀ x
′

0.

Следовательно,

x̃n(t) =

∫ t

0

x̃
′

n(τ)dτ ⇀

∫ t

0

x̃
′

0(τ)dτ := x0(t),

при всех t > 0. Из компактного вложения H ↪→ E вытекает

x̃n(t)
E→ x0(t), для всех t > 0. (4.2.17)

Зафиксируем t и возьмем n > t. Отметим, что

xn(t) =

∫ t

0

f(τ, xn(τ))dτ.

Из (f2), (4.2.17) и определения функции x̃n следует, что

f(τ, xn(τ))
E→ f(τ, x0(τ)) для всех τ ∈ [0, t].
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В силу (4.2.1) имеем

‖f(τ, xn(τ))‖E ≤ q‖f(τ, xn(τ))‖H ≤ qγ(τ)

для п.в. τ ∈ [0, t].
Следовательно, приходяя к пределу получаем

x0(t)
E← xn(t) =

∫ t

0

f(τ, xn(τ))dτ
E→
∫ t

0

f(τ, x0(τ))dτ.

Таким образом, x0 является решением для задачи (4.2.16) и

‖x0(t)‖H ≤ R0

для всех t ∈ [0,∞).

4.2.4 Система дифференциальных уравнений

Пусть Hi (i = 1, 2) - сепарабельные бесконечномерные гильбертовы про-

странства, компактно вложенные в банаховы пространства Ei, соответ-

ственно. Рассмотрим пространства H = H1×H2 и E = E1×E2 с нормами:

‖w‖H =
√
‖w1‖2

H1
+ ‖w2‖2

H2
, ∀w = (w1, w2) ∈ H,

и

‖w‖E =
√
‖w1‖2

E1
+ ‖w2‖2

E2
, ∀w = (w1, w2) ∈ E.

Ясно, что вложение H ↪→ E тоже компактно и H является сепарабельным

гильбертовым пространством со скалярным произведением〈
w, w̃

〉
H

=
〈
w1, w̃1

〉
H1

+
〈
w2, w̃2

〉
H2
,

где w = (w1, w2), w̃ = (w̃1, w̃2).

Рассмотрим теперь систему дифференциальных уравнений

x′(t) = f1(t, x(t), y(t)) для п.в. t ∈ [0, T ],

y′(t) = f2(t, x(t), y(t)) для п.в. t ∈ [0, T ],

x(0) = M1x,

y(0) = M2y,

(4.2.18)

173



где fi : [0, T ]×H1 ×H2 → Hi и Mi : C([0, T ];Hi)→ Hi (i = 1, 2).

Предположим, что для i = 1, 2:

(h1) отображения fi являются измеримыми;

(h2) для п.в. t ∈ [0, T ], fi(t, ·) : H1 ×H2 → Hi являются E − Ei непрерыв-

ными;

(h3) для любого ограниченного множества Ω ⊂ H существуют функции

v
(i)
Ω ∈ L1

+[0, T ] такие, что для ω ∈ Ω имеем

‖fi(t, ω)‖Hi
≤ v

(i)
Ω (t)

при п.в. t ∈ [0, T ];

(h4) Mi - линейные ограниченные операторы такие, что

‖M1‖2 + ‖M2‖2 ≤ 1.

Под решением задачи (4.2.18) мы понимаем пару (x, y), состоящую из фун-

ций x ∈ W 1,1([0, T ];H1) и y ∈ W 1,1([0, T ];H2), которые удовлетворяют

(4.2.18).

Пусть z = (x, y). Тогда мы можем заменить задачу (4.2.18) следующей

задачей z
′(t) = f(t, z(t)) для п.в. t ∈ [0, T ],

z(0) = Mz,
(4.2.19)

где f : [0, T ] × H → H и M : C([0, T ];H) → H определяются следующим

образом:

f(t, w) =
(
f1(t, w1, w2), f2(t, w1, w2)

)
, w = (w1, w2) ∈ H,

и

Mz =
(
M1x,M2y

)
, z = (x, y) ∈ C([0, T ];H).
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Применяя (h1)−(h4), нетрудно проверить, что отображения f иM удовле-

творяют (f1)−(f3) и (M), соответственно. В силу Теоремы 4.2.2 получаем:

Теорема 4.2.7. Пусть выполнены условия (h1) − (h4). Дополнительно
предположим, что

(h5) существуют R0 > r0 > 0 такие, что〈
w1, f1(t, w1, w2)

〉
H1

+
〈
w2, f2(t, w1, w2)

〉
H2
< 0,

для всех w = (w1, w2) ∈ intBH(0, r0, R0) и п.в. t ∈ [0, T ].

Тогда задача (4.2.18) имеет решение.

Для иллюстрации рассмотрим следующую систему интегро-дифферен-

циальных уравнений

∂u(t,ξ)
∂t + a

∫
Ω u(t, ξ)dξ + bu(t, ξ) = f1

(
t, u(t, ξ), v(t, ξ)

)
,

∂v(t,ξ)
∂t + cv(t, ξ) = f2

(
t, u(t, ξ), v(t, ξ)

)
,

u(0, ξ) =
∑m

1 αju(tj, ξ),

v(0, ξ) =
∫ 1

0 g(t)v(t, ξ) dt,

(4.2.20)

для п.в. t ∈ [0, 1] и для всех ξ ∈ Ω, где Ω ⊂ Rk (k ≥ 2) - откры-

тое ограниченное множество с липщицевой границей; a, b, c > 0; αj ∈ R;

0 < t1 < · · · < tm ≤ 1; fi : [0, 1] × R × R → R (i = 1, 2) - непрерывные

отображения и g ∈ L1[0, 1].

Под решением задачи (4.2.20) мы понимаем пару (u, v), состоящую из

непрерывных функций u, v : [0, 1] × Ω → R, для которых частные про-

изводные ∂u(t,ξ)
∂t и ∂v(t,ξ)

∂t существуют и удовлетворяют (4.2.20). Кроме то-

го, мы можем рассматривать систему (4.2.20) как управляемую систему

с функцией состояния u(t, ξ) и функцией управления v(t, ξ). Наша цель:

найти функции состояния и управления как непрерывные функции u(t, ξ)

и v(t, ξ) такие, что для каждого t функции u(t, ·) и v(t, ·) принадлежат

пространству W 1,2(Ω).

Предположим, что:
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(h1)′ частные производные ∂fi
∂zj

: [0, 1]×R×R→ R (i, j = 1, 2) непрерывны;

(h2)′ существуют положительные числа Nij (i, j = 1, 2) такие, что

N11 +
N12 +N21

2
< b, N22 +

N12 +N21

2
< c, и

∣∣∂fi
∂zj

(t, z1, z2)
∣∣ ≤ Nij,

для всех (t, z1, z2) ∈ [0, 1]× R× R;

(h3)′
(∑m

j=1 |αj|
)2

+ ‖g‖2
1 ≤ 1, где ‖g‖1 =

∫ 1

0 |g(t)| dt.

Теорема 4.2.8. Пусть выполнены условия (h1)′ − (h3)′. Тогда задача
(4.2.20) имеет решение.

Доказательство. Пусть H1 = W 1,2(Ω) и E1 = L2(Ω). Из (h1)′ − (h2)′

следует, что

|fi(t, z1, z2)| ≤ |fi(t, 0, 0)|+Ni1|z1|+Ni2|z2|,

для всех (t, z1, z2) ∈ [0, 1]× R× R и i = 1, 2.
Для каждого t ∈ [0, 1] пусть x(t) = u(t, ·) и y(t) = v(t, ·). Тогда мы можем
заменить задачу (4.2.20) следующей задачей

x′(t) = f1(t, x(t), y(t)) для п.в. t ∈ [0, 1],

y′(t) = f2(t, x(t), y(t)) для п.в. t ∈ [0, 1],

x(0) = M1x,

y(0) = M2y,

(4.2.21)

где отображения fi : [0, 1]×H1 ×H1 → H1 (i = 1, 2) определяются так:

f1(t, w1, w2)(ξ) = −a
∫

Ω

w1(τ) dτ − bw1(ξ) + f1

(
t, w1(ξ), w2(ξ)

)
,

f2(t, w1, w2)(ξ) = −cw2(ξ) + f2

(
t, w1(ξ), w2(ξ)

)
,

и операторы M1,M2 : C(I,H1)→ H1,

M1x =
m∑
j=1

αjx(ti), M2y =

∫ 1

0

g(t)y(t) dt.

Ясно, что операторы M1 и M2 являются линейными ограниченными и

‖M1‖2 + ‖M2‖2 ≤ 1.
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Отметим, что для (t, ξ) ∈ (0, 1)× Ω имеем

Df1(t, w1, w2)(ξ)

Dξ
= −bDw1(ξ) +

∂f1(t, w1(ξ), w2(ξ))

∂z1
Dw1(ξ)

+
∂f1(t, w1(ξ), w2(ξ))

∂z2
Dw2(ξ),

и
Df2(t, w1, w2)(ξ)

Dξ
= −cDw2(ξ) +

∂f2(t, w1(ξ), w2(ξ))

∂z1
Dw1(ξ)

+
∂f2(t, w1(ξ), w2(ξ))

∂z2
Dw2(ξ),

Из (h1)′ следует, что отображения f1 и f2 корректно определены.
Пусть H = H1 ×H1, E = E1 × E1 и определим отображения

f : [0, 1]×H → H,

f(t, w) =
(
f1(t, w1, w2), f2(t, w1, w2)

)
, w = (w1, w2) ∈ H,

и
M : C([0, T ];H)→ H, Mz = (M1x,M2y),

где z = (x, y) ∈ C([0, T ];H); x, y ∈ C([0, T ];H1).
Аналогично доказательству Теоремы 4.2.4, мы получаем, что отображения
f 1 и f 2 удовлетворяют условиям (h1)− (h3).
Теперь, для w = (w1, w2) ∈ H и t ∈ [0, 1] имеем〈

w, f(t, w)
〉
H

=
〈
w1, f1(t, w1, w2)

〉
H1

+
〈
w2, f2(t, w1, w2)

〉
H1
.

С другой стороны,〈
w1, f1(t, w1, w2)

〉
H1

=

= −a
(∫

Ω

w1(ξ)dξ
)2

− b‖w1‖2
H1

+

∫
Ω

f1

(
t, w1(ξ), w2(ξ)

)
w1(ξ) dξ

+

∫
Ω

∂f1

(
t, w1(ξ), w2(ξ)

)
∂z1

∣∣Dw1(ξ)
∣∣2 dξ

+

∫
Ω

∂f1

(
t, w1(ξ), w2(ξ)

)
∂z2

Dw1(ξ)Dw2(ξ) dξ

≤ −b‖w1‖2
H1

+

∫
Ω

|w1(ξ)|
(
|f1(t, 0, 0)|+N11|w1(ξ)|+N12|w2(ξ)|

)
dξ

+N11

∫
Ω

∣∣Dw1(ξ)
∣∣2dξ +N12

∫
Ω

|Dw1(ξ)Dw2(ξ)| dξ
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≤ (−b+N11)‖w1‖2
H1

+ β1

∫
Ω

|w1(ξ)|dξ +N12

∫
Ω

|w1(ξ)| |w2(ξ)|dξ

+N12

∫
Ω

|Dw1(ξ)Dw2(ξ)| dξ

≤ (−b+N11)‖w1‖2
H1

+ β1|Ω| ‖w1‖H1
+N12‖w1‖H1

‖w2‖H1
,

где β1 = max[0,1] |f1(t, 0, 0)|.

〈
w2, f2(t, w1, w2)

〉
H1

=

= −c‖w2‖2
H1

+

∫
Ω

f2

(
t, w1(ξ), w2(ξ)

)
w2(ξ) dξ

+

∫
Ω

∂f2

(
t, w1(ξ), w2(ξ)

)
∂z2

∣∣Dw2(ξ)
∣∣2dξ

+

∫
Ω

∂f2

(
t, w1(ξ), w2(ξ)

)
∂z1

Dw1(ξ)Dw2(ξ) dξ

≤ −c‖w2‖2
H1

+

∫
Ω

|w2(ξ)|
(
|f2(t, 0, 0)|+N21|w1(ξ)|+N22|w2(ξ)|

)
dξ

+N22

∫
Ω

∣∣Dw2(s)
∣∣2 dξ +N21

∫
Ω

|Dw1(ξ)Dw2(ξ)| dξ

≤ (−c+N22)‖w2‖2
H1

+ β2

∫
Ω

|w2(ξ)|dξ +N21

∫
Ω

|w1(ξ)| |w2(ξ)|dξ

+N21

∫
Ω

|Dw1(ξ)Dw2(ξ)| dξ

≤ (−c+N22)‖w2‖2
H1

+ β2|Ω| ‖w2‖H1
+N21‖w1‖H1

‖w2‖H1
,

где β2 = max[0,1] |f2(t, 0, 0)|.
Пусть

R = min

{
b−N11 −

N12 +N21

2
, c−N22 −

N12 +N21

2

}
.

Тогда,〈
w, f(t, w)

〉
H

≤ −(b−N11)‖w1‖2
H1
− (c−N22)‖w2‖2

H1

+|Ω|
(
β1‖w1‖H1

+ β2‖w2‖H1

)
+ (N12 +N21)‖w1‖H1

‖w2‖H1

≤ −(b−N11 −
N12 +N21

2
)‖w1‖2

H1
− (c−N22 −

N12 +N21

2
)‖w2‖2

H1

+|Ω|
(
β1‖w1‖H1

+ β2‖w2‖H1

)
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≤ −R
(
‖w1‖2

H1
+ ‖w2‖2

H1

)
+ |Ω|

(
β1‖w1‖H1

+ β2‖w2‖H1

)
≤ −R‖w‖2

H+|Ω|
√
β2

1 + β2
2 .‖w‖H < 0,

при

‖w‖H >
|Ω|
√
β2

1 + β2
2

R
.

Из Теорему 4.2.7 следует, что задача (4.2.21), и следовательно задача
(4.2.20), имеет решение.

4.2.5 Единственность решений

Рассмотрим теперь проблему об единственности решений задачи (4.2.2).

Для этого, пусть отображения f и M удовлетворяю условиям (f1) − (f4)

и (M), соответственно. Дополнительно предположим, что

(f) существует функция η ∈ L1
+[0, T ] такая, что

‖f(t, ω1)− f(t, ω2)‖H ≤ η(t)‖ω1 − ω2‖H

для ω1, ω2 ∈ BH(0, R0) и п.в. t ∈ [0, T ], где R0 - константа из (f4).

Теорема 4.2.9. Пусть выполнены условия (f), (f1)−(f4) и (M). Дополь-
нительно предположим, что

‖M‖e‖η‖1 < 1.

Тогда задача (4.2.2) имеет единственное решение.

Доказательство. Существование решений следует из Теоремы 4.2.2. Пред-
положим противное, что существуют два решения y1, y2, значения которых
принадлежат в BH(0, R0). Имеем

y1(t) = My1 +

∫ t

0

f(s, y1(s)) ds,

y2(t) = My2 +

∫ t

0

f(s, y2(s)) ds.
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Отсюда, для любого t ∈ [0, T ],

‖y1(t)− y2(t)‖H =

∥∥∥∥M(y1 − y2) +

∫ t

0

(f(s, y1(s))− f(s, y2(s))) ds

∥∥∥∥
H

≤ ‖M‖‖y1 − y2‖C +

∫ t

0

‖f(s, y1(s))− f(s, y2(s))‖H ds

≤ ‖M‖‖y1 − y2‖C +

∫ t

0

η(s)‖y1(s)− y2(s)‖H ds.

Пусть L = ‖y1 − y2‖C , применяя неравенство Гроунулла (см. Лемму 1.1.1)
получаем, что

‖y1(t)− y2(t)‖H ≤ ‖M‖L
(

exp

{∫ t

0

η(s) ds

})
.

Следовательно,

L = sup
0≤t≤T

‖y1(t)− y2(t)‖H ≤ ‖M‖Le‖η‖1 < L,

что есть противоречие.

Рассмотрим теперь задачу (4.2.10). Как показано в параграфе 4.2.2, мы

определим отображение f̃(t, x) := −Ax + f(t, x), (t, x) ∈ [0, T ] × H. Если

отображение f удовлетворяет условию (f), то имеем

‖f̃(t, ω1)− f̃(t, ω2)‖H ≤ (‖A‖+ η(t)) ‖ω1 − ω2‖H .

Отсюда, в силу Теоремы 4.2.3 получаем:

Теорема 4.2.10. Под условиями (f), (f1)− (f4), (M) и

‖M‖e‖A‖T+‖η‖1 < 1,

задача (4.2.10) имеет единственное решение.

Кроме того, под условиями (f), (f1) − (f4) и (M) мы тоже можем до-

казать, что задача (4.2.16) имеет единственное решение. Действительно,

предположим противное, что существуют два решения x1, x2 для задачи

(4.2.16), значения которых принадлежат в BH(0, R0). Определим

x1
n(t) =

x
1(t) при t ∈ [0, n],

x1(n) при t ≥ n,

180



и

x2
n(t) =

x
2(t) при t ∈ [0, n],

x2(n) при t ≥ n.

Отсюда, для любого n ∈ N функции x1
n, x

2
n являются решениями задачиx

′(t) = f(t, x(t)) для п.в. t ∈ [0, n],

x(0) = 0,

что противоречит Теореме 4.2.9.

Наконец, как показано в параграфе 4.2.4, пусть Hi (i = 1, 2) - сепа-

рабельные гильбертовы пространства, компактно вложенные в банаховы

пространства Ei, соответственно. Пусть H = H1 × H2, E = E1 × E2 и

рассмотрим fi : [0, T ] × H1 × H2 → Hi и Mi : C([0, T ];Hi) → Hi (i = 1, 2).

Предположим, что

(f)′ существуют функции η1, η2 ∈ L1
+[0, T ] такие, что

‖fi(t, ω1)− fi(t, ω2)‖Hi
≤ ηi(t)‖ω1 − ω2‖H(i = 1, 2),

для ω1, ω2 ∈ BH(0, R0) и для п.в. t ∈ [0, T ], где R0 - константа из

условия (h5).

Теорема 4.2.11. Пусть выполнены усдлвоя (f)′ и (h1) − (h5). Если
‖M‖e‖γ‖1 < 1, где

γ(t) =
√

(η1(t))2 + (η2(t))2, t ∈ [0, T ].

Тогда задача (4.2.18) имеет единственное решение.

4.2.6 Негладкие ограничивающие функции

ПустьH - сепарабельное бесконечномерное гильбертово пространство, ком-

паткно вложенное в банахово пространство E. Рассмотрим снова задачу
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(4.2.2) x
′(t) = f(t, x(t)), для п.в. t ∈ [0, T ],

x(0) = Mx,

где отображение f : [0, T ]×H → H удовлетворяет условиям (f1)− (f3) и

M : C([0, T ];H)→ H - линейный ограниченный оператор.

Определение 4.2.2. Локально липщицева функция V : H → R называ-
ется (K, ε)−негладкой ограничивающей функцией для задачи (4.2.2), ес-
ли существуют ε > 0 и открытое ограниченное выпуклое множество
K ⊂ H такие, что

(V 1) V|∂K = 0 и V (w) ≤ 0 для всех w ∈ OK
ε (∂K) = K ∩ Oε(∂K), где

Oε(∂K) - ε−окрестность множества ∂K в H;

(V 2) для п.в. t ∈ [0, T ] отношение

lim inf
n→∞

sign

(
lim inf
h→0

V
(
w + hPnf(t, w)

)
− V (w)

h

)
= −1

выполнено для всех w ∈ OKn
ε (∂Kn), где Kn = K ∩Hn.

Условие (V 2) означает, что существует подпоследовательность про-

странств {Hnm} такая, что для всех nm отношение

lim inf
h→0

V
(
w + hPnmf(t, w)

)
− V (w)

h
< 0

выполнено при всех w ∈ OKnm
ε (∂Knm).

Отметим, что если V ∈ C1(H,R), т.е. V является непрерывно диффи-

ренцируемой функцией, то для любого w ∈ H производная Фреше ∇V (w)

функции V в w может быть тождествена с элементом в H. Отсюда, для

п.в. t ∈ [0, T ] и для n ∈ N:

lim inf
h→0

V
(
w + hPnf(t, w)

)
− V (w)

h
=
〈
∇V (w), Pnf(t, w)

〉
H

при w ∈ OKn
ε (∂Kn).

Следовательно, в случае V ∈ C1(H,R), условие (V 2) эквивалентно сле-

дующему условию:
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(V 2)′ существует подпоследовательность пространств {Hnm} такая, что〈
∇V (w), Pnmf(t, w)

〉
H
< 0 для п.в. t ∈ [0, T ]

и для w ∈ OKnm
ε (∂Knm).

Нетрудно проверить, что условие (V 2)′ выполнено если

(V 2)′′
〈
∇V (w), f(t, w)

〉
H
< 0 для п.в. t ∈ [0, T ] и любого w ∈ OK

ε (∂K).

Следующее утверждение показано геометрический смысл ограничива-

ющей функции.

Лемма 4.2.1. Пусть V - (K, ε)−ограничивающая функция для задачи
(4.2.2). Тогда существует подпоследовательность пространств {Hnm}
такая, что если оператор

Tnm : C([0, T ];Knm)× (0, 1)→ C([0, T ];Hnm),

Tnm(y, λ) = PnmMy + λ

∫ t

0

Pnmf(s, y(s))ds,

имеет неподвижную точку xnm, т.е. xnm = Tnm(xnm, λ) для некоторого
λ ∈ (0, 1), такую, что xnm(0) /∈ ∂Knm, то xnm(t) ∈ Knm для всех t ∈ [0, T ].

Доказательство. Из определения ограничивающей функции следует, что
существует подпоследовательность пространств {Hnm} такая, что для п.в.
t ∈ [0, T ] имеем

lim inf
h→0

V
(
w + hPnmf(t, w)

)
− V (w)

h
< 0

для любого w ∈ OKnm
ε (∂Knm),

или эквивалентно,

lim inf
h→0

V
(
w + λhPnmf(t, w)

)
− V (w)

h
< 0

для (λ,w) ∈ (0, 1)×OKnm
ε (∂Knm).

Предположим, что функция xnm пересекает границу ∂Knm. В силу
xnm(0) /∈ ∂Knm мы можем выбрать t0 ∈ (0, T ] такое, что xnm(t0) ∈ ∂Knm и
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xnm(t) ∈ Knm при достаточно малых t < t0. Из свойства локально липщи-
цевой функции V следует, что существует δ > 0 такое, что сужение функ-
ции V на BH

(
xnm(t0), δ

)
является липщицевой функцией с коэффициентом

L > 0. Выбираем теперь δ ∈ (0, ε) такое, что xnm(t) ∈ BH

(
xnm(t0), δ

)
∩Knm

при всех t ∈ (t0 − δ, t0). Нетрудно видеть, что функция gnm(t) = V (xnm(t))

является абсолютно непрерывной в (t0 − δ, t0), поэтому g
′

nm
(t) существует

для п.в. t ∈ (t0 − δ, t0). Отсюда вытекает:∫ t0

t0−δ
g
′

nm
(s)ds = V (xnm(t0))− V (xnm(t0 − δ)) = −V (xnm(t0 − δ)) ≥ 0.

С другой стороны, в силу xnm = Tnm(xnm, λ) имеем

x
′

nm
(t) = λPnmf(t, xnm(t)) для п.в. t ∈ (t0 − δ, t0).

Пусть
ϕ(h) := xnm(t+ h)− xnm(t)− x′nm(t)h

и

∆(h) :=
V
(
xnm(t) + x

′

nm
(t)h+ ϕ(h)

)
− V

(
xnm(t) + x

′

nm
(t)h

)
h

.

Имеем
|∆(h)| ≤ L‖ϕ(h)‖H

|h|
→ 0 as h→ 0.

Следовательно, в связи с тем, что

gnm(t+ h)− gnm(t)

h
=
V
(
xnm(t) + x

′

nm
(t)h

)
− V

(
xnm(t)

)
h

+ ∆(h),

мы получаем

lim inf
h→0

gnm(t+ h)− gnm(t)

h
= lim inf

h→0

V
(
xnm(t) + x

′

nm
(t)h

)
− V

(
xnm(t)

)
h

< 0.

Поэтому, ∫ t0

t0−δ
g
′

nm
(s)ds < 0,

что есть противоречие.

Предположим, что оператор M удовлетворяет следующему условию:

(M)′ для достаточно больших n ∈ N, если xn является неподвижную точку

оператора Tn : C([0, T ];Kn)× (0, 1)→ C([0, T ];Hn), то xn(0) /∈ ∂Kn.
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Свойство 4.2.1. Оператор M удовлетворяет условию (M)′ если множе-
ство K содержит 0 и выполнено хотя бы одно из следующих условий:

(i) M(Q) ⊆ K, где Q = C([0, T ];K);

(ii) K является открытым шаром BH(0, r) (для некоторого r > 0) и
‖M‖ ≤ 1.

Доказательство. Пусть выполнено (i). Предположим, что

xn = Tn(xn, λ) и xn(0) ∈ ∂Kn.

Следовательно, λPnMxn ∈ ∂Kn. Так как Mxn ∈ K имеем PnMxn ∈ Kn.
Из выпуклости множества K и предположения 0 ∈ K следует, что

λPnMxn = xn(0) ∈ Kn

для λ ∈ (0, 1), что есть противоречие.
Пусть теперь выполнено (ii) и предположим снова, что

xn = Tn(xn, λ) и xn(0) ∈ ∂Kn.

Тогда
r = ‖xn(0)‖H = λ‖PnMxn‖H < r,

что есть противоречие.

Теорема 4.2.12. Пусть выполнены условия (f1)− (f3) и (M)′. Если су-
ществует (K, ε)−ограничивающая функция V для задачи (4.2.2) такая,
что множество K содержит 0, то задача (4.2.2) имеет решение со зна-
чениями в K.

Доказательство. Пусть Q = C(I,K) и

Q(nm) = Q ∩ C([0, T ];Hnm),

где {Hnm} - подпоследрвательность пространств из Леммы 4.2.1.
Рассмотрим оператор Tnm : Q(nm) × [0, 1] → C([0, T ];Hnm), где значение
Tnm(y, λ) определено выше.
Следуя шагу 2 (см. доказательство Теоремы 4.2.2) мы получаем, что Tnm
является вполне непрерывным оператором и

Tnm
(
Q(nm) × {0}

)
= {0}.
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В силу Леммы 4.2.1 оператор Tnm не имеет неподвижную точку на ∂Q(nm)×
(0, 1). Следовательно, существует функция ynm ∈ Q(nm) такая, что

ynm = Tnm(ynm, 1).

Аналогично шагу 3 (см. доказательство теоремы 4.2.2), задача (4.2.2) имеет
решение со значениями в K.

4.2.7 Дифференциальные включения в бесконечно-
мерном гильбертовом пространстве

Обозначим через Cbv(H) совокупность всех непустых замкнутых, ограни-

ченных и выпуклых подмножеств пространства H. Символ Hω обозначает

пространство H со слабой топологией. Рассмотрим теперь задачуx
′(t) ∈ F (t, x(t)) для п.в. t ∈ [0, T ],

x(0) = Mx,
(4.2.22)

где F : [0, T ]×H → Cbv(H) и M : C([0, T ];H)→ H.

Предположим, что:

(F1) для каждого w ∈ H мультифункция F (·, w) : [0, T ] → Cbv(H) изме-

рима;

(F2) для п.в. t ∈ [0, T ] мультиотображение F (t, ·) : H → Cbv(H) является

закнутым относительно топологии H ×Hω;

(F3) для п.в. t ∈ [0, T ] мультиотображение F (t, ·) : H → Cbv(H) является

E − E полунепрерывным сверху в смысле: для каждого w ∈ H и

ε > 0 существует δ > 0 такое, что из w′ ∈ BE(w, δ) следует, что

F (t, w′) ⊂ F (t, w) +BE(0, ε);

(F4) для любого ограниченного множества Ω ⊂ H существует функция

vΩ ∈ L1
+[0, T ] такая, что

‖F (t, w)‖H ≤ vΩ(t)
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для всех w ∈ Ω и п.в. t ∈ [0, T ].

(M) M : C([0, T ];H)→ H является линейным ограниченным оператором

и ‖M‖ ≤ 1.

Определение 4.2.3. Пусть X - банахово пространство. Мультиотобра-
жение F : X → P (X ) называется локально слабо компактным, если для
любого x ∈ X существует δ > 0 такое, что множество⋃

y∈BX (x,δ)

F (y)

является относительно компактным в пространстве X ω.

Свойство 4.2.2. Пусть F : X → P (X ) - мультиотображение, которое
является X −X ω-закнутым (т.е. замкнутым относительно топологии
X ×Xω), локально слабо компактным. Тогда F является полунепрерыв-
ным сверху мультиотображением из X в X ω.

Доказательство. Предположим противное, что F не является X − X ω-
полунепрерывным сверху в точке x ∈ X . Тогда существуют последова-
тельность {xn}, сходящаяся к x, и последовательность {yn} такие, что

yn ∈ F (xn) и yn /∈ V ω(F (x))

для всех n ∈ N, где V ω является открытой окрестностью множества F (x) в
Hω. Для любого δ > 0 существует n ∈ N такое, что xn ∈ BX (x, δ) при всех
n ≥ n. Таким образом, множество {F (xn), n ≥ n} является относительно
слабо компактным. Тогда существует подпоследовательность последова-
тельности {yn}, которая слабо сходится к γ ∈ X . Теперь, в силу X − X ω

замкнутости мультиотображения F получаем, что γ ∈ F (x), что есть про-
тиворечие.

Замечание 4.2.3. Мультиотображение F : [0, T ] × H → P (H), удо-
влетворяющее условию (F4) и для п.в. t ∈ [0, T ], мультиотображение
F (t, ·) : H → P (H) замкнуто из H в Hω, является H − Hω- полунепре-
рывным сверху относительно второго аргумента.

В самом деле, из (F4) и рефлективности гильбертого пространства
H для п.в. t ∈ [0, T ] мультиотображение F (t, ·) является локально слабо
компактным и наше утверждение следует из Свойства 4.2.2.
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Из (F1) следует, что для каждого ω ∈ H мультифункция

F (·, ω) : [0, T ]→ Cvb(H)

имеет измеримое сечение. Кроме того, из (F2), (F4) и Замечания 4.2.3 сле-

дует, что мультиоператор суперпозиции

PF : C([0, T ];H)→ P (L1([0, T ];H)),

PF (x) =
{
f ∈ L1([0, T ];H) : f(s) ∈ F (s, x(s)) для п.в. s ∈ [0, T ]

}
,

корректно определен (см. [17, 18]).

Под решением задачи (4.2.22) мы понимаем функцию x ∈ W 1,1([0, T ];H)

для которой существует функция f ∈ PF (x) такая, что x(0) = Mx и

x′(t) = f(t) для п.в. t ∈ [0, T ].

Основным результатом в этом параграфе является следующее утвержде-

ние.

Теорема 4.2.13. Пусть выполнены условия (F1) − (F4) и (M). Допол-
нительно предположим, что существуют R0 > r0 > 0 такие, что для
любого w ∈ intBH(0, r0, R0) и для п.в. t ∈ [0, T ] выполнено отношение〈

w, z
〉
H
≤ 0, (4.2.23)

для хотя бы одного элемента z ∈ F (t, w).
Тогда задача (4.2.22) имеет решение со значениями в BH(0, R0).

Доказательство. Шаг 1. Пусть B : H → P (H),

B(w) =
{
z ∈ H :

〈
wα(w), z

〉
H
≤ 0
}
,

где

α(w) =

{
0 если ‖w‖H ≤ r0 или ‖w‖H ≥ R0,

1 если r0 < ‖w‖H < R0.

Пусть FB : [0, T ]×H → Cbv(H),

FB(t, w) = F (t, w) ∩B(w).
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Для каждого w ∈ H мультиотображение FB(·, w) : [0, T ] → Cbv(H) изме-
римо (так как оно представляет собой пересечение измеримого мультиотоб-
ражения и постоянного мультиотображения). Кроме того, нетрудно видеть,
что B является H − Hω- замкнутым мультиотображением с выпуклыми
значениями. Поэтому, FB(t, ·) : H → Cvb(H) является H−Hω- замкнутым.
Далее, легко проверить, что мультиотображение FB удовлетворяет условию
(F4). Следовательно, в силу Замечания 4.2.3, для п.в. t ∈ [0, T ] мультио-
тображение FB(t, ·) : H → Cvb(H) является H − Hω- полунепрерывным
сверху. Отсюда, мультиоператор суперпозиции PFB корректно определен.

Рассмотрим вспомогательную задачу{
x′(t) + x(t) ∈ x(t) + FB(t, x(t)) для п.в. t ∈ [0, T ],

x(0) = Mx.
(4.2.24)

Ясно, что все решения задачи (4.2.24) являются решениями задачи (4.2.22).
Кроме того, для каждого w ∈ intBH(0, r0, R0), и для п.в. t ∈ [0, T ] отно-
шение (4.2.23) выполнено для всех z ∈ FB(t, w).
Заметим, что для каждого n ∈ N задача{

x′(t) + x(t) = 0, для п.в. t ∈ [0, T ],

x(0) = 0,

имеет только тривиальное решение в W 1,1([0, T ];Hn).
Шаг 2. Покажем теперь, что задача{

x′(t) + x(t) ∈ x(t) + PnFB(t, x(t)), для п.в. t ∈ [0, T ],

x(0) = PnMx,
(4.2.25)

имеет решение (где под решением задачи (4.2.25) мы понимаем функцию
x ∈ W 1,1([0, T ];Hn) для которой x(0) = PnMx и существует такая функция
f ∈ PFB(x), что

x′(t) = Pnf(t) для п.в. t ∈ [0, T ].

В самом деле, фиксируем n ∈ N и выбираем произвольно r∗ ∈ (r0, R0).
Пусть K = BH(0, r∗), Q = C([0, T ];K) и Q(n) = Q ∩ C([0, T ];Hn).
Для y ∈ Q(n), λ ∈ [0, 1] и f ∈ PFB(y, λ) обозначим через

S(f) ∈ W 1,1([0, T ];Hn)

множество всех решений задачи Коши{
x′(t) + x(t) ∈ λy(t) + λPnf(t), для п.в. t ∈ [0, T ],

x(0) = λPnMy.
(4.2.26)
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Определим мультиотображение Tn : Q(n) × [0, 1]→ P
(
C([0, T ];Hn)

)
,

Tn(y, λ) =
{
S(f) : f ∈ PFB(y, λ)

}
.

Легко видеть, что множество Tn(y, λ) выпукло в силу выпуклости значений
мультиотображения FB.

(a) Сначала покажем, что мультиотображение Tn имеет замкнутый гра-
фик в пространстве Q(n) × [0, 1]× C([0, T ];Hn). Предположим, что

(y(m), λ(m), x(m))→ (y(0), λ(0), x(0)) ∈ Q(n) × [0, 1]× C([0, T ];Hn),

где x(m) ∈ Tn(y(m), λ(m)).
Тогда

x(m)(0) = λ(m)PnMy(m), (4.2.27)

и существует последовательность {f(m)} : f(m) ∈ PFB(y(m)) такая, что

x
′

(m)(t) + x(m)(t) = λ(m)y(m)(t) + λ(m)Pnf(m)(t) for a.e. t ∈ [0, T ],

или эквивалентно,

x
′

(m) + x(m) = λ(m)y(m) + λ(m)Pnf(m). (4.2.28)

Приходяя к пределу m→∞ в (4.2.27) получаем, что

x(0)(0) = λ(0)PnMy(0).

Из y(m) ∈ Q(n) и (F4) следует, что существует функция ν∗ ∈ L1
+[0, T ] такая,

что для всех m и п.в. t ∈ [0, T ] имеем

‖f(m)(t)‖H ≤ ‖FB(t, y(m)(t))‖H ≤ ‖F (t, y(m)(t))‖H ≤ ν∗(t).

Следовательно, множество {f(m)} является ограниченным и равномер-
но интегрируемым в L1([0, T ];H) и множество {f(m)(t)} ограничено для
п.в. t ∈ [0, T ]. Отсюда, в силу рефлексивности пространства H и Тео-
ремы 4.2.1 последовательность {f(m)} является относительно слабо ком-
пактной в L1([0, T ];H). Без ущерба для общности предположим, что
f(m) ⇀ f(0) ∈ L1([0, T ];H). Так как

‖Pnf(m)(t)‖H ≤ ‖f(m)(t)‖H ≤ ν∗(t) для п.в. t ∈ [0, T ],

то множество {x′(m)} тоже является относительно слабо компактной в
L1([0, T ];Hn). Мы снова без ущерба для общности предположим, что

x
′

(m) ⇀ γ(0) ∈ L1([0, T ];Hn). (4.2.29)
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Определим u0(t) := x(0)(0) +
∫ t

0 γ(0)(s) ds, t ∈ [0, T ]. Так как Hn является
конечномерным пространством, для каждого t ∈ [0, T ] имеем

x(m)(t) = x(m)(0) +

∫ t

0

x
′

(m)(s) ds
Hn−→ u0(t).

Следовательно, x(0) = u0, и отсюда, γ(0) = x
′

(0).
Из соотношений

x
′

(0)
L1

↼ x
′

(m) = λ(m)y(m) + λ(m)Pnf(m) − x(m)
L1

⇀ λ(0)y(0) + λ(0)Pnf(0) − x(0)

следует, что
x
′

(0) + x(0) = λ(0)y(0) + λ(0)Pnf(0),

где символ L1

⇀ обозначает слабую сходимость в L1([0, T ];H).
В силу слабой сходимости f(m)

L1

⇀ f(0) и Теоремы 1.1.5 существует последо-
вательность выпуклых комбинаций {f (m)}:

f (m) =
∞∑
k=m

σmkf(k),

которая сходится по норме к f(0) в L1([0, T ];H), где

σmk ≥ 0,
∞∑
k=m

σmk = 1, и ∀ m ∃ k0(m) такое, что σmk = 0, ∀ k > k0(m).

В силу Замечания 4.2.3, мы можем выбрать N0 такое, что ν(N0) = 0 и
FB(t, ·) полунепрерывно сверху из H в Hω для любого t ∈ [0, T ] \ N0. Без
ущерба для общности предположим, что f(m)(t) ∈ FB(t, y(m)(t)) и

f (m)(t)
H→ f(0)(t)

для всех t ∈ [0, T ] \N0 и всех n ∈ N.
Зафиксируем t0 /∈ N0 и предположим противное, что

f(0)(t0) /∈ F (t0, y(0)(t0)).

Так как FB(t0, y(0)(t0)) является замкнутым и выпуклым множеством, из
Теоремы Хана-Банаха существует открытое выпуклое множество V ω ⊂ Hω

такое, что
FB(t0, y(0)(t0)) ⊂ V ω и f(0)(t0) /∈ V ω.
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Из H −Hω-полунепрерывности сверху мультиотображения FB(t0, ·) следу-
ет, что найдется число δ > 0 такое, что FB(t0, x) ⊂ V ω при ‖x−y(0)(t0)‖ ≤ δ.

Сходимость y(m)(t0)
H→ y(0)(t0) вытекает существование m0 ∈ N такое, что

‖y(m)(t0)− y(0)(t0)‖ < δ для всех m > m0. Следовательно,

f(m)(t0) ∈ FB(t0, y(m)(t0)) ⊂ V ω

для всех m > m0. Из выпуклости множества V ω мы получаем, что
f (m)(t0) ∈ V ω для всех m > m0, и отсюда f(0)(t0) ∈ V

ω. Что есть про-
тиворечие.

Следовательно, f(0)(t) ∈ FB(t, y(0)(t)) для п.в. t ∈ [0, T ]. Поэтому, в связи
с тем, что x(0)(0) = PnMy(0) мы имеем x(0) ∈ Tn(y(0), λ(0)).

(b) Покажем теперь, что множество Tn
(
Q(n) × [0, 1]

)
относительно ком-

пактно в пространстве C([0, T ];Hn). В самом деле, для каждой функции
xn ∈ Tn

(
Q(n)× [0, 1]

)
существуют (yn, λ) ∈ Q(n)× [0, 1] и fn ∈ PFB(yn) такие,

что

xn(t) = λe−tPnMyn + λ

∫ t

0

es−t(yn(s) + Pnfn(s)) ds.

Из условия (F4) и ограниченности множества Q(n) следует, что множество
Tn
(
Q(n) × [0, 1]

)
ограничено в пространстве C([0, T ];Hn). Кроме того, из

равенств{
x
′

n(t) = −xn(t) + λyn(t) + λPnfn(t) для п.в. t ∈ [0, T ]

xn(0) = PnMyn,

следует, что множество Tn
(
Q(n)× [0, 1]

)
является равностепенно непрерыв-

ным в C([0, T ];Hn). Из Теоремы Арцела-Асколи следует, что множество
Tn
(
Q(n) × [0, 1]

)
является относительно компактным. Замкнутое и ком-

пактное мультиотображение является полунепрерывным сверху. Поэтому,
Tn является компактным полунепрерывным сверху мультиотображением.

(c) Предположим, что существует (yn, λ) ∈ ∂Q(n) × (0, 1) такое, что
yn ∈ Tn(yn, λ). Тогда найдется функция fn ∈ PFB(yn) такая, что

y
′

n(t) + yn(t) = λyn(t) + λPnfn(t) для п.в. t ∈ [0, T ],

или эквивалентно,

y
′

n(t) = (λ− 1)yn(t) + λPnfn(t) для п.в. t ∈ [0, T ].
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Из yn ∈ ∂Q(n) вытекает существование t0 ∈ [0, T ] такое, что ‖yn(t0)‖H = r∗.
Из yn(0) = λPnMyn следует, что

‖yn(0)‖H ≤ λ‖M‖‖yn‖C < r∗.

Следовательно, мы можем выбрать ε > 0 такое, что

r0 < ‖yn(t)‖H ≤ r∗ < R0 при всех t ∈ (t0 − ε, t0).

Из последних неравенств получаем, что〈
yn(t), fn(t)

〉
H
≤ 0, для п.в. t ∈ (t0 − ε, t0).

В силу yn(t) ∈ Hn для п.в. t ∈ (t0 − ε, t0) имеем〈
yn(t), (λ− 1)yn(t) + λPnfn(t)

〉
H

=
〈
yn(t), (λ− 1)yn(t) + λfn(t)

〉
H
< 0.

Последовательно,

0 >

∫ t0

t0−ε

〈
yn(t), (λ− 1)yn(t) + λPnfn(t)

〉
H
dt =

∫ t0

t0−ε

〈
yn(t), y

′

n(t)
〉
H
dt ≥ 0,

что есть противоречие.
Таким образом, если существует функция yn ∈ ∂Q(n) такая, что

yn ∈ Tn(yn, 1), то yn является решением задачи (4.2.25). Если yn /∈ Tn(yn, 1)

для всех yn ∈ ∂Q(n), то Tn является гомотопией, соединяющей мультио-
тображения Tn(·, 0) и Tn(·, 1). В силу гомотопической инвариантности и
свойства нормализации топологической степени имеем

deg
(
i− Tn(·, 1), Q(n)

)
= deg

(
i− Tn(·, 0), Q(n)

)
= 1.

Следовательно, существует функция yn ∈ Q(n) такая, что yn ∈ Tn(yn, 1).
Поэтому, yn является решением задачи{

y′(t) ∈ PnF (t, y(t)) для п.в. t ∈ [0, T ],

y(0) = PnMy.

Шаг 3. Пусть fn ∈ PF (yn) такая, что y′n = Pnfn. Как показано выше,
из ‖yn(t)‖H ≤ r∗, t ∈ [0, T ], следует, что

‖fn(t)‖H ≤ ‖F (t, yn(t))‖H ≤ ν∗(t) для п.в. t ∈ [0, T ] и всех n.

Следовательно, последовательность {fn} является ограниченной и равно-
мерно интегрируемой в L1([0, T ];H). Кроме того, множество {fn(t)} огра-
ничено для п.в. t ∈ [0, T ]. Отсюда, в силу рефлексивности пространства
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H и Теоремы 4.2.1 последовательность {fn} является относительно слабо
компактной в L1([0, T ];H). Без ущерба для общности предположим, что
fn ⇀ f0 ∈ L1([0, T ];H). Множество {y′n} тоже является относительно слабо
компактным в L1([0, T ];H). Мы снова без ущерба для общности предполо-
жим, что

Pnfn = y
′

n ⇀ y
′

0 ∈ L1([0, T ];H). (4.2.30)

Множество {yn(0) , n ∈ N} ограничено в H. Поэтому, мы можем предпо-
ложить, что

yn(0) ⇀ γ0 ∈ H. (4.2.31)

Определим y0(t) := γ0 +
∫ t

0 y
′

0(s) ds, t ∈ [0, T ]. Нетрудно видеть, что

yn(t) = yn(0) +

∫ t

0

y
′

n(s) ds
H
⇀ y0(t)

для всех t ∈ [0, T ].
Кроме того, ‖yn(t)‖H ≤ r∗ для всех t и n. Следовательно (см., например
[21]),

yn
C([0,T ];H)
⇀ y0,

и отсюда, Myn
H
⇀My0.

Для каждого w ∈ H, из Pnw
H→ w, имеем〈

PnMyn −My0, w
〉
H

=
〈
PnMy0 −My0, w

〉
H

+
〈
PnMyn − PnMy0, w

〉
H

=
〈
PnMy0 −My0, w

〉
H

+
〈
Myn −My0, Pnw

〉
H

=
〈
PnMy0 −My0, w

〉
H

+
〈
Myn −My0, Pnw − w

〉
H

+
〈
Myn −My0, w

〉
H
.

Следовательно,
〈
PnMyn −My0, w

〉
H
→ 0 при n→∞.

Поэтому, yn(0) = PnMyn
H
⇀My0. Из (4.2.31) получаем, что y0(0) = My0.

С другой стороны, слабая сходимость yn(t) ⇀ y0(t) в H при всех t вытекает

yn(t)
E−→ y0(t) для любого t ∈ [0, T. (4.2.32)

В силу Теоремы Лебега о мажорируемой сходимости имеем

Png
Lp([0,T ];H)−→ g

для каждой функции g ∈ Lp([0, T ];H) и всех 1 ≤ p <∞.
Покажем теперь, что

Pnfn
L1([0,T ];H)

⇀ f0.
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Для этого, пусть Φ: L1([0, T ];H)→ R - линейный ограниченный оператор.
Тогда существует функция ϕ ∈ L∞([0, T ];H) такая, что

Φ(g) =

∫ T

0

〈
g(t), ϕ(t)

〉
H
dt для всех g ∈ L1([0, T ];H).

Имеем

Φ(Pnfn − f0) =

∫ T

0

〈
Pnfn(t)− f0(t), ϕ(t)

〉
H
dt

=

∫ T

0

〈
Pnfn(t)− Pnf0(t), ϕ(t)

〉
H
dt+

∫ T

0

〈
Pnf0(t)− f0(t), ϕ(t)

〉
H
dt

=

∫ T

0

〈
fn(t)− f0(t), Pnϕ(t)

〉
H
dt+

∫ T

0

〈
Pnf0(t)− f0(t), ϕ(t)

〉
H
dt

=

∫ T

0

〈
fn(t)− f0(t), ϕ(t)

〉
H
dt+

∫ T

0

〈
fn(t)− f0(t), Pnϕ(t)− ϕ(t)

〉
H
dt

+

∫ T

0

〈
Pnf0(t)− f0(t), ϕ(t)

〉
H
dt

= Φ(fn − f0) +

∫ T

0

〈
fn(t)− f0(t), Pnϕ(t)− ϕ(t)

〉
H
dt+ Φ(Pnf0 − f0).

Напомним, что fn
L1([0,T ];H)

⇀ f0, Pnf0
L1(I,H)−→ f0 и для п.в. t ∈ [0, T ]〈

fn(t)− f0(t), Pnϕ(t)− ϕ(t)
〉
H
≤ ‖fn(t)− f0(t)‖H · ‖Pn(t)ϕ(t)− ϕ(t)‖H
≤ (ν∗(t) + ‖f0(t)‖H)‖ϕ(t)‖H ,

и
‖Pn(t)ϕ(t)− ϕ(t)‖H → 0 при n→∞.

Следовательно, для п.в. t ∈ [0, T ] имеем

lim
n→∞

〈
fn(t)− f0(t), Pnϕ(t)− ϕ(t)

〉
H

= 0.

Далее, функция

g∗(t) := (ν∗(t) + ‖f0(t)‖H)‖ϕ(t)‖H , t ∈ [0, T ]

является интегрируемой так как∫ T

0

‖g∗(t)‖H dt ≤ ‖ϕ‖∞
∫ T

0

(ν∗(t) + ‖f0(t)‖H) dt,
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где ‖ϕ‖∞ является нормой функции ϕ в L∞([0, T ];H). Из Теоремы Лебега
о мажорируемой сходимости следует, что∫ T

0

〈
fn(t)− f0(t), Pnϕ(t)− ϕ(t)

〉
H
dt→ 0 при n→∞.

Поэтому, Φ(Pnfn − f0) → 0 при n → ∞, т.е., Pnfn ⇀ f0 в L1([0, T ];H). Из

(4.2.30) получаем, что y′0 = f0, и оттуда, fn
L1(I,H)
⇀ y

′

0.
В силу Леммы Мазура мы можем предположить, что существует последо-
вательность выпуклых комбинаций {f (n)},

f (n) =
∞∑
k=n

θnkfk,

которая сходится к y′0 для п.в. t ∈ [0, T ], где

θnk ≥ 0,
∞∑
k=n

θnk = 1, и ∀ n ∃ k0(n) такое, что θnk = 0, ∀ k > k0(n).

В следствие отношения (4.2.1) имеем

f (n)(t)
E→ y

′

0(t) для п.в. t ∈ [0, T ].

Из (4.2.32) и (F3) следует, что для п.в. t ∈ [0, T ] и для каждого ε > 0

существует i0 = i0(ε, t) такое, что

F (t, yi(t)) ⊂ F
(
t, y0(t)

)
+BE(0, ε) для всех i ≥ i0.

Тогда fi(t) ∈ F
(
t, y0(t)

)
+ BE(0, ε) для всех i ≥ i0, и в силу выпуклости

множества F
(
t, y0(t)

)
+BE(0, ε) получаем, что

f (i)(t) ∈ F
(
t, y0(t)

)
+BE(0, ε), для всех i ≥ i0.

Следовательно, y′0(t) ∈ F (t, y0(t)) для п.в. t ∈ [0, T ]. Поэтому, y0 является
решением задачи (4.2.22).

Пример 4.2.3. Пусть Ω ⊂ Rk (k ≥ 2) - открытое ограниченное множе-
ство и липщицевой границией. Рассмотрим задачу управления
ut + u(t, ξ)

∫
Ω

k(ξ, η)u(t, η)dη = −bu(t, ξ) + f(t, u(t, ξ)) + ϕ(t, u(t, ξ))v(ξ),

v ∈ S
u(0, ξ) = u(1, ξ)

(4.2.33)
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для п.в. t ∈ [0, 1] и для всех ξ ∈ Ω, где k ∈ C1(Ω× Ω;R), b > 0,

f : [0, 1]× R→ R и ϕ : [0, 1]× R→ R

являются непрерывными функциями и

S =
{
v ∈ W 1,2(Ω,R) : ∃β > 0 и |v(ξ)|+ |Dv(ξ)| ≤ β для п.в. ξ ∈ Ω

}
.

Предположим, что

(f1)′ частные производные ∂f
∂z : [0, 1] × R → R и ∂ϕ

∂z : [0, 1] × R → R непре-

рывны и существуют N,L > 0 такие, что∣∣∣∣∂ϕ(t, z)

∂z

∣∣∣∣ ≤ L для всех (t, z) ∈ [0, 1]× R,

и ∣∣∣∣∂f(t, z)

∂z

∣∣∣∣ ≤ N для всех (t, z) ∈ [0, 1]× R;

(f2)′ b > N +
√

6δ|Ω|K, где δ = max
t∈[0,1]

|f(t, 0)|,

K ≥ max

{
max

(ξ,η)∈Ω×Ω
|k(ξ, η)|, max

(ξ,η)∈Ω×Ω
|Dk(ξ, η)|

}
(4.2.34)

и |Ω| обозначает меру Лебега множества Ω, символ D обозначает про-

изводную функции нескольких переменных.

Под решением задачи (4.2.33) мы понимаем непрерывную функцию

u : [0, 1] × Ω → R, частная производная которой ∂u(t,ξ)
∂t существует и удо-

влетворяет (4.2.33).

Пусть H = W 1,2(Ω,R) и E = L2(Ω,R). Ясно, что H является сепара-

бельным гильбертовым пространством, компактно вложенным в банахо-

вым пространством E. Для каждого w ∈ H пусть

‖w‖H =

√∫
Ω

(
w2(ξ) + |Dw(ξ)|2

)
dξ.
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Для переформулировки задачи мы будем показать, что существует ре-

шение u(t, ξ) задачи (4.2.33), для которого в любом времени t функция

u(t, ·) принадлежит пространству Соболева W 1,2(Ω,R). Для этого, пусть

x(t) = u(t, ·), t ∈ [0, 1], и определим следующие отображения и мультио-

тображение.

g : H → H, g(w)(ξ) = −w(ξ)
∫

Ω k(ξ, η)w(η) dη − bw(ξ),

f : [0, 1]×H → H, f(t, w)(ξ) = f(t, w(ξ)),

ϕ : [0, 1]×H → H, ϕ(t, w)(ξ) = ϕ(t, w(ξ)),

и

G : [0, 1]×H ( H, G(t, w) = ϕ(t, w)S.

Рассмотрим вспомогательную задачуx
′(t) ∈ F (t, x(t)), для п.в. t ∈ [0, 1],

x(0) = x(1),
(4.2.35)

где F : [0, 1]×H ( H, F (t, w) = g(w) + f(t, w) +G(t, w).

Отметим, что функция g корректно определена так как для любого w ∈ H

выполнено

Dg(w)(ξ) = −Dw(ξ)

(∫
Ω

k(ξ, η)w(η) dη

)
−w(ξ)

(∫
Ω

Dk(ξ, η)w(η) dη

)
− bDw(ξ), для ξ ∈ Ω.

Следовательно, в силу (4.2.34) имеем g(w) ∈ H.

Пусть f ′2(t, z) = ∂f(t,z)
∂z , из (f1)′ следует, что

|f(t, z)| = |f(t, 0) + f
′

2(t, η) z| ≤ |f(t, 0)|+N |z|, (4.2.36)

для всех (t, z) ∈ [0, 1]× R, где η - число между 0 и z. Кроме того,

Df(t, w(ξ)) = f ′2(t, w(ξ))Dw(ξ) для ξ ∈ Ω.
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Поэтому, функция f корректно определена. Далее, пусть ϕ′2(t, z) = ∂ϕ(t,z)
∂z .

Имеем

|ϕ(t, z)| = |ϕ(t, 0) + ϕ
′

2(t, η) z| ≤ |ϕ(t, 0)|+ L|z|, (4.2.37)

для всех (t, z) ∈ [0, 1]× R, где η - число между 0 и z. Так как

Dϕ(t, w(ξ)) = ϕ′2(t, w(ξ))Dw(ξ) для ξ ∈ Ω,

и отсюда, ϕ(t, w) ∈ H. Теперь пусть z ∈ G(t, w). Тогда существует функция

v ∈ S такая, что z = ϕ(t, w)v. Имеем

‖z‖2
E =

∫
Ω

|ϕ(t, w(ξ))v(ξ)|2 dξ ≤ β2‖ϕ(t, w)‖2
E,

и

‖Dz‖2
E =

∫
Ω

|Dϕ(t, w(ξ))v(ξ) + ϕ(t, w(ξ))v(ξ)|2 dξ ≤ 2β2‖ϕ(t, w)‖2
H .

Таким образом, G(t, w) ∈ H. Ясно, что G имеет замкнутые ограниченные

выпуклые значения

Пусть wn
E→ w0. Имеем∫

Ω

∣∣∣∣−wn(ξ)(∫
Ω

k(ξ, η)wn(η) dη

)
+ w0(ξ)

(∫
Ω

k(ξ, η)w0(η) dη

)∣∣∣∣2 dξ
≤ 2

∫
Ω

|wn(ξ)|2
(∫

Ω

|k(ξ, η)| |(w0(η)− wn(η))| dη
)2

dξ

+ 2

∫
Ω

|w0(ξ)− wn(ξ)|2
(∫

Ω

|k(ξ, η)| |w0(η)| dη
)2

dξ

≤ 2K2|Ω|‖wn − w0‖2
E(‖wn‖2

E + ‖w0‖2
E).

Следовательно, g является E − E непрерывным. Кроме того,

‖f(t, wn)− f(t, w0)‖2
E =

∫
Ω

|f(t, wn(ξ))− f(t, w0(ξ))|2 dξ

=

∫
Ω

|f ′2(t, ηn(ξ))| · |(wn(ξ)− w0(ξ))|2 dξ

≤ N 2‖wn − w0‖2
E
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где ηn(ξ) - число между wn(ξ) и w0(ξ).

Отсюда, f(t, wn)
E→ f(t, w0), и следовательно, f(t, ·) является E−E непре-

рывным.

Далее, для любого t ∈ [0, 1] мультиотображение G(t, ·) является E −E по-

лунепрерывным сверху. В самом деле, фиксируем t ∈ [0, 1], пусть wn
E→ w0,

zn ∈ G(t, wn). Тогда существует последовательность {vn} ⊂ S такая, что

zn = ϕ(t, wn)vn для каждого n ∈ N. Поступив аналогично как и для отоб-

ражения f мы можем доказать, что ϕ(t, wn)
E→ ϕ(t, w0). Заметим, что мно-

жество S компактно в E, (так как оно ограничено в H). Поэтому, суще-

ствует последовательность такая, что vn
E→ v0, v0 ∈ S. Для простоты пусть

ϕn = ϕ(t, wn) и ϕ0 = ϕ(t, w0). Имеем

‖ϕnvn − ϕ0v0‖2
E =

∫
Ω

(ϕn(ξ)vn(ξ)− ϕ0(ξ)v0(ξ))
2 dξ

=

∫
Ω

(ϕn(ξ)vn(ξ)± ϕ0(ξ)vn(ξ)− ϕ0(ξ)v0(ξ))
2 dξ

≤ 2

∫
Ω

(ϕn(ξ)− ϕ0(ξ))
2(vn(ξ))

2 dξ

+2

∫
Ω

(ϕ0(ξ))
2(vn(ξ)− v0(ξ))

2 dξ

≤ 2β2‖ϕn − ϕ0‖2
E + 2

∫
Ω

(ϕ0(ξ))
2(vn(ξ)− v0(ξ))

2 dξ.

С другой стороны, vn(ξ)→ v0(ξ) для п.в. ξ ∈ Ω. Из определения множества

S получаем, что

(
ϕ0(ξ))

2(vn(ξ)− v0(ξ)
)2 ≤ 4β2(ϕ0(ξ))

2.

Оттуда, в силу Теоремы Лебега о мажорируемой сходимости имеем∫
Ω

(ϕ0(ξ))
2(vn(ξ)− v0(ξ))

2 dξ → 0 при n→∞.

Таким образом, мультиотображениеG(t, ·) является квазикомпактным. По-

кажем, что оно является E − E замкнутым.
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Действительно, пусть zn ∈ G(t, wn) такая, что zn
E→ z0. Нам нужно

показать, что z0 ∈ G(t, w0). Как показано выше (точность до подпоследо-

вательности), что zn = ϕnvn
E→ ϕ0v0, и поэтому, z0 = ϕ0v0, где v0 ∈ S, т.е.

z0 ∈ G(t, w0). Следовательно, в силу [90, Теоремы 1.1.12] мультиотображе-

ние G(t, ·) является E − E полунепрерывным сверху.

Поэтому, w 7−→ F (t, w) тоже является E − E полунепрерывным сверху

мультиотображением. Условие (F3) выполнено.

Теперь пусть wn
H→ w0. Имеем∫

Ω

∥∥∥∥−wn(ξ)(∫
Ω

Dk(ξ, η)wn(η) dη

)
−Dwn(ξ)

(∫
Ω

k(ξ, η)wn(η) dη

)
+Dw0(ξ)

(∫
Ω

k(ξ, η)w0(η) dη

)
+ w0(ξ)

(∫
Ω

Dk(ξ, η)w0(η) dη

)∥∥∥∥2

Rk
dξ

≤ 4

∫
Ω

|w0(ξ)− wn(ξ)|2
(∫

Ω

‖Dk(ξ, η)‖Rk|wn(η)| dη
)2

dξ

+4

∫
Ω

|w0(ξ)|2
(∫

Ω

‖Dk(ξ, η)‖Rk|w0(η)− wn(η)| dη
)2

dξ

+4

∫
Ω

‖Dw0(ξ)−Dwn(ξ)‖2
Rk

(∫
Ω

|k(ξ, η)||wn(η)| dη
)2

dξ

+4

∫
Ω

‖Dw0(ξ)‖2
Rk

(∫
Ω

|k(ξ, η)||w0(η)− wn(η)| dη
)2

dξ

≤ 4K2|Ω|‖w0 − wn‖2
H(‖wn‖2

H + ‖w0‖2
H).

Отсюда, {Dg(wn)} сходится к Dg(w0) в E. Кроме того, как выше,

‖g(wn)− g(w0)‖E → 0.

Поэтому, g(wn)
H→ g(w0).

Пусть t ∈ [0, 1]. Для доказательства H − H непрерывности отобра-

жения f(t, ·) мы предположим противное, что существуют последователь-

ность {w̃n} и ε > 0 такие, что w̃n
H→ w0 и

‖f(t, w̃n)− f(t, w0)‖H > ε
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для любого n ∈ N.

Имеем∫
Ω

(
|f(t, w̃n(ξ))− f(t, w̃0(ξ))|2 + |Df(t, w̃n(ξ))−Df(t, w0(ξ))|2

)
dξ

= ‖f(t, w̃n)− f(t, w0)‖2
H

> ε2.

Из E − E непрерывности отображения f(t, ·) следует, что∫
Ω

|Df(t, w̃n)−Df(t, w0)|2 dξ >
ε2

2
для достаточно больших n ∈ N.

(4.2.38)

Из сходимости {w̃n} → w0 в H вытекает существование подпоследова-

тельность {w̃nk} такая, что w̃nk(ξ) → w0(ξ) для п.в. ξ ∈ Ω. Справедливы

следующие оценки.∫
Ω

|Df(t, w̃n)−Df(t, w0)|2 dξ

=

∫
Ω

|f ′2(t, w̃nk(ξ))Dw̃nk(ξ)− f ′2(t, w0(ξ))Dw0(ξ)| dξ

≤ 2

∫
Ω

|f ′2(t, w̃nk(ξ))|2|Dw̃nk(ξ)−Dw0(ξ)|2 dξ

+2

∫
Ω

|f ′2(t, w̃nk(ξ))− f ′2(t, w0(ξ))|2|Dw0(ξ)|2 dξ

Из непрерывности отображения f ′2 следует, что

f ′2(t, w̃nk(ξ))→ f ′2(t, w0(ξ))

для п.в. ξ ∈ Ω.

Кроме того, в силу (f1)
′ имеем

|f ′2(t, w̃nk(ξ))− f ′2(t, w0)(ξ)|2|Dw0(ξ)|2 ≤ 2N 2|Dw0(ξ)|2

и

|f ′2(t, w̃nk(ξ))|2|Dw̃nk(ξ)−Dw0(ξ)|2 ≤ N 2|Dw̃nk(ξ)−Dw0(ξ)|2.
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Таким образом, из сходимости {w̃n} → w0 в H и Теоремы Лебега о мажо-

рируемой сходимости получаем, что∫
Ω

|Df(t, w̃n)−Df(t, w0)|2 dξ → 0 при n→∞,

что противоречит (4.2.38).

Отсюда, для любой последовательности {wn} : wn
H→ w0 следует, что

f(t, wn)
H→ f(t, w0).

Для любого t ∈ [0, 1] мультиотображение G(t, ·) является H −Hω замкну-

тым. В самом деле, фиксируем t ∈ [0, 1] и предположим, что существует

wn
H→ w0, zn ∈ G(t, wn) такая, что zn

H
⇀ z0, покажем, что z0 ∈ G(t, w0).

Из определения мультиотображения G, существует последовательность

{vn} ⊂ S такая, что zn = ϕ(t, wn)vn для любого n ∈ N. В силу слабо

компактности множества S существует подпоследовательность (считая как

последовательность) такая, что vn
H
⇀ v0, v0 ∈ S. Из компактного вложения

H ↪→ E, слабая сходимость последовательностей {zn} и {vn} в H следует

их сильные сходимости в E, т.е. zn
E→ z0 и vn

E→ v0. Как показано выше

ϕ(t, wn)
E→ ϕ(t, w0), отсюда получаем, что zn = ϕ(t, wn)vn

E→ ϕ(t, w0)v0.

Следовательно, z0 = ϕ0v0, где v0 ∈ S, т.е. z0 ∈ G(t, w0).

Поэтому, мультиотображение w 7−→ F (t, w) является замкнутым из H в

Hω, для каждого t ∈ [0, 1] и условие (F2) выполнено.

Для проверки выполнения условия (F1) будем показать, что f(·, w) явля-

ется непрерывным для каждого w ∈ H. Действительно, пусть t0 ∈ [0, 1]

и {tn} ⊂ [0, 1] такие, что tn → t0. Из (f1)′ следует, что f(tn, w(ξ)) →

f(t0, w(ξ)) и

Df(tn, w(ξ)) = f ′2(tn, w(ξ))Dw(ξ)→ f ′2(t0, w(ξ))Dw(ξ) = Df(t0, w(ξ))

для всех ξ ∈ Ω.

В следствие (4.2.36), последние сходимости тоже являются мажорируемы-
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ми в E. Следовательно, f(tn, w)
H→ f(t0, w). Поэтому, f(·, w) непрерывно,

и оттуда, оно измеримо.

Для доказательства измеримости мультиотображения G(·, w) : [0, 1]( H

для любого w ∈ H мы будем показать, что для любого η ∈ H функция

γη : [0, 1]→ R,

γη(t) = sup {〈z, η〉H , z ∈ G(t, w)} ,

является измеримой (см. [44, Свойство 4.3.12],).

Для этого, фиксируем η ∈ H, покажем, что функция γη является полуне-

прерывной сверху, и следовательно, она измерима. Предположим против-

ное, что существует последовательность {tn} ⊂ [0, 1] такая, что tn → t0

и

lim sup
n→∞

γη(tn) = l > γη(t0).

Без потери общности предположим, что γη(tn) >
l + γη(t0)

2
для любого

n ∈ N. Тогда существует последовательность {zn} ∈ G(tn, w) такая, что

〈zn, η〉H >
l + γη(t0)

2
∀n ∈ N.

Из определения мультиотображения G, найдется последовательность

{vn} ⊂ S такая, что zn = ϕ(tn, w)vn. Из (f1)′, (4.2.37) и непрерывности

отображений ϕ и ϕ′2 следует, что ϕ(tn, w)
H→ ϕ(t0, w). Отсюда, из определе-

ния множества S имеем

‖zn‖2
H ≤ β2‖ϕ(tn, w)‖2

H , ∀n ∈ N.

Таким образом, существует подпоследовательность (обозначим как после-

довательность) такая, что zn
H
⇀ z0. Из слабо компактности множества

S существует подпоследовательность (обозначим как последовательность)

такая, что vn
H
⇀ v0. Далее, имеем zn

E→ z0 и vn
E→ v0. Напомним,

что S является слабо замкнутым, поэтому v0 ∈ S. С другой стороны,
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нетрудно проверить, что zn = ϕ(tn, w)vn
E→ ϕ(t0, w)v0. Следовательно,

z0 = ϕ(t0, w)v0 ∈ G(t0, w). Поэтому,

〈zn, η〉H → 〈z0, η〉H ,

где z0 ∈ G(t0, w). Отсюда получаем:

〈z0, η〉H ≥
l + γη(t0)

2
> γη(t0).

Что есть противоречие.

Теперь пусть Θ ⊂ H - ограниченное множество, w ∈ Θ и t ∈ [0, 1]. Если

z ∈ F (t, w), то z = g(w) + f(t, w) + ϕ(t, w)v где v ∈ S. Следовательно,

‖z‖2
H =

=

∫
Ω

∣∣∣∣−w(ξ)

(∫
Ω

k(ξ, η)w(η) dη

)
− bw(ξ) + f(t, w(ξ)) + ϕ(t, w(ξ))v(ξ)

∣∣∣∣2 dξ
+

∫
Ω

∣∣∣∣−w(ξ)

(∫
Ω

Dk(ξ, η)w(η) dη

)
−Dw(ξ)

(∫
Ω

k(ξ, η)w(η) dη

)
− bDw(ξ)

+f ′2(t, w(ξ)Dw(ξ) + ϕ′2(t, w(ξ)Dw(ξ)v(ξ) + ϕ(t, w(ξ))Dv(ξ)
∣∣2 dξ

≤ 10K2|Ω|‖w‖4
H + 6b2‖w‖2

H + 8|f(t, 0)|2|Ω|+ 8N 2‖w‖2
H

+20|ϕ(t, 0)|2β2|Ω|+ 20β2L2‖w‖2
H .

Поэтому, условие (F4) выполнено.

Справедливы следующие оценки.

〈
w, g(w) + f(t, w)

〉
H

=

∫
Ω

w(ξ)

(
−w(ξ)

(∫
Ω

k(ξ, η)w(η) dη

)
− bw(ξ) + f(t, w(ξ))

)
dξ

+

∫
Ω

〈
Dw(ξ),−w(ξ)

(∫
Ω

Dk(ξ, η)w(η) dη

)〉
dξ

+

∫
Ω

〈
Dw(ξ),−Dw(ξ)

∫
Ω

k(ξ, η)w(η) dη − bDw(ξ)

〉
dξ
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+

∫
Ω

〈Dw(ξ), f ′2(t, w(ξ))Dw(ξ)〉 dξ

= − b
(∫

Ω

(w(ξ))2 dξ +

∫
Ω

|Dw(ξ)|2 dξ
)

+

∫
Ω

w(ξ)f(t, w(ξ)) dξ +

∫
Ω

〈Dw(ξ), f ′2(t, w(ξ))Dw(ξ)〉 dξ

−
∫

Ω

(w(ξ))2

(∫
Ω

k(ξ, η)w(η) dη

)
dξ

−
∫

Ω

〈
Dw(ξ), w(ξ)

∫
Ω

(Dk(ξ, η)w(η) dη)

〉
dξ

−
∫

Ω

|Dw(ξ)|2
(∫

Ω

k(ξ, η)w(η) dη

)
dξ.

Из (f1)′ и (4.2.36) следует, что〈
w, g(w) + f(t, w)

〉
H

≤ −b‖w‖2
H +

∫
Ω

|w(ξ)| (|f(t, 0)|+N |w(ξ)|) dξ

+N

∫
Ω

∣∣Dw(ξ)
∣∣2 dξ +K

(∫
Ω

|w(ξ)|2 dξ
)(∫

Ω

|w(η)| dη
)

+K

(∫
Ω

|Dw(ξ)| |w(ξ)| dξ
)(∫

Ω

|w(η)| dη
)

+K

(∫
Ω

|Dw(ξ)|2 dξ
)(∫

Ω

|w(η)| dη
)

≤
(
−b+N

)
‖w‖2

H + δ|Ω|1/2 ‖w‖H +K|Ω|1/2‖w‖E‖w‖
2
H

+
1

2
K|Ω|1/2‖w‖E‖w‖

2
H

≤ 3

2
K|Ω|1/2‖w‖3

H + (−b+N)‖w‖2
H + δ|Ω|1/2 ‖w‖H < 0,

при

‖w‖H <
b−N +

√
(−b+N)2 − 6δ|Ω|K
3K|Ω|1/2

.

Таким образом, отношение (4.2.23) выполнено. Применяя Теорему 4.2.13

мы получаем, что задача (4.2.35), и следовательно задача (4.2.33), имеет

решение.
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Замечание 4.2.4. Отметим, что в задаче (4.2.33) мы можем заменить
периодическое условие следующими условиями:

(i) u(0, ξ) = −u(1, ξ), ξ ∈ Ω;

(ii) u(0, ξ) =

∫ 1

0

u(s, ξ) ds, ξ ∈ Ω;

(iii) u(0, ξ) =

k0∑
i=1

αiu(ti, ξ), ξ ∈ Ω где αi ∈ R и
k0∑
i=1

|αi| ≤ 1.
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Глава 5

Дифференциальные включения
второго порядка
Теория дифференциальных включений второго порядка привлекает внима-

ние многих исследователей (см., например [2, 3, 9, 14, 16, 47, 51, 52, 75, 107]).

В этой главе, применяя метод ограничивающих функций, мы изучим гра-

ничную задачу для дифференциального включения видаu
′′ ∈ Q(u),

u(0) = u(1) = 0,
(5.0.1)

играющую важную роль в теории управления.

5.1 Существование решений в одномерном
пространстве

Пусть

W 2,2
0 [0, 1] = {u ∈ W 2,2[0, 1] : u(0) = u(1) = 0}

и определим оператор j : L2[0, 1]→ C[0, 1],

(jf)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds,

где

G(t, s) =

 t(s− 1) if 0 ≤ t ≤ s,

s(t− 1) if s ≤ t ≤ 1.
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Отметим, что оператор j на самом деле действует вW 2,2
0 [0, 1] и, для любой

функции f ∈ L2[0, 1], краевая задача u′′(t) = f(t) для п.в. t ∈ [0, 1],

u(0) = u(1) = 0

может быть переписана в виде: u = jf (см., например [79]). Применяя Тео-

рему Арцела-Асколи, мы можем доказать, что оператор j является вполне

непрерывным, т.е. j непрерывен и отображает любое ограниченное множе-

ство Ω ⊂ L2[0, 1] в относительно компактное множество j(Ω) ⊂ C[0, 1].

В этом параграфе мы изучим задачу (5.0.1) при предположении, что

мультиотображение Q : C[0, 1]→ C(L2[0, 1]) удовлетворяет условиям:

(Q1) композиция j ◦Q принадлежит классу CJ
(
C[0, 1];C[0, 1]

)
.

(Q2) существуют p, q > 0 такие, что

‖Q(u)‖2 ≤ q(1 + ‖u‖p2)

для всех u ∈ C[0, 1], где

‖Q(u)‖2 = sup{‖f‖2 : f ∈ Q(u)}.

Под решением задачи (5.0.1) мы понимаем функцию u ∈ W 2,2
0 [0, 1], для

которой существует функция f ∈ Q(u) такая, что

u′′(t) = f(t) для п.в. t ∈ [0, 1].

Замечание 5.1.1. Отметим, что класс мультиотображений Q, удо-
влетворяющих условию (Q1), достаточно широк. Например, для лю-
бого CJ−мультиотображения Q мультиотображение j ◦ Q являет-
ся CJ−мультиотображением. Кроме того, существует мультиотоб-
ражение Q, которое не является CJ−мультиотображением, но ком-
позиция j ◦ Q является CJ−мультиотображением. Например, пусть
F : [0, 1] × R → Kv(R) - верхнее Каратеодори мультиотображение с
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L2−подлинейным ростом. Известно, что мультиоператор суперпозиции
PF корректно определен, замкнут и принимает замкнутые выпуклые
значения.

Пусть Q : C[0, 1] → Cv(L2[0, 1]), Q(x) = PF (x). Из Свойства 1.3.16
следует, что мультиотображение j ◦Q замкнуто. Кроме того, для лю-
бого ограниченного множества U ⊂ C[0, 1] множество Q(U) ограничено
в L2[0, 1], следовательно, множество j(Q(U)) является относительно
компактным в C[0, 1]. Отсюда, j ◦Q является полунепрерывным сверху
мультиотображением с компактными выпуклыми значенями, и поэто-
му, оно принадлежит классу J

(
C[0, 1];C[0, 1]

)
⊂ CJ

(
C[0, 1];C[0, 1]

)
.

Основным результатом в этом параграфе является следующее утвер-

ждение.

Теорема 5.1.1. Пусть выполнены условия (Q1) − (Q2). Предположим,
что существует N > 0 такое, что для любой функции u ∈ C[0, 1] из
‖u‖2 > N следует, что〈

u, f
〉
L2 =

∫ 1

0

u(s)f(s)ds > 0 для всех f ∈ Q(u).

Тогда задача (5.0.1) имеет решение.

Доказательство. Задача (5.0.1) может быть переписана в виде

u ∈ j ◦Q(u).

Из (Q2) следует, что множество Q(Ω) является ограниченным в L2[0, 1]

для любого ограниченного множества Ω ⊂ C[0, 1]. Следовательно, множе-
ство j ◦Q(Ω) является относительно компактным в C[0, 1]. Поэтому, j ◦Q
является вполне полунепрерывным сверху CJ−мультиотображением.

Предположим, что существует функция u∗ ∈ C[0, 1] такая, что

u∗ ∈ j ◦Q(u∗).

Заметим, что u∗(0) = u∗(1) = 0. Тогда найдется функция f∗ ∈ Q(u∗) такая,
что u′′∗(t) = f∗(t) для п.в. t ∈ [0, 1], и отсюда,〈

f∗, u∗
〉
L2 =

〈
u
′′

∗, u∗
〉
L2 = −

〈
u
′

∗, u
′

∗
〉
L2 ≤ 0.

Следовательно, ‖u∗‖2 ≤ N .
Для каждого t ∈ [0, 1], имеем

|u∗(t)| ≤
∫ 1

0

|G(t, s)||f∗(s)|ds ≤
∫ 1

0

|f∗(s)|ds ≤ ‖f∗‖2.

210



Из (Q2) следует, что для любого t ∈ [0, 1]

|u∗(t)| ≤ ‖f∗‖2 ≤ ‖Q(u∗)‖2 ≤ q(1 +Np),

поэтому, ‖u∗‖C ≤ q(1 +Np).

Теперь пусть R = qNp + q + 1. Рассмотрим мультиотображение

Ψ: BC(0, R)× [0, 1]→ K(C[0, 1]),

Ψ(u, λ) = j ◦
(
(1− λ)δu+ λQ(u)

)
,

где 0 < δ < 1
N - достаточно малое число.

Покажем, что Ψ является компактным CJ−мультиотображением. В са-
мом деле, из (Q1) следует, что мы можем представить мультиотображение
j ◦ Q как ϕ ◦ F ∈ CJ(C[0, 1];C[0, 1]), где F : C[0, 1] → K(Y ) является
J−мультиотображением из C[0, 1] в некоторое метрическое пространство
Y и ϕ : Y → C[0, 1] является непрерывным отображением. Определим
мультиотображение

F̃ : BC(0, R)× [0, 1]→ K(C[0, 1]× Y × R),

F̃ (u, λ) = {u} × F (u)× {λ},

и отображение

ϕ̃ : C[0, 1]× Y × R→ K(C[0, 1]),

ϕ̃(u, v, λ) = δ(1− λ)ju+ λϕ(v).

Ясно, что F̃ является J−мультиотображением, ϕ̃ является непрерывным и
для каждого (u, λ) ∈ BC(0, R)× [0, 1] имеем Ψ(u, λ) = ϕ̃◦ F̃ (u, λ). Поэтому,
Ψ является CJ−мультиотображение. Далее, множества j ◦Q

(
BC(0, R)

)
и

j(BC(0, R)) являются относительно компактными в C[0, 1], следовательно,
Ψ
(
BC(0, R)× [0, 1]

)
тоже является относительно компактным множеством

в C[0, 1]. Поэтому, мультиотображение Ψ компактно.
Покажем теперь, что Ψ не имеет неподвижных точек на границе

∂BC(0, R)× [0, 1]. Предположим противное, что существует пара (u∗, λ∗) ∈
∂BC(0, R) × [0, 1] такая, что u∗ ∈ Ψ(u∗, λ∗). Тогда найдется функция
f∗ ∈ Q(u∗) такая, что

u∗(t) =

∫ 1

0

G(t, s)
(

(1− λ∗)δu∗(s) + λ∗f∗(s)
)
ds, ∀t ∈ [0, 1], (5.1.1)

или эквивалентно,{
u
′′

∗(t) = (1− λ∗)δu∗(t) + λ∗f∗(t), для п.в. t ∈ [0, 1],

u∗(0) = u∗(1) = 0.
(5.1.2)
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Предположим, что ‖u∗‖2 ≤ N . Тогда из (5.1.1) имеем

|u∗(t)| ≤ δ(1− λ∗)‖u∗‖2 + λ∗‖f∗‖2 ≤ δ(1− λ∗)N + λ∗q(1 +Np) < R,

для всех t ∈ [0, 1]. Отсюда, u∗ /∈ ∂BC(0, R), что есть противоречие. После-
довательно, ‖u∗‖2 > N . Из (5.1.2) следует, что〈

u
′′

∗, u∗
〉
L2 = δ(1− λ∗)

〈
u∗, u∗

〉
L2 + λ∗

〈
u∗, f∗

〉
L2 > 0,

что есть противоречие.
Таким образом, Ψ является гомотопией, соединяющей Ψ(·, 0) = δj ◦ i и

Ψ(·, 1) = j ◦Q, где i обозначает отображение вложения. В силу гомотопи-
ческой инвариантности топологической степени имеем

deg
(
i− j ◦Q,BC(0, R)

)
= deg

(
i− δj ◦ i, BC(0, R)

)
.

Для достаточно малых δ > 0 выполнено

‖u− (u− δju)‖C = δ‖ju‖C < ‖u‖C

для всех u ∈ ∂BC(0, R).
Отсюда, векторные поля i и i− δj ◦ i гомотопны на ∂BC(0, R) (см. Лемму
1.4.4), поэтому

deg(i− j ◦Q,BC(0, R)) = deg(i− δ j ◦ i, BC(0, R)) = deg(i, BC(0, R)) = 1.

Отсюда, задача (5.0.1) имеет решение u ∈ BC(0, R).

Введем теперь понятие ограничивающей функции для задачи (5.0.1).

Заметим, что для любой непрерывной функции V : R→ R отображение

V ] : C[0, 1]→ L2[0, 1], V ](u)(t) = V (u(t)),

тоже непрерывно.

Определение 5.1.1. Непрерывная функция V : R→ R называется инте-
гральной ограничивающей функцией для задачи (5.0.1), если

(V 1) существуют α ≥ 0 и β > 0 такие, что

|V (t)| ≤ α + β|t|, ∀t ∈ R;
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(V 2) существует N > 0 такое, что для любой функции u ∈ C[0, 1] из
‖u‖2 > N , следует, что〈

V ](u), f
〉
L2 > 0 для всех f ∈ Q(u),

(V 3) для любой функции u ∈ W 2,2
0 [0, 1], из ‖u‖2 > N следует, что〈
u′′, V ](u)

〉
L2 ≤ 0,

где N - константа из (V 2).

Теорема 5.1.2. Пусть выполнены условия (Q1) − (Q2). Предположим,
что существует интегральная ограничивающая функция для задачи
(5.0.1). Тогда задача (5.0.1) имеет решение.

Доказательство. Пусть R = qNp+q+1 и рассмотрим мультиотображение

Ψ: BC(0, R)× [0, 1]→ K(C[0, 1]),

Ψ(u, λ) = j ◦
(
(1− λ)δV ](u) + λQ(u)

)
,

где δ, 0 < δ < 1
α+βN - произвольное число и N - константа в (V 2).

Как показано в доказательстве Теоремы 5.1.1, нам нетрудно проверить, что
Ψ является CJ−мультиотображением. Из (Q2) и (V 1) следует, что множе-
ства Q

(
BC(0, R)

)
и V ]

(
BC(0, R)

)
являются ограниченными в L2[0, 1]. Так

как оператор j является вполне непрерывным, множества j ◦Q
(
BC(0, R)

)
и j ◦ V ]

(
BC(0, R)

)
являются относительно компактными в C[0, 1]. Отсю-

да, множество Ψ
(
BC(0, R) × [0, 1]

)
является относительно компактным в

C[0, 1]. Поэтому, Ψ является компактным CJ−мультиотображением.
Покажем теперь, что мультиотображение Ψ не имеет неподвижных то-

чек на ∂BC(0, R) × [0, 1]. Предположим противное, что существует пара
(u∗, λ∗) ∈ ∂BC(0, R)× [0, 1] такая, что u∗ ∈ Ψ(u∗, λ∗). Тогда найдется функ-
ция f∗ ∈ Q(u∗) такая, что

u∗(t) =

∫ 1

0

G(t, s)
(

(1− λ∗)δV (u∗(s)) + λ∗f∗(s)
)
ds, ∀t ∈ [0, 1], (5.1.3)

или эквивалентно,{
u
′′

∗(t) = (1− λ∗)δV (u∗(t)) + λ∗f∗(t), для п.в. t ∈ [0, 1],

u∗(0) = u∗(1) = 0.
(5.1.4)
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Предположим, что ‖u∗‖2 ≤ N . Тогда из (Q2), (V 1) и (5.1.3) имеем

|u∗(t)| ≤ δ(1−λ∗)
∫ 1

0

|V (u∗(t))| dt+λ∗
∫ 1

0

|f∗(t)| dt

≤ δ(1− λ∗)
∫ 1

0

(α + β|u∗(t)|) dt+ λ∗‖f∗‖2

≤ δ(1− λ∗)
(
α + β‖u∗‖2

)
+ λ∗q(1 +Np)

≤ δ(α + βN) + q(1 +Np) < R,

для всех t ∈ [0, 1].
Поэтому, u∗ /∈ ∂BC(0, R), что есть противоречие.
Следовательно, ‖u∗‖2 > N . Отметим, что u∗ ∈ W 2,2

0 [0, 1] ⊂ C[0, 1], тогда из
(V 2)− (V 3) и (5.1.4) следует, что〈

u
′′

∗, V
](u∗)

〉
L2 = δ(1− λ∗)

〈
V ](u∗), V

](u∗)
〉
L2 + λ∗

〈
V ](u∗), f∗

〉
L2 > 0,

что есть противоречие.
Отсюда, Ψ является гомотопией и для достаточно малых δ > 0 имеем

deg(i− j ◦Q,BC(0, R)) = deg(i− δ j ◦ V ], BC(0, R)) = deg(i, BC(0, R)) = 1.

Таким образом, задача (5.0.1) имеет решение.

5.2 Приложения

5.2.1 Уравнения с разрывными нелинейностями

Рассмотрим задачу  −u′′(t) + g(u(t)) = ϕ(t, u(t)),

u(0) = u(1) = 0,
(5.2.1)

где функции g : R→ R и ϕ : [0, 1]× R→ R удовлетворяют условиям:

(g1) g является непрерывной и существует a > 0 такое, что

|g(x)| ≤ a(1 + |x|),

для всех x ∈ R;
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(ϕ1) для п.в. t ∈ [0, 1] существуют конечные пределы

ϕ(t, ξ) = lim inf
ξ′→ξ

ϕ(t, ξ′); ϕ(t, ξ) = lim sup
ξ′→ξ

ϕ(t, ξ′)

и функции ϕ, ϕ являются суперпозиционно-измеримыми, т.е. функ-

ции ϕ(t, ψ(t)), ϕ(t, ψ(t)) являются измеримыми для каждой измери-

мой функции t→ ψ(t);

(ϕ2) существуют функции f∗, f ∗ ∈ L2[0, 1] такие, что

f∗(t) ≤ ϕ(t, ξ) ≤ f ∗(t)

для п.в. t ∈ [0, 1] и всех ξ ∈ R.

Напомним (см., например [102]), что функции Каратеодори и измери-

мые функции по Борелю принадлежат классу суперпозиционно-измеримых

функций.

Обозначим через [f∗, f
∗] ⊂ L2[0, 1] интервал

[f∗, f
∗] = {f ∈ L2[0, 1] : f∗(t) ≤ f(t) ≤ f ∗(t) для п.в. t ∈ [0, 1]}

и определим мультиотображение Φ : C[0, 1]→ Cv(L2[0, 1]) так

Φ(u) =
[
ϕ(x, u(x)), ϕ(x, u(x))

]
.

Следуя [[34], Теорема 1.1] можно показать, что мультиотображение Φ полу-

непрерывно сверху. Поэтому, мы можем заменить задачу (5.2.1) следующим

операторным включением

u′′ ∈ g̃(u)− Φ(u),

решения которого называются обобщенными решениями для задачи (5.2.1),

где g̃ : C[0, 1]→ C[0, 1],

g̃(u)(t) = g(u(t)), t ∈ [0, 1].
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Нетрудно видеть, что мультиотображение Q(u) = g̃(u) − Φ(u) удовлетво-

ряет условиям (Q1) − (Q2). Отсюда, в силу Теоремы 5.1.1 мы получаем

достаточные условия для существования решений задачи (5.2.1).

Заметим, что задачи вида (5.2.1) появляются во многих проблемах ма-

тематической физики. Например, проблема Лаврентьева об отрывных те-

чениях в одномерном пространстве может быть описана следующим урав-

нением (ср. [103]):

−u′′(t) + g(u(t)) = µ sign(u(t)),

u(0) = u(1) = 0,

где µ > 0.

Здесь

ϕ(t, ξ) =


µ, ξ > 0,

−µ, ξ ≤ 0;

и

ϕ(t, ξ) =


µ, ξ ≥ 0,

−µ, ξ < 0.

Напомним, что задача (5.2.1) имеет вид элиптических уравнений, изу-

чаемых в [103] для случая, когда нелинейность ϕ − g является "силь-

но"ограниченной, т.е.,

|ϕ(t, x)− g(x)| ≤ β <∞

для всех x ∈ R и п.в. t ∈ [0, 1]. Поэтому, здесь мы получаем более общий

результат. Кроме того, задача (5.2.1) может быть переписана в виде

Au(x) + h(u)(x) = ϕ(x, u(x)), (5.2.2)

где Au = −u′′ − u, h(u) = g̃(u) + u. Ясно, что A является линейным

фредгольмовым оператором нулевого индекса. Достаточные условия для
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существования решений уравнения, содержащего линейный фредгольмо-

вый оператор нулевого индекса и разрывную нелинейность типа (5.2.2) по-

казаны в [122] для случая, когда существуют конечные пределы

h(−∞) = lim
r→−∞

h(r); h(+∞) = lim
r→+∞

h(r),

и

h(−∞) ≤ h(r) ≤ h(+∞)

для всех r ∈ R. Поэтому, в общем, мы не можем применить резельтаты,

доказанные в [122], к нашей ситуации. Приведем теперь пример для иллю-

страции.

Пример 5.2.1. Рассмотрим задачу{
−u′′(t) + (µ2 + 1)u(t) + µ+ 1 = µ sign(u(t)), µ > 0,

u(0) = u(1) = 0,
(5.2.3)

или эквивалентно, {
u′′ ∈ Q(u) = g(u)− Φ(u),

u(0) = u(1) = 0,

где Φ определена как выше и g(u) = (µ2 + 1)u+ µ+ 1.

Для каждой функции f ∈ Q(u) существует ω ∈ Φ(u) такая, что

f = (µ2 + 1)u+ µ+ 1− ω.

Отметим, что ω ∈
[
−µ, µ

]
. Имеем〈

f, u
〉
L2 =

〈
(µ2 + 1)u+ µ+ 1− ω, u

〉
L2

≥ (µ2 + 1)‖u‖2
2 − (µ+ 1)‖u‖2 − ‖ω‖2‖u‖2

≥ (µ2 + 1)‖u‖2
2 − (2µ+ 1)‖u‖2 > 0

при ‖u‖2 >
2µ+1
µ2+1 .

В силу Теоремы 5.1.1 задача (5.2.3) имеет решение.
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5.2.2 Краевые задачи

Рассмотрим теперь краевую задачу типа u′′(t)− λu ∈ F (t, u(t)),

u(0) = u(1) = 0,
(5.2.4)

где λ > 0 и F : [0, 1] × R → Kv(R) - верхнее Каратеодори мультиотобра-

жение, удовлетворяющее условию:

‖F (t, x)‖ ≤ K(1 + |x|), для всех x ∈ R и п.в. t ∈ [0, 1],

для некоторого K > 0.

Теорема 5.2.1. При каждом λ > K задача (5.2.4) имеет решение.

Доказательство. Задача (5.2.4) может быть переписана в виде задачи
(5.0.1), где Q(u) = λu+PF (u). Ясно, что мультиотображение Q удовлетво-
ряет условиям (Q1)− (Q2).

Пусть λ > K, для каждой функции f ∈ Q(u) существует ω ∈ PF (u)

такая, что f = λu+ ω. Имеем〈
f, u
〉
L2 = λ

〈
u, u
〉
L2 +

〈
ω, u

〉
L2

≥ λ‖u‖2
2 −

∫ 1

0

K|u(s)|(1 + |u(s)|)ds

≥ (λ−K)‖u‖2
2 −K‖u‖2 > 0,

при ‖u‖2 >
K

λ−K . В силу Теоремы 5.1.1 задача (5.2.4) имеет решение.

5.2.3 Дифференциальные уравнения второго порядка

Рассмотрим дифференциальное уравнение
v′′(t) = g(t)(

v2(t)+1
)µ − h(t)(

v2(t)+1
)λ + f(v(t)) для п.в. t ∈ [0, 1],

v(0) = v(1) = 0,

(5.2.5)

где µ, λ > 0; g, h ∈ L2[0, 1] и f : R→ R - непрерывная функция.
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Теорема 5.2.2. Предположим, что существуют c > 0 и d ∈ R такие,
что

f(x) = cx+ d для всех x ∈ R.

Тогда уравнение (5.2.5) имеет решение.

Доказательство. Перепишем задачу (5.2.5) в виде

v = j ◦ γ(v),

где γ : C[0, 1]→ L2[0, 1],

γ(v)(t) =
g(t)

(v2(t) + 1)µ
− h(t)

(v2(t) + 1)λ
+ f(v(t)).

Оператор γ удовлетворяет условиям (Q1)− (Q2) и

〈
v, γ(v)

〉
L2 =

∫ 1

0

g(t)v(t)

(v2(t) + 1)µ
dt−

∫ 1

0

h(t)v(t)

(v2(t) + 1)λ
dt+

∫ 1

0

v(t)f(v(t))dt

≥ c‖v‖2
2 − |d|

∫ 1

0

|v(s)|ds−
∫ 1

0

|g(t)v(t)|
(v2(t) + 1)µ

dt−
∫ 1

0

|h(t)v(t)|
(v2(t) + 1)λ

dt

≥ c‖v‖2
2 − (|d|+ ‖g‖2 + ‖h‖2)‖v‖2 > 0,

при

‖v‖2 >
|d|+ ‖g‖2 + ‖h‖2

c
.

Из Теоремы 5.1.1 следует, что уравнение (5.2.5) имеет решение.

5.2.4 Управляемые системы

Рассмотрим управляемую систему вида:
u′′(t)− λu(t) = f(t, u(t), v(t)), для п.в. t ∈ [0, 1],

v′(t) ∈ G(t, v(t), u(t)), для п.в. t ∈ [0, 1],

u(0) = u(1) = 0, v(0) = v0,

(5.2.6)

где v0 ∈ R, λ > 0, f : [0, 1] × R × R → R - отображение Каратеодори и

G : [0, 1]× R× R→ Kv(R) - верхнее Каратеодори мультиотображение.

Предположим, что
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(A1) существует α > 0 такое, что

|f(t, x, y)| ≤ α(1 + |x|+ |y|)

для всех (x, y) ∈ R× R и п.в. t ∈ [0, 1];

(A2) существует β > 0 такое, что

‖G(t, x, y)‖ = max{|z| : z ∈ G(t, x, y)} ≤ β(1 + |x|+ |y|)

для всех (x, y) ∈ R× R и п.в. t ∈ [0, 1].

Известно, что для каждой функции u ∈ C[0, 1] множество Φu всех решений

задачи  v′(t) ∈ G(t, v(t), u(t)) для п.в. t ∈ [0, 1]

v(0) = v0

является Rδ−множеством в C[0, 1] и мультиотображение

Φ: C[0, 1]→ K(C[0, 1]), Φ(u) = Φu,

полунепрерывно сверху.

Под решением задачи (5.2.6) мы понимаем функцию u ∈ W 2,2
0 [0, 1] та-

кую, что существует абсолютно непрерывная функция v ∈ Φ(u) такая, что

u′′(t)− λu(t) = f(t, u(t), v(t)) для п.в. t ∈ [0, 1].

Теорема 5.2.3. Пусть выполнены условия (A1)−(A2). Тогда для каждого

λ > α(1 + βeβ)

управляемая задача (5.2.6) имеет решение.

Доказательство. Пусть Φ̃ : C[0, 1]→ K(C[0, 1]× C[0, 1])

Φ̃(u) = {u} × Φ(u),

и f̃ : C[0, 1]× C[0, 1]→ L2[0, 1],

f̃(u, v)(t) = λu(t) + f(t, u(t), v(t)), t ∈ [0, 1].
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Тогда мы можем заменить задачу (5.2.6) следующей задачей{
u′′ ∈ Q(u),

u(0) = u(1) = 0,
(5.2.7)

где Q : C[0, 1]→ K(L2[0, 1]),

Q(u) = f̃ ◦ Φ̃(u).

Из непрерывности оператора f̃ и Φ̃ ∈ J(C[0, 1];C[0, 1] × C[0, 1]) следует,
что

j ◦Q ∈ CJ(C[0, 1];C[0, 1]).

Пусть g ∈ Q(u), тогда существует функция v ∈ Φ(u) такая, что

g(s) = f̃(u, v)(s) = λu(s) + f(s, u(s), v(s)), ∀s ∈ [0, 1].

Из v ∈ Φ(u) следует, что найдется функция h ∈ L1[0, 1] такая, что

h(t) ∈ G(t, v(t), u(t)) для п.в. t ∈ [0, 1],

и

v(t) = v0 +

∫ t

0

h(s)ds, 0 ≤ t ≤ 1.

В силу (A2) для любого t ∈ [0, 1] выполнено

|v(t)| ≤ |v0|+
∫ t

0

|h(s)|ds ≤ |v0|+
∫ t

0

β(1 + |v(s)|+ |u(s)|)ds

≤ |v0|+ β + β‖u‖2 +

∫ t

0

β|v(s)|ds.

Из Леммы 1.1.1 следует, что

|v(t)| ≤ (|v0|+ β + β‖u‖2) e
β, ∀t ∈ [0, 1].

Применяя (A2) получаем

‖g‖2
2 =

∫ 1

0

g2(s)ds =

∫ 1

0

(
λu(s) + f

(
s, u(s), v(s)

))2

ds

≤
∫ 1

0

(λ2 + 1)
(
u2(s) + f 2

(
s, u(s), v(s)

))
ds

≤ (λ2 + 1)
(
‖u‖2

2 +

∫ 1

0

α2(1 + |u(s)|+ |v(s)|)2ds
)
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≤ (λ2 + 1)
(
‖u‖2

2 +

∫ 1

0

3α2
(
1 + u2(s) + v2(s)

)
ds
)

≤ (λ2 + 1)
((

1 + 3α2
)
‖u‖2

2 + 3α2 + 3α2
(
|v0|+ β + β‖u‖2

)2
e2β
)
.

Следовательно, мультиотображение Q удовлетворяет (Q2).
Теперь для каждой функции u ∈ C[0, 1], выбирая произвольную функ-

цию g ∈ Q(u), имеем

〈
g, u
〉
L2 =

∫ 1

0

u(s)
(
λu(s)+f

(
s, u(s), v(s)

))
ds

≥ λ‖u‖2
2 −

∫ 1

0

|f(s, u(s), v(s))| |u(s)|ds

≥ λ‖u‖2
2 − α

∫ 1

0

|u(s)|
(
1 + |u(s)|+ |v(s)|

)
ds

≥ (λ− α)‖u‖2
2 − α

∫ 1

0

|u(s)|ds− αeβ
(
|v0|+ β + β‖u‖2

) ∫ 1

0

|u(s)|ds

≥ (λ− α− αβeβ)‖u‖2
2 − α

(
1 + eβ(|v0|+ β)

)
‖u‖2 > 0

при

‖u‖2 >
α
(
1 + eβ(|v0|+ β)

)
λ− α(1 + βeβ)

.

В силу Теоремы 5.1.1 задача (5.2.7), и следовательно управляемая задача
(5.2.6), имеет решение.

5.2.5 Модель движения частицы в одномерном потен-
циале

Известно, что для частицы в одномерном потенциале энергии V , уравнение

Шрёдингера (независящее от времени) имеет вид:

−~2

2m
Ψ′′(x) + V (x)Ψ(x) = EΨ(x), (5.2.8)

где m - масса частицы, ~ - константа Планка, E - общая энергия частицы,

V (x) - потенциальная энергия в состоянии x и Ψ(x) - волновая функция.

Здесь рассмотрим функцию потенциальной энергии в виде:
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V (x) =

 V, 0 ≤ x ≤ 1,

0, иначе,

где V - константа.

Тогда, уравнение (5.2.8) может быть рассмотрено в трех областях:

I (x < 0), II (0 ≤ x ≤ 1) и III (x > 1).

Соответствующие решения уравнения (5.2.8) в первой и третьей областях

являются

ΨI(x) = A sin kx+B cos kx и ΨIII(x) = C sin kx+D cos kx,

где k =
√

2mE
~ и A,B,C,D являются константами.

Поэтому, мы обратим внимание на уравнении (5.2.8) во второй области. Во

второй области уравнение Шрёдингера имеет вид:

Ψ
′′

II(x) =
2m

~2
VΨII(x)− 2m

~2
EΨII(x). (5.2.9)

Предположим, что потенциал V связывает с волновой функцией ΨII отно-

шение:

V ∈ F (ΨII), (5.2.10)
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где F : L2[0, 1]→ K(R+) является J−мультиотображением, R+ = [0,+∞).

Из непрерывности функции Ψ следует, что в области II граничными

условиями для уравнения (5.2.9) являются:

ΨII(0) = ΨI(0) = B и ΨII(1) = ΨIII(1) = C sin k +D cos k. (5.2.11)

Под решением задачи (5.2.9)-(5.2.11) мы понимаем функцию ΨII ∈

W 2,2[0, 1] для которой существует V ∈ F (ΨII) такое, что уравнение (5.2.9)

и условие (5.2.11) выполнены.

Теорема 5.2.4. Пусть существуют a, b > 0 такие, что

F (u) ⊆
[
a‖u‖2, b(1 + ‖u‖2)

]
для всех u ∈ L2[0, 1].

Тогда задача (5.2.9)-(5.2.11) имеет решение.

Доказательство. Пусть α = B, β = C sin k+D cos k и g(x) = βx+α(1−x).
Для каждого x ∈ [0, 1] пусть ϕ(x) = ΨII(x) − g(x). Тогда задача (5.2.9)-
(5.2.11) может быть переписана в виде

ϕ
′′
(x) = 2m

~2 V (ϕ(x) + g(x))− 2m
~2 E(ϕ(x) + g(x)),

V ∈ F (ϕ+ g),

ϕ(0) = ϕ(1) = 0,

или эквивалентно,
ϕ ∈ j ◦Q(ϕ), (5.2.12)

где
Q(ϕ) =

2m

~2
(ϕ+ g)F (ϕ+ g)− 2m

~2
E(ϕ+ g),

и оператор j определен в параграфе 5.1.
Нетрудно видеть, что мультиотображение Q удовлетворяет условиям

(Q1) − (Q2). Для каждой функции w ∈ Q(ϕ) существует V ∈ F (ϕ + g)

такое, что

w =
2m

~2
(V − E)ϕ+

2m

~2
(V − E)g.

Имеем〈
ϕ,w

〉
L2 =

2m

~2
(V − E) ‖ϕ‖2

2 +
2m

~2
(V − E)

〈
g, ϕ

〉
L2

≥ 2m

~2
(a‖ϕ+ g‖2 − E) ‖ϕ‖2

2 −
2m

~2
V ‖g‖2‖ϕ‖2 −

2m

~2
E‖g‖2‖ϕ‖2
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≥ 2m

~2

(
a‖ϕ‖2−a‖g‖2−E

)
‖ϕ‖2

2−
2m

~2

(
b+ b‖ϕ‖2 + b‖g‖2

)
‖g‖2‖ϕ‖2

−2m

~2
E‖g‖2‖ϕ‖2.

Следовательно,〈
ϕ,w

〉
L2 ≥

2m

~2
a‖ϕ‖3

2 −
2m

~2

(
a‖g‖2 + E + b‖g‖2

)
‖ϕ‖2

2

−2m

~2
‖g‖2

(
b+ b‖g‖2 + E

)
‖ϕ‖2 > 0

при достаточно больших ‖ϕ‖2.
Из Теоремы 5.1.1 следует, что включение (5.2.12), и поэтому задача

(5.2.9)-(5.2.11), имеет решение.

5.3 Существование решений в бесконечно-
мерном гильбертовом пространстве

5.3.1 Абстрактная задача

Пусть H - гильбертово пространство с ортонормированным базисом

{en}∞n=1. Для любого n ∈ N, пусть Hn - n−мерное подпространство про-

странстваH с базисом {ek}nk=1 и Pn - проекция изH наHn. Пусть I = [0, 1].

Символ
〈
f, g
〉
L2 обозначает скалярное произведение в L2(I,H). Рассморт-

рим пространство Соболева W k,2(I,H) и его подпространство

W k,2
0 (I,H) = {u ∈ W k,2(I,H) : u(0) = u(1) = 0}.

Заметим, что для k ≥ 1 вложение W k,2(I,H) ↪→ C(I,H) является непре-

рывным (но не является компактным). Слабая сходимость в W k,2(I,H)

[L2(I,H)] обозначается через un
W k,2

⇀ u0 [соответственно, fn
L2

⇀ f0].

Для каждого n ∈ N пусть Jn : L2(I,H)→ C(I,Hn),

Jn(f)(t) =
n∑
k=1

(∫ 1

0

G(t, s)f(k)(s)ds

)
ek,
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где функция G(t, s) определяется в параграфе 5.1 и

f(t) =
∞∑
k=1

f(k)(t)ek, для всех t ∈ I.

Ясно, что оператор Jn является вполне непрерывным и для каждого t ∈ I

имеем

‖Jn(f)(t)‖H =

(∑n
k=1

(∫ 1

0 G(t, s)f(k)(s)ds
)2
) 1

2

≤
(∑n

k=1

∫ 1

0 G
2(t, s)ds

∫ 1

0 f
2
(k)(s)ds

) 1
2

≤
(∫ 1

0

∑n
k=1 f

2
(k)(s)ds

) 1
2 ≤

(∫ 1

0 ‖f(s)‖2
Hds

) 1
2

= ‖f‖2.

(5.3.1)

Для n ∈ N, определим снова оператор Pn : L2(I,H)→ L2(I,Hn),

(Pnf) (t) = Pnf(t), для п.в. t ∈ I.

Рассмотрим теперь задачу  u′′ ∈ Q(u),

u(0) = u(1) = 0,
(5.3.2)

где мультиотображение Q : C(I,H) → C(L2(I,H)) удовлетворяет услови-

ям:

(Q1)′ для каждого m ∈ N сужение (Jm ◦ Q)|C(I,Hm)
принадлежит классу

CJ
(
C(I,Hm);C(I,Hm)

)
;

(Q2)′ существуют числа p1, q1 > 0 такие, что

‖Q(u)‖2 ≤ q1(1 + ‖u‖p1

2 )

для всех u ∈ C(I,H);

(Q3) для любого ограниченного замкнутого выпуклого подмножестваM ⊂

W 2,2
0 (I,H), если существуют последовательности {nk} и {uk}, uk ∈

M ∩W 2,2
0 (I,Hnk) такие, что

u
′′

k ∈ PnkQ(uk),
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то найдется u∗ ∈M такая, что u′′∗ ∈ Q(u∗).

Под решением задачи (5.3.2) мы понимаем функцию u ∈ W 2,2
0 (I,H), для

которой существует функция f ∈ Q(u) такая, что

u′′(t) = f(t) для п.в. t ∈ [0, 1].

Теорема 5.3.1. Пусть выполнены условия (Q1)′−(Q2)′ и (Q3). Предполо-
жим, что существует N > 0 такое, что для любой функции u ∈ C(I,H)

из ‖u‖2 > N следует, что〈
u, f

〉
L2 > 0 для всех f ∈ Q(u). (5.3.3)

Тогда задача (5.3.2) имеет решение.

Доказательство. Для каждого n ∈ N, рассмотрим вспомогательную за-
дачу {

u′′ ∈ PnQ(u),

u(0) = u(1) = 0.

Ясно, что эта задача эквивалентна следующей задаче о неподвижных точ-
ках

u ∈ Σn(u), (5.3.4)

где Σn : C(I,Hn)→ K(C(I,Hn)), Σn(u) = Jn ◦Q(u).
Из (Q1)′ − (Q2)′ следует, что Σn является вполне полунепрерывным

сверху CJ−мультиотображением.
Предположим, что u ∈ C(I,Hn) - решение задачи (5.3.4). Тогда существует
функция f ∈ Q(u) такая, что

u
′′
(t) = Pnf(t) для п.в. t ∈ I.

Имеем 〈
u, f

〉
L2 =

〈
u,Pnf

〉
L2 =

〈
u, u′′

〉
L2 ≤ 0.

Следовательно, ‖u‖2 ≤ N . Из (Q2)′ и (5.3.1) следует, что

‖u‖C ≤ q1(1 +Np1).

Теперь пусть R = q1N
p1 + q1 + 1 и определим мультиотображение

Ψn : B
(n)
C (0, R)× [0, 1]→ K(C(I,Hn)),

Ψn(u, λ) = Jn ◦
(
δ(1− λ)u+ λQ(u)

)
,
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где 0 < δ < 1
N и B(n)

C (0, R) = BC(0, R) ∩ C(I,Hn).
Следуя методу, примененному в доказательстве Теоремы 5.1.1, мы по-

лучаем, что Ψn является компактным CJ−мультиотображением, которое
не имеет неподвижных точек на ∂B(n)

C (0, R)× [0, 1]. Тогда для достаточно
малых δ имеем

deg(i− Jn ◦Q,B(n)
C (0, R)) = deg(i− δJn ◦ i, B(n)

C (0, R))

= deg(i, B
(n)
C (0, R)) = 1.

Следовательно, существует функция un ∈ BC(0, R)∩W 2,2
0 (I,Hn) такая, что

u
′′

n = PnQ(un). В силу (Q3) найдется функция u∗ ∈ BC(0, R) ∩W 2,2
0 (I,H)

такая, что
u
′′

∗ ∈ Q(u∗).

Функция u∗ является решением задачи (5.3.2).

5.3.2 Применение к управляемой системе

Пусть Y = C[0, h] и H = W 1,2[0, h] (h > 0). Рассмотрим управляемую

систему 
w′′(t) = f(t, w(t), ϕ(t)) для п.в. t ∈ [0, 1],

ϕ′(t) ∈ G(t, ϕ(t), w(t)) для п.в. t ∈ [0, 1],

w(0) = w(1) = 0, ϕ(0) = 0,

(5.3.5)

где f : I×Y ×Y → Y - непрерывное отображение и G : I×Y ×Y → Cv(H)

- мультиотображение.

Предположим, что отображение f и мультиотображение G удовлетво-

ряют условиям:

(f1)′ сужение f|I×H×Y принимает значения в H;

(f2)′ существует c > 0 такое, что

‖f(t, y, z)‖H ≤ c(1 + ‖y‖H + ‖z‖Y ),

для всех (y, z) ∈ H × Y и п.в. t ∈ I;
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(G1)′ мультиотображение G является верхним Каратеодори;

(G2)′ существует d > 0 такое, что

‖G(t, y, z)‖H ≤ d(1 + ‖y‖Y + ‖z‖Y )

для всех (t, y, z) ∈ I × Y × Y .

Под решением задачи (5.3.5) мы понимаем функцию w ∈ W 2,2
0 (I,H), для

которой существует функция ϕ ∈ W 1,2(I,H) такая, что ϕ′(t) ∈ G(t, ϕ(t), w(t)), для п.в. t ∈ I,

ϕ(0) = 0,

и

w′′(t) = f(t, w(t), ϕ(t)), для п.в. t ∈ I.

В дальнейшем нам понадобится следующее утверждение.

Лемма 5.3.1. (см. Теорему 70.12 [70]). Пусть E - сепарабельное банахово
пространство и Φ: I×E → Kv(E) - мультиотображение, удовлетворя-
ющее уловиям:

(Φ1) для каждого y ∈ E мультифункция Φ(·, y) имеет измеримое сече-
ние;

(Φ2) для любого t ∈ I мультиотображение Φ(t, ·) является вполне полу-
непрерывным сверху;

(Φ3) множество Φ(A) компактно для любого компактного множества
A ⊂ I × E;

(Φ4) существует ω ∈ L1
+[0, 1] такая, что

‖Φ(t, y)‖E ≤ ω(t)(1 + ‖y‖E),

для всех (t, y) ∈ I × E.

Тогда множество решений задачи{
g′(t) ∈ Φ(t, g(t)), t ∈ I,
g(0) = g0 ∈ E,

является Rδ−множеством в C(I, E).
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Теорема 5.3.2. Пусть выполнены условия (f1)′ − (f2)′ и (G1)′ − (G2)′.
Тогда задача (5.3.5) может быть представлена в виде задачи (5.3.2) с
условиями (Q1)′ − (Q2)′ и (Q3).

Доказательство. Заметим, что пространство Y сепарабельно и вложение
H ↪→ Y компактно. Из (G2)′ следует, что для каждого (t, y, z) ∈ I ×
Y × Y множество G(t, y, z) ограничено в H, следовательно оно является
компактным в Y .

Для w ∈ C(I,H) рассмотрим мультиотображение

Gw : I × Y → Kv(Y ), Gw(t, y) = G(t, y, w(t)).

Нетрудно проверить, что Gw удовлетворяет всем условиям (Φ1) − (Φ4).
Отметим, что условие (Φ4) следует из (G2)′ и отношения

‖y‖Y ≤ max{
√
h,

1√
h
}‖y‖H , ∀y ∈ H.

В силу Леммы 5.3.1 для каждой функции w ∈ C(I,H) множество Ψw всех
решений задачи {

ϕ′(t) ∈ G(t, ϕ(t), w(t)), t ∈ I
ϕ(0) = 0

является Rδ−множеством в C(I, Y ).
Определим мультиоператор

Ψ: C(I,H)→ K(C(I, Y )), Ψ(w) = Ψw.

Следуя Лемме 2.4.3, можно показать, что мультиотображение Ψ является
полунепрерывным сверху.

Теперь пусть Ψ̃ : C(I,H)→ K
(
C(I,H)× C(I, Y )

)
,

Ψ̃(w) = {w} ×Ψ(w),

и f̃ : C(I,H)× C(I, Y )→ L2(I,H),

f̃(w,ϕ)(t) = f(t, w(t), ϕ(t)).

Тогда задача (5.3.5) может быть переписана в виде{
w′′ ∈ Q(w),

w(0) = w(1) = 0,

где Q : C(I,H)→ K(L2(I,H)), Q(w) = f̃ ◦ Ψ̃(w).
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Покажем, что мультиотображение Q удовлетворяет условиям (Q1)′ −
(Q2)′ и (Q3).

В самом деле, из непрерывности отображения f̃ и того, что

Ψ̃ ∈ J
(
C(I,H);C(I,H)× C(I, Y )

)
следует, что Q ∈ CJ

(
C(I,H);L2(I,H)

)
. Поэтому, для каждого n ∈ N

сужение
(Jn ◦Q)|C(I,Hn)

∈ CJ
(
C(I,Hn);C(I,Hn)

)
.

Отсюда, условие (Q1)′ выполнено. Заметим, что условие (Q2)′ следует
непосредственно из (f2)′, (G2)′ и Леммы 1.1.1.

Проверим теперь условие (Q3). Пусть M ⊂ W 2,2
0 (I,H) - ограниченное,

замкнутое, выпуклое множество и предположим, что существуют последо-
вательности {nk} и {wk}, wk ∈M ∩W 2,2

0 (I,Hnk) такие, что

w
′′

k ∈ PnkQ(wk).

Множество {wk}∞k=1 ограничено, поэтому оно является слабо компактным.
Без ущерба для общности предположим, что

wk
W 2,2

⇀ w0 ∈M.

Следовательно, w′′k
L2

⇀ w
′′

0 и wk(t)
H
⇀ w0(t) для t ∈ I. Из компактного

вложения H ↪→ Y следует, что

wk(t)
Y→ w0(t), (5.3.6)

для любого t ∈ I.
Пусть hk ∈ Q(wk) - последовательность такая, что

w
′′

k = Pnkhk.

В силу (Q2)′ множество {Q(wk)}∞k=1 ограничено, и отсюда, множество
{hk}∞k=1 тоже ограничено в L2(I,H). Следовательно, оно является слабо
компактным. Предположим, что

hk
L2

⇀ h0 ∈ L2(I,H).

Следуя доказательству Теоремы 2.3.2 имеем Pnkhk
L2

⇀ h0.
С другой стороны,

Pnkhk = w
′′

k
L2

⇀ w
′′

0.
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Поэтому, w′′0 = f0, т.е., hk
L2

⇀ w
′′

0.
Из hk ∈ Q(wk) следует, что существует последовательность {ϕk}∞k=1,

ϕk ∈ Ψ(wk) такая, что

hk(t) = f(t, wk(t), ϕk(t)), для п.в. t ∈ I. (5.3.7)

Пусть Ŵ 1,2(I,H) = {u ∈ W 1,2(I,H) : u(0) = 0}. Ясно, что Ŵ 1,2(I,H) явля-
ется подпространством пространства W 1,2(I,H). Множество {ϕk}∞k=1 огра-
ничено в Ŵ 1,2(I,H), и поэтому, оно является слабо компактным. Предпо-
ложим (без ущерба для общности), что

ϕk
W 1,2

⇀ ϕ0 ∈ Ŵ 1,2(I,H).

Следовательно,

ϕ
′

k
L2

⇀ ϕ
′

0 ϕk(t)
Y→ ϕ0(t), для любого t ∈ I. (5.3.8)

Из ϕk ∈ Ψ(wk) следует, что существует {gk}∞k=1 ⊂ L2(I,H) такая, что

gk(t) ∈ G(t, ϕk(t), wk(t)) для п.в. t ∈ I,

и
ϕ
′

k(t) = gk(t) для п.в. t ∈ I.

Поэтому, gk
L2

⇀ ϕ
′

0. В силу Леммы Мазура существуют последовательности
выпуклых комбинаций {ĝm} и {ĥm}

ĝm =
∞∑
k=m

λmkgk, λmk ≥ 0 и
∞∑
k=m

λmk = 1,

ĥm =
∞∑
k=m

λ̃mkhk, λ̃mk ≥ 0 и
∞∑
k=m

λ̃mk = 1,

которые сходятся в L2(I,H) к ϕ′0 и w′′0, соответственно. Мы снова предпо-
ложим, что

ĝm(t)
H→ ϕ

′

0(t) и ĥm(t)
H→ w

′′

0(t) (5.3.9)

для п.в. t ∈ I.
Из (5.3.6), (5.3.8) и (G1)′ следует, что для t ∈ I и ε > 0 существует

i0 = i0(ε, t) такое, что

G(t, ϕi(t), wi(t)) ⊂ OH
ε

(
G
(
t, ϕ0(t), w0(t)

))
, для всех i ≥ i0.
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Тогда, gi(t) ∈ OH
ε

(
G
(
t, ϕ0(t), w0(y)

))
для всех i ≥ i0, и отсюда, из выпук-

лости множества OH
ε

(
G
(
t, ϕ0(t), w0(t)

))
имеем

ĝm(t) ∈ OH
ε

(
G
(
t, ϕ0(t), w0(t)

))
, для всех m ≥ i0.

Таким образом, ϕ′0(t) ∈ G(t, ϕ0(t), w0(t)) для п.в. t ∈ I, т.е., ϕ0 ∈ Ψ(w0).

Теперь в силу (5.3.6) и (5.3.8) имеем

lim
k→∞

f(t, wk(t), ϕk(t)) = f(t, w0(t), ϕ0(t))

для п.в. t ∈ I.
Поэтому, для п.в. t ∈ I и ε > 0 существует τ0 = τ0(ε, t) такое, что

f(t, wτ(t), ϕτ(t)) ∈ OY
ε

(
f(t, w0(t), ϕ0(t))

)
, для всех τ ≥ τ0.

Из (5.3.7) и (5.3.9) получаем, что

w
′′

0(t) = f(t, w0(t), ϕ0(t)) для п.в. t ∈ I.

Следовательно, условие (Q3) выполнено.

5.3.3 Пример

Пусть отображение f в (5.3.5) имеет вид:

f(t, w(t), ϕ(t)) = b+ aw(t) + f̂(t, w(t), ϕ(t)),

где a > 0, b ∈ R и f̂ : I × Y × Y → H - непрерывное отображение.

Теорема 5.3.3. Пусть выполнены условия (G1)′ − (G2)′. Предположим,
что отображение f̂ удовлетворяет (f2)′ и

(f̂) a > c(1 + dr2erd), где r = max{
√
h, 1√

h
} и c, d - константы из (f2)′ и

(G2)′, соответственно.

Тогда задача (5.3.5) имеет решение.

Доказательство. Нетрудно видеть, что отображение f удовлетворяет
условиям (f1)′ − (f2)′. Отсюда, в силу Теоремы 5.3.2 мультиотображение
Q удовлетворяет условиям (Q1)′ − (Q2)′ и (Q3).
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Теперь для w ∈ W 2,2
0 (I,H) выбираем произвольно γ ∈ Q(w). Тогда

существует функция ϕ ∈ Ψ(w) такая, что

γ = b+ aw + f ∗(w,ϕ),

где f ∗(w,ϕ)(t) = f̂(t, w(t), ϕ(t)) для t ∈ I.
Из ϕ ∈ Ψ(w) следует, что найдется функция g ∈ L2(I,H) такая, что

g(t) ∈ G(t, ϕ(t), w(t)) для п.в. t ∈ I,

и

ϕ(t) =

∫ t

0

g(s)ds t ∈ I.

Следовательно,

‖ϕ(t)‖H ≤
∫ t

0

‖g(s)‖Hds ≤ d

∫ t

0

(1 + ‖ϕ(s)‖Y + ‖w(s)‖Y ) ds

≤ d+ dr

∫ 1

0

‖w(s)‖Hds+

∫ t

0

rd‖ϕ(s)‖Hds.

Применяя Лемму 1.1.1 получаем, что

‖ϕ(t)‖H ≤
(
d+ dr

∫ 1

0

‖w(s)‖Hds
)
erd для всех t ∈ I.

Отметим, что для каждого s ∈ I: u = w(s) и v = f̂(s, w(s), ϕ(s)) являются
элементами пространства H. Имеем〈

w(s), b+ aw(s) + f̂(s, w(s), ϕ(s))
〉
H

=
〈
u, b+ au+ v

〉
H

=

∫ h

0

a
(
u2(τ) + u′

2
(τ)
)
dτ + b

∫ h

0

u(τ)dτ

+

∫ h

0

(
u(τ)v(τ) + u′(τ)v′(τ)

)
dτ

≥ a‖u‖2
H − b

√
h‖u‖H − ‖u‖H‖v‖H .

Поэтому, 〈
w, γ

〉
L2=

∫ 1

0

〈
w(s), b+ aw(s) + f̂(s, w(s), ϕ(s))

〉
H
ds

≥
∫ 1

0

(
a‖w(s)‖2

H − |b|
√
h ‖w(s)‖H − ‖f̂(s, w(s), ϕ(s))‖H ‖w(s)‖H

)
ds
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≥ a‖w‖2
2 − |b|

√
h‖w‖2 −

∫ 1

0

‖w(s)‖H c
(
1 + ‖w(s)‖H + ‖ϕ(s)‖Y

)
ds

≥ (a− c)‖w‖2
2 − (b

√
h+ c)‖w‖2 − cr

∫ 1

0

‖w(s)‖H‖ϕ(s)‖H ds

≥ (a−c)‖w‖2
2−(b
√
h+c)‖w‖2−cr

∫ 1

0

‖w(s)‖H ds
(
d+dr

∫ 1

0

‖w(s)‖Hds
)
erd

≥ (a− c− cdr2erd)‖w‖2
2 − (b

√
h+ c+ cdrerd)‖w‖2 > 0

при

‖w‖2 >
b
√
h+ c+ cdrerd

a− c− cdr2erd
.

Из Теоремы 5.3.1 мы заключаем, что задача (5.3.5) имеет решение.
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// Nonlinear Anal.: TMA. -2006. -V.64. -No.8. -P.1710-1736.

[49] Экланд И. Выпуклый анализ и вариационные проблемы / И. Экланд,

Р. Темам. -М.: Мир, 1979.

[50] Elworthy K.D. Differential structures and Fredholm maps on Banach

manifolds / K.D. Elworthy, A.J. Tromba // Proc. Sympos. Pure Math.

-1968. -V. 15. -P. 45–94.

[51] Erbe L. Boundary value problems for second order nonlinear differential

inclusions / L. Erbe, W. Krawcewicz // Qualitative theory of differential

equations (Szeged). -1988). -P.163–171.

[52] Erbe L. Existence of solutions to boundary value problems for impulsive

second order differential inclusions / L. Erbe, W. Krawcewicz // Rocky

Mountain J. Math. -1992. -V.22. -No.2. -P.519–539.

246
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and W. Kryszewski // Reports on Mathematical Physics. -1992. -V.31. -

No.2. -P.217-239.
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