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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ñïåêòðàëüíîé òåîðèè

ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ ñ îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè, äåéñòâóþùèìè

â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå âåêòîðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Íåîáõîäèìîñòü ðàçâèòèÿ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ

äèêòóåòñÿ ðàçëè÷íûìè îáñòîÿòåëüñòâàìè. Ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû øèðîêî

èñïîëüçóþòñÿ ïðè ñîçäàíèè ìåòîäîâ äèñêðåòèçàöèè äèôôåðåíöèàëüíûõ,

èíòåãðàëüíûõ è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Òåîðèÿ ðàçíîñò-

íûõ óðàâíåíèé øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ÷èñëåííîì àíàëèçå, òåîðèè óïðàâ-

ëåíèÿ, êîìïüþòåðíûõ íàóêàõ, à òàêæå ïðèìåíÿåòñÿ ïðè èçó÷åíèè ìàòåìà-

òè÷åñêèõ ìîäåëåé, âîçíèêàþùèõ â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû, êâàíòîâîé

ìåõàíèêå, ïðè îïèñàíèè õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé è ò. ä.

Ïåðâûå èññëåäîâàíèÿ, ïîñâÿùåííûå ðàçíîñòíûì îïåðàòîðàì, ïîÿâèëèñü

åùå â êîíöå XIX � íà÷àëå XX ñòîëåòèÿ. Â ðàáîòàõ Î. Ïåððîíà è À.

Ïóàíêàðå èçó÷àëèñü âîïðîñû ïîâåäåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè íåêîòîðûõ òè-

ïîâ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ, ñâÿçàííûõ ñ îïåðàòîðàìè âçâåøåííîãî ñäâèãà.

Âíèìàíèå ê ðàçíîñòíûì óðàâíåíèÿì ïðåæäå âñåãî îáóñëîâëåíî èõ ïðè-

ìåíåíèåì â èññëåäîâàíèÿõ ðàçðåøèìîñòè ðàçëè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ,

èíòåãðàëüíûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (ðàáîòû À. Á. Àíòîíåâè÷à, À.

Ã. Áàñêàêîâà, Ì. Ñ. Áè÷åãêóåâà, Ð. Áåëëìàíà è Ê. Ë. Êóêà, È. Ö. Ãîõáåðãà

è È. À. Ôåëüäìàíà, Â. Ã. Êóðáàòîâà, Õ. Ë. Ìàññåðà è Õ. Õ. Øåôôåðà, Ä.

Õåíðè).

Â ìîíîãðàôèÿõ Ç. Íèòåöêè, Ï. Õàëìîøà, Þ. Ä. Ëàòóøêèíà è À. Ì.

Ñòåïèíà îòðàæåíî èñïîëüçîâàíèå ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ â ñïåêòðàëüíîé

òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ñâÿçü ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ ñ çàäà÷àìè

òåîðèè ôóíêöèé ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ Þ. Ô. Êîðîáåéíèêà, À. À.

Ìèðîëþáîâà è Ì. À. Ñîëäàòîâà, Í. Ê. Íèêîëüñêîãî, À. Ë. Øèëäñà.
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Îñîáåííî âàæíîå çíà÷åíèå ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ

ïðèîáðåëî â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðè èçó÷åíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ íåîãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåí-

òàìè. Òàê â ñòàòüÿõ À. Ã. Áàñêàêîâà êàæäîìó ëèíåéíîìó îïåðàòîðó, äåé-

ñòâóþùåìó â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíê-

öèé íà âñåé îñè (ïîëóîñè), ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ðàçíîñòíûé îïåðàòîð,

äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åííûõ âåêòîðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòè îïåðàòîðû îäíîâðåìåííî îáðàòèìû, èìåþò îäè-

íàêîâîé ðàçìåðíîñòè ÿäðà, èìåþò îäèíàêîâóþ êîðàçìåðíîñòü îáðàçîâ.

Ìíîãèå ñâîéñòâà ðåøåíèé (îãðàíè÷åííîñòü, ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü, óñòîé-

÷èâîñòü) ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ (äèôôåðåíöèàëüíûõ) óðàâíåíèé òåñíî ñâÿ-

çàíû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñâîéñòâàìè ðàçíîñòíîãî (äèôôåðåíöèàëüíîãî)

îïåðàòîðà, îïðåäåëÿþùåãî ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå è äåéñòâóþùåãî â

ïîäõîäÿùåì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Åãî ñâîéñòâà îáðàòèìîñòè, êîð-

ðåêòíîñòè, ôðåäãîëüìîâîñòè, à òàêæå ñòðóêòóðà ñïåêòðà çàâèñÿò îò ðàç-

ìåðíîñòè ÿäðà, êîðàçìåðíîñòè îáðàçà, èõ äîïîëíÿåìîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, òåìà äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ âïîëíå àêòóàëüíîé.

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ðàçíîñòíûõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-

ðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, âîïðîñàì îáðàòèìîñòè, îïèñàíèþ ÿäåð, îáðàçîâ,

ïðîåêòîðîâ íà ÿäðà è îáðàçû. Áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ îïèñàíèþ îãðà-

íè÷åííûõ ðåøåíèé ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, îïèñàíà ñòðóê-

òóðà ðåøåíèé, ïîëó÷åíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé.

Öåëü ðàáîòû.

1. Èçó÷åíèå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïî-

ðÿäêà.

2. Èçó÷åíèå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âòî-

ðîãî ïîðÿäêà.
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3. Èçó÷åíèå êà÷åñòâåííîé ñòðóêòóðû ðåøåíèé ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ

ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ èñïîëüçóåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ è ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ, òåîðèÿ ïîëóãðóïï, òåîðèÿ ãàðìîíè÷å-

ñêîãî àíàëèçà, ïðèåì ñîïîñòàâëåíèå èññëåäóåìîìó îïåðàòîðó îïåðàòîðíîé

ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà è ïîñëåäóþùåå èñïîëüçîâàíèå òåîðèè ðàçíîñò-

íûõ îïåðàòîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà, îïðåäåëÿåìûõ ýòîé îïåðàòîðíîé ìàòðè-

öåé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâ-

ëÿþòñÿ íîâûìè. Èç íèõ âûäåëèì ñëåäóþùèå:

1. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ (óðàâíåíèé) âòîðîãî ïî-

ðÿäêà:

• ïîëó÷åíû óñëîâèÿ èíúåêòèâíîñòè îïåðàòîðîâ, îïèñàíû èõ ÿäðà,

ïðîåêòîðû íà ÿäðà îïåðàòîðîâ;

• èññëåäîâàíî ñâîéñòâî ñþðúåêòèâíîñòè îïåðàòîðîâ, îïèñàíû èõ îá-

ðàçû, ïðîåêòîðû íà îáðàçû îïåðàòîðîâ;

• ïîëó÷åíû óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè, ÿâíûé âèä îáðàòíîãî îïåðàòîðà;

• èññëåäîâàíû óñëîâèÿ ôðåäãîëüìîâîñòè;

• ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé îäíîðîäíîãî

ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ.

2. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (óðàâíåíèé) âòî-

ðîãî ïîðÿäêà:

• ïîëó÷åíû óñëîâèÿ èíúåêòèâíîñòè îïåðàòîðîâ;

• èññëåäîâàíî ñâîéñòâî ñþðúåêòèâíîñòè îïåðàòîðîâ;
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• ïîëó÷åíî óñëîâèå îáðàòèìîñòè, ôîðìóëà äëÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà.

3. Èçó÷åíèå êà÷åñòâåííîé ñòðóêòóðû ðåøåíèé ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïåð-

âîãî ïîðÿäêà:

• ïîëó÷åíû ôîðìóëû àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ðàç-

íîñòíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà;

• ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðå-

òè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðè äàëüíåéøåì ðàçâèòèè

ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ðàçíîñòíûõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âòî-

ðîãî ïîðÿäêà, à òàêæå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåîãðàíè÷åííûìè

îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà Âîðî-

íåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå Ñ.Ã. Êðåéíà 2014 [9], íà âåñåííåé

ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå ¾Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ XXV¿ 2014 [6], íà Êðûì-

ñêîé îñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå 2012 [4], íà Êðûìñêîé ìåæäóíàðîä-

íîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè 2013 [5], íà ìàòåìàòè÷åñêîì èíòåðíåò-

ñåìèíàðå ISEM-2013 [12], ISEM-2014 (Ãåðìàíèÿ, Áëàóáîéðåí), íà ìåæäó-

íàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Spectral Theory and Di�erential Equations¿, ïîñâÿ-

ùåííîé 100-ëåòèþ Á. Ì. Ëåâèòàíà [14], íà ñåìèíàðàõ À.Ã. Áàñêàêîâà, à

òàêæå íà íàó÷íûõ ñåññèÿõ ÂÃÓ.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáî-

òàõ [1-14]. Ðàáîòû [2], [7], [8], [10], [11] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ

ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìè-

íîáðíàóêè ÐÔ. Èç ñîâìåñòíîé ïóáëèêàöèè [11] â äèññåðòàöèþ âêëþ÷åíû

ðåçóëüòàòû, ïðèíàäëåæàùèå ëè÷íî àâòîðó.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
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÷åòûðåõ ãëàâ, ðàçäåëåííûõ íà ïàðàãðàôû, è áèáëèîãðàôèè, ñîäåðæàùåé

110 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè - 99 ñòðàíèö.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ñïåêòðàëüíîé

òåîðèè îïåðàòîðîâ, íåîáõîäèìûå äëÿ èçëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.

Âî âòîðîé ãëàâå â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå lp = lp (Z,X), 1 ≤ p ≤

∞, äâóñòîðîííèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåêòîðîâ èç êîìïëåêñíîãî áàíàõîâà

ïðîñòðàíñòâà X (EndX � áàíàõîâà àëãåáðà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðà-

òîðîâ, äåéñòâóþùèõ â X) ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå âòîðîãî

ïîðÿäêà âèäà:

x(n+ 2) + B1(n)x(n+ 1) +B2(n)x(n) = f(n), n ∈ Z, (1)

ãäå f ∈ lp , Bk : Z → EndX, k = 1, 2, � îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðíîçíà÷íûå

ôóíêöèè, ò. å. Bk ∈ l∞ (Z, EndX), k = 1, 2. Ñèìâîëîì S îáîçíà÷èì îïåðà-

òîð ñäâèãà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç lp : (Sx)(k) = x(k + 1), k ∈ Z, x ∈ lp .

Ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ∈ lp ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü y : Z → X2 = X × X âèäà: y(n) = (x1(n), x2(n)), n ∈ Z,

x1 = x, x2 = Sx. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ∈ lp åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y ∈ lp (Z,X2) óäîâëåòâîðÿ-

åò óðàâíåíèþ (ðàññìàòðèâàåìîìó â lp (Z,X2)):

z(n+ 1) + U(n)z(n) = f̃(n), n ∈ Z, (2)

ãäå f̃ ∈ lp (Z,X2), f̃(n) = (0, f(n)), n ∈ Z, è îïåðàòîðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ

U : Z → EndX2 èìååò âèä: êàæäûé îïåðàòîð U(n) ∈ EndX2 çàäàåòñÿ

(îïðåäåëÿåòñÿ) â X× X ìàòðèöåé: 0 −I

B2(n) B1(n)

 . (3)
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Óðàâíåíèÿ (1) è (2) çàïèøåì â îïåðàòîðíîì âèäå:

Dx = f, f ∈ lp = lp (Z,X),

Dy = g, g ∈ lp (Z,X× X), (4)

ãäå ðàçíîñòíûé îïåðàòîð D ∈ End lp (Z,X) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

D = S2 + B̃1S + B̃2.

Â ýòîé ôîðìóëå B̃1, B̃2 ∈ End lp (Z,X) � îïåðàòîðû óìíîæåíèÿ â lp (Z,X)

íà îïåðàòîðíûå ôóíêöèè B1, B2 : Z → EndX ñîîòâåòñòâåííî, ò. å.

(B̃kx)(n) = Bk(n)x(n), n ∈ Z, x ∈ lp (Z,X), k = 1, 2.

Îïåðàòîð D ∈ End lp (Z,X2) â (4) èìååò âèä:

D = S+ B,

ãäå îïåðàòîðû S,B ∈ End lp (Z,X2) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè:

Sx = (Sx1, Sx2), (Bx)(n) =

 0 −I

B2(n) B1(n)

 x1(n)

x2(n)

 ,

n ∈ Z, x = (x1, x2) ∈ lp (Z,X2) ≃ lp (Z× X)× lp (Z× X).

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð D îïðåäåëÿåòñÿ â lp × lp ìàòðèöåé âèäà: S −I

B̃2 S + B̃1

 .

Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ èõ îáðàòèìîñòè,

ôðåäãîëüìîâîñòè, ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé îä-

íîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ.

Äàëåå ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ

Îïðåäåëåíèå 2.2.1 Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è A ∈ EndX . Ðàñ-

ñìîòðèì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
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1) KerA = {x ∈ X : Ax = 0} = {0} (ò. å. A � èíúåêòèâíûé îïåðàòîð);

2) 1 ≤ n = dim Ker A < ∞;

3) Ker A � áåñêîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â X (dim Ker A = ∞);

4) Ker A � äîïîëíÿåìîå ïîäïðîñòðàíñòâî â X ;

5) ImA = ImA (îáðàç îïåðàòîðà A çàìêíóò â X ), ÷òî ýêâèâàëåíòíî ïî-

ëîæèòåëüíîñòè âåëè÷èíû (ìèíèìàëüíîãî ìîäóëÿ îïåðàòîðà A)

γ(A) = inf
x∈X\KerA

||Ax||
dist(x,Ker A)

,

ãäå dist (x,Ker A) = inf
x0∈KerA

||x−x0|| � ðàññòîÿíèå îò âåêòîðà x äî ïîäïðî-

ñòðàíñòâà Ker A;

6) îïåðàòîð A êîððåêòåí (ðàâíîìåðíî èíúåêòèâåí), ò. å. Ker A = {0} è

γ(A) > 0;

7) ImA � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç X êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè, ò. å.

codim ImA = m ≥ 1;

8) ImA � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî â X áåñêîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè, ò.

å. codim ImA = ∞;

9) ImA ̸= X , ImA = X ;

10) ImA ̸= X ;

11) ImA = X (A � ñþðúåêòèâíûé îïåðàòîð);

12) îïåðàòîð A îáðàòèì (ò. å. Ker A = {0} è ImA = X ).

Åñëè äëÿ îïåðàòîðà A âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ èç ñîâîêóïíîñòè óñëîâèé

σ = {i1, i2, . . . ik}, ãäå 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ 12, òî áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî îïåðàòîð A íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè îáðàòèìîñòè σ. Ìíîæåñòâî âñåõ

ñîñòîÿíèé îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà A îáîçíà÷èì ñèìâîëîì StinvA.

Âòðåòüåì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ýâîëþöèîííîãî ñåìåéñòâà è ýêñ-

ïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X ðàññìàòðèâàåò-

ñÿ îïåðàòîð A ∈ EndX âèäà A = A2 + C1A + C2 ∈ EndX . Íàðÿäó ñ
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îïåðàòîðîì A ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð A ∈ EndX 2, çàäàííûé ìàòðèöåé A −I

C2 A+ C1

 , ò. å. Ax = (Ax1−x2, C2x1+(A+C1)x2), x = (x1, x2) ∈ X 2.

Òåîðåìà 2.4.1 Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé îáðàòèìîñòè îïåðàòîðîâ A è A

ñîâïàäàåò: StinvA = StinvA.

Òåîðåìà 2.5.1 Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé îáðàòèìîñòè ðàçíîñòíûõ îïåðà-

òîðîâ D ∈ End lp (Z,X), D ∈ End lp (Z,X× X) ñîâïàäàþò.

Òåîðåìà 2.5.4 Îïåðàòîðû D è D îäíîâðåìåííî îáðàòèìû è îáðàòíûé ê

D èìååò âèä:

 D−1(S + B̃1) D−1

SD−1(S + B̃1)− I SD−1

 .

Òåïåðü ðàññìîòðèì ðàçíîñòíûé îïåðàòîð

D : lp → lp = lp (Z,X), (Dx)(n) = x(n+2)+B1x(n+1)+B2x(n), n ∈ Z, x ∈ lp ,

ãäå B1, B2 ∈ EndX. Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ

H = HD : T → EndX, H(γ) = γ2I + γB1 +B2, γ ∈ T = {λ ∈ C : |λ| = 1},

êîòîðóþ íàçîâåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà D. Äîïîëíå-

íèå s(H) = T \ ρ(H) ê (îòêðûòîìó) ìíîæåñòâó ρ(H) = {γ0 ∈ T : H(γ0) -

îáðàòèìûé îïåðàòîð èç EndX} íàçîâåì ñèíãóëÿðíûì ìíîæåñòâîì ôóíê-

öèè.

Òåîðåìà 2.5.5 Ðàçíîñòíûé îïåðàòîð D (ñ ïîñòîÿííûìè îïåðàòîðíûìè

êîýôôèöèåíòàìè B1, B2) îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæå-

ñòâî s(H) = ∅. Åñëè s(H) = ∅, òî îáðàòíûé îïåðàòîð D−1 ∈ End lp

ïðåäñòàâèì â âèäå

(D−1x)(n) = (G ∗ x)(n) =
∑
m∈Z

G(n−m)x(m), n ∈ Z, x ∈ lp (Z,X).

Ôóíêöèÿ G ïðèíàäëåæèò áàíàõîâîé àëãåáðå l1(Z, EndX) (ñî ñâåðòêîé
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ôóíêöèé â êà÷åñòâå óìíîæåíèÿ) è äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå âèäà

G(n) =
1

2π

∫
T

(H(γ))−1γndγ, n ∈ Z.

Â óñëîâèÿõ ñëåäóþùåé òåîðåìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò (â ðàâ-

íîìåðíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè) ïðåäåëû: lim
n→±∞

B1(n) = B±
1 ∈ EndX,

lim
n→±∞

B2(n) = B±
2 ∈ EndX. Ñïåêòðû σ(B±) îïåðàòîðîâ B± ∈ EndX2, îïðå-

äåëÿåìûõ îïåðàòîðíûìè ìàòðèöàìè

 0 −I

B±
2 B±

1

 , ñîâïàäàþò ñî ñïåêòðîì

σ(L±) ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðíîãî ïó÷êà L±(λ) = λ2I −B±
1 λ+B±

2 .

Òåîðåìà 2.5.8 Ðàçíîñòíûé îïåðàòîð D ∈ End lp îáðàòèì, åñëè ñïåê-

òðàëüíûå ðàäèóñû r (L±) = max{|λ|, λ ∈ σ(L±)} îïåðàòîðíûõ ïó÷êîâ L±

ìåíüøå åäèíèöû.

Ïðåäïîëîæåíèå 2.5.1 Ñóùåñòâóþò ÷èñëà a, b ∈ Z, a ≤ b, òàêèå, ÷òî

ñåìåéñòâî ýâîëþöèîííûõ îïåðàòîðîâ U äîïóñêàåò ýêñïîíåíöèàëüíóþ äè-

õîòîìèþ íà ìíîæåñòâàõ Z−,a = {n ∈ Z | n ≤ a},Zb,+ = {n ∈ Z | n ≥ b}

ñ ðàñùåïëÿþùèìè ïàðàìè ïðîåêòîðíîçíà÷íûõ ôóíêöèé P−, Q− : Z−,a →

EndX, P+, Q+ : Zb,+ → EndX.

Òåîðåìà 2.5.10 Ïóñòü X � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Îïåðàòîð

D ∈ End lp (Z,X) ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëüìîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñåìåéñòâî ýâîëþöèîííûõ îïåðàòîðîâ U : ∆ → End (X×X), ïîñòðîåííûõ

ïî ôóíêöèè U : Z → End (X × X), îïðåäåëÿåìîé ìàòðèöåé âèäà (3), óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðåäïîëîæåíèÿ 2.5.1.

Òåîðåìà 2.5.11 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.5.8, îïåðàòîðû

B1(n), B2(n), n ∈ Z, êîìïàêòíû è σ(B±)
∩
T = ∅. Òîãäà îïåðàòîð D ∈

End lp (Z,X) ôðåäãîëüìîâ.
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Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

x(n+ 2) +B1(n)x(n+ 1) +B2(n)x(n) = 0, n ∈ Z+. (5)

Ïðåäïîëîæåíèå 2.5.2 Ïóñòü ôóíêöèè B1, B2 : Z+ → EndX ÿâëÿþòñÿ

ïîñòîÿííûìè (Bk(n) ≡ Bk ∈ EndX, n ∈ Z+, k = 1, 2) è âñå ðåøåíèÿ îäíî-

ðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìîãî íà Z+, îãðàíè÷åíû.

Òåîðåìà 2.5.12 Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ 2.5.2 è óñëîâèå σ(B)∩

T = {γ1, . . . , γm}. Òîãäà ñóùåñòâóþò îïåðàòîðíîçíà÷íûå ôóíêöèè Ak ∈

l∞(Z+, EndX2) , 1 ≤ k ≤ m, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x : Z+ → X

óðàâíåíèÿ (5) èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà: (x(n), x(n + 1)) =

(
m∑
k=1

γn
kAk(n))(x(0), x(1)), n ∈ Z+. Ôóíêöèè Ak, 1 ≤ k ≤ m, îáëàäàþò ñëå-

äóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) îïåðàòîðû Ak(n) ∈ EndX2, n ∈ Z+, ïðèíàäëåæàò íàèìåíüøåé çàìêíó-

òîé ïîäàëãåáðå AB èç EndX2, ñîäåðæàùåé îïåðàòîð B;

2) lim
n→∞

||Ak(n+ 1)− Ak(n)|| = 0; 3) lim
n→∞

||BAk(n)− γkAk(n)|| = 0;

4) lim
n→∞

||Ak(n)Aj(n)|| = 0 äëÿ k ̸= j, 1 ≤ k, j ≤ m.

Â òðåòüåé ãëàâå â ïðîñòðàíñòâå Lp ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå âèäà:

ẍ+B1(t)ẋ+B2(t)x = f(t), t ∈ R (6)

ãäå x ∈ W 2
p , p ∈ [1,∞], f ∈ L∞ (R,X), Bi ∈ L∞ (R, EndX), i = 1, 2.

Ïóòåì çàìåíû

y1(t) = x(t), y2(t) = ẋ(t), t ∈ R, (7)

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà (6) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ âèäà:

ẏ + B(t)y = f̃(t), (8)

ãäå t ∈ R, y ∈ W 1
p (R,X × X), p ∈ [1,∞], f̃ ∈ L∞ (R,X × X), à ôóíêöèÿ
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B ∈ L∞ (R, End (X× X)) èìååò âèä:

(By)(t) =

 0 −I

B2(t) B1(t)

 y1(t)

y2(t)



y(t) =

 y1(t)

y2(t)

 , f̃(t) =

 0

f(t)

 , t ∈ R.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X ðàññìàòðèâàåòñÿ îïå-

ðàòîð A = A2 + C1A + C2 : D(A) ⊂ X → X , ãäå D(A) = D(A2) = {x ∈

D(A) : Ax ∈ D(A)} è îïåðàòîð A : D(A) ⊂ X × X → X × X , çàäàííûé â

X × X ìàòðèöåé

 A −I

C2 A+ C1

 .

Òåîðåìà 3.2.1 Îïåðàòîð A îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðà-

òèì îïåðàòîð A.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå â êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàí-

ñòâå X ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà âèäà:

x(t+ 1) = Bx(t) + f(t), t ∈ R, B ∈ EndX, f ∈ C0. (9)

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î êà÷åñòâåííîé

ñòðóêòóðå îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà 4.1.1 Åñëè ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîå îãðàíè÷åí-

íîå ðåøåíèå x : R → X óðàâíåíèÿ (9), òî îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå:

x(t) =
m∑
j=1

xj(t)e
iφjt, t ∈ R, ãäå xj ∈ C1,∞, 1 ≤ j ≤ m, à ÷èñëà φj ïðè-

íàäëåæàò ïðîìåæóòêó [0, 2π), ïðè÷åì σ(B) ∩ T = {eiφ1, . . . , eiφm}, T =

{λ ∈ C : |λ| = 1}.

Òåîðåìà 4.3.1 Ïóñòü B ∈ EndX - ëèíåéíûé îïåðàòîð, ñïåêòð êîòîðîãî

σ(B) îáëàäàåò ñâîéñòâîì: σ(B) ∩ T = 1. Åñëè ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå

ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîå ðåøåíèå x0 óðàâíåíèÿ (9), òî îíî ÿâëÿåòñÿ ïå-

ðèîäè÷åñêîé íà áåñêîíå÷íîñòè ïåðèîäà 1 ôóíêöèåé.
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Òåîðåìà 4.4.1 Ïóñòü ñïåêòð îïåðàòîðà B îáëàäàåò ñâîéñòâîì:

σ(B) = {λ1, . . . , λm} ⊂ T, ãäå λ1, . . . , λm - ïîëóïðîñòûå ñîáñòâåííûå çíà÷å-

íèÿ, ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò êëàññó Âèíåðà. Òîãäà óðàâíåíèå (9) èìååò

îãðàíè÷åííîå íåïðåðûâíîå ðåøåíèå.
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