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Список обозначений

C—множество комплексных чисел;

N—множество натуральных чисел;

Z—множество целых чисел;

Z+ = N
⋃
{0} — множество неотрицательных целых чисел;

X —комплексное банахово пространство;

H—комплексное гильбертово пространство;

EndH— банахова алгебра линейных ограниченных операторов,

действующих в гильбертовом пространстве H;

S2(H) —идеал операторов Гильберта–Шмидта, действующих в

гильбертовом пространстве H;

‖ · ‖2 —норма Гильберта–Шмидта;

S1(H) —идеал ядерных операторов, действующих в гильбертовом

пространстве H;

U—пространство допустимых возмущений с нормой ‖ · ‖∗;

lp— банахово пространство последовательностей, суммируемых со

степенью p ≥ 1;

lp(Ω) — банахово пространство последовательностей x : Ω→ C, сум-

мируемых со степенью p ≥ 1 и нормой ‖x‖p =

(∑
n∈Ω

|x(n)|p
) 1

p

;

L2[0, ω] — гильбертово пространство комплексных измеримых на
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[0, ω] классов функций, суммируемых с квадратом модуля;

W 2
2 [0, ω] —пространство Соболева {x ∈ L2[0, ω] : x′ абсолютно

непрерывна и x′′ ∈ L2[0, ω]};

σ(A) — спектр линейного оператора A;

ρ(A) — резольвентное множество линейного оператора A;

R(·, A) —резольвента линейного оператора A;

Ker A—ядро оператора A;

ImA— образ оператора A;

I — тождественный оператор.
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Введение

Актуальность темы. В диссертационной работе рассматривают-

ся задачи дальнейшего развития метода подобных операторов и его

применения к исследованию спектральных свойств дифференциаль-

ных операторов второго порядка с негладким комплексным потенци-

алом, определяемых периодическими и квазипериодическими крае-

выми условиями (операторов Штурма–Лиувилля). Одним из самых

распространенных методов исследования в теории возмущений ли-

нейных операторов является резольвентный метод, который основы-

вается на представлении проекторов Рисса возмущенных операто-

ров с помощью интегральной формулы Коши. Данный метод лежит

в основе исследований, проводимых в известных монографиях Дан-

форда и Дж. Т. Шварца [21], Т. Като [32], Н. М.А. Наймарка [42].

Однако изучаемые операторы не всегда удовлетворяют условиям,

необходимым для применения этого метода. В первую очередь это

связано с оценкой проекторов, при получении оценок безусловной

равносходимости спектральных разложений.

В качестве метода исследования выбран метод подобных опе-

раторов, который берёт своё начало с метода Пуанкаре нормаль-

ных форм для обыкновенных дифференциальных уравнений [2] и
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тесно связан с методом A.M. Ляпунова кинематического подобия

дифференциальных операторов [16], абстрактным вариантом заме-

ны Крылова-Боголюбова [3], [10].

Впервые метод подобных операторов был изложен К.О. Фри-

дрихсом [48] для возмущенных самосопряженных операторов с аб-

солютно непрерывным спектром. Р. Тернером [61] для возмущенных

нормальных вполне непрерывных операторов были получены теоре-

мы о возможности их преобразования к диагональному оператору в

базисе невозмущенного оператора.

Дальнейшее своё развитие метод подобных операторов полу-

чил в работах А.Г. Баскакова [5] - [13] и его учеников, который стал

использовать технику абстрактного гармонического анализа линей-

ных операторов.

Суть метода подобных операторов состоит в преобразовании

подобия исследуемого дифференциального оператора в оператор,

спектральные свойства которого близки к спектральным свойствам

хорошо изученного оператора. Тем самым значительно упрощается

изучение исследуемого оператора.

В диссертационной работе существенно используется термино-

логия из [41], где применялась техника, основанная на оценках ре-

зольвенты возмущенного оператора, позволяющая получать важные

результаты об асимптотическом поведении модуля разности возму-

щенного и невозмущенного оператора Хилла-Шредингера и его за-

висимости от гладкости потенциала v. Также в диссертации приме-

няется терминология из [16], связанная с понятиями и результата-
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ми по теории операторных идеалов (ядерные операторы, операторы

Гильберта–Шмидта и т.д.).

Метод подобных операторов применяется к исследованию спек-

тральных свойств широкого класса дифференциальных операторов.

Описанное в диссертации применение метода позволяет более глу-

боко изучить спектральные свойства исследуемого дифференциаль-

ного оператора Штурма–Лиувилля: получить уточненную, по срав-

нению с известной ранее, асимптотику спектра.

Наиболее сильные результаты по асимптотике собственных зна-

чений оператора Хилла–Шрёдингера получены Марченко В.А. в ра-

боте [40], для рассматриваемого нами дифференциального операто-

ра, в случае вещественнозначного потенциала.

Также отметим работы А.М. Савчука и А.А. Шкаликова [51],

[52], в которых проведены исследования для потенциала из про-

странства W−1
2 , поэтому и оценки являются более грубыми по срав-

нению с приведенными в диссертации. Существенное усиление ре-

зультатов из статей [51], [52] было получено в диссертации А.О.Щер-

бакова [53]. Важно отметить, что его результаты исследования были

основаны на методе подобных операторов.

Недавние исследования ряда математиков (Х.Р.Мамедова,

П. Джакова, Б.С. Митягина, А.А.Шкаликова, О.А.Велиева,

Н.Дернека; см. статьи [37], [41], [51], [52], [54]) по условиям спек-

тральности дифференциальных операторов второго порядка, опре-

деляемых периодичсекими и квазипериодическими краевыми усло-

виями, показывали важность получения более точных асимптоти-
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ческих формул для собственных значений и уточненных оценок от-

клонений проекторов от классических систем проекторов. Получе-

ние таких уточненных формул для собственных значений изучаемых

дифференциальных операторов важны при оценке лакун в спектре

соответствующего оператора Хилла–Шредингера, рассматриваемо-

го в L2(R), в случае периодического комплексного потенциала. Та-

ким образом, тема диссертации является актуальной.

Цель работы. Целью работы является дальнейшее развитие

метода подобных операторов и его применение к исследованию спек-

тральных свойств оператора Штурма–Лиувилля:

1. Построение оператора преобразования оператора Штурма–

Лиувилля к оператору с блочно–диагональной матрицей.

2. Спектральный анализ дифференциальных операторов, возму-

щенных оператором Гильберта–Шмидта:

• получение асимптотических оценок собственных значений;

• получение оценок спектральных проекторов и оценок рав-

носходимости спектральных разложений.

Методы исследования. Основным методом исследования

спектральных свойств рассматриваемого оператора является метод

подобных операторов [3] - [13].

Научная новизна. Основные результаты, полученные в дис-

сертационной работе, являются новыми. Отметим некоторые из них:

1. Разработка абстрактной схемы применения метода подобных
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операторов для операторов, близких к рассматриваемому опе-

ратору Штурма–Лиувилля.

2. Спектральный анализ несамосопряженного оператора

Штурма–Лиувилля с негладким потенциалом, задаваемого

периодическими и квазипериодическими краевыми условиями:

• получение новых асимптотических оценок для собственных

значений оператора Штурма–Лиувилля;

• оценки отклонений спектральных проекторов возмущенно-

го и невозмущенного операторов (получение оценок без-

условной равносходимости спектральных разложений).

Практическая и теоретическая значимость. Полученные

в работе результаты носят теоретический характер и строго обосно-

ваны широким использованием методов спектральной теории опе-

раторов и дифференциальных уравнений.

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались

на Крымских осенних математических школах [28], [30], [31], на

Крымской международной математической конференции [29], [57],

на Воронежской зимней математической школе С.Г.Крейна [26], на

весенней математической школе "Понтрягинские чтения XXI" [27],

на математическом интернет-семинаре ISEM (Германия, Блаубой-

рен) [58], на конференции, посвященной 100-летию Б.М. Левитана

”Спектральная теория и дифференциальные уравнения” [59], на се-

минарах А.Г.Баскакова, а также на научных сессиях ВГУ.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликова-
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ны в 12 работах [23] - [31], [57] - [59], три из которых [23] - [25]

включены в перечень рецензируемых журналов и изданий, рекомен-

дованных ВАК Минобрнауки РФ.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из

введения, четырех глав, разделенных на параграфы, и библиогра-

фии, содержащей 61 наименование. Общий объем диссертации - 123

страницы.

Содержание диссертации

В первой главе введены используемые в диссертации понятия

спектральной теории операторов, которые необходимы при форму-

лировании основных результатов (первый параграф). Также приво-

дятся определения и теоремы метода подобных операторов (второй

параграф). В основе метода лежат понятия подобных операторов и

допустимой тройки (определения 1.24, 1.25) и формулируется ос-

новная теорема метода подобных операторов 1.7. Используемые в

диссертации понятия содержатся в монографиях [1], [17] - [20], [22],

[33] - [38], [43], [49], [50], [55], [56], [60] и статьях [7] - [13], [15], [39],

[45] - [47]. В третьем параграфе вводится в рассмотрение исследу-

емый в диссертации дифференциальный оператор второго порядка

с негладким потенциалом

Lθ : D(L) ⊂ L2[0, ω]→ L2[0, ω], θ ∈ [0, 1],

порожденный на промежутке [0, ω] дифференциальным выражени-

ем

l(x) = −x′′ − vx,
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с областью определения

D(Lθ) =
{
x ∈ W 2

2 [0, ω] : x(ω) = eiπθx(0), x′(ω) = eiπθx′(0)
}
.

Во второй главе метод подобных операторов применяется к ис-

следованию спектральных свойств абстрактных линейных операто-

ров, близких к изучаемому оператору. В первом параграфе метод

подобных операторов применяется к абстрактным линейным опе-

раторам, действующих в сепарабельном гильбертовом пространстве

H. Рассматривается оператор A− B, где оператор B принадлежит

двустороннему идеалу операторов Гильберта–Шмидта S2(H), опе-

ратор A = Aθ : D(A) ⊂ H → H— самосопряженный оператор с

компактной резольвентой, спектр σ(Aθ) которого образует последо-

вательность собственных значений вида

λn =

(
π

ω
(2n+ θ)

)2

, ω > 0, n ∈ Z+, для θ ∈ {0, 1},

λn,θ =

(
π

ω
(2n+ θ)

)2

, ω > 0, n ∈ Z, для θ ∈ (0, 1).

Вводятся ортогональные проекторы Рисса Pn = Pθ,n, n ∈

Z+, θ ∈ {0, 1} и Pn = Pθ,n, n ∈ Z, θ ∈ (0, 1), которые для любого

x ∈ H определяются следующим образом:

P0,nx = (x, en)en + (x, e−n)e−n, n ∈ N, P0,0x = (x, e0)e0, θ = 0,

Pθ,nx = (x, eθ,n)eθ,n, n ∈ Z, θ ∈ (0, 1),

P1,nx = (x, en)en + (x, e−n−1)e−n−1, n ∈ Z+, θ = 1,

где en, n ∈ Z,— собственные функции оператора Aθ для θ = 0 и

θ = 1 и eθ,n— собственные функции для θ ∈ (0, 1).
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Наряду с указанными трансформаторами рассматриваются по-

следовательности трансформаторов Jm = Jθ,m,Γm = Γθ,m,m ≥ 0,

определенные равенствами:

JmX = Jθ,mX = J(X − P(m)XP(m)) + P(m)XP(m),

ΓmX = Γθ,mX = Γ(X − P(m)XP(m)).

Во втором параграфе второй главы строится абстрактная схе-

ма применения метода подобных операторов для операторов, близ-

ких к рассматриваемому оператору Штурма–Лиувилля. Рассмотре-

на основная теорема о подобии, а также получено асимптотическое

представление для оператора Aθ −B.

В пространстве S2(H) определяется семейство трансформато-

ров Jθ,m,Γθ,m,m ≥ 0, θ ∈ [0, 1], задаваемое на операторах X ∈

S2(H) следующими формулами:

JperX =
∑
k≥0

PkXPk =
∑
k∈Z

PkXPk+
∑
k∈Z

PkXP−k+P0XP0, X ∈ S2(H),

JapX =
∑
n≥0

PnXPn =
∑
n∈Z

PnXPn +
∑
n∈Z

PnXP−n−1, X ∈ S2(H),

JθX =
∑
n∈Z

PnXPn, X ∈ S2(H), θ ∈ (0, 1),

ΓθX =
∑

λθ,i 6=λθ,j

Pθ,iXPθ,j
λθ,i − λθ,j

, X ∈ S2(H), θ ∈ [0, 1].

Для оператора A = Aθ вводится пространство допустимых воз-

мущений U(f) (со своей нормой ‖ · ‖∗), состоящее из операторов,

входящих в идеал S2(H).

Теорема 2.1. Пусть число m ∈ Z+ удовлетворяет условию

γθ,m‖B‖∗ <
1

4
,
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где постоянная γθ,m из определения 1.25.

Тогда оператор A−B = Aθ −B подобен оператору вида

Aθ − JmX̃ = Aθ − P(m)X̃P(m) −
∑

k≥m+1

PkX̃Pk, θ ∈ {0, 1},

Aθ − JmX̃ = Aθ − P(m)X̃P(m) −
∑
|k|≥m+1

PkX̃Pk, θ ∈ (0, 1).

Оператор X̃ = X̃m принадлежит допустимому пространству

возмущений U(f), где f = fB, и является решением уравнения

X = BΓX − (ΓX)(JB)− (ΓX)J(BΓX) +B,

в котором J = Jθ,m,Γ = Γθ,m, и уравнение рассматривается в

банаховом пространстве U(f). Преобразование подобия оператора

Aθ−B в оператор Aθ−Jθ,mX̃ осуществляет оператор I + Γθ,mX̃.

Для любого ненулевого оператора X из S2(H) и любого θ ∈

[0, 1] рассмотрим двустороннюю последовательность чисел вида

αn(X) = αθ,n(X) = ‖X‖−
1
2

2 max{(
∑
|k|≥n

‖XPθ,k‖2
2)

1
4 , (

∑
|k|≥m+1

‖Pθ,kX‖2
2)

1
4}.

Отметим, что αn(X)→ 0, при n→∞.

Теорема 2.3. Собственные значения λ̃n, |n| ≥ m+ 1, (где m ∈

Z+ удовлетворяет условию предыдущей теоремы) операторов Aθ−

B, θ ∈ (0, 1) допускают асимптотику вида

λ̃n =
π2

ω2
(2n+ θ)2 − (Ben, en) +

α2
n(B)

2n+ θ
ξn, |n| ≥ m+ 1,

где λ̃n, |n| ≥ m+ 1,— собственные значения оператора Aθ −B, по-

следовательность (ξn), |n| ≥ m+ 1, является суммируемой.
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Если θ ∈ {0, 1}, то собственные значения λ̃±n , n ≥ m + 1, опе-

раторов Aθ −B допускают представления вида

λ̃±n = (
π(2n+ θ)

ω
)2 − µ±n + αn(B)η(n), n ≥ m+ 1,

где последовательность η принадлежит пространству l
4
3 и µ±n –

собственные значения матрицы оператора PnB|Hn.

Такой результат служит основой для последующего спектраль-

ного анализа оператора Lθ, θ ∈ [0, 1].

В третьем параграфе второй главы диссертации получены

оценки равносходимости спектральных разложений для абстракт-

ных операторов Aθ и Aθ −B, где B ∈ S2(H).

Для произвольного подмножества Ω ⊂ Z+ (если θ ∈ {0, 1})

символом P(Ω) обозначается проектор P(Ω) =
∑
k∈Ω

Pk =
∑
k∈Ω

Pθ,k. Для

Ω ⊂ Z (если θ ∈ (0, 1)) через P (Ω) обозначается проектор P (Ω) =∑
k∈Ω

Pk.

Пусть P̃(m), P̃n, n ≥ m + 1,— спектральные проекторы Рисса,

построенные по оператору Aθ − B, где θ ∈ {0, 1}, и множествам

σ(m), σn, n ≥ m + 1. Для любого подмножества Ω ⊂ Z+\{0, ...,m}

(не обязательно конечного) символом P̃ (Ω) обозначим спектраль-

ный проектор
∑
k∈Ω

P̃(Ω).

Если θ ∈ (0, 1) и Ω —произвольное подмножество из

Z\{−m, ...,m}, через P (Ω) обозначается спектральный проектор∑
k∈Ω

Pk, а через P̃ (Ω) — спектральный проектор
∑
k∈Ω

P̃k.

Для любого оператора X ∈ S2(H) и любого подмножества Ω ∈

Z через α(Ω, X) обозначается величина max
n∈Ω

αn(X).

Теорема 2.6. Существуют числа m ∈ Z+, C > 0 такие, что
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имеют место оценки:

‖P̃(m) +
n∑

|k|=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

|k|=m+1

Pk‖ ≤
C

θn
|αn(B)|,

если θ ∈ (0, 1) и

‖P̃(m) +
n∑

k=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

k=m+1

Pk‖ ≤
C

n
|αn(B)|,

если θ ∈ {0, 1}.

Следствие 2.1. Имеет место равносходимость спектраль-

ных разложений операторов Aθ −B и A :

lim
n→∞
‖P̃(m) +

n∑
|k|=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

|k|=m+1

Pk‖ = 0,

если θ ∈ (0, 1) и

lim
n→∞
‖P̃(m) +

n∑
k=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

k=m+1

Pk‖ = 0,

если θ ∈ {0, 1}.

Теорема 2.7. Существует такое число m ∈ Z+, что∑
|n|≥m+1

1

αn(θ)
‖P̃n − Pn‖2

2 <∞,

если θ ∈ (0, 1) и ∑
n≥m+1

1

αn(θ)
‖P̃n − Pn‖2

2 <∞,

если θ ∈ {0, 1}.

Третья глава содержит вывод основных формул, используе-

мых для получения асимптотики собственных значений оператора
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Lθ, θ ∈ [0, 1] (первые три параграфа) В четвертом параграфе тре-

тьей главы осуществляется предварительное преобразование иссле-

дуемого оператора к оператору Гильберта–Шмидта с использовани-

ем следующей теоремы.

Теорема 3.1. Для любого числа k ∈ Z+ такого, что

‖Γθ,kV ‖2 < 1,

оператор Lθ = L0
θ − V подобен оператору

Aθ −B = L0
θ − Jθ,kV −B0,

где Aθ = L0
θ, оператор

B0 = (I + Γθ,kV )−1(V Γθ,kV − (Γθ,kV )Jθ,kV ),

причем имеет место равенство

(Aθ −B)(I + Γθ,kV ) = (I + Γθ,kV )(A− Jθ,kV −B0).

Оператором преобразования оператора Aθ−B в оператор Aθ−

B = A− Jθ,kV −B0 является обратимый оператор (I + Γθ,kV ).

Основные результаты диссертации приведены в

четвертой главе и получены с использованием величин, кото-

рые определяются коэффициентами Фурье v̂(n), n ∈ Z, потенциала

v. Символом lp(J), где p ∈ [1,∞), J ∈ {N,Z}, обознается банахово

пространство суммируемых на J со степенью p последовательностей

комплексных чисел, при этом l1(Z) — банахова алгебра двусторон-

них последовательностей со сверткой в качестве умножения.

Основные результаты диссертации, относящиеся к дифферен-

циальному оператору Lθ, θ ∈ [0, 1], содержатся в следующих теоре-

мах.
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Теорема 4.1. Пусть θ ∈ {0, 1}. Тогда существует такое на-

туральное число m ≥ 1, что спектр оператора Lθ представим в

виде

σ(Lθ) = σ(m)

⋃( ⋃
n≥m+1

σn

)
,

где σ(m) — конечное множество, состоящее не более чем из 2m+ 1

чисел, а множества σn = {λ+
n } ∪ {λ−n }, n ≥ m + 1, не более чем

двухточечные и имеет место следующее асимптотическое пред-

ставление собственных значений:

λ∓n = (
π(2n+ θ)

ω
)2 − v̂(0)∓

√
v̂(−2n− θ)v̂(2n+ θ) + η∓1 (n),

где n ∈ Ω(θ) = {n ∈ Z+ : v̂(−2n−θ)v̂(2n+θ) 6= 0} и последователь-

ности η∓1 удовлетворяют оценкам:

|η∓1 (n)| ≤ wn
1

n
β∓1 (n),

где последовательности β∓1 принадлежит пространству l2 и по-

следовательность w представима в виде

wn =

(
2 +
|v̂(−2n− θ)|
|v̂(2n+ θ)|

+
|v̂(2n+ θ)|
|v̂(−2n− θ)|

) 1
2

, n ∈ Ω(θ).

Теорема 4.2. Если в условиях предыдущей теоремы потенци-

ал v является функцией ограниченной вариации, то асимптотиче-

ское представление собственных значений принимает следующий

вид

λ∓n = (
π(2n+ θ)

ω
)2 − v̂(0)∓

√
v̂(−2n− θ)v̂(2n+ θ) + η∓2 (n),

где n ∈ Ω(θ) = {n ∈ Z+ : v̂(−2n−θ)v̂(2n+θ) 6= 0} и последователь-

ности η∓2 удовлетворяют оценкам:

|η∓2 (n)| ≤M∓
1 wn

1

n3
,
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где постоянныеM+
1 ,M

−
1 > 0 и последовательность w представима

в виде

wn =

(
2 +
|v̂(−2n− θ)|
|v̂(2n+ θ)|

+
|v̂(2n+ θ)|
|v̂(−2n− θ)|

) 1
2

, n ∈ Ω(θ).

Определение 4.1. Пусть θ ∈ {0, 1}. Потенциал v ∈ L2[0, ω]

называется устойчивым на бесконечном подмножестве Ω ⊂ 2N+θ,

если существуют постоянные Ci = C(Ω, θ) > 0, i = 1, 2, и конечное

множество Ω0 из Ω такое, что имеют место оценки

C1 |v̂(−2n− θ)| ≤ |v̂(2n+ θ)| ≤ C2 |v̂(−2n− θ)|,

для всех n из Ω\Ω0.

Определение 4.2. Потенциал v называется устойчивым, ес-

ли он устойчив на множестве 2N + θ.

Теорема 4.3. Пусть θ ∈ {0, 1}. Тогда существует такое на-

туральное число m ≥ 1, что спектр оператора Lθ представим в

виде

σ(Lθ) = σ(m)

⋃( ⋃
n≥m+1

σn

)
,

где σ(m) — конечное множество, состоящее не более чем из 2m+ 1

чисел, а множества σn = {λ+
n }∪{λ−n }, n ≥ m+1, не более чем двух-

точечные. Если потенциал v устойчив на множестве Ω ⊂ 2N+ θ,

то имеет место следующее асимптотическое представление соб-

ственных значений:

λ∓n = (
π(2n+ θ)

ω
)2−v̂(0)∓

√
v̂(−2n− θ)v̂(2n+ θ)+η∓3 (n), n ≥ m+1,

где последовательности η∓3 удовлетворяют оценкам:

|η∓3 (n)| ≤ 1

n
β∓3 (n),
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где последовательности β∓3 принадлежат пространству l2.

Теорема 4.5. Пусть θ ∈ {0, 1}. Тогда существует такое на-

туральное число m ≥ 1, что спектр оператора Lθ представим в

виде

σ(Lθ) = σ(m)

⋃( ⋃
n≥m+1

σn

)
,

где σ(m) — конечное множество, состоящее не более чем из 2m+ 1

чисел, а множества σn = {λ+
n } ∪ {λ−n }, n ≥ m + 1, не более чем

двухточечные и имеет место следующее асимптотическое пред-

ставление собственных значений:

λ∓n = (
π(2n+ θ)

ω
)2 − v̂(0) + η∓5 (n),

где последовательности η∓5 удовлетворяют оценкам:

|η∓5 (n)| ≤ 1√
n
|v̂(2n+ θ)|

1
2 ξ1(n),

если n ∈ Ω1(θ) = {n ∈ Z+ : v̂(−2n− θ) = 0, v̂(2n+ θ) 6= 0} и

|η∓5 (n)| ≤ 1√
n
|v̂(−2n− θ)|

1
2 ξ2(n),

если n ∈ Ω2(θ) = {n ∈ Z+ : v̂(−2n − θ) 6= 0, v̂(2n + θ) = 0}, где

символами ξ1(n), ξ2(n) обозначаются последовательности, принад-

лежащие пространству l2.

Теорема 4.7. Пусть θ ∈ (0, 1). Тогда существует такое на-

туральное число m ≥ 1, что спектр оператора Lθ представим в

виде

σ(Lθ) = σ(m)

⋃( ⋃
n≥m+1

σn

)
,

где σ(m) — конечное множество, состоящее не более чем из 2m+ 1

чисел, а множества σn = {λ+
n } ∪ {λ−n }, n ≥ m + 1, не более чем
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двухточечные и имеет место следующее асимптотическое пред-

ставление собственных значений:

λ∓n = (
π(2n+ θ)

ω
)2 − v̂(0) + η∓7 (n),

где последовательности η∓7 удовлетворяют оценкам:

|η∓7 (n)| ≤ 1

n
β∓7 (n),

где последовательности β∓7 принадлежат пространству l2.

Во втором параграфе четвертой главы формулируются оценки

равносходимости спектральных разложений.

Теорема 4.9. Пусть выполнены условия теорем 2.1 и 3.1. То-

гда для любого подмножества Ω ⊂ Z\{m, ...,m} имеют место

оценки (безусловной равносходимости спектральных разложений).

‖P̃ (Ω)− P (Ω)‖2 ≤
C1

θ(α(Ω))
1
2

,

если θ ∈ (0, 1) и

‖P̃(Ω)− P(Ω)‖2 ≤
C1

(α(Ω))
1
2

,

если θ ∈ {0, 1}, где постоянная C1 > 0.

Теорема 4.10. Если в условиях предыдущей теоремы вместо

проекторов P (Ω),P(Ω) рассмотреть проекторы вида

(I + Γθ,kV )P (Ω)(I + Γθ,kV )−1,

(I + Γθ,kV )P(Ω)(I + Γθ,kV )−1,

то оценки примут следующий вид

‖P̃ (Ω)− (I + Γθ,kV )P (Ω)(I + Γθ,kV )−1‖2 ≤
C1

θ(α(Ω))
‖B‖2 α(Ω, X̃),

21



если θ ∈ (0, 1) и

‖P̃(Ω)− (I + Γθ,kV )P(Ω)(I + Γθ,kV )−1‖2 ≤
C1

(α(Ω))
‖B‖2 α(Ω, X̃),

если θ ∈ {0, 1} где постоянная C1 > 0.

Теорема 4.11. Существуют числа m ∈ Z+, C1 > 0 такие,

что имеют место оценки:

‖P̃(m) +
n∑

|k|=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

|k|=m+1

Pk‖ ≤
C1

θ
√
n
,

если θ ∈ (0, 1) и

‖P̃(m) +
n∑

k=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

k=m+1

Pk‖ ≤
C1√
n
,

если θ ∈ {0, 1}.

Следствие 4.1. Имеет место следующая оценка

lim
n→∞
‖P̃(m) +

n∑
|k|=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

|k|=m+1

Pk‖ = 0,

если θ ∈ (0, 1) и

lim
n→∞
‖P̃(m) +

n∑
k=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

k=m+1

Pk‖ = 0,

если θ ∈ {0, 1}.
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Глава 1

Основные понятия и используемые

результаты

1.1 Некоторые сведения из теории операторов

Пусть X —комплексное банахово пространство. Через EndX

будет обозначаться банахова алгебра линейных ограниченных опе-

раторов, действующих в X .

В диссертации рассматриваются только линейные замкнутые

операторы.

Определение 1.1. Пусть D—линейное подпространство из бана-

хова пространства X . Отображение A : D ⊂ X → X называется

линейным оператором, если выполнены свойства аддитивности и

однородности:

1) A(x+ y) = Ax+ Ay,

2) A(αx) = αAx, для любых x, y ∈ D(A) и α ∈ C.

ПодпространствоD называют областью определения оператора

A и обозначают символом D(A).

23



Символом I будем обозначать тождественный оператор, т.е.

такой оператор I : X → X , что выполнено равенство Ix = x, где

x ∈ X .

Определение 1.2. Линейный оператор A : D(A) ⊂ X → X назы-

вается замкнутым, если его график, т.е. множество точек {(x,Ax) :

x ∈ D(A)} ⊂ X × X , замкнут в X × X , т.е. для любой последова-

тельности xn ∈ D(A) если верно, что xn → x ∈ X и Axn → y ∈ X ,

то x ∈ D(A) и Ax = y.

Определение 1.3. Линейный оператор A : D(A) ⊂ X → X назы-

вается ограниченным на D(A), если существует такое положитель-

ное число C, что ‖Ax‖ ≤ C‖x‖ для всех x ∈ D(A). Наименьшее из

таких чисел C и есть норма оператора A, т.е. ‖A‖ = sup
‖x‖≤1
x∈D(A)

‖Ax‖.

Теорема 1.1. Линейный оператор A : D(A) ⊂ X → X , с плот-

ной областью определения D(A) ⊂ X и ограниченный на D(A),

допускает единственное ограниченное расширение до оператора из

EndX .

Определение 1.4. Множество векторов y ∈ X , для которых суще-

ствует x ∈ D(A) такой, что y = Ax, называется образом оператора

A и обозначается символом ImA. Через Ker A обозначается ядро

оператора A, т.е. множество {x ∈ D(A) : Ax = 0}.

Определение 1.5. Одновременное выполнение условий

Ker A = {0}, ImA = X ,
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эквивалентно биективности (обратимости) линейного оператора

A : D(A) ⊂ X → X . Обратный к A оператор будет обозначаться

через A−1 : X → X .

Теорема 1.2. Если A : D(A) ⊂ X → X — замкнутый обратимый

линейный оператор, то обратный к нему оператор A−1 принадле-

жит пространству EndX .

Теорема 1.3. Если A ∈ EndX такой, что ‖A‖ < 1, то оператор

I − A обратим и обратный (I − A)−1 представим в виде суммы

абсолютно сходящегося в EndX ряда

(I − A)−1 =
∞∑
n=0

An = I + A+ A2 + ... .

Определение 1.6. Подпространство M из банахова пространства

X называется инвариантным относительно линейного оператора

A : D(A) ⊂ X → X , если образ любого вектора x ∈ M
⋂
D(A)

принадлежит этому пространству M . Линейный оператор AM :

D(AM) ⊂ M → M , определяемый формулой x 7→ AMx = Ax :

D(AM) = D(A)
⋂
M ⊂ M → M , называется сужением (ограниче-

нием) оператора A на инвариантное пространство M .

Определение 1.7. Линейный оператор A : X → X называется

изометрическим, если ‖Ax‖ = ‖x‖ для любого вектора x ∈ X .

Определение 1.8. Линейный оператор A : D(A) ⊂ H → H, дей-

ствующий в гильбертовом пространстве H, называется симметри-

ческим, если D(A) = H и (Au, v) = (u,Av) для любых u, v ∈ D(A).

Определение 1.9. Пусть A : D(A) ⊂ H → H—линейный опе-

ратор, действующий в гильбертовом пространстве H с D(A) = H.

25



Оператор A∗ c областью определения D(A∗) = {v ∈ H : ∃w =

w(v) ∈ H, что (w, u) = (v,Au) ∀u ∈ D(A)}, для которого выполне-

но A∗v = w(v), v ∈ D(A∗), называется оператором, сопряженным к

A.

Определение 1.10. Линейный оператор A : D(A) ⊂ H → H, дей-

ствующий в гильбертовом пространстве H, с D(A) = H называется

самосопряженным, если A = A∗.

В работе также используются понятия из спектральной теории

операторов.

Определение 1.11. Множество таких точек λ ∈ C, для кото-

рых оператор A − λI обратим, т.е. (A − λI)−1 ∈ EndX , назы-

вается резольвентным множеством ρ(A) замкнутого оператора

A : D(A) ⊂ X → X . При этом функция R(·, A) : ρ(A) → EndX ,

R(λ,A) = (A−λI)−1, λ ∈ ρ(A), называется резольвентой оператора

A.

Определение 1.12. Спектром σ(A) замкнутого оператора A :

D(A) ⊂ X → X называется дополнение к резольвентному множе-

ству ρ(A), т.е. σ(A) = C\ρ(A).

Отметим, что σ(A) — замкнутое множество, а ρ(A) — открытое

множество.

Определение 1.13. Дискретным спектром оператора A (σd(A))

называется множество таких λ ∈ σ(A), для которых Ker (A−λI) 6=

{0}, т.е. отображение A−λI не является взаимно однозначным. Та-

ким образом, λ ∈ σd(A) тогда и только тогда, когда Ax = λx для
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некоторого ненулевого вектора x ∈ D(A). Вектор x при этом называ-

ется собственным вектором оператора A, а число λ— собственным

значением.

Определение 1.14. Непрерывным спектром оператора A называ-

ется множество

σc(A) = {λ ∈ σ(A) : Ker (A− λI) = {0},

Im (A− λI) 6= X , Im (A− λI) = X}. (1.1)

Определение 1.15. Остаточным спектром оператора A называ-

ется множество

σr(A) = {λ ∈ σ(A) : Ker (A− λI) = {0}, Im (A− λI) 6= X}

.

Множества ρ(A), σd(A), σc(A), σr(A), взаимно не пересекаются

и C = ρ(A) ∪ σd(A) ∪ σc(A) ∪ σr(A).

Определение 1.16. Замкнутый оператор A : D(A) ⊂ X → X , на-

зывается оператором с компактной резольвентой, если для неко-

торого λ0 ∈ ρ(A) оператор R(λ0, A) компактен.

Теорема 1.4. Спектр σ(A) компактного оператора A является не

более чем счетным множеством, не имеющим предельных точек,

отличных от нуля. Каждое число λ ∈ σ(A), λ 6= 0, является соб-

ственным значением конечной кратности, т.е. dimKer (A−λI) <

∞.

Если A— оператор с компактной резольвентой, то спектр

σ(A) оператора A—не более чем счетное множество, не имею-
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щее конечных предельных точек. Каждое число λ ∈ σ(A) является

собственным значением конечной кратности.

Теорема 1.5. Самосопряженный оператор имеет вещественный

спектр.

Замечание 1.1. Пусть X ∈ S1(H) и (αn) —последовательность его

собственных значений, пронумерованная с учетом их кратности. То-

гда величина SpX =
∞∑
n=1

αn, называемая спектральным следом опе-

ратора X, совпадает с матричным следом trX оператора X. Мат-

рица оператора X строится по ортонормированному базису в H (и

не зависит от выбора ортонормированного базиса в H).

Определение 1.17. Линейный ограниченный оператор P ∈ EndX

называется проектором (или идемпотентом), если P 2 = P .

Каждый проектор P осуществляет разложение банахова про-

странства X в прямую сумму X = X1 ⊕ X2, причем X1 = ImP ,

X2 = Im (I − P ).

Замечание 1.2. Пусть {Qn;n ≥ 0}— система ортопроекторов из

EndH, образующая разложение единицы, т.е. обладает свойствами:

1) QnQm = QmQn = 0 для n 6= m; 2)
∞∑
n=0

Qnx = x для любого x ∈

H. Тогда для любого оператора X ∈ S2(H) выполнено равенство

lim
n→∞
‖Q(n)XQ(n) −X‖2 = 0, где Q(n) = Q0 + ...+Qn.

Замечание 1.3. Если XY, Y X ∈ S1(H), где X, Y ∈ EndH, и один

из них компактен, то tr(XY − Y X) = 0.

Замечание 1.4. Пусть оператор X : D(X) ⊂ H → H при-

надлежит пространству LA(H) (и, следовательно, имеет плотную
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в H область определения D(X) ⊃ D(A)). Если конечна вели-

чина
∑
n,k∈Z

|(Xen, ek)|2, где (en) — ортонормированный базис из соб-

ственных векторов оператора A = Aθ, то оператор X допус-

кает единственное расширение на H. Оно является оператором

Гильберта–Шмидта и обозначается тем же символом X. Матрица

(Xen, ek), n, k ∈ Z, называется матрицей оператора X относительно

базиса (en).

Определение 1.18. Пусть H— гильбертово пространство и H =

H1⊕H2, т.е. H1, H2 — замкнутые подпространства из H, H1

⋂
H2 =

∅, и любой вектор x ∈ H представим в виде x = x1 + x2, x1 ∈

H1, x2 ∈ H2. Проектор P ∈ EndH вида Px = x1, x ∈ H, x1 ∈

H1, называется ортогональным проектором, если он самосопряжен,

или, что эквивалентно, пространства H1 и H2 ортогональны другу

другу, т.е. (x1, x2) = 0 для любых x1 ∈ H1, x2 ∈ H2.

Определение 1.19. Пусть A : D(A) ⊂ X → X — замкнутый

оператор, спектр которого представим в виде σ(A) = σ1

⋃
σ2, где

σ1, σ2 — замкнутые непересекающиеся множества, причем σ1 ком-

пактно. Пусть γ —жорданова замкнутая кривая, лежащая в ρ(A)

и содержащая σ1 во внутренней части и σ2 — во внешней. Проектор

P (σ1, A) =
1

2πi

∫
γ

R(λ,A) dλ

называется спектральным проектором Рисса, построенным по изо-

лированной части σ1 спектра оператора A.

Теорема 1.6. Пусть спектр замкнутого оператора A : D(A) ⊂

X → X допускает описанное в определении 1.19 разбиение на части
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σ1 и σ2. Тогда оператор A допускает разложение A = A1⊕A2, где

Ai = A|Xi, i = 1, 2, — сужение A на Xi относительно прямой сум-

мы X = X1 ⊕ X2 инвариантных относительно A подпространств

X1, X2, причем Xi = ImPi, i = 1, 2, P1 = P (σ1, A) — спектральный

проектор Рисса, построенный по изолированной части σ1 спектра

оператора A, а P2 = I − P1. Кроме того, σ(Ai) = σi, i = 1, 2,

X1 ∈ D(A) и A1 ∈ EndX .

Определение 1.20. Пусть A : D(A) ⊂ H → H—линейный опера-

тор, спектр которого представим в виде объединения

σ(A) =
⋃
k∈J

σk, J ∈ {N,Z}, (1.2)

взаимно непересекающихся компактных множеств σk, k ∈ J. Пусть

Pk —проектор Рисса, построенный по множеству σk. Оператор A

называется спектральным относительно разложения (1.2) (или обоб-

щенным спектральным), если ряд
∑
k∈J

Pkx безусловно сходится для

любого вектора x ∈ H.

Если σk = {λk}, k ∈ J, одноточечные множества, и проекторы

Pk, k ∈ J, обладают свойством APk = λkPk для всех k ∈ J, ис-

ключая конечное число, то спектральный относительно разложения

(1.2) оператор A является спектральным (по Данфорду; см. [21]])

оператором, причем A— спектральный оператор скалярного типа,

если APk = λkPk, k ∈ J.

Замечание 1.5. Пусть (ejn), n ∈ Z, j = 1, N,— ортонормирован-

ный базис в H, а Pn, n ∈ Z, — ортогональные проекторы, имеющие

вид Pn =
N∑
j=1

(x, ejn)e
j
n. Введем в рассмотрение операторные матрицы

(Xnk), составленные из операторных блоков Xnk = PnXPk, n, k ∈ Z.
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В частном случае, если dim ImPn = 1, т.е. Pnx = (x, en)en,

n ∈ Z, то

Xnkx = (PnXPk)x = (XPkx, en)en = (Xek, en)(x, en)en = (xnk)(x, ek)en,

где (xnk) —числовая матрица оператораX относительно базиса (ej),

j ∈ Z.

Если dim ImPk = 2, k ∈ Z, то будут рассматриваться блочные

числовые матрицы вида

x̃nk =

(Xe1
k, e

1
n) (Xe2

k, e
1
n)

(Xe1
k, e

2
n) (Xe2

k, e
2
n)

 . (1.3)

Определение 1.21. Пусть X —компактный оператор. S – числами

оператора X называются упорядоченные по убыванию собственные

значения положительного самосопряженного компактного операто-

ра
√
XX∗.

Определение 1.22. Подалгебра S алгебры линейных ограничен-

ных операторов EndH, действующих в гильбертовом простран-

стве H, называется двусторонним идеалом алгебры EndH, если

AB ∈ S, BA ∈ S для произвольного A ∈ S и любого B ∈ EndH.

Определение 1.23. Компактный оператор X принадлежит про-

странству Sp(H), p ≥ 1, тогда и только тогда, когда s – числа

(sn) оператора X суммируемы со степенью p ((sn) ∈ lp), причем

‖A‖p = (
∑
n∈Z
|sn|p)

1
p . Пространства Sp(H) образуют двусторонний

идеал в алгебре EndH.

При p = 1 пространство S1(H) называют идеалом ядерных опе-

раторов.
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При p = 2 пространство S2(H) называют идеалом операторов

Гильберта–Шмидта.

Замечание 1.6. Оператор X является оператором Гильберта–

Шмидта тогда и только тогда, когда

( ∑
n,k∈Z

|(Xen, ek)|2
) 1

2

<∞ для

любого ортонормированного базиса {en}, n ∈ Z, в H. Данная вели-

чина совпадает с нормой Гильберта–Шмидта ‖X‖2.

Замечание 1.7. Интегральный оператор X : L2([a, b]) → L2([a, b])

является оператором Гильберта–Шмидта тогда и только тогда,

когда найдется элемент K ∈ L2[a, b] × L2[a, b], т.е. такой, что(
b∫
a

b∫
a

|K(s, t)|2 ds dt

)1/2

< ∞ для которого оператор X предста-

вим в виде (Xx)(s) =
b∫
a

K(s, t)x(t) dt, s ∈ [a, b]. При этом ‖X‖2 =(
b∫
a

b∫
a

|K(s, t)|2 ds dt

)1/2

.

Лемма 1.1. Если операторы Aj, j = 1..n, принадлежат соот-

ветственно пространствам Spj , j = 1, ..., n, и
n∑
j=1

p−1
j ≤ 1, то

оператор A = A1A2 . . . An принадлежит пространству Sp, где

p =
n∑
j=1

p−1
j , причем

‖A‖p ≤ ‖A1‖p1‖A2‖p2 . . . ‖An‖pn.

В частности, произведение двух операторов Гильберта–

Шмидта является ядерным оператором.
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1.2 О методе подобных операторов

Пусть X —комплексное банахово пространство, EndX — бана-

хова алгебра линейных ограниченных операторов, действующих в

X .

Определение 1.24. Линейные операторыAi : D(Ai) ⊂ X → X , i =

1, 2, называются подобными, если существует оператор U ∈ EndX

со свойствами:

1) Оператор U — обратим, т.е. его ядро KerU нулевое и образ

ImU совпадает с X ;

2) A1Ux = UA2x, x ∈ D(A2);

3) UD(A2) = D(A1).

Оператор U называется оператором преобразования оператора

A1 в A2.

В следующей лемме рассматриваются совпадающие спектраль-

ные свойства подобных операторов. Формулировка леммы непосред-

ственным образом следует из определения 1.24 и имеет следующий

вид.

Лемма 1.2. Рассмотрим два подобных оператора Ai : D(Ai) ⊂

X → X , i = 1, 2, и пусть U ∈ EndX — оператор преобразования

оператора A1 в оператор A2. Имеют место следующие свойства:

1) спектр, дискретный, непрерывный и остаточный спектры

операторов Ai, i = 1, 2, совпадают, т.е. σ(A1) = σ(A2), σd(A1) =

σd(A2), σc(A1) = σc(A2), σr(A1) = σr(A2);

2) пусть оператор A2 допускает разложение в прямую сумму
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A2 = A21 ⊕A22, где A2k = A2|Xk, k = 1, 2,— сужение оператора A2

на Xk разложения X = X1 ⊕ X2 инвариантных относительно A2

подпространств X1,X2. Тогда подпространства X̃k = U(Xk), k =

1, 2, инвариантны относительно оператора A1 и A1 = A11⊕A12, где

A1k = A1|X̃k, k = 1, 2, X = X̃1⊕X̃2. Более того, если P —проектор,

осуществляющий разложение пространства X в прямую сумму

подпространств X1,X2 (т.е. X1 = ImP — образ проектора P , X2 =

Im(I−P ) — образ дополнительного проектора I−P ), то проектор

P̃ ∈ EndX , осуществляющий разложение X = X̃1 ⊕ X̃2, задается

формулой

P̃ = UPU−1. (1.4)

Рассмотрим линейный замкнутый оператор A : D(A) ⊂ X →

X . Символом LA(X ) обозначим банахово пространство операторов,

действующих в X и подчиненных оператору A : D(A) ⊂ X → X .

Линейный оператор B : D(B) ⊂ X → X принадлежит LA(X ), если

выполнены следующие свойства:

1) D(B) ⊇ D(A);

2) конечна величина ‖B‖A = inf{C > 0 : ‖Bx‖ ≤ C(‖x‖ +

‖Ax‖), x ∈ D(A)}, принимаемая за норму оператора B в LA(X ).

Поскольку D(A − B) = D(A) для любого B ∈ LA(X ), то в

дальнейшем будем считать, что D(B) = D(A).

Далее в диссертации будет рассматриваться трансформатор

(согласно терминологии М.Г.Крейна — это линейный оператор в

пространстве линейных операторов)

adA : D(adA) ⊂ EndX → EndX ,
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adAX = AX −XA, X ∈ D(adA).

Область определения D(adA) состоит из операторов X ∈

EndX , для которых имеют место свойства:

1) XD(A) ⊂ D(A);

2) оператор AX − XA : D(A) → X допускает ограниченное

расширение Y на X (и полагается adAX = Y ).

Далее трансформатор adA будем определять на замкнутых по-

далгебрах из EndX аналогичным образом.

Наиболее важным понятием метода подобных операторов явля-

ется определение допустимой тройки. Такое определение использу-

ется в статьях [10], [13].

Определение 1.25. Пусть U—линейное подпространство из LA(X )

и

J : U→ U, Γ : U→ EndX

являются линейными трансформаторами. Тройку (U, J,Γ) назовем

допустимой тройкой для (невозмущенного) оператора A, а U— до-

пустимым пространством возмущений, если выполнены следую-

щие условия:

1) U— банахово пространство (со своей нормой ‖ · ‖∗), непре-

рывно вложенное в LA(X ) (т.е. существует постоянная C > 0 такая,

что ‖X‖A ≤ C‖X‖∗, для любого X ∈ U);

2) J и Γ —непрерывные трансформаторы, причем J —проек-

тор;

3) (ΓX)D(A) ⊂ D(A), более того, ΓX ∈ D(adA),

AΓX − (ΓX)A = X − JX, X ∈ U, (1.5)
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причем ΓX ∈ EndX — единственное решение уравнения

AY − Y A = X − JX, (1.6)

удовлетворяющее условию JY = 0;

4) XΓY, (ΓX)Y ∈ U для любых X, Y ∈ U, и существует посто-

янная γ > 0 такая, что

‖Γ‖ ≤ γ, max{‖XΓY ‖∗, ‖(ΓX)Y ‖∗} ≤ γ‖X‖∗‖Y ‖∗;

5) J((ΓX)JY ) = 0 для всех X, Y ∈ U;

6) для любых X ∈ U и ε > 0 существует число λε ∈ ρ(A) такое,

что ‖X(A− λεI)−1‖ < ε, где I — тождественный оператор.

Равенства (1.5) и (1.6) в определении 1.25 понимаются на век-

торах из D(A).

Следующая теорема является основной в методе подобных опе-

раторов. Её доказательство содержится в статьях [10], [13].

Теорема 1.7. Пусть (U, J,Γ) — допустимая для невозмущенного

оператора A : D(A) ⊂ X → X тройка, и B — оператор из про-

странства допустимых возмущений U, для которого выполнено

условие

‖J‖‖B‖∗‖Γ‖ <
1

4
. (1.7)

Тогда операторы A−B и A−JX̃ подобны, где X̃ ∈ U является

решением (нелинейного) уравнения

X = BΓX − (ΓX)(JB)− (ΓX)J(BΓX) +B = Φ(X), (1.8)

которое можно найти итерационно, полагая X0 = 0, X1 = B,X2 =

Φ(X1), ..., Xn+1 = Φ(Xn), n ≥ 2. Отображение Φ : U→ U является
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сжимающим в шаре {X ∈ U : ‖X − B‖∗ ≤ 3‖B‖∗}. Оператором

преобразования оператора A−B в оператор A− JX̃ является об-

ратимый оператор I + ΓX̃ ∈ EndX , т.е. имеет место равенство

A−B = (I + ΓX̃)(A− JX̃)(I + ΓX̃)−1. (1.9)

Часто возникает сложность построения пространства допусти-

мых возмущений, содержащее рассматриваемое возмущение. Про-

блема решается, путем построения трансформаторов J и Γ (с ис-

пользованием равенств (1.5), (1.6)) на всем пространстве допусти-

мых возмущений U. Пространство U вместе с сужениями на него J

и Γ образует допустимую тройку (U, J,Γ) для оператора A. В даль-

нейшем они будут обозначаться теми же символами J и Γ.

В случае, если возмущение B не принадлежит U, то делается

предварительное преобразование подобия оператора A−B в опера-

тор A− B̃, где оператор B̃ уже принадлежит пространству допусти-

мых возмущений, т.е. B̃ ∈ U. Такое преобразование осуществляется

в условиях следующего предположения.

Предложение 1.1. Операторы ΓB, JB,B из LA(X ) обладают

свойствами:

(a) ΓB ∈ EndX и ‖ΓB‖ < 1;

(b) (ΓB)D(A) ⊂ D(A);

(c) BΓB, (ΓB)JB ∈ U;

(d) A(ΓB)x− (ΓB)Ax = Bx− (JB)x, x ∈ D(A);

(e) для любого ε > 0 существует число λε ∈ ρ(A) такое, что

‖B(A− λεI)‖ < ε, где ρ(A) = C\σ(A) — резольвентное множество

оператора A.
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Теорема 1.8. Пусть выполнены условия предположения 1.1, тогда

оператор A − B подобен оператору A − JB − B0, где B0 = (I +

ΓB)−1(BΓB − (ΓB)JB), причем имеет место равенство

(A−B)(I + ΓB) = (I + ΓB)(A− JB −B0), (1.10)

где I —тождественный оператор.

Доказательство. Обратимость оператора U = I + ΓB и равен-

ство UD(A) = D(A) непосредственным образом следуют из условий

(a) и (e) предположения 1.1 (см. [10]). Равенство (1.10) вытекает из

условия (b) и равенства (d), причем корректность определения опе-

ратора B0 гарантируется выполнением условий (b) и (c). Теорема

доказана.
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1.3 Постановка задачи

Пусть L2[0, ω] — гильбертово пространство комплексных изме-

римых на [0, ω] классов функций, суммируемых с квадратом модуля,

со скалярным произведением вида:

(x, y) =
1

ω

ω∫
0

x(τ)y(τ)dτ, x, y ∈ L2[0, ω].

ЧерезW 2
2 [0, ω] обозначим пространство Соболева {x ∈ L2[0, ω] :

x′ абсолютно непрерывна и x′′ ∈ L2[0, ω]}.

Рассматривается дифференциальный оператор

Lθ : D(L) ⊂ L2[0, ω]→ L2[0, ω], θ ∈ [0, 1],

порожденный на промежутке [0, ω] дифференциальным выражени-

ем

l(x) = −x′′ − vx,

с областью определения

D(Lθ) =
{
x ∈ W 2

2 [0, ω] : x(ω) = eiπθx(0), x′(ω) = eiπθx′(0)
}
.

Если θ = 0, то рассматривается оператор L0, определяемый пе-

риодическими краевыми условиями, и соответствующий оператор в

дальнейшем будет часто обозначаться символом Lper. Если θ = 1, то

краевые условия являются антипериодическими и соответствующий

оператор будет обозначаться Lap. В случае θ ∈ (0, 1) оператор будет

обозначаться символом Lθ.

Предполагается, что потенциал v принадлежит гильбертову
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пространству L2[0, ω] и пусть

v(t) =
∑
k∈Z

v̂(k)ei
2πk
ω t, t ∈ [0, ω], v̂(k) =

1

ω

ω∫
0

v(t)e−i
2πk
ω tdt,

его ряд Фурье.

Оператор Lθ, θ ∈ [0, 1] представим в виде

Lθ = L0
θ − V,

где свободный оператор L0
θ : D(L0

θ) ⊂ L2[0, ω] → L2[0, ω] задается

дифференциальным выражением

l0(x) = −x′′

и теми же краевыми условиями. Оператор V является оператором

умножения на потенциал v. Он корректно определён ввиду вклю-

чения D(B) ⊃ D(L0
θ). При исследовании оператора Lθ оператор L0

θ

считается невозмущенным оператором, а оператор V будет играть

роль возмущения. Отметим, что не делаются ограничения на потен-

циал v, гарантирующие самосопряженность возмущения, и какие-

либо дополнительные ограничения (типа гладкости), кроме условия

v ∈ L2[0, ω].

Оператор L0
θ является самосопряженным неотрицательным опе-

ратором с компактной резольвентой. Спектр оператора L0
θ состоит

из собственных значений вида

λn =

(
π

ω
(2n+ θ)

)2

, ω > 0, n ∈ Z+, для θ ∈ {0, 1},

λn,θ =

(
π

ω
(2n+ θ)

)2

, ω > 0, n ∈ Z, для θ ∈ (0, 1).
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Соответствующий ортонормированный базис в L2[0, ω] из соб-

ственных функций имеет вид

en(t) = ei
π(2n+θ)

ω t, t ∈ [0, ω], ω > 0, n ∈ Z+, для θ ∈ {0, 1},

eθ,n(t) = ei
π(2n+θ)

ω t, t ∈ [0, ω], ω > 0, n ∈ Z, для θ ∈ (0, 1).

При этом для периодических краевых условий (для оператора

L0
per, θ = 0) все его собственные значения двукратны, за исключе-

нием числа λ0 = 0. Для антипериодических краевых условий (для

оператора L0
ap, θ = 1) все собственные значения двукратны, а при

θ ∈ (0, 1),— однократны, т.е. являются простыми.

Для исследования спектральных свойств дифференциального

оператора Lθ, θ ∈ [0, 1], будет использоваться метод подобных опе-

раторов [5] - [13]. В частности, ставится задача получения асимпто-

тики спектра, оценок отклонений спектральных проекторов от соот-

ветствующих спектральных проекторов невозмущенного оператора.
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Глава 2

Метод подобных операторов в

спектральном анализе

возмущенных самосопряженных

операторов операторами

Гильберта–Шмидта

2.1 Построение допустимой тройки для аб-

страктных операторов

В данном параграфе метод подобных операторов применяется к

абстрактным линейным операторам, действующих в сепарабельном

гильбертовом пространстве H. В качестве невозмущенного операто-

ра будет выступать оператор A = Aθ : D(Aθ) ⊂ H → H, который

имеет спектральные свойства, близкие к спектральным свойствам

оператора L0
θ, θ ∈ [0, 1].

Рассматривается оператор A − B, где A = Aθ : D(A) ⊂ H →

42



H— самосопряженный оператор с компактной резольвентой, спектр

σ(Aθ) которого образует последовательность собственных значений

вида

λn =

(
π

ω
(2n+ θ)

)2

, ω > 0, n ∈ Z+, для θ ∈ {0, 1}, (2.1)

λn,θ =

(
π

ω
(2n+ θ)

)2

, ω > 0, n ∈ Z, для θ ∈ (0, 1). (2.2)

Пусть Pn = Pθ,n, n ∈ Z+, θ ∈ {0, 1},— ортогональный проектор

Рисса, построенный по одноточечному множеству {λn} и, соответ-

ственно, Pθ,n, n ∈ Z, θ ∈ (0, 1) — ортогональный проектор Рисса,

построенный по одноточечному множеству {λθ,n}. Следовательно,

APθ,n = λθ,nPθ,n, θ ∈ [0, 1].

Отметим, что только в случае θ = 0 и θ = 1 соответствующие

проекторы P0,n и P1,n будут обозначаться через Pn. Для любого x ∈

H описанные выше проекторы определяются следующим образом:

P0,nx = (x, en)en + (x, e−n)e−n, n ∈ N, P0,0x = (x, e0)e0, θ = 0,

(2.3)

Pθ,nx = (x, eθ,n)eθ,n, n ∈ Z, θ ∈ (0, 1), (2.4)

P1,nx = (x, en)en + (x, e−n−1)e−n−1, n ∈ Z+, θ = 1, (2.5)

где en, n ∈ Z,— собственные функции оператора Aθ для θ = 0, и

θ = 1 и eθ,n— собственные функции для θ ∈ (0, 1). Отметим, что

для случая θ = 0 проекторы Pn задается как Pn = P0,n = Pn + P−n,

n ∈ N, и P0 = P0,0 = P0. Соответственно, для θ = 1 проекторы Pn,

n ∈ Z+, определяются как Pn = P1,n = Pn + P−n−1, n ∈ Z+.

Оператор (возмущение) B принадлежит двустороннему идеа-

лу операторов Гильберта–Шмидта S2(H). Символом ‖X‖2 будем
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обозначать норму оператора Гильберта–Шмидта X ∈ S2(H), т.е.

‖X‖2 =
√
tr(XX∗), где tr(XX∗) — след оператора XX∗ ∈ S1(H).

Здесь символом S1(H) обозначим двусторонний идеал ядерных опе-

раторов из EndH (см. [16]) с нормой

‖X‖1 = (XX∗)
1
2 =

∞∑
n=1

sn,

где (sn) —последовательность s – чисел оператора X.

Далее приступим к построению трансформаторов

J = Jθ, Γ = Γθ ∈ EndS2(H), θ ∈ [0, 1],

которые будут участвовать при построении соответствующих транс-

форматоров в допустимых пространствах возмущений (и, как пра-

вило, обозначаться теми же символами).

Трансформатор J0 = Jper определим формулой

JperX =
∑
k≥0

PkXPk =
∑
k∈Z

PkXPk+
∑
k∈Z

PkXP−k+P0XP0, X ∈ S2(H).

(2.6)

Если θ = 1, то трансформатор J1 = Jap ∈ EndS2(H) опреде-

лим формулой

JapX =
∑
n≥0

PnXPn =
∑
n∈Z

PnXPn+
∑
n∈Z

PnXP−n−1, X ∈ S2(H). (2.7)

Наконец, для θ ∈ (0, 1) трансформатор Jθ имеет вид

JθX =
∑
n∈Z

PnXPn, X ∈ S2(H), Pn = Pθ,n, n ∈ Z. (2.8)

Трансформатор Γ = Γθ, θ ∈ [0, 1], определим формулой

ΓθX =
∑

λθ,i 6=λθ,j

Pθ,iXPθ,j
λθ,i − λθ,j

, X ∈ S2(H). (2.9)
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Ввиду принадлежности оператора X идеалу S2(H) и положи-

тельности величины min
λθ,i 6=λθ,j

|λθ,i−λθ,j|, из замечания 1.4 следует, что

трансформатор Γθ корректно определен и является ограниченным

оператором.

Наряду с указанными трансформаторами рассмотрим последо-

вательности трансформаторов Jm = Jθ,m,Γm = Γθ,m,m ≥ 0, опреде-

ленные равенствами:

JmX = Jθ,mX = J(X − P(m)XP(m)) + P(m)XP(m), (2.10)

ΓmX = Γθ,mX = Γ(X − P(m)XP(m)). (2.11)

Отметим, что Jm = J,Γm = Γ, если m = 0.

Трансформатор adAθ обратим на подпространстве Ker Jθ =

Im (I − Jθ). Обратный к нему совпадает с трансформатором Γθ на

операторах вида Pθ,iXPθ,j, X ∈ S2(H), λθ,i 6= λθ,j, линейные ком-

бинации которых плотны в S2(H). Таким образом, трансформатор

Γθ нулевой на ImJθ и совпадает с обратным к сужению adAθ на

Im (I − Jθ).

Приступим к построению допустимой для оператора A = Aθ

тройки, которая существенно используется при доказательстве ос-

новных результатов статьи.

Для любого ненулевого оператора X из S2(H) и любого θ ∈

[0, 1] рассмотрим двустороннюю последовательность чисел вида

αn(X) = αθ,n(X) = ‖X‖−
1
2

2 max{(
∑
|k|≥n

‖XPθ,k‖2
2)

1
4 , (

∑
|k|≥m+1

‖Pθ,kX‖2
2)

1
4}.

(2.12)

Эта последовательность обладает следующими свойствами:
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1) αn(X) = α−n(X), n ∈ Z;

2) lim
n→∞

αn(X) = 0;

3) αn(X) ≤ 1, n ∈ Z;

4) αn(X) ≥ αn+1(X), n ∈ N;

5) αn(X) 6= 0, n ∈ Z, если и только если P(m)XP(m) 6= X для

любого m ∈ Z+;

6) конечна величина
∑
n∈Z

αn(X)6=0

‖XPn‖2+‖PnX‖2
αn(X)2 .

Для любого оператора X ∈ S2(H) и любого θ ∈ [0, 1] рассмот-

рим самосопряженный компактный оператор

fX(Aθ) =
∑
n∈Z

αθ,n(X)Pn ∈ EndH. (2.13)

Он является функцией от оператора A = Aθ, где fX : σ(Aθ)→

(0,∞), fX(λθ,n) = αθ,n(X), n ∈ Z. Отметим, что ‖fX(Aθ)‖ =

max
n∈Z

αn(X) = 1. Если P(m)XP(m) 6= 0 для любого m ∈ Z+, то опера-

тор fX(Aθ) является положительно определенным оператором.

Итак, определены последовательности трансформаторов

Jm,Γm ∈ EndS2(H).

Лемма 2.1. Трансформаторы Jθ,m, Γθ,m ∈ EndS2(H), m ∈ Z+,

обладают следующими свойствами:

1) P(m)(Jθ,mX) = (Jθ,mX)P(m) = P(m)XP(m), X ∈ S2(H);

2) Jθ,m((Γθ,mX)(Jθ,mY )) = Jθ,m((Jθ,mX)(Γθ,mY )) = 0, X, Y ∈

S2(H);

3) Γθ,mX ∈ D(adAθ) и adAθ(Γθ,mX) = X − Jθ,mX, X ∈ S2(H);

4) для любого оператора X ∈ S2(H) имеют место оценки

‖(Γθ,mX)Pn‖2 6
ω2‖XPn‖2

4π2(2n− 1)
, n > m+ 1, θ ∈ {0, 1}, (2.14)
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‖(Γθ,mX)Pθ,n‖2 6
ω2‖XPθ,n‖2

4π2θ(2n− 1)
, |n| > m+ 1, θ ∈ (0, 1).

Доказательство. Свойства 1), 2) непосредственно следуют из опре-

деления трансформаторов Jθ,m, Γθ,m. Свойство 3) следует из инвари-

антности подпространства Im (I − Jθ,m) для трансформатора adAθ .

Докажем свойство 4) для θ = 0. Пусть Xkl = PkXPl, k, l ∈ Z+, —

блочная матрица оператора X. Тогда матрица (Ykl) оператора Y =

Γper,mX будет иметь вид

Ykl =
Xkl

λk − λl
, max{k, l} > m+ 1,

Ykl = 0, max{k, l} 6 m.

Следовательно,

‖(Γper,mX)Pn‖2
2 =

∞∑
k,l=0
k 6=l

‖Pθ,k(XPn)Pθ,1‖2
2

|λk − λl|2
6

ω4‖XPn‖2
2

16π4(2n− 1)2
, n > m+1.

Аналогичным образом доказываются остальные неравенства.

Лемма доказана.

Далее рассматривается оператор B ∈ S2(H), играющий роль

возмущения оператора A = Aθ. По оператору B построим функцию

fB, которую далее будем обозначать через f .

Замечание 2.1. Если оператор B обладает свойством P(m)BP(m) =

B для некоторого m ∈ Z+, то изучение оператора Aθ−B сводится к

изучению оператора конечного ранга (Aθ − B)|H(m) (сужению опе-

ратора Aθ −B на конечномерное подпространство H(m) = ImP(m)).

Поэтому в дальнейшем предполагается, что P(m)BP(m) 6= B для лю-

бого m ∈ Z+, что влечет положительную определенность оператора

f(A). Таким образом, f(A) =
∑
n∈Z

αn(B)Pn.

47



Лемма 2.2. Трансформаторы Jθ,m, Γθ,m, θ ∈ [0, 1], m ≥ 0, явля-

ются самосопряженными операторами в гильбертовом простран-

стве S2(H). Каждый трансформатор Jθ,m является ортогональ-

ным проектором, а трансформатор Γθ,m является компактным

оператором, допускающим оценку

‖Γθ,m‖ ≤
ω2

4π2(m+ 1)

 1, θ ∈ {0, 1},
1
θ , θ ∈ (0, 1).

(2.15)

Доказательство. Из определения трансформаторов Jθ,m, θ ∈ [0, 1],

m ≥ 0, следует, что все они являются проекторами. При этом

‖JθX‖2
2 =

∑
n∈Z
‖PnXPn‖2

2 ≤ ‖X‖2
2, X ∈ S2(H), если θ ∈ (0, 1). Такая

же оценка верна и для θ ∈ {0, 1}. Следовательно ‖Jθ‖ = 1, θ ∈ [0, 1],

и поэтому Jθ — ортопроектор для любого θ ∈ [0, 1].

Для любых фиксированных i, j ∈ Z, |i−j| ≥ m+1, для которых

λθ,i 6= λθ,j, операторы Pθ,iXPθ,j, X ∈ S2(H), образуют собственное

подпространство Ei,j трансформатора Γθ,m, отвечающее собственно-

му значению (λθ,i−λθ,j)−1. Поскольку все такие собственные подпро-

странства взаимно ортогональны, то Γθ,m, θ ∈ [0, 1],m ≥ 0,— само-

сопряженные операторы. Следовательно, величина ‖Γθ,m‖ совпадает

со спектральным радиусом трансформатора Γθ,m, то есть с величи-

ной max
|i−j|≥m+1
λθ,i 6=λθ,j

|(λθ,i − λθ,j)
−1|. Таким образом, верны оценки (2.15).

Лемма доказана.

Введем в рассмотрение пространство допустимых возмущений

U(f) (для оператора A = Aθ), состоящее из операторов, входящих в

идеал S2(H), и каждый оператор X ∈ U(f) представим в виде

X = Xlf(A), X = f(A)Xr, (2.16)
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где Xl, Xr ∈ S2(H). Ввиду положительной определенности опера-

тора f(A) представление (2.16) оператора X единственно. Норму в

U(f) введем формулой

‖X‖∗ = max{‖Xl‖2, ‖Xr‖2}. (2.17)

Последовательность (αn(B)) = (αθ,n(B)), с помощью которой

определяется оператор f(A), зависит от θ ∈ [0, 1], и поэтому про-

странство U(f) иногда будет обозначаться символом Uθ(f).

Непосредственно из определения пространства U(f) следует,

что оно является банаховым пространством . Однако оно не явля-

ется замкнутым подпространством в S2(H) (по норме в S2(H)).

Замечание 2.2. Из леммы 2.1 (свойств 1),4)) следует, что U(f) —

инвариантное подпространство из S2(H) для трансформаторов

Jθ,m = Jm,Γθ,m = Γm ∈ EndS2(H),m ∈ Z+. Их сужения на U(f)

далее будут обозначаться теми же символами.

Итак, для U(f) корректно определены трансформаторы

Jθ,m,Γθ,m,m ∈ Z+, причем если оператор X ∈ U(f) представим в

виде (2.16), то

Jθ,mX = JmX = (JmXl)f(A) = f(A)(JmXr), m ≥ 0, (2.18)

Γθ,mX = ΓmX = (ΓmXl)f(A) = f(A)(ΓmXr), m ≥ 0. (2.19)

Замечание 2.3. Непосредственно из определения трансформато-

ров Jθ,m,Γθ,m ∈ EndU(f), θ ∈ [0, 1],m ≥ 0, определенных форму-

лами (2.18), (2.19), определения нормы в U(f) и леммы 2.2 следует,

что Jθ,m– проектор с ‖Jθ,m‖ = 1 и величина ‖Γθ,m‖ допускает оценку

(2.15).
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Лемма 2.3. Для любых m ∈ Z+, θ ∈ [0, 1], тройка (U(f), Jθ,m,Γθ,m)

является допустимой для оператора A = Aθ, ‖Jθ,m‖ = 1, Jθ,m—

проектор и постоянная γ = γθ,m из определения 1.25 допускает

оценку

γ = γθ,m =
ω2

4π2(m+ 1)

 1, θ ∈ {0, 1},
1
θ , θ ∈ (0, 1).

(2.20)

Доказательство. Из замечания 2.3 следует, что Jθ,m—проектор и

‖Jθ,m‖ = 1 и величина ‖Γθ,m‖ допускает оценку (2.15). Ясно, что

пространство U(f) непрерывно вложено в LA(H). Свойство 3) опре-

деления 1.25 допустимой тройки следует из свойства 5) леммы 2.1.

Также очевидно свойство 5) определения 1.25.

Докажем свойство 4). Пусть X, Y ∈ U(f). Представим эти опе-

раторы в виде

X = f(A)Xr, Y = f(A)Yr,

где Xr, Yr ∈ S2(H). Тогда оператор XΓθ,mY можно записать в ви-

де Z = f(A)Zr, где Zr = XrΓθ,m(f(A)Yr). Из леммы 2.2 получаем

оценку (учитывается, что ‖f(A)‖ ≤ 1):

‖Zr‖2 ≤ ‖Xr‖2‖Γm(f(A)Yr)‖ ≤ ‖Xr‖2‖f(A)‖‖ΓmYr‖ ≤

≤ γθ,m‖Xr‖2‖Yr‖2 ≤ γθ,m‖X‖∗‖Y ‖∗, (2.21)

где величина γθ,m определена формулой (2.20). Представление опе-

раторов X, Y в виде X = Xlf(A), Y = Ylf(A) позволяет оператор

Z записать в виде Z = Zlf(A), где Zl = Γθ,m(Xlf(A))Yl. Еще раз

применяя лемму 2.2, получаем оценку:

‖Zl‖2 ≤ γθ,m‖X‖∗‖Y ‖∗.
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В итоге получаем оценку:

‖XΓθ,mY ‖∗ ≤ γθ,m‖X‖∗‖Y ‖∗.

Аналогичным образом устанавливается оценка ‖(Γθ,mX)Y ‖∗ ≤

γθ,m‖X‖∗‖Y ‖∗. Итак, свойство 4) доказано. Лемма доказана.
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2.2 Оценки собственных значений

В данном параграфе будет рассмотрена основная теорема о по-

добии, а также получено асимптотическое представление для опе-

ратора Aθ −B.

Теорема 2.1. Пусть число m ∈ Z+ удовлетворяет условию

γθ,m‖B‖∗ <
1

4
. (2.22)

Тогда оператор A−B = Aθ −B подобен оператору вида

Aθ − JmX̃ = Aθ − P(m)X̃P(m) −
∑

k≥m+1

PkX̃Pk, θ ∈ {0, 1}, (2.23)

Aθ − JmX̃ = Aθ − P(m)X̃P(m) −
∑
|k|≥m+1

PkX̃Pk, θ ∈ (0, 1). (2.24)

Оператор X̃ = X̃m принадлежит допустимому пространству

возмущений U(f), где f = fB, и является решением уравнения

(1.8), в котором J = Jθ,m,Γ = Γθ,m, и уравнение рассматривается

в банаховом пространстве U(f). Преобразование подобия оператора

Aθ −B в оператор Aθ − Jθ,mX̃ осуществляет оператор I + Γθ,mX̃.

Доказательство. Для числа m ∈ Z+, удовлетворяющего условию

(2.22), рассмотрим допустимую тройку (U(f), Jθ,m,Γθ,m). Утвержде-

ние теоремы следует из леммы 2.1 и (общей) теоремы 1.7. Теорема

доказана.

Замечание 2.4. Теорема 2.1 является одним из основных резуль-

татов статьи. Её использование (после предварительного преобразо-

вания подобия изучаемого дифференциального оператора L0
θ − V в
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оператор Aθ − B, где Aθ = L0
θ и B ∈ S2(L2[0, ω])) позволяет све-

сти изучение оператора L0
θ − V к изучению оператора Aθ − Jθ,mX̃.

Спектральные свойства последнего наиболее близки к спектраль-

ным свойствам оператора A = Aθ.

Наиболее важным свойством оператора A−Jθ,mX̃ является ин-

вариантность относительно подпространств H(m) = ImP(m), ImPn,

n ≥ m + 1, для θ ∈ {0, 1}, ImPn, |n| ≥ m + 1, для θ ∈ (0, 1). Подо-

бие операторов Aθ − B,Aθ − Jθ,mX̃ влечет совпадение их спектров.

Оператор A−Jθ,mX̃ имеет (как и Aθ−B) компактную резольвенту.

Поэтому если λ0 ∈ σ(Aθ − B) = σ(Aθ − Jθ,mX̃), то существует соб-

ственный вектор x0 ∈ D(Aθ) такой, что (Aθ − Jθ,mX̃)x0 = λ0x0. Из

равенств (2.23), (2.24) следует

A(m)P(m)x0 = λ0P(m)x0, AkPkx0 = λ0Pkx0, k ≥ m+ 1, θ ∈ {0, 1},

(2.25)

AkPkx0 = λ0Pkx0, |k| ≥ m+ 1, θ ∈ (0, 1). (2.26)

В этих равенствахA(m) — сужение оператораA−JmX̃ наH(m) =

ImP(m), Ak — сужение оператора A − JmX̃ на H(m) = ImPk, k ≥

m + 1, если θ ∈ {0, 1} и Hk = ImPk, |k| ≥ m + 1, если θ ∈ (0, 1).

Поскольку I = P(m) +
∑

k≥m+1

Pk, I = P(m) +
∑

|k|≥m+1

Pk —разложение

единицы, то хотя бы один из векторов P(m)x0,Pkx0, k ≥ m+ 1, если

θ ∈ {0, 1}, P(m)x0, Pkx0, |k| ≥ m + 1, если θ ∈ (0, 1), является нену-

левым. Следовательно, λ0 — собственное значение соответствующего

сужения оператора Aθ−JmX̃ на рассматриваемые подпространства.

Далее символом Zθ,m обозначим множество {k ∈ Z : |k| ≥ m +

1}, если θ ∈ (0, 1) и {k ∈ Z : k ≥ m + 1}, если θ ∈ {0, 1}. Из
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проведенных рассуждений следует включение

σ(Aθ −B) = σ(Aθ − JmX̃) ⊂ σ(A(m))
⋃ ⋃

k∈Zθ,m

σ(Ak). (2.27)

Очевидно обратное включение. Следовательно, имеет место ра-

венство

σ(Aθ −B) = σ(Aθ − JmX̃) = σ(A(m))
⋃ ⋃

k∈Zθ,m

σ(Ak). (2.28)

Итак, из сделанного замечания следует

Теорема 2.2. В условиях теоремы 2.1 имеет место представле-

ние спектра оператора Aθ −B вида

σ(Aθ −B) = σ(Aθ − JmX̃) = σ(A(m))
⋃ ⋃

k∈Zθ,m

σ(Ak). (2.29)

Замечание 2.5. Доказанное представление (2.28) для σ(Aθ − B)

позволяет, используя формулу для JmX̃ вида

JmX̃ = Jm(BΓθ,m)X̃ + Jθ,mB (2.30)

получать асимптотику собственных значений оператора Aθ −B.

Перейдем к получению асимптотических формул для собствен-

ных значений оператора Aθ −B. Формула (2.30) следует из уравне-

ния (1.8) (которому удовлетворяет оператор X̃), после применения

к обеим его частям трансформатора J = Jθ,m и учета свойства (5)

из определения 1.25 допустимой тройки.

Пусть θ ∈ (0, 1). В этом случае операторы An, |n| ≥ m + 1,

из представления (2.28) являются скалярными операторами ранга

один. Записывая операторы X̃, B в виде X̃ = Xlf(A), B = f(A)Br,
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где Xl, Br ∈ S2(H), из (2.30) получаем, что операторы An, |n| ≥

m+ 1, представимы в виде

An = (
π(2n+ θ)

ω
)2In − (Ben, en)In−

− (f(A)BrΓθ,mXlf(A)en, en)In = λ̃nIn, |n| ≥ m+ 1, (2.31)

где en = eθ,n.

Следовательно, собственное значение λ̃n оператора An имеет

вид

λ̃n = (
π(2n+ θ)

ω
)2 − (Ben, en)− α2

n(B)((Γθ,mXl)en, B
∗
ren). (2.32)

Сопряженный к Br оператор B∗r является операто-

ром Гильберта–Шмидта. Поэтому последовательность βn =

‖B∗ren‖, |n| ≥ m+ 1, суммируема с квадратом.

Если (xi,j) —матрица оператора Xl ∈ S2(H) в базисе eθ,n, n ∈

Z, то матрица (yi,j) оператора Y = (Γθ,mXl)Aθ имеет вид

yi,j =
ω2xi,j

π
ω(2j + θ)2

π2((2i+ θ)2 − (2j + θ)2)
, i, j ∈ Z, i 6= j.

В силу замечания 1.4 оператор Y допускает расширение наH до

оператора из S2(H), обозначаемый тем же символом. Следователь-

но, последовательность δn = (Γθ,mXlen, B
∗
ren), |n| ≥ m + 1, предста-

вима в виде δn = (Aθen, Y
∗B∗ren) = π

ω(2n+ θ)2(en, Cen), |n| ≥ m+ 1.

Оператор C = Y ∗B∗r есть произведение двух операторов Гильберта–

Шмидта и поэтому является ядерным оператором. Следовательно,

последовательность ξn = ω
π (en, Cen), |n| ≥ m + 1, является сумми-

руемой. Итак, при условии θ ∈ (0, 1) следует асимптотическое пред-

ставление

λ̃n =
π2

ω2
(2n+ θ)2 − (Ben, en) +

α2
n(B)

2n+ θ
ξn, |n| ≥ m+ 1, (2.33)
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для собственных значений λ̃n, |n| ≥ m + 1, оператора Aθ − B. В

(2.33) последовательность (ξn), |n| ≥ m + 1, является суммируемой

последовательностью.

Предположим теперь, что θ ∈ {0, 1}. Для получения асимпто-

тики собственных значений оператора Aθ−B будет использоваться

Лемма 2.4. Собственные значения µ̃n, n ∈ N, матриц вида

Bn + Cn =

b1(n) b2(n)

b3(n) b4(n)

+ α(n)

c1(n) c2(n)

c3(n) c4(n)

 ,

где bk(n) ∈ l2, ck(n) ∈ l1, 1 ≤ k ≤ 4, lim
n→∞

αn = 0 допускают пред-

ставление вида

µ̃±n = µ±n + α(n)
1
2ε±n , n ∈ N, (2.34)

где µ±n = 1
2(b1(n) + b4(n)) ± 1

2((b1(n) + b4(n))2 + 4b2(n)b3(n))
1
2 — соб-

ственные значения матрицы B(n) =

b1(n) b2(n)

b3(n) b4(n)

 , (µ±n ) ∈ l2, и

последовательности (ε±n ) принадлежат пространству l
4
3 .

Доказательство. Собственные значения (µ̃±n ) матрицы Bn+Cn пред-

ставимы в виде

µ̃±n =
b1(n) + b4(n)

2
+ α(n)(

c1(n) + c4(n)

2
)± 1

2
(b1(n) + b4(n)+

+α(n)(c1(n)+ c4(n)))2 +4((b2(n)+α(n)c2(n))(b3(n)+α(n)c3(n)))
1
2 .

(2.35)

Следовательно, имеет место представление

µ̃±n =
b1(n) + b4(n)

2
± 1

2
(βn + γn)

1
2 +

α(n)(c1(n) + c4(n))

2
,

где βn = (b1(n) + b4(n))2 + 4b2(n)b3(n), γn = 2α(n)(b1(n) +

b4(n))(c1(n) + c4(n)) + 4α(n)(c2(n)b3(n) + b2(n)c3(n) +
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α(n)c2(n)c3(n)) = α(n)γ0
n, n ≥ 1, где γ0

n = c2(n)b3(n) + b2(n)c3(n).

Последовательность (β(n)) принадлежит пространству l1. В силу

равенства Гёльдера последовательность γ0
n принадлежит простран-

ству l
2
3 .

Теперь рассмотрим последовательность (βn + γn)
1
2 = (βn +

α(n)γ0
n)

1
2 , n ≥ 1. Если число n ∈ N таково, что |βn| ≤ 1

2 |γn|,

то |(βn + γn)
1
2 − β

1
2
n | ≤ 2|γn| = 2|α(n)||γ0

n|. Следовательно, числа

(βn + γn)
1
2 представимы в виде

±(βn + γn)
1
2 = ±β

1
2
n + εn,

для подходящего корня |εn| < 2|γn| = 2|α(n)||γ0
n|. Пусть теперь n ∈

N таково, что |βn| > 1
2 |γn|, то есть |γn| − |α(n)||γ0

n| < 2|βn|.

Рассмотрим последовательности

±(βn + γn)
1
2 = ±(βn + α(n)γ0

n)
1
2 .

Они представимы в виде

±(βn + γn)
1
2 = ±β

1
2
n + ε̃±n , n ≥ 1,

для подходящего корня β
1
2
n и некоторой последовательности (ε̃±n ) ∈

l
4
3 . Полагая ε±n = α(n)

1
2
c1(n)+c4(n)

2 + ε̃±n , n ≥ 1, получим представление

(2.34). Лемма доказана.

Далее для рассматриваемого случая θ ∈ {0, 1} используем пред-

ставление (2.28) о спектре оператора Aθ −B. В данном случае ранг

операторов An, n ≥ m + 1, является двумерным. Записывая опера-

торы X̃, B в виде

X̃ = Xlf(A), B = f(A)Br,
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где Xl, Br ∈ S2(H), из формулы (2.30) получим, что

Pn(Jθ,mX̃)Pn = PnX̃Pn = Pnf(A)BrΓθ,mXlf(A)P(n) + P(n)f(A)BrPn.

Поскольку f(A)Pn = αn(B)Pn, n ≥ m + 1, то имеет место ра-

венство

‖Pn(X̃ −B)Pn‖ = αn(B)2PnBrΓθ,m(XlPn) =

= αn(B)2
∑
k≥0

PnBrPnΓθ,m(PkXlPn) =

= αn(B)2
∑
k≥0

λθ,k 6=λθ,n
max{k,n}≥m+1

PnBrPkPkXlPn
λθ,k − λθ,n

, n ≥ 0, θ ∈ {0, 1}. (2.36)

Пусть bn,k = ‖PnBrPk‖, xk,n = ‖PkXPn‖, k, n ≥ 0. Поскольку

Br, Xl ∈ S2(H), то
∑
n,k≥0

b2
n,k < ∞,

∑
n,k≥0

x2
k,n < ∞, то из равенств

(2.36) получаем оценки (см. лемму 2.3)

‖Pn(X̃ −B)Pn‖ ≤ αn(B)2(
∑
k≥0

bn,kxk,n) max
max{k,n}≥m+1

1

|λθ,k − λθ,n|
=

= αn(B)2ξ(n)
ω2

4π2(m+ 1)
, (2.37)

где последовательность ξ(n) =
∑
k≥0

bn,kxk,n, n ≥ 0 является сумми-

руемой, т.е ξ ∈ l1. Её суммируемость вытекает из того факта, что

она является произведением двух матриц Гильберта–Шмидта (т.е.

является диагональной).

Из оценок (2.37) и формулы (2.30) следует, что операторы

An, n ≥ m+ 1, представимы в виде

An = (
π(2n+ θ)

ω
)2− PnB|H(n)− Pn(X̃ −B)Pn, n ≥ m+ 1, θ ∈ {0, 1},

где ‖Pn(X̃ −B)Pn‖ допускает оценку вида (2.37).
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Пусть B(n) =

b1(n) b2(n)

b3(n) b4(n)

 , n ≥ m + 1 и C(n) =c1(n) c2(n)

c3(n) c4(n)

—матрицы операторов PnB|Hn,Pn(X̃ −B)|Hn в ба-

зисе из собственных векторов оператора Aθ, принадлежащих инва-

риантному подпространству Hn. Таким образом,

b1(n) = (Ben, en), b2(n) = (Be−n, en), (2.38)

b3(n) = (Ben, e−n), b4(n) = (Be−n, e−n), (2.39)

если θ = 0. Для θ = 1 матрица B(n) имеет вид:

b1(n) = (Ben, en), b2(n) = (Be−n−1, en), (2.40)

b3(n) = (Ben, e−n−1), b4(n) = (Be−n−1, e−n−1). (2.41)

Пусть µ±n , n ≥ m+1 — собственные значения матрицы B(n). От-

метим, что bk ∈ l2, 1 ≤ k ≤ 4. Из полученных оценок (2.37) следует,

что последовательности ck, 1 ≤ k ≤ 4, допускают оценки

|ck(n)| ≤ ω2

4π2(m+ 1)
αn(B)2ξ(n), n ≥ m+ 1, (2.42)

где ξ ∈ l1.

Итак, оператор An, n ≥ m+ 1, имеет матрицу вида(
π(2n+ θ)

ω

)2
1 0

0 1

− B(n)− C(n).

Отметим, что последовательности bk, 1 ≤ k ≤ 4, принадлежат

пространству l2. Теперь из оценок (2.33) (случай θ ∈ (0, 1)), леммы

2.4 (ввиду оценок (2.42)) вытекает следующая теорема об асимпто-

тике собственных значений операторов Aθ −B, θ ∈ [0, 1].
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Теорема 2.3. Собственные значения λ̃n, |n| ≥ m + 1, где m ∈ Z+

удовлетворяет условию (2.22) теоремы 2.1, операторов Aθ−B, θ ∈

(0, 1) допускают асимптотику вида (2.33). Если θ ∈ {0, 1}, то

собственные значения λ̃±n , n ≥ m+1, операторов Aθ−B допускают

представления вида

λ̃±n = (
π(2n+ θ)

ω
)2 − µ±n + αn(B)η(n), n ≥ m+ 1, (2.43)

где последовательность η принадлежит пространству l
4
3 и µ±n —

собственные значения матрицы B(n).

В условиях следующей теоремы, которая является обобщением

асимптотических формул для спектра оператора Aθ − B, θ ∈ [0, 1],

число m ∈ Z+ удовлетворяет условию (2.22) теоремы 2.1.

Теорема 2.4. Спектр оператора Aθ − B, где θ ∈ (0, 1), допускает

представление в виде объединения

σ(Aθ −B) = σ̃(m)

⋃
{λ̃n, |n| ≥ m+ 1}, (2.44)

непересекающихся множеств, где σ̃(m) — конечное множество с

числом точек, не превосходящем 2m + 1 и собственные значения

λ̃n, |n| ≥ m+ 1, допускают представление вида

λ̃n =
π2

ω2
(2n+ θ)2 − (Ben, en) +

α2
n(B)

2n+ θ
ξn, |n| ≥ m+ 1. (2.45)

Если θ ∈ {0, 1}, то спектр оператора Aθ − B допускает пред-

ставление в виде объединения

σ(Aθ −B) = σ̃(m)

⋃ ⋃
n≥m+1

σn, (2.46)
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взаимно непересекающихся множеств, где σ̃(m) — конечное множе-

ство с числом точек, не превосходящем 2m + 1, а множества

σn = {λ+
n , λ

−
n }, n ≥ m + 1 не более чем двухточечные, причем соб-

ственные значения λ±n , n ≥ m+ 1, допускают представление вида

λ±n =
π2

ω2
(2n+ θ)2 − µ±n + αn(B)η(n), n ≥ m+ 1, (2.47)

где последовательность η принадлежит пространству l
4
3 и µ±n —

собственные значения матрицы B(n).
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2.3 Оценки равносходимости спектральных раз-

ложений

Теперь приступим к оценкам равносходимости спектральных

разложений операторов Aθ − B,Aθ, где θ ∈ [0, 1]. Основой для их

получения (как и в случае оценок собственных значений) будет слу-

жить теорема 2.2.

Для произвольного подмножества Ω ⊂ Z+ (если θ ∈ {0, 1})

символом P(Ω) обозначим проектор P(Ω) =
∑
k∈Ω

Pk −
∑
k∈Ω

Pθ,k. Для

Ω ⊂ Z (если θ ∈ (0, 1)) через P (Ω) обозначается проектор P (Ω) =∑
k∈Ω

Pk.

Пусть P̃(m), P̃n, n ≥ m + 1,— спектральные проекторы Рисса,

построенные по оператору Aθ − B, где θ ∈ {0, 1}, и множествам

σ(m), σn, n ≥ m + 1. Для любого подмножества Ω ⊂ Z+\{0, ...,m}

(не обязательно конечного) символом P̃ (Ω) обозначим спектраль-

ный проектор
∑
k∈Ω

P̃(Ω). Сильная (в действительности безусловная)

сходимость ряда, определяющего проектор P̃ (Ω), следует из подо-

бия оператора Aθ−B оператору Aθ−Jθ,mX̃ (см. теорему 2.2), свой-

ства 2) леммы 2.1 и вытекающего из вида оператора Jθ,mX̃ свойства

спектральности проекторов P̃n, n ≥ m+ 1, для Aθ− Jθ,mX̃, которые

отвечают спектральному множеству σn = {λ+
n , λ

−
n } ⊂ σ(Aθ−Jθ,mX̃).

Если θ ∈ (0, 1) и Ω —произвольное подмножество из

Z\{−m, ...,m}, через P (Ω) обозначим спектральный проектор∑
k∈Ω

Pk, а через P̃ (Ω) — спектральный проектор
∑
k∈Ω

P̃k. Объяснение

корректности его определения такое же, как и в случае θ ∈ {0, 1}.
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Для любого оператора X ∈ S2(H) и любого подмножества Ω ∈

Z через α(Ω, X) обозначим величину max
n∈Ω

αn(X).

Лемма 2.5. Для любого оператора X ∈ U(f) и любого подмноже-

ства Ω из Z имеет место оценка

max{‖P (Ω)X‖2, ‖XP (Ω)‖2} ≤ ‖X‖∗α(Ω, X). (2.48)

Доказательство. Оператор X представим в виде X =

XlfX(A), X = fX(A)Xr, где Xl, Xr ∈ S2(H). Тогда ‖P (Ω)X‖2 =

‖P (Ω)fX(A)Xr‖2 = ‖(
∑
n∈Ω

αn(X)Pn)Xr‖ ≤ α(Ω, X)‖Xr‖2.

Таким же способом получается оценка ‖XP (Ω)‖2 ≤

α(Ω, X)‖Xl‖2. Лемма доказана.

Непосредственно из определения последовательности (αn(X)),

где X ∈ S2(L2[0, ω]) следует (более подробно см. [13])

Лемма 2.6. Если ненулевой оператор X ∈ S2(H) представим в

виде X =
∑
k≥1

Xk, где Xk ∈ S2(H), и ряд является абсолютно схо-

дящимся, то верны оценки

‖X‖2αn(X) ≤
∑
k≥1

‖Xk‖αn(Xk). (2.49)

Лемма 2.7. Для любого множества Ω ⊂ Z,m ∈ Z+ и X ∈ S2(H)

имеют место оценки

max{‖(Γθ,mX)P (Ω)‖2, ‖P (Ω)Γθ,mX)‖2} ≤ ω
2πθα(Ω) max{‖XP (Ω)‖2, ‖P (Ω)X‖2}, θ ∈ (0, 1),
ω

2πα(Ω) max{‖XP (Ω)‖2, ‖P (Ω)X‖2}, θ ∈ {0, 1}.
(2.50)
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Доказательство. Пусть θ ∈ (0, 1). Матрица C = (ci,j) оператора

(Γθ,mX)P (Ω) = Γθ,m(XP (Ω) имеет вид

ci,j =


xi,j

λi,θ−λj,θ , max{i, j} ≥ m+ 1, j ∈ Ω

0, max{i, j} < m+ 1, j∈Ω.
(2.51)

Следовательно,

‖(Γθ,mX)P (Ω)‖2 ≤
(∑ |xi,j|2

|λi,θ − λj,θ|2

) 1
2

,

где суммирование осуществляется по i, j ∈ Z × Z, для которых

max{i, j} ≥ m+ 1 и j ∈ Ω. Следовательно,

‖(Γθ,mX)P (Ω)‖2 ≤
ω

2πθmax{α(Ω),m+ 1}

∑
j∈Ω

|xi,j|2
2

=

=
ω

2πθα(Ω)
‖XP (Ω)‖2, X ∈ S2(H). (2.52)

Аналогичным образом получается второе неравенство из оцен-

ки (2.50)

‖P (Ω)Γθ,mX)‖2 ≤
ω

2πθα(Ω)
‖P (Ω)X‖2, X ∈ S2(H). (2.53)

Тот же способ доказательства, основанный на использовании

матриц оцениваемых операторов проводится и в случае θ ∈ {0, 1}.

Лемма доказана.

Теорема 2.5. Пусть выполнено условие (2.24) теоремы 2.1 и θ ∈

(0, 1). Тогда для любого подмножества Ω ⊂ Z\{−m, ...,m} имеют

место оценки (безусловной равносходимости спектральных разло-

жений)

‖P̃ (Ω)− P (Ω)‖2 ≤ C1
ωmax{‖X̃P (Ω)‖2, ‖P (Ω)X̃‖2}

πθα(Ω)
≤

≤ C2
ωmax ‖BP (Ω)‖2, ‖P (Ω)B‖2

πθ̃α(Ω)
≤ C2

ωα(Ω, B)‖B‖∗
πθ̃α(Ω)

, (2.54)
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где постоянные C1, C2 > 0 не зависят от Ω и α(Ω) = min
k∈Ω
|k|.

Величина θ̃ совпадает с θ, если θ ∈ (0, 1) и θ̃ = 1, если θ ∈ {0, 1}.

Доказательство. Оператор Aθ −B подобен оператору Aθ − Jθ,mX̃,

причем имеет место равенство

Aθ −B = (I + Γθ,mX̃)(Aθ − JmX̃)(I + Γθ,mX̃)−1, (2.55)

где используются обозначения теоремы 2.22. Из формулы (1) леммы

2.1 следует представление

P̃ (Ω) = (I + Γθ,mX̃)P (Ω)(I + Γθ,mX̃)−1.

Следовательно, проектор P̃ (Ω)− P (Ω) представим в виде

P̃ (Ω)− P (Ω) =
(

(Γθ,mX̃)P (Ω)− P (Ω)(Γθ,mX̃)
)

(I + Γθ,mX̃)−1.

(2.56)

Из равенства (2.50), в случае θ = 1, лемм 2.5, 2.7 получаем

оценки

‖P̃ (Ω)− P (Ω)‖2 ≤
ω‖X‖∗
πθα(Ω)

α(Ω, X̃)‖(I + Γθ,mX̃)−1‖.

Таким образом, установлена первая часть оценки (2.54).

Теперь получим оставшуюся часть оценки.

Поскольку X̃ = BΓθ,mX̃ − (Γθ,mX̃)Jθ,mB −

(Γθ,mX̃)Jθ,m(BΓθ,mX̃) + B, то применяя к обеим частям этого

равенства оператор P (Ω) слева, и используя оценки из лемм 2.1 и

2.5, получим следующее неравенство

‖P (Ω)X̃‖2 ≤ ‖P (Ω)B‖2‖Γθ,mX̃‖2 + ‖P (Ω)(Γθ,mX̃)‖2‖Jθ,mB‖2+
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+‖P (Ω)Γθ,mX̃‖2‖(Jθ,mB)Γθ,mX̃‖2+‖P (Ω)B‖2 ≤ ‖P (Ω)B‖2‖Γθ,mX̃‖2+

+
ω‖B‖2‖P (Ω)X̃‖2

2πα(Ω)
+
ω‖B‖2‖P (Ω)X̃‖2

2πα(Ω)

ω‖X̃‖2

2πθ̃(m+ 1)
+ ‖P (Ω)B‖2,

(2.57)

где θ̃ = 0, если θ ∈ (0, 1) и θ̃ = 1, если θ ∈ {0, 1}. Из этих оценок при

достаточно большом m получаем существование постоянной C2 > 0

такой, что

‖P (Ω)X̃‖ ≤ C2‖P (Ω)B‖2. (2.58)

Аналогично получается оценка

‖X̃P (Ω)‖2 ≤ C2‖BP (Ω)‖2. (2.59)

Таким образом, мы получаем оценку (2.54). Теорема доказана.

Доказанная теорема служит основой для получения оценок рав-

носходимости спектральных разложений операторов Aθ−B,Aθ, θ ∈

[0, 1].

Из доказанной теоремы вытекают следующие утверждения.

Выбор числаm ∈ Z+ в последующих утверждениях обусловлен при-

менением теоремы 2.1.

Теорема 2.6. Существуют числа m ∈ Z+, C > 0 такие, что име-

ют место оценки:

‖P̃(m) +
n∑

|k|=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

|k|=m+1

Pk‖ ≤
C

θn
|αn(B)|,

если θ ∈ (0, 1) и

‖P̃(m) +
n∑

k=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

k=m+1

Pk‖ ≤
C

n
|αn(B)|,
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если θ ∈ {0, 1}.

Следствие 2.1. Имеет место равносходимость спектральных раз-

ложений операторов Aθ −B и A :

lim
n→∞
‖P̃(m) +

n∑
|k|=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

|k|=m+1

Pk‖ = 0,

если θ ∈ (0, 1) и

lim
n→∞
‖P̃(m) +

n∑
k=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

k=m+1

Pk‖ = 0,

если θ ∈ {0, 1}.

Теорема 2.7. Существует такое число m ∈ Z+, что∑
|n|≥m+1

1

αn(θ)
‖P̃n − Pn‖2

2 <∞,

если θ ∈ (0, 1) и ∑
n≥m+1

1

αn(θ)
‖P̃n − Pn‖2

2 <∞,

если θ ∈ {0, 1}.

Доказательство. Вначале предположим, что θ ∈ (0, 1). Пусть чис-

ло m ∈ Z+ удовлетворяет условию (2.22) теоремы 2.1 (далее исполь-

зуются её обозначения). Тогда из равенств (2.56), где Ω = n, |n| ≥

m+ 1 — одноточечное множество, получаем равенства

P̃n − Pn =
(

(Γθ,mX̃)Pn − Pn(Γθ,mX̃)
)

(I + Γθ,mX̃)−1, |n| ≥ m+ 1.

Из оценок (2.52),(2.53), примененных к оператору X = X̃, по-

лучаем что

‖(Γθ,mX̃)Pn‖2 ≤ C3
1

n
‖X̃Pn‖2, ‖Pn(Γθ,mX̃)‖2 ≤ C4

1

n
‖PnX̃‖2, |n| ≥ m+1,

(2.60)
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для некоторых постоянных C3, C4 > 0.

Далее, используя оценки (2.58), (2.59) получаем, что

‖PnX̃‖2 ≤ C2‖PnB‖2, ‖X̃Pn‖2 ≤ C2‖BPn‖2.

Следовательно, имеют место оценки

‖P̃n − Pn‖ ≤ C1
1

n
max ‖BPn‖2, ‖PnB‖2, C1 > 0.

В итоге получаем, что∑
|n|≥m+1

‖P̃n − Pn‖2 ≤ C1

∑
|n|≥m+1

max ‖BPn‖2, ‖PnB‖2

n2
, C1 > 0.

Аналогичным образом рассматривается случай θ ∈ {0, 1} и

устанавливается сходимость второго ряда из условий этой теоремы.

Теорема доказана.

Следствие 2.2. Операторы Aθ−B, θ ∈ (0, 1), спектральны по Дан-

форду, а операторы Aθ −B, θ ∈ {0, 1}, являются спектральными по

Данфорду относительно представления спектра σ(Aθ−B) оператора

Aθ −B вида (4.30) (используется терминология из [13]).
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Глава 3

Теоремы о подобии операторов

3.1 Оценки операторов, возникающих в методе

подобных операторов (случай θ = 0)

В данном параграфе приводятся оценки, используемые при вы-

воде результатов основной теоремы о спектре оператора Штурма–

Лиувилля в случае периодических краевых условий.

Получим оценки для ΓperV . Вначале оценим (ΓperV )Pn.

‖(ΓperV )Pn‖2
2 = ‖(ΓperV )Pn‖2

2 + ‖(ΓperV )P−n‖2
2 =

=

(
ω2

4π2

)2(∑
|i|6=n

|v̂(i− n)|2

|i2 − n2|2
+
∑
|i|6=n

|v̂(i+ n)|2

|i2 − n2|2

)
=

=

(
ω2

4π2

)2( ∑
j 6=0

j 6=−2n

|v̂(j)|2

j2(j + 2n)2
+
∑
j 6=0
j 6=2n

|v̂(j)|2

j2(j − 2n)2

)
≤

≤
(
ω2

4π2

)2

‖v‖2
2

(
2

(2n− 1)2

)
.

Итак, справедлива оценка:

‖(ΓperV )Pn‖2 6
ω2
√

2

4π2

‖v‖2

2n− 1
. (3.1)
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Таким же образом устанавливается аналогичная оценка для

‖Pn(ΓperV )‖2 вида

‖Pn(ΓperV )‖2 6
ω2
√

2

4π2

‖v‖2

2n− 1
. (3.2)

Рассмотрим теперь оператор V ΓperV и покажем, что он являет-

ся оператором Гильберта–Шмидта. Матрица оператора V ΓperV име-

ет вид:

ω2

4π2

∑
|j|6=|n|

v̂(m− j)v̂(j − n)

j2 − n2
=

ω2

4π2

∑
k 6=0

k 6=−2n

v̂(m− n− k)v̂(k)

k(k + 2n)
=

=
ω2

4π2

∑
k 6=0

k 6=−2n

v̂(k)

k

(
v̂(m− n− k)

k + 2n

)
=

ω2

4π2

∑
k 6=0

k 6=−2n

v̂(k)

k
Ak(m,n).

Тогда

‖V ΓperV ‖2
2 =

(
ω2

4π2

)2 ∑
m,n∈Z

∣∣∣∣ ∑
|j|6=|n|

v̂(m− j)v̂(j − n)

j2 − n2

∣∣∣∣2 =

=

(
ω2

4π2

)2 ∑
m,n∈Z

∣∣∣∣ ∑
k 6=0

k 6=−2n

v̂(m− n− k)v̂(k)

k(k + 2n)

∣∣∣∣2.
Далее оценим норму Гильберта–Шмидта матриц Ak (которые

возникают в первых равенствах).

‖Ak‖2
2 =

∑
m,n∈Z

2n+k 6=0

∣∣∣∣ v̂(m− n− k)

k + 2n

∣∣∣∣2 6 ∑
2n+k 6=0

1

(k + 2n)2

∑
m∈Z

|v̂(m−n−k)|2 6

6 ‖v‖2
2

∑
2n+k 6=0

1

(k + 2n)2
6 C‖v‖2

2,

где постоянная C > 0.

Таким образом,
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‖V ΓperV ‖2
2 =

(
ω2

4π2

)2 ∑
m,n∈Z

∣∣∣∣ ∑
k 6=0

k 6=−2n

v̂(m− n− k)v̂(k)

k(k + 2n)

∣∣∣∣2 6
6

(
ω2

4π2

)2 ∑
m,n∈Z

(∑
k 6=0

|v̂(k)|2

k2

)( ∑
k 6=−2n

|v̂(m− n− k)|2

|k + 2n|2

)
6

6

(
ω2

4π2

)2

M‖v‖2
2

∑
m,n∈Z

( ∑
k 6=−2n

|v̂(m− n− k)|2

|k + 2n|2

)
≤
(
ω2

4π2

)2

M1‖v‖4
2,

для некоторой постоянной M1 > 0.

В итоге получаем, что оператор V ΓperV является операто-

ром Гильберта–Шмидта. Следовательно, таким является оператор

V Γm,perV, для m > 0.

Оценим теперь величину ‖Pn(V ΓperV )‖2. Для этого введем в

рассмотрение суммируемую последовательность

ṽ(p) = max{|v̂(p)|2, |v̂(−p)|2}, p ∈ Z.

Оценим n-ю строку (n ∈ Z) матрицы оператора V ΓperV :

‖Pn(V ΓperV )‖2
2 =

(
ω2

4π2

)2 ∑
|l|6=|j|

∣∣∣∣∑
l∈Z

v̂(n− l)v̂(l − j)
l2 − j2

∣∣∣∣2 =

=

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

∣∣∣∣ ∑
k 6=0
k 6=−2j

v̂(n− k − j)v̂(k)

k(k + 2j)

∣∣∣∣2 6
6

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

(( ∑
k 6=0
k 6=−2j

|v̂(n− k − j)|2

k2

)( ∑
k 6=0
k 6=−2j

|v̂(k)|2

(k + 2j)2

))
6

6

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

(( ∑
k 6=0
k 6=−2j

|v̂(n− k − j)|2

k2

)( ∑
m 6=0
m6=2j

|v̂(m− 2j)|2

m2

))
6

6

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

((∑
k 6=0

ṽ(n− j − k)

k2

)(∑
m6=0

ṽ(2j −m)

m2

))
.
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Введем в рассмотрение последовательность

α(2n) =
∑

0<|p|62n

ṽ(p− 2n) + ṽ(p+ 2n)

p2
=

∑
0<|p|62n

ṽ(2n− p) + ṽ(2n+ p)

p2
.

Используя эту последовательность, мы получим справедли-

вость следующих неравенств(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

(∑
k 6=0

ṽ(n− j − k)

k2

)(∑
m6=0

ṽ(2j −m)

m2

)
6

6

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

(( ∑
0<|k|62n

ṽ(n− j − k)

k2
+

∑
|k|>2n+1

ṽ(n− j − k)

k2

)
·

·
( ∑

0<|m|62j

ṽ(2j −m)

m2
+

∑
|m|>2j+1

ṽ(2j −m)

m2

))
6

6

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

((
α(n−j)+ 1

(2n+ 1)2
‖ṽ‖1

)(
α(2j)+

1

(2j + 1)2
‖ṽ‖1

))
=

=

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

(
α(2j)α(n− j) +

α(n− j)
(2j + 1)2

‖ṽ‖1+

+
α(2j)

(2n+ 1)2
‖ṽ‖1 +

‖ṽ‖2

(2j + 1)2(2n+ 1)2

)
.

Следовательно,

‖Pn(V ΓperV )‖2 6 C1(v) η1(n),

где постоянная C1(v) > 0, а последовательность η1 принадлежит

пространству l2.

Поскольку ‖Pn(V ΓperV )‖2
2 = ‖Pn(V ΓperV )‖2

2 + ‖P−n(V ΓperV )‖2
2,

то оценка для ‖Pn(V ΓperV )‖2 примет вид

‖Pn(V ΓperV )‖2 ≤
√

2C1(v) η1(n), n ≥ 1. (3.3)

Теперь рассмотрим оценки n- го столбца (n ∈ Z) матрицы опе-
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ратора V ΓperV :

‖(V ΓperV )Pn‖2
2 =

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

∣∣∣∣ ∑
|l|6=|n|

v̂(j − l)v̂(l − n)

l2 − n2

∣∣∣∣2 =

=

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

∣∣∣∣ ∑
k 6=0

k 6=−2n

v̂(j − k − n)v̂(k)

k(k + 2n)

∣∣∣∣2 6
6

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

((∑
k 6=0

|v̂(j − k − n)|2

k2

)( ∑
k 6=−2n

|v̂(k)|2

(k + 2n)2

))
6

6

(
ω2

4π2

)2 ∑
k 6=−2n

|v̂(k)|2

(k + 2n)2

(∑
j∈Z

∑
k 6=0

|v̂(j − k − n)|2

k2

)
6

6

(
ω2

4π2

)2
π2

6
‖v‖2

2

∑
k 6=−2n

|v̂(k)|2

(k + 2n)2
≤

≤
(
ω2

4π2

)2
π2

6
‖v‖2

2

( ∑
0<|l|<2n

|v̂(l − 2n)|2

l2
+

∑
|l|≥2n+1

|v̂(l − 2n)|2

l2

)
≤

≤
(

ω2

4
√

3π

)2

‖v‖2
2

(
α2(2n) +

‖v‖2
2

(2n+ 1)2

)
.

Следовательно,

‖(V ΓperV )Pn‖2 6 C2(v) η2(n),

где постоянная C2(v) > 0, а последовательность η2 принадлежит

пространству l2.

В итоге оценка для ‖(V ΓperV )Pn‖2 будет иметь вид

‖(V ΓperV )Pn‖2 ≤
√

2C2(v) η2(n), n ≥ 1. (3.4)

Рассмотрим теперь оценки элементов матрицы сужения опера-

тора Pn(V ΓperV )Pn на Hn в базисе e−n, en.

Оценим первый диагональный элемент.
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(V ΓperV e−n, e−n) =
ω2

4π2

∑
j 6=n
j 6=−n

v̂(−n− j)v̂(j + n)

(j − n)(j + n)
=

=
ω2

4π2

∑
k 6=0
k 6=2n

v̂(k)v̂(−k)

k(k − 2n)
=

ω2

4π2

∑
k 6=0
k 6=2n

v̂(k)v̂(−k)

2n

(
1

k − 2n
− 1

k

)
=

= − ω2

8π2n

∑
k 6=0

v̂(k)v̂(−k)

k
− ω2

8π2n

v̂(2n)v̂(−2n)

2n
+

ω2

8π2n

∑
k 6=2n

v̂(k)v̂(−k)

k − 2n
=

= − ω2

8π2n

v̂(2n)v̂(−2n)

2n
+

ω2

8π2n

∑
k 6=2n

v̂(k)v̂(−k)

k − 2n
.

Теперь оценим последовательность

u(2n+ 1) =
ω2

8π2n

∑
k 6=2n

v̂(−k)v̂(k)

k − 2n
, n ∈ Z.

|u(2n+ 1)| 6 ω2

8π2n

∣∣∣∣ ∑
k 6=2n

v̂(−k)v̂(k)

k − 2n

∣∣∣∣ 6
6

ω2

8π2n

(∑
j 6=0

v̂(−j − 2n)v̂(j + 2n)

|j|

)
6

6
ω2

8π2n
‖v‖2

(∑
|j|6=0

|v̂(j + 2n)|2

j2

) 1
2

6

6
ω2

8π2n

( ∑
|j|<2n

|v̂(j + 2n)|2

j2
+
‖v‖2

2

(2n)2

) 1
2

6

6
ω2‖v‖2

8π2n

(
α

1
2 (2n) +

‖v‖2

2n

)
.

Итак, последовательность (V ΓperV e−n, e−n) допускает оценку

|(V ΓperV e−n, e−n)| 6
c11(v)

|n|
η11(n), |n| > m+ 1, (3.5)

для некоторой постоянной c11(v) > 0 и последовательности η11, при-

надлежащей пространству l2.
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Оценки остальных матричных элементов проводятся аналогич-

ным образом.
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3.2 Оценки операторов, возникающих в методе

подобных операторов (случай θ = 1)

В данном параграфе приводятся оценки, используемые при вы-

воде результатов основной теоремы о спектре оператора Штурма–

Лиувилля в случае антипериодических краевых условий.

Получим оценки для ΓapV . Вначале оценим (ΓapV )Pn.

‖(ΓapV )Pn‖2
2 = ‖(ΓapV )Pn‖2

2 + ‖(ΓapV )P−n‖2
2 =

=

(
ω2

4π2

)2( ∑
i6=n

i 6=−n−1

|v̂(i− n)|2

|i− n|2|i+ n+ 1|2
+
∑
i6=−n
i 6=n−1

|v̂(i+ n)|2

|i+ n|2|i− n+ 1|2

)
=

=

(
ω2

4π2

)2( ∑
j 6=0

j 6=−2n−1

|v̂(j)|2

j2(j + 2n+ 1)2
+
∑
j 6=0

j 6=2n−1

|v̂(j)|2

j2(j − 2n+ 1)2

)
≤

≤
(
ω2

4π2

)2

‖v‖2
2

(
2

4n2

)
.

Итак, справедлива оценка:

‖(ΓapV )Pn‖2 6
ω2

4
√

2π2n
‖v‖2. (3.6)

Таким же образом устанавливается аналогичная оценка для

‖Pn(ΓapV )‖2 вида

‖Pn(ΓapV )‖2 6
ω2

4
√

2π2n
‖v‖2. (3.7)

Принадлежность V ΓapV идеалу операторов Гильберта–

Шмидта доказывается также, как и в случае θ = 0.

Перейдем теперь к оценкам величины ‖Pn(V ΓapV )‖2, n ∈ Z.

Как и в периодическом случае оператор Pn(V ΓapV ) имеет матрицу
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вида

ω2

π2

(∑
l 6=j

v̂(k − l)v̂(l − j)
(2l + 1)2 − (2j + 1)2

)
=

ω2

4π2

(∑
l 6=j

v̂(k − l)v̂(l − j)
(l − j)(l + j + 1)

)
.

Тогда n-я строка (n ∈ Z) матрицы оператора V ΓapV оценива-

ется следующим образом:

‖Pn(V ΓapV )‖2
2 =

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

∣∣∣∣∑
l 6=j

v̂(n− l)v̂(l − j)
(l − j)(l + j + 1)

∣∣∣∣2 =

=

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

∣∣∣∣ ∑
k 6=0

k 6=−2j−1

v̂(n− k − j)v̂(k)

k(k + 2j + 1)

∣∣∣∣2 6
6

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

((∑
k 6=0

|v̂(n− k − j)|2

k2

)( ∑
k 6=−2j−1

|v̂(k)|2

(k + 2j + 1)2

))
6

6

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

((∑
k 6=0

|v̂(n− k − j)|2

k2

)(∑
m6=0

|v̂(m− 2j − 1)|2

m2

))
6

6

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

((∑
k 6=0

ṽ(n− j − k)

k2

)(∑
m6=0

ṽ(2j + 1−m)

m2

))
.

Теперь, используя введенную ранее последовательность α(2n),

получим справедливость следующих неравенств(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

(∑
k 6=0

ṽ(n− j − k)

k2

)(∑
m6=0

ṽ(2j + 1−m)

m2

)
6

6

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

(( ∑
0<|k|62n

ṽ(n− j − k)

k2
+

∑
|k|>2n+1

ṽ(n− j − k)

k2

)
·

·
( ∑

0<|m|62j

ṽ(2j + 1−m)

m2
+ +

∑
|m|>2j+1

ṽ(2j + 1−m)

m2

))
6

6

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

((
α(n− j) +

1

(2n+ 1)2
‖ṽ‖1

)
·

·
(
α(2j + 1) +

1

(2j + 1)2
‖ṽ‖1

))
=
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=

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

(
α(2j + 1)α(n− j) +

α(n− j)
(2j + 1)2

‖ṽ‖1+

+
α(2j + 1)

(2n+ 1)2
‖ṽ‖1 +

‖ṽ‖2

(2j + 1)2(2n+ 1)2

)
.

Следовательно,

‖Pn(V ΓapV )‖2 6 C3(v) η3(n),

где постоянная C3(v) > 0, а последовательность η3 принадлежит

пространству l2.

Поскольку ‖Pn(V ΓapV )‖2
2 = ‖Pn(V ΓapV )‖2

2 +‖P−n(V ΓapV )‖2
2, то

оценка для ‖Pn(V ΓapV )‖2 примет вид

‖Pn(V ΓapV )‖2 ≤
√

2C3(v) η3(n), n ≥ 1. (3.8)

Теперь получим оценки для оператора ‖(V ΓapV )Pn‖:

‖(V ΓapV )Pn‖2
2 =

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

∣∣∣∣∑
|l|6=n

v̂(j − l)v̂(l − n)

(l − n)(l + n+ 1)

∣∣∣∣2 =

=

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

∣∣∣∣ ∑
k 6=0

k 6=−2n−1

v̂(j − k − n)v̂(k)

k(k + 2n+ 1)

∣∣∣∣2 6
6

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

(∑
k 6=0

|v̂(j − k − n)|2

k2

)( ∑
k 6=−2n−1

|v̂(k)|2

(k + 2n+ 1)2

)
6

6

(
ω2

4π2

)2 ∑
k 6=−2n−1

|v̂(k)|2

(k + 2n+ 1)2

(∑
j∈Z

∑
k 6=0

|v̂(j − k − n)|2

k2

)
6

6

(
ω2

4π2

)2
π2

6
‖v‖2

2

∑
k 6=−2n−1

|v̂(k)|2

(k + 2n+ 1)2
=

=

(
ω2

4
√

6π

)2

‖v‖2
2

∑
l 6=0

|v̂(l − 2n− 1)|2

l2
6
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6

(
ω2

4
√

6π

)2

‖v‖2
2

( ∑
0<|l|62n+1

|v̂(l − 2n− 1)|2

l2
+

+
∑
|l|>2n+2

|v̂(l − 2n− 1)|2

l2

)
6

(
ω2

4
√

6π

)2

‖v‖2
2

( ∑
0<|l|62n+1

ṽ(l − 2n− 1)

l2
+

+
1

(2n+ 2)2
‖ṽ‖1

)
6

(
ω2

4
√

6π

)2

‖v‖2
2

(
α(2n+ 1) +

‖v‖2
2

(2n+ 2)2

)
.

Итак,

‖(V ΓapV )Pn‖2 6 C4(v) η4(n), (3.9)

где постоянная C4(v) > 0, а последовательность η4 принадлежит

пространству l2.

Поскольку ‖(V ΓapV )Pn‖2
2 = ‖(V ΓapV )Pn‖2

2 +‖(V ΓapV )P−n‖2
2, то

оценка для ‖(V ΓapV )Pn‖2 примет вид

‖(V ΓapV )Pn‖2 ≤
√

2C4(v) η4(n), n ≥ 1. (3.10)

Рассмотрим теперь оценки элементов матрицы сужения опера-

тора Pn(V ΓapV )Pn на Hn в базисе e−n−1, en.

Оценим первый диагональный элемент.

(V ΓapV e−n−1, e−n−1) =
ω2

4π2

∑
j 6=n

j 6=−n−1

v̂(−n− 1− j)v̂(j + n+ 1)

(j − n)(j + n+ 1)
=

=
ω2

4π2

∑
k 6=0

k 6=2n+1

v̂(k)v̂(−k)

k(k − 2n− 1)
=

=
ω2

4π2

∑
k 6=0

k 6=2n+1

v̂(k)v̂(−k)

2n+ 1

(
1

k − 2n− 1
−1

k

)
= − ω2

4π2(2n+ 1)

∑
k 6=0

v̂(k)v̂(−k)

k
−

− ω2

4π2(2n+ 1)

v̂(2n+ 1)v̂(−2n− 1)

2n+ 1
+

ω2

4π2(2n+ 1)

∑
k 6=2n+1

v̂(k)v̂(−k)

k − 2n− 1
=
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= − ω2

4π2(2n+ 1)

v̂(2n+ 1)v̂(−2n− 1)

2n+ 1
+

ω2

4π2(2n+ 1)

∑
k 6=2n+1

v̂(k)v̂(−k)

k − 2n− 1
=

= − ω2

4π2

v̂(2n+ 1)v̂(−2n− 1)

(2n+ 1)2
+

ω2

4π2(2n+ 1)

∑
k 6=2n+1

v̂(k)v̂(−k)

k − 2n− 1
.

Теперь оценим последовательность

u(2n+ 1) = − ω2

4π2(2n+ 1)

∑
k 6=2n+1

v̂(−k)v̂(k)

k − 2n− 1
, n ∈ Z.

Имеют место оценки:

|u(2n+ 1)| 6 ω2

4π2(2n+ 1)

∣∣∣∣ ∑
k 6=2n+1

v̂(−k)v̂(k)

k − 2n− 1

∣∣∣∣ 6
6

ω2

4π2(2n+ 1)

(∑
j 6=0

v̂(−j − 2n− 1)v̂(j + 2n+ 1)

|j|

)
6

6
ω2

4π2(2n+ 1)
‖v‖2

(∑
|j|6=0

|v̂(j + 2n+ 1)|2

j2

) 1
2

6

6
ω2

4π2(2n+ 1)

( ∑
|j|<2n+1

|v̂(j + 2n+ 1)|2

j2
+

‖v‖2
2

(2n+ 1)2

) 1
2

6

6
ω2‖v‖2

4π2(2n+ 1)

(
α

1
2 (2n+ 1) +

‖v‖2

2n+ 1

)
.

Итак, последовательность (V ΓapV e−n−1, e−n−1) допускает оцен-

ку

|(V ΓapV e−n−1, e−n−1)| 6
c22(v)

|n|
η22(n), |n| > m+ 1, (3.11)

для некоторой постоянной c22(v) > 0 и η22 ∈ l2.

Оценки остальных матричных элементов проводятся аналогич-

ным образом.
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3.3 Оценки операторов, возникающих в методе

подобных операторов (случай θ ∈ (0, 1))

В данном параграфе приводятся оценки, используемые при вы-

воде результатов основной теоремы о спектре оператора Штурма—

Лиувилля в случае общих краевых условий.

Получим оценки для ΓθV . Вначале оценим (ΓθV )Pn.

‖(ΓθV )Pn‖2
2 =

(
ω2

4π2

)2 ∑
i 6=n

i6=−n−θ

|v̂(i− n)|2

|i− n|2|i+ n+ θ|2
=

=

(
ω2

4π2

)2 ∑
j 6=0

j 6=−2n−θ

|v̂(j)|2

j2(j + 2n+ θ)2
≤
(
ω2

4π2

)2

‖v‖2
2

(
1

(2nθ)2

)
.

Итак, справедлива оценка:

‖(ΓθV )Pn‖2 6
ω2

8π2θn
‖v‖2. (3.12)

Таким же образом устанавливается аналогичная оценка для

‖Pn(ΓapV )‖2 вида

‖Pn(ΓθV )‖2 6
ω2

8π2θn
‖v‖2. (3.13)

Принадлежность V ΓθV идеалу операторов Гильберта–Шмидта

доказывается также, как и в случае θ = 0.

Оценим величину ‖Pn(V ΓθV )‖2. Матрица оператора

Pθ,n(V ΓθV ) имеет вид:

ω2

π2

(∑
l 6=j

v̂(k − l)v̂(l − j)
(2l + θ)2 − (2j + θ)2

)
=

ω2

4π2

(∑
l 6=j

v̂(k − l)v̂(l − j)
(l − j)(l + j + θ)

)
.

Тогда оценки для ‖Pn(V ΓθV )‖2, n ∈ Z будут выглядеть следу-
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ющим образом

‖Pn(V ΓθV )‖2
2 =

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

∣∣∣∣∑
l∈Z

v̂(n− l)v̂(l − j)
(l − j)(l + j + θ)

∣∣∣∣2 =

=

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

∣∣∣∣∑
k 6=0

v̂(n− k − j)v̂(k)

k(k + 2j + θ)

∣∣∣∣2 6
6

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

((∑
k 6=0

|v̂(n− k − j)|2

k2

)(∑
k 6=0

|v̂(k)|2

(k + 2j + θ)2

))
6

6

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

((∑
k 6=0

|v̂(n− k − j)|2

k2

)(∑
m∈Z

|v̂(m− 2j)|2

(m+ θ)2

))
=

=

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

(
(v̂ ∗ f)(n− j)(v̂ ∗ f)(2j)

)
,

где последовательность f ∈ l2(Z) вида f(k) = 1
k2 , k 6= 0, f(0) =

0, k = 0, а последовательность v̂— суммируемая последовательность

из l1(Z).

Следовательно,

‖Pn(V ΓθV )‖2 6 C5(v) η5(n), (3.14)

где постоянная C5(v) > 0, а последовательность η5 принадлежит

пространству l2.

Теперь рассмотрим оценки для оператора ‖(V ΓθV )Pn‖.

‖(V ΓθV )Pn‖2
2 =

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

∣∣∣∣∑
|l|6=n

v̂(j − l)v̂(l − n)

(l − n)(l + n+ θ)

∣∣∣∣2 =

=

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

∣∣∣∣∑
k 6=0

v̂(j − k − n)v̂(k)

k(k + 2n+ θ)

∣∣∣∣2 6
6

(
ω2

4π2

)2∑
j∈Z

((∑
k 6=0

|v̂(j − k − n)|2

k2

)(∑
k∈Z

|v̂(k)|2

(k + 2n+ θ)2

))
6
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6

(
ω2

4π2

)2∑
k∈Z

|v̂(k)|2

(k + 2n+ θ)2

(∑
j∈Z

∑
k 6=0

|v̂(j − k − n)|2

k2

)
6

6

(
ω2

4π2

)2
π2

6
‖v‖2

2

∑
k∈Z

|v̂(k)|2

(k + 2n+ θ)2
=

=

(
ω2

4
√

6π

)2

‖v‖2
2

∑
l∈Z

|v̂(l − 2n)|2

(l + θ)2
6

6

(
ω2

4
√

6π

)2

‖v‖2
2 max
j∈Z

j2

(j + θ)2

( ∑
0<|l|62n

|v̂(l − 2n)|2

l2
+
∑
|l|>2n+1

|v̂(l − 2n)|2

l2

)
6

6

(
ω2

4
√

6π

)2

‖v‖2
2

1

(1− θ)2

( ∑
0<|l|62n

ṽ(l − 2n)

l2
+

1

(2n+ 1)2
‖ṽ‖1

)
6

6

(
ω2

4
√

6π

)2

‖v‖2
2

1

(1− θ)2

(
α(2n) +

‖v‖2
2

(2n+ 1)2

)
.

Итак,

‖(V ΓθV )Pn‖2 6 C6(v) η6(n), (3.15)

где постоянная C6(v) > 0, а последовательность η6 принадлежит

пространству l2.

Теперь рассмотрим последовательность (V ΓθV en, en), n ∈ Z,

где θ ∈ (0, 1).

(V ΓθV en, en) =
ω2

4π2

∑
j 6=n

v̂(n− j)v̂(n− j)
(j − n)(j + n+ θ)

=
ω2

4π2

∑
k 6=0

v̂(−k)v̂(k)

k(k + 2n+ θ)
=

=
ω2

4π2(2n+ θ)

(∑
k 6=0

v̂(−k)v̂(k)

k
−
∑
k 6=0

v̂(−k)v̂(k)

k + 2n+ θ

)
=

=
ω2

4π2

(
− 1

2n
+

θ

2n(2n+ θ)

)∑
k 6=0

v̂(−k)v̂(k)

k + 2n+ θ
=

= − ω2

8π2n

∑
k 6=0

v̂(−k)v̂(k)

k + 2n+ θ
+

ω2θ

8π2n(2n+ θ)

∑
k 6=0

v̂(−k)v̂(k)

k + 2n+ θ
=

= − ω2

8π2n

∑
k 6=0

v̂(−k)v̂(k)

k + 2n
+

ω2θ

8π2n

∑
k 6=0

v̂(−k)v̂(k)

(k + 2n)(k + 2n+ θ)
+
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+
ω2θ

8π2n(2n+ θ)

∑
k 6=0

v̂(−k)v̂(k)

k + 2n
−

− ω2θ

8π2n(2n+ θ)

∑
k 6=0

v̂(−k)v̂(k)

(k + 2n)(k + 2n+ θ)
.

В итоге получаем оценку:

|(V ΓθV en, en)| 6
d11(v)

|n|+ 1
β11(n), |n| > m+ 1, (3.16)

для некоторой постоянной d11(v) > 0 и β11 ∈ l2.

Поскольку последовательность k 7→ v̂(−k)v̂(k) : Z → C явля-

ется суммируемой и последовательность 1
k , k ∈ Z, k 6= 0, принад-

лежит пространству l2, то при суммировании (в последних четырех

суммах) получаем, что слагаемые (зависящие от n) принадлежат

пространству l2.
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3.4 Предварительное преобразование подобия

исследуемого оператора Lθ, θ ∈ [0, 1], к опера-

тору Гильберта–Шмидта

Вернемся к рассмотрению дифференциальных операторов

Lθ = L0
θ − V, θ ∈ [0, 1].

Осуществим преобразование подобия таких операторов к опера-

тору вида Aθ−B, где Aθ = L0
θ и B — оператор Гильберта–Шмидта из

S2(L2[0, ω]). Тем самым появляется возможность использования ре-

зультатов главы 2 об асимптотике собственных значений дифферен-

циальных операторов Lθ, θ ∈ [0, 1], и равносходимости спектраль-

ных разложений операторов Lθ, L0
θ, θ ∈ [0, 1].

Оператор V умножения на потенциал v ∈ L2[0, ω] для

v∈L∞[0, ω] не является ограниченным. Однако, он является под-

чиненным оператору Aθ = L0
θ, т.е. V ∈ LAθ(L2[0, ω]). При этом

он обладает свойством: V (Aθ − λ0I)−1 ∈ S2(L2[0, ω]), где λ0 ∈

ρ(Aθ). Отметим, что LAθ совпадает с множеством операторов ви-

да X = X0(Aθ − λ0I), где X0 ∈ S2(H). Для каждого оператора

X = X0(A0 − λ0I), X0 ∈ S2(H) положим

JmX = (JmX0)(Aθ − λ0I), ΓmX = (ΓmX0)(Aθ − λ0I),

X = X0(A− λ0I) ∈ L
(2)
Aθ
. (3.17)

Рассматриваемый оператор V представим в виде

V = (V (Aθ − λ0I)−1)(Aθ − λ0I) = V0(Aθ − λ0I),
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где V0 ∈ S2(L2[0, ω]). Следовательно, определены операторы Jθ,mV

и Γθ,mV как операторы из LAθ(L2[0, ω]).

Для вычисления операторов JθV,ΓθV, θ ∈ [0, 1], вычислим мат-

рицу (vk,j) оператора V относительно ортонормированного базиса

(eθ,n), n ∈ Z. Она имеет вид:

vk,j = v̂(k − j), k, j ∈ Z.

vk,j = (veθ,j, eθ,k) =
1

ω

ω∫
0

v(τ)ei
π
ω (2j+θ)τ − e−i

π
ω (2k+θ)τdτ =

=
1

ω

ω∫
0

v(τ)e−i
2π
ω (k−j)τdτ = v̂(k − j), k, j ∈ Z.

Таким образом, матрица V оператора V ∈ LAθ(L2[0, ω]) имеет

вид:

V = (vk,j) = (v̂(k − j)), k, j ∈ Z, (3.18)

и не зависит от выбора краевых условий.

Операторы JperV, JapV, JθV, θ ∈ (0, 1) определяются формулами

JθV = JbcV =
∞∑
k=0

PkV Pk, bc ∈ {per, ap}, θ ∈ {0, 1}, (3.19)

JθV =
∑
k∈Z

PkV Pk, θ ∈ (0, 1). (3.20)

Далее символом H иногда будет обозначаться гильбертово про-

странство L2[0, ω].

Замечание 3.1. В случае периодических и антипериодических

краевых условий должны быть особые обозначения операторов:
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Aper, Lper, Aap, Lap, Aθ, Lθ, для θ ∈ (0, 1). Собственные функции соот-

ветственно обозначаются eper,n, eap,n, n ∈ Z, eθ,n, λper,n, λap,n, λθ,n, θ ∈

(0, 1). Проекторы: Pper,n, Pap,n, n ∈ Z,Pper,n,Pap,n.

Замечание 3.2. В дальнейшем будут использоваться матрицы опе-

раторов из LAθ(H) (из LAθ(H) для A = A∗ с компактной резольвен-

той и с ортонормированным базисом (en), n ∈ Z, либо n ∈ Z+, n ∈

N). Для любого оператора X ∈ LA(H) через (xi,j) обозначается мат-

рица, элементами которой являются числа xi,j = (Aej, ei), i, j ∈ J.

Замечание 3.3. Если матрица (xi,j) оператора является матрицей

Гильберта–Шмидта, то оператор X : D(X) ⊂ H → H допускает

ограниченное расширение на H до оператора X̃, являющимся опе-

ратором Гильберта–Шмидта. Это расширение в дальнейшем обозна-

чается тем же символом X.

Замечание 3.4. Символ bc будем использовать для обозначения

граничных значений, т.е. bc ∈ {per, ap, bcθ, θ ∈ (0, 1)}.

Замечание 3.5. Если некоторое высказывание относится к лю-

бому из рассматриваемых дифференциальных операторов Lθ (т.е.

θ ∈ [0, 1]), то собственные значения и собственные функции опера-

тора L0
θ будут обозначаться через λn, en, n ∈ Z, соответственно.

Замечание 3.6. Далее будут использоваться операторные матрицы

(Xk,m) оператора X ∈ LA(H) вида

Xk,m = PkXPm, k,m ≥ 0.

Если θ ∈ (0, 1), то операторные матрицы Xk,j = PkXPj, k, j ∈ Z.
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Замечание 3.7. Пусть θ = 0, т.е. bc = per, тогда

(PkV Pkx)(t) = ((Pk + P−k)V (Pk + P−k)x) (t) =

= (Pk + P−k)((x, eper,k)vek + (x, eper,−k)ve−k) = (x, ek)(vek, ek)ek+

+ (x, e−k)(ve−k, e−k)e−k + (x, ek)(vek, e−k)e−k + (x, ek)(vek, e−k)e−k.

(3.21)

Операторы PkV P−k, k ≥ 1 имеют ранг 2 (при k = 0 —ранг 1)

и матрица Ak сужения Ak : Hk → Hk оператора PkV Pk, k ≥ 0, в

базисе {e−k, ek} из подпространства Hk = ImPk имеет вид v̂(0) v̂(−2k)

v̂(2k) v̂(0)

 (3.22)

Отсюда легко выводится, что оператор JperV − v̂(0)I принадле-

жит S2(L2[0, ω]) и оператор JperV имеет вид:

(JperV x)(t) =
1

2ω

2ω∫
0

v(
t+ s

2
)x(s)ds+v̂(0)x(t), t ∈ [0, ω], x ∈ L2[0, ω].

Отметим, что P0V P0x = v(0)x, x ∈ L2(0, ω).

В случае антипериодических краевых условий, рассмотрим опе-

раторы

Pap,kV Pap,k = (Pk + P−k−1)V (Pk + P−k−1), k ≥ 0.

Поскольку матрица V оператора V относительно базиса

(eap,n), n ∈ Z, совпадает с матрицей оператора V относительно

базиса (eper,n), n ∈ Z, то матрица Vk сужения оператора V на
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Hk = ImPap,k в базисе e−k−1, ek имеет вид v̂(0) v̂(−k − 1− k)

v̂(k + 1 + k) v̂(0).

 =

 v̂(0) v̂(−2k − 1)

v̂(2k + 1) v̂(0)

 .

(3.23)

Как и в случае периодических краевых условий имеет место

представление Jap вида:

((JapV )x)(t) =
1

2ω

2ω∫
0

v(
t+ s

2
)x(s)ds+v̂(0)x(t), t ∈ [0, ω], x ∈ L2[0, ω].

(3.24)

(JapV e−k−1)(t) =
1

2ω

2ω∫
0

v(
t+ s

2
)e

−iπ
ω (2(−k−1)+1)sds =

= (
1

ω

ω∫
0

v(τ)e
iπ
ω (2k+1)τdτ)e

iπ
ω (2(−k−1)+1)t.

Таким образом, получаем, что (JapV e−k−1, e2k+1) = v̂(−2k − 1).

В итоге получаем, что JapV ∈ S2(L2(0, ω)).

Пусть теперь θ ∈ (0, 1). В этом случае каждый из операторов

Pθ,kV Pθ,k имеет ранг 1 и Pθ,kV Pθ,kx = v̂(0)x, x ∈ L2[0, ω]. Следо-

вательно, трансформатор Jθ имеет вид JθV = v̂(0)I, т.е. является

скалярным оператором.

Замечание 3.8. В дальнейшем будем всюду предполагать, что

v̂(0) = 0, т.е. фактически рассматривать операторы Lθ − v̂(0)I, θ ∈

[0, 1]. Однако в окончательных формулах для собственных значений

учитывать (добавлять) величину v̂(0).

Замечание 3.9. Операторы Jθ,mV, θ ∈ [0, 1],m ∈ Z+, определяются

равенствами:

Jθ,mV = J(V − P(m)V P(m)) + P(m)V P(m). (3.25)
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Теперь приступим к построению операторов Γθ,mV, θ ∈

[0, 1],m ∈ Z+ (при m = 0 они обозначаются Γθ). Оператор ΓθV

зададим в L2[0, ω] равенствами

ΓθV =
∑

λθ,k 6=λθ,j

Pθ,kVPθ,j
λθ,k − λθ,j

=
π2

4ω2

∑
k 6=j

Pθ,kV Pθ,j
k2 − j2 + (k − j)θ

. (3.26)

Лемма 3.1. Ряд в (3.26) является абсолютно сходящимся в

S2(L2[0, ω]),ΓθV ∈ S2(H) и

‖ΓθV ‖2 ≤

 (π3‖v‖2)‖
1
2 , θ ∈ {0, 1},

( 1
θ2 + 1

(1−θ)2 + π
3 )

1
2‖v‖

1
2
2 , θ ∈ (0, 1).

(3.27)

Оператор ΓθV представим в виде

ΓθV =
∑
n 6=0

1

n
Fθ,n, (3.28)

где Fθ,nx = fθ,n ∗ x, x ∈ L2[0, ω]— оператор свертки с fθ,n ∈ L1[0, ω],

имеющей ряд Фурье вида

fθ,n(t) ∼
∑
k∈Z

ei
2πk
ω t, t ∈ [0, ω]. (3.29)

Доказательство. Поскольку операторы Pθ,kV Pθ,j, k, j ∈ Z, взаим-

но перпендикулярны (они имеют вид Pθ,kV Pθ,j = v̂(k − j)Vk,j, где

Vk,jx = (x, ej)ek, k, j ∈ Z) и ‖Pθ,kV Pθ,j‖2
2 = |v̂(k − j)|2), то имеет

место равенство∑
k,j∈Z,λθ,k 6=λθ,j

‖Pθ,kV Pθ,j‖2

|k2 − j2 + (k − j)θ|2
=

∑
k,j∈Z,λθ,k 6=λθ,j

|v̂(k − j)|2

|k2 − j2 + (k − j)θ|2
=

=
∑
n 6=0

|v̂(n)|2

n2

 ∑
j∈Z\Zθ,n

1

|j + n+ θ|2

 ≤ ‖v‖2,
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где Zθ,n =


{−n}, θ = 0,

{−n− 1}, θ = 1,

∅, θ ∈ (0, 1).

При θ = {0, 1} величина
∑

j∈Z\Zθ,n

1
|j+n+θ|2 совпадает с π2

3 , а при

θ ∈ (0, 1) оценивается числом 1
θ2 + 1

(1−θ)2 + π2

3 . Следовательно, ряд

в (3.26) является абсолютно сходящимся и верна оценка (3.27).

Итак, операторы ΓθV, θ ∈ [0, 1], являются операторами Гильберта–

Шмидта.

Для доказательства равенства (3.28) рассмотрим группу S :

R → EndL2,ω(R) операторов сдвига в гильбертовом пространстве

L2,ω(R) периодических периода ω функций, сужение которых на

[0, ω] принадлежит L2[0, ω] (следовательно, L2,ω(R) изометрически

изоморфно пространству L2[0, ω]).

Поскольку ΓθV — оператор Гильберта–Шмидта, то операто-

розначная функция Φ : R → S2(H) вида t 7→ S(t)(ΓV )S(−t) :

R → S2(L2,ω(R)) является непрерывной периодической периода ω

функцией. Рассмотрим её ряд Фурье

Φ(t) ∼
∑
n∈Z

Vne
i 2πnω t, t ∈ R.

Из равенств Vn = 1
ω

ω∫
0

Φ(t)e−i
2πn
ω tdt, n ∈ Z, следует, что опера-

торы V E−n, E−nV, n ∈ Z, где Ek ∈ EndL2,ω(R), k ∈ Z,— операторы

умножения в L2,ω(R) на функцию ek(t) = ei
2π
ω kt, t ∈ R, коммутируют

с операторами S(t), t ∈ R. Поскольку операторы V E−n, E−nV, n ∈ Z,

являются операторами Гильберта–Шмидта, то, следовательно, мат-

рица Vn оператора V E−n является диагональной.
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Непосредственный подсчет показывает, что матричный элемент

v
(n)
j = v

(n)
jj , n 6= 0, стоящий на j–ой диагонали, есть число

v
(n)
j = v

(n)
jj =

π2

4ω2



v̂(n)
n

1
j+2n+θ , θ ∈ (0, 1),

v̂(n)
n

1
j+2n , θ = 0, j 6= −n,

0, θ = 0, j = −n,
v̂(n)
n

1
j+2n+1 , θ = 1, j 6= −n− 1,

0, θ = 1, j = −n− 1.

(3.30)

Для описания операторов Vn, n ∈ Z, введем в рассмотрение се-

мейство функций fθ,n ∈ L2,ω(R), θ ∈ [0, 1], n ∈ Z.

Если θ = 0 и n = 0, то положим

f0,0(t) = −2πi

ω
(t− ω

2
), t ∈ [0, ω].

Она имеет ряд Фурье:

f0,0(t) =
∑
k 6=0

1

k
ei

2π
ω t, t ∈ R.

Если θ = 1, то положим

f1,0(t) = f0,0(t)e
i 2πω t = −2πi

ω
(t− ω

2
)ei

2π
ω t, t ∈ R.

Для θ ∈ (0, 1) рассмотрим функции:

fθ,0(t) =
ωe−iπθ

2 sin(πθ)
ei

2π
ω t, t ∈ R.

Для каждой из функций fθ,0, θ ∈ [0, 1], введем в рассмотрение

двустороннюю последовательность функций fθ,n, n ∈ Z, определен-

ную формулой

fθ,n(t) = fθ,0(t)e
−i 4πnω t, t ∈ R.
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Эти функции имеют ряды Фурье вида

fθ,n(t) =
∑
n∈Z

v
(n)
jj e

i 2πnω t, t ∈ R, (3.31)

где числа v(n)
jj определены равенствами (3.30).

Из этого представления функций fθ,n, θ ∈ [0, 1], n ∈ Z, следует,

что каждый из операторов VnF−n, n ∈ Z, есть оператор свертки с

функцией fθ,n. Поэтому оператор Vn, n ∈ Z, есть оператор вида

(Vnx)(t) =

ω∫
0

fθ,n(t− s)ei
2πn
ω tx(s)ds, t ∈ [0, ω], x ∈ L2[0, ω].

(3.32)

Лемма 3.2. Операторы V ΓθV, (ΓθV )JθV являются операторами

Гильберта–Шмидта и допускают оценку

‖V ΓθV ‖2 ≤
ω2

4
√

3
‖v‖2. (3.33)

Доказательство. Из формулы (3.28) и ограниченности функций

fθ,n, θ ∈ [0, 1], n ∈ Z следует, что ядра vn(t, s) = v(t)fθ,n(t− s), t, s ∈

[0, ω], принадлежат гильбертову пространству L2([0, ω] × [0, ω]) и

‖vn‖2 ≤ ‖v‖2‖fθ,n‖∞, n ∈ Z. Из формулы (3.28) для ΓθV следует,

что оператор V ΓθV допускает представление

V ΓθV =
∑
n6=0

v̂(n)

n
V Fθ,n =

∑
n 6=0

v̂(n)

n
V ΓVn. (3.34)

Из этого представления следует, что V ΓV ∈ S2(L2[0, ω]) и вер-

на оценка

‖V ΓθV ‖2 ≤
∑
n6=0

|v̂(n)|
|n|
‖V ΓθVn‖ ≤

∑
n 6=0

|v̂(n)|
|n|
‖v‖2‖fθ,n‖∞ ≤
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≤ sup
n 6=0
‖fθ,n‖‖v‖2

∑
n6=0

(|v̂(n)|)2

 1
2
∑

n 6=0

(
1

n2

 1
2

= sup
n 6=0
‖fθ,n‖‖v‖2

2(
π

3
)
1
2 .

Лемма доказана.

В следующей лемме рассматриваются операторы Гильберта–

Шмидта Jθ,mV (см. (3.25)) и операторы Γθ,mV, θ ∈ [0, 1],m ∈ Z+,

определенные равенствами (3.26).

Лемма 3.3. Операторы ΓmV,m ≥ 0, θ ∈ [0, 1], обладают свой-

ствами: 1)(Γθ,mV )D(Aθ) ⊂ D(Aθ), 2) имеют место равенства

AθΓθ,mV x − (Γθ,mV )Aθx = (Jθ,mV )x, x ∈ D(A),m ≥ 0, т.е. вы-

полнены свойства (b) и (d) предположения 1.1 для операторов

A = Aθ = L0
θ, B = V.

Доказательство. Рассмотрим только случай θ ∈ (0, 1) (для θ ∈

{0, 1} доказательство мало отличается от рассматриваемого слу-

чая). Вначале рассмотрим операторы JθV,ΓθV (т.е. случай m = 0).

Доказывая свойство 1), рассмотрим число µ0∈σ(Aθ). Любая функ-

ция x ∈ D(Aθ) представима в виде x = (Aθ − µ0I)−1y, y ∈ L2[0, ω].

Рассмотрим последовательность операторов

Ṽk = ΓθVk = P(k)(ΓθV )P(k), k ∈ Z+,

где Vk = PkV Pk. Имеют место равенства

Aθ(PiV Pj)(Aθ − µ0I)−1 =
λi(PiV Pj)(λj − µ0)

−1

λi − λj
=

=
((λi − λj) + λj)PiV Pj(λj − µ0)

−1

λi − λj
=
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= PiV Pj(Aθ − µ0I)−1 +
((λj − µ0) + µ0)PiV Pj(λj − µ0)

−1

λi − λj
=

= PiV Pj(Aθ − µ0I)−1 + Γθ(PiV Pj) + µ0Γθ(PiV Pj)(Aθ − µ0I)−1.

(3.35)

Из этих равенств получаем, что

AθṼk(Aθ − µ0I)−1 = (Vk − (JθVk))(Aθ − µ0I)−1. (3.36)

Поскольку последовательность операторов V̂m = ΓθVm,m ≥ 0,

сходится к оператору ΓθV в S2(L2[0, ω]), то в силу замкнутости опе-

ратора Aθ, получаем, что оператор ΓθV обладает свойством 1) и име-

ет место равенство (используется свойство lim
k→∞

(JθVk)(Aθ−µ0I)−1 =

(JθV )(Aθ − µ0I)), вытекающее из свойства

Aθ(ΓθV )(Aθ − µ0I)−1 = ΓθV + µ0(ΓθV )(Aθ − µ0I)−1.

Следовательно, после применения обеих частей этого равенства

к функции y получим

Aθ(ΓθV )x = (ΓθV )(Aθ−µ0I)x+µ0(ΓθV )x+V x = ΓθV Aθx+(V−JθV )x.

Итак, установлено свойство 2). Для операторов

Γθ,mV, Jθ,mV,m ∈ Z+, выполнение свойств 1),2) непосредственно вы-

текает из их определения (равенства (2.18), (3.26)) и установленных

свойств 1), 2) для операторов JθV,ΓθV. Лемма доказана.

Поскольку (в силу леммы 3.2) операторы ΓθV и V ΓθV являются

операторами Гильберта–Шмидта, то имеет место лемма

Лемма 3.4. Имеют место равенства

lim
m→∞

‖P(m)(Γθ,mV )P(m) − Γθ,mV ‖2 = 0, (3.37)
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lim
m→∞

‖P(m)(V Γθ,mV )P(m) − V Γθ,mV ‖2 = 0, (3.38)

lim
m→∞

‖Γθ,mV ‖2 = 0. (3.39)

Отметим, что равенство (3.39) следует из (3.37) и отмеченных

ранее равенств (3.34), вытекающих из определения оператора Γθ,m.

Легко проверяется, что имеет место

Лемма 3.5. Для любого ε > 0 существует число λε ∈ ρ(Aθ) такое,

что ‖V (A− λεI)−1‖ < ε.

Теорема 3.1. Для любого числа k ∈ Z+ такого, что

‖Γθ,kV ‖2 < 1, (3.40)

оператор Lθ = L0
θ − V подобен оператору

Aθ −B = L0
θ − Jθ,kV −B0, (3.41)

где Aθ = L0
θ, оператор

B0 = (I + Γθ,kV )−1(V Γθ,kV − (Γθ,kV )Jθ,kV ), B = B(m), (3.42)

причем имеет место равенство

(Aθ −B)(I + Γθ,kV ) = (I + Γθ,kV )(A− Jθ,kV −B0). (3.43)

Оператором преобразования оператора Aθ−B в оператор Aθ−

B = A− Jθ,kV −B0 является обратимый оператор (I + Γθ,kV ).

Доказательство. Обратимость оператора I+Γθ,kV следует из усло-

вия (3.40), если учесть, что ‖Γθ,kV ‖ ≤ ‖Γθ,kV ‖2 < 1. Из лемм 3.1 - 3.5

следует, что выполнены все условия предположения 1.1, в котором
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A = Aθ = L0
θ и оператор B = B(k) является оператором Гильберта–

Шмидта вида

B = B(k) = Jθ,kV + (I + Γθ,kV )−1(V Γθ,kV − (Γθ,kV )Jθ,kV ). (3.44)

Теорема доказана.
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Глава 4

Спектральный анализ

дифференциальных операторов

второго порядка с L2 –

потенциалом

4.1 Асимптотика собственных значений диффе-

ренциального оператора с негладким потен-

циалом

Доказанная теорема 3.1 позволяет воспользоваться результата-

ми главы 2 и получить асимптотику собственных значений операто-

ров Lθ, θ ∈ [0, 1], оценки равносходимости спектральных разложе-

ний операторов Lθ, L0
θ.

Нам удобно сделать преобразование, положив A = Aθ = L0
θ и

далее при изучении дифференциального оператора Lθ использовать

подобный ему оператор Aθ−B, где оператор B определен формулой

(3.44).

98



Вначале получим асимптотику собственных значений операто-

ра Lθ. Поскольку σ(Lθ) = σ(Aθ − B), то появляется возможность

использования теорем 2.1, 2.3, 2.4 — основных результатов из главы

2. При использовании теорем 2.3, 2.4 в данном случае следует оце-

нить последовательность чисел (αn(B)), участвующих в формулах

(2.43) и (4.27). Из формулы (3.44) следует, что оператор B предста-

вим с виде

B = Jθ,kV +
∞∑
n=0

(−1)n(Γθ,kV )n(V Γθ,kV − (Γθ,kV )(Jθ,kV )) =

= Jθ,kV + V Γθ,kV +B1,

где

B1 = −(Γθ,kV )(Jθ,kV ) +
∞∑
j=1

(−1)j(Γθ,kV )j(V Γθ,kV − (Γθ,kV )(Jθ,kV )).

(4.1)

Оператор B1 = B1(k, θ) есть ядерный оператор, так как он яв-

ляется суммой абсолютно сходящегося ряда произведений операто-

ров Гильберта–Шмидта и ядерного оператора −(Γθ,kV )(Jθ,kV ). При

этом используются леммы 9, 10, из которых следует, что операто-

ры Γθ,kV, V Γθ,kV являются операторами Гильберта–Шмидта и (как

операторы отличающиеся от операторов Γθ,kV, V Γθ,kV на оператор

конечного ранга) ядерным является оператор (Γθ,kV )(Jθ,kV ). Теперь

запишем оператор B в виде

B = JθV + V ΓθV + C, (4.2)

где оператор C = B̃ = B0 имеет вид:

C = B1 − JθV + Jθ,kV − V ΓθV + V Γθ,kV, (4.3)
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т.е. отличается от оператора B1 на оператор конечного ранга. Сле-

довательно, C —ядерный оператор.

Лемма 4.1. Для любых двух ненулевых комплексных чисел a, b

имеет место равенство:0 a

b 0

 =

 1 1

−
√

b
a

√
b
a

−√ab 0

0
√
ab

1
2 −

1
2

√
a
b

1
2

1
2

√
a
b

 . (4.4)

Доказательство. Доказательство леммы непосредственным обра-

зом следует после перемножения матриц, стоящих в правой части

равенства (4.4).

Таким образом, в случае v̂(−2n)v̂(2n) 6= 0, для a = v̂(2n), b =

v̂(−2n) матрица

 0 v̂(2n)

v̂(−2n) 0

 диагонализуема (подобна нор-

мальной) и при преобразовании подобия возникают две последова-

тельности матриц

Un =

 1 1

−
√

v̂(−2n)
v̂(2n)

√
v̂(−2n)
v̂(2n)

 , U−1
n =

1
2 −

1
2

√
v̂(−2n)
v̂(2n)

1
2

1
2

√
v̂(−2n)
v̂(2n)

 ,

где ‖Un‖2 =
(

2
∣∣∣ v̂(−2n)
v̂(2n)

∣∣∣+ 2
) 1

2

=
√

2
(

1 +
∣∣∣ v̂(−2n)
v̂(2n)

∣∣∣) 1
2

и ‖U−1
n ‖2 =

1√
2

(
1 +

∣∣∣ v̂(2n)
v̂(−2n)

∣∣∣) 1
2

.

В результате возникает последовательность

wn =

(
2 +

|v̂(2n)|
|v̂(−2n)|

+
|v̂(2n)|
|v̂(−2n)|

) 1
2

,

характеризующая меру устойчивости потенциала v.

Имеет место следующее простое утверждение.
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Лемма 4.2. Если матрица оператора A = B + C представима в

виде b11 0

0 b22

+

c11 c12

c21 c22

 ,

то её собственные значения λ1,2 удовлетворяют оценкам

|λ1,2 − bi,i| ≤ ‖C‖2,

где λ1,2, bi,i, i = 1, 2,— собственные значения операторов A и B со-

ответственно, а ‖C‖2 —норма Гильберта–Шмидта оператора C.

Лемма 4.3. [22] Если потенциал v—функция ограниченной вариа-

ции, то его коэффициенты Фурье v̂(n), n ∈ Z удовлетворяют оцен-

кам:

|v̂(n)| ≤ C

|n|
, n ∈ Z,

для некоторой постоянной C > 0.

Теорема 4.1. Пусть θ ∈ {0, 1}. Тогда существует такое нату-

ральное число m ≥ 1, что спектр оператора Lθ представим в виде

σ(Lθ) = σ(m)

⋃( ⋃
n≥m+1

σn

)
, (4.5)

где σ(m)– конечное множество, состоящее не более чем из 2m + 1

чисел, а множества σn = {λ+
n } ∪ {λ−n }, n ≥ m + 1, не более чем

двухточечные и имеет место следующее асимптотическое пред-

ставление собственных значений:

λ∓n = (
π(2n+ θ)

ω
)2− v̂(0)∓

√
v̂(−2n− θ)v̂(2n+ θ) + η∓1 (n), (4.6)

где n ∈ Ω(θ) = {n ∈ Z+ : v̂(−2n−θ)v̂(2n+θ) 6= 0} и последователь-

ности η∓1 удовлетворяют оценкам:
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|η∓1 (n)| ≤ wn
1

n
β∓1 (n),

где последовательности β∓1 принадлежат пространству l2 и по-

следовательность w представима в виде

wn =

(
2 +
|v̂(−2n− θ)|
|v̂(2n+ θ)|

+
|v̂(2n+ θ)|
|v̂(−2n− θ)|

) 1
2

, n ∈ Ω(θ).

Доказательство. Рассмотрим такое натуральное число m ≥ 1,

что выполнены условия теоремы 2.1 и, следовательно, верна фор-

мула (4.5) спектра оператора σ(Lθ). Для получения асимптотиче-

ского представления (4.6) рассмотрим оператор Lθ = Aθ − B =

Aθ−JθV −V ΓθV −B1, где ядерный оператор B1 определен формулой

(4.1). Найдем спектр оператора JθV+C, где оператор C = V ΓθV+B1

является оператором Гильберта–Шмидта. Для этого воспользуемся

леммой 4.1, позволяющей представить матрицу Pn(JθV +C)Pn суже-

ния оператора JθV + C на Hn в базисе e−n, en, n ∈ N в виде:−√v̂(−2n− θ)v̂(2n+ θ) 0

0
√
v̂(−2n− θ)v̂(2n+ θ)

+

+

c(θ)
11 (n) c

(θ)
12 (n)

c
(θ)
21 (n) c

(θ)
22 (n)

 , (4.7)

где c(θ)
i,j (n), i, j = 1, 2 —матричные элементы оператора U−1

n CUn.

Применяя лемму 4.2 получаем следующую оценку

|λ∓n−(
π(2n+ θ)

ω
)2+v̂(0)−∓

√
v̂(−2n− θ)v̂(2n+ θ)| ≤ ‖U−1

n ‖‖Un‖
1

n
‖Cn‖,

из которой, с применением оценок (3.5), (3.11) из § 3.1 и § 3.2, непо-

средственно следует асимптотическое представление 4.6. Теорема

доказана.
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Теорема 4.2. Если в условиях предыдущей теоремы потенциал v

является функцией ограниченной вариации, то формула (4.6) при-

нимает следующий вид

λ∓n = (
π(2n+ θ)

ω
)2− v̂(0)∓

√
v̂(−2n− θ)v̂(2n+ θ) + η∓2 (n), (4.8)

где n ∈ Ω(θ) = {n ∈ Z+ : v̂(−2n−θ)v̂(2n+θ) 6= 0} и последователь-

ности η∓2 удо влетворяют оценкам:

|η∓2 (n)| ≤M∓
1 wn

1

n3
, (4.9)

где постоянныеM+
1 ,M

−
1 > 0 и последовательность w представима

в виде

wn =

(
2 +
|v̂(−2n− θ)|
|v̂(2n+ θ)|

+
|v̂(2n+ θ)|
|v̂(−2n− θ)|

) 1
2

, n ∈ Ω(θ).

Доказательство. Доказательство теоремы проводится аналогич-

ным образом, что и в теореме 4.1, однако, в силу дополнительного

условия на потенциал v, можно значительно улучшить асимптотику,

за счет оценки нормы оператора C = V ΓθV +B1. Основную значи-

мость для нас представляет оценка матричных элементов матрицы

Pn(V ΓθV )Pn сужения оператора V ΓθV наHn в базисе e−n, en, n ∈ N,

представимых в виде (V ΓθV en, en) = ω2

4π2

∑
k 6=0

v̂(−k)v̂(k)
k(k+2n+θ) .

Поскольку потенциал v является функцией ограниченной вари-

ации, то верна лемма 4.3, исходя из которой следует, что матричные

элементы матрицы Pn(V ΓθV )Pn оцениваются величиной 1
n3 . В итоге

мы получаем асимптотическую оценку остатка ряда вида 4.9. Тео-

рема доказана.

В следующей теореме будут использоваться определения
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Определение 4.1. Пусть θ ∈ {0, 1}. Потенциал v ∈ L2[0, ω] на-

зывается устойчивым на бесконечном подмножестве Ω ⊂ 2N + θ,

если существуют постоянные Ci = C(Ω, θ) > 0, i = 1, 2, и конечное

множество Ω0 из Ω такое, что имеют место оценки

C1|v̂(−2n− θ)| ≤ |v̂(2n+ θ)| ≤ C2|v̂(−2n− θ)|,

для всех n из Ω\Ω0.

Определение 4.2. Потенциал v называется устойчивым, если он

устойчив на множестве 2N + θ.

Теорема 4.3. Пусть θ ∈ {0, 1}. Тогда существует такое нату-

ральное число m ≥ 1, что спектр оператора Lθ представим в виде

σ(Lθ) = σ(m)

⋃( ⋃
n≥m+1

σn

)
, (4.10)

где σ(m)– конечное множество, состоящее не более чем из 2m + 1

чисел, а множества σn = {λ+
n }∪{λ−n }, n ≥ m+1, не более чем двух-

точечные. Если потенциал v устойчив на множестве Ω ⊂ 2N+ θ,

то имеет место следующее асимптотическое представление соб-

ственных значений:

λ∓n = (
π(2n+ θ)

ω
)2−v̂(0)∓

√
v̂(−2n− θ)v̂(2n+ θ)+η∓3 (n), n ≥ m+1,

(4.11)

где последовательности η∓3 удовлетворяют оценкам:

|η∓3 (n)| ≤ 1

n
β∓3 (n),

где последовательности β∓3 принадлежат пространству l2.
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Доказательство. Доказательство теоремы проводится аналогич-

ным образом, что и в теореме 4.1. Однако, условие устойчивости

потенциала v эквивалентно тому, что v̂(−2n−θ)v̂(2n+θ) 6= 0, n ∈

Ω \Ω0, а также конечна величина sup
n∈Ω\Ω0

(
|v̂(−2n−θ)|
|v̂(2n+θ)| + |v̂(2n+θ)|

|v̂(−2n−θ)|

)
. Ис-

ходя из этого получаем, что последовательности η∓3 удовлетворяют

оценкам:

|η∓3 (n)| ≤ 1

n
β∓3 (n).

Теорема доказана.

Доказательство следующей теоремы проводится аналогичным

образом, что и в теореме 4.2, т.е. с использованием оценок матрич-

ных элементов матрицы Pn(V ΓθV )Pn.

Теорема 4.4. Если в условиях предыдущей теоремы потенциал

v является функцией ограниченной вариации, то формула (4.11)

принимает следующий вид

λ∓n = (
π(2n+ θ)

ω
)2−v̂(0)∓

√
v̂(−2n− θ)v̂(2n+ θ)+η∓4 (n), n ≥ m+1,

(4.12)

где последовательности η∓4 удовлетворяют оценкам:

|η∓4 (n)| ≤M∓
2

1

n3
,

где постоянные M+
2 ,M

−
2 > 0.

Теорема 4.5. Пусть θ ∈ {0, 1}. Тогда существует такое нату-

ральное число m ≥ 1, что спектр оператора Lθ представим в виде

σ(Lθ) = σ(m)

⋃( ⋃
n≥m+1

σn

)
, (4.13)
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где σ(m)– конечное множество, состоящее не более чем из 2m + 1

чисел, а множества σn = {λ+
n } ∪ {λ−n }, n ≥ m + 1, не более чем

двухточечные и имеет место следующее асимптотическое пред-

ставление собственных значений:

λ∓n = (
π(2n+ θ)

ω
)2 − v̂(0) + η∓5 (n), (4.14)

где последовательности η∓5 удовлетворяют оценкам:

|η∓5 (n)| ≤ 1√
n
|v̂(2n+ θ)|

1
2ξ1(n), (4.15)

если n ∈ Ω1(θ) = {n ∈ Z+ : v̂(−2n− θ) = 0, v̂(2n+ θ) 6= 0} и

|η∓5 (n)| ≤ 1√
n
|v̂(−2n− θ)|

1
2ξ2(n), (4.16)

если n ∈ Ω2(θ) = {n ∈ Z+ : v̂(−2n − θ) 6= 0, v̂(2n + θ) = 0}, где

символами ξ1(n), ξ2(n) обозначаются последовательности, принад-

лежащие пространству L2.

Доказательство. Рассмотрим случай n ∈ Ω1(θ), при котором мат-

рица сужения оператора Pn(JθV + V ΓθV + B1)Pn на Hn в базисе

e−n, en принимает следующий вид: 0 0

v̂(2n+ θ) 0

+
1

n

c1(n) c2(n)

c3(n) c4(n)

 ,

где ci(n) ∈ l2, i = 1, 4. Для подсчета собственных значений λ±n мат-

рицы сужения оператора Pn(JθV +V ΓθV +B1)Pn на Hn рассмотрим

следующее операторное представление

JθV − λE +
1

n
Cn = (JθV − λE)(I + (JθV − λE)−1 1

n
Cn),
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где E — единичная матрица, Cn = Pn(V ΓθV +B1)Pn, а λ— собствен-

ные значения матрицы сужения оператора Pn(JθV + V ΓθV +B1)Pn

на Hn в базисе e−n, en.

Поскольку (JθV − λE)−1 = − 1
λ(E + 1

λJθV ), то для того, чтобы

λ входило в спектр рассматриваемого оператора необходимо, чтобы

было выполнено неравенство

‖(JθV − λE)−1 1

n
Cn‖ ≥ 1,

‖ − 1

λ
(E +

1

λ
JθV )

1

n
Cn‖ ≥ 1,

1

|λ|
(1 +

1

|λ|
v̂(2n+ θ))

1

|n|
‖Cn‖ ≥ 1.

В итоге получаем, что |λ| ≤ ‖Cn‖
2n ±

√
‖Cn‖ v̂(2n+θ)

n . Исходя из

этого неравенства получаем, что в случае n ∈ Ω1(θ) = {n ∈ Z+ :

v̂(−2n− θ) = 0, v̂(2n+ θ) 6= 0} верна оценка (ввиду того, что опера-

торы JθV, V ΓθV — операторы Гильберта–Шмидта, а B1 —ядерный

оператор)

|η∓5 (n)| ≤ 1√
n

∣∣∣∣v̂(2n+ θ)

∣∣∣∣ 12ξ1(n),

где символом ξ1(n) обозначается последовательность, принадлежа-

щая пространству L2.

Доказательство теоремы в случае n ∈ Ω2(θ) проводится анало-

гичным образом. Теорема доказана.

Теорема 4.6. Если в условиях предыдущей теоремы потенциал

v является функцией ограниченной вариации, то формула (4.14)

принимает следующий вид

λ∓n = (
π(2n+ θ)

ω
)2 − v̂(0) + η∓6 (n), (4.17)
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где последовательности η∓6 удовлетворяют оценкам:

|η∓6 (n)| ≤ C3

|n|
,

где константа C3 > 0, n ∈ Ω1(θ) = {n ∈ Z+ : v̂(−2n−θ) = 0, v̂(2n+

θ) 6= 0}, или n ∈ Ω2(θ) = {n ∈ Z+ : v̂(−2n− θ) 6= 0, v̂(2n+ θ) = 0}.

Доказательство. Доказательство теоремы проводится, путем под-

становки оценок для потенциала v из леммы 4.3 в неравенства (4.15)

и (4.16). Теорема доказана.

Теорема 4.7. Пусть θ ∈ (0, 1). Тогда существует такое нату-

ральное число m ≥ 1, что спектр оператора Lθ представим в виде

σ(Lθ) = σ(m)

⋃( ⋃
n≥m+1

σn

)
, (4.18)

где σ(m)– конечное множество, состоящее не более чем из 2m + 1

чисел, а множества σn = {λ+
n } ∪ {λ−n }, n ≥ m + 1, не более чем

двухточечные и имеет место следующее асимптотическое пред-

ставление собственных значений:

λ∓n = (
π(2n+ θ)

ω
)2 − v̂(0) + η∓7 (n), (4.19)

где последовательности η∓7 удовлетворяют оценкам:

|η∓7 (n)| ≤ 1

n
β∓7 (n),

где последовательности β∓7 принадлежат пространству l2.

Доказательство. Доказательство теоремы непосредственным обра-

зом следует из оценки (3.16) последовательности (V ΓθV en, en), n ∈

Z, проведенной в § 3.3 главы 3.
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В итоге получаем оценку:

|(V ΓθV en, en)| 6
d11(v)

|n|+ 1
β11(n), |n| > m+ 1,

для некоторой постоянной d11(v) > 0 и β11 ∈ l2. Теорема доказана.

Теорема 4.8. Пусть θ ∈ (0, 1). Тогда существует такое нату-

ральное число m ≥ 1, что спектр оператора Lθ представим в виде

σ(Lθ) = σ(m)

⋃( ⋃
n≥m+1

σn

)
, (4.20)

где σ(m)– конечное множество, состоящее не более чем из 2m + 1

чисел, а множества σn = {λ+
n } ∪ {λ−n }, n ≥ m + 1, не более чем

двухточечные. Тогда для взвешенных средних λ+n+λ−n
2 и имеет место

следующее асимптотическое представление:

λ+
n + λ−n

2
= (

π(2n+ θ)

ω
)2 − v̂(0) +

cθ11(n) + cθ22(n)

2
, (4.21)

где cθ11(n), cθ22(n) — диагональные элементы матрицы оператора

U−1
n CUn из леммы 4.2.

Доказательство. Согласно обозначениям леммы 4.2, оператор A

представим в виде A = B + C. Тогда справедливо следующее ра-

венство
trA

2
=
trB

2
+
trC

2
.

Откуда следует, что∣∣∣∣trA2 − trB

2

∣∣∣∣ =
|trC|

2
≤ |c

θ
11(n) + cθ22(n)|

2
.

Что и требовалось доказать.
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4.2 Оценки равносходимости спектральных раз-

ложений дифференциального оператора с

негладким потенциалом

Используем обращение к параграфу 2.3. На основании предва-

рительного преобразования подобия мы получаем, что исследуемый

оператор L0
θ − V подобен оператору Aθ − B и оператором преоб-

разования является оператор I + ΓkV. Таким образом справедливо

следующее равенство из теоремы 3.1

L0
θ − V = (I + Γθ,kV )(Aθ −B)(I + Γθ,kV )−1, (4.22)

где оператор B является оператором Гильберта–Шмидта. Следова-

тельно, применима основная теорема о подобии 1.7, которая позво-

ляет представить оператор Aθ −B в виде

(Aθ −B) = (I + Γθ,mX̃)(Aθ − Jθ,mX̃)(I + Γθ,mX̃)−1.

В итоге формула 4.22 примет следующий вид

L0
θ−V = (I+Γθ,kV )(I+Γθ,mX̃)(Aθ−Jθ,mX̃)(I+Γθ,mX̃)−1(I+Γθ,kV )−1.

Аналогичное представление имеет место и для проекторов по-

добных операторов L0
θ − V,Aθ − Jθ,mX̃:

P̃ (Ω) = (I + Γθ,kV )(I + Γθ,mX̃)P (Ω)(I + Γθ,mX̃)−1(I + Γθ,kV )−1,

если θ ∈ (0, 1) и

P̃(Ω) = (I + Γθ,kV )(I + Γθ,mX̃)P(Ω)(I + Γθ,mX̃)−1(I + Γθ,kV )−1,

если θ ∈ {0, 1}.
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Теорема 4.9. Пусть выполнены условия теорем 2.1 и 3.1. Тогда

для любого подмножества Ω ⊂ Z\{m, ...,m} имеют место оценки

(безусловной равносходимости спектральных разложений)

‖P̃ (Ω)− P (Ω)‖2 ≤
C1

θ(α(Ω))
1
2

, (4.23)

если θ ∈ (0, 1) и

‖P̃(Ω)− P(Ω)‖2 ≤
C1

(α(Ω))
1
2

, (4.24)

если θ ∈ {0, 1}, где постоянная C1 > 0.

Доказательство. Рассмотрим случай θ ∈ (0, 1). Запишем еще раз

представление для проекторов подобных операторов

P̃ (Ω) = (I + Γθ,kV )(I + Γθ,mX̃)P (Ω)(I + Γθ,mX̃)−1(I + Γθ,kV )−1.

Следовательно, проектор P̃ (Ω)− P (Ω) представим в виде

P̃ (Ω)− P (Ω) = ((Γθ,mX̃ + Γθ,kV + Γθ,kV Γθ,mX̃)P (Ω)−

−P (Ω)(Γθ,mX̃+Γθ,kV+Γθ,kV Γθ,mX̃))(I+Γθ,mX̃+Γθ,kV+Γθ,kV Γθ,mX̃)−1.

(4.25)

Оценка нормы проекторов тогда будет иметь вид

‖P̃ (Ω)− P (Ω)‖2 ≤ max{‖UP (Ω)‖2, ‖P (Ω)U‖2} · ‖(I + U)−1‖2,

где оператор U = Γθ,mX̃ + Γθ,kV + Γθ,kV Γθ,mX̃.

Из леммы 2.7 следуют оценки оператора (Γθ,mX̃)P (Ω) следую-

щего вида

‖(Γθ,mX̃)P (Ω)‖2 ≤
C1

θα(Ω)
‖X̃‖2α(Ω, X̃),

где постоянная C1 > 0.
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Оценка оператора (Γθ,kV )P (Ω) следует из доказанных нера-

венств параграфов 3.1 - 3.3 и имеет следующий вид

‖(Γθ,kV )P (Ω)‖2 ≤
C1

θ(α(Ω))
1
2

,

где постоянная C1 > 0.

Аналогичные оценки имеют место для ‖P (Ω)U‖2. Таким обра-

зом, установлено неравенство (4.23). Доказательство формулы (4.24)

в случае θ ∈ {0, 1} проводится аналогичным образом. Теорема до-

казана.

Теорема 4.10. Если в условиях предыдущей теоремы вместо про-

екторов P (Ω),P(Ω) рассмотреть проекторы вида

(I + Γθ,kV )P (Ω)(I + Γθ,kV )−1,

(I + Γθ,kV )P(Ω)(I + Γθ,kV )−1,

то формулы (4.23),(4.24) примут следующий вид

‖P̃ (Ω)− (I + Γθ,kV )P (Ω)(I + Γθ,kV )−1‖2 ≤
C1

θ(α(Ω))
· ‖B‖2 · α(Ω, X̃),

(4.26)

если θ ∈ (0, 1) и

‖P̃(Ω)− (I + Γθ,kV )P(Ω)(I + Γθ,kV )−1‖2 ≤
C1

(α(Ω))
· ‖B‖2 · α(Ω, X̃),

(4.27)

если θ ∈ {0, 1} где постоянная C1 > 0.

Доказательство. Рассмотрим случай θ ∈ (0, 1). Тогда разность

проекторов P̃ (Ω)− (I+Γθ,kV )P (Ω)(I+Γθ,kV )−1 представима в виде
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P̃ (Ω)−(I+Γθ,kV )P (Ω)(I+Γθ,kV )−1 = (I+Γθ,kV )(I+Γθ,mX̃)P (Ω)·

· (I + Γθ,mX̃)−1(I + Γθ,kV )−1 − (I + Γθ,kV )P (Ω)(I + Γθ,kV )−1 =

= (I+Γθ,kV )((Γθ,mX̃)P (Ω)−P (Ω)(Γθ,mX̃))(I+Γθ,mX̃)−1(I+Γθ,kV )−1.

(4.28)

Оценка для нормы разности проекторов тогда будет иметь вид

‖P̃ (Ω)− (I + Γθ,kV )P (Ω)(I + Γθ,kV )−1‖2 ≤ ‖I + Γθ,kV ‖2·

·max{‖(Γθ,mX̃)P (Ω)‖2, ‖P (Ω)(Γθ,mX̃)‖2}‖(I+Γθ,mX̃)−1‖2‖(I+Γθ,kV )−1‖2.

(4.29)

Применяя результаты лемм 2.5 и 2.7 к оценке (4.29) получаем,

что

‖P̃ (Ω)− (I + Γθ,kV )P (Ω)(I + Γθ,kV )−1‖2 ≤
C1

θα(Ω)
‖X̃‖2α(Ω, X̃),

где постоянная C1 > 0. Поскольку ‖X̃‖2 ≤ 3‖B‖2, то мы получа-

ем оценку из условия теоремы. Доказательство неравенства (4.27) в

случае θ ∈ {0, 1} проводится аналогичным образом. Теорема дока-

зана.

Теорема 4.11. Существуют числа m ∈ Z+, C1 > 0 такие, что

имеют место оценки:

‖P̃(m) +
n∑

|k|=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

|k|=m+1

Pk‖ ≤
C1

θ
√
n
, (4.30)

если θ ∈ (0, 1) и

‖P̃(m) +
n∑

k=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

k=m+1

Pk‖ ≤
C1√
n
, (4.31)

если θ ∈ {0, 1}.
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Следствие 4.1. Имеет место следующая оценка

lim
n→∞
‖P̃(m) +

n∑
|k|=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

|k|=m+1

Pk‖ = 0,

если θ ∈ (0, 1) и

lim
n→∞
‖P̃(m) +

n∑
k=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

k=m+1

Pk‖ = 0,

если θ ∈ {0, 1}.
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