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Обозначения

R — множество вещественных чисел;

C — множество комплексных чисел;

N — множество натуральных чисел;

Z — множество целых чисел;

Z+ = N
⋃
{0} — множество неотрицательных целых чисел;

X — комплексное банахово пространство;

H— комплексное гильбертово пространство;

EndH— банахова алгебра линейных ограниченных операторов,

действующих в гильбертовом пространстве H;

S2(H) — идеал операторов Гильберта-Шмидта, действующих в

гильбертовом пространстве H;

‖ · ‖2 — норма Гильберта-Шмидта;

S1(H) — идеал ядерных операторов, действующих в гильберто-

вом пространстве H;

LA(H) — банахово пространство операторов, подчиненных опе-

ратору A, с нормой ‖ · ‖A;

U — допустимое пространство возмущений с нормой ‖ · ‖∗;

lp — банахово пространство последовательностей, суммируемых

4



со степенью p;

Lp[0, 2π] — банахово пространство суммируемых со степенью

p ∈ [1,∞) на [0, 2π] функций;

Lp

(
[0, 2π], C2

)
— банахово пространство суммируемых со степе-

нью p ∈ [1,∞) на [0, 2π] и со значениями в C2 функций;

Cb = Cb([0, 2π], C2) — банахово пространство непрерывных и

ограниченных функций на отрезке [0, 2π] и со значениями в C2;

L2([0, ω], Cm)— гильбертово пространство измеримых на [0, ω]

со значениями в Cm и суммируемых с квадратом нормы функций;

L2,ω = L2,ω(R, Cm) — гильбертово пространство периодических

периода ω функций, определенных на R со значениями в Cm и сум-

мируемых с квадратом модуля на [0, ω];

W 1
p ([0, 2π], C2)— пространство Соболева {y ∈ Lp([0, 2π], C2), p ≥

1 : y абсолютно непрерывна и ẏ ∈ Lp([0, 2π], C2)};

C1([0, 2π], C2)— банахово пространство {y ∈ Cb([0, 2π], C2) : ẏ ∈

Cb} непрерывно дифференцируемых функций из Cb;

σ(A) — спектр линейного оператора A;

ρ(A) — резольвентное множество линейного оператора A;

R(·, A) — резольвента линейного оператора A;

Ker A — ядро оператора A;

Im A — образ оператора A;

P (σ0, A) — проектор Рисса, построенный по оператору A и спек-

тральному множеству σ0 из σ(A);

I — тождественный оператор.
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Введение

Диссертация посвящена исследованию спектральных свойств

дифференциальных операторов некоторого класса посредством при-

менения метода подобных операторов и также дальнейшему разви-

тию данного метода.

Исследование спектральных свойств различных дифференци-

альных операторов является одной из важных задач современного

математического анализа и математической физики. Постоянно вы-

ясняется, что подробное изучение спектральных свойств (асимпто-

тики спектра, оценок сходимости спектральных разложений, асимп-

тотики генерируемой оператором полугруппы) находит свое приме-

нение как в абстрактной теории, так и в различных приложениях,

возникающих в механике и физике. Следует также отметить, что

для глубокого спектрального анализа необходимо рассматривать от-

дельные классы дифференциальных операторов, выделенных по тем

или иным признакам.

В настоящей диссертации исследуются спектральные свойства

двух дифференциальных операторов:

- оператора Дирака, рассматриваемого в лебеговых простран-
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ствах и задаваемого на промежутке [0, 2π] периодическими, антипе-

риодическими краевыми условиями и краевыми условиями Дирих-

ле;

- дифференциального оператора с инволюцией, рассматрива-

емого в гильбертовом пространстве и задаваемого на промежутке

[0, ω] периодическими краевыми условиями.

Каждый из таких операторов может быть представлен в ви-

де разности свободного (невозмущенного) оператора и возмущения

(оператора умножения на потенциал), что позволяет в дальнейшем

при их исследовании использовать метод подобных операторов.

Истоки метода подобных операторов лежат в методе Пуанкаре

нормальных форм для обыкновенных дифференциальных уравне-

ний. Также метод подобных операторов тесно связан с методом Ля-

пунова кинематического подобия дифференциальных операторов,

абстрактным вариантом замены Крылова-Боголюбова [6]. Впервые

данный метод был представлен Фридрихсом К.О. для возмущен-

ных самосопряженных операторов с абсолютно непрерывным спек-

тром. Для возмущенных нормальных вполне непрерывных опера-

торов была получена теорема Р. Тернером о возможности их пре-

образования к диагональному оператору в базисе невозмущенного

оператора. Дальнейшее свое развитие метод подобных операторов

получил в работах А.Г. Баскакова и его учеников, использующих

технику абстрактного гармонического анализа линейных операто-

ров [2]-[12],[39]-[49], [52]-[54], [59]-[60],[63], [76]-[78].

Приводимая в диссертации схема применения метода являет-
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ся лишь адаптацией общего метода подобных операторов, который,

на самом деле, позволяет не только изучать спектральные свойства

рассматриваемых в диссертации дифференциального оператора Ди-

рака и дифференциального оператора с инволюцией, но и открывает

возможность его применения для достаточно широкого класса диф-

ференциальных операторов.

История исследования оператора Дирака начинается с 1929 го-

да, когда в процессе изучения релятивистской модели эволюции

спин-1/2 частицы в электромагнитном поле, П.Дираком был вве-

ден в рассмотрение оператор L, порожденный дифференциальным

выражением вида

l(y) = −By′ + Qy,

B =

 0 1

−1 0

 , Q =

 q1(x) q2(x)

q3(x) q4(x)

 , y =

 y1(x)

y2(x)

 ,

yi(x) ∈ L2[0, π], i = 1, 2, а qj, j = 1, 2, 3, 4, предполагаются сум-

мируемыми на отрезке [0, π] и комплекснозначными функциями.

Во многих своих работах Дирак рассматривал частный случай

оператора L, когда q2 = q3 = 0, q1 = V (x) − m, q4(x) = V (x) + m,

функция V (x) описывает потенциал поля, а m - масса частицы [81].

Ранее оператор Дирака изучался также во многих работах, по-

скольку данный оператор важен в квантовой механике. Например,

оператор Дирака используется при исследовании нелинейного урав-

нения Шредингера с помощью метода обратной задачи рассеяния

[32]. В свою очередь, уравнение Шредингера возникало при рассмот-

рении различных физических задач,среди которых можно отметить
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теорию слабо неидеального бозе—газа при T = 0 [25], [70] и двумер-

ную самофокусировку интенсивного светового пучка в нелинейной

среде и другие эффекты.

До недавнего времени оператор Дирака изучался в основном

в случае симметрической матрицы Q с непрерывными функциями

qj [71]. Оператору L с периодическими, антипериодическими кра-

евыми условиями, а также кревыми условиями Дирихле посвяще-

на серия статей П. Джакова и Б. Митягина [65]-[68], А.Г. Баскако-

ва, А.В. Дербушева и А.О.Щербакова [63], где все рузультаты бы-

ли получены для оператора Дирака с потенциалом Q ∈ L2. Для

случая qj ∈ L1[0, π], j = 1, 2, оператор Дирака был изучен в ста-

тье С.Альбеверио, Р. О. Гринива и Я. Микитюка [62], где с помо-

щью метода операторов преобразования была изучена обратная за-

дача восстановления вещественнозначной матрицы Q, q2 = q3 = 0,

по двум спектрам оператора L с краевыми условиями Дирихле

u1(0) = u1(π) = 0 и Дирихле–Неймана u1(0) = u2(π) = 0. Недавно

А.А.Луневым и М.М.Маламудом был анонсирован результат о ба-

зисности Рисса системы корневых векторов оператора Дирака, по-

рожденного сильно регулярными краевыми условиями, с потенциа-

лом Q ∈ L1[0, π] [72]. И также А.М.Савчук и А.А.Шкаликов опуб-

ликовали статью [79] с результатами об асимптотике собственных

значений и собственных функций, базисностью Рисса собственных

функций регулярного оператора L при qj ∈ Lp[0, π], j = 1, 2, p ≥ 1.

Интерес к изучению дифференциального оператора с инволю-

цией, исследуемого также в диссертации,связан с тем, что такие опе-
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раторы применяются в теории фильтрации [64]. Простейшая инво-

люция — отражение применяется при обращении времени в класси-

ческой статистической механике неравновесных процессов. Инволю-

тивное отображение применялось В.А. Плиссом при исследовании

субгармонических колебаний, описываемых уравнениями без дис-

сипации [38]. Следует отметить также, что к обыкновенным диф-

ференциальным уравнениям, содержащим простейшую инволюцию,

сводятся некоторые геометрические задачи, например, задача Бер-

нулли и Эйлера о взаимных траекториях [17], а также краевые за-

дачи для уравнений в частных производных гиперболического и

эллиптического типов, если оператор уравнения допускает факто-

ризацию. Дифференциальному оператору с инволюцией посвящена

серия статей А.П.Хромова [57]-[58] и М.Ш.Бурлуцкой [13]-[16].

Таким образом, тема диссертации является вполне актуальной.

Целью работы является:

1. Дальнейшее развитие метода подобных операторов и приме-

нение построенной схемы метода для абстрактных операторов, близ-

ких к рассматриваемым операторам.

2. Спектральный анализ оператора Дирака, рассматриваемого

в лебеговых пространствах и задаваемого на промежутке [0, 2π] пе-

риодическими, антипериодическими краевыми условиями и также

краевыми условиями Дирихле.

3. Спектральный анализ дифференциального оператора с инво-

люцией, рассматриваемого в гильбертовом пространстве и задавае-

мого на промежутке [0, ω] периодическими краевыми условиями.
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Методы исследования. Основные результаты диссертации

получены с использованием метода подобных операторов [2]-[12],

спектральной теории дифференциальных операторов, методов тео-

рии полугрупп операторов, дифференциальных уравнений, методов

функционального и гармонического анализа.

Научная новизна. Основные результаты диссертационной ра-

боты являются новыми. Из них выделим следующие:

1. Дальнейшее развитие метода подобных операторов. В част-

ности, построены абстрактные схемы применения метода подобных

операторов для операторов, близких к изучаемому оператору Дира-

ка и дифференциальному оператору с иволюцией.

2. Спектральный анализ оператора Дирака в лебеговых про-

странствах, рассматриваемого при различных краевых условиях:

периодических, антиперодических и условиях Дирихле. В том чис-

ле получена асимптотика спектра (оценки собственных значений), а

также равносходимость спектральных разложений возмущенного и

невозмущенного операторов.

3. Спектральный анализ дифференциального оператора с ин-

волюцией, рассматриваемого в гильбертовых пространствах и за-

даваемого на определенном промежутке периодическими краевы-

ми условиями. В том числе получена асимптотика спектра (оценки

собственных значений), равносходимость спектральных разложений

возмущенного и невозмущенного операторов, а также асимптотиче-

ское представление группы операторов, генерируемой исследуемым

оператором.
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Практическая и теоретическая значимость. Работа носит

теоретический характер и может быть использована при дальней-

шем развитии спектральной теории операторов и метода подобных

операторов, а также применении метода подобных операторов в ис-

следовании спектральных свойств различных дифференциальных

операторов.

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались

на Воронежских зимних математических школах С.Г. Крейна 2010

[43], 2011 [45], 2013 [47], 2014 [49], на Крымских осенних математи-

ческих школах 2009, 2010 [44], 2011 [46], на Крымской международ-

ной математической конференции 2013 [48], на конференции, посвя-

щенной 100-летию Б.М. Левитана МГУ 2014[78], на математическом

интернет-семинаре ISEM-2011 (Германия, Блаубойрен), на семина-

рах А.Г. Баскакова, а также на научных сессиях ВГУ.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликова-

ны в работах [39] - [49], [76] -[78]. Работы [39] - [42] опубликованы в

журналах из перечня рецензируемых научных журналов и изданий,

рекомендованных ВАК Минобрнауки РФ.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из

введения, трех глав, разделенных на параграфы, и библиографии,

включающей 81 наименование. Общий объем диссертации - 107 стра-

ниц.

Содержание диссертации. Прежде чем перейти к изложе-

нию основных результатов, отметим, что в диссертационной работе

используется двойная нумерация теорем, лемм, следствий, замеча-
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ний, определений и формул. Причем первая цифра означает номер

главы, вторая — порядковый номер теоремы, леммы и т.д. в данной

главе.

В первой главе приводятся широко используемые в диссертации

основные понятия и результаты спектральной теории операторов,

теории полугрупп, а также определения и основные теоремы метода

подобных операторов.

Вторая глава посвящена дальнейшему развитию метода подоб-

ных операторов и его применению к исследованию спектральных

свойств оператора Дирака Lbc : D(Lbc) ⊂ F → F , в лебеговых про-

странствах, рассматриваемого при различных краевых условиях: пе-

риодических, антиперодических и условиях Дирихле, и задаваемого

с помощью дифференциального выражения (первый параграф вто-

рой главы):

l(y) = i

 1 0

0 −1

 dy

dt
− vy,

v(t) =

 0 P (t)

Q(t) 0

 , t ∈ [0, 2π],

где P, Q ∈ L∞([0, 2π], C1), C1 = C - поле комплексных чисел, и

F = F([0, 2π], C2) — одно из определенных пространств Lp =

Lp([0, 2π], C2), L∞ = L∞([0, 2π], C2) или Cb = Cb([0, 2π], C2). Об-

ласть определения D(Lbc) задается с помощью одного из краевых

условий : периодические (bc=per: y(0) = y(2π)); антипериодические

(bc=ap: y(0) = −y(2π)); Дирихле (bc=dir: y1(0) = y2(0), y1(2π) =

y2(2π)). А именно, полагается D(Lbc) = {y ∈ F1([0, 2π], C2) : y ∈
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bc}, где F1([0, 2π], C2) — одно из пространств W 1
p ([0, 2π], C2) = {y ∈

Lp([0, 2π], C2), p ≥ 1 : y абсолютно непрерывна и ẏ ∈ Lp([0, 2π], C2)}

или C1([0, 2π], C2) = {y ∈ Cb([0, 2π], C2) : ẏ ∈ Cb} в зависимости от

выбранного пространства F .

Если v = 0 (нулевой потенциал), то используется символ L0
bc для

обозначения оператора Lbc, который называется свободным опера-

тором Дирака. В таком случае оператор A = L0
bc при изучении опе-

ратора Lbc играет роль невозмущенного оператора, в то время, как

оператор B умножения на потенциал v играет роль возмущения. Т.е.

Lbc = A−B.

Во втором параграфе второй главы описывается построение аб-

страктной схемы применения метода подобных операторов для опе-

раторов, близких по своим свойствам к рассматриваемому операто-

ру Дирака. В третьем параграфе приводится применение данной

схемы для исследуемого оператора Дирака в лебеговых простран-

ствах.

Основным результатом данных параграфов является теорема о

подобии 2.3, где установлено, что каждый рассматриваемый опера-

тор Дирака Lbc, bc ∈ {per, ap, dir}, подобен оператору, являющему-

ся прямой суммой операторов с конечным рангом. Такой результат

является основой для последующего спектрального анализа изуча-

емого оператора в лебеговых пространствах.

Теорема 2.3. Пусть число m ∈ Z+ удовлетворяет неравен-

ству
10π

m2/3‖B‖∞ < 1
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(т.е. оператор I + ΓkB обратим). Тогда оператор Lbc = A − B,

где A = L0
bc, B — оператор умножения на потенциал v, подобен

оператору L̃bc = L0
bc − B̃, где

B̃ = JmB + (I + ΓmB)−1(BΓmB − (ΓmB)JmB),

причем имеет место равенство

(A−B)(I + ΓmB) = (I + ΓmB)(A− B̃).

Операторы JmB, ΓmB, BΓmB, (ΓmB)(JmB), B̃ являются компакт-

ными.

Отметим, что в теореме 2.3 операторы JmB, ΓmB, BΓmB,

(ΓmB)(JmB) являются операторами, построенными по возмущению

B в процессе применения метода подобных операторов.

Также в третьем параграфе получены теорема об оценках соб-

ственных значений рассматриваемого оператора — теорема 2.4, тео-

рема о равносходимости спектральных разложений возмущенного

Lbc и невозмущенного L0
bc операторов — теоерма 2.5, в основе кото-

рых как раз и лежит теорема 2.3 о подобии изучаемого оператора

Дирака. Оценки теорем 2.4, 2.5 являются новыми и ранее были из-

вестны только в случае рассмотрения оператора Дирака в гильбер-

товом пространстве [63].

Теорема 2.4. Дифференциальный оператор Lbc : D(Lbc) ∈

F → F является оператором с компактной резольвентой и суще-

ствует такая нумерация собственных значений,что σ(Lbc) пред-

ставим в виде

σ(Lbc) = σ(m)

⋃
(
⋃

|n|≥m+1

σn),
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где σ(m) — конечное множество, а σn, |n| ≥ m + 1, определяются

равенствами

σn = {n + β±n }, lim
n→∞

β±n = 0, если bc = per;

σn = {n + 1/2 + α±n }, lim
n→∞

α±n = 0, если bc = ap;

σn = {n + γn}, lim
n→∞

γn = 0, если bc = dir.

Пусть P̃(m), P̃n, |n| ≥ m + 1,− спектральные проекторы Рисса,

построенные по оператору Lbc и множествам σ(m), σn, |n| ≥ m + 1,

соответственно.

Теорема 2.5. Имеет место равносходимость спектральных

разложений операторов Lbc и L0
bc :

lim
n→∞
‖P̃n − Pn‖ = 0,

lim
n→∞
‖P̃(m) +

n∑
|k|=m+1

(1− |k|
n

)P̃k − P(m) −
n∑

|k|=m+1

(1− |k|
n

)Pk‖ = 0.

Третья глава посвящена дальнейшему развитию метода подоб-

ных операторов и его применению к исследованию спектральных

свойств дифференциального оператора с инволюцией L : D(L) ⊂

L2([0, ω], Cm) → L2([0, ω], Cm), рассматриваемого в гильбертовых

пространствах и задаваемого на определенном промежутке пери-

одическими краевыми условиями с помощью дифференциального

выражения (первый параграф третьей главы):

l(y) = y′(x)−Q(x)y(ω − x), x ∈ [0, ω], Q ∈ L2([0, ω], End Cm).
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Причем область определения рассматриваемого дифференциально-

го оператора L записывается в виде

y ∈ D(L) = {y ∈ W 1
2 ([0, ω], Cm) : y(0) = y(ω)}.

Оператор (L0y)(x) = y′(x) будем называть свободным опера-

тором, играющим роль невозмущенного оператора, а (V y)(x) =

Q(x)y(ω − x), x ∈ [0, ω], y ∈ L2([0, ω], Cm) будет играть роль воз-

мущения при исследовании исходного оператора L. Таким образом,

изучаемый оператор L представим в виде L = L0 − V.

Построение абстрактной схемы применения метода подобных

операторов для операторов, близких к рассматриваемому диффе-

ренциальному оператору с инволюцией, осуществляется во втором

параграфе третьей главы. А применение данной схемы для исследу-

емого дифференциального оператора с инволюцией описывается в

третьем параграфе третьей главы.

Основным результатом данных параграфов является теорема о

подобии 3.4, где установлено, что каждый рассматриваемый диф-

ференциальный оператор с инволюцией подобен оператору, являю-

щемуся прямой суммой операторов с конечным рангом. Такой ре-

зультат является основой для последующего спектрального анализа

изучаемого оператора.

Следует отметить, что в следующих теоремах операторы

ΓmV, JmV, V ΓmV, (ΓmV )(JmV ), ΓV, JV, V ΓV ∈ S2(L2,ω(R, Cm)) яв-

ляются операторами, построенными по возмущению V в процессе

применения метода подобных операторов.

Теорема 3.4. Пусть число m ∈ Z+ удовлетворяет неравен-
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ству ‖ΓmV ‖2 < 1, и выполнена оценка

‖V ‖2‖Γm‖ <
1

4
,

тогда оператор L = A− V подобен оператору вида

A− V0 = A− P(m)X̃P(m) −
∑
|j|≥m+1

PjX̃Pj = A− JmX̃.

Оператор X̃ ∈ S2(L2,ω) — решение уравнения X = BΓX −

(ΓX)(JB)− (ΓX)J(BΓX)+B = Φ(X), в котором Γ = Γm, J = Jm,

B = V . Его можно найти методом последовательных приближе-

ний. Оператор I + ΓmX̃ обратим и преобразование подобия опера-

тора L в оператор A− V0 осуществляет оператор вида

Ukm = (I + ΓkV )(I + ΓmX̃) = I + Vkm,

где Vkm ∈ S2(L2,ω). Кроме того, оператор V0 = JmX̃ представим в

виде

V0 = JmV + Jm(V ΓV ) + T0 = JV + J(V ΓV ) + T1,

где T0, T1 — ядерные операторы идеала S1(L2,ω), причем JmTj =

Tj, j = 0, 1.

Также в третьем параграфе получены теорема об оценках соб-

ственных значений рассматриваемого оператора — теорема 3.5, тео-

ремы о равносходимости спектральных разложений возмущенного L

и невозмущенного L0 операторов — теоремы 3.6,3.7, в основе кото-

рых как раз и лежит теорема 3.3 о подобии изучаемого дифференци-

ального оператора с инволюцией. Оценки теорем 3.5 - 3.7 являются

новыми и ранее не были получены.
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Для получения результатов теоремы 3.5 необходимо ввести в

рассмотрение операторы Φn ∈ End Cm, n, l ∈ Z, |n| ≥ l + 1, предста-

вимые в виде

Φn = Q2n +
ω

2πi

∑
k 6=0

1

k
(Q2n+k)

2 + Λn,

где
∑

|n|≥l+1
‖ Λn ‖2<∞.

Причем взвешенное среднее для оператора Φn записывается,

как

λΦn
=

tr Φn

m
=

λ
(1)
n + ... + λ

(m)
n

m
,

где σ(Φn) = {λ(1)
n , ..., λ

(m)
n }, и последовательность (λ

(k)
n ) является

суммируемой с квадратом, т.е.
∑
n∈Z
| λ(k)

n |
2
<∞.

Теорема 3.5. Дифференциальный оператор L : D(L) ⊂

L2([0, ω], Cm)→ L2([0, ω], Cm) является оператором с компактной

резольвентой и существует такая нумерация собственных значе-

ний, что его спектр σ(L) представим в виде

σ(L) = σ(l)

⋃( ⋃
|n|≥l+1

σn

)
,

где σ(l) — конечное множество, а σn определяется равенствами

σn = σ

(
i
2πn

ω
In − Φn

)
, |n| ≥ l + 1.

Кроме того для взвешенного среднего верна следующая оценка

∣∣∣∣λΦn
−

trQ2n + tr( ω
2πi

∑
k 6=0

1
k(Q2n+k)

2)

m

∣∣∣∣ ≤ βn, |n| ≥ l + 1,

(βn) — суммируемая последовательность, т.е.
∑
n∈Z
| βn |<∞.
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Далее для любого оператора 0 6= X ∈ S2(L2,ω(R, Cm)) рассмат-

ривается двусторонняя последовательность (αn(X)), определяемая

в виде

αn(X) = ‖X‖−1
2 max


∑
|k|≥|n|

‖XPk‖22

 1
2

,

∑
|k|≥|n|

‖PkX‖22

 1
2

 , n ∈ Z.

Отметим, что αn(X)→ 0, n→∞.

Для любого подмножества Ω ⊂ Z \ σ0
m (не обязательно конеч-

ного) символом P (Ω) обозначим спектральный проектор
∑
k∈Ω

Pk, а

через P̃ (Ω) — спектральный проектор
∑
k∈Ω

P̃k. Далее для любого опе-

ратора X ∈ S2(L2,ω(R, Cm)) и любого подмножества Ω ⊂ Z через

α(Ω, X) обозначим величину max
n∈Ω

αn(X).

Теорема 3.6. Пусть выполнены условия теоремы 3.4. Тогда

для любого подмножества Ω ⊂ Z \ σ0
m имеют место оценки

‖P̃ (Ω)− P (Ω)‖2 ≤ C1(α(Ω, ΓV ) + α(Ω, B)) ≤

≤ C2(α(Ω, ΓV ) + α(Ω, JV ) + α(Ω, V ΓV )),

где C1, C2 > 0 — постоянные, не зависящие от Ω.

Теорема 3.7. Если выполнены условия теоремы 3.5, то для

n ≥ m + 1 имеют место оценки

‖P̃(m) +
n∑

|k|=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

|k|=m+1

Pk‖2 ≤

≤ C(αn+1(ΓV ) + αn+1(JV ) + αn+1(V ΓV )),

где C > 0 — постоянная, не зависящая от n.

В четвертом параграфе третьей главы приводятся результаты,

также связанные с асимптотикой спектра и равносходимостью спек-
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тральных разложений для исследуемого дифференциального опера-

тора с инволюцией в случае скалярного потенциала, т.е. в случае

L : D(L) ⊂ L2[0, ω]→ L2[0, ω].

Теорема 3.8. Дифференциальный оператор L : D(L) ⊂

L2[0, ω] → L2[0, ω] является оператором с компактной резольвен-

той и существует такая нумерация собственных значений, что

σ(L) представим в виде

σ(L) = σ(m)

⋃( ⋃
n≥m+1

σn

)
,

где σ(m) — конечное множество с числом точек меньшим или рав-

ным m, а σn = {λ̃n}, n ≥ m + 1, является одноточечным множе-

ством, где

λ̃n = i
2πn

ω
− q2n −

ω

2πi

∑
k 6=0

1

k
(q2n+k)

2 + βn,

(βn) — суммируемая последовательность, т.е.
∑
n∈Z
| βn |<∞.

Теорема 3.9. Существует m ∈ Z+ такое, что∑
|n|≥m+1

‖P̃n − Pn‖22 <∞.

Имеет место равносходимость спектральных разложений

возмущенного и невозмущенного операторов

lim
n→∞
‖P̃(m) +

n∑
k=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

k=m+1

Pk‖2 = 0.

Также в четвертом параграфе третьей главы получено асим-

тотическое представление группы, генерируемой исследуемым диф-

ференциальным оператором в случае скалярного потенциала.
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Пусть L2,ω = L2,ω[0, ω] — гильбертово пространство определен-

ных на R комплексных периодических периода ω функций, сумми-

руемых с квадратом модуля на [0, ω].

Теорема 3.10. Дифференциальный оператор L : D(L) ⊂

L2[0, ω] → L2[0, ω] генерирует группу операторов T : R →

EndL2,ω, представимую в виде

T (t) = UkmTm(t)U−1
km, t ∈ R,

Ukm = (I + ΓkV )(I + ΓmX̃),

где группа операторов Tm : R → EndL2,ω на подпространстве

Im(I −P(m)) определяется равенствами Tm(t)en = ei2π(n+αn)
ω ten, n ≥

m+1, (αn) — последовательность комплексных чисел из l2, и конеч-

номерное подпространство ImP(m) является инвариантным для

группы Tm.
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Глава 1

Некоторые сведения из

спектральной теории операторов,

полугрупп операторов и метода

подобных операторов

§1.1 Основные понятия спектральной теории

операторов

Пусть X— комплексное банахово пространство, H— комплекс-

ное гильбертово пространство. Все приводимые далее определения и

результаты, связанные с операторами и полугруппами операторов,

содержатся в монографиях [1], [2], [18]-[23], [26]-[31], [33], [36], [50],

[56], [61], [69] и систематически используются.

Определение 1.1. Линейным оператором A : D ⊂ X → X на-

зывают отображение, действующее из D (линейного подпростран-

ства банахова пространства X ) в X , такое, что A(α1x + α2y) =
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α1Ax + α2Ay для любых x, y ∈ D(A) и α1, α2 ∈ C. Подпростран-

ство D называют областью определения оператора A и обозначают

символом D(A).

Оператор I : X → X , где Ix = x, x ∈ X будем нызывать

тождественным оператором.

Определение 1.2. Линейный оператор A : D(A) ⊂ X →

X называется ограниченным, если конечна величина ‖A‖ =

sup‖x‖≤1,x∈D(A) ‖Ax‖, принимаемая за норму оператора A.

Определение 1.3. Линейный оператор A : D(A) ⊂ X → X назы-

вается замкнутым, если множество точек {(x, Ax) : x ∈ D(A)} ⊂

X × X , называемое графиком оператора, является замкнутым в

X × X . Данное определение эквивалентно следующему: линейный

оператор A : D(A) ⊂ X → X замкнут, если из xn ∈ D(A), xn → x,

Axn → y следует, что x ∈ D(A) и Ax = y.

Далее через EndX будем обозначать банахову алгебру линей-

ных ограниченных операторов, действующих в X . И также отметим,

что любой ограниченный оператор из EndX замкнут.

Определение 1.4. Образом оператора A называется такое множе-

ство Im A векторов y ∈ X , для которых найдется x ∈ D(A), y = Ax.

Символом Ker A обозначается ядро оператора A, то есть множество

{x ∈ D(A) : Ax = 0}.

Определение 1.5. Линейный оператор A : D(A) ⊂ X → X назы-

вается обратимым, если Ker A = {0} и Im A = X . Обратный к A

оператор обозначается через A−1 : X → X .
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Теорема 1.1. Если A : D(A) ⊂ X → X — замкнутый обратимый

линейный оператор, то обратный A−1 ∈ EndX .

Теорема 1.2. Если A ∈ EndX такой, что ‖A‖ < 1, то оператор

I − A обратим.

Определение 1.6. Подпространство M из банахова пространства

X называется инвариантным относительно линейного оператора

A : D(A) ⊂ X → X , если Ax ∈ M для любого x ∈ M
⋂

D(A).

Оператор AM : D(AM) ⊂ M → M , определяемый формулой

x 7→ AMx = Ax : D(AM) = D(A)
⋂

M ⊂ M → M , называется

сужением оператора A на M .

Определение 1.7. Пусть A : D(A) ⊂ H → H— линейный опера-

тор, действующий в гильбертовом пространстве H с D(A) = H.

Оператор A∗ сопряженным к A, если A∗v = w(v), v ∈ D(A∗),

D(A∗) = {v ∈ H : ∃w = w(v) ∈ H, что (w, u) = (v, Au) ∀u ∈ D(A)}.

Определение 1.8. Если для линейного оператора A : D(A) ⊂ H →

H, действующего в гильбертовом пространствеH с D(A) = H верно

A = A∗, то такой оператор называется самосопряженным.

Определение 1.9. Оператор A, отображающий банахово простран-

ство X в себя (или другое банахово пространство), называется ком-

пактным, или вполне непрерывным, если он каждое ограниченное

множество переводит в предкомпактное.

В случае, если рассматривается линейный ограниченный опе-

ратор A ∈ EndX , то такой оператор называется компактным, если

множество A(B(0, 1)) относительно компактно в X (B(0, 1) = {x ∈
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X : ‖x‖ ≤ 1}— замкнутый шар с центром в точке 0 ∈ X и радиусом

1).

Определение 1.10. Пусть A : D(A) ⊂ X → X - замкнутый опе-

ратор. Резольвентным множеством ρ(A) оператора A называет-

ся совокупность комплексных чисел λ ∈ C, для которых обратим

оператор A− λI. Резольвентой оператора A называется оператор-

нозначная функция R(·, A) : ρ(A) → EndX , R(λ, A) = (A − λI)−1,

λ ∈ ρ(A).

Определение 1.11. Спектром σ(A) замкнутого оператора A :

D(A) ⊂ X → X называется дополнение к резольвентному множе-

ству ρ(A), то есть σ(A) = C\ρ(A).

Отметим, что σ(A) - замкнутое множество, а ρ(A) - открытое

множество.

Определение 1.12. Пусть A : D(A) ⊂ X → X - замкнутый опе-

ратор. Тогда такой оператор называется оператором с компактной

резольвентой, если для некоторого λ0 ∈ ρ(A) оператор R(λ0, A)

компактен.

Определение 1.13. Пусть P ∈ EndX - линейный ограниченный

оператор. Оператор P называется проектором, если P 2 = P .

Отметим, что каждый проектор P определяет разложение бана-

хова пространства X в прямую сумму X = X1⊕X2, где X1 = Im P ,

X2 = Im (I − P ).

Определение 1.14. Пусть H— гильбертово пространство и H =

H1 ⊕ H2, то есть H1, H2 — замкнутые подпространства из H,
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H1
⋂
H2 = ∅, и любой вектор x ∈ H представим в виде x = x1 + x2,

x1 ∈ H1, x2 ∈ H2. Пусть P ∈ EndH - проектор вида Px = x1,

x ∈ H, x1 ∈ H1. Тогда P называется ортогональным проектором,

если он самосопряжен, или, что то же самое, пространства H1 и H2

ортогональны другу другу, т.е. (x1, x2) = 0 для любых x1 ∈ H1,

x2 ∈ H2.

Определение 1.15. Пусть A : D(A) ⊂ X → X — замкнутый опера-

тор, спектр которого представим в виде σ(A) = σ1
⋃

σ2, где σ1, σ2 —

замкнутые непересекающиеся множества и σ1 компактно. Пусть γ —

жорданова замкнутая кривая, лежащая в ρ(A) и содержащая σ1 во

внутренней части и σ2 — во внешней. Проектор

P (σ1, A) =
1

2πi

∫
γ

R(λ, A) dλ

называется спектральным проектором Рисса, построенным по изо-

лированной части σ1 спектра оператора A.

Теорема 1.3. Пусть спектр замкнутого оператора A : D(A) ⊂

X → X допускает описанное в определение 1.15 разбиение на части

σ1 и σ2. Тогда оператор A допускает разложение A = A1⊕A2, где

Ai = A|Xi, i = 1, 2, — сужение A на Xi относительно прямой сум-

мы X = X1 ⊕ X2 инвариантных относительно A подпространств

X1, X2, причем Xi = Im Pi, i = 1, 2, P1 = P (σ1, A) — спектральный

проектор Рисса, построенный по изолированной части σ1 спектра

оператора A, а P2 = I − P1. Кроме того, σ(Ai) = σi, i = 1, 2,

X1 ∈ D(A) и A1 ∈ EndX .
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Определение 1.16. Пусть λ1 — изолированное собственное значе-

ние замкнутого оператора A : D(A) ⊂ X → X , и пусть P1 =

P (λ1, A) — спектральный проектор Рисса, построенный по множе-

ству {λ1}. Число ν(λ1) = dimX1, где X1 = Im P1, называется ал-

гебраической кратностью собственного значения λ. Если Ax = λ1x

для любого x ∈ X1, то есть X1 = Ker (A−λ1I), то собственное значе-

ние λ1 называется полупростым. Если при этом ν(λ1) = dimX1 = 1,

то собственное значение λ1 называется простым.

Теорема 1.4. Пусть A : D(A) ⊂ H → H— самосопряженный опе-

ратор с компактной резольвентой, действующий в гильбертовом

пространстве H. Пусть спектр оператора A состоит из полупро-

стых собственных значений λn, n ∈ Z, то есть σ(A) =
⋃

n∈Z
{λn}.

Пусть e
(j)
n , n ∈ Z, j = 1, ..., ν(λn), — собственные векторы, соот-

ветствующие собственному значению λn, то есть Ae
(j)
n = λne

(j)
n ,

где ν(λn) — алгебраическая кратность λn. Тогда ортогональный

проектор Рисса, построенный по собственному значению λn, име-

ет вид

Pnx = P (λn, A)x =

ν(λn)∑
j=1

(x, e(j)
n )e(j)

n .

Более того, оператор A допускает представление

Ax =
∑
n∈Z

λnPnx, x ∈ D(A).

При этом

D(A) = {x ∈ H :
∑
n∈Z

|λn|2‖Pnx‖2 <∞}.
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Определение 1.17. Пусть A : D(A) ⊂ H → H— линейный опера-

тор, спектр которого представим в виде объединения

σ(A) =
⋃
k∈J

σk, J ∈ {N, Z}, (1.1)

взаимно непересекающихся компактных множеств σk, k ∈ J. Пусть

Pk — проектор Рисса, построенный по множеству σk. Оператор A

называется спектральным относительно разложения (1.1) (или обоб-

щенным спектральным) если ряд
∑
k∈J

Pkx безусловно сходится для

любого вектора x ∈ H.

Если σk = {λk}, k ∈ J, одноточечные множества, и проекторы

Pk, k ∈ J, обладают свойством APk = λkPk для всех k ∈ J, ис-

ключая конечное число, то спектральный относительно разложения

(1.1) оператор A является спектральным (по Данфорду; см. [23])

оператором, причем A — спектральный оператор скалярного типа,

если APk = λkPk, k ∈ J.

§1.2 Основные понятия теории полугрупп опе-

раторов. Семейство эволюционных операто-

ров.

В работе рассматриваются полугруппы операторов из следую-

щего определения.

Определение 1.18. Полугруппой операторов называется семей-

ство операторов {T (t)}, t ∈ R+, из EndX , если T (t+ s) = T (t)T (s)
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для любых t, s ∈ R+ и T (0) = I.

В случае, когда t может изменяться на R, семейство операторов

{T (t)}, t ∈ R, называется группой операторов.

Определение 1.19. Операторнозначная функция T : R+ → EndX

называется сильно непрерывной полугруппой операторов (или полу-

группой класса C0), если

1) T (t + s) = T (t)T (s), t, s ∈ R+;

2) T (0) = I;

3) lim
t→0+
‖T (t)x0 − x0‖ = 0, т.е. t 7→ T (t) : R+ → EndX сильно

непрерывна в нуле.

В диссертации рассматриваются также сильно непрерывные

группы операторов. Функция T : R → EndX называется сильно

непрерывной группой операторов, если условия 1) - 3) из определе-

ния 1.19 выполняются при любом t ∈ R.

Определение 1.20. Инфинитезимальным генератором сильно

непрерывной полугруппы операторов {T (t)}, t ∈ R+ (группы

{T (t)}, t ∈ R) называется замкнутый линейный оператор A :

D(A) ⊂ X → X , Ax = lim
t→0+

T (t)x−x
t , x ∈ D(A), где D(A) = {x ∈

X : существует lim
t→0+

T (t)x−x
t }, D(A) = X .

Теорема 1.5. Пусть A : D(A) ⊂ H → H— самосопряженный опе-

ратор, тогда оператор iA является генератором сильно непрерыв-

ной группы {T (t)}, t ∈ R, изометрических операторов из EndH.

Если при этом Pn — ортогональный проектор Рисса, постро-

енный по одноточечному множеству {λn} ⊂ σ(A),λn — собствен-

ные значения оператора A, т.е. APn = λnPn, n ∈ Z, то имеет
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место следующее спектральное представление операторов группы

изометрий {T (t)}, t ∈ R:

T (t)x =
∑
n∈Z

eiλntPnx, x ∈ H, t ∈ R.

Замечание 1.1. Если A — генератор сильно непрерывной полу-

группы (группы) T (t), а Pn — проектор Рисса, такой что APn =

λnPn, тогда T (t)Pn = eλntPn.

Пусть H – комплексное гильбертово пространство и EndH

– банахова алгебра линейных ограниченных операторов, действу-

ющих в H, и I – один из промежутков: R+, R. Символом F =

F(I,H) обозначим одно из следующих банаховых пространств: Lp =

Lp(I,H), p ∈ [1,∞] – пространство суммируемых со степенью p (су-

щественно ограниченных при p = ∞) измеримых по Бохнеру на I

функций, принимающих значения в H (‖ · ‖p – норма в Lp(I,H)).

Определение 1.21. Семейство операторов

U = {U(t, s) : −∞ < s ≤ t <∞} ⊂ EndH

называется семейством эволюционных операторов, если выполня-

ются следующие свойства:

1) семейство U сильно непрерывно на ∆ = {(t, s) ∈ I2 : s ≤ t};

2) U(t, s)U(s, τ) = U(t, τ), s ≤ τ ≤ t, s, τ, t ∈ I;

3) U(t, t) = I, ∀t ∈ I;

4) sup
0≤t−s≤1

‖U(t, s)‖ = K <∞.

Сопоставим семейству U линейный оператор

LU : D(LU) ⊂ F = F(I,H)→ F ,
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определяемый следующим образом.

Функцию x ∈ F отнесём к области определения D(LU) опера-

тора LU , если существует функция f ∈ F , такая, что для всех s ≤ t

из I имеют место равенства

x(t) = U(t, s)x(s)−
t∫

s

U(t, τ)f(τ)dτ. (1.2)

При этом полагается LUx = f .

Если I = R+, то символом L+
U : D(L+

U ) ⊂ F → F = F(R+,H)

обозначим линейный оператор с областью определения

D(L+
U ) = {x ∈ F : существует f ∈ F такая, что

x(t) = −
t∫

0

U(t, τ)f(τ)dτ для всех t ≥ 0 из R+}

и положим L+
Ux = f . Следует отметить, что для указанных x

и f имеют место равенства (1.2), и поэтому D(L+
U ) = {x ∈ D(LU) :

x(0) = 0}.

Таким образом, L+
U = −d/dt + A(t) : D(L+

U ) ⊂ F(R+,H) →

F(R+,H) – абстрактный параболический оператор, если U – семей-

ство эволюционных операторов для линейного дифференциального

уравнения

ẋ(t) = A(t)x(t), t ∈ I,

где A(t) : D(A(t)) ⊂ H → H – семейство замкнутых линейных

операторов, порождающих корректную задачу Коши.
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§1.3 Основные понятия и теоремы метода подоб-

ных операторов.

Рассмотрим комплексное банахово пространство X и соответ-

ствующую банахову алгебру линейных ограниченных операторов

EndX , действующих в X .

Метод подобных операторов - метод гармонического анализа,

суть которого состоит в преобразовании подобия изучаемого (возму-

щенного) оператора в оператор со спектральными свойствами наи-

более близкими к спектральным свойствам невозмущенного опера-

тора.

Основная идея метода подобных операторов может быть по-

казана более детально. Рассмотрим, например, линейный хорошо

изученный оператор A, действующий в банаховом пространстве X

(такой оператор принято называть невозмущенным оператором), и

другой оператор B, который в некотором смысле ”мал” по сравне-

нию с A. При определенных условиях оператор A − B может быть

подобен некоторому оператору A − B̃, где B̃ имеет несложную по

отношению к A структуру. Процедура построения оператора B̃ и

оператора преобразования оператора A−B в A− B̃ является тесно

связанной с гармоническим анализом линейных операторов из неко-

торого пространства возмущений оператора A, которому как раз и

принадлежит оператор (возмущение) B. Поэтому проверка условия

подобия операторов A − B и A − B̃ в большинстве случаев при-

водит к вопросу разрешимости некоторых нелинейных уравнений в
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пространстве возмущений.

Определение 1.22. Пусть A1 : D(A1) ⊂ X → X , A2 : D(A2) ⊂

X → X - линейные операторы. Тогда операторы A1 и A2 называются

подобными, если существует непрерывно обратимый оператор U ∈

EndX такой, что UD(A2) = D(A1) и A1Ux = UA2x, x ∈ D(A2). При

этом оператор U называется оператором преобразования оператора

A1 в A2.

Лемма 1.1. Пусть A1 : D(A1) ⊂ X → X , A2 : D(A2) ⊂ X → X —

подобные линейные операторы, U ∈ EndX — оператор преобразо-

вания оператора A1 в оператор A2. Тогда верно

1) спектр, дискретный спектр, непрерывный спектр, оста-

точный спектр рассматриваемых операторов соответственно

совпадают, т.е.

σ(A1) = σ(A2),

σd(A1) = σd(A2),

σc(A1) = σc(A2),

σr(A1) = σr(A2);

2) в случае, если оператор A2 допускает разложение A2 =

A21 ⊕ A22, где A2k = A | Xk, k = 1, 2, — сужение A2 на Xk отно-

сительно прямой суммы X = X1⊕X2 инвариантных относитель-

но A2 подпространств X1,X2, то подпространства X̃k = U(Xk),

k = 1, 2,будут являться инвариантными относительно опера-

тора A1, причем оператор A1 может быть представлен в виде
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A1 = A11 ⊕A12, где A1k = A | X̃k, k = 1, 2, относительно разложе-

ния X = X̃1 ⊕ X̃2.

Кроме того, если P— проектор, осуществляющий разложение

X = X1 ⊕ X2 (т.е. X1 = ImP — образ проектора P , X2 = Im(I −

P ), то проектор P̃ , осуществляющий разложение X = X̃1 ⊕ X̃2,

определяется формулой

P̃ = UPU−1. (1.3)

В дальнейшем нам понадобится банахово пространство опера-

торов, действующих в X и подчиненных оператору A. Такое про-

странство будем обозначать через LA(X ). Таким образом, линей-

ный оператор B : D(B) ⊂ X → X принадлежит LA(X ), если

D(B) ⊇ D(A) и конечна величина ‖B‖A = inf{C > 0 : ‖Bx‖ ≤

C(‖x‖ + ‖Ax‖), x ∈ D(A)}, принимаемая за норму в LA(X ). По-

скольку D(A − B) = D(A) для любого B ∈ LA(X ), то обычно счи-

тается, что D(B) = D(A).

Далее рассматривается трансформатор (т.е. линейный оператор

в пространстве линейных операторов) adA : D(adA) ⊂ EndX →

EndX

adAX = AX −XA, X ∈ D(adA)

с областью определения D(adA), состоящей из операторов X ∈

EndX , обладающих свойствами:

1) XD(A) ⊂ D(A);

2) оператор AX − XA : D(A) → X допускает ограниченное

расширение Y на X (и полагается adAX = Y ).
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Основным понятием метода подобных операторов является по-

нятие допустимой тройки.

Определение 1.23. Пусть U — линейное подпространство из LA(X )

и

J : U→ U, Γ : U→ EndX

являются трансформаторами.Допустимой тройкой для (невозму-

щенного) оператора A будем называть тройку (U, J, Γ), где U яв-

ляется допустимым пространством возмущений, если выполнены

условия:

1) U — банахово пространство (со своей нормой ‖ · ‖∗), непре-

рывно вложенное в LA(X ) (т.е. существует постоянная C > 0 такая,

что ‖X‖A ≤ C‖X‖∗, для любого X ∈ LA(X ));

2) J и Γ — непрерывные трансформаторы

3) (ΓX)D(A) ⊂ D(A). Более того, ΓX ∈ D(adA), причем

adAΓX = AΓX − (ΓX)A = X − JX ∀X ∈ U.

Кроме того, ΓX ∈ EndX — единственное решение уравнения

adAY = AY − Y A = X − JX,

удовлетворяющее условию JY = 0;

4) XΓY , (ΓX)Y ∈ U, ∀X, Y ∈ U, и существует постоянная γ > 0

такая, что

‖Γ‖ ≤ γ, max{‖XΓY ‖∗, ‖(ΓX)Y ‖∗} ≤ γ‖X‖∗‖Y ‖∗;

5) для любого X ∈ U и любого ε > 0 существует число λε ∈

ρ(A), такое, что ‖X(A− λεI)−1‖ < ε.
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Теорема 1.6. Пусть (U, J, Γ) — допустимая для оператора A :

D(A) ⊂ X → X тройка, и B — некоторый оператор из простран-

ства допустимых для A возмущений U. Тогда если выполнено нера-

венство

‖J‖‖B‖∗‖Γ‖ <
1

4
, (1.4)

оператор A−B подобен оператору A−JX̃, где оператор X̃ ∈ U

является решением (нелинейного) уравнения

X = BΓX − (ΓX)(JB)− (ΓX)J(BΓX) + B = Φ(X). (1.5)

Преобразование подобия оператора A− B в оператор A− JX̃ осу-

ществляет оператор I + ΓX ∈ EndX .

В большинстве случаев построение пространства допустимых

возмущений, содержащего рассматриваемое возмущение, является

сложным процессом. Поэтому построение трансформаторов J и Γ

осуществляется на всем пространстве LA(X ) таким образом, чтобы

операторы вида A − JX, X ∈ LA(X ), имели несложную структу-

ру. Затем строится пространство допустимых возмущений U такое,

что оно вместе с сужениями J и Γ на это пространство (они да-

лее обозначаются теми же символами) образует допустимую тройку

(U, J, Γ) для A.

Так как возмущение B может не принадлежать U, то в та-

ком случае осуществляется предварительное преобразование подо-

бия оператора A−B в оператор вида A−B̃ где B̃ ∈ U. Причем такое

преобразование возможно в условиях следующего предположения.
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Предположение 1.1. Операторы ΓB, JB, B удовлетворяют сле-

дующим условиям:

(a) ΓB ∈ EndX и ‖ΓB‖ < 1;

(b) (ΓB)D(A) ⊂ D(A);

(c) BΓB, (ΓB)JB ∈ U;

(d) A(ΓB)x− (ΓB)Ax = Bx− (JB)x, x ∈ D(A);

(e) для любого ε > 0 существует число λε ∈ ρ(A), такое, что

‖B(A− λεI)−1‖ < ε.

Теорема 1.7. При выполнении предположения 1.1 оператор A −

B подобен оператору A − JB − B0, где B0 = (I + ΓB)−1(BΓB −

(ΓB)JB), причем имеет место равенство

(A−B)(I + ΓB) = (I + ΓB)(A− JB −B0), (1.6)

где I — тождественный оператор.
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Глава 2

Метод подобных операторов в

спектральном анализе оператора

Дирака в лебеговых пространствах.

Данная глава посвящена дальнейшему развитию метода подоб-

ных операторов и его применению в процессе исследования спек-

тральных свойств оператора Дирака Lbc в лебеговых простран-

ствах, рассматриваемого при различных краевых условиях: перио-

дических, антиперодических и условиях Дирихле. Данный оператор

представляет собой сумму свободного (называемого невозмущен-

ным) оператора L0
bc и возмущения (называемого оператором умно-

жения на потенциал), что позволяет применять непосредственно ме-

тод подобных операторов для получения некоторых результатов ка-

сательно спектральных свойств изучаемого оператора.

В то время, когда исследование оператора Дирака Lbc осуществ-

ляется общими методами теории возмущений возникает несколько

затруднений, связанных с наличием таких свойств, как:
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— расстояние между собственными значениями невозмущенно-

го оператора L0
bc не уходит в бесконечность; — возмущение (оператор

умножения на потенциал v) не является ограниченным оператором;

— рассматриваемые операторы действуют не в гильбертовом про-

странстве. Здесь мы не можем использовать свойство невозмущен-

ности оператора Lbc.

В отличии от [34], где существенно использовались методы

гильбертовых пространств, в данной главе широко используются ме-

тоды гармонического анализа. Следует также отметить статьи [14]-

[16], где изучался оператор Дирака c потенциалом в пространстве

C[0, 1], и была получена асимптотика собственных значений, а так-

же построена асимптотика решений соответствующих параболиче-

ских уравнений.

§2.1 Постановка задачи

Пусть Lp[0, 2π] — банахово пространство суммируемых со степенью

p ∈ [1,∞) на [0, 2π] функций.

Тогда определим через Lp = Lp([0, 2π], C2)- банахово простран-

ство (пространство Лебега) суммируемых со степенью p ∈ [1,∞) на

[0, 2π] и со значениями в C2 функций, для которых конечна величи-

на

‖y‖p = (

2π∫
0

‖y(t)‖pC2dt)1/p, t ∈ [0, 2π].

Символ L∞ = L∞([0, 2π], C2) обозначает банахово пространство

40



существенно ограниченных измеримых функций с нормой

‖y‖∞ = vrai sup
t∈[0,2π]

‖y(t)‖C2.

Через Cb = Cb([0, 2π], C2) обозначим банахово пространство

непрерывных и ограниченных функций на отрезке [0, 2π] и со зна-

чениями в C2 с нормой

‖y‖Cb
= sup

t∈[0,2π]
‖y(t)‖C2.

Символ F = F([0, 2π], C2) будем использовать для обозначения

одного из введенных в рассмотрение пространств.

В случае, когда F = Lp, определим пространство Соболева

W 1
p ([0, 2π], C2) = {y ∈ Lp([0, 2π], C2), p ≥ 1 : y абсолютно непре-

рывна и ẏ ∈ Lp([0, 2π], C2)}.

Через C1([0, 2π], C2) = {y ∈ Cb([0, 2π], C2) : ẏ ∈ Cb} обозначим

банахово пространство непрерывно дифференцируемых функций из

Cb, которое нам понадобится при F = Cb.

Символ F1 = F1([0, 2π], C2) будем использовать для обозна-

чения одного из введенных выше пространств W 1
p ([0, 2π], C2) или

C1([0, 2π], C2).

Рассматривается оператор Дирака Lbc : D(Lbc) ⊂ F → F , за-

даваемый дифференциальным выражением

l(y) = i

 1 0

0 −1

 dy

dt
− vy, (2.1)

v(t) =

 0 P (t)

Q(t) 0

 , t ∈ [0, 2π], (2.2)
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где P, Q ∈ L∞([0, 2π], C1), C1 = C - поле комплексных чисел и F =

F([0, 2π], C2).

Область определения оператора Lbc задается с помощью одного

из краевых условий :

(a) периодические (bc=per: y(0) = y(2π));

(b) антипериодические (bc=ap: y(0) = −y(2π));

(c) Дирихле (bc=dir: y1(0) = y2(0), y1(2π) = y2(2π)).

Для определения D(Lbc) рассмотрим дифференциальное урав-

нение

i

 1 0

0 −1

 Ẋ(t) =

 0 P (t)

Q(t) 0

X(t),

где X(0) = I =

 1 0

0 1

 .

Данное уравнение эквивалентно уравнению

Ẋ(t) =

 0 −iP (t)

iQ(t) 0

X(t), X(0) = I.

Существует единственная операторнозначная функция U :

R → End C2, являющаяся решением уравнения, обозначенного вы-

ше. Причем, согласно [21], операторнозначная функция U обратима.

Рассмотрим семейство эволюционных операторов

U(t, s) = U(t)U−1(s), t, s ∈ [0, 2π].

Функцию y ∈ F отнесем к области определения оператора Ди-

рака

L = i

 1 0

0 −1

 d

dt
− v,
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если существует функция f ∈ F такая, что имеет место равенство

y(t) = U(t, 0)y(0) +

t∫
0

U(t, s)f(s)ds,

где y удовлетворяет одному из краевых условий per, ap, dir,

определенных выше. Заметим, что функция y по определению

непрерывна.

В статье [24] установлено, что спектр оператора L не зависит от

выбора пространства F , в котором он действует. Поскольку метод

подобных операторов относится к возмущениям, область определе-

ния которых содержит область определения невозмущенного опе-

ратора, то изучение оператора Дирака возможно осуществлять в

пространстве F при условии, что P, Q ∈ F . И ввиду сказанного

спектры таких операторов совпадают.

Отметим также, что оператор Дирака, определенный выше, ра-

нее не рассматривался (кроме как для случая P, Q ∈ L2[0, 2π]).

Если v = 0 (нулевой потенциал), то оператор Lbc будет обозна-

чаться символом L0
bc. Оператор L0

bc будем называть свободным опе-

ратором Дирака, который при изучении оператора Lbc будет играть

роль невозмущенного оператора, а оператор умножения на потенци-

ал v - возмущения.

Спектр σ(L0
bc) и собственные функции для L0 не зависят от

выбора рассматриваемых пространств и легко определяются следу-

ющим образом:

(a) σ(L0
per) = Z; соответствующие собственные функции имеют
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вид:

e1
n =

 e−iλnt

0

 , e2
n =

 0

eiλnt

 ,

где λn = n, n ∈ Z;

(b) σ(L0
ap) = Z + 1/2; соответствующие собственные функции

имеют вид:

e1
n =

 e−iλnt

0

 , e2
n =

 0

eiλnt

 ,

где λn = n + 1/2, n ∈ Z;

(c) σ(L0
dir) = Z; каждое собственное значение простое и соот-

ветствующая нормированная собственная функция имеет вид sn =

1√
2
(e1

n + e2
n), где λn = n, n ∈ Z.

§2.2 Метод подобных операторов для абстракт-

ных операторов, близких к оператору Ди-

рака.

В данном параграфе приведенную схему предварительного пре-

образования подобия и построения допустимой тройки будем при-

менять для абстрактных операторов, которые по своим свойствам

наиболее близки к изучаемому оператору Дирака.

Пусть X — банахово пространство, EndX — банахова алгебра

линейных ограниченных операторов. Рассмотрим линейный опера-

тор A : D(A) ⊂ X → X с компактной резольвентой R(·, A) : ρ(A)→

EndX .
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Будем предполагать, что оператор iA обладает рядом свойств,

близких к спектральным свойствам операторов Lbc, где bc ∈

{per, ap, dir}. Выпишем эти свойства.

1) Оператор iA является (инфинитезимальным) генератором

периодической периода 2π изометрической сильно непрерывной

группы операторов T : R→ EndX .

2) Спектр оператора A, обозначаемый через σ(A), образует дву-

стороннюю последовательность собственных значений λn, n ∈ Z,

вида:

λn = n + a, n ∈ Z, a ≥ 0.

Таким образом, a = 0 в случае, если A = L0
per или A = L0

dir;

a = 1
2 , когда A = L0

ap.

Пусть Pn — проектор Рисса, построенный по одноточечному

множеству {λn} ⊂ σ(A) и, следовательно, APn = λnPn, n ∈ Z.

Далее каждому оператору X ∈ EndX сопоставим периодиче-

скую периода 2π сильно непрерывную операторнозначную функцию

t 7→ T (t)XT (−t) : R→ EndX , t ∈ R.

Tем самым возникает изометрическое периодическое периода

2π представление:

T̃ : R→ EndX , T̃ (t) = T (t)XT (−t), t ∈ R, X ∈ EndX , (2.3)

генератором которого является оператор adA со спектром σ(adA) =

iZ [9], [11], [12], [63].

Для функции вида (2.3) рассмотрим ее ряд Фурье

T (t)XT (−t) ∼
∑
n∈Z

Xne
int, t ∈ R,
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где коэффициент Фурье Xn ∈ EndX имеет вид

Xn =
1

2π

2π∫
0

T (t)XT (−t)e−int dt, n ∈ Z.

Ряд
∑
n∈Z

Xn будем называть рядом Фурье оператора X (относи-

тельно группы операторов T ), а операторы Xn, n ∈ Z, — коэффици-

ентами Фурье этого оператора.

Теперь перейдем к построению трансформаторов (операто-

ров в пространстве операторов; терминология М.Г. Крейна) J, Γ :

EndX → EndX , пользуясь приведенной схемой в параграфе 1.3.

Введем в рассмотрение L1
2π(R) — банахову алгебру периодиче-

ских периода 2π локально суммируемых функций с нормой

‖f‖1 =
1

2π

2π∫
0

|f(t)|dt, f ∈ L1
2π(R),

и со свёрткой функций в качестве умножения

(f ∗ g)(t) =
1

2π

2π∫
0

f(t− s)g(s)ds, t ∈ R, f, g ∈ L1
2π(R).

Банахово пространство X наделим структурой банахова L1
2π(R)

- модуля с помощью формулы

f ∗ x =
1

2π

2π∫
0

f(t)T (−t)xdt, f ∈ L1
2π(R), x ∈ X .

На EndX определим структуру банахова L1
2π(R) - модуля через

ϕX =
1

2π

2π∫
0

ϕ(t)T (t)XT (−t)xdt, ϕ ∈ L2π
1 (R), X ∈ EndX (2.4)

причем ‖ϕX‖ ≤ ‖ϕ‖1‖X‖.
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Тогда трансформаторы J и Γ на любом операторе X ∈ EndX

будем определять равенствами

JX = X0 =
1

2π

2π∫
0

T (t)XT (−t) dt = ϕX, ϕ ≡ 1, (2.5)

ΓX =
1

2π

2π∫
0

f(t)T (t)XT (−t) dt = fX, (2.6)

где f : R → C — периодическая периода 2π функция вида f(t) =

i(t− π), t ∈ [0, 2π).

Лемма 2.1. Трансформаторы J, Γ : EndX → EndX ограничены и

обладают свойствами:

1) Имеет место оценка ‖Γ‖ ≤ π
2 ;

2) ΓX ∈ D(adA) для любого X ∈ EndX и adAΓX = AΓX −

ΓXA = X − JX.

Доказательство. 1) Необходимая оценка показывается непосред-

ственно

‖Γ‖ ≤ ‖f‖ =
1

2π

2π∫
0

|f(t)| dt =
1

2π

π∫
0

(π − t) dt+
1

2π

2π∫
π

(t− π) dt =
π

2
.

2) Каждый коэффициент Фурье Xn, n ∈ Z, оператора X ∈ EndX

принадлежит D(adA) и, в частности, XkD(A) ⊂ D(A). Тогда сред-

ние Чезаро Sn =
n∑

k=−n

(
1− |k|n

)
Xk, n ≥ 1, также обладают свой-

ством SnD(A) ⊂ D(A) и сильно сходятся к оператору X. Последо-

вательность операторов ΓSn =
n∑

k=−n
k 6=0

1
k

(
1− |k|n

)
Xk, n ≥ 1, будет яв-

ляться средними Чезаро для оператора ΓX, и поэтому также будет
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сильно сходится к оператору ΓX. Поскольку adAΓSn = Sn − X0 =

Sn − JX, n ≥ 1, то из замкнутости оператора adA в сильной опера-

торной топологии пространства EndX следует, что ΓX ∈ D(adA) и

adAΓX = X − JX.

В дальнейшем для определения допустимой тройки для иссле-

дуемого оператора будет использоваться понятие аппроксимативной

единицы.

Определение 2.1. Под аппроксимативной единицей (для свёртки)

[1] понимается последовательность (fm)∞m=1 элементов из L1, таких

что

sup
m
‖fm‖1 <∞, (2.7)

lim
m→∞

1

2π

2π∫
0

fm(τ)dτ = 1, (2.8)

lim
m→∞

2π∫
δ

|fm(τ)|dτ = 0 (2.9)

для любого фиксированного δ, удовлетворяющего условию 0 < δ <

2π.

Рассмотрим последовательность функций из L1
2π(R) вида

fm(t) =
2

πmt2
sin2 mt

2
, (2.10)

которая может быть представлена в виде ряда Фурье

fm(t) =
∑
|n|≤m

(1− |n|
m

)eint. (2.11)

Поскольку последовательность функций (fm) является положи-

тельно определенной, то ‖fm‖1 = f̂m(0) = 1. Таким образом, верно
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свойство (2.7) из определения аппроксимативной единицы. Свойства

(2.8), (2.9) определения 2.1 также легко проверяются. Поэтому (fm)

является аппроксимативной единицей в соответствии с определени-

ем 2.1.

Пусть x — некоторый вектор из X , и пусть задано некоторое

ε > 0. Выберем и зафиксируем δ из интервала (0, 2π] такое, что

‖T (−s)x−x‖ ≤ ε при |x| ≤ δ (используется свойство сильной непре-

рывности представления T ), и число m ∈ N, такое (используется

свойство (2.9)), что
2π∫
δ

fm(τ)dτ < ε.

Тогда из равенств

fm ∗ x− x =
1

2π

2π∫
0

fm(s)T (−s)xds− x
1

2π

2π∫
0

fm(s)ds =

1

2π

2π∫
0

fm(s)[T (−s)x− x]ds =

1

2π

δ∫
0

fm(s)[T (−s)x− x]ds +
1

2π

2π∫
δ

fm(s)[T (−s)x− x]ds,

учитывая оценку ‖T (−s)x−x‖ ≤ 2 ‖ x ‖, x ∈ X , получаем, что

‖fm∗x−x‖ ≤ 1

2π

δ∫
0

fm(s)‖T (−s)x−x‖ds+
1

2π

2π∫
δ

fm(s)‖T (−s)x−x‖ds ≤

ε +
1

π
‖x‖

2π∫
δ

fm(s)ds ≤ ε +
1

π
‖x‖ε.

Таким образом, в силу определения 2.1 аппроксимативной еди-

ницы

lim
m→∞

‖fm ∗ x− x‖ = 0.
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Теперь, используя последовательность функций (fm), опре-

деленную равенством (2.11), и равенство (fX)x = (ΓX)x =

1
2π

2π∫
0

f(t)T (t)XT (−t)xdt, где f : R → C — периодическая периода

2π функция вида f(t) = i (t− π), t ∈ [0, 2π), определим последова-

тельности трансформаторов:

JmX = JX − J(fmX) + fmX = J(X − fmX) + fmX, (2.12)

ΓmX = ΓX−Γ(fmX) = Γ(X−fmX) = (f∗(1−fm))X, X ∈ EndX , m ∈ Z+.

(2.13)

Ясно, что J0 = J , Γ0 = Γ.

Лемма 2.2. Для любого m ≥ 0 тройка (EndX , Jm, Γm) является

допустимой для оператора A, причем ‖Jm‖ ≤ 3; ‖Γm‖ ≤ 10π

m
2
3

для

всех m ≥ 1; ‖Γm‖ → 0, m→∞.

Доказательство. Покажем, что выполняются условия определения

допустимой тройки (определение 1.23). Свойство 1) допустимой

тройки следует из включения EndX ⊂ LA(X ). Из непрерывности

трансформаторов J и Γ, определённых равенствами (2.5), (2.6), сле-

дует непрерывность трансформаторов Jm и Γm. Значит выполняется

и свойство 2) допустимой тройки.

Покажем выполнение свойста 3) допустимой тройки, т.е. дока-

жем включения: (ΓmX)D(A) ⊂ D(A),ΓmX ∈ D(adA), причем

adAΓmX = AΓmX − (ΓmX)A = X − JmX ∀X ∈ EndX . (2.14)

Равенство (2.14) получается следующим образом:

adAΓmX = adA(ΓX − Γ(fmX)) = adA(ΓX)− adA(Γ(fmX)) =
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= AΓX − (ΓX)A− AΓ(fmX) + (Γ(fmX))A = AΓmX − (ΓmX)A,

X ∈ EndX . Также имеют место равенства:

adAΓmX = AΓX − (ΓX)A− AΓ(fmX) + (Γ(fmX))A =

= X − JX − fmX + JfmX = X − JmX,

X ∈ EndX .

Из равенства (2.14) получаем, что ΓmX ∈ EndX — единствен-

ное решение уравнения

adAY = AY − Y A = X − JmX, (2.15)

удовлетворяющее условию JmY = 0;

Оценив норму Γm, легко показать выполнения свойства 4) до-

пустимой тройки.

‖ΓmX‖ = ‖(f ∗ (1− fm))X‖ = ‖
∫
R

fm(s)S(−s)fXds− fX‖ =

‖
∫
R

fm(s)S(−s)fXds−
∫
R

fm(s)dsfX‖ = ‖
∫
R

fm(s)(S(−s)f−f)Xds‖ ≤

(
‖
∫
|s|≤δ

fm(s)(S(−s)f − f)ds‖+ 2‖f‖
∫

R\[−δ,δ]

fm(s)ds
)
‖X‖,

где (fm) — аппроксимативная единица, определенная равенством

(2.11), и ‖f‖ = π2.

Тогда

‖Γm‖ ≤ 2πδ2 +
8π

mδ
.

Так как полученная оценка верна для любого δ, то положив δ =

m−
1
3 , получим

‖Γm‖ ≤
10π

m
2
3

, m ≥ 1.
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Поскольку ‖Γ‖ ≤ π
2 , то

‖ΓmX‖ = ‖ΓX − Γ(fmX)‖ ≤
(π
2

+
π

2

)
‖X‖ = π‖X‖.

XΓmY , (ΓmX)Y ∈ EndX , X, Y ∈ EndX , и тогда существует

постоянная γ = π такая, что

‖Γm‖ ≤ γ, max{‖XΓmY ‖, ‖(ΓmX)Y ‖} ≤ γ‖X‖‖Y ‖.

Покажем выполнение свойства 5), т.е. для любого X ∈ EndX

и любого ε > 0 существует число λε ∈ ρ(A), такое, что ‖X(A −

− λεI)−1‖ ≤ ε. Из представления резольвенты оператора A

R(iλ, A) = (A− λI)−1 =

∫ ∞
0

T (t)e−λtdt,

следует, что

‖X(A− 1

ε
I)−1‖ = ‖X

∫ ∞
0

T (t)e−
1
ε tdt‖ ≤

≤ ‖X‖‖
∫ ∞

0
T (t)e−

1
ε tdt‖ ≤ ε‖X‖.

Откуда непосредстенно следует, что λε можно положить, как
1
ε .

Таким образом, следующая теорема является следствием тео-

ремы 1.6 в силу выполнения всех ее условий.

Теорема 2.1. Пусть число m ∈ Z+ удовлетворяет неравенству

30π

m2/3‖B‖∗ <
1

4
.

Тогда оператор A−B, где B ∈ EndX , подобен оператору вида

A− J(X̃ − fmX̃) = A− JmX̃ = A−B0. (2.16)

52



Оператор X̃ является решением уравнения (1.5) , в котором

Γ = Γm, J = Jm. Его можно найти методом последовательных

приближений. Причем оператор I + ΓmX̃ осуществляет преобра-

зование подобия оператора A−B в оператор A−B0.

Замечание 2.1. Оператор A−B0 = A−JmX̃ = A−J(X̃−fmX̃)−

fmX̃ перестановочен со всеми проекторами P(m), Pk, |k| ≥ m + 1.

Выше указанное замечание верно, поскольку операторы

JX, fmX перестановочны для любого X со всеми проекторами

P(m), Pk, |k| ≥ m + 1.

Достаточно доказать перестановочность JX с проекторами

Pk, |k| ≥ m + 1, т.е. установить равенства

(JX)Pk = Pk(JX). (2.17)

Поскольку PlPm = δlmPl, то имеют место равенства

Pl(JX)Pmx =
1

2π

2π∫
0

T (t)PlXPmT (−t)xdt =

=
1

2π

2π∫
0

eiltPlXPmxe−imtdt = δlmPlXPm, X ∈ EndX , m, l ∈ Z.

(2.18)

Для доказательства (2.17) будем использовать полученные ра-

венства (2.18), а также рассмотрим ограниченную аппроксиматив-

ную единицу (fn) вида (2.10) из алгебры L2π
1 (R), для которой осу-

ществляется суммирование по Чезаро. Тогда имеют место равенства
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(при достаточно больших n).

(JX)Pkx← fn(JX)Pkx =
∑
|m|≤n

(
1− |m|

n

)
Pm(JX)Pkx =

=
∑
|m|≤n

(
1− |m|

n

)
δmkPmXPk → PkXPk, n→∞.

Аналогичным образом получаем

Pk(JX)x← Pk(JX)fnx→ PkXPk, n→∞

Из перестановочности A− B0 с проекторами Pk, |k| ≥ m + 1, и

представления проекторов P(m) =
∑
|k|≤m

Pk следует и перестановоч-

ность A−B0 с проекторами P(m).

Замечание 2.2. Из замечания 2.1 следует, что подпространства

X(m) = ImP(m), Xk = ImPk, |k| ≥ m + 1 являются инвариантны-

ми для оператора A − B0. Из подобия операторов A − B, A − B0

следует равенство σ(A − B) = σ(A − B0). Оператор A − B0, как

и оператор A − B, имеет компактную резольвенту. Поэтому, если

λ0 ∈ σ(A − B0), то существует собственный вектор x0 ∈ D(A) та-

кой, что (A − B0)x0 = λ0x0. Тогда из вида оператора B0 следуют

равенства

A(m)P(m)x0 = λ0P(m)x0, AkPkx0 = λ0Pkx0, |k| ≥ m + 1, (2.19)

где A(m) — сужение оператора A−B0 на X(m) = Im P(m), Ak — суже-

ние оператора A − B0 на Xk = Im Pk, |k| ≥ m + 1. Рассмотрим

ограниченную аппроксимативную единицу fn вида (2.10). Тогда

fnx0 =
∑
|k|≤n

(
1− |k|

n

)
Pkx0 → x0, n→∞.
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Из этого предельного соотношения следует, что хотя бы один из

векторов Pkx0, |k| ≥ m + 1, P(m)x0 отличен от нуля, и тогда λ0 —

собственное значение соответствующего оператора из семейства опе-

раторов Ak, |k| ≥ m + 1, A(m).

Таким образом, имеет место равенство

σ(A−B) = σ(A−B0) = σ(A(m))
⋃ ⋃

|k|≥m+1

σ(Ak)

 . (2.20)

Операторы Ak, |k| ≥ m + 1 можем представить в виде

Ak = (kI − PkJX̃)|Xk, |k| ≥ m + 1. (2.21)

Тогда имеет место следующее предельное соотношение

dist(σ(Ak), {k}) = inf
λ∈σ(Ak)

|k−λ| ≤ ‖PkJX̃Pk‖ = ‖PkX̃Pk‖ → 0, |k| → ∞.

Из приведенных рассуждений следует

Лемма 2.3. Существует n0 ≥ m+1, n0 ∈ Z+, такое, что спектр

оператора A−B представим в виде объединения

σ(A−B) = σ(A(n0))
⋃ ⋃

|k|≥n0+1

σ(Ak)

 = σ0

⋃ ⋃
|k|≥n0+1

σk


(2.22)

взаимно непересекающихся множеств σ0, σk, |k| ≥ n0 + 1.
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§2.3 Применение абстрактной схемы метода по-

добных операторов к оператору Дирака

в лебеговых пространствах. Спектральные

свойства оператора Дирака в лебеговых про-

странствах.

Применяя метод подобных операторов для исследования спектраль-

ных свойств оператора Lbc, bc ∈ per, ap, dir, свободный оператор L0
bc

будем считать невозмущенным оператором. Он будет обозначаться

также символом A. Таким образом, Lbc = A−B, где B — оператор

умножения на потенциал v.

Всюду в дальнейшем X = F([0, 2π], C2), и оно будет отождеств-

ляться с банаховым пространством F2π(R, C2) периодических пери-

ода 2π функций одного из пространств, включенных в F .

В пространстве F2π(R, C2) определена группа операторов сдви-

гов функций (S(t)x)(s) = x(s + t), s, t ∈ R, x ∈ F2π(R, C2). Функции

P и Q будем рассматривать как элементы пространства L∞(R, C).

Замечание 2.3. Рассмотрим обратимую изометрию

U : F2π(R, C2)→ F2π(R, C2),

(Ux)(s) = (e−i s
2x1(s), e

i s
2x2(s)), s ∈ [0, 2π], x = (x1, x2) ∈ F2π(R, C2).

Тогда UD(Lap) = D(Lper) и имеет место равенство

Lap = U−1(L0
per − B̂ − I)U, (2.23)

где B̂ — оператор умножения на потенциал v̂(s) =
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 0 e−isP (s)

eisQ(s) 0

, s ∈ [0, 2π]. Потому оператор Lap подо-

бен оператору L0
per− B̂− I, и следовательно спектральные свойства

оператора Lap совпадают со спектральными свойствами оператора

Дирака L0
per − B̂. В итоге, можно остановиться только на изучении

операторов Lper и Ldir.

Генератором группы изометрий T : R→ EndF2π является опе-

ратор iA. Если bc = per, то, поскольку оператор d
dt является гене-

ратором группы S : R → EndF2π(R, C), соответствующая группа

изометрий T = Tper имеет вид

Tper(t)x = (S(−t)x1, S(t)x2), x = (x1, x2) ∈ F2π(R, C2), t ∈ R.

(2.24)

Если bc = ap, то из равенства (2.23) следует, что

Tap(t) = e−i t
2U−1Tper(t)U, t ∈ R (2.25)

Для bc = dir группа изометрий Tdir будет иметь вид

(Tdirx)(s) =

(
x1(s− t) + x2(t− s)

2
,
x1(−s− t) + x2(s + t)

2

)
,

s, t ∈ R, x = (x1, x2) ∈ F2π(R, C2). (2.26)

Представление (2.26) следует из равенств

Tdir(t)sn = eintsn, n ∈ Z.

Обращаясь к формулам (2.5),(2.6),(2.24),(2.25), выпишем пред-

ставления операторов JB = JbcB, ΓB = ΓbcB, где bc ∈ {per, dir} :
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((JperB)x)(s) =
1

4π

4π∫
0

 0 P (s+τ
2 )

Q(s+τ
2 ) 0

 x1(τ)

x2(τ)

 dτ, (2.27)

((ΓperB)x)(s) =
1

4π

4π∫
0

 0 f(s−τ
2 )P (s+τ

2 )

f(τ−s
2 )Q(s+τ

2 ) 0

 x1(τ)

x2(τ)

 dτ,

(2.28)

где x = (x1, x2) ∈ F2π(R, C2), s ∈ [0, 2π], f(t) = i(t − π), t ∈

[0, π), f ∈ F2π(R).

((JdirB)x)(s) =
1

16π

8π∫
0

Kdir(s, τ)x(τ)dτ, x ∈ F2π(R, C2), s ∈ [0, 2π],

(2.29)

((ΓdirB)x)(s) =
1

16π

8π∫
0

K̃dir(s, τ)x(τ)dτ, x ∈ F2π(R, C2), s ∈ [0, 2π],

(2.30)

где

Kdir(s, τ) =

 Φ
(

s−τ
2

)
Φ
(

s+τ
2

)
Φ
(−s−τ

2

)
Φ
(−s+τ

2

)
 ,

K̃dir(s, τ) =

 f
(

s+τ
2

)
Φ
(

s−τ
2

)
f
(

s−τ
2

)
Φ
(

s+τ
2

)
f
(

τ−s
2

)
Φ
(−s−τ

2

)
f
(−s−τ

2

)
Φ
(−s+τ

2

)
 ,

Φ(u) =
P (u) + Q(−u)

2
, Φ ∈ F2π(R, C2).

Таким образом, применима теорема 1.6, из которой получаем,

что имеет место
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Теорема 2.2. Пусть число m ∈ Z+ удовлетворяет неравенству

30π

m2/3‖B‖∞ <
1

4
.

Тогда оператор Lbc = A−B, где A = L0
bc, B — оператор умножения

на v, подобен оператору вида

A− J(X̃ − fmX̃) = A− JmX̃ = A−B0. (2.31)

Оператор X̃ — решение уравнения (1.5) , в котором Γ = Γm,

J = Jm. Его можно найти методом последовательных прибли-

жений. Причем оператор I + ΓmX̃ осуществляет преобразование

подобия оператора A−B в оператор A−B0.

В следующей теореме осуществляется предварительное преоб-

разование подобия.

Теорема 2.3. Пусть число m ∈ Z+ удовлетворяет неравенству

10π

m2/3‖B‖∞ < 1

(т.е. оператор I + ΓkB обратим). Тогда оператор Lbc = A − B,

где A = L0
bc, B — оператор умножения на потенциал v, подобен

оператору L̃bc = L0
bc − B̃, где

B̃ = JmB + (I + ΓmB)−1(BΓmB − (ΓmB)JmB),

причем имеет место равенство

(A−B)(I + ΓmB) = (I + ΓmB)(A− B̃).

Операторы JmB, ΓmB, BΓmB, (ΓmB)(JmB), B̃ являются ком-

пактными.
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Доказательство. Утверждение теоремы непосредственно следует

из теоремы 1.7.

Компактность операторов JmB, ΓmB, BΓmB, (ΓmB)(JmB), B̃

следует из компактности операторов ΓB, JB.

Покажем, что операторы ΓB, JB являются компактными.

Запишем оператор ΓB в виде

((ΓB)x)(s) =


1
4π

4π∫
0

f(s−τ
2 )P (s+τ

2 )x2(τ)dτ

1
4π

4π∫
0

f(τ−s
2 )Q(s+τ

2 )x1(τ)dτ

 ,

где x = (x1, x2) ∈ F2π(R, C2), s ∈ [0, 2π], f(t) = i(t−π), t ∈ [0, π), f ∈

F2π(R).

Введем в рассмотрение последовательности функций:

P
′

k = fk ∗ P, Q
′

k = fk ∗Q, k ∈ Z, k 6= 0.

Очевидно, что ‖P ′

k − P‖ → 0, ‖Q′

k −Q‖ → 0, k →∞.

Отметим, что оператор ΓB является пределом последователь-

ности операторов

((ΓB)kx)(s) =


1
4π

4π∫
0

f(s−τ
2 )P

′

k(
s+τ
2 )x2(τ)dτ

1
4π

4π∫
0

f(τ−s
2 )Q

′

k(
s+τ
2 )x1(τ)dτ

 ,

где

P
′

k(
s + τ

2
) =

k∑
j=−k

(1−|j|
k

)eij s+τ
2 P̂ (k), P (t) =

∑
k∈Z

P̂ (k)eikt, j, k ∈ Z, k 6= 0,

Q
′

k(
s + τ

2
) =

k∑
j=−k

(1−|j|
k

)eij s+τ
2 Q̂(k), Q(t) =

∑
k∈Z

Q̂(k)eikt, j, k ∈ Z, k 6= 0.
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Тогда можем записать

1

4π

4π∫
0

f(
s− τ

2
)P

′

k(
s + τ

2
)x2(τ)dτ =

=
1

4π

4π∫
0

f(
s− τ

2
)

k∑
j=−k

(1− |j|
k

)eij s+τ
2 P̂ (k)x2(τ)dτ =

=
1

4π

k∑
j=−k

(1− |j|
k

)eij s
2

4π∫
0

f(
s− τ

2
)eij τ

2 P̂ (k)x2(τ)dτ

Отметим, что оператор Ej = (1 − |j|
k )eij s

2 является ограничен-

ным оператором. Апроксимируя функцию f тригонометрическими

многочленами по норме пространства, легко получить, что опера-

тор
4π∫
0

f(s−τ
2 )eij τ

2 x2(τ)dτ есть предел операторов с конечным рангом,

а значит является компактным.

Таким образом, оператор 1
4π

4π∫
0

f(s−τ
2 )P

′

k(
s+τ
2 )x2(τ)dτ компактен,

а значит и 1
4π

4π∫
0

f(τ−s
2 )P (s+τ

2 )x1(τ)dτ компактен в силу предела ‖P ′

k−

P‖ → 0, k →∞.

Аналогичным образом можно получить, что и оператор

1

4π

4π∫
0

f(
τ − s

2
)Q(

s + τ

2
)x1(τ)dτ

является компактным. И также легко показать компактность опе-

ратора JB.

Компактность операторов JmB, ΓmB, BΓmB, (ΓmB)(JmB), B̃

непосредственно следует из компактности операторов ΓB, JB.

Замечание 2.4. Из подобия операторов A − B, A − B0 получаем,

что верны следующие представления возмущенных проекторов
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P̃(m) = U−1P(m)U, P̃k = U−1PkU, |k| ≥ m + 1, (2.32)

где P̃(m) — проектор на подпространство U−1X(m), P̃k — проектор на

подпространство U−1Xk, и U = I + ΓmX̃.

Из спектрального разложения (2.20) очевидным образом следу-

ет

Теорема 2.4. Дифференциальный оператор Lbc : D(Lbc) ∈ F → F

является оператором с компактной резольвентой и существует

такая нумерация собственных значений,что σ(Lbc) представим в

виде

σ(Lbc) = σ(m)

⋃
(
⋃

|n|≥m+1

σn), (2.33)

где σ(m)-конечное множество, а σn, |n| ≥ m + 1 определяются ра-

венствами

σn = {n + β±n }, lim
n→∞

β±n = 0, если bc = per;

σn = {n + 1/2 + α±n }, lim
n→∞

α±n = 0, если bc = ap;

σn = {n + γn}, lim
n→∞

γn = 0, если bc = dir.

Отметим, что если рассматривать потенциал в пространстве

L2([0, 2π], C2), то для асимптотики спектра можно использовать ре-

зультаты статьи [63].

Следствие 2.1. В случае периодических краевых условий верно

lim
n→∞
| λ

′
n+λ

′′
n

2 − 2n | = 0, n ∈ Z, (2.34)

где λ
′

n, λ
′′

n — собственные значения оператора Lbc = A−B.
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Пусть P̃(m), P̃n, |n| ≥ m + 1,− спектральные проекторы Рисса,

построенные по оператору Lbc и множествам σ(m), σn, |n| ≥ m + 1,

соответственно.

Теорема 2.5. Имеет место равносходимость спектральных раз-

ложений операторов Lbc и L0
bc :

lim
n→∞
‖P̃n − Pn‖ = 0, (2.35)

lim
n→∞
‖P̃(m)+

n∑
|k|=m+1

(1− |k|
n

)P̃k−P(m)−
n∑

|k|=m+1

(1− |k|
n

)Pk‖ = 0. (2.36)

Доказательство. Докажем сначала равенство (2.35).

Поскольку P̃n = U−1PnU, где U = I + ΓmX̃ — оператор, осу-

ществляющий преобразование подобия оператора A−B в оператор

A−B0, тогда

P̃n = U−1PnU = (I + ΓmX̃)−1Pn(I + ΓmX̃) =

= (I +
∞∑

k=1

(−1)k(ΓmX̃)k)Pn(I + ΓmX̃) =

= Pn +
∞∑

k=1

(−1)k(ΓmX̃)kPn + PnΓmX̃ +
∞∑

k=1

(−1)k(ΓmX̃)kPn(ΓmX̃).

Теперь рассмотрим

P̃n−Pn =
∞∑

k=1

(−1)k(ΓmX̃)kPn+PnΓmX̃+
∞∑

k=1

(−1)k(ΓmX̃)kPn(ΓmX̃) =

= Tm(ΓmX̃)Pn + Pn(ΓmX̃) + Tm(ΓmX̃)Pn(ΓmX̃),

где Tm =
∑∞

k=0(−1)k+1(ΓmX̃)k, k, m ∈ Z.

Тогда

lim
n→∞
‖P̃n − Pn‖ =

lim
n→∞
‖Tm(ΓmX̃)Pn + Pn(ΓmX̃) + Tm(ΓmX̃)Pn(ΓmX̃)‖. (2.37)
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Поскольку ΓmX̃ — компактный оператор, то

lim
n→∞
‖Pn(ΓmX̃)‖ = lim

n→∞
‖(ΓmX̃)Pn‖ = 0. (2.38)

Таким образом, из (2.37), (2.38) легко видеть, что

lim
n→∞
‖P̃n − Pn‖ = 0.

Для доказательства равенства (2.36) будем использовать:
n∑

|k|=m+1

(
1− |k|

n

)
P̃k = U−1( n∑

|k|=m+1

(
1− |k|

n

)
Pk

)
U,

P̃(m) = U−1P(m)U.

Тогда

P̃(m) +
n∑

|k|=m+1

(
1− |k|

n

)
P̃k − P(m) −

n∑
|k|=m+1

(
1− |k|

n

)
Pk =

= (U−1P(m)U−Pm)+(U−1(
n∑

|k|=m+1
(1− |k|n )Pk)U−

n∑
|k|=m+1

(1− |k|n )Pk),

где U = I + ΓmX̃, и равенство (2.36) становится очевидным.
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Глава 3

Метод подобных операторов в

спектральном анализе

дифференциальных операторов с

инволюцией

Данная глава посвящена дальнейшему развитию метода подоб-

ных операторов и его применению к исследованию спектральных

свойств дифференциальных операторов с инволюцией L, рассмат-

риваемых в гильбертовых пространствах и задаваемых на опреде-

ленном промежутке периодическими краевыми условиями. Данный

оператор представляет собой сумму свободного (невозмущенного

оператора) L0 и возмущения (оператора умножения на потенциал).

Такое представление исследуемого оператора позволяет применять

непосредственно метод подобных операторов для получения резуль-

татов, связанных со спектральными свойствами изучаемого опера-

тора.
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Следует отметить, что некоторые результаты, связанные со

спектральными свойствами дифференциального оператора с инво-

люцией были получены с помощью метода Фурье в статьях [14] -

[15]. Однако метод подобных операторов, применяемый в данной

главе, позволяет получить более детальные результаты в области

спектральных свойств изучаемого оператора.

§3.1 Постановка задачи

Пусть L2([0, ω], Cm) - гильбертово пространство измеримых на

[0, ω] со значениями в Cm и суммируемых с квадратом нормы функ-

ций. Cкалярное произведение в L2([0, ω], Cm) определяется следую-

щим образом

(x, y) =
m∑

k=1

(xk, yk), x = (x1, ..., xm), y = (y1, ..., ym) ∈ L2([0, ω], Cm),

где (xk, yk) = 1
ω

ω∫
0

xk(τ)yk(τ)dτ, k = 1, ...,m - скалярное произведение

в гильбертовом пространстве комплексных функций L2[0, ω].

Через W 1
2 ([0, ω], Cm) обозначим пространство Соболева {y ∈

L2([0, ω], Cm) : y абсолютно непрерывна и ẏ ∈ ([0, ω], Cm)}.

Рассматривается линейный оператор

L : D(L) ⊂ L2([0, ω], Cm)→ L2([0, ω], Cm),

порожденный дифференциальным выражением

l(y) = y′(x)−Q(x)y(ω− x), x ∈ [0, ω], Q ∈ L2([0, ω], End Cm), (3.1)
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с областью определения

y ∈ D(L) = {y ∈ W 1
2 ([0, ω], Cm) : y(0) = y(ω)}.

Тогда изучаемый оператор L представим в виде

Ly = L0y − V y, (3.2)

где (L0y)(x) = y′(x) будем называть свободным оператором, играю-

щим роль невозмущенного оператора, а (V y)(x) = Q(x)y(ω−x), x ∈

[0, ω], y ∈ L2([0, ω], Cm) - возмущением.

Легко описывается спектр σ(L0) оператора L0. Он состоит из

собственных значений вида

λn = i
2πn

ω
, n ∈ Z. (3.3)

Соответствующее собственное подпространство есть E0
n =

Span{e1
n, ..., e

m
n }, где

e1
n = ei 2πn

ω te1, ..., e
m
n = ei2πn

ω tem,

e1, ..., em - стандартный базис в Cm.

Проекторы Рисса Pn, n ∈ Z, построенные по множествам {λn},

для любого x ∈ L2([0, ω], Cm) имеют вид

Pnx(t) =

(
1

ω

ω∫
0

x(τ)e−i 2πn
ω τdτ

)
ei 2πn

ω t, n ∈ Z.
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§3.2 Метод подобных операторов для абстракт-

ных операторов, близких к дифференциаль-

ному оператору с инволюцией

В данном параграфе приведенную схему предварительного преобра-

зования подобия и построения допустимой тройки будем применять

для абстрактных операторов, которые по своим свойствам наиболее

близки к изучаемому дифференциальному оператору с инволюцией.

Пусть H— комплексное гильбертово пространство и S2(H) —

идеал операторов Гильберта - Шмидта из алгебры EndH.

Символ‖X‖2 используется для обозначения нормы Гильберта-

Шмидта оператора X ∈ S2(H), т.е. ‖X‖2 =
√
‖XX∗‖.

Пусть A = A∗ : D(A) ⊂ H → H— самосопряженный оператор

с компактной резольвентой R(·, A) : ρ(A) → EndH. Будем пред-

полагать, что оператор iA обладает рядом свойств, близких к спек-

тральным свойствам изучаемого оператора L.

1) Оператор iA является (инфинитезимальным) генератором

группы изометрий T : R → EndH, причем имеет место следующее

спектральное представление операторов этой группы изометрий

T (t)x =
∑
n∈Z

eiλntPnx, t ∈ R, x ∈ X .

2) Спектр σ(A) оператора A образует последовательность про-

стых собственных значений λn вида

λn = i
2πn

ω
, n ∈ Z.

Пусть Pn — ортогональный проектор Рисса, построенный по од-
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ноточечному множеству {λn} из σ(A) и, следовательно, APn =

λnPn, n ∈ Z.

Теперь, следуя приведенной в параграфе 1.3 схеме, приступим

к построению трансформаторов (операторов в пространстве опера-

торов; терминология М.Г.Крейна) J, Γ : LA(H)→ LA(H). Для этого

будем использовать некоторые подходы из [2], связанные с гармони-

ческим анализом линейных операторов.

Будем определять эти трансформаторы на алгебре S2(H). В

таком случае каждому оператору X ∈ S2(H) сопоставим периоди-

ческую периода ω непрерывную операторнозначную функцию

t 7→ T (t)XT (−t) : R→ S2(H), t ∈ R.

Тем самым возникает изометрическое периодическое периода ω

представление

T̃ : R→ End(S2(H)), T̃ (t)X = T (t)XT (−t), t ∈ R, X ∈ S2(H).

(3.4)

При этом функция t 7→ T (t)XT (−t) : R→ S2(H) непрерывна.

Для этой функции рассмотрим ряд Фурье

T (t)XT (−t) ∼
∑
n∈Z

Xne
iλnt, t ∈ R,

где коэффициент Фурье Xn ∈ S2(H) имеет вид

Xn =
1

ω

ω∫
0

T (t)XT (−t)e−iλnt dt, n ∈ Z.

В таком случае ряд
∑
n∈Z

Xn назовем рядом Фурье оператора X

(относительно группы операторов T ), а операторы Xn, n ∈ Z, —

коэффициентами Фурье этого оператора.
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Данный ряд суммируем к X методом Чезаро, т.е.

lim
n→∞

n∑
k=−n

(
1− |k|

n

)
Xk = X.

Трансформаторы J и Γ на любом операторе X ∈ S2(H) опре-

делим равенствами

JX = X0 =
1

ω

ω∫
0

T (t)XT (−t) dt, (3.5)

ΓX =
1

ω

ω∫
0

f(t)T (t)XT (−t) dt ∼
∑

n∈Z,n6=0

ω

2πn
Xnx, (3.6)

где f : R → C — периодическая периода ω функция вида f(t) =

i
(
t− ω

2

)
, t ∈ [0, ω).

Лемма 3.1. [63] Трансформаторы J, Γ : S2(H)→ S2(H) ограниче-

ны и обладают свойствами:

1) J — проектор, ‖J‖ = 1, и он представим в виде безусловно

сходящегося в S2(H) ряда

JX =
∑
n∈Z

PnXPn = X0, X ∈ S2(H); (3.7)

2) Имеет место оценка ‖Γ‖ ≤ ω
2π ;

3) ΓX ∈ D(adA) для любого X ∈ S2(H) и adAΓX = AΓX −

ΓXA = X − JX.

Далее будем рассматривать последовательности трансформа-

торов Jm, Γm, m ∈ N
⋃
{0}, принадлежащие S2(H) и определяемые

равенствами:

JmX = P(m)XP(m)+
∑
|k|≥m+1

PkXPk = J(X−P(m)XP(m))+P(m)XP(m),

(3.8)
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ΓmX = Γ(X − P(m)XP(m)), (3.9)

где P(m) =
∑
|k|≤m

Pk и X ∈ S2(H). Отметим, что J0 = J и Γ0 = Γ.

Таким образом, в дальнейшем в качестве пространства допу-

стимых возмущений для оператора A будет рассматриваться иде-

ал операторов Гильберта–Шмидта S2(H) и некоторые его под-

пространства, которые строятся по рассматриваемому возмущению

B ∈ S2(H) оператора A.

Для любого оператора 0 6= X ∈ S2(H) рассмотрим двусторон-

нюю последовательность (αn(X)) вида

αn(X) = ‖X‖−
1
2

2 max


∑
|k|≥|n|

‖XPk‖22

 1
4

,

∑
|k|≥|n|

‖PkX‖22

 1
4

 , n ∈ Z.

(3.10)

Отметим, что такая последовательность обладает свойствами:

1) αn(X) = α−n(X), n ∈ Z;

2) lim
|n|→∞

αn(X) = 0;

3) αn(X) ≤ 1;

4) αn(X) ≥ αn+1(X), n ≥ 0;

5) αn(X) 6= 0 для любого n ∈ Z если и только если P(m)XP(m) 6=

X для любого m ∈ Z+ = N
⋃
{0}, где P(m) =

∑
|k|≤m

Pk;

6) конечна величина
∑
n∈Z

αn(X)6=0

‖XPn‖22+‖PnX‖22
αn(X)2 .

Для любого оператора X ∈ S2(H) рассмотрим самосопряжен-

ный компактный оператор

fX(A) =
∑
n∈Z

αn(X)Pn ∈ EndH, (3.11)
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являющийся функцией fX от оператора A, где fX : σ(A) →

R+ = (0,∞), fX(λn) = αn(X), n ∈ Z. Отметим, что ‖fX(A)‖ ≤

max
n∈Z
|αn(X)| = 1.

Если P(m)XP(m) 6= X для любого m ∈ Z+, то этот оператор яв-

ляется положительно определенным. Это свойство будет считаться

всюду выполненным для рассматриваемого возмущения B ∈ S2(H).

В противном случае (т.е. при условии P(m)BP(m) = B для некоторого

m ∈ Z+) изучение оператора A−B сводится к изучению оператора

конечного ранга (A − B)|Hm (сужению оператора A − B на конеч-

номерное подпространство Hm = ImP(m)).

В дальнейшем оператор fB(A) будем обозначать через f(A).

Введем в рассмотрение банахово пространство операторов U(f) из

S2(H), допускающих представления

X = Xlf(A), X = f(A)Xr, (3.12)

для некоторых Xl, Xr ∈ S2(H) и с нормой ‖X‖∗ =

max {‖Xl‖2, ‖Xr‖2}. Ясно, что ‖X‖2 ≤ ‖X‖∗ для любого X ∈ U(f).

Замечание 3.1. Пусть X ∈ S2(H). Тогда X представим в виде X =

XlfX(A) = fX(A)Xr, где Xl =
∑
n∈Z

1
αn(X)XPn, Xr =

∑
n∈Z

1
αn(X)PnX,

причем Xl, Xr ∈ S2(H).

Поскольку оператор B представим в виде B = Blf(A) =

f(A)Br, Bl =
∑
n∈Z

1
αn(B)BPn, Br =

∑
n∈Z

1
αn(B)PnB,Bl, Br ∈ S2(H), то

в силу замечания 3.1 возмущение B принадлежит U(f).

Непосредственно из определения трансформаторов J, Γ ∈

EndS2(H) следует, что подпространство U(f) из S2(H) является
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для них инвариантным, причем

J(X̃f(A)) = J(X̃)f(A), J(f(A)X̃) = f(A)J(X̃),

Γ(X̃f(A)) = Γ(X̃)f(A), Γ(f(A)X̃) = f(A)Γ(X̃), X̃ ∈ S2(H).

Таким образом, из равенства ‖Jm‖ = 1 следует, что выполнено

условие теоремы 1.6, из которой непосредственно следует

Теорема 3.1. Оператор A−B, где B ∈ S2(H), подобен оператору

вида

A− P(m)X̃P(m) −
∑
|k|≥m+1

PkX̃Pk = A− JmX̃ = A−B0, (3.13)

для любого числа m ∈ Z+ = N
⋃
{0}, для которого верна оценка

‖B‖∗‖Γm‖ <
1

4
. (3.14)

Оператор X̃ ∈ S2(H), — решение уравнения (1.5), в котором

Γ = Γm, J = Jm. Его можно найти методом последовательных

приближений. Преобразование подобия оператора A−B в оператор

A−B0 осуществляет оператор I + ΓmX̃.

Замечание 3.2. Из теоремы 3.1 и леммы 1.1 следует, что опе-

ратор A − B0 = A − JmX̃ перестановочен со всеми проекторами

P(m) =
∑
|k|≤m

Pk, Pk, |k| ≥ m + 1. Следовательно, подпространства

H(m) = ImP(m), Hk = ImPk, |k| ≥ m + 1, являются инвариантны-

ми для оператора A − B0. Из подобия операторов A − B, A − B0

следует равенство σ(A − B) = σ(A − B0). Оператор A − B0 име-

ет (как и оператор A− B) компактную резольвенту. Поэтому, если
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λ0 ∈ σ(A − B0), то существует собственный вектор x0 ∈ D(A) та-

кой, что (A − B0)x0 = λ0x0. Следовательно, из вида оператора B0

следуют равенства

A(m)P(m)x0 = λ0P(m)x0, AkPkx0 = λ0Pkx0, |k| ≥ m + 1, (3.15)

где A(m) — сужение оператора A − B0 на H(m) = ImP(m), Ak —

сужение оператора A − B0 на Hk, |k| ≥ m + 1. Ввиду того, что

I = P(m) +
∑

|k|≥m+1
Pk (система проекторов Pk, |k| ≥ m+1, P(m), обра-

зует разложение единицы), то из (3.15) следует, что хотя бы один из

векторов Pkx0, |k| ≥ m + 1, P(m)x0 ненулевой. Следовательно, λ0 —

собственное значение соответствующего оператора из семейства опе-

раторов Ak, |k| ≥ m + 1, A(m). Очевидно обратное включение

σ(A(m))
⋃ ⋃

|k|≥m+1

σ(Ak)

 ⊂ σ(A−B0) = σ(A−B).

Следовательно, имеет место равенство

σ(A−B) = σ(A−B0) = σ(A(m))
⋃ ⋃

|k|≥m+1

σ(Ak)

 . (3.16)

Из представления операторов Ak, |k| ≥ m + 1, в виде

Ak = (kI − PkX̃)|Hk, |k| ≥ m + 1

и принадлежности оператора X̃ идеалу S2(H) следует, что

lim
|k|→∞

‖PkX̃Pk‖ = 0, поэтому

dist(σ(Ak), {k}) = inf
λ∈σ(Ak)

|k − λ| ≤ ‖PkX̃Pk‖ → 0, |k| → ∞.

Следовательно, из (3.16) следует
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Теорема 3.2. Пусть выполнено условие (3.14) теоремы 3.1. Тогда

существует n0 ≥ m + 1, n0 ∈ Z+, такое, что спектр оператора

A−B представим в виде объединения

σ(A−B) = σ(A(n0))
⋃ ⋃

|k|≥n0+1

σ(Ak)

 = σ0

⋃ ⋃
|k|≥n0+1

σk


(3.17)

взаимно непересекающихся множеств σ0, σk, |k| ≥ n0 + 1, где σ0−

конечное множество и∑
|k|≥n0+1

dist({k}, σk)
2 <∞.

Замечание 3.3. Пусть выполнено условие (3.14) теоремы 3.1. Из

подобия операторов A− B, A− B0 и равенства (1.3) получаем, что

верны следующие представления возмущенных проекторов

P̃(m) = U−1P(m)U, P̃k = U−1PkU, |k| ≥ m + 1, (3.18)

где P̃(m) — проектор на подпространство U−1H(m), P̃k — проектор на

подпространство U−1Hk, и U = I + ΓmX̃.

Представление (3.16) спектра оператора A − B и представле-

ние проекторов (3.18) позволяют получать различные спектральные

свойства оператора A−B и, в частности, получать оценки его соб-

ственных значений и соответствующих проекторов.
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§3.3 Применение абстрактной схемы метода по-

добных операторов к дифференциально-

му оператору с инволюцией. Спектральные

свойства дифференциального оператора с

инволюцией.

Для исследования спектральных свойств оператора L будем исполь-

зовать также метод подобных операторов. В связи с этим будем рас-

сматривать оператор L в виде L = A − V, где свободный оператор

L0 = A является невозмущенным оператором, а V - возмущением.

Всюду в дальнейшем L2([0, ω], Cm) будет отождествляться с

гильбертовым пространством L2,ω = L2,ω(R, Cm) периодических пе-

риода ω функций, определенных на R со значениями в Cm и сумми-

руемых с квадратом модуля на [0, ω].

Определим через S2(L2,ω) — идеал операторов Гильберта -

Шмидта из алгебры EndL2,ω. И введем в рассмотрение простран-

ство L2,ω(R, End Cm) со скалярным произведением

(Q1, Q2) =
1

ω

ω∫
0

tr(Q1(t)Q
∗
2(t))dt, Q1, Q2 ∈ L2,ω(R, End Cm).

Тогда функцию Q будем рассматривать как элемент пространства

L2,ω(R, End Cm).

Теперь, пользуясь формулами (3.5), (3.6), выпишем представ-

76



ления для операторов JV , ΓV , V ΓV.

((JV )y)(s) =
1

2ω

2ω∫
0

Q

(
s− τ + ω

2

)
y(τ)dτ, (3.19)

((ΓV )y)(s) =
1

2ω

2ω∫
0

f

(
ω − s− τ

2

)
Q

(
ω + s− τ

2

)
y(τ)dτ, (3.20)

((V ΓV )y)(s) =
1

2ω

2ω∫
0

f

(
s− τ

2

)
Q

(
2ω − s− τ

2

)
Q(s)y(τ)dτ, (3.21)

где y ∈ L2,ω(R, Cm), s ∈ [0, ω), f : R → C — периодическая периода

ω функция вида f(t) = i
(
t− ω

2

)
, t ∈ [0, ω).

Ввиду ограниченности функции f , принадлежности Q ∈

L2,ω(R, End Cm) и стандартного критерия принадлежности инте-

грального оператора идеалу операторов Гильберта - Шмидта, из

приведенных формул (3.19)-(3.21) следует

Лемма 3.2. Интегральные операторы JV , ΓV , V ΓV , (ΓV )JV яв-

ляются операторами Гильберта-Шмидта (элементами простран-

ства S2(L2,ω)).

Далее определим систему ортопроекторов Pn ∈ EndL2,ω в виде

Pnx(t) =

(
1

ω

ω∫
0

x(τ)e−i 2πn
ω τdτ

)
ei 2πn

ω t, n ∈ Z, x ∈ L2,ω. (3.22)

В таком случае любая функция x ∈ L2,ω может быть представ-

лена в виде

x(t) =
∞∑

n=−∞
(Pnx)(t) =

∞∑
n=−∞

xne
i 2πn

ω t,
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где xn = 1
ω

ω∫
0

x(τ)e−i 2πn
ω τdτ.

Также легко может быть получено представление семейства

операторов PjV Pn, j, n ∈ Z, в виде

(PjV Pn)x(t) = Qn+jxne
i 2πj

ω t, t ∈ R, j, n ∈ Z. (3.23)

В частности при j = n получаем

(PnV Pnx)(t) = Q2nxne
i 2πn

ω t, t ∈ R, n ∈ Z. (3.24)

Далее рассмотрим последовательности операторов JmV , ΓmV ,

определяемые следующим образом:

JmV = P(m)V P(m) +
∑
|k|≥m+1

PkV Pk = JV − P(m)JV P(m) + P(m)V P(m),

(3.25)

ΓmV = ΓV − P(m)ΓV P(m). (3.26)

Легко видеть, что J0V = JV , Γ0V = ΓV .

Из равенств (3.25), (3.26)и леммы 3.2 непосредственно следует,

что JmV, ΓmV ∈ S2(L2,ω). Отсюда также следует

Лемма 3.3. Существует m0 ∈ Z+ такое, что операторы V , JmV ,

ΓmV , m ≥ m0, удовлетворяют условиям предположения 1.1, где

U = S2(L2,ω).

Теорема 3.3. Пусть число m ∈ Z+ удовлетворяет неравенству

‖ΓmV ‖2 < 1,

(т.е. оператор I + ΓmV обратим), где ΓmV принадлежит иде-

алу S2(L2,ω) операторов Гильберта-Шмидта, и ‖ΓmV ‖2 - норма
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Гильберта-Шмидта, тогда оператор L = A− V подобен операто-

ру L̃ = A−B, где

B = JmV + (I + ΓmV )−1(V ΓmV − (ΓmV )JmV ), (3.27)

причем имеет место равенство

(A− V )(I + ΓmV ) = (I + ΓmV )(A−B).

Операторы JmV, ΓmV, V ΓmV, (ΓmV )(JmV ), B являются операто-

рами Гильберта-Шмидта из S2(L2,ω). Оператор B из (3.27) пред-

ставим в виде

B = JV + V ΓV − (ΓV )JV + C̃, (3.28)

где оператор C̃ принадлежит идеалу S1(L2,ω).

Доказательство. Все утверждения данной теоремы следуют непо-

средственно из того, что операторы V , JmV , ΓmV удовлетворяют

условиям предположения 1.1. Оператор C̃ из (3.28) имеет вид

C̃ = −(I + ΓmV )−1(ΓmV )(V ΓmV − (ΓmV )JmV ) + C1,

где оператор C1 = V ΓmV −V ΓV −(ΓmV )JmV +(ΓV )JV +JmV −JV

имеет конечный ранг и, следовательно, принадлежит S1(L2,ω). Из

этого представления следует, что оператор C̃, являясь суммой опера-

тора конечного ранга и произведения двух операторов Гильберта—

Шмидта, принадлежит идеалу S1(L2,ω).

Теорема 3.4. Пусть число m ∈ Z+ удовлетворяет неравенству

‖ΓmV ‖2 < 1, и выполнена оценка

‖V ‖2‖Γm‖ <
1

4
, (3.29)
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тогда оператор L = A− V подобен оператору вида

A− V0 = A− P(m)X̃P(m) −
∑
|j|≥m+1

PjX̃Pj = A− JmX̃. (3.30)

Оператор X̃ ∈ S2(L2,ω) — решение уравнения (1.5), в котором

Γ = Γm, J = Jm, B = V . Его можно найти методом последова-

тельных приближений. Оператор I+ΓmX̃ обратим и преобразова-

ние подобия оператора L в оператор A−V0 осуществляет оператор

вида

Ukm = (I + ΓkV )(I + ΓmX̃) = I + Vkm, (3.31)

где Vkm ∈ S2(L2,ω). Кроме того, оператор V0 = JmX̃ представим в

виде

V0 = JmV + Jm(V ΓV ) + T0 = JV + J(V ΓV ) + T1, (3.32)

где T0, T1 — ядерные операторы идеала S1(L2,ω), причем JmTj =

Tj, j = 0, 1.

Доказательство. Существование числа m ∈ Z+, для которого

‖ΓmV ‖2 < 1, следует из теоремы 3.3, согласно которой оператор

A − V подобен оператору вида A − B, где оператор B ∈ S2(L2,ω)

определен равенством (3.28). Поскольку ‖Jm‖ = 1, тогда выполнено

условие теоремы 1.6, из которой следует подобие оператора A−B (и,

следовательно, оператора A−V ) оператору вида (3.30), где оператор

X̃ ∈ S2(L2,ω) — решение уравнения (1.5).

Применяя к обеим частям этого уравнения трансформатор Jm,

и при этом используя следующие факты: произведение двух опе-

раторов Гильберта—Шмидта является ядерным оператором и опе-

раторы JmX − JX, ΓmX − ΓX, X ∈ S2(L2,ω), m ≥ 0, являются

80



операторами конечного ранга, а также, что

Jm((ΓmV )JmV ) = 0, m ∈ Z+,

получаем следующее представление

V0 = JmX̃ = Jm(BΓmX̃) + JmB = JmB + Jm(BΓmB)+

+ Jm(BΓm(X̃ −B)) = JmB + Jm(BΓB) + K =

= JmV + Jm(V ΓV ) + T0 = JV + J(V ΓV ) + T1,

где K, T0, T1 ∈ S1(L2,ω). Ясно, что JmTj = Tj, j = 0, 1.

Оператор преобразования оператора A − V в оператор A − V0

совпадает с оператором Ukm вида (3.31). Так как ΓmV, ΓmX̃ ∈

S2(L2,ω), то оператор Vkm из (3.31) принадлежит S1(L2,ω).

Определение 3.1. Пусть оператор C ∈ End Cm. Тогда взвешен-

ное среднее для оператора C определяется, как

λC =
tr C

m
, (3.33)

где tr C = λ1 + ... + λm - след оператора C, λ1, ..., λm - собственные

значения оператора C с учетом алгебраической кратности.

Далее для получения представления спектра исследуемого опе-

ратора введем в рассмотрение операторы Φn ∈ End Cm, n, l ∈

Z, |n| > l + 1

Φn = Q2n +
ω

2πi

∑
k 6=0

1

k
(Q2n+k)

2 + Λn, (3.34)

где Cm,
∑

|n|≥l+1
‖ PnT1Pn ‖≤

∑
|n|≥l+1

‖ Λn ‖2<∞.
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Тогда в силу определения 3 очевидно, что

λΦn
=

tr Φn

m
=

λ
(1)
n + ... + λ

(m)
n

m
, (3.35)

где σ(Φn) = {λ(1)
n , ..., λ

(m)
n } и последовательность (λ

(k)
n ) является

суммируемой с квадратом, т.е.
∑
n∈Z
| λ(k)

n |
2
<∞.

Основным результатом статьи является теорема, полученная с

помощью метода подобных операторов.

Теорема 3.5. Оператор L : D(L) ⊂ L2([0, ω], Cm) → L2([0, ω], Cm)

является оператором с компактной резольвентой и существует

такая нумерация собственных значений,что его спектр σ(L) пред-

ставим в виде

σ(L) = σ(l)

⋃( ⋃
|n|≥l+1

σn

)
, (3.36)

где σ(l) - конечное множество с числом точек меньшим или рав-

ным l, а

σn = σ

(
i
2πn

ω
In − Φn

)
, |n| ≥ l + 1.

Кроме того для взвешенного среднего верна следующая оценка

∣∣∣∣λΦn
−

trQ2n + tr( ω
2πi

∑
k 6=0

1
k(Q2n+k)

2)

m

∣∣∣∣ ≤ βn, |n| ≥ l + 1, (3.37)

(βn) — суммируемая последовательность, т.е.
∑
n∈Z
| βn |<∞.

Далее рассматривается число m ∈ Z+, для которого выполнено

условие (3.29) теоремы 3.4. Для любого подмножества Ω ⊂ Z \ σ0
m

(не обязательно конечного) символом P (Ω) обозначим спектраль-

ный проектор
∑
k∈Ω

Pk, а через P̃ (Ω) — спектральный проектор
∑
k∈Ω

P̃k.
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Для любого оператора X ∈ S2(L2,ω) и любого подмножества Ω ⊂ Z

через α(Ω, X) обозначим величину max
n∈Ω

αn(X).

Лемма 3.4. Для любого оператора X ∈ S2(L2,ω) и любого подмно-

жества Ω ⊂ Z \ σ0
m имеет место оценка

max {‖P (Ω)X‖2, ‖XP (Ω)‖2} ≤ C(X)α(Ω, X),

где C(X) > 0 зависит от оператора X и не зависит от выбора Ω.

Доказательство. В силу замечания 3.1, оператор X представим в

виде X = XlfX(A), X = fX(A)Xr, где Xl, Xr ∈ S2(L2,ω). Тогда

‖P (Ω)X‖2 = ‖P (Ω)fX(A)Xr‖2 = ‖

(∑
n∈Ω

αn(X)Pn

)
Xr‖2 ≤ α(Ω, X)‖Xr‖2.

Таким же образом устанавливается оценка ‖XP (Ω)‖ ≤

α(Ω, X)‖Xl‖2.

Непосредственно из определения последовательности (αn(X))

(формула (3.10)), где X ∈ S2(L2,ω), следует

Лемма 3.5. Если оператор 0 6= X ∈ S2(L2,ω) представим в виде

X =
∑
k≥1

Xk, где Xk ∈ S2(L2,ω), и ряд является абсолютно сходя-

щимся, то верны оценки

‖X‖2αn(X) ≤
∑
k≥1

‖Xk‖2αn(Xk).

Если 0 6= X = X1 · . . . ·Xl — произведение операторов Xk, 1 ≤ k ≤ l,

из S2(L2,ω), то

‖X‖2αn(X) ≤ (αn(X1) + αn(Xl))
l∏

k=1

‖Xk‖2.
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Теорема 3.6. Пусть выполнены условия теоремы 3.4. Тогда для

любого подмножества Ω ⊂ Z \ σ0
m имеют место оценки

‖P̃ (Ω)− P (Ω)‖2 ≤ C1(α(Ω, ΓV ) + α(Ω, B)) ≤

≤ C2(α(Ω, ΓV ) + α(Ω, JV ) + α(Ω, V ΓV )), (3.38)

где C1, C2 > 0 — постоянные, не зависящие от Ω.

Доказательство. Из теоремы 3.4 следует, что оператор A − V по-

добен оператору A − JmX̃ и оператором преобразования является

оператор Ukm вида (3.31). Оператор Vkm из (3.31) имеет вид

Vkm = ΓkV + ΓmX̃ + (ΓkV )(ΓmX̃). (3.39)

Из равенства

A− V = (I + Vkm)(A− JmX̃)(I + Vkm)−1

и леммы 1.1 следует, что спектральные проекторы P̃ (Ω), P (Ω) по-

добны и, более того, оператор P̃ (Ω) допускает представление

P̃ (Ω) = (I + Vkm)P (Ω)(I + Vkm)−1.

Следовательно, оператор P̃ (Ω)− P (Ω) представим в виде

P̃ (Ω)− P (Ω) = (VkmP (Ω)− P (Ω)Vkm)(I + Vkm)−1. (3.40)
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‖P (Ω)X̃‖2 ≤ ‖P (Ω)V ‖2‖ΓmX̃‖2 + ‖P (Ω)(ΓmX̃)‖2‖JmV ‖2+

‖P (Ω)(ΓmX̃)‖2‖Jm(V ΓmX̃)‖2 + ‖P (Ω)V ‖2 ≤

‖P (Ω)V ‖2‖ΓmX̃‖2 +
‖V ‖2
m
‖P (Ω)X̃‖2+

‖V ‖2
m
‖P (Ω)X̃‖2‖ΓmX̃‖2 + ‖P (Ω)V ‖2 ≤(‖V ‖2

m
+
‖V ‖2
m
‖ΓmX̃‖2

)
‖P (Ω)X̃‖2 + (1 + ‖ΓmX̃‖2)‖P (Ω)V ‖2.

(3.41)

Пусть m такое, что ‖V ‖2m + ‖V ‖2
m ‖ΓmX̃‖2 < 1

2 . Тогда

‖P (Ω)X̃‖2 ≤ 2(1 + ‖ΓmX̃‖2)‖P (Ω)V ‖2. (3.42)

Учитывая (3.42) и то, что Vkm = ΓkV + ΓmX̃ + (ΓkV )(ΓmX̃),

получаем оценку

‖P (Ω)Vkm‖2 ≤ ‖P (Ω)(ΓkV )‖2+‖P (Ω)(ΓmX̃)‖2+‖P (Ω)(ΓkV )(ΓmX̃)‖2 ≤

‖P (Ω)(ΓkV )‖2 +
1

m
‖P (Ω)X̃‖2 + ‖P (Ω)(ΓkV )‖2‖ΓmX̃‖2 ≤

(1 + ‖ΓmX̃‖2)‖P (Ω)(ΓkV )‖2 +
1

m
‖P (Ω)X̃‖2 ≤

(1 + ‖ΓmX̃‖2)
(
‖P (Ω)(ΓkV )‖2 +

2

m
‖P (Ω)V ‖2

)
. (3.43)

Аналогичную оценку легко получить для ‖VkmP (Ω)‖2.

Тогда, поскольку

‖ΓkV ‖2αn(ΓkV ) ≤ ‖ΓV ‖2αn(ΓV ), ‖ΓmX̃‖2αn(ΓmX̃) ≤ ‖ΓX̃‖2αn(ΓX̃),

и из лемм 3.4 и 3.5 получаем оценку

‖P̃ (Ω)− P (Ω)‖2 ≤ C1(α(Ω, ΓV ) + α(Ω, V )).
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Для получения оценки (3.38) обратимся к формуле определения

оператора V . Из леммы 3.5 получаем (при условии, что B 6= 0)

‖V ‖2αn = ‖V ‖2αn(V ) ≤ ‖JV ‖2αn(JV ) + ‖V ΓV ‖2αn(V ΓV )+

+‖ΓV ‖2‖JV ‖2(αn(ΓV )+αn(JV ))+C̃(αn(ΓV )+αn(V ΓV )+αn(JV )), n ∈ Z,

где C̃ > 0 — постоянная, не зависящая от n ∈ Z. Следовательно

αn ≤ Const(αn(ΓV ) + αn(JV ) + αn(V ΓV )), n ∈ Z.

Поэтому α(Ω, B) ≤ C2(α(Ω, ΓV )+α(Ω, JV )+α(Ω, V ΓV )) для неко-

торой не зависящей от Ω постоянной C2 > 0.

Таким образом,

‖P̃ (Ω)− P (Ω)‖2 ≤ C2(α(Ω, ΓV ) + α(Ω, JV ) + α(Ω, V ΓV )).

Теорема 3.7. Если выполнены условия теоремы 3.4, то для n ≥

m + 1 имеют место оценки

‖P̃(m) +
n∑

|k|=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

|k|=m+1

Pk‖2 ≤

≤ C(αn+1(ΓV ) + αn+1(JV ) + αn+1(V ΓV )),

где C > 0 — постоянная, не зависящая от n.

Доказательство. Доказательство следует из теоремы 3.5 и теоремы

3.6, в которой Ω = {l ∈ Z+ : |l| ≥ n + 1}.

Следствие 3.1. Имеет место равносходимость спектральных раз-

ложений операторов L и L0:

lim
n→∞
‖P̃(m) +

n∑
|k|=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

|k|=m+1

Pk‖2 = 0.
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§3.4 Спектральные свойства дифференциально-

го оператора с инволюцией. Случай скаляр-

ного потенциала.

Пусть L2[0, ω]− гильбертово пространство суммируемых с квадра-

том на [0, ω] комплекснозначных функций со скалярным произведе-

нием

(x, y) =
1

ω

ω∫
0

x(τ)y(τ)dτ, x, y ∈ L2[0, ω].

Через W 1
2 [0, ω] обозначим пространство Соболева {y ∈ L2[0, ω] :

y абсолютно непрерывна и ẏ ∈ L2[0, ω]}.

Рассматривается линейный оператор

L : D(L) ⊂ L2[0, ω]→ L2[0, ω],

порожденный дифференциальным выражением вида

l(y) = y′(x)− q(x)y(ω − x), x ∈ [0, ω], q ∈ L2[0, ω], (3.44)

с областью определения

y ∈ D(L) = {y ∈ W 1
2 [0, ω] : y(0) = y(ω)}.

Тогда оператор L также представим в виде

Ly = L0y − V y, (3.45)

где через (L0y)(x) = y′(x) обозначается свободный оператор, игра-

ющий роль невозмущенного оператора, а через (V y)(x) = q(x)y(ω−

x), x ∈ [0, ω], y ∈ L2[0, ω] будем обозначать возмущение.
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Отметим, что спектр σ(L0) оператора L0 легко описывается и

он состоит из собственных значений вида

λn = i
2πn

ω
, n ∈ Z.

Собственное подпространство, отвечающее собственному зна-

чению λn, n ∈ Z, является одномерным. Соответствующая норми-

рованная собственная функция имеет вид en(t) = ei 2πn
ω t, t ∈ R.

Проекторы Рисса Pn, n ∈ Z, построенные по одноточечным мно-

жествам {λn}, для любого x ∈ L2[0, ω] могут быть записаны, как

Pnx = (x, en)en, n ∈ Z.

В дальнейшем для применения метода подобных операторов в

исследовании дифференциального оператора с инволюцией L в про-

странстве L2[0, ω], пространство H = L2[0, ω] будем отождествлять

с гильбертовым пространством L2,ω = L2,ω[0, ω] определенных на

R комплексных периодических периода ω функций, суммируемых

с квадратом модуля на [0, ω]. Функцию q будем рассматривать как

элемент пространства L2,ω.

В L2,ω определена группа операторов сдвигов функций S(t), t ∈

R, т.е. (S(t)x)(s) = x(s + t), s, t ∈ R, x ∈ L2,ω. В таком случае, по-

скольку оператор d
dt является генератором группы S : R→ EndL2,ω,

группа изометрий T (t) = S(t).

Для функции y ∈ L2,ω через yevn ∈ L2,ω обозначим функцию

yevn(t) =
1

2
(y(t) + y(t +

ω

2
)), t ∈ [0, ω),

а через yodd ∈ L2,ω — функцию

yodd(t) =
1

2
(y(t) + y(t− ω

2
)), t ∈ [0, ω).
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Замечание 3.4. Отметим, что если y(t) =
∑
k∈Z

yke
2πi
ω kt, то

yevn(t) =
∑
k∈2Z

yke
2πi
ω kt, yodd(t) =

∑
k∈2Z+1

yke
2πi
ω kt.

Замечание 3.5. Для функций x, y, z ∈ L2,ω справедливы следую-

щие соотношения:

1

2

(
x(t)y(t) + x(t +

ω

2
)y(t +

ω

2
)
)

= xevn(t)yevn(t) + xodd(t)yodd(t),

1

2ω

∫ 2ω

0
x
( t
2

)
z(t) dt =

1

ω

∫ ω

0
xevn

( t
2

)
z(t) dt,

1

2ω

∫ 2ω

0
x
( t
2

)
y
( t
2

)
z(t) dt =

1

ω

∫ ω

0

(
xevn

( t
2

)
yevn

( t
2

)
+ xodd

( t
2

)
yodd

( t
2

))
z(t) dt.

Замечание 3.6. Пусть f : R → C — периодическая периода ω

функция вида f(t) = i
(
t− ω

2

)
, t ∈ [0, ω), участвующая в формуле

(3.6) оператора ΓX. Тогда при τ, s ∈ [0, ω) справедливы следующие

формулы:

fevn(
s− τ

2
) =


i
(

s−τ
2 −

ω
4

)
, s ≥ τ,

i
(

s−τ
2 + ω

4

)
, s < τ ;

fevn(
ω − τ − s

2
) =


i
(

ω−τ−s
2 − ω

4

)
, τ + s ≤ ω,

i
(

ω−τ−s
2 + ω

4

)
, τ + s > ω;

fodd(
s− τ

2
) =


−iω

4 , s ≥ τ,

iω
4 , s < τ ;
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fodd(
ω − τ − s

2
) =


−iω

4 , τ + s ≤ ω,

iω
4 , τ + s > ω.

Лемма 3.6. Операторы JV , ΓV , V ΓV , (ΓV )JV являются опера-

торами Гильберта-Шмидта и имеют место следующие представ-

ления:

((JV )y)(s) =
1

ω

ω∫
0

qevn

(
s− τ + ω

2

)
y(τ)dτ, (3.46)

((ΓV )y)(s) =


1
ω

ω∫
0

[
iω−τ−s

2 qevn

(
ω+s−τ

2

)
− iω

4 q

(
ω+s−τ

2

)]
y(τ)dτ, τ + s ≤ ω,

1
ω

ω∫
0

[
iω−τ−s

2 qevn

(
ω+s−τ

2

)
+ iω

4 q

(
ω+s−τ

2

)]
y(τ)dτ, τ + s > ω;

(3.47)

((V ΓV )y)(s) =


1
ω

ω∫
0

[
is−τ

2 qevn

(
2ω−s−τ

2

)
− iω

4 q

(
2ω−s−τ

2

)]
q(s)y(τ)dτ, s ≥ τ,

1
ω

ω∫
0

[
is−τ

2 qevn

(
2ω−s−τ

2

)
+ iω

4 q

(
2ω−s−τ

2

)]
q(s)y(τ)dτ, s < τ.

(3.48)

Доказательство. Пользуясь формулами (3.5),(3.6) и замечаниями

3.5 и 3.6, выпишем представление операторов JV , ΓV, V ΓV.

((JV )y)(s) =
1

ω

ω∫
0

(S(t)V S(−t)y)(s)dt =
1

ω

ω∫
0

q(s+t)y(ω−s−2t)dt =

=
1

2ω

2ω∫
0

q

(
s− τ + ω

2

)
y(τ)dτ =

1

ω

ω∫
0

qevn

(
s− τ + ω

2

)
y(τ)dτ ;
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((ΓV )y)(s) =
1

ω

ω∫
0

(f(t)S(t)V S(−t)y)(s)dt =

=
1

ω

ω∫
0

f(t)q(s+t)y(ω−s−2t)dt =
1

2ω

2ω∫
0

f

(
ω − s− τ

2

)
q

(
ω + s− τ

2

)
y(τ)dτ =

=
1

ω

ω∫
0

[
fevn

(
ω − s− τ

2

)
qevn

(
ω + s− τ

2

)
+

+ fodd

(
ω − s− τ

2

)
qodd

(
ω + s− τ

2

)]
y(τ)dτ =

=


1
ω

ω∫
0

[
iω−τ−s

2 qevn

(
ω+s−τ

2

)
− iω

4 q

(
ω+s−τ

2

)]
y(τ)dτ, τ + s ≤ ω,

1
ω

ω∫
0

[
iω−τ−s

2 qevn

(
ω+s−τ

2

)
+ iω

4 q

(
ω+s−τ

2

)]
y(τ)dτ, τ + s > ω;

((V ΓV )y)(s) =
1

2ω

2ω∫
0

f

(
s− τ

2

)
q

(
2ω − s− τ

2

)
q(s)y(τ)dτ =

=
1

ω

ω∫
0

[
fevn

(
s− τ

2

)
qevn

(
2ω − s− τ

2

)
+

+ fodd

(
s− τ

2

)
qodd

(
2ω − s− τ

2

)]
q(s)y(τ)dτ =

=


1
ω

ω∫
0

[
is−τ

2 qevn

(
2ω−s−τ

2

)
− iω

4 q

(
2ω−s−τ

2

)]
q(s)y(τ)dτ, s ≥ τ,

1
ω

ω∫
0

[
is−τ

2 qevn

(
2ω−s−τ

2

)
+ iω

4 q

(
2ω−s−τ

2

)]
q(s)y(τ)dτ, s < τ.

Поскольку функция f ограничена, и функция q принадлежит

пространству L2,ω, тогда из приведенных формул (3.46)-(3.48) непо-

средственно следует, что все рассматриваемые интегральные опера-

торы — операторы Гильберта-Шмидта (элементами пространства
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S2(L2,ω)). Для доказательства данного факта используется стан-

дартный критерий принадлежности интегрального оператора иде-

алу операторов Гильберта - Шмидта [19].

Последовательности операторов JmV , ΓmV имеют такой же

вид, как и в (3.25), (3.26). Следует отметить, что

lim
|m|→∞

‖ΓmV ‖22 = lim
|m|→∞

‖ΓV − P(m)(ΓV )P(m)‖22 =

= lim
|m|→∞

∑
max{|i|,|j|}≥m+1

‖Pi(ΓmV )Pj‖22 = 0. (3.49)

А также из (3.25), (3.26) и формул (3.5) и (3.6) следуют пред-

ставления вида

JmV = P(m)V P(m) +
∑
|k|>m
k∈2Z

PkV Pk,

ΓmV =
∑
m∈2Z
m6=0

∑
i,j∈2Z
i6=j 6=0

max(|i|,|j|)≥m+1

PiV Pj

i− j
.

Таким образом, в данном случае также верны теоремы 3.3, 3.4

о подобии рассматриваемого оператора.

Матричные представления операторов V , JV , V ΓV в рассмат-

риваемом базисе (en), n ∈ Z, получаются довольно просто.

Элементы матрицы оператора V могут быть вычислены с по-

мощью формулы

vnj = (V en, ej) =
1

ω

ω∫
0

(
q(t)ei 2πn(ω−t)

ω

)
e−i2πjt

ω dt =

=
1

ω

ω∫
0

q(t)e−i 2π(n+j)t
ω dt = qn+j.
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Значит, матрица (vnj) оператора V имеет вид

vnj = qn+j, n, j ∈ Z. (3.50)

Из формулы (3.6) легко видеть, что элементы матрицы (anj)

оператора ΓV могут быть записаны в виде

anj =
ω

2πi

qn+j

n− j
, n, j ∈ Z. (3.51)

Тогда из двух предыдущих формул следует, что матрица (cnj)

оператора V ΓV будет выглядеть следующим образом

cnj =
ω

2πi

∑
k 6=n

qn+kqk+j

k − j
, cnn =

ω

2πi

∑
k 6=0

1

k
(q2n+k)

2, n, j ∈ Z. (3.52)

Таким образом, получаем частный случай теоремы 3.5

Теорема 3.8. Дифференциальный оператор L : D(L) ⊂ L2[0, ω] →

L2[0, ω] является оператором с компактной резольвентой и суще-

ствует такая нумерация собственных значений,что σ(L) пред-

ставим в виде

σ(L) = σ(m)

⋃( ⋃
n≥m+1

σn

)
, (3.53)

где σ(m) - конечное множество с числом точек меньшим или рав-

ным m, а σn = {λ̃n}, n ≥ m + 1, является одноточечным множе-

ством, где

λ̃n = i
2πn

ω
− q2n −

ω

2πi

∑
k 6=0

1

k
(q2n+k)

2 + βn,

(βn) — суммируемая последовательность, т.е.
∑
n∈Z
| βn |<∞.
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Далее необходимо рассмотреть спектральные проекторы Рисса

P̃(m), P̃n, |n| ≥ m + 1, построенные по оператору L и множествам

σ(m), σn, |n| ≥ m + 1. Пусть k,m ∈ Z+ — числа, для которых выпол-

нены условия теоремы 3.4. Тогда верны следующие представления

возмущенных проекторов

P̃(m) = UkmP(m)U
−1
km, P̃k = UkmPkU

−1
km, |k| ≥ m + 1,

где P̃(m) — проектор на подпространство UkmH(m), а P̃k — на под-

пространство UkmHk, Ukm определяется формулой (3.31) и H(m) =

ImP(m), Hk = ImPk, |k| ≥ m + 1.

Из представления

P̃n − Pn = UkmP̃nU
−1
km − UkmPnU

−1
km = (VkmPn − PnVkm)(I + Vkm)−1,

(3.54)

где оператор Vkm из (3.31) имеет вид

Vkm = ΓkV + ΓmX̃ + (ΓkV )(ΓmX̃),

и из теорем 3.6, 3.7 следует

Теорема 3.9. Существует m ∈ Z+ такое, что∑
|n|≥m+1

‖P̃n − Pn‖22 <∞.

Имеет место равносходимость спектральных разложений опера-

торов L и L0 :

lim
n→∞
‖P̃(m) +

n∑
k=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

k=m+1

Pk‖2 = 0.
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Поскольку невозмущенный оператор A является генератором

группы сдвигов

S(t)en = ei 2πn
ω ten, n ∈ Z,

то из теоремы 3.4 легко получить асимтотическое представление

группы, генерируемой исследуемым дифференциальным операто-

ром в случае скалярного потенциала.

Теорема 3.10. Дифференциальный оператор L генерирует группу

операторов T : R→ EndL2,ω, представимую в виде

T (t) = UkmTm(t)U−1
km, t ∈ R,

где группа операторов Tm : R → EndL2,ω на подпространстве

Im(I−P(m)) определяется равенствами Tm(t)en = ei2π(n+αn)
ω ten, n ≥

m+1, (αn) - последовательность комплексных чисел из l2, и конеч-

номерное подпространство ImP(m) является инвариантным для

группы Tm.
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