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Введение

Актуальность темы

Успехи, достигнутые в статистической физике [1, 2], показали принципи-
альную возможность прогнозирования состояний больших систем с неде-
терминированным поведением элементов, и интерес к стохастическим мак-
роскопическим системам [3–6] сохраняется уже на протяжении несколь-
ких десятилетий.

Рост общего объёма информации, увеличение пропускной способно-
сти каналов связи, разрастание и усложнение телекоммуникационных и
транспортных сетей, нарастание интенсивности транспортных и инфор-
мационных потоков и другие проявления экономического прогресса тре-
буют разработки новых и усовершенствования уже известных методов
анализа сложных систем с целью прогнозирования и управления. Ак-
тивное применение в системном анализе [7] находят методы из других
дисциплин. Так как статистическая физика имеет дело с большими со-
вокупностями однотипных частиц со стохастическим поведением, её ме-
тоды не могли не привлечь внимания исследователей информационных,
экономических, социальных и других систем. Многообразие механизмов
распределения элементов систем по состояниям потребовало существен-
ного изменения и расширения моделей статистической физики для ре-
шения задач системного анализа. Так, понятие энтропии, первоначально
разработанное в термодинамике [8], позже легло в основу теории инфор-
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мации [9] и в настоящее время активно применяется для характеристики
числа способов реализации состояний информационных, транспортных,
экономических систем [10–16].

Колоссальная сложность всех этих видов систем требует учёта как
можно большего числа внешних и внутренних факторов, влияющих на
состояние системы, анализа всех возможных вариантов поведения сово-
купности её элементов и нахождения такого из них, который будет реа-
лизован с наибольшей вероятностью. Для правильного подсчёта всевоз-
можных распределений элементов системы по состояниям необходимо ис-
пользование методов комбинаторики.

Подобно тому как графы естественным образом возникают в теории
информации (кодовые деревья [17], модель каналов передачи информа-
ции [18]), в теории случайных процессов для описания эволюции состоя-
ний технических устройств [19], а также при моделировании информаци-
онных сетей [10, 11, 20, 21], диаграммы Юнга [22] являются наглядным и
изящным способом представления систем с упорядоченным заполнением
состояний. Обилие результатов, полученных при исследовании разбиений
и изображающих их диаграмм Юнга в комбинаторике [23–30], даёт воз-
можность изучения широкого класса процессов и систем, моделируемых
диаграммами Юнга. Диаграммы Юнга служат для описания статистики
квантовых систем тождественных частиц [31], построения моделей рас-
пределения частиц по энергетическим уровням [32, 33]. Математический
аппарат теории разбиений применяется для исследования роста и плав-
ления кристаллов [34, 35]. Кроме того, широко применяемые в современ-
ном системном анализе [36–38] ранговые распределения (такие, как закон
Ципфа [39]) представляют собой не что иное как разбиения, изображае-
мые диаграммами Юнга, что хорошо видно из [40]. Таким образом, по-
строение математических моделей стохастических макроскопических си-
стем на основе различных комбинаторных объектов является актуальной
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проблемой современного системного анализа.

Цель работы

Целью работы является исследование статистических свойств системы,
состоящей из неразличимых элементов, которые распределяются по раз-
личимым состояниям, причём механизм заполнения состояний является
упорядоченным (IDA– система), микросостояния системы равновероят-
ны, а макросостояния определяются как окрестности микросостояний, а
также определение равновесных состояний системы в одномерном и дву-
мерном случаях.

В рамках поставленной цели решены следующие задачи:

1. Показано, что микросостояние IDA– системы из n элементов может
быть однозначно задано диаграммой Юнга с n клетками. В про-
странстве микросостояний системы введена метрика, на основе ко-
торой построены выражения для вероятностей макросостояний си-
стемы.

2. Для частного случая, когда макросостояния являются единичны-
ми окрестностями микросостояний, получены явные выражения для
ёмкости единичной окрестности микросостояния λ одномерной и
двумерной IDA– систем.

3. Для одномерной IDA– системы найден вид равновесной диаграммы
и ёмкость её единичной окрестности для любого числа клеток n.

4. Для двумерной IDA– системы установлены свойства максимальных
диаграмм, к которым относятся равновесные диаграммы. Получены
явные выражения для ёмкости окрестности равновесной диаграммы
для n = ns + Ts+1 − Ts−i+1, где ns = s(s+ 1)(s+ 2)/6 (пирамидальное
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число), Ts = s(s + 1)/2 (треугольное число), и двусторонняя оценка
ёмкости окрестности равновесной диаграммы в общем случае.

Методы исследования

Для достижения цели работы применяются методы комбинаторики, тео-
рии вероятностей и статистической физики в рамках макросистемного
подхода.

Научная новизна

В настоящей работе разработана модель макроскопической системы с
неразличимыми элементами и различимыми состояниями, заполнение ко-
торых является упорядоченным. Предложено определение макроскопи-
ческих состояний системы как окрестностей микросостояний. Впервые
обоснована возможность применения макросистемного подхода к анали-
зу ранговых распределений.

Введена метрика в пространстве диаграмм Юнга. Она позволяет каж-
дой диаграмме Юнга сопоставить вероятность, пропорциональную ём-
кости её окрестности. В случае единичных окрестностей разработан ме-
тод, позволяющий определить ёмкость окрестности заданной диаграм-
мы, исходя только из её формы, без непосредственного построения самой
окрестности. Для трёхмерных диаграмм Юнга получено выражение для
наименьшего значения количества гнёзд при заданном числе выступов.
Проанализированы свойства диаграмм с наибольшей ёмкостью окрестно-
сти.



8

Практическая значимость

Результаты работы могут быть использованы при анализе систем, харак-
теризуемых ранговыми распределениями, в том числе для нахождения
стационарных распределений потоков информации в телекоммуникаци-
онных сетях, а также для исследования процессов возникновения и раз-
рушения распределений информационных потоков. Выявленные в ходе
работы оболочечные свойства моделей IDA1 – и IDA2 – систем могут ока-
заться полезными для понимания механизма роста кристаллов и атомных
кластеров. Также результаты работы могут быть использованы для моде-
лирования процессов в таких макроскопических системах, в которых важ-
ны связи между ближайшими соседями, например, городская застройка
или рост колонии микроорганизмов.

На защиту выносятся следующие основные результа-

ты и положения:

1. Для одномерных и двумерных IDA– систем получены выражения
для ёмкости единичной окрестности заданного микросостояния.

2. Для одномерных IDA– систем установлены равновесные состояния
для любого числа элементов.

3. Для двумерных IDA– систем выделено множество, к которому при-
надлежат равновесные диаграммы, и границы, в которых заключена
ёмкость окрестности равновесной диаграммы для заданного числа
элементов.
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Апробация результатов

Основные результаты работы докладывались и обсуждались на следую-
щих конференциях и семинарах: XIV Международная конференция «Ин-
форматика: проблемы, методология, технологии» Воронеж, Воронежский
государственный университет, 6 – 8 февраля 2014 г.; XXX Международ-
ная научно-практическая конференция «Наука и современность — 2014»,
Новосибирск, ЦРНС, 18 июня 2014 г.; XXVI Международная заочная
научно-практическая конференция «Научная дискуссия: инновации в со-
временном мире», Москва, Международный центр науки и образования,
17 июня 2014 г.; Международная научно-практическая конференция «На-
учный поиск», Таганрог, Научно-образовательный центр «Взгляд», 15
июня 2014 г.; III Международная научная конференция «Современное об-
щество: проблемы, идеи, инновации», Ставрополь, Центр научного зна-
ния «Логос», 16 июня 2014 г.; Международная открытая конференция
«Современные проблемы анализа динамических систем», Воронеж, Во-
ронежская государственная лесотехническая академия, 18 – 19 июня 2014
г.; научные семинары кафедры математической физики физического фа-
культета и кафедры функционального анализа и операторных уравнений
математического факультета Воронежского государственного универси-
тета.

Публикации

Полученные в диссертации результаты изложены в 3 статьях [41–43] в
журналах из перечня ВАК и в пяти статьях [44–48] в других печатных
изданиях; в Реестре программ для ЭВМ зарегистрирована программа [49]
для расчёта единичных окрестностей двумерных диаграмм Юнга.
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Личный вклад автора

Автором самостоятельно проводились аналитические и численные расчё-
ты, результаты которых представлены в диссертации. Постановка задач
и обсуждение результатов проводились совместно с научным руководи-
телем. Подготовка к публикации полученных результатов проводилась
совместно с соавторами, причём вклад диссертанта был существенным.
Результаты, составляющие содержание положений, выносимых на защи-
ту, получены автором лично.

Структура и объём диссертации

Диссертация состоит из ведения, трёх глав, заключения и библиографии.
Общий объём диссертации 118 страниц, из них 101 страница основного
текста. Диссертация содержит 38 рисунков. Список литературы включает
110 наименований и занимает 13 страниц.
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Глава 1

Обзор литературы и
предварительные
сведения

1.1. Общие вопросы теории систем. Стоха-
стические системы

Характеристика понятия системы

История понятия системы по своей длительности сравнима с историей
самой науки — и так же, как и история науки, она далека от завершения.
Термин «система» появился ещё в Древней Греции; без него невозмож-
но представить себе ни работы Г. Галилея и И.Ньютона, описывающие
систему мира, ни труды У. Гамильтона и П.Лапласа, посвящённые систе-
мам точек или тел. Большое развитие понятие системы получило в хо-
де «системного движения», начавшегося в середине XX века. Среди его
представителей — Л. фон Берталанфи, В.Н.Садовский, А.А.Богданов,
У. Р. Эшби, Дж.Клир и многие другие.
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Как на разных исторических этапах развития науки, так и в рам-
ках различных направлений современной теории систем, единого строгого
определения системы не существует. Это связано с богатством и сложно-
стью этого понятия и с многообразием подходов к исследованию систем.
В переводе с древнегреческого слово «система» означает «целое, состав-
ленное из частей; соединение» [51]. В отечественном системном движе-
нии наиболее употребительно следующее определение термина «система»,
данное В.Н.Садовским [51]: «Система — совокупность элементов, нахо-
дящихся в отношениях и связях друг с другом, которая образует опреде-
лённую целостность, единство». С другой стороны, британский исследо-
ватель Б. Гейнс подчёркивал [52], что исследователи, изучающие системы,
не только не могли бы дать им точного определения, но и не нуждаются в
таковом, и в этом, пожалуй, главное достижение системного подхода. По-
этому его своеобразное определение системы звучит так: «Система есть
то, что различается как система».

Мы не будем пытаться рассмотреть все многочисленные определения
понятия «система», но отметим ту особенность, на которую указывают
все исследователи и которой обладает любая система, вне зависимости от
её природы и подхода к её исследованию. Ещё Аристотель в «Метафи-
зике» говорил о том, что целое больше, чем сумма частей. Выражаясь
современным языком, можно сказать, что, как только совокупность объ-
ектов начинает рассматриваться как некое целое, то есть как система,
она приобретает такие свойства, которыми не обладает каждый из объ-
ектов в отдельности. Закономерность несводимости свойств системы к
свойствам её элементов называется целостностью, или эмерджентно-
стью (см., наприм., [54]). Так, в термодинамике характеристики газа как
целого: температура, энтропия и другие, — не применимы к отдельным
атомам [55].
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Не существует единой, универсальной классификации, которая отве-
чала бы огромному разнообразию природных и созданных человеком си-
стем, а также задач, которые ставят себе исследователи при их изучении.
Системы могут быть классифицированы по виду отображаемого объек-
та (технические, биологические, экономические и т. п.), виду научного
направления, используемого для их моделирования (математические, хи-
мические, физические и др.), взаимодействию со средой (открытые и за-
крытые), величине и сложности. Системы и их модели могут также под-
разделяться на детерминированные и стохастические [54].

В [5] была предложена классификация систем по степени организо-
ванности, охватывающая детерминированные (хорошо организованны),
стохастические (плохо организованные, или диффузные) и самооргани-
зующиеся, или развивающиеся, системы. Опишем здесь кратко эти типы
систем.

Представление объекта хорошо организованной системой возмножно в
тех случаях, когда исследователю удаётся определить все элементы си-
стемы и их взаимосвязи между собой и с целями системы в виде детерми-
нированных (графических, аналитических) зависимостей. На представле-
нии этим классом систем основаны многие модели физических процессов
и технических систем. Так, движение материальной точки может быть
описано вторым законом Ньютона; математической моделью электриче-
ской цепи, например колебательного контура, служит система уравнений,
вытекающая из законов Ома и правил Кирхгофа [56], и т. д.

При представлении объекта в виде стохастической, или плохо орга-
низованной, или диффузной системы не ставится задача определить все
компоненты и их поведение. Система характеризуетя некоторым набо-
ром макропараметров. К таким системам относятся модели статистиче-
ской физики, например, уже упоминавшаяся модель газа. Кроме того,
отображение объектов в виде диффузных систем находит широкое при-
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менение при определении пропускной способности систем разного рода,
при определении численности штатов на предприятиях или в обслужи-
вающих учреждениях (для решения подобных задач применяют методы
теории массового обслуживания), при исследовании документальных по-
токов информации и т. д.

Наконец, класс самоорганизующихся, или развивающихся, систем ха-
рактеризуется рядом признаков, которые, как правило, обусловлены на-
личием в системе активных элементов: способность адаптироваться к из-
меняющимся условиям среды и помехам, принципиальная неравновес-
ность, способность противостоять разрушающим (энтропийным) тенден-
циям, и др.

С нарастанием сложности исследуемых систем растёт многообразие
методов их моделирования. Наряду с аналитическими методами класси-
ческой математики, применяемыми при моделировании детерминирован-
ных систем, используются методы теории вероятностей и математической
статистики, теория множеств, комбинаторика, математическая логика,
математическая лингвистика, теория графов. Кроме формальных мате-
матических методов, используются также методы качественного анали-
за, такие как методы экспертных оценок, методы выработки коллектив-
ных решений и другие. Существуют методы, сочетающие в себе принци-
пы формального аналитического и качественного подходов: ситуационное
моделирование, структурно-лингвистическое моделирование и т. д. [54].

Нас в дальнейшем будут интересовать системы, состоящие из боль-
шого числа однотипных элементов с недетерминированным поведением,
стохастические макроскопические системы. К ним, согласно представ-
ленной выше классификации, могут быть отнесены как диффузные, так
и развивающиеся системы.
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Исследование стохастических систем

Основной инструмент исследования систем со стохастическим поведени-
ем элементов — это средства теории вероятностей и математической ста-
тистики. Стохастичность поведения элементов системы может быть обу-
словлена различными причинами. Движения частиц жидкости или газа
определяются их столкновениями между собой или со стенками сосуда, а
также действием сил, в поле которых находится система. Элементами эко-
логических систем являются живые существа, поведение которых также
трудно предсказуемо. Не менее сложно спрогнозировать действия людей
при анализе информационных, экономических, транпортных и других си-
стем.

Неопределённость в поведении элементов системы может быть фор-
мализована введением вероятностных моделей. Так, теория массового об-
служивания сама является разделом теории вероятностей и может счи-
таться продолжением теории случайных процессов [57]. Модели систем
массового обслуживания, такие как в [58,59], являются вероятностными.
Другая область применения вероятностного подхода — транспортные за-
дачи, которым посвящены частично такие монографии, как [3,60], и пол-
ностью — монографии [61,62], а также публикации специализированного
журнала Transportation Research. Из современных отечественных публи-
каций можно, к примеру, упомянуть [15] и [63]. Кроме того, вероятност-
ные модели создаются для исследования статистических свойств текстов
и последовательностей ДНК [64, 65], в задачах календарного планирова-
ния [66] и многих других.

Отдельно следует выделить такую бурно развивающуются в настоя-
щее время систему со сложным, недетерминированным поведением эле-
ментов, как сеть Интернет. Создание модели сети Интернет без исполь-
зования элемента случайности, пожалуй, просто немыслимо. Часто ис-
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пользуемым математическим инструментом моделирования телекомму-
никационных сетей являются графы. Так, например, в работе [20] граф
служит моделью телекоммуникационной сети в задаче максимизации об-
щего проведённого потока данных. В числе методов, применявшихся при
решении этой задачи, были и методы теории вероятностей и математи-
ческой статистики. В работе [21] решалась задача управления информа-
ционными потоками в сложных нестационарных телекоммуникационных
сетях на основе теории случайных графов и перколяции. Среди огромно-
го числа других работ, посвящённых различным аспектам исследования
и оптимизации работы сети Интернет, упомянем также [67–69].

Энтропия

Понятие энтропии возникло в термодинамике и является одним из ос-
новных понятий статистической физики. Ещё одна область применения
этого понятия — теория информации. В этом подразделе будет дано опре-
деление микросостояния и макросостояния системы так, как это делает-
ся в статистической физике, например, для систем атомов или молекул
в газе (см. [55]). Разобьём всё фазовое пространство системы на ячейки
∆µi, i = 1, . . . , r. Тогда всякое заданное распределение фазовых точек
молекул газа, т. е. набор чисел заполнения ячеек Ni, характеризует опре-
делённое макроскопическое состояние. Если две одинаковые молекулы,
находящиеся в разных фазовых ячейках, поменяются местами (в данном
случае координатами и скоростями), то макроскопическое состояние га-
за не изменится. В классической статистике молекулы рассматриваются
как перенумерованные, поэтому такому обмену молекул соответствует, с
молекулярной точки зрения, другое состояние газа, которое будем назы-
вать микросостоянием. Все микросостояния термодинамической системы
считаются равновероятными.
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Число микросостояний, соответствующих заданному макросостоянию,
т. е. заданным числам Ni, называется термодинамической вероятностью
состояния. В противоположность обычной вероятности, которая никогда
не превышает единицы, термодинамическая вероятность — большое це-
лое положительное число, которое в классической статистике равно по
определению

W =
N !

N1!N2! . . . Nr!
. (1.1)

В самом деле, полное число всевозможных перестановок молекул равно
N !. Из этого числа необходимо исключить перестановки молекул внутри
одной фазовой ячейки ∆µi, так как мы не различаем состояния молекул
в пределах одной ячейки. В комбинаторике числа, определяемые выра-
жением (1.1), называются полиномиальными коэффициентами. Энтро-
пия S вводится с точностью до аддитивной постоянной как логарифм об-
ласти фазового пространства, в которой практически с достоверностью
находится система. Можно показать, что при достаточно больших чис-
лах заполнения (таких, что применимой становится формула Стирлинга
lnx! ≈ x lnx − x) с точностью до аддитивной константы справедливо ра-
венство

S = k lnW, (1.2)

где k — постоянная Больцмана, т. е. энтропия состояния идеального га-
за пропорциональна логарифму его термодинамической вероятности. Со-
гласно второму началу термодинамики, система, предоставленная самой
себе, переходит в равновесное состояние, характеризующееся наибольшей
энтропией.
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1.2. Энтропийный подход к исследованию мак-
росистем

Понятие энтропии стало использоваться в теории информации с тех пор,
как её основы были заложены К.Шенноном [9]. Позже А.Дж.Вильсоном [3]
был развит энтропийный подход в применении к задачам городского и
регионального моделирования. Суть этого подхода заключается в следу-
ющем. Для некоторой системы определяются множества характеризую-
щих её микроскопических и макроскопических состояний. Предположив,
как и в статистической термодинамике, что все микросостояния системы
равновероятны, можно сделать вывод о том, что вероятность некоторого
состояния системы пропорциональна числу соответствующих ему мик-
росостояний. В качестве макросостояния системы может быть выбрано,
например, распределение поездок внутри города или межрегиональных
потоков продукции в транспортной модели. Для распределения, харак-
теризующего состояние системы, определяются ограничения, (например,
суммарный поток пассажиров или продукции из данного региона). Для
заданного состояния определяется число порождающих его микросостоя-
ний. Энтропия системы записывается как логарифм термодинамической
вероятности состояния. Затем находится распределение, соответствую-
щее максимуму энтропии при наличии принятых ограничений. Получен-
ное распределение является наиболее вероятным для данной модели.

Иногда оказывается удобнее пользоваться определением энтропииШен-
нона как меры неопределённости распределения вероятностей P (xi) = pi

некоторой случайной величины x. Энтропия Шеннона равна по определе-
нию (без применения приближения Стирлинга)

S = −k
∑
i

pi ln pi.

Кроме того, А.Дж.Вильсон обращает внимание на то, что если для
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модели удаётся записать аналог второго начала термодинамики, соглас-
но которому энтропия замкнутой системы может только возрастать, то
становится возможным исследование и понимание динамики системы.

При изучении макроскопических систем важным является вопрос о
принципиальной различимости элементов системы на микроуровне. В
статистической физике случай, когда микросостояния, отличающиеся пе-
рестановкой частиц, считаются различными, приводит к статистике Больц-
мана. Эта статистика является классической и подразумевает, что моле-
кулы газа считаются на микроуровне различимыми, подобно пронумеро-
ванным биллиардным шарам. Квантовые же статистики: Бозе –Эйншентейна
и Ферми –Дирака, — предполагают иной подход. В рамках этих стати-
стик, как хорошо известно, частицы являются принципиально неразли-
чимыми, тождественными, то есть на микроуровне перестановка частиц
не приводит к появлению нового микросостояния.

В монографии [60] Ю.С.Попкова в рамках энтропийного подхода бы-
ли построены три класса моделей систем с неразличимыми элементами.
Изложим кратко суть этих моделей.

Рассмотрим абстрактную макросистему, содержащую Y неразличи-
мых элементов со стохастическим типом поведения. Пусть каждый эле-
мент может находиться в одном из состояний, образующих конечное мно-
жество S. Допустим, оно может быть представлено как объединение непе-
ресекающихся подмножеств близких состояний S1, . . . , Sm. Возможность
такой группировки состояний предполагает, что каждое состояние в Si

имеет какой-то набор числовых характеристик, по которым и может быть
осуществлено разделение S на подмножества. Важной характеристикой
подмножеств Si является их мощность 1 Gi = |Si|, т. е. число состояний,
входящих в Si. Сами состояния могут быть следующих трёх типов:

1Сам автор употребляет термин «ёмкость», но мы далее будем им пользоваться в другом значении
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• ферми-состояния (в каждом состоянии может находиться только
один элемент);

• эйнштейн-состояния (в каждом состоянии может находиться любое
количество элементов);

• больцман-состояния (среднее количество элементов в подмножествах
S1, . . . , Sm существенно меньше их мощности).

У внимательного читателя, по-видимому, возник вопрос о том, как
можно говорить о больцман-состояниях для неразличимых частиц, если
вся классическая больцмановская статистика идеального газа строится на
предположении, что молекулы являются различимыми, пронумерованны-
ми. Чтобы внести ясность, отметим, что термин «больцман-состояния» в
подходе Ю.С.Попкова нужно понимать не в смысле природы занимаю-
щих их элементов, а лишь в смысле реализующейся для них статистики,
которая соответствует классическому выражению для энтропии (1.2).

Теперь перейдём к определению понятия состояния макросистемы, ко-
торым пользуется автор и без которого невозможно понимание дальней-
шего изложения. Элементы макросистемы могут случайно и независимо
друг от друга попадать в любое состояние из подмножеств S1, . . . , Sm. Бу-
дем считать макросистему однородной, т. е. все состояния из множества S
относятся к одному классу. Относительно каждого фиксированного под-
множества Si для элемента есть две возможности: попасть в любое со-
стояние из Si с априорной вероятностью ai и не попасть, с вероятностью
(1− ai).

Будем понимать под микросостоянием системы определённое разме-
щение элементов по состояниям внутри подмножеств. Так как элементы
неразличимы, оно соответствует набору заселённостей состояний элемен-
тов. Каждое микросостояние обладает некоторой вероятностью, завися-
щей от априорных вероятностей ai попадания элементов в подмножества
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Si. Если эти априорные вероятности равны между собой, то получаем
схему, применяемую в статистической физике, и полученные далее вы-
ражения для вероятностей и энтропий состояний системы переходят в
известные статистические выражения. Под макросостоянием, или про-
сто состоянием, системы будем понимать набор N1, . . . , Nm чисел запол-
нения элементами соответствующих подмножеств S1, . . . , Sm. Таким обра-
зом, одному макросостоянию соответствует множество микросостояний,
различающихся перестановкой заселённостей состояний элементов внут-
ри подмножеств. В последующем изложении при описании моделей мы
всегда будем чётко проводить различие между микро- и макросостоянием
системы.

Для всех трёх типов макросистем Ю.С.Попковым были выписаны ве-
роятности макросостояний, а также энтропии в форме логарифмов веро-
ятностей. Распределение вероятностей для системы с больцман-состояниями
получается из распределения вероятностей системы с эйнштейн-состояниями
при условии Ni ≪ Gi, aiGi = const. При получении выражений для эн-
тропий, так как числа заполнения подмножеств состояний считаются до-
статочно большими, применялась аппроксимация Стирлинга для факто-
риальных выражений:

lnx! ≈ x(lnx− 1). (1.3)

Так как энтропия макроскопической системы определяется с точностью
до аддитивной константы, в выражении для энтропии важны только те
слагаемые, которые зависят от состояния системы, то есть от чисел запол-
нения подмножеств состояний элементов. Таким образом, автором были
введены функции состояний, соответствующие каждому из трёх типов од-
нородных макросистем с неравными априорными вероятностями микро-
состояний: обобщённая информационная энтропия Ферми –Дирака, обоб-
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щённая информационная энтропия Бозе –Эйнштейна и обобщённая ин-
формационная энтропия Больцмана.

После того как выбран способ описания макросистемы с помощью
одной из трёх перечисленных моделей, для определения стационарных
состояний системы используется принцип максимизации энтропии при
условиях каких-либо естественных ограничений на числа заполнения под-
множеств состояний, таких как постоянство числа элементов:

∑m
i=1N

0
i =

Y , где N = (N 0
1 , . . . , N

0
m) — макросостояние, максимизирующее энтропию

и соответствующее состоянию равновесия макросистемы. Такие состоя-
ния мы в дальнейшем будем называть равновесными.

В монографии указанный подход применён к моделированию систем
межрегионального обмена, а также восстановления изображений, подвер-
гающихся искажениям.

Если транспортная система может быть представлена как распреде-
ление потоков пассажиров или ресурсов, то телекоммуникационная сеть
представляет собой совокупность потоков информации. Поэтому в ста-
тьях Ю.С.Попкова [10, 11] Интернет как информационная и вычисли-
тельная система рассматривается как динамическая стохастическая сеть,
состояние которой характеризуется пространственными распределения-
ми информационно-вычислительных ресурсов и информационных пото-
ков. Изменение во времени этих компонент состояния происходит с суще-
ственно различными временами релаксации. Эта особенность сети позво-
лила автору адаптировать и развить идеи макросистемного подхода для
исследования пространственно-временной эволюции состояния системы.
В работах предложены модели локально-стационарных состояний сети,
базирующиеся на обобщённом принципе максимизации энтропии.
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1.3. Парамакросистемы

Вернёмся к вопросу о различимости элементов макросистем. Как в стати-
стической физике для ансамблей микрочастиц, так и в теории макроси-
стем — для систем, состоящих из однородных элементов любой природы,
элементы системы могут считаться различимыми либо неразличимыми
на микроуровне. Выбор между этими возможностями приводит к моде-
лям с различными статистическими свойствами. Состояния же, в которых
могут находиться элементы системы, в статистической физике чаще все-
го соответствуют различным энергиям или квантовым числам и потому,
естественно, являются различимыми, так что набор чисел заполнения со-
стояний элементов, характеризующий систему, является упорядоченным
в том смысле, что перестановка двух различных чисел заполнения да-
ёт новое состояние системы. Тот же подход был сохранён и в «Теории
макросистем» Ю.С.Попкова, где фактически рассматриваются системы
с неразличимыми элементами и различимыми состояниями.

Тем не менее, существуют системы, в которых состояния элементов со-
всем не обязаны быть каким-то образом упорядоченными, а следователь-
но, и различимыми на микроуровне, так что перестановка чисел запол-
нения состояний внутри подмножества не приводит к появлению нового
микросостояния. В частности, такая ситуация вполне может возникнуть
в случае систем, для которых не введён аналог энергии.

В связи с этим, возникает необходимость в создании моделей, учиты-
вающих различимость как элементов, так и состояний элементов систе-
мы. Это было реализовано в работах [70, 71] Д.Л.Дорофеева, Б.А. Зона
и Ю.С.Попкова, в которых выделены четыре класса макросистем:

• DD–макросистема (элементы и состояния различимы);

• ID –макросистема (элементы неразличимы, состояния различимы);
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• DI –макросистема (элементы различимы, состояния неразличимы);

• II – макросистема (и элементы, и состояния неразличимы).

Буквой D обозначается различимость элементов или состояний (ан-
гл. distinguishable), буквой I — неразличимость (англ. indistinguishable).
Представленную классификацию можно проиллюстрировать следующи-
ми примерами со случайным поведением элементов. Рассмотрим распре-
деление специалистов по вакансиям на трудовом рынке. Пусть специали-
сты имеют разную квалификацию и опыт работы, а вакансии, представ-
ленные на рынок, различны по уровню требований, заработной плате и
другим критериям. В этом случае применима модель DD–макросистемы.

Представим себе, что внутри упомянутой группы специалистов суще-
ствует подгруппа специалистов, имеющих одинаковую квалификацию и
опыт работы (например, только что окончивших вуз), т. е. они неразличи-
мы. При сохранении условия различимости вакансий имеет место модель
ID – системы.

Обратная ситуация возникает, когда специалисты разного уровня вы-
нуждены распределяться по одинаковым вакансиям, что соответствует
модели DI – системы.

И, наконец, возможна ситуация, когда специалисты одинакового уров-
ня распределяются по одинаковым вакансиям. Эта ситуация может быть
описана моделью II – системы.

В микромире, как известно, реализуются только такие статистики, в
которых в одном состоянии может находиться либо не более одной (ста-
тистика Ферми), либо сколько угодно частиц (статистики Бозе и Больц-
мана). Тем не менее, при анализе социально-экономических, транспорт-
ных, экологических и других систем ёмкость состояний элементов, то есть
максимальное количество элементов, которые могут находиться в данном
состоянии, может оказаться отличной от единицы, но в то же время и
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не равной бесконечности. Так, одна вакансия может быть занята не бо-
лее чем одним специалистом, то есть её ёмкость равна единице. Но если
под состоянием элемента системы — специалиста на рынке труда — по-
нимать работу в данном отделе предприятия на данной должности, то
ёмкость такого состояния становится некоторым натуральным числом,
необязательно равным единице. Ограниченными являются вместимость
транспортных средств, пропускная способность путей сообщения, кана-
лов связи и т. д.

Тем более интересным становится тот факт, что уже в рамках стати-
стической физики предпринимались и предпринимаются многочисленные
попытки построения статистик, обобщающих статистики Бозе –Эйнштейна
и Ферми –Дирака (см., наприм. [72,73]). Они носят общее название парас-
татистик. В нашем тексте под этим словом мы будем понимать обоб-
щённую статистику, предложенную в [73], которая как раз и подразу-
мевает ограниченную ёмкость состояний, предполагая, что она является
некоторым числом 1 ⩽ l ⩽ ∞. Число l называется порядком параста-
тистики. Легко видеть, что квантовые статистики Бозе –Эйнштейна и
Ферми –Дирака получаются из парастатистики как частные случаи соот-
ветственно для l = 1 и l = ∞.

Макросистема, в которой элементы могут находиться в состояниях с
ёмкостью 1 ⩽ l ⩽ ∞, была названа в [70] парамакросистемой порядка
l. Таким образом, три класса моделей, рассмотренных в [60], относят-
ся к ID – парамакросистемам с порядком парастатистики l = 1 (ферми-
состояния) или l = ∞ (эйнштейн-состояния).

Рассмотрим макросистему с подмножествами близких состояний Si,
каждое из которых имеет ёмкость li, i = 1, . . . ,m. Множество микросо-
стояний M можно рассмативать как пространство элементарных собы-
тий, содержащее |M| = Z микросостояний. Каждой точке x ∈ M, т. е.
каждому микросостоянию, присваивается некоторая вероятность w(x). В
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множестве микросостояний M существуют подмножества MN микросо-
стояний, порождающих соответствующие макросостояния N .

В силу независимости событий-микросостояний, вероятность P (N) мак-
росостояния N есть сумма вероятностей микросостояний из подмноже-
ства MN :

P (N) =
∑
x∈MN

w(x).

Возможны случаи, когда априорная информация о реализациях микро-
состояний отсутствует. Поэтому естественно предположить, что все мик-
росостояния равновероятны. Тогда

w(x) =
1

Z
,

и вероятность макросостояния

P (N) =
Z(N)

Z
,

где Z(N) — количество микросостояний, порождающих макросостояние
N , т. е. его термодинамическая вероятность.

Отсюда следует, что задача формирования вероятностных характери-
стик для макросистем упомянутых четырёх классов сводится к определе-
нию чисел Z(N). В [71] был рассмотрен случай произвольных априорных
вероятностей ai попадания элементов в подмножества состояний Si. В
этом случае вероятностные характеристики макросистем также опреде-
ляются числами Z(N).

При этом предполагается, что распределение элементов происходит
в два этапа: сначала элементы распределяются по подмножествам Si,
а затем по состояниям внутри подмножеств. Количество способов рас-
положения Ni элементов внутри подмножества Si определяется классом
макросистемы. Для нахождения этих чисел использовался аппарат про-
изводящих функций [74].
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В [13] построены функции распределения для макросистем различных
классов с неравными априорными вероятностями. При неравных априор-
ных вероятностях микросостояний распределение вероятностей макросо-
стояний и энтропия из одновершинных могут превратиться в двухвер-
шинные функции, т. е. имеющие два локальных максимума. В этом слу-
чае принцип максимизации энтропии становится неприменимым.

Остановимся чуть подробнее на II –макросистемах. В II –макросистемах
неразличимыми являются как состояния в подмножествах Si, так и эле-
менты. Это означает, что внутри данного подмножества нам важны толь-
ко числа заполнения состояний и не важен порядок их следования. Поэто-
му количество II(Ni, Gi, li) способов распределения Ni элементов внутри
подмножества Si равно количеству разбиений числа Ni на не более чем Gi

слагаемых, величина которых не превосходит li. Следовательно, функция
Z(N) для макросостояния всей системы может быть записана как

Z(N) =
m∏
i=1

II(Ni, Gi, li), (1.4)

где числа II(Ni, Gi, li) могут быть определены с помощью производя-
щей функции для ограниченных разбиений, имеющей вид полинома Гаус-
са (1.6).

Здесь нам впервые встретилось понятие разбиения. Чтобы продолжить
изложение, остановимся на этом понятии подробнее.

1.4. Разбиения и диаграммы Юнга

Нам будет удобнее всего пользоваться определением разбиения, данным
в [22]. Именно: разбиением называется произвольная (конечная или бес-
конечная) последовательность λ = (λ1, λ2, . . . , λr, . . .) целых неотрицатель-
ных чисел, расположенных в порядке (нестрогого) убывания, т. е.

λ1 ⩾ λ2 ⩾ . . . ⩾ λr ⩾ . . . ,
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и содержащая лишь конечное число ненулевых членов. Нам будет удобно
не различать две такие последовательности, отличающиеся лишь цепоч-
кой нулей на конце. Например, мы рассматриваем (2, 1), (2, 1, 0), (2, 1, 0, 0, . . .)
как одно и то же разбиение.

Ненулевые члены последовательности λi называются частями разбие-
ния. Число частей разбиения называется его длиной и обозначается через
ℓ(λ). Если

∑
λi = n, то будем говорить, что λ — разбиение числа n, и

писать |λ| = n или λ ⊣ n.
Иногда удобно использовать обозначение, указывающее, сколько раз

каждое целое число входит в данное разбиение как часть. Запись: λ =

(1m12m2 . . . rmr . . .) означает, что в точности mi частей разбиения λ равны
i.

Одним из способов графического изображения разбиений являются
диаграммыЮнга. ДиаграммаЮнга для разбиения λ числа n — это табли-
ца из n клеток, в которой каждой части разбиения сопоставляется строка
с числом клеток, равным λi [31]. В данной работе мы используем француз-
скую запись диаграмм Юнга [22], в которой строки следуют снизу вверх.
На рис. 1.1 изображена диаграмма Юнга, соответствующая разбиению
λ = (4, 3, 1).

Сопряжённым к разбиению λ называется разбиение λ̃, диаграмма ко-
торого получается из диаграммы λ транспонированием, т. е. отражением
относительно главной диагонали, так что λ̃i, число клеток в i-й строке λ̃,
есть в то же время число клеток в i-м столбце λ, или, что эквивалентно,

λ̃i = Card{j : λj ⩾ i}.

Так, сопряжённое разбиению λ = (4, 3, 1) имеет вид: λ̃ = (3, 2, 2, 1), его
диаграмма Юнга показана на рис. 1.2.

Иногда оказывается полезным следующее обозначение для разбиений,
принадлежащее Фробениусу. Предположим, что главная диагональ диа-
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Рис. 1.1. Диаграмма Юнга для разби-
ения λ = (4, 3, 1).

Рис. 1.2. Диаграмма Юнга для разби-
ения λ̃ = (3, 2, 2, 1), сопряжённого λ.

граммы состоит из r точек (i, i), 1 ⩽ i ⩽ r. Пусть αi = λi − i — число
клеток в i-й строке диаграммы λ справа от клетки (i, i), а βi = λ̃i − i —
число клеток в i-м столбце λ над клеткой (i, i). Тогда

α1 > α2 > . . . > αr ⩾ 0, β1 > β2 > . . . > βr ⩾ 0, и
r∑

i=1

(αi + βi + 1) = |λ|,

и можно обозначить разбиение λ через

λ = (α1, . . . , αr | β1, . . . , βr) = (α | β).

Ясно, что сопряжённым к (α | β) разбиением является (β |α) [75].
Длина крюка клетки x ∈ (i, j) диаграммы λ определяется как h(x) =

h(i, j) = (λi−j)+(λ̃j− i)+1. Кроме того, для каждой клетки x = (i, j) ∈ λ

её содержание определяется как c(x) = j − i.
Обозначим Pn — множество всех разбиений числа n, а P — множество

всех разбиений. Для λ, µ ∈ P положим по определению µ ⊆ λ, если µi ⩽ λi

для всех i ⩾ 1. Если мы отождествим разбиения с их диаграммами Юнга,
то частичное упорядочение ⊆, или упорядочение по включению, задаётся
просто тем, что одна диаграмма содержится в другой. Множество P вме-
сте с упорядочением ⊆ называется решёткой Юнга Y =

∪
Yn, где Yn —

множество всех диаграмм Юнга с n клетками.
Если диаграмма λ ⊣ n заполнена числами 1, . . . , n так, чтобы каж-

дое число появлялось один раз и числа в строках и столбцах возрастали,
то такой массив чисел называется стандартной таблицей Юнга формы
λ [76].

Размерность dimλ диаграммы Юнга λ есть число стандартных таб-
лиц Юнга формы λ. Для определения размерности заданной диаграммы
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существует замечательная формула, известная как формула крюков (см.,
например, [77,78]):

dimλ =
n!∏

(i,j)∈λ h(i, j)
.

Плоское разбиение есть двумерная таблица чисел, упорядоченных по
невозрастанию в столбцах и строках, сумма которых равна n:

n =
∑
i,j⩾0

πij, где πij ⩾ πkl,

всякий раз, когда i ⩽ k, j ⩽ l, где πij — целые неотрицательные числа [24],
называемые частями плоского разбиения. В дальнейшем для обозначе-
ния плоских разбиений мы будем иногда пользоваться также буквой λ.
Как часто делается для удобства, мы будем записывать плоские разбие-
ния не в первом, а в четвёртом квадранте и иногда при записи опускать
нули. Так, шесть плоских разбиений числа 3 записываются следующим
образом:

3, 2 1,
2

1
, 1 1 1,

1 1

1
,

1

1

1

Рис. 1.3. Трёхмерная диа-
грамма одного из плос-
ких разбиений λ(1) числа

n = 14.

Плоские разбиения изображаются графически
с помощью трёхмерных диаграммЮнга. Трёхмер-
ная диаграмма Юнга представляет собой таблицу,
составленную из единичных кубиков таким обра-
зом, что высота каждого столбца равна соответ-
ствующей части плоского разбиения. Например,
трёхмерная диаграмма Юнга для плоского разби-
ения
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π =


3 2 1 1

2 1 1 0

1 1 0 0

1 0 0 0


числа n = 14 выглядит так, как показано на рисунке 1.3.

Мощным и изящным инструментом исследования разбиений служит
математический аппарат производящих функций [74], который был также
применён в [70, 71] для нахождения вероятностных характеристик пара-
макросистем. Производящей функцией для некоторой последовательно-
сти a0, a1, . . . называется сумма

A(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + . . .+ ant

n + . . . .

Покажем принцип построения и применения производящих функций
на примере производящей функции для разбиений без ограничений. Обо-
значим p(n) — число разбиений (без дополнительных ограничений) числа
n. Пусть, далее, p(0) = 1 и

p(t) = p(0) + p(1)t+ p(2)t2 + . . .

есть соответствующая производящая функция. Тогда перечисляющей про-
изводящей функцией для разбиений без ограничений является

p(t) = (1+ t+ t2+ t3+ . . .)(1+ t2+ t4+ . . .)× . . .× (1+ tk+ t2k+ t3k+ . . .) . . . =

= 1/(1− t)(1− t2) . . . (1− tk) . . . (1.5)

Действительно, каждый множитель в левой части (1.5) характеризует
всевозможные «вклады», вносимые частями разбиения, имеющими дан-
ную величину.

Производящие функции для разбиений при наличии ограничений неко-
торых типов можно усмотреть непосредственно из соотношения (1.5). Так,
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например, разбиения, все части которых не превосходят числа k, перечис-
ляются с помощью функции

pk(t) =
∑

pn,kt
n = 1/(1− t)(1− t2) . . . (1− tk).

Разбиения, все части которых различны, перечисляются функцией

u(t) = (1 + t)(1 + t2)(1 + t3) . . . .

Разбиения, все части в которых — нечётные числа, перечисляются функ-
цией

o(t) = 1/(1− t)(1− t3)(1− t5) . . . .

Из тождества (1− t2k) = (1− tk)(1 + tk) следует, что

u(t)(1− t)(1− t2)(t− t3) . . . = (1− t2)(1− t4)(1− t6) . . . ,

или
u(t) = o(t),

то есть число разбиений с нечётными частями равно числу разбиений,
все части которых различны.

Пусть p(N,M, n) обозначает число разбиений n не более чем на n ча-
стей, каждая из которых не превосходит N . Ясно, что

p(N,M, n) = 0, если n > MN,

p(N,M,NM) = 1.

Стало быть производящая функция

G(N,M ; q) =
∑
n⩾0

p(N,M, n)qn

представляет собой многочлен от q степени NM . В [24] доказано, что для
N,M > 0

G(N,M ; q) =
(1− qN+M)(1− qN+M−1) . . . (1− qM+1)

(1− qN)(1− qN−1) . . . (1− q)
. (1.6)
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Функции G(N,M ; q) впервые изучались Гауссом и известны как многочле-
ны Гаусса. В [24] приведён ряд полезных формул для этих многочленов.

Существует и аналогичная формула для нахождения числа ограничен-
ных плоских разбиений. Именно, в соответствии с классической форму-
лой МакМагона, число плоских разбиений, помещённых в ящик L×N×M ,
равно

A(L,N,M) =
L∏

j=1

N∏
k=1

M∏
i=1

i+ j + k − 1

i+ j + k − 2
=

L∏
j=1

N∏
k=1

M + j + k − 1

j + k − 1
.

Производящую функцию для числа плоских разбиений, помещённых
в ящик, обозначим

Zq(L,N,M) =
∑
p.p.

q|π|,

где суммирование ведётся по всем плоским разбиениям внутри ящика
L×N ×M . Доказательство того, что

Zq(L,N,M) =
L∏

j=1

N∏
k=1

M∏
i=1

1− qi+j+k−1

1− qi+j+k−2
=

L∏
j=1

N∏
k=1

1− qM+j+k−1

1− qj+k−1
, (1.7)

можно найти в монографиях [23, разд. 429, 494], [22, 79]. Число плоских
разбиений A(L,N,M) является пределом производящей функции Zq(N,L,M)

при q → ∞ [80].
Если L,M,N → ∞, то из производящей функции для плоских разбие-

ний, помещённых в ящик, можно получить производящую функцию для
плоских разбиений без ограничений. Обозначим π(n) — число плоских
разбиений n. Тогда при |q| < 1 имеет место равенство:

∞∑
n=0

π(n)qn =
∞∏
j=1

(1− qj)−j. (1.8)

Вспомним, что производящая функция для числа одномерных разби-
ений n записывается похожим образом:

∞∑
n=0

p(n)qn =
∞∏
j=1

(1− qj)−1.
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Несмотря на очевидную аналогию, для числа разбиений произвольной
размерности общий вид производящей функции до сих пор не был найден.

Анализ производящих функций и тождеств, связанных с ними, позво-
ляет делать выводы о свойствах разбиений чисел. Основные результаты
по этой теме изложены в [74] и в [24].

В исследованиях по поиску точных и асимптотических выражений для
числа разбиений наиболее известен замечательный результат Харди и Ра-
мануджана, усовершенствованный Радемахером, — точная формула для
числа разбиений. Приведём её в том виде, в котором она дана в [24]:

p(n) =
1

π
√
2

∞∑
k=1

Ak(n)
√
k

[
d

dx

sh
(
(π/k)(2/3(x− 1/24))1/2

)
(x− 1/24)1/2

]
x=n

,

где
Ak(n) =

∑
h mod k
(h,k)=1

ωh,ke
−2πinh/k

и ωh,k — корень 24-й степени из единицы. Эта формула обеспечивает быст-
рое вычисление p(n). Например, при n = 200, вычислив первые 8 членов
ряда, можно получить истинное значение p(n) с точностью 0, 004.

При n → ∞ можно получить следующую асимптотическую форму-
лу [24]:

p(n) ∼ 1

4n
√
3
exp

{
π

(
2n

3

)1/2
}
.

Там же было показано, что при больших n имеет место следующая
оценка для числа плоских разбиений π(n) [24]:

π(n) ∼ (ζ(3)2−11)1/36n−25/36 exp{3 · 2−2/3ζ(3)1/3n2/3 + 2c},

где
ζ(s) =

∑
n⩾1

n−s, c =

∫ ∞

0

y log y
e2πy − 1

dy.

Попытки уточнить существующие и отыскать новые выражения для
числа разбиений предпринимаются и сегодня. В [81] π(n) представлено в
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виде асимптотической формулы:

π(n) ≈ φ1(n) + φ2(n) + . . . ,

работа над которой была затем продолжена в [82, 83]. Для асимптотиче-
ской оценки числа одномерных и многомерных разбиений в [84–86] ис-
пользуется квантовостатистический подход.

Интересен недавний результат из [87], где p(n) выражается в виде ко-
нечной суммы алгебраических чисел.

Случайные разбиения

Как комбинаторика находит обширное применение в теории вероятно-
стей, так и в самой комбинаторике в последние десятилетия активно при-
меняется вероятностный подход.

Результаты работ А.М.Вершика и С.В.Керова [25] и, независимо, Б.Логана
и Л.Шеппа [88] 1977 года стали важным импульсом в развитии теории
случайных разбиений. Вероятностный подход к разбиениям, или к диа-
граммам Юнга, заключается в следующем. Прежде всего, на интересую-
щем нас множестве диаграммЮнга вводится вероятностная мера. Исходя
из этой меры, можно исследовать диаграммы в процессе их случайного
роста. Естественно, в процессе роста площадь диаграммы возрастает до
бесконечности, поэтому при возрастании n диаграммы каждый раз мас-
штабируются (способ масштабирования зависит от выбранной меры), так,
чтобы площадь диаграммы всегда оставалась одной и той же (например,
равной единице). При этом может оказаться, что граница диаграммы всё
более приближается к некоторой непрерывной кривой. Одной из задач
асимптотической комбинаторики и является ответ на вопрос, существует
ли некоторая предельная форма диаграмм относительно данной меры, и
нахождение этой предельной формы. Одной из наиболее хорошо изучен-
ных вероятностных мер на разбиениях числа n является мера Планшере-
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ля, и, пожалуй, самый замечательный результат в её исследовании — это
предельная форма диаграммы Юнга при планшерелевском росте, най-
денная в 1977 году независимо А.М.Вершиком и С.В.Керовым [25] и
Б.Логаном и Л.Шеппом [88]. Об этом будет подробнее рассказано ниже.

Мера Планшереля

Мера Планшереля для диаграмм Юнга с n клетками является одной из
наиболее изученных в асимптотической комбинаторике. Поясним её про-
исхождение.

Пусть Yn — множество диаграмм Юнга с n клетками, так что Y =∪
Yn — решётка всех диаграмм Юнга, упорядоченных по включению. В

комбинаторике широко известно соответствие Робинсона –Кнута –Шенстеда
[76], которое в одной из своих форм устанавливает взаимно однозначное
соответствие между множеством перестановок n символов и множеством
упорядоченных пар стандартных таблиц Юнга одной и той же формы с n
клетками. Таким образом, вероятность диаграммы Юнга λ ∈ Yn согласно
распределению, возникающему из равномерного распределения на Sn, где
Sn — множество перестановок n символов, равна

PPl(λ) =
dim2 λ

n!
. (1.9)

Эта вероятностная мера и называется мерой Планшереля. Эти вероятно-
сти дают в сумме единицу, что показано, например, в [31].

В работах [25, 26, 88] было показано, что в результате планшерелев-
ского роста почти все диаграммы Юнга приборетают (после нормировки
площади) единую универсальную форму Ω(u):

Ω(u) =

 2
π(u arcsin u

2 +
√
4− u2), |u| ⩽ 2,

|u|, |u| ⩾ 2,
(1.10)
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которая называется предельной конфигурацией для меры Планшереля.
Кроме того, как показано в [26], форма диаграмм Юнга, максимальных
по размерности, при большом числе клеток также близка к Ω.

Важным открытием, принадлежащим А.М.Вершику и С.В.Керову,
является тот факт, что диаграммы Юнга могут рассматриваться как це-
лочисленные перемежающиеся последовательности (см., например, [27]).
Два множества (или две возрастающие последовательности) y1, . . . , yd−1 и
x1, . . . , xd−1, xd называются перемежающимися, если

x1 < y1 < x2 < . . . < xd−1 < yd−1 < xd. (1.11)

Число c =
∑

xk −
∑

yk называется центром этих перемежающихся по-
следовательностей.

Благодаря работам А.М.Вершика и С.В.Керова, задание диаграммы
парой перемежающихся последовательностей и изображение её повёрну-
той на 45°в настоящее время называют русским обозначением (Russian
convention) диаграмм Юнга [89,90].

Процесс планшерелевского роста — не единственная задача, в кото-
рой Ω(u) является предельной кривой. Как было выяснено позже [91–93],
кривая Ω(u) естественным образом возникает в различных задачах одно-
мерной математической физики и функциональной теории. В частности,
эта кривая даёт единую универсальную асимптотику взаимного разде-
ления корней для широкого класса ортогональных многочленов, среди
которых классические полиномы Чебышёва, Эрмита и Лагерра, она же
определяет характер разделения частот линейной механической системы
в результате наложения линейной связи.

В [26] была получена асимптотическая двусторонняя оценка для мак-
симальной размерности диаграмм Юнга. Там же было доказано, что пре-
дельная при n → ∞ форма максимальных по размерности диаграмм сов-
падает с предельной формой Ω типичных по мере Планшереля диаграмм.
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Точных формул для максимальной размерности, так же как и общего ви-
да диаграммы с максимальной размерностью при любых n, насколько мы
знаем, получено не было.

Другие вероятностные меры

Работы [94, 95] посвящены задаче об асимптотической (предельной) кон-
фигурации разбиений относительно той или иной статистики. В этих ра-
ботах даются явные формулы предельных конфигураций для ряда очень
интересных статистик, а также подчёркивается тесная связь со статисти-
ческой физикой идеального газа. Меры специального вида, рассмотрен-
ные в работе, названы мультипликативными.

Благодаря взаимно однозначному соответствию между плоским раз-
биением и набором путей на решётке, плоские разбиения оказываются
тесно связаны с различными интегрируемыми моделями статистической
физики (см., например, [96–98]).

Среди результатов по теории случайных разбиений нельзя также не
упомянуть работы А.Окунькова, А.Бородина и Г.Ольшанского (такие,
как [28], [29] и [30]).

Основные результаты и выводы

В первой главе дана общая характеристика понятия системы. Одной из
определяющих черт любой системы является появление у системы как
целого качественно новых свойств по сравнению со свойствами её элемен-
тов. Одна из естественных классификаций предполагает разделение всего
многообразия систем на три класса: детерминированные, поведение кото-
рых может быть предсказано с какой угодно точностью; стохастические,
поведение которых может быть спрогнозировано с помощью некоторого
распределения вероятностей; и, наконец, самоорганизующиеся системы,
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характеризующиеся принципиальной неравновесностью, наличием актив-
ных элементов и рядом других специфических свойств.

Наиболее вероятное состояние модели стохастической макроскопиче-
ской системы может быть найдено методом максимизации энтропии —
величины, характеризующей число микросостояний, которые приводят к
данному макросостоянию. Вероятностные характеристики макросистем
определяются принципиальной различимостью элементов и занимаемых
ими состояний на микроуровне, а также ёмкостью состояний.
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Глава 2

IDA1–макросистемы
Как было показано в первой главе, при нахождении вероятностных харак-
теристик макросистем могут быть учтены различимость элементов и их
состояний, априорные вероятности реализации микросостояний и макси-
мальное количество элементов, которые могут находиться в одном и том
же состоянии.

Упорядоченность заполнения состояний — ещё один фактор, опреде-
ляющий вероятностные характеристики. Эта черта может возникать в
моделях макросистем по разным причинам.

Во-первых, упорядоченный механизм заполнения состояний может быть
свойством самой исследуемой системы. Так, при сборке изделий детали
одного типа требуются раньше, чем другого; в системах массового об-
служивания требования могут располагаться в очередь по приоритету, и
т. д. Важный механизм, обуславливающий упорядочение в макросисте-
мах, — взаимодействие между ближайшими соседями. Описанное в под-
разделе 2.2 правило, по которому в системе остаётся элемент, имеющий
определённое число соседей, реализуется во многих физических, экономи-
ческих, экологических и биологических системах. В процессе адсорбции
осевшая частица закрепляется на поверхности только при достижении
определённого порогового значения энергии связи. Городское строитель-
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ство происходит таким образом, что новые дома строятся не слишком да-
леко от основного городского массива. К упорядоченным в пространстве
процессам относятся рост биологической популяции или колонии микро-
организмов.

Во-вторых, упорядоченность состояний может быть и не присуща си-
стеме в явном виде, но при построении математической модели их упо-
рядочение по определённому правилу часто существенно упрощает за-
дачу и помогает выявить новые закономерности. Из предыдущей главы
мы видели, что огромное количество результатов для разбиений получено
благодаря их упорядоченному представлению — диаграммам Юнга. В си-
стемном анализе также существует метод упорядочения данных с целью
исследования системы, и это — метод ранговых распределений [40].

2.1. Ранговые распределения

Допустим, на некотором множестве объектов проведена классификация,
то есть распределение по типам, по определённому признаку. Пронуме-
руем типы в порядке убывания их численности и обозначим ni — числен-
ность (число заполнения) данного типа. Номер i в такой классификации
называется рангом, а полученное распределение — ранговым распределе-
нием. Примерами ранговых распределений могут служить распределение
городов по численности жителей, родов — по числу видов и ареалу, жи-
телей — по доходу, видов в экосистеме — по численности или биомассе,
слов — по количеству вхождений в текст, журналов — по количеству пуб-
ликуемых в них статей по данной тематике и т. д. Примечательно, что в
целом ряде областей эти распределения подчиняются сходным математи-
ческим закономерностям. Так, в лингвистике имеет место закон Ципфа,
в географии — закон Зипфа (это одно и то же лицо), в биологии — закон
Уилкса, в социологии — закон Парето, в информатике — закон Брэдфорда
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и т. п. Закон Ципфа, например, заключается в том, что для некоторого
текста частота i-го слова fi примерно обратно пропорциональна рангу
слова: fi ≈ C/iγ, где γ ≈ 1. Обширная информация о законе Ципфа и о
некоторых других степенных законах содержится в [39].

Легко понять, что ранговое распределение n элементов представляет
собой просто некоторое разбиение числа n, а гистограмма этого распре-
деления есть не что иное как диаграмма Юнга. Именно эти объекты, по
сути, используются в [40] при анализе ранговых распределений и попытке
объяснения закона Ципфа (и аналогичных ему законов). Более того, там
же фактически используется понятие сопряжённого разбиения, а также
находится некое экстремальное разбиение, соответствующее, в формули-
ровке авторов, минимуму симметрии, который по смыслу оказывается
тождествен максимуму энтропии одновременно распределений, соответ-
ствующих исходному и сопряжённому разбиениям, если элементы систе-
мы считать различимыми, под состоянием элемента понимать ранг, а под
заселённостью состояния — число заполнения ранга. Части найденного
экстремального разбиения приближённо подчиняются гиперболическому
закону. Мы не призываем здесь соглашаться с выводами авторов, но этот
пример доказывает принципиальную возможность проведения моделиро-
вания и анализа сложных систем на основе ранговых распределений. Из
более недавних работ назовём [36–38].

2.2. Макросистемы с упорядоченным запол-
нением состояний

В разделе 1.3 рассматривалась модель II – системы, микросостояние ко-
торой описывается набором разбиений. В [99] была предложена модель
системы с различимыми элементами, в которой разбиение соответству-
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ет макросостоянию. Эта модель позволяет расширить макросистемный
подход на случай систем с упорядоченным заполнением состояний.

Рассмотрим систему, состоящую из n различимых элементов и g раз-
личимых состояний одинаковой ёмкости l. Это означает, что множество
состояний системы можно не разделять на подмножества, что соответ-
ствует распределению n пронумерованных шаров внутри единственно-
го ящика, состоящего из g ячеек ёмкостью l. В ящик случайным обра-
зом помещаются шары. Зададим следующее ограничение: шар остаётся в
ящике, только если у него имеется не менее двух соседей слева и снизу
(под соседями понимаются как другие шары, так и стенка и дно ящика).
В этом случае заселённости ячеек образуют невозрастающую последова-
тельность.

Макросостояние системы задаётся перечислением заселённостей яче-
ек. Таким образом, макросостояние, которое мы будем в дальнейшем обо-
значать λ, однозначно определяется разбиением λ числа n или диаграм-
мой Юнга λ ∈ Yg,l

n , где Yg,l
n — множество диаграмм Юнга с n клетками,

число столбцов в которых не превышает g, а число строк не превышает
l. Так как элементы системы считаются различимыми на микроуровне,
микросостояние системы задаётся перечислением, какие шары в каких
ячейках находятся. Если пронумеровать шары в порядке их попадания
в ящик, их номера будут следовать строго по возрастанию в столбцах
и строках диаграммы Юнга, то есть каждому микросостоянию соответ-
ствует стандартная таблица Юнга. Таким образом, число микросостоя-
ний, соответствующих данному макросостоянию, равно размерности со-
ответствующего разбиения: DDA(n, g, l) = dimλ. Следуя обозначениям
из [70], назовём такую систему DDA– системой. Это сокращение обозна-
чает, что и элементы, и состояния считаются различимыми, а заполнение
состояний является упорядоченным (англ. arranged). Предположим, что
все микросостояния имеют одинаковую вероятность. Тогда вероятность
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Рис. 2.1. Равновесные диаграммы DDA– системы: заполнение седьмой оболочки. Выделены
клетки сверх шестой оболочки.

состояния λ DDA– системы может быть вычислена как

PDDA(λ) =
dimλ∑

λ∈Yg,l
n
dimλ

. (2.1)

В [26] указывается, что предельная форма диаграммы Юнга при n →

∞ относительно этой вероятностной меры — та же, что и для меры План-
шереля (см. разд. 1.4).

Энтропия макросостояния DDA– системы определяется как

SDDA(λ) = lnPDDA(λ) = lnn!−
∑

(i,j∈λ)

lnh(i, j)− S0, (2.2)

где h(i, j) — длина крюка клетки (i, j) ∈ λ, S0 — аддитивная постоянная.
В [100] исследовались равновесные, то есть обладающие наибольшей

вероятностью, состояния DDA– системы при небольших n в случае l, g =

∞, что соответствует ящику бесконечной протяжённости, ограниченному
слева бесконечно высокой стенкой. Фактически, нас интересовали диа-
граммы Юнга с наибольшей размерностью. Диаграммы с наибольшей
размерностью для n = 1, . . . , 50 находились численно с помощью фор-
мулы крюков, вычислялись их вероятности по мере DDA и энтропии.



45

Назовём s-й оболочкой совокупность клеток с координатами: (1, s), (2, s−
1), . . . , (s, 1). Максимальное количество клеток на оболочке равно s. При
каждом n в рассмотренном диапазоне равновесными оказываются две со-
пряжённых друг другу диаграммы или одна симметричная диаграмма.
При n < 14 рост равновесной диаграммы происходит строго по оболоч-
кам, то есть оболочки заполняются клетками по порядку, так, что частич-
но заполненной может быть только одна оболочка. Однако при n ⩾ 14

частично заполненными могут быть более одной оболочки. В частности,
когда очередная оболочка оказывается заполненной, на следующей обо-
лочке уже имеются одна или две клетки. В качестве примера на рисун-
ке 2.1 показан процесс формирования оболочки с номером 7 (для несим-
метричных диаграмм сопряжённые им диаграммы также являются рав-
новесными, но они на рисунке не показаны).

10 20 30 40 50
n

-6

-4

-2

0
SHnL

Рис. 2.2. Энтропия равновесного состояния
DDA– системы для n = 1, . . . , 50.

С ростом n вероятность и энтро-
пия равновесной диаграммы падают,
так как быстро растёт общее число
таблиц Юнга и уменьшается доля тех
среди них, которые соответствуют
равновесной диаграмме. Тем не менее
на графике 2.2 хорошо видно, что при
некоторых значениях n энтропия рав-
новесной диаграммы остаётся почти
неизменной или даже немного возрас-

тает по сравнению с предыдущим значением. Эти точки соответству-
ют равновесным диаграммам определённого вида. Для n = 3, 6, 10

это диаграммы, состоящие из полностью заполненных оболочек, а для
n = 17, 23, 30, 38, 48 это диаграммы, имеющие две или три клетки сверх
заполненных оболочек. При n = 1, . . . , 13 заполнение оболочек в равно-
весной диаграмме идёт строго по порядку, а при дальнейшем росте n
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в равновесной диаграмме могут быть частично заполненными несколько
оболочек одновременно.

Некоторые черты модели DDA– системы указывают на сходство её с
реальным физическим процессом — ростом кластеров инертных газов (см.
подробнее в [101]). Именно, при исследовании кластеров, как и в модели
DDA– системы, решающую роль играют только связи между ближайши-
ми соседями. Кроме того, рост кластеров также происходит по оболочкам:
при малом количестве частиц заполнение идёт строго по оболочкам, то-
гда как с ростом размера кластера начинают одновременно заполняться
несколько оболочек.

2.3. Вероятностные характеристики IDA1 –
систем

Если в описанной в предыдущем разделе DDA– системе считать элемен-
ты на микроуровне неразличимыми и принять набор заселённостей яче-
ек за микросостояние, то мы получаем систему, микросостояние которой
характеризуется конечной невозрастающей последовательностью чисел и
может изображаться диаграммой Юнга. Возможный порядок накопле-
ния шаров в ящике показан на рисунке 2.3. Такую статистику, следуя
обозначениям, предложенным в [70], назовём IDA.

Определённые вышеописанным способом микросостояния появляются
и при рассмотрении другого типа систем. Рассмотрим II – систему, состоя-
щую из единственного ящика с g ячейками бесконечной ёмкости, которые
заполняются шарами (общее число шаров равно n, n ⩽ g). Микросостоя-
ние системы даётся перечислением заселённостей ячеек. Так как ячейки
неразличимы, изменение порядка следования заселённостей не приводит
к появлению новых микросостояний. Нам будет удобно перечислять за-
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Рис. 2.3. Модель IDA1 – системы: шары, падающие в левый нижний угол ящика.

селённости состояний в невозрастающем порядке, так, что микрососто-
яние системы даётся набором заселённостей ячеек λ1 ⩾ λ2 ⩾ . . . ⩾ λg;
λi до некоторого i = r ⩽ g отличны от нуля. В дальнейшем нули мы
будем опускать. Таким образом, каждому микросостоянию системы мо-
жет быть поставлено в соответствие единственное разбиение λ числа n,
изображаемое диаграммой Юнга.

Таким образом, в одномерном случае как для систем с неразличимыми
состояниями, так и для систем с различимыми состояниями, но с упоря-
доченным их заполнением, мы приходим к одной и той же статистике.
Одномерную статистику IDA будем называть IDA1.

Зафиксируем количество элементов в системе (шаров) n и обозначим
Γn — множество всех микросостояний такой системы, тогда |Γn| = p(n) —
их количество, т. е. количество разбиений числа n. За неимением деталь-
ной информации о процессе формирования микросостояний, будем счи-
тать вероятности всех микросостояний одинаковыми и равными 1/p(n).

Из симметрии задачи и из условия равновероятности микросостоя-
ний следует, что состояния, соответствующие сопряжённым между собой
диаграммам, имеют одинаковую вероятность.

В пространстве микросостояний нашей системы зададим следующую
метрику. Будем определять расстояние ρ(λ, λ′) между двумя микрососто-
яниями λ и λ′ по формуле:

ρ(λ, λ′) =
1

2

g∑
i=1

|λi − λ′
i|. (2.3)
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Рис. 2.4. Диаграммы, входящие в единичную окрестность разбиения (3, 2, 1).

В случае, если диаграммы λ и λ′ имеют одинаковое количество клеток,
расстояние между ними равно наименьшему числу клеток, которые нуж-
но переставить, чтобы получить из диаграммы λ диаграмму λ′, или на-
оборот. Так, на рисунке 2.4 изображены диаграммы, которые лежат на
расстоянии единица от диаграммы, соответствующей разбиению (3, 2, 1),
и отличаются от неё перестановкой одной клетки. Назовём окрестностью
радиуса k микросостояния λ множество микросостояний Qk(λ), лежащих
от λ на расстоянии, меньшем либо равном k:

Qk(λ) = {λ′ | ρ(λ, λ′) ⩽ k}. (2.4)

Такие окрестности будем рассматривать как макросостояния систе-
мы. Иначе говоря, макросостоянием с центром λ и радиусом k будем
называть окрестность радиуса k микросостояния λ.

Таким образом, каждой диаграмме Юнга λ ∈ Yn соответствует макро-
состояние, вероятность которого PIDA1(λ) будем определять по формуле:

PIDA1(λ) =
N(Qk(λ))

p(n)
. (2.5)

Энтропия состояния, вычисляемая как логарифм вероятности, имеет
вид:

S(Q(λ)) = lnPIDA1(λ) = lnN(Q(λ))− ln p(n). (2.6)

Такой способ определения макросостояния системы является естествен-
ным в ряде ситуаций, возникающих при исследовании физических систем.
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Например, при наблюдении процесса осаждения частиц на некоторую по-
верхность, когда могут считаться эквивалентными (или неразличимыми
в силу ограниченной точности приборов) состояния, различающиеся пе-
рестановкой небольшого числа адсорбирующихся частиц (обозначим это
число k). Тем самым мы приходим к понятию макросостояния как окрест-
ности радиуса k. Кроме того, модель IDA1 полезна для анализа любых
распределений: распределения потоков грузов между городами, распре-
деления потоков пассажиров по путям сообщения, распределение инфор-
мации по каналам связи, — когда распределения, различающиеся пере-
становкой небольшого числа элементов, считаются эквивалентными. По-
кажем, как статистика IDA1 естественным образом возникает при моде-
лировании информационных потоков в сети Интернет.

2.4. Модель сети Интернет на основе ранго-
вых распределений

Представим сеть Интернет в виде графа корреспонденций, как это сделано
в [10]. В этом графе имеется два типа узлов: потребители информации Pi,
под которыми мы будем понимать серверы компаний, обеспечивающих
доступ в Интернет, и носители информации Qj — те серверы, к которым
обращаются за информацией потребители. Приближённо можно считать,
что каждая пара узлов имеет собственный канал связи. Будем считать,
что пропускная способность каналов связи измеряется в дискретных еди-
ницах и можно говорить о том, что информация между Pi и Qj может
циркулировать по нескольким маршрутам, часть которых занята, когда
пользователи из Pi обращаются за информацией к Qj, а часть остаётся
свободной. Если пользователь с Pi переключается от одного носителя ин-
формации Qj на другого — Qj+1, то будем говорить, что в канале (i, j)
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стало на один занятый маршрут меньше, а в канале (i, j + 1) — на один
занятый маршрут больше. Таким образом, мы можем принять занятые
маршруты за элементы системы, а каналы (i, j), в которых эти маршруты
в данный момент находятся, — за их состояния. При этом ёмкость состо-
яний примем бесконечной — это означает, что информационные каналы
не заполняются до полного насыщения, т. е. сеть не перегружена.

За микросостояние системы примем ранговое распределение потоков
информации (i, j) по интенсивности Tij, то есть упорядочим все состояния
по невозрастанию заселённостей. Так как на микроуровне нас интересу-
ют только числа заполнения состояний, элементы системы, естественно,
являются неразличимыми, а состояния — различимыми. Мы не погре-
шим особенно против истины, если будем считать суммарную интенсив-
ность n (число элементов системы) постоянной в течение рассматривае-
мого промежутка времени (например, рабочего дня или вечера, когда к
сети подключено примерно постоянное число пользователей). Посколь-
ку пользователи время от времени переключаются между различными
информационными ресурсами, ранговые распределения, вообще говоря,
будут быстро меняться. Поэтому за макросостояние системы естественно
принять не одно распределение, а совокупность распределений, получаю-
щихся из исходного перестановкой не более чем k элементов. Тем самым
мы приходим к определению макросостояния как окрестности микросо-
стояния в таком смысле, в каком она понимается для IDA1 – систем. При
отсутствии априорной информации о вероятностях реализации микросо-
стояний будем считать микросостояния равновероятными. Это означает,
что вероятность макросостояния системы с центром, изображаемым раз-
биением λ, пропорциональна ёмкости окрестности λ, то есть получаем
макросистему типа IDA1.

Наиболее вероятным в такой модели будет макросостояние, имеющее
своим центром диаграмму λ с наибольшей ёмкостью окрестности. Таким
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образом, состояние системы характеризуется совокупностью близких рас-
пределений, что обусловлено свойством элементов системы часто перехо-
дить из одного состояния в другое.

2.5. Ёмкость единичной окрестности

В настоящей работе мы ограничимся рассмотрением статистики макро-
состояний с радиусом, равным единице. Это рассмотрение, естественно,
может быть выполнено и для окрестностей с бо́льшими радиусами. Еди-
ничную окрестность микросостояния Q1(λ) далее будем обозначать Q(λ).
Таким образом, при фиксированном числе клеток единичная окрестность
диаграммы λ состоит из самой диаграммы λ и всех диаграмм, которые
получаются из λ перестановкой одной клетки. Пример диаграммы с её
единичной окрестностью показан на рисунке 2.4. Ёмкость окрестности,
т. е. количество диаграмм в окрестности, будем обозначать N(Q(λ)).

Вычисление вероятности макросостояния с центром λ (для фиксиро-
ванного числа частиц n) возможно посредством перебора всех остальных
разбиений, с нахождением расстояния от λ до каждого из них. Отобрав
среди этих разбиений только те, которые находятся от λ на расстоянии
ρ ⩽ 1, можно вычислить ёмкость единичной окрестности λ, а значит,
и вероятность соответствующего макросостояния. На рисунке 2.5 изоб-
ражены разбиения числа n = 6 и для каждого из них указана ёмкость
окрестности. Однако с ростом n количество разбиений растёт чрезвычай-
но быстро, поэтому ниже предлагается алгоритм, позволяющий опреде-
лить ёмкость единичной окрестности заданного разбиения без перебора
всех остальных разбиений.

Будем говорить, что в i-м столбце диаграммы расположена верши-
на выступа, если (i = ℓ(λ̃)) ∨ (λ̃i > λ̃i+1). Так, диаграмма на рис. 2.6,
имеет 5 выступов. Далее, будем говорить, что в j-м столбце диаграм-
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(N(Q(λ1)) = 2 (N(Q(λ2)) = 3 (N(Q(λ3)) = 4

(N(Q(λ4)) = 5 (N(Q(λ5)) = 5 (N(Q(λ6)) = 7

Рис. 2.5. Диаграммы разбиений числа n = 6 и ёмкости их единичных окрестностей. Диа-
граммы, сопряжённые показанным на рисунке, имеют равную с ними ёмкость окрестности.

мы имеется гнездо, если (j = 1) ∨ (λ̃j−1 > λ̃j). Также условимся, что
гнездо имеется за последним столбцом. Таким образом, если обозначить
число выступов в диаграмме q, то число гнёзд будет равняться q + 1.
Каждый выступ можно охарактеризовать размерами ai и bi. В зависи-
мости от размеров будем различать короткие (ai = bi = 1), длинные
(ai = 1, bi > 1 или ai > 1, bi = 1) и большие (ai, bi > 1) выступы.

a3 = 1

b3 = 2

Рис. 2.6. Микросостоянию IDA1 –
системы соответствует диаграмма
Юнга; a3, b3 — длина и высота 3-го

выступа.

На рис. 2.6 отмечен длинный выступ с
размерами a3 = 1, b3 = 2. Заметим, что
предлагаемое здесь понятие выступа от-
личается от введённого в [29] понятия
«спуска» (descent). К примеру, на диа-
грамме, изображённой на рисунке 2.6, в
четвёртом столбце имеется один выступ,
но, так как его высота равна двум, ему со-
ответствует два «спуска». Понятие, ана-
логичное нашему понятию выступа, было
введено в [102] для перестановок. Имен-
но, для перестановки π = a1a2 . . . an мно-

жество спусков (названных тем же словом descents) определялось как
D(π) = {i | ai > ai+1}, причём можно положить по определению также
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Рис. 2.7. Гистограмма ёмкостей окрестностей для разбиений числа n = 14. N — ёмкость,
g — количество окрестностей с данной ёмкостью

n ∈ D(π).
При построении единичной окрестности диаграммы для перестановки

могут быть взяты только вершинные клетки выступов, а переставлен-
ная клетка может быть помещена только в гнездо. Вершинная клетка
i-го выступа может быть переставлена во все гнёзда, кроме тех, которые
непосредственно к ней прилежат, так что число способов перестановки
этой клетки можно записать как Ni = (q + 1)− pi, где pi — величина, ха-
рактеризующая выступ и равная числу гнёзд, в которые не может быть
переставлена его вершинная клетка. Эту величину мы называем выче-
том. Вычет можно определить, если известны размеры выступа:

pi = p(ai) + p(bi), (2.7)

где

p(x) = δx1 =

 1, x = 1,

0, x ̸= 1.
(2.8)

Просуммировав Ni по всем выступам, найдём выражение для ёмкости
единичной окрестности микросостояния λ:

N(Q(λ)) =

q∑
i=1

Ni = q(q + 1)−
q∑

i=1

pi + 1. (2.9)

Пользуясь выражением (2.9), можно вычислить ёмкости единичных
окрестностей всех разбиений для любого заданного числа. Результаты вы-
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числений для n = 14 представлены на рисунке 2.7. По горизонтальной оси
откладывается ёмкость окрестности, а по вертикальной — число окрестно-
стей с данной ёмкостью; наибольшую ёмкость окрестности N(Q(λ)) = 16

имеют два разбиения: λ1 = (5, 3, 2, 2, 1, 1) и λ2 = (6, 4, 2, 1, 1), — сопряжён-
ные друг другу.

2.6. Свойства равновесных диаграмм

Диаграммы с наибольшей ёмкостью окрестности будем называть рав-
новесными. Этим диаграммам соответствуют макросостояния системы,
имеющие наибольшую вероятность.

Из выражения (2.9) можно увидеть, что ёмкость окрестности диаграм-
мы определяется количеством выступов и суммарным вычетом, т. е. ти-
пами выступов. Ниже сформулированы две леммы, за доказательствами
которых мы отсылаем читателя к разделу 2.7.

Лемма 1 Равновесная диаграмма не содержит больших выступов.

Лемма 2 Пусть две диаграммы: λ и λ′,  содержат n и n′ клеток и
q и q′ выступов, соответственно. Тогда если n′ ⩾ n, а q′ < q, то λ′ не
является равновесной.

Прямым следствием леммы 2 является

Теорема 1 Равновесная диаграмма обладает максимальным при данном
n количеством выступов.

Диаграмму λ(s), состоящую из s заполненных оболочек (определение
оболочки см. на стр. 44), будем называть треугольной (см. рис. 2.8). Чис-
ло клеток в ней можно записать как

Ts = 1 + 2 + . . .+ s = s(s+ 1)/2. (2.10)
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Числа Ts известны как треугольные [103]. Несмотря на то что треуголь-
ные и вообще фигурные числа известны ещё с Античности и, казалось
бы, все их свойства давно изучены, они продолжают применяться и сего-
дня при решении вполне современных задач. Так, многоугольные числа
могут быть применены в процедуре сглаживания временных рядов, что
может найти приложение к исследованию показателей финансовых рын-
ков [104–106].

Лемма 3 Равновесная диаграмма с числом клеток n ⩾ Ts полностью
содержит в себе треугольную диаграмму λ(s).

Доказательство приведено в разделе 2.7.

Рис. 2.8. Треугольная диа-
грамма λ(5). Выделена пя-

тая оболочка.

Диаграмму, состоящую из Ts < n < Ts+1 кле-
ток, нам будет удобно называть промежуточной.
Будем обозначать ∆n = n − Ts. Для промежуточ-
ной равновесной диаграммы λ с Ts < n < Ts+1

клетками λ(s) является наибольшей из содержа-
щихся в ней треугольных диаграмм, или макси-
мальным треугольником [107].

Теорема 2 При n = Ts равновесной является треугольная диаграмма.
Ёмкость её окрестности

Ns = s(s− 1) + 1. (2.11)

Доказательство равновесности треугольной диаграммы даётся леммой 3.
Учитывая, что в треугольной диаграмме вычеты всех выступов pi = 2, из
формулы (2.9) легко получить выражение (2.11) ■.

Лемма 4 Размер окрестности промежуточной равновесной диаграммы
превосходит Ns.
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Доказательство. Этот факт следует из того, что из n > Ts клеток мо-
жет быть построена диаграмма с единичной окрестностью, большей Ns.
Для этого достаточно, к примеру, добавить ∆n клеток к первой строке
диаграммы λ(s). ■

Будем говорить, что n1, n2, . . . , nr клеток прибавлены к левому крылу
произвольной диаграммы, если они прибавлены соответственно к первым
r её столбцам. Аналогично, если n1, n2, . . . , nr клеток прибавлены соот-
ветственно к 1-й, 2-й, …, r-й строкам диаграммы, будем говорить, что они
прибавлены к её правому крылу.

Рассмотрим треугольную диаграмму, к левому и правому крыльям
которой прибавлены соответственно (m1, m1−1, . . . , 1) и (m2, m2−1, . . . , 1)

клеток. Указанные последовательности представляют собой разбиения с
треугольными диаграммами, поэтому получившиеся надстройки над λ(s)

мы будем называть треугольными надстройками с размерами m1 и m2.
Пример треугольной диаграммы с надстройками показан на рис. 2.9. Под
оболочками и крыльями треугольной надстройки будем подразумевать
оболочки и крылья диаграммы соответствующего ей разбиения в смысле,
определённом выше.

Теорема 3 Для того, чтобы диаграмма λ с числом клеток Ts ⩽ n <

Ts+1 была равновесной, необходимо и достаточно выполнение следующих
условий:

• λ ⊇ λ(s);

• λ имеет ровно s выступов;

• λ не содержит больших выступов;

• число длинных выступов в λ максимально и равно∆N = [
√
4∆n+ 1−

1] (квадратные скобки обозначают целую часть).
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Рис. 2.9. К крыльям треугольной диа-
граммы λ(24) прибавлены треуголь-
ные надстройки: к левому крылу —
размером 5, к правому — размером

3.

Доказательство. Первое утвержде-
ние доказывается в лемме 3. Для доказа-
тельства второго утверждения заметим,
что так как у диаграммы с n < Ts+1 кле-
ток найдётся хотя бы один столбец, та-
кой, что λ̃j < λ̃

(s+1)
j , количество выступов

в ней меньше, чем s + 1 (см. доказатель-
ство леммы 3 в разделе 2.7). С другой сто-
роны, так как, согласно лемме 4, размер
окрестности промежуточной равновесной
диаграммы превосходит Ns, число высту-
пов в ней не может быть меньше, чем s.
Отсюда для числа выступов q получаем

q = s. Таким образом, второе утверждение доказано. Третье утвержде-
ние сформулировано в лемме 1.

Далее следует доказательство последнего утверждения. Согласно (2.9),
при одинаковом общем числе выступов окрестность больше у той диа-
граммы, у которой длинных выступов больше. В равновесной диаграмме,
таким образом, число длинных выступов максимально.

Допустим, на диаграмме λ есть цепочка из m длинных выступов, ори-
ентированных вдоль строк (ai > 1, i = r1, . . . , r1 + m). Тогда для длин
этих строк можно записать: λi+1 ⩽ λi − 2. В случае длинных выступов,
ориентированных вдоль столбцов (bj > 1), те же рассуждения справедли-
вы для длин этих столбцов. Количества клеток, добавленных к строкам
треугольной диаграммы, обозначим µi. Имеем λ

(s)
i+1 + µi+1 ⩽ λ

(s)
i + µi − 2.

Так как λ
(s)
i+1 = λ

(s)
i − 1, получаем µi+1 ⩽ µi − 1, i = r1, . . . , r1 +m, т. е. по-

следовательность {µi}, i = r1, . . . , r1+m, представляет собой разбиение со
строго убывающими частями, диаграмма которого, таким образом, содер-
жит в себе треугольную диаграмму λ(m). Так как промежуточная равно-
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весная диаграмма содержит столько же выступов, сколько треугольная,
для i < r1 можем записать: µ1 ⩾ µ2 ⩾ . . . ⩾ µr1, т. е. (µ1, . . . , µr1+m) кле-
ток добавляются к крылу диаграммы, и эта группа клеток содержит в
себе треугольную надстройку размером m. Таким образом, минимальное
число клеток, необходимое, чтобы добавить к ряду столбцов (строк) диа-
граммы m длинных выступов, равно Tm, и эти клетки располагаются в
треугольную надстройку на крыле.

Пусть задано число длинных выступов ∆N в промежуточной равно-
весной диаграмме. Это в общем случае означает, что к её крыльям до-
бавлены треугольные надстройки размерами m1 и m2, m1 + m2 = ∆N .
Выясним соотношение между m1 и m2, при котором число добавленных
клеток δn = Tm1

+ Tm2
будет минимальным. Для этого нужно найти ми-

нимум функции
δn =

m1(m1 + 1)

2
+

m2(m2 + 1)

2

при условии m1 +m2 = ∆N .
Решая эту задачу, получаем

m1 =

[
∆N

2

]
, m2 = m1 + (∆N mod 2). (2.12)

При нечётном ∆N размеры надстроек различны. Если m2 = m1+1, то
перестановкаm2 клеток с правой надстройки на левую даст симметричное
решение m′

1 = m′
2 + 1, которое соответствует сопряжённой диаграмме.

Подставляяm1 иm2, выраженные через∆N , в формулу для δn отдель-
но для случаев чётного и нечётного ∆N , получаем ∆N = [

√
4δn+ 1 − 1].

Число длинных выступов останется прежним и для количества добавлен-
ных клеток ∆n = δn+ dn, где dn ⩽ min{m1,m2}. Таким образом, оконча-
тельно для числа длинных выступов получаем ∆N = [

√
4∆n+ 1− 1].

Добавление dn клеток к минимальному количеству δn не может уве-
личить количество длинных выступов в диаграмме, но может дать допол-
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(4, 4, 4) (5, 3, 3) (6, 2, 0)

Рис. 2.10. Перебрасывание клеток переводит равновесную диаграмму (4, 4, 4) в равновесную
диаграмму (5, 3, 3), а затем в (6, 2, 0).

нительные возможности для перестановки клеток с одной надстройки на
другую с сохранением количества длинных выступов, так, что получен-
ные диаграммы также будут равновесными. Описание механизма таких
перестановок, или перебрасываний, не входит в задачу доказательства
этой теоремы и будет дано ниже. ■

Знание сформулированных в теореме 3 критериев равновесности диа-
граммы позволяет построить все равновесные диаграммы для заданного
n, не рассматривая всё множество разбиений n.

Рис. 2.11. Равновесная диаграмма
(4, 4, 4) с распределением дополни-
тельных клеток: n(1) = 3, n(2) =

0, n(3) = 0, n(4) = 1

В доказательстве теоремы 3 показа-
но, что Tm — наименьшее число клеток,
которые необходимо добавить к крылу
треугольной диаграммы, чтобы на нём
образовалось m длинных выступов, при-
чём эти клетки располагаются в фор-
ме треугольной надстройки размером m.
Поэтому ∆n можно записать в виде:
∆n = Tm1

+ Tm2
+ dn, dn ⩽ min{m1,m2},

m1+m2 = ∆N , и обозначать равновесную
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Рис. 2.12. Слева — крыло диаграммы с треугольной надстройкой (m1 = 5) и dn = 5 допол-
нительными клетками. Справа та же треугольная надстройка с дополнительными клетками

изображена отдельной диаграммой

диаграмму тройкой чисел: (m1,m2, dn).
Рассмотрим описанную в доказатель-

стве теоремы 3 равновесную диаграмму с
∆N длинными выступами и размерами надстроек, указанными в (2.12).
Из данного частного случая могут быть получены равновесные диаграм-
мы со всеми возможными размерами надстроек. В качестве примера возь-
мём исходную равновесную диаграмму (4, 4, 4). Если взять 4 клетки, ска-
жем, с правой надстройки (т. е. надстройки на правом крыле) и одну из
dn клеток, то этих пяти клеток хватит для того, чтобы достроить следу-
ющую оболочку на левой надстройке, т. е. получить диаграмму (5, 3, 3)

(см. рис. 2.10). Подобную перестановку клеток с одной надстройки на
другую будем называть перебрасыванием. Полученная диаграмма будет
равновесной, так как по-прежнему ∆N = m1+m2 = 8. Из неё в свою оче-
редь может быть образована равновесная диаграмма (6, 2, 0), если, взяв с
правого крыла и из dn по 3 клетки, достроить шестую оболочку на левой
надстройке.

Найдём число возможных перебрасываний z. Одно перебрасывание
включает в себя следующие действия: взятие всех клеток с верхней обо-
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лочки одной надстройки, добавление к ним достаточного количества кле-
ток из dn и построение следующей оболочки на другой надстройке.

Рассмотрим случай (m,m, dn), соответствующий чётному ∆N . Чтобы
построить z оболочек сверх имеющихся на левой надстройке, понадобится
(m+1)+(m+2)+ . . .+(m+z) = mz+Tz клеток. Допустим, клетки берутся
с z оболочек на правой надстройке, тогда их число равно m + (m − 1) +

. . .+(m−z+1) = mp−Tz−1. Кроме того, могут быть взяты ещё dn клеток.
Приравняв число взятых клеток числу клеток, переброшенных на левую
надстройку, получаем уравнение на z:

mz + Tz = mz + dn− Tz−1,

откуда находим z = [
√
dn]. Аналогично для нечётных ∆N , т. е. диаграмм

(m + 1,m, dn), можно получить z =
[√

4dn+1−1
2

]
. В качестве итогового вы-

ражения для z можно записать:

z =

[√
4dn+ (∆N mod 2)− (∆N mod 2)

2

]
. (2.13)

Найденное значение z описывает перебрасывание клеток с исходной
диаграммы только в одном направлении. Перебрасывание клеток в про-
тивоположном направлении даёт тот же результат, что и взятие сопря-
жения от уже полученных диаграмм.

dn клеток, не принимающих участия в формировании максимально-
го треугольника и треугольных надстроек, назовём дополнительными.
В равновесной диаграмме эти клетки должны расположиться так, чтобы
общее число выступов и количество длинных выступов остались неизмен-
ными. В доказательстве теоремы 4 показано, что дополнительные клетки
при этом располагаются на крыльях треугольных надстроек, например,
так, как на рис. 2.12.
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Рис. 2.13. Все равновесные диаграммы для n = 52, s = 9

Композицией называется такое распределение, при котором важен по-
рядок следования частей [108]. Например, (2, 1) и (1, 2) — различные ком-
позиции числа 3.

Теорема 4 Число способов расположения дополнительных клеток в рав-
новесной диаграмме равно

Ndn =
∑
dn

p(n(1))p(n(2))p(n(3))p(n(4)), (2.14)

где p(n(i))  число разбиений n(i), а суммирование ведётся по всем ком-
позициям dn = n(1) + n(2) + n(3) + n(4).

Доказательство. На рисунке 2.11 показан пример диаграммы с тре-
угольными надстройками и дополнительными клетками.

Рассмотрим все способы расположения дополнительных клеток на диа-
грамме с надстройками. Прежде всего, n(i) из dn дополнительных клеток
можно добавить к одному из крыльев так, чтобы ни один из длинных вы-
ступов не перестал быть длинным. Для этого количества добавленных к
крылу клеток (n

(i)
1 , n

(i)
2 , . . . , n

(i)
ri ) должны образовывать невозрастающую

последовательность, то есть соответствовать разбиению n(i).
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Рис. 2.14. Количества равновесных диаграмм L для числа клеток n = 1 . . . 500

Чтобы описать ещё один способ размещения дополнительных клеток,
снова рассмотрим одно крыло диаграммы с надстройками. Для опреде-
лённости будем говорить о левом крыле. Если к нему сразу за послед-
ним из длинных выступов добавлена цепочка из n(i)

1 клеток, то последний
длинный выступ в надстройке станет коротким, а последний выступ в це-
почке добавленных клеток — длинным. Поверх образовавшейся цепочки
из n

(i)
1 коротких выступов можно добавить ещё одну цепочку из n

(i)
2 кле-

ток, начиная с прилегающего слева длинного выступа. В результате этот
длинный выступ переместится на n

(i)
2 позиций вправо по диаграмме. За

последним из неперемещённых длинных выступов может быть добвлена
ещё одна цепочка клеток, и так далее. Можно увидеть, что при таком
способе добавления клеток последовательность (n

(i)
j ) является невозрас-

тающей и также образует разбиение числа n(i).
Если изобразить треугольную надстройку отдельной диаграммой, то

добавляемые обоими способами клетки будут расположены на её крыльях
так, чтобы не изменялось число её выступов. На рисунке 2.12 показан при-
мер добавления клеток к одному крылу диаграммы с треугольной над-
стройкой и та же надстройка изображена в виде отдельной диаграммы.
В этом смысле мы будем говорить, что группа из n(i) клеток добавлена к
крылу треугольной надстройки.
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Рис. 2.15. Количества равновесных диаграмм L для числа клеток n = 300 . . . 350

Примем следующие обозначения расположения дополнительных кле-
ток: n(1) клеток — на левом крыле левой надстройки, n(2) клеток — на
правом крыле левой надстройки; n(3) клеток — на правом крыле правой
надстройки, n(4) клеток — на левом крыле правой надстройки.

Для завершения доказательства остаётся заметить, что никакие две
идущие навстречу друг другу последовательности добавляемых клеток
не могут перекрываться. Действительно, (n(1)

j ) не накладывается на (n(2)
j ),

а (n
(3)
j ) — на (n

(4)
j ) потому, что dn ⩽ min{m1,m2}. (n(2)

j ) не пересекает-
ся с (n

(4)
j ), так как это означало бы, что поверх треугольной диаграммы

имеется непрерывная цепочка клеток от края до края, т. е. заполнена
следующая оболочка, что невозможно, так как ∆n < s + 1. Поэтому на
количества частей разбиений n(i) никаких ограничений не накладывает-
ся, и число способов расположения дополнительных клеток может быть
записано в виде (2.14). ■

Изложенные закономерности позволяют получить все равновесные диа-
граммы для заданного числа клеток. На рисунке 2.13 изображены все
равновесные диаграммы для числа клеток n = 52. Изменение количе-
ства равновесных диаграмм с ростом n показано на графике 2.14, один из
участков которого показан на следующем рисунке в более крупном мас-
штабе. Число равновесных диаграмм L равно единице, когда n = Ts+2Tm.
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Вид этого графика достаточно интересен, чтобы остановиться для его об-
суждения. Именно, он говорит о том, что если не знать комбинаторной
природы формирования равновесных состояний IDA1 – системы, то невоз-
можно предсказать, насколько будут различаться количества равновес-
ных состояний при разных, пусть даже близких, количествах элементов.
Иными словами, при наблюдении со стороны нельзя сказать заранее, что
произойдёт с числом равновесных состояний после добавления к системе
очередного элемента: останется ли оно практически на прежнем уровне,
увеличится ли в разы или уменьшится в десятки раз. Наконец, самоподо-
бие, присутствующее в этом графике, позволяет предположить возмож-
ность описания фрактальных объектов на основе изложенных принципов.

Выразим номер последней полностью заполненной оболочки s через
n. Для n = Ts имеем:

s(s+ 1)/2 = n,

откуда находим s = (
√
8n+ 1−1)/2. Для Ts < n < Ts+1 от этого выражения

следует взять целую часть. Таким образом, опираясь на теорему 3, для
ёмкости единичной окрестности равновесной диаграммы с n клетками
можно записать:

Nmax(n) = Ns +∆N, (2.15)

s =

[√
8n+ 1− 1

2

]
, ∆N = [

√
4∆n+ 1− 1], ∆n = n− Ts. (2.16)

Здесь s — номер ближайшего снизу к n треугольного числа, ∆N — число
длинных выступов в диаграмме, ∆n — количество клеток сверх заполнен-
ных оболочек.

График изменения ёмкости окрестности равновесного состояния с уве-
личением числа клеток представлен рисунке 2.16. Хорошо заметны скач-
ки ёмкости окрестности каждый раз, когда n принимает значения Ts.

Какой же вывод можно сделать в отношении применимости модели
IDA1 к ранговым распределениям? Так как ранговое распределение ха-
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Рис. 2.16. Изменение ёмкости окрестности равновесного разбиения с ростом n.

рактеризуется диаграммой Юнга, можно сказать, что для n = Ts равно-
весное распределение имеет такой вид, как показано на рис. 2.11, а при
n = Ts изображается треугольной диаграммой. Хотя распределения тако-
го вида и отличаются от распределений, соответствующих известным сте-
пенным законам, присущие им чёткий порядок и структурированность,
несомненно, отражают наличие выраженных системных свойств у моде-
лируемой совокупности объектов и сложных взаимосвязей между ними.

Кроме того, стоит отметить, что ципфовы распределения, естествен-
но, наблюдаются для систем с очень большим количеством элементов,
таким, чтобы дискретную совокупность данных можно было аппрокси-
мировать непрерывной функциональной зависимостью. При этом ясно,
что из-за дискретности системы отклонения от степенной зависимости
сильнее всего проявляются у краёв распределения, там, где численность
классов стремится к бесконечности или к нулю. Вполне закономерно, что
чем меньше элементов в системе, тем менее применимой становится ап-
проксимация распределения степенным законом. Между тем знание вида
равновесной диаграммы при любом числе клеток позволит предсказывать
наиболее вероятные совокупности распределений для систем с не слиш-
ком большим числом элементов, когда данных для проверки выполнения
степенного закона явно недостаточно.
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Основные результаты и выводы

IDA1 – система — модель макроскопической системы с неразличимыми
элементами и различимыми состояниями, в которой наличие связей меж-
ду соседними заполняемыми состояниями приводит к их упорядочению.
Статистические свойства такой системы эквивалентны статистическим
свойствам системы с неразличимыми элементами и неразличимыми со-
стояниями. Микросостояние IDA1 – системы из n элементов задаётся диа-
граммой Юнга λ ∈ Yn. Макросостояния системы предлагается рассмат-
ривать как окрестности радиуса k микросостояний. Вероятность макро-
состояния с центром λ IDA1 – системы пропорциональна ёмкости окрест-
ности N(Qk(λ)). Модель IDA1 – системы может быть использована для
анализа ранговых распределений в различных системах. В качестве при-
мера рассмотрена модель сети Интернет.

IDA1 – система исследовалась для частного случая k = 1. Получено яв-
ное выражение для ёмкости окрестности диаграммы. Исследованы свой-
ства и выявлена структура равновесных диаграмм. Разработан алгоритм,
позволяющий для заданного n построить все равновесные диаграммы с n
клетками. Получено выражение для ёмкости единичной окрестности рав-
новесной диаграммы для любого n. В диаграммах могут быть выделены
оболочки, так, что ёмкость окрестности равновесной диаграммы терпит
скачок при заполнении очередной оболочки. Эта черта роднит рассмот-
ренную модель с другими оболочечными моделями, такими, как модель
электронных оболочек атома, оболочечная модель атомного ядра и про-
цесс роста атомных кластеров.
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2.7. Доказательства основных теорем

Доказательство леммы 1. Пусть в диаграмме λ с q выступами j-й вы-
ступ имеет размеры aj > 1, bj > 1. Переставим вершину j-го выступа на
свободное место справа от последнего столбца. Полученную диаграмму
обозначим λ′, число выступов в λ′ обозначим q′. Пусть N и N ′ — ёмкости
окрестностей λ и λ′, соответственно. Покажем, что N > N ′ и, следова-
тельно, λ не равновесна.

В исходной диаграмме pj = 0. В конечной диаграмме на месте j-го
выступа образовались два новых, для которых p′j, p

′
j+1 ⩽ 2. Число высту-

пов новой диаграммы q′ = q + 1 или q + 2. О выступах, не затронутых
изменениями, известно, что p′i = pi для i = 1, . . . , j − 1; p′i = pi−1 для
i = j+2, . . . , q+1. Если q′ = q+2, то для i = q+2 имеем p′q+2 ⩽ 2. Отсюда

N ′−N = q′(q′+1)−q(q+1)−
q∑

i=1

pi+

q′∑
i=1

p′i ⩾ q′(q′+1)−q(q+1)−
q′∑

i=q+1

2−4 =

= (q′ − q)(q′ + q − 1)− 2 > 0

при q > 1.
Случай q = 1 рассмотрим отдельно. Имеем j = q = 1; N = 3. В этом

случае существуют две различные возможности:

1. b1 = 2. Тогда q′ = 2; p′1 ⩽ 2, p′2 = 1. Получаем N ′ ⩾ 4 > N .

2. b1 > 2. В этом случае q′ = 3. Для p′i имеем: p′1, p′2 ⩽ 2, p′3 = 2. Отсюда
N ′ ⩾ 7 > N .

Для всех возможных случаев лемма доказана. ■

Доказательство леммы 2. Обозначим N и N ′ — ёмкости единичных
окрестностей λ и λ′, соответственно. Известно, что pi ⩽ 2. Диаграмма с
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большими выступами заведомо неравновесна, согласно лемме 1, поэтому
рассмотрим случай p′i ⩾ 1. Получаем:

N −N ′ ⩾ q2 − q′2 − q > (q − 1)2 − q′2 ⩾ 0,

т. е. N ′ < N , что и требовалось доказать. ■

Лемма 5 Число выступов в произвольной диаграмме Юнга подчиняет-
ся соотношению: q ⩽ min{A,B},  где A  длина первой строки, B 
высота первого столбца.

Доказательство. Очевидно, поскольку каждый из выступов зани-
мает не менее одной строки по вертикали и не менее одного столбца по
горизонтали. ■

Доказательство леммы 3. Пусть диаграмма λ′ с n′ ≥ Ts клетками
содержит такую строку λ′

j, что λ′
j < λ

(s)
j , т. е. λ′

j < s− j+1. Докажем, что
λ′ содержит меньше выступов, чем λ(s), и поэтому не равновесна.

Рассмотрим две диаграммы, содержащиеся в λ′:

λ′
(1) = {λ′

j, λ′
j+1, . . . , λ

′
r} и λ′

(2) = {λ′
1 − λ′

j, λ′
2 − λ′

j, . . . , λ
′
j−1 − λ′

j},

где r — число строк в λ′. Число выступов в λ′ можно записать как q′ =

q′1+q′2, где q′1, q′2 — количества выступов в λ′
(1), λ

′
(2), соответственно. Пусть

A′
1 = λ′

j — размер диаграммы λ′
(1) по горизонтали, B′

2 = j − 1 — размер
λ′
(2) по вертикали. Тогда A′

1 +B′
2 = j − 1 + λ′

j < s. Согласно лемме 5,

q′1 ⩽ A′
1, q′2 ⩽ B′

2,

поэтому общее число выступов в λ′: q′ = q′1 + q′2 ⩽ A′
1 + B′

2 < s. Следова-
тельно, λ′ не является равновесной (см. лемму 2 и теорему 1), т. е. рав-
новесная диаграмма должна полностью содержать в себе треугольную.
Лемма доказана. ■
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Глава 3

IDA2–макросистемы

3.1. Вероятностные характеристики IDA2 – си-
стем

Модель IDA2 – системы является расширением IDA1 – систем на случай
двух измерений. Бесконечный ряд ячеек в этом случае преобразуется в
двумерный массив квадратных ячеек, расположенный в первом квадран-
те и ограниченный вдоль осей x и y бесконечно высокими стенками. Как
и в предыдущем случае, в ячейки случайным образом помещаются шары.
Пусть шар остаётся в своей ячейке, только если он имеет не менее трёх
соседей (как и раньше, под соседом понимается другой шар или же дно
либо стенка ящика). В получающейся таким образом конфигурации из n
шаров заселённости ячеек нестрого убывают в строках и столбцах вдоль
координатных осей. Каждую такую конфигурацию мы и будем считать
микросостоянием системы типа IDA2. В дальнейшем такие конфигура-
ции мы будем описывать плоскими разбиениями числа элементов n. За-
селённости ячеек, как и части плоского разбиения, будем обозначать λij.
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Расстояние между микросостояниями λ и λ′ определим аналогично
случаю IDA1:

ρ(λ, λ′) =
1

2

∑
i,j

|λij − λ′
ij|, (3.1)

что при фиксированном числе элементов соответствует наименьшему ко-
личеству клеток, которые нужно переставить в λ, чтобы получить λ′, и
наоборот.

Обозначим Y3D
n — множество всех трёхмерных диаграмм Юнга с n

клетками. Определив понятия окрестности и единичной окрестности диа-
граммы λ аналогично случаю двумерных диаграмм Юнга, мы можем со-
поставить каждому плоскому разбиению λ следующую вероятность:

PIDA2(λ) =
N(Q(λ))

π(n)
,

где N(Q(λ)) — ёмкость единичной окрестности λ, π(n) — число плоских
разбиений n. Понятия энтропии и равновесного состояния также вполне
аналогичны соответствующим понятиям для систем типа IDA1. Диаграм-
му, являющуюся центром равновесного состояния, мы будем называть
равновесной.

Традиционно трёхмерная диаграмма Юнга рассматривается как мно-
гогранник, составленный из кубов. Однако далее нам будет удобно также
рассматривать её как бесконечную поверхность, состоящую из открытых
граней клеток, а также тех частей координатных плоскостей, которые
не соприкасаются с поверхностями клеток диаграммы. У этой поверхно-
сти имеются грани — многоугольники, составленные из квадратов; грани
пересекаются по рёбрам, параллельным координатным осям; рёбра окан-
чиваются в вершинах. Поскольку многогранник составлен из кубиков, в
каждой вершине пересекается по крайней мере по три ребра и по три гра-
ни. Представление диаграммы в виде поверхности оказывается, в частно-
сти, полезным для чёткой формулировки определений гнезда и вершины
выступа.
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Координаты вершин клеток в трёхмерной диаграмме Юнга (x, y, z) —
всегда целые числа. Клетку диаграммы условимся обозначать координа-
тами вершины, наиболее удалённой от начала координат, так, что клетка,
находящаяся ближе всех к началу координат, имеет координаты (1, 1, 1).
Верхняя клетка столбца λxy имеет координаты (x, y, λxy). Здесь и да-
лее под столбцом диаграммы, в отличие от столбца плоского разбиения,
мы будем понимать не столбец матрицы, изображающей соответствующее
плоское разбиение, а столбец из клеток диаграммы Юнга, высота кото-
рого равна части λxy плоского разбиения λ. Вершины клеток образуют
простую кубическую решётку. У многогранника, которым можно пред-
ставить трёхмерную диаграмму Юнга, три ребра лежат на координатных
осях; конкретная же ориентация осей не важна, так как в любом случае
сохраняется условие невозрастания столбцов.

Согласно нашему определению, единичную окрестность трёхмерной
диаграммы Юнга λ составляют диаграммы, которые получаются из λ

перестановкой одной клетки. По аналогии с двумерными диаграммами
Юнга, попытаемся найти способ, который позволял бы найти ёмкость еди-
ничной окрестности заданного плоского разбиения без непосредственного
построения окрестности или перебора всех остальных разбиений. Для то-
го, чтобы при перестановке клетки из диаграммы Юнга получалась так-
же диаграмма Юнга, т. е. для сохранения условия невозрастания вели-
чин столбцов, клетки могут браться не со всех позиций и переставляться
также не на любые позиции. В связи с этим выделим три типа вершин
трёхмерной диаграммы Юнга.

Определение 1 Точка с координатами (x, y, z), является вершиной
типа 1 (вершиной выступа), если выполняется любое из четырёх экви-
валентных условий:

1. Клетка с этими координатами имеет ровно три открытые грани,
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т. е. не соприкасающиеся с другими клетками или с координатными
плоскостями.

2. Точки: (x+1, y, z), (x, y+1, z) и (x, y, z+1) не являются коорди-
натами существующих клеток диаграммы.

3. В этой точке пересекаются три и только три грани, образующие
выпуклость наружу.

4. В этой точке пересекаются три и только три ребра, и каждое из них
выходит из этой точки в сторону уменьшения координаты.

При формировании единичной окрестности для перестановки могут быть
взяты только вершинные клетки выступов диаграммы. Диаграмма на
рис. 3.1 имеет семь выступов.

Рис. 3.1. Трёхмерная диа-
грамма Юнга с обозначен-
ными на ней выступами
(чёрные кружки) и гнёзда-

ми (серые кружки).

Определение 2 Точка (x, y, z) является вер-
шиной типа 2 (гнездом), если выполняется одно
из следующих эквивалентных условий:

1. В эту точку может быть поставлена клетка,
которая будет иметь координаты (x + 1, y +

1, z+1), так, чтобы полученный объект так-
же являлся трёхмерной диаграммой Юнга.

2. Точки: (x, y + 1, z + 1), (x + 1, y + 1, z) и
(x + 1, y, z + 1) являются координатами су-
ществующих клеток диаграммы.

3. В этой точке пересекаются три и только три
грани, образующие выпуклость внутрь.

4. В этой точке пересекаются три и только три
ребра, так, что каждое из них выходит из
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этой точки в сторону увеличения координа-
ты.

Новая клетка может быть помещена только в гнездо диаграммы. У диа-
граммы, изображённой на рис. 3.1, имеется 11 гнёзд.

К третьему типу отнесём все остальные вершины диаграммы.
У двумерных диаграмм количество гнёзд жёстко связано с количе-

ством выступов: двумерная диаграмма с q выступами имеет q + 1 гнез-
до. В случае же трёхмерных диаграмм количество гнёзд может быть как
больше, так и меньше количества выступов. Нижняя граница числа гнёзд
даётся следующей теоремой (доказательство см. в разделе 3.4):

Теорема 5 Для числа выступов m и гнёзд k в любой трёхмерной диа-
грамме Юнга справедливо следующее:

k ⩾
[m
2

]
+ 3.

Размерами выступа a, b, c будем называть длины рёбер, исходящих из
его вершины. В зависимости от размеров, выступы могут быть подразде-
лены на короткие (a = b = c = 1), длинные (два размера равны единице,
а один размер превышает единицу) и большие (по крайней мере два раз-
мера превышают единицу), см. рис. 3.2. Говоря о коротких выступах, мы
будем считать выступом вершинную клетку данного выступа, а говоря о
длинных выступах, будем считать выступом прямоугольный параллеле-
пипед, ограниченный рёбрами a, b, c.

3.2. Ёмкость единичной окрестности

Чтобы найти число диаграмм, лежащих в единичной окрестности дан-
ной, нужно сосчитать все различные способы перестановки одной клетки
в этой диаграмме. Пусть диаграмма λ содержит m выступов и k гнёзд.
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большой длинный короткие короткие

Рис. 3.2. В зависимости от размеров, выступы можно подразделить на большие, длинные
и короткие.

Найдём для каждого выступа число способов Ni, которыми его вершина
может быть переставлена на новое место, а затем просуммируем получен-
ные числа по всем выступам диаграммы. Поскольку сама исходная диа-
грамма включается в свою единичную окрестность, к полученной сумме
нужно ещё прибавить единицу.

Будем говорить, что гнездо прилежит к вершинной клетке (x, y, z),
если оно имеет координаты (x, y − 1, z − 1), (x − 1, y, z − 1) или (x −

1, y−1, z). При удалении этой клетки прилежащие к ней гнёзда исчезают.
Таким образом, вершинная клетка i-го выступа может быть переставлена
во все гнёзда диаграммы, кроме тех, которые к ней прилежат, поэтому
Ni можно записать в виде: Ni = k − pi, где pi — величина, равная числу
гнёзд, прилежащих к вершинной клетке i-го выступа. Величину pi, как
и в случае IDA1 – систем, мы будем называть вычетом (см. рис. 3.3).
Обозначим множество гнёзд диаграммы как K. Введём функцию

K(x, y, z) =

 1, (x, y, z) ∈ K

0, (x, y, z) /∈ K.

Тогда выражение для вычета pi приобретёт вид:

pi = K(x, y − 1, z − 1) +K(x− 1, y, z − 1) +K(x− 1, y − 1, z).

Вычет отдельного выступа может принимать значения: 0, 1, 2, 3. Ес-
ли pi = 0, то к клетке, являющейся вершиной данного выступа, гнездо



76

p = 0 p = 1 pi = 2 pi = 3

Рис. 3.3. Вычет выступа равен числу гнёзд, прилежащих к его вершинной клетке.

ни с какой стороны не прилежит. Если pi = 2, 3, то выступ состоит из
единственной клетки, так как при удалении этой клетки с диаграммы в
ней станет на одну вершину типа 1 меньше (см. рис. 3.3). Если pi = 1,
то выступ состоит более чем из одной клетки. Так, на рис. 3.3 выступ с
вычетом единица состоит из двух клеток.

Таким образом, мы получаем вид выражения для ёмкости единичной
окрестности диаграммы:

N(Q(λ)) = mk −
m∑
i=1

pi + 1. (3.2)

В [76] для данного плоского разбиения λ выделены шесть «ассоци-
ированных» с ним плоских разбиений, диаграммы которых получаются
из диаграммы λ перестановками координатных осей. В терминах самого
плоского разбиения эти «ассоциированные» разбиения можно получить
следующим образом:

• оставить λ неизменным;

• каждую строку разбиения λ заменить на сопряжённую;

• каждый столбец разбиения λ заменить на сопряжённый;

• транспонировать λ;

• каждую строку разбиения λ заменить на сопряжённую, а затем транс-
понировать;
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Рис. 3.4. Гистограмма ёмкостей окрестностей плоских разбиений n = 14. По горизонтальной
оси откладывается ёмкость, по вертикальной — количество окрестностей с такой ёмкостью.

• каждый столбец разбиения λ заменить на сопряжённый, а затем
транспонировать.

В случае одномерных разбиений подобным образом «ассоциированы» друг
с другом были два разбиения λ и λ̃, т. е. сопряжённые. Так как перечис-
ленные преобразования симметрии не изменяют вид многогранника, изоб-
ражающего плоское разбиение, все плоские разбиения, ассоциированные
с данным разбиением λ, будут иметь равную с ним ёмкость окрестности.

В случае IDA1 – систем имело место совпадение статистик системы
с различимыми состояниями и упорядоченным механизмом их заполне-
ния и системы с неразличимыми элементами и состояниями. Одномерный
ряд заселённостей ячеек λi можно единственным образом расположить
в невозрастающем порядке, так, что микросостоянию II – системы одно-
значно соответствует микросостояние IDA1 – системы. Однако в двумер-
ном массиве существует в общем случае более одного способа располо-
жения чисел с условием невозрастания по столбцам и строкам. Поэтому
один и тот же набор заселённостей ячеек соответствует более чем одно-
му микросостоянию IDA2 – системы. Таким образом, в двумерном случае
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различимость и упорядоченность заполнения состояний изменяют стати-
стику по сравнению со случаем неразличимых состояний.

На рис. 3.4 представлена гистограмма размеров единичных окрестно-
стей плоских разбиений числа n = 14. По горизонтальной оси откладыва-
ется ёмкость окрестности, а по вертикальной — количество окрестностей
с такой ёмкостью. Три разбиения имеют наибольшую единичную окрест-
ность и, следовательно, соответствуют равновесным состояниям. Их диа-
граммы симметричны друг другу. Ниже следует запись этих разбиений
в матричной форме:

λ(1) =


3 2 1 1

2 1 1 0

1 1 0 0

1 0 0 0

 ; λ(2) =


4 2 1

3 1 0

2 0 0

1 0 0

 ; λ(3) =


4 3 2 1

2 1 0 0

1 0 0 0

 .

Трёхмерная диаграмма плоского разбиения λ(1) показана на рис. 3.1.
Определение 3 Оболочка с номером s формируется клетками, коор-

динаты которых удовлетворяют уравнению плоскости:

x+ y + z − 2 = s, s = 1, 2, . . . ,

ортогональной вектору (1, 1, 1).
В кристаллографии это направление обозначается как [111]. Следуя

терминологии, принятой в кристаллографии, можно сказать, что оболоч-
ки принадлежат к семейству кристаллографических плоскостей с индек-
сами Миллера (111) [109].

В [22] для клетки (x, y, z) ∈ λ величина ht(x, y, z) = x + y + z − 2

называется её высотой. Пользуясь этим понятием, можно сказать, что
все клетки s-й оболочки имеют высоту s.

Возможно, кроме того, рекуррентное определение оболочек: именно,
единственная клетка, расположенная у начала координат, формирует первую
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Рис. 3.5. Пирамидальные диаграммы λ(s) для s = 1, . . . , 4.

оболочку. Три прилежащих к ней клетки образуют вторую оболочку, ко-
торая, в свою очередь, соседствует с шестью клетками третьей оболочки,
и так далее. Это определение иллюстрируется рисунком 3.5.

Определение 4 Пирамидальной диаграммой λ(s) будем называть диа-
грамму, составленную из s заполненных оболочек, см. рис. 3.5. Из этого
же рисунка можно видеть, что ёмкости оболочек представляют собой тре-
угольные числа: Ts = s(s+1)/2. Число клеток в пирамидальной диаграм-
ме, таким образом, равно сумме s последовательных треугольных чисел,
или пирамидальному (точнее, тетраэдральному) числу:

ns = T1 + T2 + . . .+ Ts =
s(s+ 1)(s+ 2)

6
. (3.3)

В пирамидальной диаграмме λ(s) число выступов равно ms = Ts, а число
гнёзд ks = Ts+1. Так как все выступы имеют вычеты, равные 3, ёмкость
единичной окрестности, в соответствии с (3.2), равна:

Ns = TsTs+1 − 3Ts + 1. (3.4)

В ряде случаев оказывается полезным анализ диаграммы по её про-
еции на одну из координатных плоскостей, например, на плоскость OXY .
Пример показан на рисунке 3.6. Такая проекция состоит из ломаных ли-
ний. Выступ в проекции имеет вид точки, из которой две линии выхо-
дят в сторону уменьшения координат. На рисунке выступы обозначены
чёрными уголками. Из гнезда (обозначаемого белым уголком) две линии
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Рис. 3.6. Пример диаграммы с её проекцией на плоскость OXY .

Рис. 3.7. Некоторые способы представления 7-й оболочки как совокупности рядов.

выходят в сторону возрастания координат. Трёхмерная диаграмма не мо-
жет быть полностью восстановлена по двумерной проекции. Выступы с
одной и той же координатой по оси Z (лежащие в одном слое) соединя-
ются одной ломаной линией. Лежащие на этой линии гнёзда в реальной
диаграмме имеют координаты по оси Z, меньшие, чем у выступов, и не
всегда одинаковые. Тем не менее гнездо на двумерной ломаной линии
всегда соответствует одному реальному гнезду в диаграмме.

Определение 5 Будем называть рядом с номером i, i = 1, . . . , s, сово-
купность s− i+1 клеток s-й оболочки, имеющих одну и ту же координату
по некоторой координатной оси.

Разделение оболочки на ряды может быть произведено различными
способами (см. рис. 3.7), число которых равно 3s−1, однако всегда s-я обо-
лочка содержит s рядов, длины которых равны s, s− 1, . . . , 1.
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m = s m′ = m− 1 m′′ = m+ 1

Рис. 3.8. Заполнение первого ряда (s+ 1)-й оболочки в двумерной проекции. Слева ряд не
заполнен; в центре ряд заполнен частично; справа ряд заполнен полностью. Серым цветом

показаны выступы и гнёзда, которые исчезают при заполнении ряда.

Допустим, некоторый ряд в диаграмме начинает заполняться клетка-
ми. При частичном заполнении ряда число выступов и гнёзд в диаграмме
не изменяется или уменьшается. Это легко увидеть из рис. 3.8, где по-
казано заполнение первого ряда в двумерной проекции. Следовательно,
увеличение числа выступов и гнёзд может произойти только в том слу-
чае, если увеличивается количество заполненных рядов. При этом ряды
должны заполняться последовательно: i = 1, 2, . . .. На рис. 3.9 показа-
но, что при последовательном заполнении рядов число выступов и число
гнёзд возрастают на единицу с заполнением каждого ряда. Рис. 3.10 пока-
зывает, что при непоследовательном заполнении рядов увеличения числа
выступов и гнёзд не происходит.

Далее, говоря о том, что в диаграмме имеется i заполненных рядов,
мы будем подразумевать, что их номера равны 1, . . . , i.

Определение 6 Диаграмму, состоящую из s заполненных оболочек
и i заполненных рядов с номерами 1, . . . , i на (s + 1)-й оболочке, будем
обозначать λ(si) и называть полнорядной (см. рис. 3.11).

Как и полностью заполненная оболочка, частично заполненная обо-
лочка в полнорядной диаграмме может быть неоднозначным образом раз-
бита на ряды (см. рис. 3.11), однако их количество и длины для данной
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λ(4,1) λ(4,2)

Рис. 3.9. Последовательное заполнение рядов: при заполнении очередного ряда в диаграмме
стало на один выступ и на одно гнездо больше.

Рис. 3.10. При непоследовательном заполнении рядов число выступов и число гнёзд не
возрастают.
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диаграммы λ(si) неизменны.
Полнорядная диаграмма λ(si) содержит nsi = ns + Ts+1 − Ts−i+1 клеток

и msi = Ts + i выступов; число гнёзд в ней равно ksi = Ts+1 + i, если
i = 0, . . . , s, или ksi = Ts+2 при i = s+1. Случаи i = 0, s+1 соответствуют
пирамидальным диаграммам: λ(s,0) ≡ λ(s), λ(s,s+1) ≡ λ(s+1).

Рис. 3.11. В полнорядной диаграмме λ(4,2) ча-
стично заполненная пятая оболочка может быть

разбита на ряды различными способами.

Так же, как и пирамидаль-
ная, непирамидальная полноряд-
ная диаграмма содержит только
короткие выступы. Но, в отли-
чие от пирамидальной, в непи-
рамидальной полнорядной диа-
грамме эти выступы могут иметь
вычет не только 3, но и 2. Так, на
рис. 3.9 диаграмма слева имеет 5

выступов с вычетом 2 (на одном ряду) и 6 выступов с вычетом 3, а диа-
грамма справа имеет 8 выступов с вычетом 2 (на двух рядах) и 4 выступа
с вычетом 3.

Теорема 6 Количество полнорядных диаграмм, имеющих i заполненных
рядов, равняется Li = Ti+1.

Доказательство. Пусть диаграмма состоит из s заполненных оболочек
и i рядов заполнено в (s+1)-й оболочке. Область (s+1)-й оболочки, состо-
ящая из незаполненных рядов, имеет форму треугольника размером s− i

(см. рис. 3.12, слева). Очевидно, число способов расположения i запол-
ненных рядов равно числу способов расположения этого треугольника.

На рис. 3.12 справа схематично изображены вершины выступов s-й
оболочки и показано расположение треугольника, остающегося после за-
полнения i рядов. Все точки, в которых может находиться его верхняя
вершина, обведены на рисунке кружками. Из рисунка видно, что коли-
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Рис. 3.12. При заполнении i рядов открытой остаётся область s-й оболочки в форме тре-
угольника, которая может быть расположена Ti+1 способами.

чество таких точек, а следовательно, и вариантов расположения i запол-
ненных рядов, составляет треугольное число Ti+1. Теорема доказана. ■

3.3. Свойства равновесных диаграмм

Выражение (3.2) показывает, что ёмкость окрестности диаграммы зави-
сит от числа выступов, числа гнёзд и вычетов, т. е. типов выступов. Мож-
но доказать (см. теорему 7 ниже), что существуют диаграммы, у которых
при заданном количестве клеток и число выступов, и число гнёзд прини-
мают наибольшие значения.

Максимальной будем называть диаграмму, имеющую наибольшее чис-
ло выступов и наибольшее число гнёзд при данном числе клеток.

Обозначим λ
(si)
j , j = 0, . . . , s− i, — диаграмма с j клетками сверх λ(si),

содержащая msi выступов и ksi гнёзд (см. рис. 3.13); λ(si)
0 ≡ λ(si). Равно-

весные диаграммы λ
(si)
j будем обозначать λ

(si)
j0 .

Следующие теоремы доказываются в разделе 3.4:

Теорема 7 Диаграммы λ
(si)
j являются максимальными. Других макси-

мальных диаграмм не существует.

Теорема 8 Равновесная диаграмма максимальна.
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λ(7,3) λ
(7,3)
4

Рис. 3.13. Диаграмма λ
(7,3)
4 полностью содержит в себе диаграмму λ(7,3) и имеет столько же

выступов и гнёзд.

При n = nsi максимальной является полнорядная диаграмма. Соглас-
но (3.2), ёмкость окрестности диаграммы определяется не только числом
её выступов и гнёзд, но и вычетами, поэтому не все полнорядные диаграм-
мы оказываются равновесными. В полнорядных диаграммах λ(si) суще-
ствуют только выступы с вычетом 2 или 3. Равновесная же полнорядная
диаграмма λ

(si)
00 имеет наибольшее количество выступов с вычетом 2. Это

количество достигается, если заполнены все ряды, прилежащие к коор-
динатным плоскостям (при i ⩾ 3). Так, две диаграммы: λ(7,3) на рис. 3.13
слева и λ

(7,3)
00 на рис. 3.14 слева, — имеют одинаковые количества клеток

и содержат по 3 заполненных ряда сверх пирамидальной диаграммы, но
в первой из них выступы с вычетом 2 имеются только на двух рядах, а
на второй — на трёх рядах из трёх возможных. Поэтому λ(7,3) является
полнорядной, но не является равновесной, в то время как λ

(7,3)
00 является

и полнорядной, и равновесной. При i = 1 любая полнорядная диаграмма
также и равновесна, а при i = 2 в равновесной полнорядной диаграмме
оба заполненных ряда должны прилежать к координатным плоскостям.

Найдём количества выступов с вычетами 3 и 2 в равновесных полно-
рядных диаграммах λ

(si)
00 . Обозначим эти количества q3 и q2, соответствен-

но. При i = 0 q3 = Ts, q2 = 0. При i = 1, 2, 3 выступы с вычетом 3 образуют
треугольник со стороной s− i, и, кроме того, могут быть на крайних точ-
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Рис. 3.14. Равновесные полнорядные диаграммы: слева i = 3, справа i = 4. Зелёным цветом
выделены выступы с вычетом 2.

ках диаграммы. К примеру, диаграмма, показанная на рис. 3.14 слева,
содержит Ts−3 + 3 выступов с вычетом 3 и 3(s − 1) выступов с вычетом
2. При i > 3 выступы с вычетом 2 находятся только на трёх рядах, а все
остальные имеют вычет 3 (см. рис. 3.14, справа). Количества выступов с
вычетами 2 и 3 в равновесной полнорядной диаграмме можно записать
для различных i следующим образом:

i q3 q2

0 Ts 0

1 Ts−1 Ts+1 − Ts = s+ 1

2 Ts−2 + 1 Ts+1 − Ts−1 − 1 = 2s

3 Ts−3 + 3 Ts+1 − Ts−2 − 3 = 3(s− 1)

i > 3 Ts−i + Ts+1 − Ts−i+4 + 3 3(s− i+ 2)

Отсюда, пользуясь (3.2), можно записать окончательные выражения
для ёмкостей окрестностей полнорядных равновесных диаграмм Nsi ≡
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Рис. 3.15. Ёмкости окрестностей равновесных диаграмм λ
(si)
00 от λ(1) до λ

(7,7)
00 .

N(Q(λ
(si)
00 )):

Nsi = (Ts + i)(Ts+1 + i)− 3(Ts−i + Ti−1)− 2i(s− i+ 2) + 1 при i ⩽ 3;

(3.5)

Nsi = (Ts + i)(Ts+1 + i)− 3(Ts−i + Ts+1 − Ts−i+4 + 3)− 6(s− i+ 2) + 1

(3.6)

при i > 3.

График ёмкостей окрестностей полнорядных рановесных диаграмм λ
(si)
00

от λ(1) до λ
(7,7)
00 представлен на рис. 3.15.

Хотя в рамках данной работы не был найден способ указания всех
равновесных диаграмм для заданного числа клеток n, у равновесных диа-
грамм можно выделить свойства, описанные в следующих теоремах.

Теорема 9 Для того, чтобы диаграмма λ
(si)
j была равновесной, необхо-

димо, чтобы она содержала только короткие и длинные выступы.

Доказательство см. в разделе 3.4.

Теорема 10 Ёмкость окрестности неполнорядной равновесной диаграм-
мы заключена между ёмкостями окрестностей полнорядных равновес-
ных диаграмм:

Nsi < N(Q(λ
(si)
j0 )) < Ns,i+1. (3.7)
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Доказательство. Чтобы доказать левую часть неравенства 3.7, доста-
точно показать, что существует диаграмма с n клетками, окрестность у
которой больше, чем у λ

(si)
00 . В диаграмме λ(si)

00 выступ, вершинная клетка
которого прилежит к одной из координатных осей, имеет вычет 2 или
3. Если теперь к этому выступу добавить ещё j клеток вдоль координат-
ной оси (j > 0), то его вычет станет равным единице, а вычеты остальных
выступов не изменятся. Поэтому ёмкость окрестности получившейся диа-
граммы будет больше, чем у λ

(si)
00 .

Для доказательства правой части неравенства сравним λ
(si)
j0 с λ(s,i+1).

Диаграмма λ
(si)
j0 содержит m = msi выступов и k = ksi гнёзд; в диаграмме

λ(s,i+1) выступов m′ = ms,i+1, гнёзд k′ = ks,i+1. Таким образом, m = m′ − 1,
k ⩽ k′ − 1. С учётом того, что λ(s,i+1) максимальна, рассуждениями, ана-
логичными приведённым в доказательстве теоремы 8, можно доказать,
что N(Q(λ

(si)
j0 )) < Ns,i+1.

Теорема доказана. ■ Исходя из этих принципов, легко показать, что
для трёх первых клеток сверх s-й оболочки в равновесной диаграмме при
s ⩾ 3 единственными допустимыми местами являются гнёзда, лежащие
на координатных осях, так, что по добавлении клеток на эти места диа-
грамма приобретает вид, показанный на рисунке 3.16.

Рис. 3.16. В равновесной диаграмме
при s ⩾ 3 первые три клетки сверх s-
й оболочки всегда занимают позиции,

крайние по координатным осям.

Скажем напоследок о возможных при-
менениях модели IDA2. Во-первых, по-
добно тому как двумерная диаграмма
Юнга описывает некоторое ранговое рас-
пределение, трёхмерной диаграммой Юн-
га можно было бы описать некое распре-
деление, составленное по двум признакам
(скажем, распределение потоков инфор-
мации по интенсивности и времени за-
держки пакета).
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Во-вторых, можно воспользоваться
интересной интерпретацией трёхмерной

диаграммы Юнга, данной в [29]. В этой работе трёхмерная диаграмма
Юнга представляется как последовательность двумерных диаграмм Юн-
га, такая, что

. . . ⊂ λ(−2) ⊂ λ(−1) ⊂ λ(0) ⊃ λ(1) ⊃ λ(2) ⊃ . . . .

Иными словами, разбиение растёт до середины цепочки, а затем умень-
шается. Позже в [110] процесс, описываемый такой последовательностью,
был назван процессом Шура. Допустим, задано некоторое ранговое рас-
пределение потоков информации, характеризуемое двумерной диаграм-
мой Юнга. Составим цепочку, подобную представленной выше, такую,
что рассматриваемая диаграмма находится в её середине. Тогда получен-
ная цепочка и, следовательно, плоское разбиение, даёт процесс роста и
затем уничтожения данного распределения. То есть, переходя от «среза»
к «срезу» трёхмерной диаграммы Юнга, мы будем видеть процесс пере-
хода сети от начального состояния к заданному, когда к сети подклю-
чаются всё новые пользователи и интенсивность потоков растёт, а затем
его разрушения, когда загруженность сети спадает. Рассмотрение макро-
состояния такого процесса как окрестности в смысле IDA2 трёхмерной
диаграммы Юнга даст нам различные его варианты, а макросостояние с
наибольшей окрестностью даст наиболее вероятную совокупность сцена-
риев динамики загруженности сети.

Основные результаты и выводы

IDA2 – система — обобщение IDA1 – системы, в котором элементы явля-
ются неразличимыми, а состояния образуют двумерный массив. Усло-
вие, накладываемое на число ближайших соседей элемента системы, де-
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лает заполнение состояний упорядоченным. Микросостояние системы из
n элементов описывается плоским разбиением λ числа n. В отличие от
одномерного случая, IDA2 – система не может быть эквивалентным обра-
зом представлена как двумерная система с неразличимыми элементами и
состояниями.

Макросостояния определяются как окрестности микросостояний. Ве-
роятность макросостояния с центром в диаграмме λ пропорциональна
ёмкости окрестности λ. В данной работе рассмотрены единичные окрест-
ности микросостояний.

По аналогии со случаем двумерных диаграмм, найдено выражение для
ёмкости единичной окрестности трёхмерной диаграммы Юнга λ. Выясне-
но, что равновесные диаграммы принадлежат множеству так называемых
максимальных диаграмм. Для числа клеток n = nsi = ns + Ts+1 − Ts−i+1

нам известны выражение для ёмкости окрестности и точный вид равно-
весных диаграмм. При nsi < n < ns,i+1 ёмкость окрестности равновесной
диаграммы заключена между ёмкостями окрестностей равновесных диа-
грамм λ

(si)
00 и λ

(s,i+1)
00 .

Модель IDA2 – системы может оказаться полезной при анализе ран-
говых распределений по двум параметрам, а также при поиске наиболее
вероятных сценариев формирования и разрушения заданного одномерно-
го рангового распределения, например, распределения каналов связи по
нагрузке. Кроме того, с помощью этой модели могут исследоваться такие
системы с упорядоченным заполнением состояний, как рост кристаллов,
процесс адсорбции или рост колонии микроорганизмов.

3.4. Доказательства основных теорем

Доказательство теоремы 5. Зафиксируем количество гнёзд k и по-
строим диаграмму с максимальным при данном k количеством выступов;
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число клеток может быть любым. Вначале учтём, что три гнезда, рас-
положенные в крайних по координатным осям точках диаграммы, при-
сутствуют при любом количестве выступов. Эти гнёзда — внешние по
отношению к диаграмме, а все остальные — внутренние в том смысле,
что они так или иначе заключены между выступами.

Построение удобно проводить, пользуясь двумерной проекцией диа-
граммы. На проекции для всех внутренних гнёзд выходящие из них линии
не могут бесконечно идти в сторону возрастания координаты и должны
рано или поздно сделать поворот в сторону её уменьшения. Поэтому каж-
дое внутреннее гнездо на проекции должно быть окружено выступами с
двух сторон. Если предположить, что никакие два гнезда не имеют общих
выступов, получаем m = 2(k − 3) выступов.

Рис. 3.17. Одна из возможных диаграмм с наи-
большим числом выступов на заданное количе-

ство гнёзд и её проекция.

Проекция диаграммы заклю-
чена внутри некоторого прямо-
угольника. В точке этого прямо-
угольника с максимальными ко-
ординатами всегда может быть
помещён дополнительный вы-
ступ, линии из которого не ведут
ни к одному внутреннему гнезду
(если бы такие гнёзда были, то

их можно было бы окружить другими выступами и координаты рассмат-
риваемого выступа перестали бы быть максимальными). Поскольку этот
выступ имеет наибольшие координаты, такой выступ может быть толь-
ко один. Поэтому окончательно для максимального числа выступов на
заданное количество гнёзд получаем m = 2(k − 3) + 1. На рис. 3.17 пред-
ставлена одна из возможных диаграмм с таким числом выступов и её
проекция. Выразив k, получим оценку для количества гнёзд диаграммы
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при заданном числе выступов:

k ⩾ m− 1

2
+ 3.

С учётом того, что k — целое число, приходим к выражению из теоремы 5.
Теорема доказана. ■

Лемма 6 Пусть имеются диаграммы λ и λ′. Если m′ ⩽ m−2 и k′ ⩽ k−2,
то N ′ < N .

Доказательство проводится элементарным вычислением с использо-
ванием формулы (3.2), а также с учётом теоремы 5.

Лемма 7 Если λ ⊃ λ(s) и n = nsi + j, i = 0, . . . , s, j = 0, . . . , s − i, то
m ⩽ msi и k ⩽ ksi. Равенство достигается на диаграммах λ

(si)
j .

Доказательство. Докажем лемму сначала для частного случая n =

nsi.
Предположим, что клетки сверх пирамидальной диаграммы располо-

жены не так, как в λ(si). Допустим, например, что они могут ложиться на
оболочки сверх (s + 1)-й. Но тогда, так как на более высоких оболочках
все ряды длиннее, чем соответствующие ряды на (s+1)-й оболочке, име-
ющихся Ts+1−Ts−i+1 клеток поверх λ(s) хватит для заполнения менее, чем
i рядов, поэтому число выступов и число гнёзд увеличатся меньше, чем
на i, по сравнению с пирамидальной диаграммой, т. е. получим m < msi

и k < ksi.
Если же все новые клетки по-прежнему расположены на одной обо-

лочке, но занимают не ровно i рядов, а больше, то некоторые ряды запол-
няются частично. В качестве примера рассмотрим случай, когда частично
заполнены два последних ряда с номерами i и i+1. Полностью заполнен-
ными здесь являются (i − 1) рядов; при частичном же заполнении двух
последующих рядов количества выступов и гнёзд останутся прежними
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или уменьшатся. Поэтому получаем для выступов m ⩽ Ts + i − 1, для
гнёзд k ⩽ Ts+1 + i− 1. Видим, что m < msi, k < ksi.

В случае nsi < n < ns,i+1 в диаграмме могут быть целиком заполнены
только i рядов, а остальные заполнены частично, причём клетки сверх за-
полненных рядов всегда можно расположить так, чтобы число выступов
в диаграмме не уменьшилось. Следовательно, для диаграмм λ

(si)
j число

выступов снова оказывается m ⩽ msi, а число гнёзд k ⩽ ksi. Лемма дока-
зана. ■

Доказательство теоремы 7. В лемме 7 доказано, что диаграммы
λ
(si)
j обладают наибольшим числом выступов и гнёзд среди диаграмм, пол-
ностью содержащих в себе пирамидальную. Ниже мы докажем, что если
в диаграмме с числом клеток nsi ⩽ n < ns,i+1, i = 0, . . . , s, найдётся хотя
бы один столбец λxy, такой, что λxy < λ

(s)
xy , то такая диаграмма не являет-

ся максимальной; именно, для числа выступов m и числа гнёзд k такой
диаграммы справедливы соотношения: m ⩽ msi и k < ksi.

Ход доказательства теоремы будет следующий. Рассмотрим произ-
вольную диаграмму λ(si)

j и уменьшим произвольный её столбец или группу
столбцов на единицу по сравнению с соответствующими столбцами λ(s).
Верхние клетки этих столбцов переставим на наиболее выгодные в смысле
числа выступов и гнёзд позиции. Докажем, что при этом число выступов
и число гнёзд или хотя бы только число гнёзд уменьшится по сравнению
с исходной диаграммой, т. е. полученная диаграмма не является макси-
мальной.

Так как число выступов и гнёзд в диаграмме увеличивается при за-
полнении клетками очередного ряда, те клетки, которые взяты с вершин
столбцов пирамидальной диаграммы, должны ставиться так, чтобы за-
полнить как можно больше рядов.
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Рис. 3.18. К теореме 7: выступы (чёрные
кружки) и гнёзда (белые кружки) пирами-
дальной диаграммы образуют треугольные
решётки. Обведена возможная область, с ко-

торой берутся клетки.

Пусть последний заполненный
сверх пирамидальной диаграммы
ряд имеет номер i − 1 и ём-
кость s − i + 3. Предположим, что
для заполнения следующего ря-
да ёмкостью s − i + 2 недостаёт
некоторого количества клеток q0.
Для заполнения этого и, возмож-
но, последующих рядов мы взя-
ли клетки с произвольных столб-
цов диаграммы, имевших высоту
λ
(s)
xy . Число этих клеток обозначим

q =
∑

qt, t = 0, . . . , p.
Подсчитаем, на сколько высту-

пов и гнёзд стало меньше в диаграмме, когда были убраны вершинные
клетки упомянутых столбцов; затем выясним, сколько новых выступов
и гнёзд возникло при перестановке этих клеток для заполнения рядов
сверх пирамидальной диаграммы, и покажем, что от такой перестановки
диаграмма перестанет быть максимальной.

У пирамидальной диаграммы вершины выступов лежат в одной плос-
кости, образуя треугольную решётку. Вершинные точки тех клеток, ко-
торые мы решили убрать, образуют в этой плоскости некоторую область.
Она может быть совершенно произвольной. Мы обсудим случай, когда все
взятые клетки принадлежат к единственной односвязной области, «ост-
ровку». Другие случаи рассматриваются аналогично; о возникающих в
этих случаях изменениях будет сказано позже. Если изобразить в той
же плоскости гнёзда, прилежащие к вершинам выступов, получатся две
наложенные друг на друга треугольные решётки; каждый элемент одной
решётки имеет трёх ближайших соседей из другой решётки. Эти решётки
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с отмеченными островком выступов и прилежащими к ним гнёздами по-
казаны на рис. 3.18. Область из выступов может быть разбита на строчки
величиной qt. Нумерацию строк начнём с той строки, у которой с внеш-
ней стороны гнёзд больше, чем выступов. Для пирамидальной диаграммы
легко сосчитать все имеющиеся в области выступы и гнёзда:

выступы гнёзда
q0 + 1

q0

max{q0, q1 + 1}
q1

max{q1, q2 + 1}

q2

max{q2, q3 + 1}

… …
qp−1

max{qp−1, qp + 1}

qp

qp

Когда мы убираем с диаграммы одну клетку (являющуюся одновре-
менно и выступом), на её месте остаётся гнездо. Следовательно, на месте
убранных

∑
qt выступов останется

∑
qt гнёзд. Между этими гнёздами бу-

дут заключены оставшиеся в этой области выступы (в решётке каждый
выступ окружён тремя гнёздами). Таким образом, остаётся:
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гнёзда выступы
q0

min{q0 − 1, q1}

q1

min{q1 − 1, q2}

q2

min{q2 − 1, q1}

… …
min{qp−1 − 1, qp}

qp

Из всех переставленных клеток нас прежде всего будут интересовать q0
клеток, дополняющие i-й ряд диаграммы. В таблице эти клетки показаны
отдельной строкой, но, поскольку мы рассматриваем их независимо от
остальных переставляемых клеток, в принципе, они могут быть взяты из
любых мест рассматриваемой области, при этом логика нижеследующего
доказательства сохраняется. Когда с диаграммы убраны q0−1 выступов, в
области, откуда они убраны, как можно видеть из таблиц, осталось никак
не более q0−2 выступов и q0−1 гнёзд. С другой стороны, этих клеток ещё
недостаточно для заполнения последнего незаполненного ряда. Поэтому
если

∑
qt < q0, то ни при какой перестановке этих клеток увеличения

числа выступов и гнёзд добиться нельзя. Если переставить все q0 клеток,
то на их месте останется не более чем q0 − 1 выступ и пропадёт q0 +

1 гнёзд (в случае, если эти выступы лежат на одной строке), а i-й ряд
будет заполнен, т. е. общее число выступов не изменится: m′ = m, —
зато число гнёзд уменьшится. Ясно, что такая диаграмма перестанет быть
максимальной.

Теперь проверим, будет ли увеличиваться количество выступов и гнёзд
при перестановке оставшихся

∑
qt, t = 1, . . . , p, клеток для полного за-
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полнения некоторого числа рядов. В результате перестановки вышена-
званных клеток на месте той области, с которой они взяты, останется∑

q′t ⩽
∑p−1

t=1 (qt − 1) =
∑p

t=1 qt − qp − (p − 1) выступов, то есть выступов в
этой области стало меньше по крайней мере на qp + p− 1. Легко убедить-
ся, что гнёзд стало меньше по крайней мере на p+ qp. Теперь посмотрим,
сколько выступов и гнёзд может возникнуть, когда эти клетки будут пе-
реставлены для заполнения рядов.

Пусть переставленными клетками заполнено l новых рядов. Для опре-
делённости допустим, что заполнение начинается прямо с ряда ёмкостью
(s+1). Это будет, фактически, доказательством максимальности пирами-
дальной диаграммы, а другие случаи могут быть рассмотрены аналогич-
но. Тогда эти l рядов имеют следующие длины: r1 = s+1, r2 = s, . . . , rl =

s − l + 2. Естественно, что клетки для этого могли быть взяты только с
последующих рядов диаграммы с длинами: q1 ⩽ s− l+ 2− 1 = s− l, q2 ⩽
s− l−1, . . . , qp ⩽ s− l+2−p. Поэтому должно выполняться условие p > l.
При заполнении l рядов возникло l новых выступов и l новых гнёзд. С
другой стороны, в нашей области выступов стало меньше по крайней ме-
ре на qp + p − 1. Поэтому в результате во всей диаграмме стало меньше
на qp + p − 1 − l > 0 выступов и на qp + p − l > 1 гнёзд, следовательно,
полученная диаграмма не является максимальной.

Теперь, как и обещали, скажем несколько слов о том, что изменится,
если рассматриваемая область, из которой берутся клетки, не односвяз-
на. Чтобы правильно сосчитать пропадающие и остающиеся выступы и
гнёзда, снова разобьём нашу область на строчки. Пропадающие выступы
подсчитваются тривиально. Гнёзда считаются по тому же принципу, что
и выступы, с той разницей, что прибавляется одно гнездо всякий раз, ко-
гда линия, соединяющая выступы в строчке, сначала выходит за пределы
области, а потом вновь заходит в неё, так что пропавших гнёзд становится
ещё больше. В остальном доказательство проводится вполне аналогично
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случаю односвязной области.
Ответим ещё на один вопрос, который мог возникнуть при чтении

настоящего доказательства: почему столбцы диаграммы уменьшаются
именно на единицу? Столбец, безусловно, может быть уменьшен и на
большее число клеток, однако при этом, для сохранения условия невоз-
растания величин столбцов, должны быть уменьшены также и столбцы
с бо́льшими координатами. Поэтому можно рассмотреть процесс умень-
шения столбцов поэтапно. Сначала уменьшим на единицу все столбцы,
с которых будут переставляться клетки: и те, которые требуется умень-
шить на единицу, и те, которые должны уменьшиться больше, чем на
единицу. Как уже доказано, перестановка клеток с этих столбцов приве-
дёт к уменьшению числа выступов или гнёзд. Затем переставим по одной
клетке с тех столбцов, которые нужно уменьшить ещё, и так далее. Со-
вершенно аналогично тому, как изложено в настоящем доказательстве,
можно показать, что на каждом этапе количество выступов или гнёзд
будет уменьшаться.

Теорема доказана. ■
Доказательство теоремы 9.
Это доказательство опирается на формулу (3.2) для вычисления еди-

ничной окрестности диаграммы, а также соотношение между количества-
ми выступов и гнёзд из теоремы 5 и проводится независимо от прочих
утверждений.

Пусть в диаграмме λ выступ с номером j имеет вычет, равный нулю.
Докажем, что при перестановке вершины этого выступа на крайнюю точ-
ку диаграммы по одной из координатных осей окрестность диаграммы
увеличится.
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Равенство вычета нулю означает, что при удалении вершины j-го вы-
ступа в диаграмме станет по крайней мере на одно гнездо больше:

k′ ⩾ k + 1.

Пусть x = 1, 2, 3 — число выступов, возникших на месте j-го после то-
го, как была убрана его вершина. Кроме того, при перестановке вершины
j-го выступа в крайнюю точку диаграммы может образоваться новый вы-
ступ. Пусть y = 0, 1 — число новых выступов, образовавшихся в крайней
точке диаграммы.

Тогда число выступов в результирующей диаграмме m′ = m+x+y−1.
Так как при возникновении нового выступа в крайней точке диаграм-

мы добавляется хотя бы одно новое гнездо, можно записать:

k′ ⩾ k + y + 1.

Докажем лемму при всех возможных значениях x и y. Для этого вы-
числим разницу ёмкостей окрестностей полученной и исходной диаграмм
и убедимся в том, что она положительна: N ′ − N = m′k′ − mk −

∑
p′i +∑

pi > 0.
Априори о выступах диаграммы мы знаем следующее:

∑
p′i ⩽ 3m′;∑

pi ⩾ 0.
Этого достаточно, чтобы показать, что лемма верна при y = 1, x ⩾ 2.
При рассмотрении остальных случаев мы будем анализировать вы-

четы всех интересующих нас выступов и обращать внимание на общее
количество выступов.

Выразим суммарный вычет полученной диаграммы через суммарный
вычет исходной:

∑
p′i ⩽

∑
pi + 3x + 3y, где 3x — максимальная сумма

вычетов x выступов, возникших на месте j-го, 3y — наибольшее значение
вычета выступа, который может возникнуть в крайней точке диаграммы.

В случаях y = 0, x = 2, 3 выполняется условие: m ⩾ 2, так как, если
при перестановке клетки в край диаграммы не возникло нового выступа,
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это значит, что на этом месте уже существовал выступ, отличный от ин-
тересующего нас выступа с нулевым вычетом. Согласно теореме 5, имеем
k ⩾ 4. При выполнении этих условий вычисления по формуле (3.2) дают
N ′ > N .

Рис. 3.19. К теореме 9: слева — пример диаграм-
мы с выступами, у которых x = 1. Справа: при

x = 1 всегда возможно y = 1.

Поговорим подробнее о слу-
чае x = 1. Мы имеем выступ, к
вершине которого не прилежит
ни одно гнездо, но при удале-
нии вершинной клетки которого
число выступов не увеличивает-
ся. Это возможно, когда вершин-
ная клетка выступа имеет макси-
мальную для данной диаграммы

координату по некоторой оси и данный выступ принадлежит к некоторой
цепочке выступов, вершины которых имеют также максимальную коор-
динату (см. рис. 3.19). Минимальное число выступов в этом случае будет
равно двум, т. е. m ⩾ 2, k ⩾ 4. Такой специфический вид диаграммы даёт
следующую возможность: вершинная клетка интересующего нас выступа
может быть переставлена в такую крайнюю точку, в которой обязательно
возникнет новый выступ. Именно, эту вершинную клетку всегда можно
переставить в гнездо, лежащее на координатной оси, перпендикулярной
плоскости, в которой лежит цепочка вершин выступов (рис. 3.19). Полу-
чается, что при x = 1 всегда возможно y = 1. Вычисления по форму-
ле (3.2) снова дают N ′ > N . Теорема доказана. ■

Доказательство теоремы 8. Рассмотрим максимальную диаграмму
λ
(si)
j , i = 0, . . . , s, и диаграмму λ′, полученную некоторой перестановкой
клеток из λ(si)

j . Надо доказать, что если k′ < k или m′ < m, то и N ′ < N .
Прежде всего, отметим, что еслиm′ = m−l, то k′ ⩽ k−l. Это следует из
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того, что каждый выступ в максимальной диаграмме окружён двумя или
тремя гнёздами, а при его удалении остаётся только одно гнездо. Случай
m′ ⩽ m−2, k′ ⩽ k−2 рассмотрен в лемме 6, поэтому докажем теорему для
случая m′ = m− 1, k′ ⩽ k − 1. О суммарных вычетах интересующих нас
диаграмм нам, в общем случае, известно следующее:

∑
pi ⩽ 3m,

∑
p′i ⩾

m′, причём для ∆n > 0 имеем
∑

pi < 3m, а при s = 1 имеем
∑

pi ⩽ 2m.
О числе гнёзд максимальной диаграммы мы можем сказать, что k = m+

s + 1. Кроме того, k′ ⩽ k − 2 при ∆n = 0. Учитывая эти соображения, с
использованием (3.2) получаем N −N ′ > 0.

Остался нерассмотренным случай, когда k′ ⩽ k − 1, а m′ = m.
Каким способом можно уменьшить количество гнёзд, не уменьшая ко-

личество выступов? Так, как описано в доказательстве теоремы 7: допу-
стим, с тех столбцов диаграммы, которые равны столбцам пирамидальной
диаграммы, взята строчка клеток длиной q0, так, чтобы до конца запол-
нить некоторый ряд ёмкостью s− i+2. В этом случае в диаграмме станет
на q0 гнёзд меньше, а число выступов останется неизменным. Так как
в исходной диаграмме существовал частично заполненный ряд, а в но-
вой диаграмме имеется заполненный ряд, для суммарных вычетов имеем∑

pi < 3m,
∑

p′i > m′, m′ = m. Для q0 ⩾ 2 и, стало быть, k′ ⩽ k − 2,
получаем N ′ < N . Остаётся рассмотреть случай q0 = 1 и k′ = k − 1. Для
ёмкостей окрестностей, используя (3.2), получаем N − N = m + P − P ′,
где P и P ′ — суммарные вычеты соответственно исходной и полученной
диаграмм.

В исходной диаграмме полностью заполнен (i− 1)-й ряд с s− i+3 вы-
ступами, и вычеты этих выступов равны двум, а клетки с частично запол-
ненного i-го ряда можно расположить по углам диаграммы, так, чтобы
вычеты крайних выступов были равны единице. В полученной диаграмме
вычеты всех выступов на (i−1)-м ряду стали равны трём, а на следующем
ряду вместо s− i+1 выступов с вычетом 3 появилось s− i+2 выступов с
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вычетом 2. Для заполнения i-го ряда не хватает одной клетки, и эта клет-
ка берётся s-й оболочки или с уже заполненных рядов (s+1)-й оболочки.
У выступов, соседних с убранным, вычет может уменьшиться на единицу.
Максимальное количество таких выступов равно шести. Исходя из этого,
получаем P ′ ⩾ P +(s−i+3)−3(s−i+1)+2(s−i+2)−6 = P −2. Таким об-
разом, N−N ′ ⩾ m−2 > 0 при m ⩾ 3. Для m < 3 имеем s = 1, т. е. ряды во
второй оболочке. Единственная ситуация, когда клетка здесь может быть
переставлена с сохранением числа выступов, — это случай i = 1, j = 0 (так
как j = 1 означает заполнение (s + 1)-й оболочки). Но при перестановке
клетки с первого ряда на второй и число выступов, и число гнёзд остают-
ся неизменными, следовательно, этот случай рассматривать не требуется.
Видим, что во всех случаях при уменьшении числа выступов или числа
гнёзд получаем диаграмму, которая имеет меньшую окрестность, чем ис-
ходная, и не является, таким образом, ни максимальной, ни равновесной.
Теорема доказана. ■
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Заключение

Основные результаты диссертационной работы кратко
можно сформулировать следующим образом.

1. Предложены модели макроскопических систем с неразличимыми
элементами, упорядоченным образом распределяемыми по разли-
чимым состояниям (IDA– системы). Микросостояние IDA– системы
однозначно задаётся диаграммой Юнга, а макросостояния представ-
ляют собой окрестности микросостояний. Построены модели макро-
скопических систем для единичных окрестностей.

2. Предложена модель сети Интернет на основе ранговых распреде-
лений. Показано, что её вероятностные свойства описываются мо-
делью одномерной IDA– системы, а динамика может описываться
моделью двумерной IDA– системы.

3. Получены явные выражения для ёмкостей единичных окрестностей
микросостояний одномерных и двумерных IDA– систем.

4. Для одномерной IDA– системы разработан алгоритм, позволяющий
построить все равновесные диаграммы с заданным числом клеток.
Получено явное выражение для ёмкости окрестности равновесной
диаграммы с произвольным числом клеток. В одномерной IDA–
системе выделены оболочки, при заполнении которых наблюдается
скачок ёмкости окрестности равновесной диаграммы.
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5. Для двумерных IDA– систем найдено множество максимальных диа-
грамм, к которому принадлежат все равновесные диаграммы. Уста-
новлены общие свойства равновесных диаграмм. Получены выра-
жения для ёмкостей окрестностей равновесных диаграмм в случае,
когда число клеток принимает значения n = nsi = ns + Ts+1 − Ts−i+1.
Для остальных значений n найдены границы, в которых заключена
ёмкость окрестности равновесной диаграммы.
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Список условных обозначений

λ ⊣ n, |λ| = n — λ является разбиением n

λ̃ — разбиение, сопряжённое λ
CardA, |A| — число элементов в конечном множестве A
h(i, j) — длина крюка клетки (i, j), равная (λi − j) + (λ̃j − i) + 1

λ ⊇ µ — λi ⩾ µi для всех i ⩾ 1

Y — множество всех диаграмм Юнга, упорядоченное по
включению
Yn — множество диаграмм Юнга с n клетками
dimλ — размерность диаграммы λ

p(n) — количество разбиений числа n

π(n) — количество плоских разбиений числа n

Ts — s-е треугольное число, равное s(s+ 1)/2

ns — s-е пирамидальное (тетраэдральное) число, равное s(s+
1)(s+ 2)/6
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