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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ

çàäà÷è äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ è åãî ïðèìåíå-

íèÿ ê èññëåäîâàíèþ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ

âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íåãëàäêèì êîìïëåêñíûì ïîòåíöèàëîì, îïðåäåëÿåìûõ

ïåðèîäè÷åñêèìè è êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Îäíèì èç

ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ â òåîðèè âîçìóùåíèé ëè-

íåéíûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ðåçîëüâåíòíûé ìåòîä, êîòîðûé îñíîâûâàåò-

ñÿ íà ïðåäñòàâëåíèè ïðîåêòîðîâ Ðèññà âîçìóùåííûõ îïåðàòîðîâ ñ ïîìî-

ùüþ èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè. Îäíàêî èçó÷àåìûå îïåðàòîðû íå âñå-

ãäà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì, íåîáõîäèìûì äëÿ ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî ñâÿçàíî ñ îöåíêîé ïðîåêòîðîâ, ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê

áåçóñëîâíîé ðàâíîñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé.

Â êà÷åñòâå ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ âûáðàí ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ, êî-

òîðûé áåð¼ò ñâî¼ íà÷àëî ñ ìåòîäà Ïóàíêàðå íîðìàëüíûõ ôîðì äëÿ îáûê-

íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåñíî ñâÿçàí ñ ìåòîäîì A.M.

Ëÿïóíîâà êèíåìàòè÷åñêîãî ïîäîáèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, àá-

ñòðàêòíûì âàðèàíòîì çàìåíû Êðûëîâà-Áîãîëþáîâà.

Âïåðâûå ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ áûë èçëîæåí Ê.Î. Ôðèäðèõñîì

äëÿ âîçìóùåííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì

ñïåêòðîì. Äàëüíåéøåå ñâî¼ ðàçâèòèå ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ ïîëó÷èë â

ðàáîòàõ À.Ã. Áàñêàêîâà è åãî ó÷åíèêîâ, êîòîðûé ñòàë èñïîëüçîâàòü òåõíèêó

àáñòðàêòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Ñóòü ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ ñîñòîèò â ïðåîáðàçîâàíèè èññëåäó-

åìîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà â îïåðàòîð, ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà

êîòîðîãî áëèçêè ê ñïåêòðàëüíûì ñâîéñòâàì õîðîøî èçó÷åííîãî îïåðàòîðà.

Òåì ñàìûì çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ èçó÷åíèå èññëåäóåìîãî îïåðàòîðà.
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Ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ ïðèìåíÿåòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñïåêòðàëü-

íûõ ñâîéñòâ øèðîêîãî êëàññà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Îïèñàííîå

â äèññåðòàöèè ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïîçâîëÿåò áîëåå ãëóáîêî èçó÷èòü ñïåê-

òðàëüíûå ñâîéñòâà èññëåäóåìîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Øòóðìà-

Ëèóâèëëÿ: ïîëó÷èòü óòî÷íåííóþ, ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíîé ðàíåå, àñèìï-

òîòèêó ñïåêòðà.

Íàèáîëåå ñèëüíûå ðåçóëüòàòû ïî àñèìïòîòèêå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

îïåðàòîðà Õèëëà-Øð¼äèíãåðà ïîëó÷åíû Ìàð÷åíêî Â.À.1, äëÿ ðàññìàòðè-

âàåìîãî íàìè äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, â ñëó÷àå âåùåñòâåííîçíà÷íî-

ãî ïîòåíöèàëà. Òàêæå îòìåòèì ðàáîòû À.Ì. Ñàâ÷óêà2, è À.À. Øêàëèêîâà 3,

â êîòîðûõ ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà èç ïðîñòðàíñòâà W−1
2 ,

ïîýòîìó è îöåíêè ÿâëÿþòñÿ áîëåå ãðóáûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðèâåäåííûìè

â äèññåðòàöèè.

Íåäàâíèå èññëåäîâàíèÿ ðÿäà ìàòåìàòèêîâ (Õ.Ð.Ìàìåäîâà, Ï. Äæàêî-

âà, Á.Ñ. Ìèòÿãèíà, À.À.Øêàëèêîâà, Î.À.Âåëèåâà, Í.Äåðíåêà) ïî óñëîâèÿì

ñïåêòðàëüíîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ïîêàçû-

âàëè âàæíîñòü ïîëó÷åíèÿ áîëåå òî÷íûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé è óòî÷íåííûõ îöåíîê îòêëîíåíèé ïðîåêòîðîâ îò êëàññè-

÷åñêèõ ñèñòåì ïðîåêòîðîâ. Ïîëó÷åíèå òàêèõ óòî÷íåííûõ ôîðìóë äëÿ ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé èçó÷àåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âàæíû ïðè

îöåíêå ëàêóí â ñïåêòðå ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà Õèëëà�Øðåäèíãåðà,

ðàññìàòðèâàåìîãî â L2(R), â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêîãî êîìïëåêñíîãî ïîòåí-

öèàëà. Òàêèì îáðàçîì, òåìà äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé.

1Ìàð÷åíêî Â.À. Îïåðàòîðû Øòóðìà Ëèóâèëëÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ/ Â.À. Ìàð÷åíêî � Ì.: Íàóêà,

1977. � Ñ. 330.
2Øêàëèêîâ À.À. Îïåðàòîðû Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè / À.Ì. Ñàâ÷óê,

À.À. Øêàëèêîâ // Ìàò. çàìåòêè. � 1999. � Ò. 66. � � 6. � Ñ. 897�912.
3Øêàëèêîâ À.À. Îïåðàòîðû Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëàìè�ðàñïðåäåëåíèÿìè / À.Ì. Ñàâ÷óê,

À.À. Øêàëèêîâ // Òð. ÌÌÎ. � 2003. � � 64. � Ñ. 159�212.
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Öåëü ðàáîòû.

1. Ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ

ê îïåðàòîðó ñ áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé.

2. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, âîçìóùåííûõ

îïåðàòîðîì Ãèëüáåðòà�Øìèäòà:

• ïîëó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé;

• ïîëó÷åíèå îöåíîê ñïåêòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ è îöåíîê ðàâíîñõîäè-

ìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ, ñïåê-

òðàëüíàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèîí-

íîé ðàáîòå, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Îòìåòèì íåêîòîðûå èç íèõ:

1. Ðàçðàáîòàíà àáñòðàêòíàÿ ñõåìà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòî-

ðîâ äëÿ îïåðàòîðîâ, áëèçêèõ ê ðàññìàòðèâàåìîìó îïåðàòîðóØòóðìà�

Ëèóâèëëÿ.

2. Èññëåäîâàíû ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà íåñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà

Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ íåãëàäêèì ïîòåíöèàëîì, çàäàâàåìîãî ïåðèîäè-

÷åñêèìè è êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè:

• ïîëó÷åíû íîâûå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèé îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ;

• ïîëó÷åíû îöåíêè îòêëîíåíèé ñïåêòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ âîçìóùåí-

íîãî è íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðîâ (ïîëó÷åíû îöåíêè áåçóñëîâíîé

ðàâíîñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé).
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Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå

ðåçóëüòàòû íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ñòðîãî îáîñíîâàíû øèðîêèì

èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ è äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà Êðûì-

ñêèõ îñåííèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ [6], [8], [9], íà Êðûìñêîé ìåæäóíà-

ðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè [7], [10], íà Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìà-

òåìàòè÷åñêîé øêîëå Ñ.Ã.Êðåéíà [4], íà âåñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå

¾Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ XXI¿ [5], íà ìàòåìàòè÷åñêîì èíòåðíåò-ñåìèíàðå

ISEM (Ãåðìàíèÿ, Áëàóáîéðåí) [11], íà êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ

Á.Ì. Ëåâèòàíà �Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ�

[12], íà ñåìèíàðàõ À.Ã.Áàñêàêîâà, à òàêæå íà íàó÷íûõ ñåññèÿõ ÂÃÓ.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðà-

áîòàõ [1-12]. Ðàáîòû [1], [2], [3] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ðå-

öåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíî-

áðíàóêè ÐÔ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

÷åòûðåõ ãëàâ, ðàçäåëåííûõ íà ïàðàãðàôû, è áèáëèîãðàôèè, ñîäåðæàùåé 61

íàèìåíîâàíèå. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè - 123 ñòðàíèöû.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Â ïåðâîé ãëàâå ââåäåíû èñïîëüçóåìûå â äèññåðòàöèè ïîíÿòèÿ ñïåêòðàëü-

íîé òåîðèè îïåðàòîðîâ, êîòîðûå íåîáõîäèìû ïðè ôîðìóëèðîâàíèè îñíîâ-

íûõ ðåçóëüòàòîâ (ïåðâûé ïàðàãðàô). Òàêæå ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ è òåî-

ðåìû ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ (âòîðîé ïàðàãðàô). Â îñíîâå ìåòîäà

ëåæàò ïîíÿòèÿ ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ è äîïóñòèìîé òðîéêè, ôîðìóëèðó-

åòñÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ. Â òðåòüåì ïàðàãðà-

ôå ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå èññëåäóåìûé â äèññåðòàöèè äèôôåðåíöèàëü-
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íûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íåãëàäêèì ïîòåíöèàëîì Lθ : D(L) ⊂

L2[0, ω] → L2[0, ω], θ ∈ [0, 1], ïîðîæäåííûé íà ïðîìåæóòêå [0, ω] äèô-

ôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì l(x) = −x′′ − vx, ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(Lθ) =
{
x ∈ W 2

2 [0, ω] : x(ω) = eiπθx(0), x′(ω) = eiπθx′(0)
}
.

Âî âòîðîé ãëàâå ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ ïðèìåíÿåòñÿ ê èññëåäîâà-

íèþ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ àáñòðàêòíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, áëèçêèõ

ê èçó÷àåìîìó îïåðàòîðó. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòî-

ðîâ ïðèìåíÿåòñÿ ê àáñòðàêòíûì ëèíåéíûì îïåðàòîðàì, äåéñòâóþùèõ â

ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð

A − B, ãäå îïåðàòîð B ïðèíàäëåæèò äâóñòîðîííåìó èäåàëó îïåðàòîðîâ

Ãèëüáåðòà�Øìèäòà S2(H), îïåðàòîð A = Aθ : D(A) ⊂ H → H� ñàìîñî-

ïðÿæåííûé îïåðàòîð ñ êîìïàêòíîé ðåçîëüâåíòîé, ñïåêòð σ(Aθ) êîòîðîãî

îáðàçóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âèäà

λn =

(
π

ω
(2n+ θ)

)2

, ω > 0, n ∈ Z+, äëÿ θ ∈ {0, 1},

λn,θ =

(
π

ω
(2n+ θ)

)2

, ω > 0, n ∈ Z, äëÿ θ ∈ (0, 1).

Ââîäÿòñÿ îðòîãîíàëüíûå ïðîåêòîðû Ðèññà, êîòîðûå äëÿ ëþáîãî x ∈ H

îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P0,nx = (x, en)en + (x, e−n)e−n, n ∈ N, P0,0x = (x, e0)e0, θ = 0,

Pθ,nx = (x, eθ,n)eθ,n, n ∈ Z, θ ∈ (0, 1),

P1,nx = (x, en)en + (x, e−n−1)e−n−1, n ∈ Z+, θ = 1,

ãäå en, n ∈ Z,� ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Aθ äëÿ θ = 0 è θ = 1 è

eθ,n� ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äëÿ θ ∈ (0, 1).

Íàðÿäó ñ óêàçàííûìè òðàíñôîðìàòîðàìè ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè òðàíñôîðìàòîðîâ âèäà:

JmX = Jθ,mX = J(X − P(m)XP(m)) + P(m)XP(m),
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ΓmX = Γθ,mX = Γ(X − P(m)XP(m)).

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ñòðîèòñÿ àáñòðàêòíàÿ ñõåìà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà

ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ äëÿ îïåðàòîðîâ, áëèçêèõ ê ðàññìàòðèâàåìîìó îïå-

ðàòîðó Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ. Ðàññìîòðåíà îñíîâíàÿ òåîðåìà î ïîäîáèè, à

òàêæå ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îïåðàòîðà Aθ −B.

Â ïðîñòðàíñòâå S2(H) îïðåäåëÿåòñÿ ñåìåéñòâî òðàíñôîðìàòîðîâ Jθ,m,

Γθ,m, m ≥ 0, θ ∈ [0, 1], çàäàâàåìîå íà îïåðàòîðàõ X ∈ S2(H) ôîðìóëàìè:

JperX =
∑
k≥0

PkXPk =
∑
k∈Z

PkXPk +
∑
k∈Z

PkXP−k + P0XP0, X ∈ S2(H),

JapX =
∑
n≥0

PnXPn =
∑
n∈Z

PnXPn +
∑
n∈Z

PnXP−n−1, X ∈ S2(H),

JθX =
∑
n∈Z

PnXPn, X ∈ S2(H), θ ∈ (0, 1),

ΓθX =
∑

λθ,i ̸=λθ,j

Pθ,iXPθ,j

λθ,i − λθ,j
, X ∈ S2(H), θ ∈ [0, 1].

Äëÿ îïåðàòîðà A = Aθ ââîäèòñÿ ïðîñòðàíñòâî äîïóñòèìûõ âîçìóùåíèé

U(f) (ñî ñâîåé íîðìîé ∥ · ∥∗), ñîñòîÿùåå èç îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â S2(H).

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü ÷èñëî m ∈ Z+ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

γθ,m∥B∥∗ <
1

4
,

ãäå ïîñòîÿííàÿ γθ,m èç îïðåäåëåíèÿ äîïóñòèìîé òðîéêè.

Òîãäà îïåðàòîð A−B = Aθ −B ïîäîáåí îïåðàòîðó âèäà

Aθ − JmX̃ = Aθ − P(m)X̃P(m) −
∑

k≥m+1

PkX̃Pk, θ ∈ {0, 1},

Aθ − JmX̃ = Aθ − P(m)X̃P(m) −
∑

|k|≥m+1

PkX̃Pk, θ ∈ (0, 1).

Îïåðàòîð X̃ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

X = BΓX − (ΓX)(JB)− (ΓX)J(BΓX) +B,
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â êîòîðîì J = Jθ,m,Γ = Γθ,m, è óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ â ãèëüáåð-

òîâîì ïðîñòðàíñòâå S2(H). Ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ îïåðàòîðà Aθ −B â

îïåðàòîð Aθ − Jθ,mX̃ îñóùåñòâëÿåò îïåðàòîð I + Γθ,mX̃.

Òåîðåìà 2.4. Ñïåêòð îïåðàòîðà Aθ − B, ãäå θ ∈ (0, 1), äîïóñêàåò

ïðåäñòàâëåíèå â âèäå îáúåäèíåíèÿ

σ(Aθ −B) = σ̃(m)

∪
{λ̃n, |n| ≥ m+ 1}

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ, ãäå σ̃(m) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñ ÷èñëîì

òî÷åê, íå ïðåâîñõîäÿùåì 2m+ 1 è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ̃n, |n| ≥ m+ 1,

äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå âèäà

λ̃n =
π2

ω2
(2n+ θ)2 − (Ben, en) +

α2
n(B)

2n+ θ
ξ(n), |n| ≥ m+ 1.

Åñëè θ ∈ {0, 1}, òî ñïåêòð îïåðàòîðà Aθ−B äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

â âèäå îáúåäèíåíèÿ

σ(Aθ −B) = σ̃(m)

∪( ∪
n≥m+1

σn

)
,

âçàèìíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ, ãäå σ̃(m) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñ

÷èñëîì òî÷åê, íå ïðåâîñõîäÿùåì 2m+1, à ìíîæåñòâà σn = {λ+
n , λ

−
n }, n ≥

m+ 1 íå áîëåå ÷åì äâóõòî÷å÷íûå, ïðè÷åì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ±
n , n ≥

m+ 1, äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå âèäà

λ±
n =

π2

ω2
(2n+ θ)2 − µ±

n + αn(B)η(n), n ≥ m+ 1,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè η è ξ ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó l
4
3 è µ±

n � ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà PnB|Hn.

Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî îïåðàòîðà X èç S2(H) è ëþáîãî θ ∈ [0, 1] ðàñ-

ñìîòðèì äâóñòîðîííþþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë âèäà

αn(X) = αθ,n(X) = ∥X∥−
1
2

2 max{(
∑
|k|≥n

∥XPθ,k∥22)
1
4 , (

∑
|k|≥m+1

∥Pθ,kX∥22)
1
4}.
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Îòìåòèì, ÷òî αn(X) → 0, ïðè n → ∞.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíû îöåíêè ðàâíîñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ

ðàçëîæåíèé äëÿ àáñòðàêòíûõ îïåðàòîðîâ Aθ è Aθ −B, ãäå B ∈ S2(H).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà Ω ⊂ Z+ (åñëè θ ∈ {0, 1}) ñèìâîëîì

P(Ω) îáîçíà÷àåòñÿ ïðîåêòîð P(Ω) =
∑
k∈Ω

Pk =
∑
k∈Ω

Pθ,k. Äëÿ Ω ⊂ Z (åñëè

θ ∈ (0, 1)) ÷åðåç P (Ω) îáîçíà÷àåòñÿ ïðîåêòîð P (Ω) =
∑
k∈Ω

Pk.

Ïóñòü P̃(m), P̃n, n ≥ m + 1,� ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû Ðèññà, ïîñòðîåí-

íûå ïî îïåðàòîðó Aθ −B, ãäå θ ∈ {0, 1}, è ìíîæåñòâàì σ(m), σn, n ≥ m+1.

Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà Ω ⊂ Z+\{0, ...,m} (íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íîãî)

ñèìâîëîì P̃ (Ω) îáîçíà÷èì ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð
∑
k∈Ω

P̃(Ω).

Åñëè θ ∈ (0, 1) è Ω�ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî èç Z\{−m, ...,m},

÷åðåç P (Ω) îáîçíà÷àåòñÿ ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð
∑
k∈Ω

Pk, à ÷åðåç P̃ (Ω)�

ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð
∑
k∈Ω

P̃k.

Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà X ∈ S2(H) è ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà Ω ∈ Z ÷åðåç

α(Ω, X) îáîçíà÷àåòñÿ âåëè÷èíà max
n∈Ω

αn(X).

Òåîðåìà 2.6. Ñóùåñòâóþò ÷èñëà m ∈ Z+, C > 0 òàêèå, ÷òî

∥P̃(m) +
n∑

|k|=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

|k|=m+1

Pk∥ ≤ C

θn
|αn(B)|, θ ∈ (0, 1),

∥P̃(m) +
n∑

k=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

k=m+1

Pk∥ ≤ C

n
|αn(B)|, θ ∈ {0, 1}.

Òðåòüÿ ãëàâà ñîäåðæèò âûâîä îñíîâíûõ ôîðìóë, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïî-

ëó÷åíèÿ àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà Lθ, θ ∈ [0, 1] (ïåð-

âûå òðè ïàðàãðàôà) Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû îñóùåñòâëÿ-

åòñÿ ïðåäâàðèòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå èññëåäóåìîãî îïåðàòîðà ê îïåðàòîðó

Ãèëüáåðòà�Øìèäòà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà k ∈ Z+ òàêîãî, ÷òî

∥Γθ,kV ∥2 < 1,
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îïåðàòîð Lθ = L0
θ − V ïîäîáåí îïåðàòîðó

Aθ −B = L0
θ − Jθ,kV −B0,

ãäå Aθ = L0
θ, îïåðàòîð

B0 = (I + Γθ,kV )−1(V Γθ,kV − (Γθ,kV )Jθ,kV ),

ïðè÷åì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(Aθ −B)(I + Γθ,kV ) = (I + Γθ,kV )(A− Jθ,kV −B0).

Îïåðàòîðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàòîðà Aθ − B â îïåðàòîð Aθ − B =

A− Jθ,kV −B0 ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûé îïåðàòîð I + Γθ,kV.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïðèâåäåíû â ÷åòâåðòîé ãëàâå è ïîëó-

÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì âåëè÷èí, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè

Ôóðüå v̂(n), n ∈ Z, ïîòåíöèàëà v. Ñèìâîëîì lp(J), ãäå p ∈ [1,∞), J ∈ {N,Z},

îáîçíàåòñÿ áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ íà J ñî ñòåïåíüþ p ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïðè ýòîì l1(Z)� áàíàõîâà àëãåáðà

äâóñòîðîííèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñî ñâåðòêîé â êà÷åñòâå óìíîæåíèÿ.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü θ ∈ {0, 1}. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå

÷èñëî m ≥ 1, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà Lθ ïðåäñòàâèì â âèäå

σ(Lθ) = σ(m)

∪( ∪
n≥m+1

σn

)
, (1)

ãäå σ(m) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå íå áîëåå ÷åì èç 2m+1 ÷èñåë,

à ìíîæåñòâà σn = {λ+
n } ∪ {λ−

n }, n ≥ m + 1, íå áîëåå ÷åì äâóõòî÷å÷íûå

è èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé:

λ∓
n = (

π(2n+ θ)

ω
)2 − v̂(0)∓

√
v̂(−2n− θ)v̂(2n+ θ) + η∓1 (n),
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ãäå n ∈ Ω(θ) = {n ∈ Z+ : v̂(−2n− θ)v̂(2n+ θ) ̸= 0} è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

η∓1 óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì:

|η∓1 (n)| ≤ wn
1

n
β∓
1 (n),

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè β∓
1 ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó l2 è ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü w ïðåäñòàâèìà â âèäå

wn =

(
2 +

|v̂(−2n− θ)|
|v̂(2n+ θ)|

+
|v̂(2n+ θ)|
|v̂(−2n− θ)|

)1
2

, n ∈ Ω(θ).

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü θ ∈ {0, 1}. Ïîòåíöèàë v ∈ L2[0, ω] íàçûâàåòñÿ

óñòîé÷èâûì íà áåñêîíå÷íîì ïîäìíîæåñòâå Ω ⊂ 2N+ θ, åñëè ñóùåñòâóþò

ïîñòîÿííûå Ci = C(Ω, θ) > 0, i = 1, 2, è êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Ω0 èç Ω òàêîå,

÷òî äëÿ âñåõ n èç Ω\Ω0 èìåþò ìåñòî îöåíêè

C1 |v̂(−2n− θ)| ≤ |v̂(2n+ θ)| ≤ C2 |v̂(−2n− θ)|.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü θ ∈ {0, 1}. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî m ≥ 1, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà Lθ ïðåäñòàâèì â âèäå (1). Åñëè

ïîòåíöèàë v óñòîé÷èâ íà ìíîæåñòâå Ω ⊂ 2N+ θ, òî èìååò ìåñòî ñëå-

äóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé:

λ∓
n = (

π(2n+ θ)

ω
)2 − v̂(0)∓

√
v̂(−2n− θ)v̂(2n+ θ) + η∓3 (n), n ≥ m+ 1,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè η∓3 óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì:

|η∓3 (n)| ≤
1

n
β∓
3 (n).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè β∓
3 ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó l2.

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü θ ∈ {0, 1}. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå

÷èñëî m ≥ 1, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà Lθ ïðåäñòàâèì â âèäå (1) è èìååò

ìåñòî ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèé:

λ∓
n = (

π(2n+ θ)

ω
)2 − v̂(0) + η∓5 (n),
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ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè η∓5 óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì:

|η∓5 (n)| ≤
1√
n
|v̂(2n+ θ)|

1
2 ξ1(n),

åñëè n ∈ Ω1(θ) = {n ∈ Z+ : v̂(−2n− θ) = 0, v̂(2n+ θ) ̸= 0} è

|η∓5 (n)| ≤
1√
n
|v̂(−2n− θ)|

1
2 ξ2(n),

åñëè n ∈ Ω2(θ) = {n ∈ Z+ : v̂(−2n − θ) ̸= 0, v̂(2n + θ) = 0}, ãäå ñèì-

âîëàìè ξ1(n), ξ2(n) îáîçíà÷àþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðèíàäëåæàùèå

ïðîñòðàíñòâó l2.

Òåîðåìà 4.7. Ïóñòü θ ∈ (0, 1). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå

÷èñëî m ≥ 1, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà Lθ ïðåäñòàâèì â âèäå (1) è èìååò

ìåñòî ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèé:

λ∓
n = (

π(2n+ θ)

ω
)2 − v̂(0) + η∓7 (n),

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè η∓7 óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì:

|η∓7 (n)| ≤
1

n
β∓
7 (n).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè β∓
7 ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó l2.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â äèññåðòàöèè äëÿ ñëó÷àÿ, êî-

ãäà ïîòåíöèàë v ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ÷åòâåðòîé ãëàâû ôîðìóëèðóþòñÿ îöåíêè ðàâíîñ-

õîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé.

Òåîðåìà 4.9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåì 2.1 è 3.1. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà Ω ⊂ Z\{m, ...,m} èìåþò ìåñòî îöåíêè (áåçóñëîâ-

íîé ðàâíîñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé).

∥P̃ (Ω)− P (Ω)∥2 ≤
C1

θ(α(Ω))
1
2

, θ ∈ (0, 1), C1 > 0,
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∥P̃(Ω)− P(Ω)∥2 ≤
C1

(α(Ω))
1
2

, θ ∈ {0, 1}, C1 > 0.

Òåîðåìà 4.10. Åñëè â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû âìåñòî ïðîåê-

òîðîâ P (Ω), P(Ω) ðàññìîòðåòü ïðîåêòîðû âèäà

(I + Γθ,kV )P (Ω)(I + Γθ,kV )−1, (I + Γθ,kV )P(Ω)(I + Γθ,kV )−1,

òî îöåíêè ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

∥P̃ (Ω)− (I+Γθ,kV )P (Ω)(I+Γθ,kV )−1∥2 ≤
C1

θ(α(Ω))
∥B∥2 α(Ω, X̃), θ ∈ (0, 1),

∥P̃(Ω)− (I + Γθ,kV )P(Ω)(I + Γθ,kV )−1∥2 ≤
C1

(α(Ω))
∥B∥2 α(Ω, X̃), θ ∈ {0, 1},

ãäå ïîñòîÿííàÿ C1 > 0.

Òåîðåìà 4.11. Ñóùåñòâóþò ÷èñëà m ∈ Z+, C1 > 0 òàêèå, ÷òî

∥P̃(m) +
n∑

|k|=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

|k|=m+1

Pk∥ ≤ C1

θ
√
n
, θ ∈ (0, 1),

∥P̃(m) +
n∑

k=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

k=m+1

Pk∥ ≤ C1√
n
, θ ∈ {0, 1}.

Ñëåäñòâèå 4.1. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè

lim
n→∞

∥P̃(m) +
n∑

|k|=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

|k|=m+1

Pk∥ = 0, θ ∈ (0, 1),

lim
n→∞

∥P̃(m) +
n∑

k=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

k=m+1

Pk∥ = 0, θ ∈ {0, 1}.
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