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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñïåê-

òðàëüíûõ ñâîéñòâ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íåêîòîðîãî êëàññà ïî-

ñðåäñòâîì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ è äàëüíåéøåìó ðàçâè-

òèþ ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ.

Èññëåäîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ ñîâðåìåííîãî ìàòåìàòè÷åñêî-

ãî àíàëèçà è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà äâóõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ: îïåðàòîðà Äèðàêà, ðàññìàòðèâàåìîãî â

ëåáåãîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ è çàäàâàåìîãî íà ïðîìåæóòêå [0, 2π] ïåðèîäè-

÷åñêèìè, àíòèïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè è êðàåâûìè óñëîâè-

ÿìè Äèðèõëå, à òàêæå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ èíâîëþöèåé, ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2([0, ω],Cm) è çàäàâàåìîãî

íà ïðîìåæóòêå [0, ω] ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.

Êàæäûé èç òàêèõ îïåðàòîðîâ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ðàçíîñòè

ñâîáîäíîãî (íåâîçìóùåííîãî) îïåðàòîðà è âîçìóùåíèÿ (îïåðàòîðà óìíî-

æåíèÿ íà ïîòåíöèàë), ÷òî ïîçâîëÿåò â äàëüíåéøåì ïðè èõ èññëåäîâàíèè

èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ. Ïðèâîäèìàÿ â äèññåðòàöèè ñõå-

ìà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ëèøü àäàïòàöèåé îáùåãî ìåòîäà ïîäîáíûõ

îïåðàòîðîâ, êîòîðûé, íà ñàìîì äåëå, ïîçâîëÿåò íå òîëüêî èçó÷àòü ñïåê-

òðàëüíûå ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî

îïåðàòîðà Äèðàêà è äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ èíâîëþöèåé, íî è

îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü åãî ïðèìåíåíèÿ äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà

äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Îïåðàòîð Äèðàêà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ îïåðàòîðîâ êâàíòîâîé

ìåõàíèêè. Èñòîðèÿ èññëåäîâàíèÿ îïåðàòîðà Äèðàêà íà÷èíàåòñÿ ñ 1929 ãî-
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äà, êîãäà â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ìîäåëè ýâîëþöèè ñïèí-1/2

÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå, Ï.Äèðàêîì áûë ââåäåí â ðàññìîòðåíèå

îïåðàòîð, íàçûâàåìûé â äàëüíåéøåì îïåðàòîðîì Äèðàêà. Îäíèì èç àêòó-

àëüíûõ ïðèìåðîâ èñïîëüçîâàíèÿ äàííîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ åãî èñïîëü-

çîâàíèå ïðè èññëåäîâàíèè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Â ñâîþ î÷åðåäü, óðàâíåíèå Øðåäèí-

ãåðà âîçíèêàåò ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷,ñðåäè êî-

òîðûõ ìîæíî îòìåòèòü òåîðèþ ñëàáî íåèäåàëüíîãî áîçå�ãàçà ïðè T = 0

è äâóìåðíóþ ñàìîôîêóñèðîâêó èíòåíñèâíîãî ñâåòîâîãî ïó÷êà â íåëèíåé-

íîé ñðåäå è äðóãèå ýôôåêòû. Äî íåäàâíåãî âðåìåíè îïåðàòîð Äèðàêà èçó-

÷àëñÿ â îñíîâíîì â ñëó÷àå ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû Q ñ íåïðåðûâíûìè

ôóíêöèÿìè qj
1. Îïåðàòîðó Äèðàêà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè, àíòèïåðèîäè÷åñêè-

ìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, à òàêæå êðåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå ïîñâÿùåíà

ñåðèÿ ñòàòåé Ï. Äæàêîâà è Á. Ìèòÿãèíà 2, À.Ã. Áàñêàêîâà, À.Â. Äåðáó-

øåâà è À.Î.Ùåðáàêîâà 3, ãäå âñå ðóçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû äëÿ îïåðà-

òîðà Äèðàêà ñ ïîòåíöèàëîì Q ∈ L2. Äëÿ ñëó÷àÿ qj ∈ L1[0, π], j = 1, 2,

îïåðàòîð Äèðàêà áûë èçó÷åí â ñòàòüå Ñ.Àëüáåâåðèî, Ð. Î. Ãðèíèâà, ß.

Ìèêèòþêà 4, ãäå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ áûëà èçó-

÷åíà îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ âåùåñòâåííîçíà÷íîé ìàòðèöû Q ïî

äâóì ñïåêòðàì îïåðàòîðà Äèðàêà ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå è Äèðè-

õëå�Íåéìàíà. Íåäàâíî À.À.Ëóíåâûì è Ì.Ì.Ìàëàìóäîì áûë àíîíñèðîâàí

ðåçóëüòàò î áàçèñíîñòè Ðèññà ñèñòåìû êîðíåâûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà Äè-

1Levitan B. M. Sturm�Liouville and Dirac operators / B. M. Levitan and I. S. Sargsyan. � Nauka,

Moscow. � 1988. � 364 p.
2Djakov P. Bari�Markus property for Riesz projections of 1D periodic Dirac operators / P. Djakov and

B. Mityagin // Mat. Nachr. � 2010. � 283 (3) � pp. 443�462.
3Baskakov A. G. The method of similar operators in the spectral analysis of non-self-adjoint Dirac

operators with non-smooth potentials / A. G. Baskakov, A. V. Derbushev and A. O. Shcherbakov //Izv.

RAN Ser. Mat. 75. � 2011. � �3. � pp. 3-28 [Izv. Math. 75 (3), 445�469 (2011)].
4Albeverio S. Inverse spectral problems for Dirac operators with summable potentials / S. Albeverio, R.

O. Hryniv, and Ya. Mykytyuk// Russian J. Math. Phys. � 2005. � 12 (4). � pp.406�423.
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ðàêà, ïîðîæäåííîãî ñèëüíî ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, ñ ïîòåíöè-

àëîì Q ∈ L1[0, π]
5. È òàêæå À.Ì.Ñàâ÷óê è À.À.Øêàëèêîâ îïóáëèêîâàëè

ñòàòüþ 6 ñ ðåçóëüòàòàìè îá àñèìïòîòèêå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåí-

íûõ ôóíêöèé, áàçèñíîñòüþ Ðèññà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ðåãóëÿðíîãî îïå-

ðàòîðà L ïðè qj ∈ Lp[0, π], j = 1, 2, p ≥ 1.

Èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ èíâîëþöèåé, èñ-

ñëåäóåìîãî òàêæå â äèññåðòàöèè,ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî òàêèå îïåðàòîðû ïðèìå-

íÿþòñÿ â òåîðèè ôèëüòðàöèè. Ïðîñòåéøàÿ èíâîëþöèÿ � îòðàæåíèå ïðè-

ìåíÿåòñÿ ïðè îáðàùåíèè âðåìåíè â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõà-

íèêå íåðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ. Èíâîëþòèâíîå îòîáðàæåíèå ïðèìåíÿëîñü

Â.À. Ïëèññîì ïðè èññëåäîâàíèè ñóáãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé, îïèñûâàå-

ìûõ óðàâíåíèÿìè áåç äèññèïàöèè. Ñëåäóåò îòìåòèòü òàêæå, ÷òî ê îáûê-

íîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, ñîäåðæàùèì ïðîñòåéøóþ èí-

âîëþöèþ, ñâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è, íàïðèìåð, çàäà÷à

Áåðíóëëè è Ýéëåðà î âçàèìíûõ òðàåêòîðèÿõ à òàêæå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ

óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ãèïåðáîëè÷åñêîãî è ýëëèïòè÷åñêîãî òè-

ïîâ, åñëè îïåðàòîð óðàâíåíèÿ äîïóñêàåò ôàêòîðèçàöèþ. Äèôôåðåíöèàëü-

íîìó îïåðàòîðó ñ èíâîëþöèåé ïîñâÿùåíà ñåðèÿ ñòàòåé À.Ï.Õðîìîâà è

Ì.Ø.Áóðëóöêîé 7.

Òàêèì îáðàçîì, òåìà äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ âïîëíå àêòóàëüíîé.

5Lunev A. A. On the Riesz Basis Property of the Root Vector System for Dirac-Type 2x2 Systems / A.

A. Lunev , M. M. Malamud // Dokl. Akad. Nauk � 2014. � 458 (3), pp. 1 � 6 [Doklady Mathematics 90

(2), 556�562 (2014)].
6A. Savchuk, A. Shkalikov The Dirac Operator with Complex-Valued Summable Potential / A. Savchuk,

A. Shkalikov // Math. Notes � 2014. � 96 (5), pp. 777�810.
7Áóðëóöêàÿ Ì.Ø. Ôóíêöèîíàëüíî - äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ èíâîëþöèåé è îïåðàòîðû Äè-

ðàêà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè/ Ì.Ø. Áóðëóöêàÿ , À.Ï. Õðîìîâ // Äîêëàäû àêàäåìèè

íàóê. � 2014. � Ò. 454. � � 1. � ñ.15-17.
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Öåëü ðàáîòû.

1. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ è ïðèìåíåíèå ïî-

ñòðîåííîé ñõåìû ìåòîäà äëÿ àáñòðàêòíûõ îïåðàòîðîâ, áëèçêèõ ê ðàññìàò-

ðèâàåìûì îïåðàòîðàì.

2. Èññëåäîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðà Äèðàêà, ðàññìàòðè-

âàåìîãî â ëåáåãîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ è çàäàâàåìîãî íà ïðîìåæóòêå [0, 2π]

ïåðèîäè÷åñêèìè, àíòèïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè è òàêæå êðàå-

âûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå.

3. Èññëåäîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ

èíâîëþöèåé, ðàññìàòðèâàåìîãî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2([0, ω],Cm)

è çàäàâàåìîãî íà ïðîìåæóòêå [0, ω] ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû

ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ, ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ìåòîäîâ òåîðèè ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ, äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìåòîäîâ ôóíêöèîíàëüíîãî è ãàðìîíè÷åñêîãî

àíàëèçà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâ-

ëÿþòñÿ íîâûìè. Èç íèõ âûäåëèì ñëåäóþùèå:

1. Ïîñòðîåíà àáñòðàêòíàÿ ñõåìà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòî-

ðîâ äëÿ îïåðàòîðîâ, áëèçêèõ ê èçó÷àåìîìó îïåðàòîðó Äèðàêà è äèôôåðåí-

öèàëüíîìó îïåðàòîðó ñ èâîëþöèåé.

2. Ïîëó÷åíû ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà Äèðàêà â ëåáåãîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ, ðàññìàòðèâàåìîãî ïðè ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ: ïåðèî-

äè÷åñêèõ, àíòèïåðîäè÷åñêèõ è óñëîâèÿõ Äèðèõëå. Â òîì ÷èñëå ïîëó÷åíà

àñèìïòîòèêà ñïåêòðà (îöåíêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé), à òàêæå ðàâíîñõîäè-

ìîñòü ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé âîçìóùåííîãî è íåâîçìóùåííîãî îïåðà-

òîðîâ.

3. Ïîëó÷åíû ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ
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èíâîëþöèåé, ðàññìàòðèâàåìîãî â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ è çàäàâàå-

ìîãî íà îïðåäåëåííîì ïðîìåæóòêå ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.

Â òîì ÷èñëå ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ñïåêòðà (îöåíêè ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèé), ðàâíîñõîäèìîñòü ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé âîçìóùåííîãî è íåâîç-

ìóùåííîãî îïåðàòîðîâ, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû

îïåðàòîðîâ, ãåíåðèðóåìîé èññëåäóåìûì îïåðàòîðîì.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðå-

òè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðè äàëüíåéøåì ðàçâèòèè

ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ è ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ, à òàê-

æå ïðèìåíåíèè ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ â èññëåäîâàíèè ñïåêòðàëüíûõ

ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà Âî-

ðîíåæñêèõ çèìíèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ Ñ.Ã. Êðåéíà 2010, 2011, 2013,

2014, íà Êðûìñêèõ îñåííèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ 2009, 2010, 2011, íà

Êðûìñêîé ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè 2013, íà êîíôå-

ðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ Á.Ì. Ëåâèòàíà ÌÃÓ 2014, íà ìàòåìàòè÷å-

ñêîì èíòåðíåò-ñåìèíàðå ISEM-2011 (Ãåðìàíèÿ, Áëàóáîéðåí), íà ñåìèíàðàõ

À.Ã. Áàñêàêîâà, à òàêæå íà íàó÷íûõ ñåññèÿõ ÂÃÓ.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáî-

òàõ [1-14]. Ðàáîòû [8] - [11] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ðåöåíçèðó-

åìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè

ÐÔ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

òðåõ ãëàâ, ðàçäåëåííûõ íà ïàðàãðàôû, è áèáëèîãðàôèè, âêëþ÷àþùåé 81

íàèìåíîâàíèå. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè - 107 ñòðàíèö.
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Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ øèðîêî èñïîëüçóåìûå â äèññåðòàöèè îñíîâ-

íûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ, òåîðèè ïîëó-

ãðóïï, à òàêæå îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûå òåîðåìû ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðà-

òîðîâ.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà äàëüíåéøåìó ðàçâèòèþ ìåòîäà ïîäîáíûõ îïå-

ðàòîðîâ è åãî ïðèìåíåíèþ ê èññëåäîâàíèþ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïåðàòî-

ðà Äèðàêà Lbc : D(Lbc) ⊂ F → F , â ëåáåãîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ðàññìàòðè-

âàåìîãî ïðè ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ: ïåðèîäè÷åñêèõ, àíòèïåðîäè÷å-

ñêèõ è óñëîâèÿõ Äèðèõëå, è çàäàâàåìîãî ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíîãî

âûðàæåíèÿ

l(y) = i

 1 0

0 −1

 dy

dt
− vy, v(t) =

 0 P (t)

Q(t) 0

 , t ∈ [0, 2π],

ãäå P,Q ∈ L∞([0, 2π],C1),C1 = C - ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, è F =

F([0, 2π],C2) � îäíî èç îïðåäåëåííûõ ïðîñòðàíñòâ Lp = Lp([0, 2π],C2),

L∞ = L∞([0, 2π],C2) èëè Cb = Cb([0, 2π],C2). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(Lbc)

çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç êðàåâûõ óñëîâèé : ïåðèîäè÷åñêèå (bc=per:

y(0) = y(2π)); àíòèïåðèîäè÷åñêèå (bc=ap: y(0) = −y(2π)); Äèðèõëå

(bc=dir: y1(0) = y2(0), y1(2π) = y2(2π)). À èìåííî, ïîëàãàåòñÿ D(Lbc) =

{y ∈ F1([0, 2π],C2) : y ∈ bc}, ãäå F1([0, 2π],C2) � îäíî èç ïðîñòðàíñòâ

W 1
p ([0, 2π],C2) = {y ∈ Lp([0, 2π],C2), p ≥ 1 : y àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è

ẏ ∈ Lp([0, 2π],C2)} èëè C1([0, 2π],C2) = {y ∈ Cb([0, 2π],C2) : ẏ ∈ Cb} â çà-

âèñèìîñòè îò âûáðàííîãî ïðîñòðàíñòâà F . Åñëè v = 0 (íóëåâîé ïîòåíöèàë),

òî èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë L0
bc äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Lbc, êîòîðûé íàçû-

âàåòñÿ ñâîáîäíûì îïåðàòîðîì Äèðàêà. Â òàêîì ñëó÷àå îïåðàòîð A = L0
bc

ïðè èçó÷åíèè îïåðàòîðà Lbc èãðàåò ðîëü íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà, â òî
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âðåìÿ, êàê îïåðàòîð B óìíîæåíèÿ íà ïîòåíöèàë v èãðàåò ðîëü âîçìóùåíèÿ.

Ò.å. Lbc = A−B.

Îïèñûâàåòñÿ ïîñòðîåíèå àáñòðàêòíîé ñõåìû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïîäîá-

íûõ îïåðàòîðîâ äëÿ îïåðàòîðîâ, áëèçêèõ ïî ñâîèì ñâîéñòâàì ê ðàññìàòðè-

âàåìîìó îïåðàòîðó Äèðàêà è ïðèâîäèòñÿ ïðèìåíåíèå äàííîé ñõåìû äëÿ èñ-

ñëåäóåìîãî îïåðàòîðà Äèðàêà â ëåáåãîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Îäíèì èç îñíîâ-

íûõ ðåçóëüòàòîâ äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ïîäîáèè, ãäå óñòàíîâëå-

íî, ÷òî êàæäûé ðàññìàòðèâàåìûé îïåðàòîð Äèðàêà Lbc, bc ∈ {per, ap, dir},

ïîäîáåí îïåðàòîðó, ÿâëÿþùåìóñÿ ïðÿìîé ñóììîé îïåðàòîðîâ ñ êîíå÷íûì

ðàíãîì. Òàêîé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ ïîñëåäóþùåãî ñïåêòðàëü-

íîãî àíàëèçà èçó÷àåìîãî îïåðàòîðà â ëåáåãîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Òåîðåìà 2.4. Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Lbc : D(Lbc) ∈ F → F

ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñ êîìïàêòíîé ðåçîëüâåíòîé è ñóùåñòâóåò òàêàÿ

íóìåðàöèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé,÷òî σ(Lbc) ïðåäñòàâèì â âèäå

σ(Lbc) = σ(m)

∪
(

∪
|n|≥m+1

σn),

ãäå σ(m) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à σn, |n| ≥ m + 1, îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåí-

ñòâàìè

σn = {n+ β±
n }, lim

n→∞
β±
n = 0, åñëè bc = per;

σn = {n+ 1/2 + α±
n }, lim

n→∞
α±
n = 0, åñëè bc = ap;

σn = {n+ γn}, lim
n→∞

γn = 0, åñëè bc = dir.

Ïîñêîëüêó Pn � ïðîåêòîð Ðèññà, ïîñòðîåííûé ïî îäíîòî÷å÷íîìó ìíî-

æåñòâó {λn} ⊂ σ(L0
bc), P(m) =

∑
|n|≤m

Pn, òî ïóñòü P̃(m), P̃n, |n| ≥ m + 1, �

ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû Ðèññà, ïîñòðîåííûå ïî îïåðàòîðó Lbc è ìíîæå-

ñòâàì σ(m), σn, |n| ≥ m+ 1, ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 2.5. Èìååò ìåñòî ðàâíîñõîäèìîñòü ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæå-
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íèé îïåðàòîðîâ Lbc è L0
bc :

lim
n→∞

∥P̃n − Pn∥ = 0,

lim
n→∞

∥P̃(m) +
n∑

|k|=m+1

(1− |k|
n
)P̃k − P(m) −

n∑
|k|=m+1

(1− |k|
n
)Pk∥ = 0.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà äàëüíåéøåìó ðàçâèòèþ ìåòîäà ïîäîáíûõ îïå-

ðàòîðîâ è åãî ïðèìåíåíèþ ê èññëåäîâàíèþ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ èíâîëþöèåé L : D(L) ⊂ L2([0, ω],Cm) →

L2([0, ω],Cm), ðàññìàòðèâàåìîãî â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ è çàäàâàå-

ìîãî íà ïðîìåæóòêå [0, ω] ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ñ ïîìîùüþ

äèôôåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ

l(y) = y′(x)−Q(x)y(ω − x), x ∈ [0, ω], Q ∈ L2([0, ω], EndCm).

Ïðè÷åì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïå-

ðàòîðà L çàïèñûâàåòñÿ â âèäå y ∈ D(L) = {y ∈ W 1
2 ([0, ω],Cm) : y(0) =

y(ω)}. Îïåðàòîð (L0y)(x) = y′(x) áóäåì íàçûâàòü ñâîáîäíûì îïåðàòîðîì,

èãðàþùèì ðîëü íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà, à (V y)(x) = Q(x)y(ω− x), x ∈

[0, ω], y ∈ L2([0, ω],Cm) áóäåò èãðàòü ðîëü âîçìóùåíèÿ ïðè èññëåäîâàíèè

èñõîäíîãî îïåðàòîðà L. Òàêèì îáðàçîì, èçó÷àåìûé îïåðàòîð L ïðåäñòàâèì

â âèäå L = L0 − V.

Îïèñûâàåòñÿ àáñòðàêòíàÿ ñõåìà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðà-

òîðîâ äëÿ îïåðàòîðîâ, áëèçêèõ ê ðàññìàòðèâàåìîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó

îïåðàòîðó ñ èíâîëþöèåé, è ïðèâîäèòñÿ ïðèìåíåíèå äàííîé ñõåìû äëÿ èñ-

ñëåäóåìîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ èíâîëþöèåé. Îäíèì èç ñíîâ-

íûõ ðåçóëüòàòîâ çäåñü ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ïîäîáèè, ãäå óñòàíîâëåíî, ÷òî

êàæäûé ðàññìàòðèâàåìûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ èíâîëþöèåé ïî-

äîáåí îïåðàòîðó, ÿâëÿþùåìóñÿ ïðÿìîé ñóììîé îïåðàòîðîâ ñ êîíå÷íûì ðàí-

ãîì. Òàêîé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ ïîñëåäóþùåãî ñïåêòðàëüíîãî

àíàëèçà èçó÷àåìîãî îïåðàòîðà.
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äàëüíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ íåîáõîäèìî ââåñòè â ðàññìîò-

ðåíèå îïåðàòîðû Φn ∈ EndCm, n, l ∈ Z, |n| ≥ l + 1, ïðåäñòàâèìûå â âèäå

Φn = Q2n +
ω

2πi

∑
k ̸=0

1

k
(Q2n+k)

2 + Λn,

ãäå
∑

|n|≥l+1

∥ Λn ∥2< ∞.

Ïðè÷åì âçâåøåííîå ñðåäíåå äëÿ îïåðàòîðà Φn çàïèñûâàåòñÿ, êàê

λΦn
=

trΦn

m
=

λ
(1)
n + ...+ λ

(m)
n

m
,

ãäå σ(Φn) = {λ(1)
n , ..., λ

(m)
n }, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (λ

(k)
n ) ÿâëÿåòñÿ ñóììèðó-

åìîé ñ êâàäðàòîì, ò.å.
∑
n∈Z

| λ(k)
n |

2
< ∞.

Òåîðåìà 3.5. Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L : D(L) ⊂

L2([0, ω],Cm) → L2([0, ω],Cm) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñ êîìïàêòíîé

ðåçîëüâåíòîé è ñóùåñòâóåò òàêàÿ íóìåðàöèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé,

÷òî åãî ñïåêòð σ(L) ïðåäñòàâèì â âèäå

σ(L) = σ(l)
∪( ∪

|n|≥l+1

σn

)
,

ãäå σ(l) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à σn îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè

σn = σ

(
i
2πn

ω
In − Φn

)
, |n| ≥ l + 1.

Êðîìå òîãî äëÿ âçâåøåííîãî ñðåäíåãî âåðíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

∣∣∣∣λΦn
−

trQ2n + tr( ω
2πi

∑
k ̸=0

1
k(Q2n+k)

2)

m

∣∣∣∣ ≤ βn, |n| ≥ l + 1,

(βn) � ñóììèðóåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ò.å.
∑
n∈Z

| βn |< ∞.

Ïîñêîëüêó Pn � ïðîåêòîð Ðèññà, ïîñòðîåííûé ïî îäíîòî÷å÷íîìó ìíî-

æåñòâó {λn} ⊂ σ(L0), P(m) =
∑

|n|≤m

Pn, òî P̃(m), P̃n, |n| ≥ m + 1, � ñïåê-

òðàëüíûå ïðîåêòîðû Ðèññà, ïîñòðîåííûå ïî îïåðàòîðó L è ìíîæåñòâàì

σ(m), σn, |n| ≥ m+ 1, ñîîòâåòñòâåííî.
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Äàëåå äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà 0 ̸= X ∈ S2(L2,ω(R,Cm)) ðàññìàòðèâàåòñÿ

äâóñòîðîííÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (αn(X)), îïðåäåëÿåìàÿ â âèäå

αn(X) = ∥X∥−1
2 max


 ∑

|k|≥|n|

∥XPk∥22

 1
2

,

 ∑
|k|≥|n|

∥PkX∥22

 1
2

 , n ∈ Z.

Îòìåòèì, ÷òî αn(X) → 0, n → ∞.

Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà Ω ⊂ Z \ σ0
m (íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íîãî) ñèì-

âîëîì P (Ω) îáîçíà÷èì ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð
∑
k∈Ω

Pk, à ÷åðåç P̃ (Ω)� ñïåê-

òðàëüíûé ïðîåêòîð
∑
k∈Ω

P̃k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α(Ω, X) = max
n∈Ω

αn(X) äëÿ ëþ-

áîãî îïåðàòîðà X è ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà Ω ⊂ Z.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ îïåðàòîðû ΓV, JV, V ΓV ∈

S2(L2,ω(R,Cm)) ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè, ïîñòðîåííûìè ïî âîçìóùåíèþ V

â ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ.

Òåîðåìà 3.6.Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.4. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

ïîäìíîæåñòâà Ω ⊂ Z \ σ0
m èìåþò ìåñòî îöåíêè

∥P̃ (Ω)− P (Ω)∥2 ≤ C1(α(Ω,ΓV ) + α(Ω, B)) ≤

≤ C2(α(Ω,ΓV ) + α(Ω, JV ) + α(Ω, V ΓV )),

ãäå C1, C2 > 0� ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò Ω.

Òåîðåìà 3.7. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.5, òî äëÿ n ≥ m+1

èìåþò ìåñòî îöåíêè

∥P̃(m) +
n∑

|k|=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

|k|=m+1

Pk∥2 ≤

≤ C(αn+1(ΓV ) + αn+1(JV ) + αn+1(V ΓV )),

ãäå C > 0� ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò n.

Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû, òàêæå ñâÿçàííûå ñ àñèìïòîòèêîé ñïåêòðà è ðàâ-

íîñõîäèìîñòüþ ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé äëÿ èññëåäóåìîãî äèôôåðåíöè-
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àëüíîãî îïåðàòîðà ñ èíâîëþöèåé â ñëó÷àå ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà, ò.å. â

ñëó÷àå L : D(L) ⊂ L2[0, ω] → L2[0, ω].

Òåîðåìà 3.8. Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L : D(L) ⊂ L2[0, ω] →

L2[0, ω] ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñ êîìïàêòíîé ðåçîëüâåíòîé è ñóùåñòâóåò

òàêàÿ íóìåðàöèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ÷òî σ(L) ïðåäñòàâèì â âèäå

σ(L) = σ(m)

∪( ∪
n≥m+1

σn

)
,

ãäå σ(m) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñ ÷èñëîì òî÷åê ìåíüøèì èëè ðàâíûì m,

à σn = {λ̃n}, n ≥ m+ 1, ÿâëÿåòñÿ îäíîòî÷å÷íûì ìíîæåñòâîì, ãäå

λ̃n = i
2πn

ω
− q2n −

ω

2πi

∑
k ̸=0

1

k
(q2n+k)

2 + βn,

(βn) � ñóììèðóåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ò.å.
∑
n∈Z

| βn |< ∞.

Òåîðåìà 3.9. Ñóùåñòâóåò m ∈ Z+ òàêîå, ÷òî∑
|n|≥m+1

∥P̃n − Pn∥22 < ∞.

Èìååò ìåñòî ðàâíîñõîäèìîñòü ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé âîçìóùåí-

íîãî è íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðîâ

lim
n→∞

∥P̃(m) +
n∑

k=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

k=m+1

Pk∥2 = 0.

Òàêæå ïîëó÷åíî àñèìòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû, ãåíåðèðóåìîé

èññëåäóåìûì äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì ñ èíâîëþöèåé â ñëó÷àå ñêà-

ëÿðíîãî ïîòåíöèàëà.

Ïóñòü L2,ω = L2,ω[0, ω] � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëåííûõ íà R

êîìïëåêñíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïåðèîäà ω ôóíêöèé, ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðà-

òîì ìîäóëÿ íà [0, ω].

Òåîðåìà 3.10. Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L : D(L) ⊂ L2[0, ω] →

L2[0, ω] ãåíåðèðóåò ãðóïïó îïåðàòîðîâ T : R → EndL2,ω, ïðåäñòàâèìóþ

â âèäå

T (t) = UkmTm(t)U
−1
km, Ukm = I + Vkm, t ∈ R,
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Vkm � îïåðàòîðû Ãèëüáåðòà - Øìèäòà. Ïðè÷åì ãðóïïà îïåðàòîðîâ

Tm : R → EndL2,ω íà ïîäïðîñòðàíñòâå Im(I − P(m)) îïðåäåëÿåòñÿ ðà-

âåíñòâàìè Tm(t)en = ei
2π(n+αn)

ω ten, n ≥ m + 1, (αn) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èç l2, è êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ImP(m) ÿâëÿ-

åòñÿ èíâàðèàíòíûì äëÿ ãðóïïû Tm.
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