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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Êà÷åñòâåííûå è ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû èìåþò äàâ-

íþþ òðàäèöèþ óñïåøíîãî ïðèìåíåíèÿ ê ðàçëè÷íûì çàäà÷àì òåîðèè äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòè ìåòîäû è èõ ïðèëîæåíèÿ âîñõîäÿò ê èìå-

íàì H. Poincar�e, L.E.J. Brouwer'a, Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâà, H. Hopf'a, J. Leray,

Ju. Schauder'a. Äàëüíåéøèå ðàçâèòèÿ ýòèõ ìåòîäîâ îñóùåñòâëÿëèñü â òðóäàõ

Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî, Í.À. Áîáûëåâà, Þ.Ã. Áîðèñîâè÷à, Ï.Ï. Çàáðåéêî, Â.Ã.

Çâÿãèíà, À.È. Ïåðîâà, À.È. Ïîâîëîöêîãî, Á.Í. Ñàäîâñêîãî, Þ.È. Ñàïðîíîâà,

Â.Â. Ñòðûãèíà, K. Deimling'a, J. Mawhin'a, W.V. Petryshyn'a, J.R.L. Webb'a

è ìíîãèõ äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé.

Íà÷èíàÿ ñî âòîðîé ïîëîâèíû XX âåêà, ýòè ìåòîäû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà

òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé. Ðàçâèòèå òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-

íûõ âêëþ÷åíèé ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ

óäîáíûì àïïàðàòîì äëÿ îïèñàíèÿ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ðàçëè÷íûõ êëàññîâ,

ñèñòåì ñ ðàçðûâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, èçó÷àåìûõ â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ

òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ìàòåìàòè÷åñêîé

ýêîíîìèêè è äð. Ðàçëè÷íûå çàäà÷è òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé

áûëè èçó÷åíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ íåëèíåéíîãî è ìíîãîçíà÷íîãî àíàëèçà â

ðàáîòàõ Þ.Ã. Áîðèñîâè÷à, Á.Ä. Ãåëüìàíà, À.Ä. Ìûøêèñà, Â.Â. Îáóõîâñêî-

ãî, Ì.È. Êàìåíñêîãî, À.È. Ïîâîëîöêîãî, Þ.Å. Ãëèêëèõà, Â.Ã. Çâÿãèíà, À.Â.

Àðóòþíîâà, Â.Ã. Çàäîðîæíîãî, À.È. Áóëãàêîâà, Å.Ë. Òîíêîâà, À.À. Òîëñòîíî-

ãîâà, Â.Â. Ôèëèïïîâà, J.-P. Aubin'a, A. Cellina, H. Frankowska, K. Deimling'a,

C. Castaing'a, T. Pruszko, E. Tarafdar'a, S.K. Teo, L. G�orniewicz'a, A. Granas'a,

W. Kryszewski, D. Gabor'a, P. Nistri, S. Hu, N.P. Papageorgiou, P. Zecca, è

äðóãèõ.

Âàæíîå ìåñòî â èññëåäîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé

çàíèìàþò êðàåâûå çàäà÷è, â òîì ÷èñëå çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè ïåðèîäè÷å-

ñêèõ ðåøåíèé. Âåñüìà âàæíîé ÿâëÿåòñÿ òàêæå çàäà÷à î ãëîáàëüíîé ñòðóêòóðå

ìíîæåñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.

Îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ñðåäñòâ ðåøåíèÿ çàäà÷ î ïåðèîäè÷åñêèõ

êîëåáàíèÿõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé, à äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ -

ìåòîä îãðàíè÷èâàþùèõ ôóíêöèé.

Ìåòîä íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé áûë ââåäåí Ì.À. Êðàñíîñåëüñêèì, À.È.
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Ïåðîâûì â 1958ã1 2 3. Ì.À. Êðàñíîñåëüñêèé è À.È. Ïåðîâ îáîáùèëè ïîíÿòèå

ôóíêöèè Ëÿïóíîâà äëÿ èçó÷åíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ, îãðàíè÷åí-

íûõ è ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. ßâëÿþ-

ùèéñÿ ãåîìåòðè÷åñêè ÿñíûì è ïðîñòûì â ïðèìåíåíèè, ìåòîä íàïðàâëÿþùèõ

ôóíêöèé ñòàë ïîïóëÿðåí ñðåäè ìíîãèõ ó÷åíûõ. Ñðåäè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà

ðàáîò, îòíîñÿùèõñÿ ê ýòîìó ìåòîäó, ìû íàïîìíèì: ðàáîòó J. Mawhin'a4, êàñà-

þùóþñÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé; ðàáîòó A. Fonda5,

ãäå áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå èíòåãðàëüíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé; ðàáîòó

L. G�orniewicz'a è S. Plaskacz'a6 ñ ââåäåíèåì íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé îáîá-

ùåíîãî âèäà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé; ðàáîòó Ä. Ðà÷èíñêîãî7 î

ìíîãîëèñòíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèÿõ; ïîíÿòèå íåãëàäêèõ íàïðàâëÿþùèõ

ôóíêöèé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé áûëî ââåäåíî â ðà-

áîòàõ F. de Blasi, L. G�orniewicz, è G. Pianigiani8; M. Lewicka9; Ñ. Êîðíåâà è

Â. Îáóõîâñêîãî10 11; M. Filippakis, L. Gasi�nski, N. Papageorgiou12; íåãëàäêèå

ìíîãîëèñòíûå ôóíêöèÿ áûëè ââåäåíû â ðàáîòå13; îòìåòèì òàêæå ðàáîòó A.

Alonso, C. N�u�nez è R. Obaya14 ñ èçó÷åíèåì ïîëíûõ íàïðàâëÿþùèõ ìíîæåñòâ

äëÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îáîáùàÿ ïîíÿòèå íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé, J. Mawhin â 1974ã.15 ââåë ìåòîä

îãðàíè÷èâàþùèõ ôóíêöèé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïî-

ðÿäêà â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (îòìåòèì, ÷òî îãðàíè÷èâàþùàÿ ôóíê-
1Êðàñíîñåëüñêèé Ì.À., Ïåðîâ À.È. Î íåêîòîðûõ ïðèíöèïàõ ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííûõ, ïåðèîäè÷åñêèõ è ïî÷òè ïåðèî-

äè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìû îáû÷êíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé // ÄÀÍ ÑÑÑÐ. -1958. -Ò.123. -�.2. -Ñ.235-238.
2Êðàñíîñåëüñêèé Ì. Îïåðàòîð ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. -Ì.: Íàóêà. -1966.
3Êðàñíîñåëüñêèé Ì. Çàáðåéêî Ï. Ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû íåëèíåéíîãî àíàëèçà. -Ì.: Íàóêà. -1975.
4Mawhin J. Periodic solutions of nonlinear functional di�erential equations // J. Di�erential Equations. -1971. -V.10. -P.240-261.
5Fonda A. Guiding functions and periodic solutions to functional di�erential equations // Proc. Amer. Math. Soc. -1987. -V.99.

-No.1. -P.79-85.
6G�orniewicz L., Plaskacz S. Periodic solutions of di�erential inclusions in Rn // Boll. U.M.I. -1993. -V.7-A. -P.409-420.
7Rachinskii D. Multivalent guiding functions in forced oscillation problems // Nonlinear Analysis: TMA. -1996. -V.26. -No.3.

-P.631-639.
8De Blasi F., G�orniewicz, Pianigiani G. Topological degree and periodic solutions of di�erential inclusions // Nonlinear Analysis:

TMA. -1999. -V.37. -P.217-245.
9Lewicka M. Locally lipschitzian guiding function method for ODEs // Nonlinear Analysis: TMA. -1998. -V.33. -P.747-758.

10Kornev C., Obukhovskii V. On some developments of the method of integral guiding functions // Funct. Di�. Equ. -2005.

-V.12. -No.3-4. -P.303-310.
11Êîðíåâ Ñ., Îáóõîâñêèé Â. Íåãëàäêèå íàïðàâëÿþùèå ïîòåíöèàëû â çàäà÷àõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé // ÀèÒ. -2007. -�.1.

-Ñ.3-10.
12Filippakis M., Gasi�nski L., Papageorgiou N. Nonsmooth generalized guiding functions for periodic di�erential inclusions //

Nonlinear Di�er. Equ. Appl. -2006. -V.13. - P.43-66.
13Êîðíåâ Ñ., Îáóõîâñêèé Â. Î íåãëàäêèõ ìíîãîëèñòíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèÿõ // Äèôô. óðàâíåíèÿ. -2003. -Ò.39. -�.11.

-Ñ.1497-1503.
14Alonso A., N�u�nez C. and Obaya R. Complete guiding sets for a class of almost-periodic di�erential equations // J. Di�erential

Equations. -2005. -V.208. -P.124-146.
15Mawhin J. Boundary value problems for nonlinear second-order vector di�erential equations // J. Di�erential Equations. -1974.

-V.16. -P.257-269.
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öèÿ âèäà V : Rn → R, V (x) = ∥x∥2 − R2, áûëà èñïîëüçîâàíà âïåðâûå P.

Hartman'îì16). Ýòîò ìåòîä çàòåì áûë èñïîëüçîâàí äëÿ èññëåäîâàíèÿ îáûê-

íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ðàáîòå17. Îòìåòèì òàêæå íåêîòî-

ðûå âàæíûå âêëàäû â ðàçâèòèå ýòîãî ìåòîäà: ðàáîòà V. Taddei18 äëÿ íåãëàä-

êèõ îãðàíè÷èâàþùèõ ôóíêöèé â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå; ðàáîòà G.

Wang'a, M. Zhou è L. Sun'a19 ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà îãðàíè÷èâàþùèõ ôóíê-

öèé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà; ðàáîòà J. Andres'a,

L. Malaguti è V. Taddei20 äëÿ îãðàíè÷èâàþùèõ ôóíêöèé â áàíàõîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå; ðàáîòà I. Benedetti, L. Malaguti è V. Taddei21 äëÿ îãðàíè÷èâàþùèõ

ôóíêöèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ñî ñëàáîé òîïîëîãèåé.

Çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè âåòâè íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé îïåðàòîðíûõ óðàâ-

íåíèé, âûõîäÿùåé èç òî÷êè áèôóðêàöèè áûëà èçó÷åíà Ì.À. Êðàñíîñåëü-

ñêèì22. Òåîðåìà î ãëîáàëüíîé ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà ðåøåíèé îïåðàòîðíûõ

óðàâíåíèé áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå P. Rabinowitz'a23. Ðåçóëüòàòû Ì.À. Êðàñ-

íîñåëüñêîãî è P. Rabinowitz'à áûëè îáîáùåíû â ðàáîòå J.C. Alexander'a è

P.M. Fitzpatrick'a24 äëÿ âêëþ÷åíèé ñ ìíîãîìåðíûìè ïàðàìåòðàìè. Òîïîëîãè-

÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè áèôóðêàöèé ïðèìåíÿëè â ñâîèõ ðàáîòàõ òàêæå Þ.Ã.

Áîðèñîâè÷, Â.Ã. Çâÿãèí, Ì.È. Êàìåíñêèé, À.Ì. Êðàñíîñåëüñêèé, Þ.È. Ñà-

ïðîíîâ, J. Ize, E. Dancer, J. Pejsachowicz, J.A. Yorke, J. Marsden, J. Mawhin,

L. G�orniewicz, W. Kryszewski, D. Gabor, P. Benevieri, M. Furi, S.C. Welsh è

ìíîãèå äðóãèå èññëåäîâàòåëè.

Èç îòìå÷åííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ìåòîäû íàïðàâëÿþùèõ è îãðàíè÷èâà-

þùèõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè ñðåäñòâàìè äëÿ èçó÷åíèÿ ïåðèî-

äè÷åñêèõ è êðàåâûõ çàäà÷. Îäíàêî äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè â ýòèõ ìåòîäàõ è

èõ ïðèìåíåíèÿõ ìîæíî áûëî óêàçàòü ñóùåñòâåííûå ïðîáåëû. Â ÷àñòíîñòè,
16Hartman P. On boundary value problems for systems of ordinary, nonlinear, second-order di�erential equations // Trans. Amer.

Math. Soc. -1960. -V.96. -P.493-509.
17Gaines R., Mawhin J. Coincidence Degree and Nonlinear Di�erential Equations. -Berlin, New York: Springer-Verlag. -1977.
18Taddei V. Bound sets for Floquet boundary value problems: the nonsmooth case // Dis. Cont. Dyn. Sys. -2000. -V.6. -No.2.

-P.459-473.
19Wang G., Zhou M., Sun L. Bounding functions methods for fully nonlinear boundary value problems // Nonlinear Analysis:

TMA. -2006. -V.64. -P.696-705.
20Andres J., Malaguti L. , Taddei V. On boundary values problems in Banach spaces // Dyn. Sys. Appl. -2009. -V.18. -P.275-302.
21Benedetti I., Malaguti L., Taddei V. Semilinear di�erential inclusions via weak topologies // J. Math. Anal. Appl. -2010. -V.368.

-P.90-102.
22Êðàñíîñåëüñêèé Ì.À. Òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. -Ì.: Ãîñ. èçä. òåõíèêî-

òåîðåòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû. -1956.
23Rabinowitz P. Some global results for nonlinear eigenvalue problems // J. Funct. Anal. -1971. -V.7. -P.487-513
24Alexander J.C. and Fitzpatrick P.M. Global bifurcation for solutions of equations involving several parameter multivalued

condensing mappings // Lect. Notes Math. -1981. -V.886. -P.1-19
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ìåòîä îãðàíè÷èâàþùèõ ôóíêöèé íå ïðèìåíÿëñÿ ê èçó÷åíèþ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé ñ íåëîêàëüíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ìå-

òîä íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàëñÿ òîëüêî äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðèìåíåíèå ìåòî-

äà íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé ê èçó÷åíèþ çàäà÷è áèôóðêàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ

ðåøåíèé ñåìåéñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé áûëî òîëüêî íàìå÷åíî.

Ïðèëîæåíèå ìåòîäà íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé ê èçó÷åíèþ çàäà÷è ñóùåñòâî-

âàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé è çàäà÷è áèôóðêàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé

ñåìåéñòâà âêëþ÷åíèé ñ íåëèíåéíûìè ôðåäãîëüìîâûìè îòîáðàæåíèÿìè ðàíåå

íå èçó÷àëîñü. Âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå îãðàíè÷åíèÿ ýòèõ ìåòîäîâ â çíà÷è-

òåëüíîé ñòåïåíè ñíÿòû â äàííîé äèññåðòàöèè.

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Â äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ ñëåäóþ-

ùèå ãëàâíûå çàäà÷è:

- ïðèëîæåíèå ìåòîäà íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé ê èçó÷åíèþ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ îáîáùåííûì ïåðèîäè÷åñêèì óñëîâèåì è èõ ïðèìåíåíèé

â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð;

- ñèñòåìàòè÷åñêîå ïðèëîæåíèå ìåòîäà íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé ê èçó÷å-

íèþ çàäà÷è áèôóðêàöèè ñ ìíîãîìåðíûì ïàðàìåòðîì è åãî ïðèìåíåíèå ê èñ-

ñëåäîâàíèþ áèôóðêàöèè ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé óïðàâëÿåìûõ

ñèñòåì è äèôôåðåíöèàëüíûõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ;

- ðàñïðîñòðàíåíèå ìåòîäà íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé íà äèôôåðåíöèàëüíûå

âêëþ÷åíèÿ â áåñêîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå;

- ïðèëîæåíèÿ ìåòîäà íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé ê èçó÷åíèþ çàäà÷è ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé è çàäà÷è áèôóðêàöèè ñåìåéñòâà ïåðè-

îäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ â âèäå âêëþ÷åíèé

ñ íåëèíåéíûìè ôðåäãîëüìîâûìè îòîáðàæåíèÿìè;

- ïðèëîæåíèå ìåòîäà îãðàíè÷èâàþùèõ ôóíêöèé ê èçó÷åíèþ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé ñ íåëîêàëüíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè;

- ïðèëîæåíèå ìåòîäà îãðàíè÷èâàþùèõ ôóíêöèé ê èññëåäîâàíèþ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè ìíîãî-
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çíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè è òåîðèè áèôóðêàöèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòà-

òû:

1. Ââåäåíî ïîíÿòèå íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ-

÷åíèé ñ îáîáùåííûì ïåðèîäè÷åñêèì óñëîâèåì. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëî-

âèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé èçó÷àåìîé çàäà÷è. Èññëåäîâàíû ïðèìåíåíèÿ ïî-

ëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð.

2. Ìåòîä íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé ðàñïðîñòðàíåí íà äèôôåðåíöèàëüíûå

âêëþ÷åíèÿ â áåñêîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

3. Îñóùåñòâëåíî ñèñòåìàòè÷åñêîå ïðèëîæåíèå ìåòîäà íàïðàâëÿþùèõ

ôóíêöèé ê çàäà÷å áèôóðêàöèè äëÿ ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé

äèôôåðåíöèàëüíî-îïåðàòîðíûõ âêëþ÷åíèé ñ CJ-ìóëüòèîòîáðàæåíèÿìè è

ìíîãîìåðíûì ïàðàìåòðîì.

4. Îïèñàíà ãëîáàëüíàÿ ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ

äâóïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì.

5. Îïèñàíà ãëîáàëüíàÿ ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ

äèôôåðåíöèàëüíûõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè.

6. Ââåäåíî ïîíÿòèå íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè äëÿ âêëþ÷åíèÿ ñ íåëèíåéíûì

ôðåäãîëüìîâûì îïåðàòîðîì. Èçó÷åíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó îðèåíòèðîâàííûì

èíäåêñîì ñîâïàäåíèÿ è èíäåêñîì íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè.

7. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòî-

ðèè äëÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, ñîäåðæàùåé íåëèíåéíûé ôðåäãîëüìîâ îïåðà-

òîð íóëåâîãî èíäåêñà è CJ−ìóëüòèîòîáðàæåíèå.
8. Îïèñàíà ãëîáàëüíàÿ ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé

äëÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, ñîäåðæàùåé íåëèíåéíûé ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð

íóëåâîãî èíäåêñà è CJ−ìóëüòèîòîáðàæåíèå.
9. Ðàñïðîñòðàíåí ìåòîä îãðàíè÷èâàþùèõ ôóíêöèé íà ñëó÷àé äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé ñ íåëîêàëüíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿì â

êîíå÷íîìåðíîì è áåñêîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâàõ.

10. Ðàñïðîñòðàíåí ìåòîä îãðàíè÷èâàþùèõ ôóíêöèé íà ñëó÷àé äèôôåðåí-

öèàëüíûõ âêëþ÷åíèé âòîðîãî ïîðÿäêà â êîíå÷íîìåðíîì è áåñêîíå÷íîìåðíîì

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâàõ.
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Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Ðàáîòà íîñèò

òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ â òåîðèè äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé, òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ,

òåîðèè âåòâëåíèÿ ñåìåéñòâà ðåøåíèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Îíè ìîãóò òàêæå

íàéòè ïðèëîæåíèÿ â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè è òåîðèè èãð.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû. Ðåçóëü-

òàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷-

íîé êîíôåðåíöèè "Îáùèå ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ"(Òàìáîâ,

2013ã.); íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÂÃÏÓ

(2014ã. è 2015ã.); International workshop on nonlinear and variational analysis

(Kaohsiung, Taiwan 2014); International workshop on equilibrium and �xed point

problems: Theory and algorithms (Ha Noi, Viet Nam 2014); íà íàó÷íûõ ñåìèíà-

ðàõ ïðîôåññîðà L. Malaguti (óíèâåðñèòåò Ðåäæî-Ýìèëèè è Ìîäåíû, Èòàëèÿ,

2013ã.), ïðîôåññîðà I. Benedetti (óíèâåðñèòåò Ïåðóäæè, Èòàëèÿ, 2013ã.) è ïðî-

ôåññîðà P. Nistri (óíèâåðñèòåò Ñèåíû, Èòàëèÿ, 2013ã.); âî âðåìÿ ñòàæèðîâêè

äèññåðòàíòà â óíèâåðñèòåòå Ðåäæî-Ýìèëèè è Ìîäåíû (Èòàëèÿ, àïðåëü-èþëü

2013ã.), â íàöèîíàëüíîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Ñóí ßò-Ñåíà (Òàéâàíü, èþíü-

èþëü, 2014ã.), à òàêæå íà ñåìèíàðàõ ïðîôåññîðîâ Â.Â. Îáóõîâñêîãî è Ì.È.

Êàìåíñêîãî âî âðåìÿ ñòàæèðîâêè äèññåðòàíòà â Âîðîíåæñêîì ãîñóäàðñòâåí-

íîì ïåäàãîãè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå (Âîðîíåæ, 2015ã.).

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 28 ðàáîò, èç íèõ 1 ìîíî-

ãðàôèÿ, 17 ñòàòåé, îïóáëèêîâàííûõ â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ âåäóùèõ ðåöåíçè-

ðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè

ÐÔ è 6 òåçèñîâ äîêëàäîâ íà ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ. Èç ñîâ-

ìåñòíûõ ðàáîò [1], [3]-[9], [11]-[13], [15], [17]-[18] â äèññåðòàöèþ âîøëè òîëüêî

ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ëè÷íî äèññåðòàíòîì.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 257 ñòðà-

íèöàõ è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, ðàçáèòûõ â îáùåé ñëîæíîñòè íà 19

ïàðàãðàôîâ, è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 148 íàèìåíîâà-

íèé.
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ÎÁÇÎÐ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈß ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Ïóñòü X, Y - áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà; P (Y ) [Cv(Y ), Kv(Y ), K(Y )] îáî-

çíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü âñåõ íåïóñòûõ [ñîîòâåòñòâåííî: íåïóñòûõ âûïóêëûõ

çàìêíóòûõ, íåïóñòûõ âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ, íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ] ïîä-

ìíîæåñòâ Y . Ñèìâîëîì C([0, T ];X) [Lp([0, T ];X)] îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàí-

ñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ [ñîîòâåòñâåííî: p−ñóììèðóåìûõ, p ≥ 1] ôóíêöèé

x : [0, T ] → X ñ íîðìàìè

∥x∥C = sup
t∈[0,T ]

∥x(t)∥X è ∥x∥p =
(∫ T

0

∥x(t)∥pXdt
) 1

p .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W k,p([0, T ];X) ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñ íîðìîé

∥x∥k,p =

(
k∑

i=0

∥x(i)∥pp

)1/p

.

Ïóñòü W k,p
T ([0, T ];X) - ïîäïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé x ∈ W k,p([0, T ];X)

òàêèõ, ÷òî x(0) = x(T ) è BC(0, r) = {x ∈ C([0, T ];X) : ∥x∥C ≤ r}.
Íîðìà è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ â Rn îáîçíà÷àþòñÿ | · | è

⟨
·, ·
⟩
,

ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü

Bn(0, r) = {x ∈ Rn : |x| ≤ r} è Sn−1(0, r) = {x ∈ Rn : |x| = r}.

Øàð [ñôåðà] Bn(0, 1) [Sn−1(0, 1)] îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Bn [ñîîòâåòñòâåí-

íî, Sn−1]. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî M ∈ K(Y ) íàçûâàåòñÿ àñôåðè÷íûì25,

åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî ëþáîå íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå σ : Sn → Oδ(M), n = 0, 1, 2, · · · , ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî

íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ σ̃ : Bn+1 → Oε(M), ãäå Oδ(M) [Oε(M)] îáîçíà÷à-

åò δ-îêðåñòíîñòü [ñîîòâåòñòâåííî, ε-îêðåñòíîñòü] ìíîæåñòâà M.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó ìóëüòèîòîáðàæåíèå Σ : X →
K (Y ) íàçûâàåòñÿ J−ìóëüòèîòîáðàæåíèåì (Σ ∈ J (X, Y )), åñëè êàæäîå

çíà÷åíèå Σ (x), x ∈ X, ÿâëÿåòñÿ àñôåðè÷íûì ìíîæåñòâîì â Y .

Îòìåòèì, ÷òî ëþáîå íåïðåðûâíîå îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : X → Y

ÿâëÿåòñÿ J−ìóëüòèîòîáðàæåíèåì.
25Ìûøêèñ À.Ä. Îáîáùåíèå òåîðåìû î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû âíóòðè çàìêíóòîé òðàêåòîðèè // Ìàò.

Ñá. -1954. -Ò.34. -Ñ.525-540
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Îïðåäåëåíèå 2. ×åðåç J c(X, Y ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèîòîá-

ðàæåíèé F : X → K(Y ), êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå êîìïî-

çèöèè F = Σq ◦ · · · ◦Σ1, ãäå Σi ∈ J(Xi−1, Xi), i = 1..q, X0 = X, Xq = Y , è Xi

(0 < i < q) - íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè F = φ ◦ Σ,
ãäå Σ - J−ìóëüòèîòîáðàæåíèå è φ−íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, òî F íà-

çûâàåòñÿ CJ−ìóëüòèîòîáðàæåíèåì.

Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : [0, T ]×X → Kv(X) íàçûâàåòñÿ âåðõíèì Êàðàòåî-

äîðè, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X ìóëüòèôóíêöèÿ F (·, x) : [0, T ] → Kv(X) èìååò

èçìåðèìîå ñå÷åíèå è äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ] ìóëüòèîòîáðàæåíèå F (t, ·) : X →
Kv(X) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó. Â ñëó÷àå, êîãäà âåðõíåå Êàðàòåîäîðè ìóëü-

òèîòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì, ìû áóäåì íàçûâàòü

F îòîáðàæåíèåì Êàðàòåîäîðè.

Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : [0, T ] × X → Kv(X) íàçûâàåòñÿ âåðõíèì Êàðà-

òåîäîðè ìóëüòèîòîáðàæåíèåì ñ Lp−ðîñòîì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì

Êàðàòåîäîðè ìóëüòèîòîáðàæåíèåì è äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà

Ω ⊂ X ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ αΩ ∈ Lp
+[0, T ] òàêàÿ, ÷òî

∥F (t, x)∥ := max{∥y∥X : y ∈ F (t, x)} ≤ αΩ(t)

äëÿ âñåõ x ∈ Ω è ï.â. t ∈ [0, T ]. Åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ α ∈ Lp
+[0, T ] òàêàÿ,

÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X è ï.â. t ∈ [0, T ] âûïîëíåíî ∥F (t, x)∥ ≤ α(t)(1 + ∥x∥X),
òî F íàçûâàåòñÿ âåðõíèì Êàðàòåîäîðè ìóëüòèîòîáðàæåíèåì ñ Lp−ïîäëè-
íåéíûì ðîñòîì. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè F : [0, T ]×X → Kv(X) ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì

Êàðàòåîäîðè ìóëüòèîòîáðàæåíèåì ñ Lp−ðîñòîì, òî ìóëüòèîïåðàòîð ñóïåðïî-
çèöèè PF : C([0, T ];X) → Cv

(
Lp([0, T ];X)

)
,

PF (x) =
{
f ∈ Lp([0, T ];X) : f(s) ∈ F (t, x(s)) äëÿ ï.â. s ∈ [0, T ]

}
,

êîððåêòíî îïðåäåëåí è çàìêíóò.

Â äàëüíåéøåì, ïóñòüH - áåñêîíå÷íîìåðíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñ îð-

òîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì {en}∞n=1. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N, ïóñòüHn - n−ìåðíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî H ñ áàçèñîì {ek}nk=1 è Pn - ïðîåêöèÿ íà Hn, êîòîðàÿ ïî-

ðîæäàåò îïåðàòîð Pn : L
2([0, T ];H) → L2([0, T ];Hn), (Pnf)(t) = Pnf(t). Äëÿ

ëþáûõ x, y ∈ H, ÷åðåç
⟨
x, y
⟩
H
îáîçíà÷èì èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H.

Íóìåðàöèÿ îïðåäåëåíèé è òåîðåì â àâòîðåôåðàòå íå ñîâïàäàåò ñ èõ íóìå-

ðàöèåé â äèññåðòàöèè.
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Ïåðâàÿ ãëàâà íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð è ïîñâÿùåíà èçëîæåíèþ

íåîáõîäèìûõ ïîíÿòèé è óòâåðæäåíèé èç òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé, òåîðèè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé,

òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè è ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Âòîðàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôà. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå

îïèñàí êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ìåòîäà íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé ïî Ì.À. Êðàñ-

íîñåëüñêîìó è À.È. Ïåðîâó è íåêîòîðûå åãî îáîáùåíèÿ. Âî âòîðîì ïàðà-

ãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à â êîíå÷íîìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå òèïà:{
u

′
(t) ∈ F (t, u(t)), äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ],

u(T ) ∈ M(u(0)),
(1)

ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ:

(A1) F : [0, T ] × Rn → Kv(Rn) ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì Êàðàòåîäîðè ìóëüòèîòîáðà-

æåíèåì ñ L1−ïîäëèíåéíûì ðîñòîì;

(A2) M : Rn → K(Rn) ÿâëÿåòñÿ J c−ìóëüòèîòîáðàæåíèåì.

Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (1) ìû ïîíèìàåì àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ

u : [0, T ] → Rn, óäîâëåòâîðÿþùóþ (1).

Îïðåäåëåíèå 3. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V : Rn → R íà-

çûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì ïîòåíöèàëîì, åñëè ñóùåñòâóåò rV > 0 òàêîå,

÷òî ∇V (x) =
(∂V (x)

∂x1
, · · · , ∂V (x)

∂xn

)
̸= 0 äëÿ âñåõ x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn òàêèõ,

÷òî |x| ≥ rV .

Îïðåäåëåíèå 4. Íåâûðîæäåííûé ïîòåíöèàë V : Rn → R íàçûâàåòñÿ íà-

ïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ çàäà÷è (1) åñëè ñóùåñòâóåò r∗ > 0 òàêîå, ÷òî

äëÿ êàæäîãî (t, x) ∈ [0, T ]× Rn, |x| ≥ r∗ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ:

(i)
⟨
∇V (x), y

⟩
≥ 0 äëÿ õîòÿ áû îäíîãî y ∈ F (t, x);

(ii) V (x) ≥ V (w) äëÿ âñåõ w ∈ M(x);

(iii)
⟨
∇V (x), x − w

⟩
≥ 0 äëÿ õîòÿ áû îäíîãî w ∈ M(x), åñëè M ïðèíèìàåò

âûïóêëûå çíà÷åíèÿ, èíà÷å äëÿ âñåõ w ∈ M(x).

Ïóñòü r = max{rV , r∗}. Òîãäà òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü deg(∇V,Bn(0, R))

îïðåäåëåíà è íå çàâèñèò îò âûáîðà R ≥ r. Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì

íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè V è îáîçíà÷àåòñÿ Ind V .
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A1) − (A2). Åñëè ñóùåñòâóåò íà-

ïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ V äëÿ çàäà÷è (1) òàêàÿ, ÷òî Ind V ̸= 0, òî çàäà÷à (1)

èìååò ðåøåíèå.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A1) − (A2) è ñóùåñòâóåò r > 0

òàêîå, ÷òî äëÿ (t, x) ∈ [0, T ]× Rn, |x| ≥ r:

a)
⟨
x, y
⟩
≥ 0 äëÿ õîòÿ áû îäíîãî y ∈ F (t, x);

b) ∥M(x)∥ = max{|w| : w ∈ M(x)} ≤ |x|.

Òîãäà çàäà÷à (1) èìååò ðåøåíèå.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A1) − (A2). Åñëè ñóùåñòâóåò

r > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ (t, x) ∈ [0, T ] × Rn, |x| ≥ r, íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí

ýëåìåíò y ∈ F (t, x) òàêîé, ÷òî
⟨
x, y
⟩
≥ 0, òî àíòè-ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à{

u
′
(t) ∈ F (t, u(t)), äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ],

u(T ) = −u(0),

èìååò ðåøåíèå.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå èçëîãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê ðàñïðîñòðàíåíèþ ìå-

òîäà íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé íà äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ â áåñêîíå÷-

íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü A : W 1,2
T ([0, T ];H) → L2([0, T ];H) - ëèíåéíûé îãðà-

íè÷åííûé îïåðàòîð. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå

F : C([0, T ];H) → P (L2([0, T ];H))

íàçûâàåòñÿ A−ðàçðåøèìûì, åñëè èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

{nk} è {xk}, xk ∈ W 1,2
T ([0, T ];Hnk

) òàêèõ, ÷òî

sup
k

∥xk∥C < +∞ è Axk ∈ Pnk
F(xk)

ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ x∗ ∈ W 1,2
T ([0, T ];H), ÷òî Ax∗ ∈ F(x∗).

Ðàññìîòðèì òåïåðü äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèåx′(t) ∈ F (t, x(t)),

x(0) = x(T ),
(2)

ãäå ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : [0, T ]×H → Kv(H) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:
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(F1) F ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì Êàðàòåîäîðè ìóëüòèîòîáðàæåíèåì ñ L2−ïîäëè-
íåéíûì ðîñòîì.

Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (2) ìû ïîíèìàåì ôóíêöèþ x ∈ W 1,2
T ([0, T ];H), êîòîðàÿ

óäîâëåòâîðÿåò (2). Çàìåíèì âêëþ÷åíèå (2) âêëþ÷åíèåì

Ax ∈ PF (x),

ãäå A : W 1,2
T ([0, T ];H) → L2([0, T ];H), Ax = x′, è

PF : C([0, T ];H) → Cv(L2([0, T ], H)) - ìóëüòèîïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè.

Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûé ôóíêöèîíàë V : H → R íàçûâàåòñÿ íåâû-

ðîæäåííûì ïîòåíöèàëîì, åñëè ñóùåñòâóåò rV > 0 òàêîå, ÷òî

∇V (x) =

(
∂V (x)

∂x1
,
∂V (x)

∂x2
, · · ·

)
íå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè âñåõ ∥x∥H ≥ rV , ãäå x = (x1, x2, · · · , xn, · · · ) ∈ H.

Îïðåäåëåíèå 6. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûé ôóíêöèîíàë V íàçûâàåò-

ñÿ ïðîåêöèîííî-îäíîðîäíûì ïîòåíöèàëîì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå n0 ∈ N,
÷òî Pn∇V (x) = ∇V (Pnx) äëÿ ëþáîãî n ≥ n0 è âñåõ x ∈ H.

Äëÿ êàæäîãî n îòîæäåñòâèì Hn
∼= Rn. Òîãäà ñóæåíèå ïîëÿ Pn∇ íà Hn, ìû

ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êàê íåïðåðûâíîå ïîëå Pn∇ : Rn → Rn. Èç Îïðåäåëåíèÿ

6 ñëåäóåò, ÷òî åñëè V - íåâûðîæäåííûé ïðîåêöèîííî-îäíîðîäíûé ïîòåíöèàë,

òî ïîëå Pn∇ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà Sn−1(0, r) äëÿ âñåõ n ≥ n0 è r ≥ rV .

Òîãäà òîïîëîãè÷åñêèå ñòåïåíè vn = deg(Pn∇V,Bn(0, r)), n ≥ n0, êîððåêòíî

îïðåäåëåíû è íå çàâèñÿò îò r ≥ rV . Èíäåêñ íåâûðîæäåííîãî ïðîåêöèîííî-

îäíîðîäíîãî ïîòåíöèàëà V îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Ind V = (vn0
, vn0+1, · · · ).

Ïîä Ind V ̸= 0 ìû ïîíèìàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nk}
òàêàÿ, ÷òî vnk

̸= 0 äëÿ âñåõ nk.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïðîåêöèîííî-îäíîðîäíûé ïîòåíöèàë V : H → R íàçûâà-

åòñÿ èíòåãðàëüíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ çàäà÷è (2), åñëè ñóùåñòâó-

åò N > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x ∈ W 1,2
T ([0, T ];H) èç ∥x∥2 ≥ N

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ f ∈ PF (x) âûïîëíåíî

limn→∞ sign

(∫ T

0

⟨
Pn∇V (x(s)), f(s)

⟩
ds

)
= 1.
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Åñëè V ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ âêëþ÷åíèÿ

(2), òî V ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ïîòåíöèàëîì è ïîýòîìó îïðåäåëåí åãî

èíäåêñ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (F1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò èíòåãðàëüíàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ V äëÿ çàäà÷è (2) òàêàÿ,

÷òî Ind V ̸= 0. Òîãäà åñëè ìóëüòèîïåðàòîð PF îáëàäàåò ñâîéñòâîì

A−ðàçðåøèìîñòè, òî çàäà÷à (2) èìååò ðåøåíèå.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ äåìîíñòðèðóþò íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

A−ðàçðåøèìîñòè ìóëüòèîïåðàòîðà PF .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H êîìïàêòíî âëîæåíî â

áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y è ìóëüòèîòîáðàæåíèå F̃ : [0, T ] × Y → P (Y )

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

(F̃ ) äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ] ìóëüòèîòîáðàæåíèå F̃ (t, ·) : Y → P (Y ) ïîëóíåïðå-

ðûâíî ñâåðõó.

Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóæåíèå F̃|[0,T ]×H
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

â Kv(H) è ìóëüòèîòîáðàæåíèå F = F̃|[0,T ]×H
: [0, T ] × H → Kv(H)

óäîâëåòâîðÿåò (F1). Òîãäà ìóëüòèîïåðàòîð PF îáëàäàåò ñâîéñòâîì

A−ðàçðåøèìîñòè.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : [0, T ] × H → Kv(H) óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ (F1). Òîãäà ìóëüòèîïåðàòîð PF îáëàäàåò ñâîéñòâîì

A−ðàçðåøèìîñòè ïðè âûïîëíåíèè õîòÿ áû îäíîãî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(1i) äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ] ìóëüòèîòîáðàæåíèå F (t, ·) : H → Kv(H) ñëàáî

ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó â ñìûñëå, ÷òî: åñëè xn
H
⇀ x0, òî äëÿ ëþáîãî

ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå N(ε, t) > 0, ÷òî F (t, xn) ⊂ Oε

(
F (t, x0)

)
äëÿ âñåõ

n > N(ε, t);

(2i) ñóùåñòâóåò q0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ≥ q0 ñóæåíèå ìóëü-

òèîòîáðàæåíèÿ F (t, ·) íà Hn ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â Kv(Hn) äëÿ ï.â.

t ∈ [0, T ].

Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à áèôóðêàöèè äëÿ ñå-

ìåéñòâà âêëþ÷åíèé ñ ìíîãîìåðíûì ïàðàìåòðîì òèïà

Lx ∈ Q(x, µ), (3)
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ãäå L : W 1,2
T ([0, T ];Rn) → L2([0, T ];Rn), Lx = x′, è

Q : C([0, T ];Rn) × Rk → K
(
L2([0, T ];Rn)

)
- ìóëüòèîòîáðàæåíèå, óäîâëåòâî-

ðÿþùåå óñëîâèÿì:

(Q1) Q ÿâëÿåòñÿ CJ−ìóëüòèîòîáðàæåíèåì è 0 ∈ Q(0, µ) ïðè âñåõ µ ∈ Rk;

(Q2) äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà Ω ⊂ C([0, T ];Rn) × Rk ìíîæåñòâî

Q(Ω) îãðàíè÷åíî â L2([0, T ];Rn).

Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (3) ìû ïîíèìàåì ïàðó (x, µ) ∈ W 1,2
T ([0, T ];Rn) × Rk,

óäîâëåòâîðÿþùóþ (3). ßñíî, ÷òî çàäà÷à (3) èìååò òðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ (0, µ)

äëÿ âñåõ µ ∈ Rk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî âñåõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé

çàäà÷è (3).

Îïðåäåëåíèå 8. Òî÷êà (0, µ0) ∈ W 1,2
T ([0, T ];Rn) × Rk íàçûâàåòñÿ òî÷êîé

áèôóðêàöèè äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3) åñëè äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊂
W 1,2

T ([0, T ];Rn) × Rk, ñîäåðæàùåãî (0, µ0), ñóùåñòâóåò ðåøåíèå (x, µ) ∈ U

çàäà÷è (3) òàêîå, ÷òî x ̸= 0.

Îïðåäåëåíèå 9. Ñåìåéñòâî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé

Vµ : Rn → R, µ ∈ Rk, íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâîì ëîêàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ

íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3) â (0, 0), åñëè ñóùåñòâóåò ε0 > 0

òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ε ∈ (0, ε0) íàéäåòñÿ ÷èñëî δε > 0 (êîòîðîå íåïðå-

ðûâíî çàâèñèò îò ε) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x ∈ C([0, T ];Rn) èç

0 < ∥x∥C ≤ δε ñëåäóåò, ÷òî∫ T

0

⟨
∇Vµ(x(s)), f(s)

⟩
ds > 0

äëÿ âñåõ µ ∈ Sk−1(0, ε) è âñåõ f ∈ Q(x, µ).

Äëÿ êàæäîãî ε ∈ (0, ε0), ïóñòü Oε = Bn+k
(
0,
√
ε2 + δ2ε

)
. Îïðåäåëèì îòîá-

ðàæåíèå Ṽε : Oε → Rn+1, Ṽε(w, µ) =
{
−∇Vµ(w), ε

2 − |µ|2
}
. Èç Îïðåäåëåíèÿ

9 ñëåäóåò, ÷òî Ṽε íå èìååò íóëåé íà ñôåðå ∂Oε. Îòñþäà, òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòå-

ïåíü deg(Ṽε, Oε) êîððåêòíî îïðåäåëåíà êàê ýëåìåíò â ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïå

ñôåð πn+k(S
n+1) è íå çàâèñèò îò âûáîðà ε ∈ (0, ε0). Ýòîò ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ

ëîêàëüíûì èíäåêñîì ñåìåéñòâà Vµ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç indVµ.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (Q1) − (Q2). Åñëè ñóùåñòâóåò ñå-

ìåéñòâî ëîêàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé Vµ äëÿ çàäà÷è
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(3) â (0, 0) òàêîå, ÷òî indVµ ̸= 0 (íóëåâîé ýëåìåíò ãðóïïû πn+k(S
n+1)), òî

(0, 0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé áèôóðêàöèè äëÿ çàäà÷è (3). Êðîìå òîãî, ñóùåñòâó-

åò ñâÿçíîå ìíîæåñòâî R ⊂ S òàêîå, ÷òî (0, 0) ∈ R è ëèáî R íåîãðàíè÷åíî,

ëèáî R ∋ (0, µ∗) äëÿ íåêîòîðîãî µ∗ ̸= 0.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà:
x′(t) = A(µ)x(t) + f

(
t, x(t), y(t), µ

)
, äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ],

y′(t) ∈ G
(
t, x(t), y(t), µ), äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ],

y(0) = 0, x(0) = x(T ),

(4)

ãäå f : [0, T ] × R2 × Rm × R2 → R2 è G : [0, T ] × R2 × Rm × R2 → Kv(Rm);

µ ∈ R2 - ïàðàìåòð è A(µ) - (2× 2)−ìàòðèöà, îïðåäåëåííàÿ òàê:

A(µ) =

(
2µ1 2µ2

2µ2 −2µ1

)
, µ = (µ1, µ2).

Çäåñü x : [0, T ] → R2 ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé ñèñòåìû, y : [0, T ] → Rm -

ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ. Ïîä ðåøåíèåì ñèñòåìû ìû ïîíèìàåì ïàðó (x, µ) ∈
W 1,2

T ([0, T ];R2) × R2, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ y ∈ W 1,1([0, T ];Rm)

òàêàÿ, ÷òî òðîéêà (x, y, µ) óäîâëåòâîðÿåò (4). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(f1) f ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì Êàðàòåîäîðè;

(f2) ñóùåñòâóåò c > 0 òàêîå, ÷òî |f(t, u, v, µ)| ≤ c|u|(|v|+|µ|), äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ]

è âñåõ (u, v, µ) ∈ R2 × Rm × R2;

(G1) G ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì Êàðàòåîäîðè ìóëüòèîòîáðàæåíèåì;

(G2) ñóùåñòâóåò d > 0 òàêîå, ÷òî ∥G(t, u, v, µ)∥ ≤ d(|u| + |v| + |µ|), äëÿ ï.â.

t ∈ [0, T ] è âñåõ (u, v, µ) ∈ R2 × Rm × R2.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (f1)− (f2) è (G1)− (G2). Åñëè

c(1 + TdeTd) < 2,

òî (0, 0) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òî÷êîé áèôóðêàöèè äëÿ çàäà÷è (4) è , êðî-

ìå òîãî, ñóùåñòâóåò íåîãðàíè÷åííîå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâîR ìíîæåñòâà

íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (4) òàêîå, ÷òî (0, 0) ∈ R.
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Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå çàäà÷à áèôóðêàöèè äëÿ ñåìåé-

ñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé. Èìåííî, èçó÷àåòñÿ çàäà÷àx′(t) ∈ F(t, x(t), µ), äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ],

x(0) = x(T ),
(5)

ãäå F : [0, T ]×Rn×Rk → Kv(Rn) - âåðõíåå Êàðàòåîäîðè ìóëüòèîòîáðàæåíèå

ñ L2−ðîñòîì òàêîå, ÷òî 0 ∈ F(t, 0, µ) äëÿ âñåõ µ ∈ Rk è ï.â. t ∈ [0, T ].

Ñåìåéñòâî ëîêàëüíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé äëÿ çàäà÷è (5) çàäàåòñÿ

àíàëîãè÷íî Îïðåäåëåíèþ 9 ñ çàìå÷àíèåì, ÷òî âìåñòî f ∈ Q(x, µ) ìû ïî-

òðåáóåì f ∈ PF(x, µ).

Òåîðåìà 7. Åñëè ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ëîêàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ íàïðàâ-

ëÿþùèõ ôóíêöèé Vµ äëÿ çàäà÷è (5) â (0, 0) òàêîå, ÷òî indVµ ̸= 0, òî ñóùå-

ñòâóåò ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî R ìíîæåñòâà âñåõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøå-

íèé çàäà÷è (5) òàêîå, ÷òî (0, 0) ∈ R è ëèáî R íåîãðàíè÷åíî, ëèáî R ∋ (0, µ∗)

äëÿ íåêîòîðîãî µ∗ ̸= 0.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî äèôôåðåíöèàëüíûõ âàðèà-

öèîííûõ íåðàâåíñòâ òèïà:
x′(t) = A(µ)x(t) + f

(
t, x(t), u(t), µ

)
äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ],⟨

ũ− u(t), G
(
t, x(t), µ

)
+ F (u(t))

⟩
≥ 0 äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ], ∀ũ ∈ K,

x(0) = x(T ),

(6)

ãäå K ⊂ Rm - âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ; f : [0, T ] × R2 × Rm × R2 →
R2, G : [0, T ] × R2 × R2 → Rm, è F : Rm → Rm ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè

îòîáðàæåíèÿìè è

A(µ) =

(
cµ1 cµ2

cµ2 −cµ1

)
, c > 0, µ = (µ1, µ2).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(A3) äëÿ (t, z, µ) ∈ [0, T ]× R2 × R2 ìíîæåñòâî

f(t, z,Ω, µ) :=
{
f(t, z, y, µ) : y ∈ Ω

}
âûïóêëî äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà Ω ⊂ Rm;
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(A4) ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà αf , αG, c1, c2 òàêèå, ÷òî αf < c è

|f(t, z, y, µ)| ≤ αf |z| (|y|+ |µ|),

|G(t, z, µ)| ≤ αG |z|c1(1 + |µ|c2),

äëÿ (t, z, y, µ) ∈ [0, T ]× R2 × Rm × R2;

(A5) F ìîíîòîíî íà K è ñóùåñòâóåò a > 0 òàêîå, ÷òî
⟨
w,F (w)

⟩
≥ a |w|2

äëÿ âñåõ w ∈ K.

Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (A5). Òîãäà

(a) äëÿ ëþáîãî r ∈ Rm ìíîæåñòâî

SOL(K, r + F ) :=
{
w ∈ K :

⟨
w̃ − w, r + F (w)

⟩
≥ 0, ∀w̃ ∈ K

}
íåïóñòî, âûïóêëî è çàìêíóòî;

(b) |w| ≤ 1
a|r| äëÿ âñåõ w ∈ SOL(K, r + F ), r ∈ Rm.

Îïðåäåëèì ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ U : [0, T ]× R2 × R2 → Cv(K),

U(t, z, µ) = SOL(K,G(t, z, µ) + F ),

è Φ: [0, T ]× R2 × R2 → Kv(R2),

Φ(t, z, µ) =
{
A(µ)z + f(t, z, y, µ) : y ∈ U(t, z, µ)

}
.

Èñïîëüçóÿ ëåììó Ôèëèïïîâà î íåÿâíîé ôóíêöèè ìû ìîæåì çàìåíèòü ñèñòåìó

(6) ñëåäóþùåé çàäà÷åéx′(t) ∈ Φ(t, x(t), µ) äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ],

x(0) = x(T ).
(7)

Îïðåäåëåíèå 10. Ïîä ðåøåíèåì ñèñòåìû (6) ìû ïîíèìàåì òðîéêó

(x, u, µ), ñîñòîÿùóþ èç ôóíêöèè x ∈ W 1,2
T ([0, T ];R2), èíòåãðèðóåìîé ôóíê-

öèè u : [0, T ] → K è âåêòîðà µ ∈ R2, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò (6), èëè

ýêâèâàëåíòíî, ïîä ðåøåíèåì ñèñòåìû (6) ìû ïîíèìàåì ïàðó (x, µ) ∈
W 1,2

T ([0, T ];R2)× R2, óäîâëåòâîðÿþùóþ (7).

Òåîðåìà 8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A3) − (A5). Òîãäà (0, 0) ÿâëÿåòñÿ

åäèíñòâåííîé òî÷êîé áèôóðêàöèè äëÿ çàäà÷è (6) è ñóùåñòâóåò íåîãðàíè-

÷åííîå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî R ìíîæåñòâà âñåõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé

çàäà÷è (6) òàêîå, ÷òî (0, 0) ∈ R.
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Òðåòüÿ ãëàâà ñîñòîèò èç äâóõ ïàðàãðàôà. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå îðè-

åíòèðîâàííûé èíäåêñ ñîâïàäåíèÿ è ìåòîä íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé ïðèìåíÿ-

þòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ çàäà÷è î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé ñèñòåìû:

A
(
t, x(t), x′(t)

)
= B

(
t, x(t), y(t)

)
, äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1],

y′(t) ∈ C
(
t, x(t), y(t)

)
, äëÿ ï.â. t ∈ [0, 1],

x(0) = x(1),

y(0) = y0,

(8)

ãäå A : [0, 1]×R×R → R, B : [0, 1]×R×R → R - íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ;

C : [0, 1]× R× R → Kv(R) - ìóëüòèîòîáðàæåíèå è y0 ∈ R; x, y : [0, 1] → R.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç C1[0, 1] è AC[0, 1] ñîâîêóïíîñòè âñåõ íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìûõ è àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà [0, 1], ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü C1
pr[0, 1] = {x ∈ C1[0, 1] : x(0) = x(1)}.

Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (8) ìû ïîíèìàåì ïàðó ôóíêöèé x ∈ C1
pr[0, 1] è y ∈

AC[0, 1], êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò (8). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(A6) ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå A
′

u(t, u, v), A
′

v(t, u, v) è

êðîìå òîãî, A
′

v(t, u, v) > 0 äëÿ âñåõ (t, u, v);

(A7) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ α ∈ C+[0, 1] òàêàÿ, ÷òî äëÿ u, v, w ∈ R è λ ∈ [0, 1]

èç (1 − λ)v + λA(t, u, v) = w âûòåêàåò, ÷òî |v| ≤ α(t)(1 + |w| + |u|) äëÿ
âñåõ t ∈ [0, 1];

(A8) íàéäåòñÿ c > 0 òàêîå, ÷òî |B(t, u, v)| ≤ c(1 + |u| + |v|), äëÿ âñåõ u, v ∈ R
è t ∈ [0, 1];

(A9) C ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì Êàðàòåîäîðè ìóëüòèîòîáðàæåíèåì;

(A10) ñóùåñòâóåò d > 0 òàêîå, ÷òî ∥C(t, u, v)∥ ≤ d(1+|u|+|v|), äëÿ âñåõ u, v ∈ R
è ï.â. t ∈ [0, 1].

Îïðåäåëåíèå 11. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V : R → R íà-

çûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ çàäà÷è (8), åñëè ñóùå-

ñòâóåò N > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x ∈ C1
pr[0, 1], èç ∥x∥2 ≥ N ,
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ñëåäóåò, ÷òî ∫ 1

0

A(t, x(t), x′(t))V ′(x(t)) dt ≤ 0;∫ 1

0

B(t, x(t), y(t))V ′(x(t)) dt > 0

äëÿ âñåõ y ∈ AC[0, 1] òàêèõ, ÷òî ïàðà (x, y) óäîâëåòâîðÿåò (8).

Èç Îïðåäåëåíèÿ 11 ñëåäóåò, ÷òî åñëè V ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé

äëÿ çàäà÷è (8), òî V ′(a) ̸= 0 ïðè |a| ≥ r ≥ N . Îòñþäà, òîïîëîãè÷åñêàÿ

ñòåïåíü deg(V ′, [−r, r]) êîððåêòíî îïðåäåëåíà è íå çàâèñèò îò âûáîðà r ≥ N .

Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé è îáîçíà÷åòñÿ ÷åðåç

Ind V .

Òåîðåìà 9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A6)− (A10). Åñëè ñóùåñòâóåò íà-

ïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ V äëÿ çàäà÷è (8) òàêàÿ, ÷òî Ind V ̸= 0, òî çàäà÷à

(8) èìååò ðåøåíèå.

Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ãëîáàëüíîé áèôóð-

êàöèè ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ñëåäóþùåé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ:

A
(
t, x(t), x′(t)

)
= B

(
t, x(t), y(t), µ

)
, äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1],

y′(t) ∈ C
(
t, x(t), y(t)

)
, äëÿ ï.â. t ∈ [0, 1],

x(0) = x(1),

y(0) = y0,

(9)

ãäå A : [0, 1] × R × R → R è B : [0, 1] × R × R × R → R - íåïðåðûâíûå

îòîáðàæåíèÿ; C : [0, 1]× R× R → Kv(R) - ìóëüòèîòîáðàæåíèå; µ, y0 ∈ R.
Ïóñòü îòîáðàæåíèå A è ìóëüòèîòîáðàæåíèå C óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

(A6) è (A9)− (A10), ñîîòâåòñòâåííî. Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(A11) A(t, 0, 0) = B(t, 0, v, µ) äëÿ âñåõ (t, v, µ) ∈ [0, 1]× R× R.

Ïóñòü S - ìíîæåñòâî âñåõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (9).

Îïðåäåëåíèå 12. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V : R × R → R
íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé èíòåãðàëüíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ çàäà÷è

(9) â òî÷êå (0, µ0), µ0 ∈ R, åñëè ñóùåñòâóþò ε0 > 0 è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

δ : R → R+ òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî µ, 0 < |µ−µ0| ≤ ε0 è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
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x ∈ C1
pr[0, 1], èç 0 < ∥x∥2 ≤ δµ ñëåäóåò, ÷òî∫ 1

0

A
(
t, x(t), x′(t)

)
V

′

u

(
x(t), µ

)
dt ≤ 0,∫ 1

0

B
(
t, x(t), y(t), µ

)
V

′

u

(
x(t), µ)

)
dt > 0

äëÿ âñåõ y ∈ AC[0, 1] òàêèõ, ÷òî òðîéêà (x, y, µ) óäîâëåòâîðÿåò (9).

Èç âûøåóêàçàííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ε ∈ (0, ε0) è

0 < r < min{δµ0−ε, δµ0+ε},

âåêòîðíîå ïîëå V ♯ : R× R → R× R,

V ♯(u, µ) =
{
−V ′

u(u, µ), ε
2 − (µ− µ0)

2
}

íå èìååò íóëåé íà ∂U
0
r,ε, ãäå

U
0
r,ε =

{
(u, µ) ∈ R× R : u2 + (µ− µ0)

2 ≤ r2 + ε2
}
, è δµ = δ(µ).

Ïîýòîìó, òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü deg(V ♯, U
0
r,ε) êîððåêòíî îïðåäåëåíà è íå çà-

âèñèò îò âûáîðà (ε, r) ∈ (0, ε0)×
(
0, min{δµ0−ε, δµ0+ε}

)
. Ýòî ÷èñëî îáîçíà÷à-

åòñÿ ñèìâîëîì ind V ♯.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A6), (A9)− (A11). Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ñóùåñòâóåò ëîêàëüíàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ V äëÿ çàäà÷è (9) â òî÷-

êå (0, µ0) òàêàÿ , ÷òî ind V
♯ ̸= 0. Òîãäà (0, µ0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé áèôóðêàöèè

äëÿ çàäà÷è (9) è, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî R ⊂ S
òàêîå, ÷òî (0, µ0) ∈ R è ëèáî R íåîãðàíè÷åíî, ëèáî (0, µ∗) ∈ R äëÿ íåêîòî-

ðîãî µ∗ ̸= µ0.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ñîñòîèò èõ äâóõ ïàðàãðàôà. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå

ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä îãðàíè÷èâàþùèõ ôóíêöèé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ

âêëþ÷åíèé ñ íåëîêàëüíûì óñëîâèåì â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òèïàx
′
(t) ∈ F (t, x(t)) äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ],

x(0) = Mx,
(10)

ãäå F : [0, T ] × Rn → Kv(Rn) - âåðõíåå Êàðàòåîäîðè ìóëüòèîòîáðàæåíèå ñ

L2−ðîñòîì; M : C([0, T ];Rn) → Rn - ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå òà-

êîå, ÷òî ∥M∥ := sup{|Mx| : ∥x∥C = 1} ≤ 1.
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Êëàññ êðàåâûõ çàäà÷ ñ òàêèì îïåðàòîðîì M äîñòàòî÷íî øèðîê. Â ÷àñòíî-

ñòè, îí ñîäåðæèò ñëåäóþùèå èçâåñòíûå çàäà÷è:

(i) Mx = 0 (çàäà÷à Êîøè);

(ii) Mx = ±x(T ) (ïåðèîäè÷åñêàÿ è àíòè-ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷è);

(iii) Mx = 1
T

∫ T

0 x(t)dt (çàäà÷à î ñðåäíåì çíà÷åíèè);

(iv) Mx =
∑k0

i=1 αix(ti) ïðè αi ∈ R è
∑k0

i=1 |αi| ≤ 1, ãäå

0 < t1 < · · · < tk0 ≤ T (ìíîãîòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à).

Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (10) ìû ïîíèìàåì ôóíêöèþ x ∈ W 1,2([0, T ];Rn) òàêóþ,

÷òî x(0) = Mx è x
′
(t) = f(t) äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ], äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè

f ∈ PF (x).

Îïðåäåëåíèå 13. Ëîêàëüíî ëèïùèöåâà ôóíêöèÿ V : Rn → R íàçûâàåòñÿ

îãðàíè÷èâàþùåé ôóíêöèåé äëÿ çàäà÷è (10), åñëè ñóùåñòâóþò R0 > r0 > 0

òàêèå, ÷òî

(V 1) V (w) = 0 ïðè |w| = R0 è V (w) < 0 ïðè r0 < |w| < R0;

(V 2) äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ] âûïîëíåíî îòíîøåíèå

lim inf
h→0

V
(
w + hy

)
− V (w)

h
< 0

äëÿ âñåõ y ∈ F (t, w) è r0 < |w| < R0.

â ñëó÷àå V ∈ C1(Rn,R), óñëîâèå (V 2) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

(V 2)′ äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ] è r0 < |w| < R0:
⟨
∇V (w), y

⟩
< 0 äëÿ âñåõ y ∈ F (t, w).

Òåîðåìà 11. Åñëè ñóùåñòâóåò îãðàíè÷èâàþùàÿ ôóíêöèÿ V äëÿ çàäà÷è

(10), òî çàäà÷à (10) èìååò ðåøåíèå ñî çíà÷åíèÿìè â Bn(0, R0).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ äî-

ïîëíåíèåì âèäà
x′(t) = f

(
t, x(t), u(t)

)
äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ],

K ∋ u(t) ⊥ G(t, x(t)) + F (u(t)) ∈ K∗ äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ],

x(0) = Mx,

(11)
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ãäå K ⊂ Rm - âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ; K∗ - ñîïðÿæåííûé êîíóñ;

f : [0, T ] × Rn × Rm → Rn, G : [0, T ] × Rn → Rm è F : Rm → Rm - íåïðåðûâ-

íûå îòîáðàæåíèÿ;M : C([0, T ];Rn) → Rn - ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð

òàêîé, ÷òî ∥M∥ ≤ 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèå (A5) è ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(A12) äëÿ (t, z) ∈ [0, T ]×Rn ìíîæåñòâî f(t, z,Ω) := {f(t, z, y) : y ∈ Ω} âûïóêëî
äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà Ω ⊂ Rm;

(A13) äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà Z ⊂ Rn × Rm ñóùåñòâóåò αZ > 0

òàêîå, ÷òî |f(t, z, w)| ≤ αZ äëÿ (t, z, w) ∈ [0, T ]× Z;

(A14) äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà Ω ⊂ Rn ñóùåñòâóåò γΩ > 0 òàêîå,

÷òî |G(t, z)| ≤ γΩ äëÿ (t, z) ∈ [0, T ]× Ω.

Îïðåäåëèì ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ U : [a, b]× Rn → Cv(K),

U(t, z) = SOL(K,G(t, z) + F ),

è Φ: [a, b]× Rn → P (Rn), Φ(t, z) =
{
f(t, z, w) : w ∈ U(t, z)

}
.

Òîãäà ìû ìîæåì çàìåíèòü çàäà÷ó (11) ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷åéx′(t) ∈ Φ(t, x(t)) äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ],

x(0) = Mx.
(12)

Òåîðåìà 12. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A5) è (A12) − (A14). Åñëè ñóùå-

ñòâóåò îãðàíè÷èâàþùàÿ ôóíêöèÿ V äëÿ çàäà÷è (12), òî çàäà÷à (11) èìååò

ðåøåíèå.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ìåòîä îãðàíè÷èâàþùèõ ôóíêöèé îáúåäèíÿåòñÿ

ñ ìåòîäîì àïïðîêñèìàöèîííîé ðàçðåøèìîñòè äëÿ èçó÷åíèÿ ðàçðåøèìîñòè

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé â áåñêîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòî-

âîì ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü H - ñåïàðàáåëüíîå áåñêîíå÷íîìåðíîå ãèëüáåðòîâî

ïðîñòðàíñòâî, êîìïàêòíî âëîæåííîå â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî E. Ñíà÷àëà,

ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷àx′(t) = f(t, x(t)) äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ],

x(0) = Mx,
(13)

ãäå f : [0, T ]×H → H è M : C([0, T ];H) → H óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:
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(f3) îòîáðàæåíèå f èçìåðèìî, ãäå ìåðà íà [0, T ]×H ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì

ìåðû Ëåáåãà íà R è ìåðû Áîðåëÿ íà H;

(f4) äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ] îòîáðàæåíèå f(t, ·) : H → H ÿâëÿåòñÿ E−E íåïðåðûâ-

íûì â ñìûñëå: äëÿ êàæäîãî w ∈ H, è ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî

èç w′ ∈ BE(w, δ) ñëåäóåò, ÷òî f(t, w′) ∈ BE

(
f(t, w), ε

)
;

(f5) äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà Ω ⊂ H ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ vΩ ∈
L1
+[0, T ] òàêàÿ, ÷òî ∥f(t, ω)∥H ≤ vΩ(t) äëÿ âñåõ ω ∈ Ω è ï.â. t ∈ [0, T ];

(M) M : C([0, T ];H) → H - ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð è ∥M∥ ≤ 1.

Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (13) ìû ïîíèìàåì ôóíêöèþ x ∈ W 1,1([0, T ];H), óäî-

âëåòâîðÿþùóþ (13).

Òåîðåìà 13. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (f3) − (f5) è (M). Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ñóùåñòâóþò R0 > r0 > 0 òàêèå, ÷òî
⟨
w, f(t, w)

⟩
H
< 0 äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ]

è âñåõ w ∈ H òàêèõ, ÷òî r0 < ∥w∥H < R0. Òîãäà çàäà÷à (13) èìååò ðåøåíèå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-

íèå: ut + a
∫
Ω u(t, ξ)dξ = −bu(t, ξ) + f(t, u(t, ξ)),

u(0, ξ) = u(1, ξ),
(14)

äëÿ ï.â. t ∈ [0, 1] è âñåõ ξ ∈ Ω, ãäå Ω ⊂ Rk(k ≥ 2) - îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå

ìíîæåñòâî ñ ëèïùèöåâîé ãðàíèöèåé; a, b > 0 è f : [0, 1]×R → R - íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(h1) ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂f
∂z : [0, 1]× R → R íåïðåðûâíû;

(h2) ñóùåñòâóåò 0 < N < b òàêîå, ÷òî
∣∣∣∂f(t,z)∂z

∣∣∣ ≤ N äëÿ âñåõ (t, z) ∈ [0, 1]× R.

Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (14) ìû ïîíèìàåì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ u : [0, 1] ×
Ω → R, äëÿ êîòîðîé ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂u(t,ξ)

∂t ñóùåñòâóåò è óäîâëåòâîðÿåò

(14). Êðîìå òîãî, ìû ðàññìàòðèâàåì (14) êàê äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ ôóíê-

öèåé ñîñòîÿíèÿ u(t, ξ).

Òåîðåìà 14. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (h1)− (h2). Òîãäà çàäà÷à (14) èìå-

åò ðåøåíèå. Êðîìå òîãî, åñëè f(t, 0) ̸= 0 ïðè âñåõ t ∈ [0, 1], òî ðåøåíèå

ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì.
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Äðóãèì ïðèìåðîì ñëóæèò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à î ñðåäíåì çíà÷åíèè äëÿ

èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿut(t, s) + au(t, s) =

∫ 1

0

k(s, ξ)
(
u(t, ξ) + b

)
dξ,

u(0, s) =
∫ 1

0 u(t, s) dt,

(15)

äëÿ ï.â. t ∈ [0, 1] è âñåõ s ∈ [0, 1], ãäå k(·, ·) ∈ C1
(
[0, 1] × [0, 1];R

)
; a > 0 è

b ∈ R. Ïóñòü k = maxs,ξ∈[0,1] |k(s, ξ)| è k′ = maxs,ξ∈[0,1]

∣∣∣∂k(s,ξ)∂s

∣∣∣.
Òåîðåìà 15. Åñëè a > k + k′

2 , òî çàäà÷à (15) èìååò ðåøåíèå.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå ñèñòåìà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

òèïà 

∂u(t,ξ)
∂t + a

∫
Ω u(t, ξ)dξ + bu(t, ξ) = f1

(
t, u(t, ξ), v(t, ξ)

)
,

∂v(t,ξ)
∂t + cv(t, ξ) = f2

(
t, u(t, ξ), v(t, ξ)

)
,

u(0, ξ) =
∑m

1 αju(tj, ξ),

v(0, ξ) =
∫ 1

0 g(t)v(t, ξ) dt,

(16)

äëÿ ï.â. t ∈ [0, 1] è äëÿ âñåõ ξ ∈ Ω, ãäå Ω ⊂ Rk (k ≥ 2) - îòêðû-

òîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ñ ëèïùèöåâîé ãðàíèöåé; a, b, c > 0; αj ∈ R;
0 < t1 < · · · < tm ≤ 1; fi : [0, 1] × R × R → R (i = 1, 2) - íåïðåðûâíûå

îòîáðàæåíèÿ è g ∈ L1[0, 1].

Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (16) ìû ïîíèìàåì ïàðó (u, v), ñîñòîÿùóþ èç íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèé u, v : [0, 1] × Ω → R, äëÿ êîòîðûõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂u(t,ξ)

∂t è ∂v(t,ξ)
∂t ñóùåñòâóþò è óäîâëåòâîðÿþò (16).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

(h1)′ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂fi
∂zj

: [0, 1]× R× R → R (i, j = 1, 2) íåïðåðûâíû;

(h2)′ ñóùåñòâóþò ÷èñëà Nij > 0 (i, j = 1, 2) òàêèå, ÷òî

N11 +
N12 +N21

2
< b, N22 +

N12 +N21

2
< c è

∣∣∂fi
∂zj

(t, z1, z2)
∣∣ ≤ Nij,

äëÿ âñåõ (t, z1, z2) ∈ [0, 1]× R× R;

(h3)′
(∑m

j=1 |αj|
)2

+ ∥g∥21 ≤ 1, ãäå ∥g∥1 =
∫ 1

0 |g(t)| dt.

Òåîðåìà 16. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (h1)′−(h3)′. Òîãäà çàäà÷à (16) èìå-

åò ðåøåíèå.
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Óñòàíàâëèâàþòñÿ òàêæå åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (13) è ñóùåñòâîâà-

íèå îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (13) ïðè t ∈ [0,∞). Êðîìå òîãî, ïîñòðîåí

ìåòîä íåãëàäêèõ îãðàíè÷èâàþùèõ ôóíêöèé äëÿ èçó÷åíèÿ çàäà÷è (13).

Îïðåäåëåíèå 14. Ëîêàëüíî ëèïùèöåâà ôóíêöèÿ V : H → R íàçûâàåòñÿ

(K, ε)−îãðàíè÷èâàþùåé ôóíêöèåé äëÿ çàäà÷è (13), åñëè ñóùåñòâóþò ε > 0

è îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî K ⊂ H òàêîå, ÷òî

(V 3) V|∂K = 0 è V (w) ≤ 0 äëÿ âñåõ w ∈ OK
ε (∂K) = K ∩ Oε(∂K), ãäå Oε(∂K)

- ε−îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà ∂K â H;

(V 4) äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ] ñîîòíîøåíèå

lim inf
n→∞

sign

(
lim inf
h→0

V
(
w + hPnf(t, w)

)
− V (w)

h

)
= −1

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ w ∈ OKn
ε (∂Kn), ãäå Kn = K ∩Hn.

Óñëîâèå (V 4) îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðî-

ñòðàíñòâ {Hnm
} òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî nm è âñåõ w ∈ O

Knm
ε (∂Knm

) âûïîëíåíî

lim inf
h→0

V
(
w + hPnm

f(t, w)
)
− V (w)

h
< 0. (17)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè V ∈ C1(H,R), ò.å. V ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôèðåíöè-

ðóåìîé ôóíêöèåé, òî äëÿ ëþáîãî w ∈ H ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå∇V (w) ôóíêöèè

V â w ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíà ñ ýëåìåíòîì èç H. Îòñþäà, äëÿ t ∈ [0, T ],

n ∈ N è w ∈ OKn
ε (∂Kn):

lim inf
h→0

V
(
w + hPnf(t, w)

)
− V (w)

h
=
⟨
∇V (w), Pnf(t, w)

⟩
H
.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå V ∈ C1(H,R), óñëîâèå (V 4) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþ-

ùåìó óñëîâèþ:

(V 4)′ ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâ {Hnm
} òàêàÿ, ÷òî⟨

∇V (w), Pnm
f(t, w)

⟩
H
< 0 äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ],

è äëÿ âñåõ w ∈ O
Knm
ε (∂Knm

).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèå (V 4)′ âûïîëíåíî åñëè

(V 4)′′
⟨
∇V (w), f(t, w)

⟩
H
< 0 äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ] è ëþáîãî w ∈ OK

ε (∂K).
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Òåîðåìà 17. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (f1) − (f3). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ñóùåñòâóåò (K, ε)−îãðàíè÷èâàþùàÿ ôóíêöèÿ V äëÿ çàäà÷è (13) òàêàÿ, ÷òî

ìíîæåñòâîK ñîäåðæèò 0. Òîãäà çàäà÷à (13) èìååò ðåøåíèå ñî çíà÷åíèÿìè

â K ïðè âûïîëíåíèè õîòÿ áû îäíîãî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(i) M(Q) ⊆ K, ãäå Q = C([0, T ];K);

(ii) K ÿâëÿåòñÿ øàðîì BH(0, r) (äëÿ íåêîòîðîãî r > 0) è ∥M∥ ≤ 1.

Îáîçíà÷àåì ÷åðåç Cbv(H) ñîâîêóïíîñòü âñåõ íåïóñòûõ çàìêíóòûõ, îãðàíè-

÷åííûõ è âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà H. Ñèìâîë Hω îáîçíà÷àåò

ïðîñòðàíñòâî H ñî ñëàáîé òîïîëîãèåé. Â êîíöå âòîðîãî ïàðàãðàôà ÷åòâåðòîé

ãëàâû, ìåòîä îãðàíè÷èâàþùèõ ôóíêöèé ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ íåëîêàëüíûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì âèäàx′(t) ∈ F (t, x(t)) äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ],

x(0) = Mx,
(18)

ãäå M : C([0, T ];H) → H è F : [0, T ] × H → Cbv(H) óäîâëåòâîðÿþò (M) è

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(F1) äëÿ êàæäîãî w ∈ H ìóëüòèôóíêöèÿ F (·, w) : [0, T ] → Cbv(H) èçìåðèìà;

(F2) äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ] ìóëüòèîòîáðàæåíèå F (t, ·) : H → Cbv(H) ÿâëÿåòñÿ

çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè H ×Hω;

(F3) äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ] ìóëüòèîòîáðàæåíèå F (t, ·) : H → Cbv(H) ÿâëÿåòñÿ

E − E ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó â ñìûñëå: äëÿ êàæäîãî w ∈ H è ε > 0

ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî èç w′ ∈ BE(w, δ) ñëåäóåò, ÷òî

F (t, w′) ⊂ F (t, w) +BE(0, ε);

(F4) äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà Ω ⊂ H ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ vΩ ∈
L1
+[0, T ] òàêàÿ, ÷òî ∥F (t, w)∥H ≤ vΩ(t) äëÿ âñåõ w ∈ Ω è ï.â. t ∈ [0, T ].

Òåîðåìà 18. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (F1)− (F4) è (M). Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà R0 > r0 > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ] è äëÿ

ëþáîãî w ∈ H : r0 < ∥w∥H < R0 âûïîëíåíî îòíîøåíèå⟨
w, z

⟩
H
≤ 0,

27



äëÿ õîòÿ áû îäíîãî ýëåìåíòà z ∈ F (t, w). Òîãäà çàäà÷à (18) èìååò ðåøåíèå

ñî çíà÷åíèÿìè â BH(0, R0).

Ïîñëåäíÿÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðèëîæåíèþ ìåòîäà îãðàíè÷èâàþùèõ

ôóíêöèé ê èññëåäîâàíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

âèäà: u′′ ∈ Q(u),

u(0) = u(1) = 0,
(19)

ãäå Q : C[0, 1] → C(L2[0, 1]) - ìóëüòèîòîáðàæåíèå. Ïóñòü j : L2[0, 1] → C[0, 1],

(jf)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds, ãäå

G(t, s) =

{
t(s− 1) if 0 ≤ t ≤ s,

s(t− 1) if s ≤ t ≤ 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(Q1) êîìïîçèöèÿ j ◦Q ïðèíàäëåæèò êëàññó CJ
(
C[0, 1];C[0, 1]

)
;

(Q2) ñóùåñòâóþò p, q > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ u ∈ C[0, 1] âûïîëíåíî îòíîøåíèå

∥Q(u)∥2 := sup{∥f∥2 : f ∈ Q(u)} ≤ q(1 + ∥u∥p2).

Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (19) ìû ïîíèìàåì ôóíêöèþ u ∈ W 2,2[0, 1] òàêóþ, ÷òî

u(0) = u(1) = 0 è u′′(t) = f(t) äëÿ ï.â. t ∈ [0, 1], äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè

f ∈ Q(u).

Òåîðåìà 19. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (Q1) − (Q2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ñóùåñòâóåò N > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ C[0, 1] èç ∥u∥2 > N

ñëåäóåò, ÷òî
⟨
u, f

⟩
L2 =

∫ 1

0 u(s)f(s)ds > 0 äëÿ âñåõ f ∈ Q(u). Òîãäà çàäà÷à

(19) èìååò ðåøåíèå.

Ââåäåì òåïåðü ïîíÿòèå èíòåãðàëüíîé îãðàíè÷èâàþùåé ôóíêöèè äëÿ çàäà-

÷è (19). Îòìåòèì, ÷òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ V : R → R ïîðîæäàåò

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå V ♯ : C[0, 1] → L2[0, 1], V ♯(u)(t) = V (u(t)).

Îïðåäåëåíèå 15. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ V : R → R íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëü-

íîé îãðàíè÷èâàþùåé ôóíêöèåé äëÿ çàäà÷è (19), åñëè

(i1) ñóùåñòâóþò α ≥ 0 è β > 0 òàêèå, ÷òî |V (t)| ≤ α+ β|t|, ∀t ∈ R;
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(i2) ñóùåñòâóåò N > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ C[0, 1] èç ∥u∥2 >
N , ñëåäóåò, ÷òî

⟨
V ♯(u), f

⟩
L2 > 0 äëÿ âñåõ f ∈ Q(u),

(i3) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ W 2,2[0, 1], èç u(0) = u(1) = 0 è ∥u∥2 > N

ñëåäóåò, ÷òî
⟨
u′′, V ♯(u)

⟩
L2 ≤ 0, ãäå N - êîíñòàíòà â (V 2).

Òåîðåìà 20. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (Q1) − (Q2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ñóùåñòâóåò èíòåãðàëüíàÿ îãðàíè÷èâàþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ çàäà÷è (19). Òîãäà

çàäà÷à (19) èìååò ðåøåíèå.

Óêàçûâàåòñÿ ðÿä ïðèìåíåíèé Òåîðåì 19 è 20. Óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ äëÿ ðàçðåøåíèÿ çàäà÷è (19) â áåñêîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå. �
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