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Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëåòèÿ âñå áîëüøåå âíèìà-

íèå ê ñåáå ïðèâëåêàþò äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà òàê íàçûâàåìûõ

ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ - ñâÿçíûõ ïîäìíîæåñòâàõ îáû÷íîãî åâêëè-

äîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà

åãî ãëàäêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé, ïðèìûêàþùèõ äðóã ê äðóãó îñîáûì îáðàçîì.

Òàêîé èíòåðåñ îáóñëîâëèâàåòñÿ öåëûì ðÿäîì ïðè÷èí. Ïðåæäå âñåãî, ê èçó-

÷åíèþ ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâ ïðèâîäÿò çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ èçó÷å-

íèåì è ìîäåëèðîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé ïðîèñõîäÿùèõ â ñëîæíûõ ôèçè-

÷åñêèõ ñèñòåìàõ, íàïðèìåð, â ñèñòåìàõ ñîñòàâíîãî òèïà, îòäåëüíûå ýëåìåíòû

êîòîðûõ èìåþò ñîâåðøåííî ðàçíûå ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, òàêèå êàê

ðàçìåðíîñòü, ïëîòíîñòü è ò.ï. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ÷àùå âñåãî ïðèâîäÿò çà-

äà÷ó î êîëåáàíèÿõ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòàâëåííîé èç ñòðóí, ìåìáðàí

è óïðóãèõ òåë, à òàêæå çàäà÷ó î äèôôóçèè â â ñèëüíî íåîäíîðîäíûõ ñðå-

äàõ. Ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé îêàçûâàåòñÿ äîâîëüíî çàòðóäíèòåëüíûì, ÷òî â ðåçóëüòàòå è

ïðèâîäèò íàñ ê ïîòðåáíîñòè äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî

àíàëèçà è òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÷òîáû ñäåëàòü èõ ïðèãîä-

íûìè è â ñëó÷àå, êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè íà ñòðàòèôèöèðîâàííûõ

ìíîæåñòâàõ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåîðèÿ ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâ íå òîëüêî äàåò

âîçìîæíîñòü ðåøàòü íîâûå çàäà÷è, íî è ïîçâîëÿåò âçãëÿíóòü ïî-íîâîìó íà

äàâíî èçâåñòíûå è õîðîøî èçó÷åííûå ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû è â êàêèõ-òî

ñëó÷àÿõ óêàçàòü ñâÿçü ìåæäó, êàçàëîñü áû, ðàçíûìè çàäà÷àìè. Íàïðèìåð,

çàäà÷à Äèðèõëå íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå, êàê ýòî íå ïîêàæåòñÿ

ñòðàííûì, ñîäåðæèò, êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè ïðàêòè÷åñêè âñå èçâåñòíûå êëàññè-

÷åñêèå êðàåâûå çàäà÷è (Íåéìàíà, Ðîáåíà, Âåíòöåëÿ). Òàê ÷òî ìîæíî ñêàçàòü,

÷òî êðîìå çàäà÷è Äèðèõëå (åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü èõ êàê çàäà÷è íà ñòðàòè-

ôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ) áîëüøå íåò íèêàêèõ äðóãèõ êðàåâûõ çàäà÷. Èç-

âåñòíûå ðåçóëüòàòû î ñêà÷êàõ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ òîæå èìåþò î÷åíü

åñòåñòâåííóþ èíòåðïðåòàöèþ íà ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ. Îêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

íà ìíîæåñòâå ñîñòàâëåííîì èç òðåõ ñòðàòîâ: îáëàñòè, åå âíåøíîñòè, è ðàç-

äåëÿþùåé èõ ïîâåðõíîñòè. Ïðè ýòîì ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ðàâíà íóëþ íà

îáëàñòè è åå âíåøíîñòè, à íà ïîâåðõíîñòè îíà ðàâíà ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà.

Êðîìå òîãî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

íà ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè êàêèõ-ëèáî êëàñ-
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ñè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, èõ ïîëó÷åíèå, êàê ïðàâèëî, òðåáóåò íîâûõ èäåé è ïîä-

õîäîâ, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè â êëàññè÷åñêîé ñè-

òóàöèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû êàñàþùèåñÿ ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâ áûëè

ïîëó÷åíû Î.Ì. Ïåíêèíûì è åãî ó÷åíèêàìè; ÷àñòü èõ ìîæíî íàéòè â ïîñëåä-

íåé ãëàâå êíèãè1.Òàì æå ìîæíî íàéòè è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îòíîñÿùèåñÿ

ê ãåîìåòðè÷åñêèì ãðàôàì - îäíîìåðíûì ñòðàòèôèöèðîâàííûì ìíîæåñòâàì,

äëÿ êîòîðûõ ïîñòðîåíà áîëåå îáøèðíàÿ òåîðèÿ, íà÷àòàÿ Þ.Â. Ïîêîðíûì,

Á.Ñ. Ïàâëîâûì, S. Nicaise'îì è äðóãèìè.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå îöåíîê ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ íà ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíî-

æåñòâàõ (ïðåæäå âñåãî ðå÷ü èäåò îá óðàâíåíèè Ëàïëàñà ñ êðàåâûìè óñëî-

âèÿìè Äèðèõëå), à òàêæå ðåøåíèå âîïðîñîâ, òåì èëè èíûì îáðàçîì ñ ýòèì

ñâÿçàííûõ, íàïðèìåð, äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâ òèïà Ïóàíêàðå è Ñîáîëåâà

íà ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå çà îñíîâó áåðóòñÿ ìåòîäû

êëàññè÷åñêèõ òåîðèé, ïðåæäå âñåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ôóíêöèîíàëü-

íîãî àíàëèçà, àäàïòèðîâàííûå íà ñëó÷àé ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâ.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè îïðåäåëåíèè îñíîâíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ìû

îïèðàåìñÿ íà òåîðèè ìåðû è äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî òàê íàçûâàåìîé ñòðàòè-

ôèöèðîâàííîé ìåðå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Â

÷èñëå îñíîâíûõ îòìåòèì ñëåäóþùèå:

� îöåíêè ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ëàïëàñèàíà ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

Äèðèõëå íà îäíîìåðíîì è äâóìåðíîì ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå;

� íåðàâåíñòâî Ñîáîëåâà íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå;

� ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è ñ p−ëàïëàñèàíîì íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì

ìíîæåñòâå;

� íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñèììåòðèçàöèè Øâàðöà íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì

ìíîæåñòâå.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷å-

ñêèé õàðàêòåð. Å¼ ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ äàëüíåéøåãî

èçó÷åíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ íà ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ.

1Ïîêîðíûé Þ.Â., Ïåíêèí Î.Ì., Ïðÿäèåâ Â.Ë. è äð. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà ãåîìåò-

ðè÷åñêèõ ãðàôàõ, Ì.:Ôèçìàòëèò, 2005
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Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà Âîðî-

íåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå Ñ.Ã. Êðåéíà â 2011 ãîäó [4], íà âåñåí-

íåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå ≪Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ XXIII≫ â 2012 ãîäó [5],

íà êîíôåðåíöèè ≪Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, òåîðèè

óïðàâëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ≫ â 2012 ãîäó [6].

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáî-

òàõ [1-6]. Ðàáîòû [1-3] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ðåöåíçèðóåìûõ

íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ. Èç

ñîâìåñòíûõ ïóáëèêàöèé [1], [3] â äèññåðòàöèþ âêëþ÷åíû ðåçóëüòàòû, ïðèíàä-

ëåæàùèå ëè÷íî àâòîðó.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 115

ñòðàíèö. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû,

ñîäåðæàùåãî 27 íàèìåíîâàíèé.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà àíàëîãó çàäà÷è Øòóðìà - Ëèóâèëëÿ íà ãåîìåò-

ðè÷åñêîì ãðàôå. Çäåñü äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ñàìîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ãðàôà è

ðÿäà ñâÿçàííûõ ñ íèì ïîíÿòèé: Ãðàôîì áóäåì íàçûâàòü ñâÿçíîå ìíîæåñòâî

Γ ⊂ R3, èìåþùåå âèä

Γ =

(
m∪
i=1

vi

)∪ n∪
j=1

ej

 ,

ãäå {vi}mi=1 =: V (Γ) � ñåìåéñòâî òî÷åê èç R3, íàçûâàåìûõ äàëåå âåðøèíàìè, à

{ej}nj=1 =: E(Γ) � ñåìåéñòâî îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ (èëè ãëàäêèõ äóã), äàëåå

íàçûâàåìûõ ðåáðàìè, ñ êîíöàìè â âåðøèíàõ èç V (Γ). Ãðàô Γ ïðåäïîëàãàåò-

ñÿ ðàçáèòûì íà äâå ÷àñòè � ãðàíèöó è âíóòðåííîñòü. Â êà÷åñòâå âíóòðåííî-

ñòè ãðàôà, êîòîðóþ îáîçíà÷èì Γ0, ìîæíî âçÿòü ëþáîå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî

Γ, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé îáúåäèíåíèå íåêîòîðîãî íàáîðà âåðøèí èç V (Γ)

(îáîçíà÷èì åãî V0) è âñåõ ðåáåð èç E(Γ). Âåðøèíû, ïîïàâøèå â V0, íàçîâåì

âíóòðåííèìè âåðøèíàìè, à â V \ V0 � ãðàíè÷íûìè. Ìíîæåñòâî ∂Γ0 = Γ \ Γ0

îáúÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ãðàôà Γ. Íà Γ0 ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèôôåðåíöè-

àëüíîå óðàâíåíèå, à â òî÷êàõ èç ∂Γ0 � êðàåâûå óñëîâèÿ.

Íà ãðàôàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, à èìåííî:

C(Γ) � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ íà Γ ôóíêöèé; C0(Γ0, ∂Γ0) � ôóíêöèè èç

C(Γ), îáðàùàþùèåñÿ â íóëü íà ∂Γ0; C
1(Γ) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé íåïðåðûâ-
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íûõ íà Γ, èìåþùèõ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà êàæäîì ðåáðå;

C1
0(Γ0, ∂Γ0) � ôóíêöèè èç C1(Γ), îáðàùàþùèåñÿ â íóëü íà ∂Γ0.

Äàëåå ââîäÿòñÿ ìåðà è èíòåãðàë íà ãðàôå. Ïîäìíîæåñòâî ω â Γ íàçîâåì

èçìåðèìûì, åñëè åãî ïåðåñå÷åíèå ñ êàæäûì ðåáðîì èçìåðèìî ïî Ëåáåãó. Ìå-

ðó ω îïðåäåëèì êàê ñóììó ìåð Ëåáåãà ïåðåñå÷åíèé ω ∩ ei ïî âñåì ðåáðàì,

à îáîçíà÷àòü åå áóäåì µΓ(ω). Ïîíÿòèå èçìåðèìîñòè ôóíêöèè ïåðåíîñèòñÿ íà

ñëó÷àé ãðàôà â íåèçìåííîì âèäå, ò.å. ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé, åñëè

èçìåðèìû âñå åå ëåáåãîâû ìíîæåñòâà � ìíîæåñòâà âèäà {x ∈ Γ : f(x) > t}.
Èíòåãðàë Ëåáåãà èçìåðèìîé ôóíêöèè f : ω → R îêàçûâàåòñÿ ïðè ýòîì ðàâ-

íûì ñóììå èíòåãðàëîâ ýòîé ôóíêöèè ïî ïåðåñå÷åíèÿì ω ∩ ei ïî âñåì i.

Ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ∆ íà ãðàôå, êîòî-

ðûé íà ðåáðàõ ãðàôà çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ∆u(x) = u′′(x), à â âåðøèíàõ -

ñîîòíîøåíèåì

∆u(vi) =
∑
ej≻vi

u′j(v).

è ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à

∆u+ λρu = 0, (0.0.1)

u
∣∣∣
∂Γ0

= 0, (0.0.2)

ãäå ρ - íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, à u′j(v) åñòü ïðîèçâîäíàÿ â âåðøèíå v ïî

íàïðàâëåíèþ åäèíè÷íîãî âåêòîðà, íàïðàâëåííîãî âíóòðü ðåáðà ej. Äàííàÿ

çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Øòóðìà - Ëèóâèëëÿ íà ãðà-

ôå.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïåðâîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ïåðâîãî ñîáñòâåííî-

ãî çíà÷åíèÿ ýòîé çàäà÷è (åãî ôîðìóëèðîâêó ñì. íèæå). Åãî äîêàçàòåëüñòâî

ïðèâîäèòñÿ ñíà÷àëà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ρ ≡ 1 íà ðåáðàõ è ρ ≡ 0 âî âíóòðåííèõ

âåðøèíàõ. Îäíàêî, òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ âàðèàíòû ïðè ρ ∈ C1
0(Γ0, ∂Γ0),

â ÷àñòíîñòè ïðè ρ ≡ 1. Â ýòîì ïîñëåäíåì ñëó÷àå âî âíóòðåííèõ âåðøèíàõ

ñîñðåäîòî÷åíû åäèíè÷íûå ìàññû.

Äàëåå îïèñûâàåòñÿ ñèììåòðèçàöèÿ Øâàðöà íà ãðàôå è îáñóæäàþòñÿ íåêî-

òîðûå åå ñâîéñòâà. Îïðåäåëåíèå ñèììåòðèçàöèè ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò êëàñ-

ñè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ. À èìåííî, ïóñòü u : Γ → R åñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ

ôóíêöèÿ, ïðè÷åì òàêàÿ, ÷òî åå ëåáåãîâû ìíîæåñòâà Lu(t) = {x ∈ Γ : u(x) >

t} èçìåðèìû ïðè âñåõ t > 0. Ïîä ñèììåòðèçàöèåé Øâàðöà ýòîé ôóíêöèè

áóäåì ïîíèìàòü òàêóþ ôóíêöèþ u⋆ : [0, L] → R, ÷òî êàæäîå å¼ ëåáåãî-
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âî ìíîæåñòâî Lu∗(t) ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì ñ öåíòðîì â òî÷êå L/2 è, ïðè ýòîì,

µΓ(Lu(t)) = µ(Lu∗(t)) ïðè âñåõ t, ãäå L åñòü ñóììà äëèí âñåõ ðåáåð ãðàôà, à

µ åñòü ìåðà Ëåáåãà íà îòðåçêå. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

Ëåììà 0.0.1 Åñëè u ∈ C1
0(Γ0, ∂Γ0), òî u∗ ∈ PC1

0 [0;L],

ãäå u∗ åñòü ñèììåòðèçàöèÿØâàðöà ôóíêöèè u, à PC1
0 [0;L] - ìíîæåñòâî íåïðå-

ðûâíûõ, êóñî÷íî-ãëàäêèõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 0.0.1 (Ïðèíöèï Ïîéÿ - Ñåãå íà ãðàôå) Ïóñòü äàí ãðàô Γ =

Γ0∪∂Γ0, òàêîé ÷òî äëÿ ëþáîãî åãî ðåáðà ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ïóòü, ñîäåð-

æàùèé äàííîå ðåáðî, è êîíöàìè êîòîðîãî ñëóæàò âåðøèíû èç ∂Γ0 (íåîáÿ-

çàòåëüíî ðàçíûå), ïóñòü u ∈ C1
0(Γ0, ∂Γ0) íåîòðèöàòåëüíà, òîãäà∫

Γ
u′2dx ≥

∫ L

0
(u∗)′2dx. (0.0.3)

Ïðè ýòîì, ïîêàçàíî, ÷òî òðåáîâàíèÿ íà ãðàô â óñëîâèÿõ äàííîé òåîðåìû

îñëàáèòü íåëüçÿ.

Ñëåäóþùèì øàãîì ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå àíàëîãà ïðèíöèïà Ðýëåÿ. À

èìåííî, äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 0.0.2 Ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðâîìó ñîá-

ñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0 çàäà÷è (0.0.1)-(0.0.2) ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèîíàë

Φ(u) =

∫
Γ u

′2dx∫
Γ u

2dx

íà ìíîæåñòâå PC1
0(Γ0, ∂Γ0), ïðè÷åì ìèíèìóì â òî÷íîñòè ðàâåí λ0.

Ïóòåì êîìáèíèðîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà ïåð-

âîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ëàïëàñèàíà íà ãðàôå.

Òåîðåìà 0.0.3 Ïðè ρ = 1 â òî÷êàõ ðåáåð è ρ = 0 â âåðøèíàõ ãðàôà Γ, óäî-

âëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì òåîðåìû 0.0.1, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà

ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ çàäà÷è (0.0.1),(0.0.2):

λ0 ≥
π2

(µ(Γ))2
. (0.0.4)

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé; â ñëó÷àå ãðàôà-îòðåçêà â 0.0.4 äî-

ñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî. Êðîìå òîãî, ìîæíî íàéòè íåòðèâèàëüíûé ãðàô (íå ñâî-

äÿùèéñÿ ê îòðåçêó), ñî ñêîëü óãîäíî ìàëîé ðàçíèöåé ìåæäó ëåâîé è ïðàâîé

÷àñòÿìè 0.0.4.
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Òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà îò ãðàôà òðåáóåòñÿ ëèøü íåïóñòîòà

ãðàíèöû. Äëÿ íåãî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

λ0 ≥
π2

4(µ(Γ))2
. (0.0.5)

Íàêîíåö, ðàññìàòðèâàþòñÿ áîëåå îáùèå òðåáîâàíèÿ íà ïîêàçàòåëü ρ â çà-

äà÷å (0.0.1),(0.0.2). Òî÷íåå, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ρ ∈ C1
0(Γ0, ∂Γ0). Äëÿ íåãî

èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

λ0 ≥
π2

ρ0(µ(Γ) +Kv)2
, (0.0.6)

ãäå ρ0 åñòü ìàêñèìóì ôóíêöèè ρ íà Γ, à Kv åñòü êîëè÷åñòâî âåðøèí â V0.

Ïðè ρ ≡ 1 íà âñåì ãðàôå äàííàÿ îöåíêà òàêæå áóäåò ÿâëÿòüñÿ òî÷íîé.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðà-

òîðà Ëàïëàñà íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå.

Ñâÿçíîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Ω ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ñòðàòèôèöèðîâàí-

íûì, åñëè îíî ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ îòêðûòûõ ïîäìíîãîîáðàçèé

σkj ⊂ Ω ïðîñòðàíñòâà Rn, íàçûâàåìûõ ñòðàòàìè, ïðèìûêàþùèõ äðóã ê äðó-

ãó ïî òèïó êëåòî÷íîãî êîìïëåêñà. Â îáîçíà÷åíèè σkj ïåðâûé èíäåêñ îçíà÷àåò

ðàçìåðíîñòü ñòðàòà, à âòîðîé åãî íîìåð ïðè àâòîíîìíîé íóìåðàöèè ñòðàòîâ

äàííîé ðàçìåðíîñòè. Áóäåì ïèñàòü σli ≺ σkj èëè σkj ≻ σli è ãîâîðèòü, ÷òî

σli ïðèìûêàåò ê σkj , åñëè l < k è σli ⊂ ∂σkj = σkj \ σkj. Ñòðàò σkj íàçîâåì

ñâîáîäíûì, åñëè Ω íå ñîäåðæèò ñòðàòîâ, ê êîòîðûì áû îí ïðèìûêàë.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ ìíîæåñòâî âñåõ ñòðàòîâ èç Ω. Ìû ïðåäïîëàãàåì âûïîë-

íåííûìè ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ, ïåðâîå èç êîòîðûõ � îáû÷íîå òðåáîâàíèå íà

ïðèìûêàíèÿ êëåòîê â êëåòî÷íîì êîìïëåêñå: 1) Ëþáûå äâà ñòðàòà íå ïåðåñå-

êàþòñÿ, à èõ çàìûêàíèÿ ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî èõ ïåðåñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ

îáúåäèíåíèåì ñòðàòîâ èç Σ. Ãðàíèöà ñòðàòà σkj � ìíîæåñòâî ∂σkj = σkj\σkj �
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåêîòîðîãî ÷èñëà ñòðàòîâ èç Σ, ðàçìåðíîñòü êîòîðûõ

ìåíüøå k; 2) Äëÿ ëþáîãî X ∈ σk−1i ≪çâåçäà≫

S = σk−1i ∪ (
∪

σkj≻σk−1i

σkj)

äîïóñêàåò ëîêàëüíîå (âáëèçè X) âûïðÿìëåíèå, ÷òî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâà-

íèå òàêîé îêðåñòíîñòè V òî÷êè X â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå Rn è òàêîãî

äèôôåîìîðôèçìà Φ : V → W , ÷òî îáðàç ìíîæåñòâà V ∩ S ïðåäñòàâëÿåò ñî-
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áîé îáúåäèíåíèå (k − 1)-ìåðíîãî øàðà (îáðàçà ÷àñòè σk−1i, ïîïàâøåé â V ) è

ïðèìûêàþùèõ ê íåìó ïîëóøàðèé (àíàëîãè÷íûõ îáðàçîâ ÷àñòåé σkj ).

Òîïîëîãèÿ íà Ω èíäóöèðóåòñÿ ñòàíäàðòíîé òîïîëîãèåé ïðîñòðàíñòâà Rn,

ò.å. ïîäìíîæåñòâî Ω0 ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà Ω íàçûâàåòñÿ îòêðû-

òûì, åñëè ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Rn ïåðåñå÷åíèå êîòîðîãî ñ Ω

äàåò Ω0.

Ïóñòü Ω0 - ñâÿçíîå è îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Ω, ñîñòàâëåííîå èç ñòðàòîâ

ñåìåéñòâà Σ è òàêîå, ÷òî Ω0 = Ω. Òîãäà ðàçíîñòü Ω \ Ω0, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ

ãðàíèöåé ìíîæåñòâà Ω0 â óïîìÿíóòîé âûøå òîïîëîãèè è áóäåò òîæå ñîñòîÿòü

èç ñòðàòîâ, à ïîòîìó áóäåò åñòåñòâåííûì îáîçíà÷èòü å¼ ÷åðåç ∂Ω0. ßñíî, ÷òî

ðàçáèåíèå Ω → (Ω0, ∂Ω0) îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Íàïðèìåð, äîïóñòèìî

âçÿòü Ω0 ðàâíûì Ω (â ýòîì ñëó÷àå ∂Ω0 îêàæåòñÿ ïóñòîé). Îäíàêî ìû òàêèå

ñëó÷àè íå ðàññìàòðèâàåì.

Äàëåå íà Ω ââîäÿòñÿ ìåðà è èíòåãðàë. Íà êàæäîì ñòðàòå σkj èìååòñÿ îáû÷-

íàÿ k−ìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà, êîòîðóþ îáîçíà÷èì µk. Íàçîâåì ïîäìíîæåñòâî

ω ⊂ Ω èçìåðèìûì, åñëè èçìåðèìû ïî Ëåáåãó ïåðåñå÷åíèÿ ω ∩ σkj ïî âñåì

çíà÷åíèÿì èíäåêñîâ k è j. Ìåðó òàêîãî ìíîæåñòâà îïðåäåëèì êàê

µ(ω) =
∑
σkj

µk(ω ∩ σkj).

Èíòåãðàë Ëåáåãà ñóììèðóåìîé ôóíêöèè f íà Ω îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì ñóììå

ïî âñåì ñòðàòàì èíòåãðàëîâ Ëåáåãà ñóæåíèé ýòîé ôóíêöèè íà ñòðàòû, ò.å.∫
Ω

f dµ =
∑
k,j

∫
σkj

f dµk.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, ïðîñòðàíñòâî Lp(Ω) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâî

èçìåðèìûõ íà Ω ôóíêöèé f , òàêèõ, ÷òî |f |p ñóììèðóåìà, ò.å.
∫
Ω

|f |p dµ < ∞.

Äàëåå äëÿ ðàçáèåíèÿ Ω → (Ω0, ∂Ω0) ÷åðåç C(Ω0) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî

íåïðåðûâíûõ íà Ω0 ôóíêöèé. Àíàëîãè÷íî, C(Ω0, ∂Ω0) (èëè ïðîñòî C(Ω)) åñòü

ôóíêöèè íåïðåðûâíûå íà âñåì Ω. ×åðåç C1
µ(Ω0) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ

ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå Ω, ÷òî èõ ñóæåíèÿ íà ëþáîé ñòðàò èç Ω0 ÿâëÿþò-

ñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè è, âäîáàâîê, äëÿ êàæäîãî

ñòðàòà èç Ω0 ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ïðîäîëæåíèÿ ïðîèçâîäíîé ñóæåíèÿ

ôóíêöèè íà ýòîò ñòðàò äî òî÷åê òåõ åãî ãðàíè÷íûõ ñòðàòîâ, êîòîðûå ëåæàò

â Ω0. ×åðåç C0(Ω0, ∂Ω0) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òåõ ôóíêöèé èç C(Ω), êîòî-

ðûå îáðàùàþòñÿ â íóëü íà ∂Ω0. Òàêæå ïîëîæèì C1
0(Ω0, ∂Ω0) = C1

µ(Ω0) ∩
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C0(Ω0, ∂Ω0). Ïðîñòðàíñòâî W 1,p
0 (Ω0, ∂Ω0) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîïîëíåíèå ïðî-

ñòðàíñòâà C1
0(Ω0, ∂Ω0) ïî íîðìå

∥f∥1,p0 =

∫
Ω0

|∇f |p dµ

1/p

.

Çäåñü ∇f íà êàæäîì k−ìåðíîì ñòðàòå åñòü êëàññè÷åñêèé k−ìåðíûé ãðàäè-

åíò ñóæåíèÿ ôóíêöèè íà äàííûé ñòðàò.

Ïóñòü â êàæäîé òî÷êå X ∈ Ω çàäàí âåêòîð F⃗ (X) â Rn. Òàê çàäàííîå

âåêòîðíîå ïîëå F íàçîâåì êàñàòåëüíûì ê Ω0, åñëè äëÿ ëþáîãî ñòðàòà σkj ⊂ Ω0

è ëþáîãî X ∈ σkj âåêòîð F⃗ (X) ïðèíàäëåæèò êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó

TXσkj. Äèâåðãåíöèåé êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ F â òî÷êå X ∈ σk−1i

íàçîâåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

∇ · F⃗ (X) = ∇k−1 · F⃗ (X) +
∑

σkj≻σk−1i

F⃗νj(X). (0.0.7)

Çäåñü ∇k−1 · F⃗ (X) - îáû÷íàÿ (k− 1)-ìåðíàÿ äèâåðãåíöèÿ â òî÷êå X ñóæåíèÿ

F⃗ íà ñòðàò σk−1i, ðàññìàòðèâàåìûé êàê ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ìåòðèêîé,

èíäóöèðîâàííîé åãî âëîæåíèåì â Rn, à F⃗νj(X) - ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå åäè-

íè÷íîãî âåêòîðà νj îðòîãîíàëüíîãî σk−1i â òî÷êå X (íàïðàâëåííîãî âíóòðü

ñòðàòà σkj) è ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ F⃗νj(Y ) êîãäà Y ∈ σkj ñòðåìèòñÿ ê X.

Òàê îïðåäåëåííàÿ äèâåðãåíöèÿ èìååò ñìûñë, íàïðèìåð, äëÿ ïîëåé îáëàäà-

þùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: 1) ñóæåíèÿ ïîëÿ íà ñòðàòû èç Ω0 ÿâëÿþòñÿ

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè; 2) ñóæåíèå ïîëÿ F⃗ íà ñòðàò σkj ìîæåò

áûòü ïðîäîëæåíî ïî íåïðåðûâíîñòè íà ëþáîé ñòðàò σk−1i ⊂ Ω0, ïðèìûêàþ-

ùèé ê σkj.

Ìíîæåñòâî òàêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé îáîçíà÷èì ÷åðåç C⃗1(Ω0). Ìíîæåñòâî

ïîëåé, äëÿ êîòîðûõ âòîðîå òðåáîâàíèå âûïîëíåíî äëÿ âñåõ σkj ⊂ Ω0 è äëÿ

âñåõ σk−1i ≺ σkj ⊂ Ω0, â òîì ÷èñëå è ëåæàùèõ â ∂Ω0, îáîçíà÷èì ÷åðåç C⃗1(Ω).

Åñëè u : Ω0 → R - ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, òî ÷åðåç ∇u îáîçíà÷àåòñÿ âåêòîð-

íîå ïîëå îáû÷íûõ ãðàäèåíòîâ ñóæåíèé u íà ñòðàòû èç Ω0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

C2(Ω0) ìíîæåñòâî òàêèõ ôóíêöèé u ∈ C(Ω0), ÷òî ∇u ∈ C⃗1(Ω0). Äëÿ ôóíê-

öèé èç C2(Ω0) èìååò ñìûñë äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå ∇ · (p∇u), êîãäà

ôóíêöèÿ p : Ω0 → R òàêîâà, ÷òî p∇u ∈ C⃗1(Ω0). Òàê áóäåò, íàïðèìåð, â

ñëó÷àå p ≡ 1. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð åñòåñòâåííî íàçâàòü

ëàïëàñèàíîì; â óæå óïîìÿíóòîé êíèãå ≪Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà
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ãåîìåòðè÷åñêèõ ãðàôàõ≫ îí íàçûâàåòñÿ æåñòêèì ëàïëàñèàíîì, à ñëó÷àé êî-

ãäà p ≡ 1 òîëüêî íà ≪ñâîáîäíûõ≫ ñòðàòàõ, è p ≡ 0 íà îñòàâøåéñÿ ÷àñòè Ω0 -

ìÿãêèì ëàïëàñèàíîì.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

∆pu+ λρu = 0 (0.0.8)

u|∂Ω0
= 0 (0.0.9)

ãäå ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ρ(x) ≡ 1 íà ñâîáîäíûõ ñòðàòàõ è ρ(x) ≡ 0 â îñòàëüíîé

÷àñòè Ω0 â ñëó÷àå ìÿãêîãî ëàïëàñèàíà è ρ(x) ≡ 1 âñþäó � â ñëó÷àå æåñòêîãî

ëàïëàñèàíà. Êàê è â ñëó÷àå ãðàôà èìååò ìåñòî àíàëîã ïðèíöèïà Ðýëåÿ, òåïåðü

óæå íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå.

Äàëåå îáñóæäàåòñÿ ñèììåòðèçàöèÿ Øâàðöà íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíî-

æåñòâå. Îïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ ïåðèìåòðà è îáúåìà ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíî-

æåñòâà ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà.

Äëÿ îáñóæäåíèÿ ñâîéñòâ ñèììåòðèçàöèè Øâàðöà ââîäèòñÿ ïîíÿòèå êðàò-

íîñòè ñòðàòà. Ôèêñèðóåì ñòðàò σkj. Äëÿ êàæäîãî ñòðàòà σk+1,j ≻ σkj îáîçíà-

÷èì ÷åðåç ν(σkj, σk+1,j) ÷èñëî ïðèìûêàíèé σkj ê σk+1,j. Ñóììà∑
σk+1,j≻σkj

ν(σkj, σk+1,j)

íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ ñòðàòà σkj. Íà ïðèâåäåííîì ðèñóíêå ν(σkj, σk+1,i) = 2,

ν(σkj, σk+1,m) = 1, à êðàòíîñòü σkj ðàâíà 4.

Ðèñ. 0.0.1: Ê êðàòíîñòè ñòðàòà.

Äëÿ ðàçáèåíèÿ Ω → (Ω0, ∂Ω0), â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå ñâîáîäíûå ñòðàòû

èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü d, åãî ïåðèìåòðîì áóäåì íàçûâàòü ñóììàð-

íóþ ìåðó (d − 1)-ìåðíûõ ñòðàòîâ, âõîäÿùèõ â ∂Ω0. Òåïåðü ïóñòü Ω̃ ÿâëÿ-

åòñÿ ñòðàòèôèöèðîâàííûì ïîäìíîæåñòâîì Ω, ò.å. îíî ñàìî ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ

ñòðàòèôèöèðîâàííûì ìíîæåñòâîì è, âäîáàâîê, ïóñòü êàæäûé åãî ñòðàò öå-
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ëèêîì ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ñòðàòå èç Ω. Êðàåì Ω1 ñòðàòèôèöèðîâàííî-

ãî ìíîæåñòâà íàçîâåì îáúåäèíåíèå çàìûêàíèé âñåõ ñòðàòîâ èç Ω åäèíè÷íîé

êðàòíîñòè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ôîðìàëüíî äàííîå ïîíÿòèå íå ñâÿçàíî ñ ïîíÿ-

òèåì êðàÿ ìíîãîîáðàçèÿ. Òåïåðü â êà÷åñòâå ãðàíèöû Ω̃ ðàññìîòðèì ìíîæå-

ñòâî ∂Ω̃ = Ω̃1 \ (Ω1 \ ∂Ω0). Ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå ∂Ω̃ ñ çàìûêàíèåì íåêî-

òîðîãî ñòðàòà ñòàðøåé ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà Ω - ñòðàòà σdi. Îáîçíà÷èì

(d − 1)−ìåðíóþ ìåðó ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ Pσdi
(Ω̃) è áóäåì åå íàçûâàòü ïåðè-

ìåòðîì Ω̃ îòíîñèòåëüíî ñòðàòà σdi èç Ω. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðèìåòðîì Ω̃ îòíî-

ñèòåëüíî âñåãî ìíîæåñòâà Ω îáúÿâèì ñóììó åãî îòíîñèòåëüíûõ ïåðèìåòðîâ

äëÿ êàæäîãî ñòðàòà ñòàðøåé ðàçìåðíîñòè èç Ω. Òàêèì îáðàçîì:

PΩ(Ω̃) =
∑
i

Pσdi
(Ω̃) =

∑
i

µd−1(∂Ω̃ ∩ σdi).

Îáúåìîì ðàçáèåíèÿ Ω → (Ω0, ∂Ω0) íàçîâåì ñóììàðíóþ ìåðó åãî ñòðàòîâ

ñòàðøåé ðàçìåðíîñòè. Äëÿ ìíîæåñòâà Ω̃ îáúåì îïðåäåëèì êàê

S(Ω̃) = µd(Ω̃) =
∑
i

µd(Ω̃ ∩ σdi).

Ïðè ñäåëàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ, äëÿ äâóìåðíûõ ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíî-

æåñòâ èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî.

Òåîðåìà 0.0.4 Ïóñòü Ω → Ω0 ∪ ∂Ω0 - ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî,

ïðèíàäëåæàùåå êëàññó E (åãî îïèñàíèå ñì. íèæå), òàêîå ÷òî ∂Ω0 = Ω1.

Òîãäà äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè u ∈ C2
0(Ω0, ∂Ω0) äëÿ ïî÷òè âñåõ

t > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

P 2
Ω(t, u) ≥ 4πS(t, u). (0.0.10)

Çäåñü PΩ(t, u) è S(t, u) åñòü, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðèìåòð è ïëîùàäü ëåáåãîâà

ìíîæåñòâà {x ∈ Ω : u(x) > t}. Äëÿ ïðîñòîòû, îïèñàíèå êëàññà E ïðîâå-

äåì äëÿ òåõ ìíîæåñòâ, âñå ñòðàòû ñòàðøåé ðàçìåðíîñòè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ

ïëîñêèìè. Êàæäûé ýëåìåíò êëàññà E ïîëó÷àåòñÿ èç êàêîãî-ëèáî äâóìåðíîãî

ïëîñêîãî ñòðàòà ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà îïåðàöèé ≪ïðèêëåèâàíèÿ≫ äâó-

ìåðíûõ ïëîñêèõ ñòðàòîâ. À èìåííî, ê èñõîäíîìó äâóìåðíîìó ñòðàòó ïî îòðåç-

êó, ïåðåñåêàþùåìóñÿ ñ åãî ãðàíèöåé ïî ìíîæåñòâó ìåðû íóëü ïðèêëåèâàåòñÿ

íîâûé äâóìåðíûé ñòðàò. Ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñòðàòè-

ôèöèðîâàííîå (â ÷àñòíîñòè, âíóòðåííîñòü îòðåçêà è åãî êîíöû îêàçûâàþòñÿ

ðàçíûìè ñòðàòàìè). Ê îäíîìó èç äâóìåðíûõ ñòðàòîâ ïîëó÷åííîãî ìíîæåñòâà
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ñíîâà ïðèêëåèâàåòñÿ ïëîñêèé äâóìåðíûé ñòðàò è ò.ä. Îáùèé ñëó÷àé îòëè÷à-

åòñÿ ëèøü òåì, ÷òî âìåñòî ïëîñêèõ ñòðàòîâ áåðóòñÿ èçîìåòðè÷íûå ïëîñêèì.

Êëàññ E îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî øèðîêèì, íî òåì íå ìåíåå íå ñîäåðæèò òà-

êèõ ìíîæåñòâ, êàê íàïðèìåð, öèëèíäð è ñôåðà. Òåì íå ìåíåå ïîëó÷åííóþ

òåîðåìó óäàåòñÿ îáîáùèòü è íà íåêîòîðûå ìíîæåñòâà ñîäåðæàùèå öèëèíäðè-

÷åñêèå èëè êîíè÷åñêèå ñòðàòû â êà÷åñòâå ôðàãìåíòîâ.

Êàê è â ñëó÷àå ãðàôà, ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ ãëàäêîñòè ñèììåòðèçàöèè

è àíàëîã ïðèíöèïà Ïîéÿ - Ñåãå íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå. Èç íèõ

ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ëàïëàñèàíà íà

äâóìåðíîì ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå.

Òåîðåìà 0.0.5 Ïóñòü Ω → Ω0 ∪ ∂Ω0 - ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî,

ïðèíàäëåæàùåå êëàññó E, ïðè÷åì ∂Ω0 = Ω1. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåí-

êà ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ çàäà÷è (0.0.8),(0.0.9) ïðè p è ρ ðàâíûõ

åäèíèöå íà ñâîáîäíûõ ñòðàòàõ è íóëþ íà îñòàëüíûõ:

λ0 ≥
πj20,1
µ2(Ω0)

, (0.0.11)

ãäå j0,1 åñòü ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé íóëü ôóíêöèè Áåññåëÿ J0(t), à µ2(Ω0)

åñòü ñóììàðíàÿ ìåðà äâóìåðíûõ ñòðàòîâ âõîäÿùèõ â Ω0. Ïðè ýòîì, ðàâåí-

ñòâî èìååò ìåñòî ëèøü â ñëó÷àå ñòðàòèôèöèðîâàííîãî êðóãà.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà íåðàâåíñòâàì òèïà Ïóàíêàðå è Ñîáîëåâà. Ñíà÷àëà

ðàññìàòðèâàåòñÿ íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå

â óñëîâèÿõ æåñòêîãî ëàïëàñèàíà ïðè ïðîèçâîëüíîì ïîêàçàòåëå p:∫
Ω0

|u|pdµ ≤ C

∫
Ω0

|∇u|pdµ. (0.0.12)

Åãî äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ p = 2, êîòîðûé â ñâîå âðåìÿ áûë

ðàññìîòðåí À.À. Ãàâðèëîâûì è Î.Ì. Ïåíêèíûì. Äîêàçûâàåòñÿ îí ïðè óñëîâè-

ÿõ ïðî÷íîñòè ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,

÷òî äëÿ ëþáîãî ñòðàòà σki ∈ Ω0 íàéäåòñÿ öåïî÷êà (ò.å. óïîðÿäî÷åííûé íàáîð)

ñòðàòîâ {σki, σk1i, σk2i, . . . , σkmi} òàêàÿ, ÷òî: 1) ëþáûå äâà ñîñåäíèõ ñòðàòà èç

öåïî÷êè ïðèìûêàþò äðóã ê äðóãó, à èõ ðàçìåðíîñòè îòëè÷àþòñÿ ðîâíî íà

åäèíèöó, 2) ïîñëåäíèé ñòðàò öåïî÷êè âõîäèò â ∂Ω0. Ñàì ðåçóëüòàò ôîðìóëè-

ðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Òåîðåìà 0.0.6 Ïóñòü äàíî ïðî÷íîå ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî Ω →
Ω0∪∂Ω0 è ïóñòü p ≥ 2. Òîãäà íàéäåòñÿ êîíñòàíòà C > 0, çàâèñÿùàÿ òîëü-

êî îò Ω è p, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ W 1,p
0 (Ω0, ∂Ω0) âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî (0.0.12).

Â êà÷åñòâå îäíîãî èç ïðèìåíåíèé íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå ðàññìàòðèâàåòñÿ

ñëåäóþùàÿ çàäà÷à íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå.

∇(|∇u|p−2∇u) = 0, x ∈ Ω0 (0.0.13)

u = φ, x ∈ ∂Ω0, (0.0.14)

ãäå φ, u ∈ W 1,p(Ω).

Îïåðàòîð, ôèãóðèðóþùèé â óðàâíåíèè (0.0.13) íàçûâàåòñÿ p−ëàïëàñèàíîì.
Ôóíêöèþ u ∈ W 1,p(Ω) íàçûâàþò ñëàáûì ðåøåíèåì (0.0.13), åñëè ïðè âñåõ

h ∈ C1
0(Ω) ∫

Ω0

|∇u|p−2∇u · ∇h dµ = 0 (0.0.15)

Êðàåâîå óñëîâèå (0.0.14), ïðè ýòîì, èíòåðïðåòèðóåòñÿ, êàê φ−u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (0.0.13)-(0.0.14) ñâî-

äèòñÿ ê ñóùåñòâîâàíèþ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà F (u) =
∫
Ω |∇u|p dµ.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåðàâåíñòâî Ñîáîëåâà íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíî-

æåñòâå. Ïåðâûì èäåò ñëó÷àé ìÿãêîãî ëàïëàñèàíà äëÿ êîòîðîãî ââîäèòñÿ ñëå-

äóþùåå óñëîâèå (∗): äëÿ ëþáîãî ñâîáîäíîãî ñòðàòà σkj1 ñóùåñòâóåò öåïî÷êà

ñòðàòîâ σkj1 ≻ σk−1,j2 ≺ σkj3 ≻ . . . ≻ σk−1,jm, êîòîðàÿ ñîäåðæèò òîëüêî ñòðàòû

ðàçìåðíîñòåé k è k−1, è ïðè ýòîì, σk−1,jm ⊂ ∂Ω0, à âñå ñòðàòû ðàçìåðíîñòè k,

âõîäÿùèå â äàííóþ öåïî÷êó, ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà:

Òåîðåìà 0.0.7 Ïóñòü Ω → Ω0, ∂Ω0 - ñâÿçíîå ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíî-

æåñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (∗), âñå ñâîáîäíûå ñòðàòû êîòîðîãî

èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü d. Òîãäà íàéäåòñÿ êîíñòàíòà C > 0, çà-

âèñÿùàÿ òîëüêî îò Ω, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè

u ∈ Cd
0 (Ω0, ∂Ω0) äëÿ ïî÷òè âñåõ t ≥ 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

[PΩ(t, u)]
d ≥ C[SΩ(t, u)]

d−1. (0.0.16)

Ïîëüçóÿñü ýòèì íåðàâåíñòâîì ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ âåðñèþ ïðèí-

öèïà Ïîéÿ - Ñåãå.
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Òåîðåìà 0.0.8 Ïóñòü äàíî ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî Ω → Ω0 ∪
∂Ω0 óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (∗) è òàêîå, ÷òî âñå åãî ñâîáîäíûå ñòðàòû

èìåþò ðàçìåðíîñòü n. Òîãäà äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè u ∈
W 1,p

0 (Ω0, ∂Ω0) âûïîëíåíî∫
Ω0

ρ|∇u|pdµ ≥ C

∫
B
|∇u∗|pdµ, (0.0.17)

ãäå C > 0 çàâèñèò òîëüêî îò Ω.

Ïðèìåíÿÿ ñèììåòðèçàöèþ Øâàðöà è ïîëüçóÿñü åå ñâîéñòâàìè ïîëó÷àåì

íåðàâåíñòâî Ñîáîëåâà íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå äëÿ ìÿãêîãî ëà-

ïëàñèàíà.

Òåîðåìà 0.0.9 Ïóñòü äàíî ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî Ω → Ω0∪∂Ω0

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (∗) è ïóñòü n1 < n2 < . . . < nk - ðàçìåðíîñòè åãî

ñâîáîäíûõ ñòðàòîâ. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ PC1
0(Ω0, ∂Ω0) âûïîëíåíî(∫

Ω0

ρ|u|qdµ
)1/q

≤ C

(∫
Ω0

ρ|∇u|pdµ
)1/p

. (0.0.18)

ãäå p ≥ 1, à q îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1 ≤ q < ∞, ïðè p ≥ nk;

1 ≤ q ≤ nkp/(nk − p), ïðè p ∈ [nk−1, nk);

. . .

1 ≤ q ≤ n1p/(n1 − p), ïðè p ∈ [1, n1).

(0.0.19)

×òî êàñàåòñÿ æåñòêîãî ëàïëàñèàíà, òî äëÿ íåãî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûé

ðåçóëüòàò, ñ åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì, ÷òî óñëîâèå (∗) çàìåíåíî íà óñëîâèå

ïðî÷íîñòè ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü Î.Ì. Ïåíêèíó çà ïîñòàíîâêó

çàäà÷ è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ ìíîãî÷èñëåííûõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ íèìè.
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