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Введение

Работа посвящена решению обратной задачи группового анали-

за обыкновенных дифференциальных уравнений 3-го порядка, причём

ищутся подклассы уравнений, имеющих первый интеграл, который “на-

следует” симметрию самого уравнения. Иными словами, проводится по-

иск подклассов уравнений, обладающих аналогом нётеровой (или вари-

ационной) симметрии.

Актуальность темы. Известно, что под симметрией понимается

свойство объекта оставаться инвариантным под действием какого-либо

преобразования. Симметрия широко распространена в природе, исследу-

ется во всех областях естественных наук, и её изучение во многих слу-

чаях является эффективным методом исследования. В математическом

моделировании симметрия, наряду с законами сохранения, играет роль

фундаментального закона природы.

В области дифференциальных уравнений (ДУ) симметрийные ме-

тоды возникли в XIX веке, когда Софус Ли (1842 – 1899), наиболее из-

вестные работы которого [40], [41] опубликованы в конце XIX века, пред-

ложил регулярный алгоритм группового анализа для классификации и

поиска решений обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ). К

сожалению, в начале XX века широкая научная общественность не про-

явила должного внимания к идеям С. Ли, хотя известно несколько со-

держательных работ в этой области [36], [38]. Однако подлинный расцвет

симметрийного подхода к ДУ произошёл полвека спустя, когда Л. В. Ов-

сянников [24], [25] успешно применил групповой анализ к исследованию

нелинейных уравнений с частными производными, что позволило найти

в явном виде большое число физически значимых решений модельных

уравнений в различных областях прикладной науки (механика, гидроди-

намика, нелинейная оптика и др.). В теории ОДУ была найдена глубокая
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связь между различными типами симметрий – непрерывными группами

преобразований (группами Ли) и первыми интегралами (законами со-

хранения): смысл теоремы Нётер в теории ОДУ состоит в том, что при

определённых условиях симметрия исходного уравнения “наследуется”

первым интегралом, и наличие одной вариационной симметрии позво-

ляет понизить порядок уравнения сразу на две единицы.

Однако вариационная симметрия определена лишь для уравнений

чётного порядка, и попытки ввести гамильтонову структуру на ОДУ

нечётных порядков не привели к положительному результату (с точки

зрения интегрируемости). Поэтому с временем сложилось впечатление,

что аналогичной структуры симметрии для уравнения нечётных поряд-

ков не существует. Очевидно, это не так – в качестве контрпримера мож-

но привести простое уравнение 3-го порядка

y′′′ = 2yy′, (0.0.1)

которое автономно и имеет автономный первый интеграл

y′′ = y2 + C, (0.0.2)

т. е. симметрия этого уравнения абсолютно аналогична вариационной в

том смысле, что первый интеграл её “наследует”, позволяя с её помощью

понизить порядок исходного уравнения сразу на две единицы.

В данный момент известны 2 работы, посвящённые аналогам вари-

ационной симметрии. В 1989 г. С. П. Царёв опубликовал статью [35], где

была разработана теория вариационной симметрии для механической си-

стемы нечётных порядков. В работе получены интересные результаты и

приведены строгие доказательства сформулированных теорем. Однако

все содержательные выводы касаются уравнений и систем уравнений с

частными производными, для обыкновенных дифференциальных урав-

нений существенных результатов получить не удалось.

Более интересные результаты получил П. П. Аврашков, который
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в своей кандидатской диссертации [6], защищённой в 2004 г. в Казани,

указал нетривиальные примеры уравнений 3-го порядка, имеющие ана-

лог вариационной симметрии. Следует отметить, что Аврашков успешно

использовал прямой метод, опирающийся на определяющее уравнение

(1.1.21) и определение первого интеграла (1.2.4).

Всего П. П. Аврашкову [2], [3], [5], [6] удалось найти 26 нетривиаль-

ных уравнений 3-го порядка, симметрии которых “наследуются” первым

интегралом. Например, уравнение

y′′′ =
λx2γ−1

(C1x+ δ)2γ+1y
(0.0.3)

допускает оператор симметрии

X = (C1x
2 + δx)∂x + (2C1x+ δ + δγ)y∂y (0.0.4)

и имеет первый интеграл

P =

[
yy′′ − 1

2
(y′)2 − λ

2γδ

x2γ

(C1x+ δ)2γ
+ C0

]2
, (0.0.5)

который, в свою очередь, также допускает оператор симметрии (0.0.4).

Более того, среди таких примеров существует уравнение, которое имеет

первый интеграл, наследующий даже две его симметрии, что в конеч-

ном итоге позволяет полностью проинтегрировать исходное уравнение в

квадратурах.

Заметим, что полномасштабные исследования уравнений нечётных

порядков до определённого времени вообще не проводились – сколько-

нибудь общая групповая классификация уравнений 3-го порядка была

проведена М. Я. Ланкеровичем [22] и имела вспомогательное значение

(темой исследования были уравнения в частных производных). Поэтому

в работах Аврашкова не ставилась цель полномасштабного исследова-

ния подклассов уравнений 3-го порядка, имеющих аналоги вариацион-

ных симметрий. В настоящей работе мы будем искать широкие классы

таких уравнений, удовлетворяющие некоторым априорным условиям –
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как по структуре самих уравнений, так и по структуре первого интегра-

ла (за немногими исключениями рассматриваются первые интегралы,

являющиеся полиномами по второй производной).

Следует также отметить работы В. Н. Горбузова и его школы

(Гродно) [7], [8], [9], [10], однако в них рассматриваются, в основном,

системы ОДУ и задачи в несколько иной постановке.

Если абстрагироваться от механических аналогий, то становится

очевидным, что последовательное разыскание и описание подклассов по-

добных уравнений весьма актуально, учитывая востребованность ОДУ

3-го порядка в качестве эталонных и промежуточных моделей. Некото-

рые уравнения этого типа уже приведены в известных справочниках по

ОДУ В. Ф. Зайцева и А. Д. Полянина [16], [17], хотя в сколько-нибудь

общем виде соответствующие обратные задачи до сих пор не решались.

Постановка и решение обратных задач восходит ещё к исследовани-

ям самого Софуса Ли. Например, легко построить общий класс уравне-

ний n-го порядка, допускающих конкретный точечный инфинитезималь-

ный оператор: если его инвариантами являются функции I0 = I0(x, y)

и I1 = I1(x, y, y
′), таким классом будет множество уравнений

F

(
I0, I1,

dI1
dI0

, . . . ,
dn−1I1

dIn−1
0

)
= 0.

Подобные обратные задачи (назовём их ограниченными обратными

задачами) решаются довольно просто даже для заданной нелокальной

симметрии.

Однако растущие потребности ряда прикладных наук и проблемы

поиска модельных уравнений в математическом моделировании привели

к появлению общих обратных задач. В них, как правило, конкретный

вид допускаемого оператора не задаётся, известен лишь вид симметрии

(например, точечная). При этом общий вид искомого уравнения также

ограничивается некоторыми априорными условиями. Так для уравнений

6



второго порядка, не содержащих первой производной

y′′ = F (x, y)

задача поиска всех уравнений, допускающих хотя бы какую-нибудь то-

чечную симметрию, была решена независимо друг от друга и двумя раз-

личными методами П. Личем [39] и В. Ф. Зайцевым [12], причём интерес-

но, что Лич подошёл к решению этой задачи, используя квадратичный

по y′ первый интеграл. В данном случае оказалось, что подкласс таких

уравнений, имеющих квадратичный первый интеграл, строго вложен в

подкласс уравнений, имеющих точечную симметрию, и состоит из ин-

тегрируемых в квадратурах уравнений. Похожая структура подкласса

наблюдается и для уравнений произвольного высшего порядка, не со-

держащих “предстаршей” производной [1], [4], однако связь между ин-

финитезимальными операторами и первыми интегралами с повышением

порядка становится всё менее и менее очевидной. Тем не менее, для урав-

нений чётных порядков эта связь вполне объяснима (с учётом введения

гамильтоновой структуры и теоремы Нётер).

Следует отметить, что для уравнений чётных свойство вариацион-

ной симметрии является вполне обычным, например, любое уравнение

вида

y(2n) = F (y)

имеет квадратичный по y2n−1 автономный первый интеграл, тогда как

для уравнений нечётных порядков это свойство оказывается очень “ред-

ким”, и требуются специальные исследования, чтобы найти примеры

уравнений типа

y(2n−1) = F (y), n > 2,

обладающих подобным свойством.

Цели работы. Целью исследования являются некоторые направ-

ления симметрийного анализа ОДУ 3-го порядка. В соответствие с этим
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мы будем решать следующие задачи.

1. Разработать технику, позволяющую эффективно решать обратные

задачи и находить подклассы уравнений 3-го порядка, допускающие

аналог вариационной симметрии.

2. Найти группы эквивалентности для различных подклассов ОДУ 3-

го порядка.

3. Провести поиск уравнений класса y′′′ = f(y), имеющих автоном-

ный первый интеграл, который обладает определённой структурой

– в виде полиномов относительно старшей производной (линейный,

квадратичный и кубичный).

4. Провести поиск уравнений класса y′′′ = f(y, y′), имеющих автоном-

ный первый интеграл, который обладает определённой структурой

– в виде полиномов относительно старшей производной (линейный,

квадратичный и кубичный).

5. Провести поиск уравнений класса y′′′ = f(y, y′′) (в случае, когда

f(y, y′′) является полиномами относительно y′′), имеющих автоном-

ный первый интеграл, который также обладает полиноминальной

структурой по старшей производной.

Положения, выносимые на защиту.

1. Регулярный алгоритм поиска автономных классов уравнений 3-го

порядка, имеющих автономный первый интеграл.

2. Группы эквивалентности на подклассах уравнений 3-го порядка раз-

личной структуры, позволяющие распространить результаты п. 1 на

неавтономные уравнения.

3. Теоремы о подклассах уравнений класса y′′′ = F (y), имеющих ли-

нейный, квадратичный и кубичный по второй производной автоном-

ный первый интеграл.

4. Теоремы о подклассах уравнений класса y′′′ = F (y, y′), имеющих
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линейный, квадратичный и кубичный по второй производной авто-

номный первый интеграл.

5. Теоремы о подклассах уравнений класса y′′′ = F (y, y′′), имеющих

линейный и квадратичный по второй производной автономный пер-

вый интеграл.

Методика исследований. При решении поставленных задач

были использованы методы теории обыкновенных дифференциальных

уравнений, классического группового анализа, теории дифференциаль-

ных уравнений в частных производных, а также аппарат теории первого

интеграла.

Структура работы. Диссертация состоит из введения, трёх глав,

разделённых на 8 параграфов, заключения и списка литературы.

В первой главе приводятся основные положения классического сим-

метрийного анализа. В первом параграфе излагаются необходимые опре-

деления и теоремы, составляющие основу группового анализа С. Ли, во

втором – определение и свойства первого интеграла, подробно рассмат-

ривается два алгоритма его поиска – прямой и метод операторов Эйле-

ра высших порядков, проводится их сравнение. Так как оба эти алго-

ритма дают сопоставимые результаты, но алгоритм Эйлера оказывается

существенно более трудоёмким, в основной части работы используется

прямой метод. Третий параграф посвящён нётеровым (вариационным)

симметриям.

Вторая глава посвящена формулировке основной задачи работы,

обоснованию выбранного метода исследования, поиску групп эквива-

лентности рассматриваемых подклассов уравнений 3-го порядка и опи-

санию подклассов, не содержащих “предстаршую” производную y′′, т. е.

автономных уравнений вида

y′′′ = F (y, y′), (0.0.6)
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имеющих аналог вариационной симметрии. В первом параграфе нахо-

дятся группы эквивалентности на подклассах y′′′ = F (x, y), y′′′ =

= F (x, y, y′) и y′′′ = F (x, y, y′′). Во втором параграфе доказываются

теоремы о существовании (или отсутствии) уравнений подкласса y′′′ =

= F (y), имеющих автономный первый интеграл, линейный, квадратич-

ный или кубичный относительно y′′. В третьем параграфе рассматрива-

ется такая же задача для более общего подкласса (0.0.6).

В третье главе излагается исследование подклассов, содержащих

“предстаршую” производную y′′. В первом параграфе исследуются урав-

нения вида y′′′ = F (y, y′, y′′)G(y′′). Во втором параграфе рассматрива-

ются уравнения, не содержащие первую производную, с линейной или

квадратичной зависимостью от y′′.

Научная новизна. Все результаты исследования являются новы-

ми. Впервые найдены классы уравнений 3-го порядка заданной структу-

ры, имеющие первый интеграл, удовлетворяющий априорным условиям,

причём доказаны теоремы о единственности этих классов при этих усло-

виях с точностью до найденных групп эквивалентности.

Теоретическая и практическая ценность. Работа носит тео-

ретический характер. Разработанные подходы и полученные результаты

могут использоваться для решения ряда задач математического моде-

лирования, а найденные конкретные классы уравнений – в качестве мо-

дельных (эталонных) для ряда физических задач и тестирования систем

аналитических вычислений на ЭВМ.

Регулярность и “прозрачность” разработанных алгоритмов позво-

ляет использовать полученные результаты и в педагогической практи-

ке, при чтении курсов обыкновенных дифференциальных уравнений и

математического моделирования, спецкурсов современного группового

анализа.
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Апробация работы. Результаты исследований прошли апро-

бацию на научных конференциях “Герценовские чтения” РГПУ

им. А. И. Герцена (LXIV–LXVI, 2011–2013 гг.) и на научных семинарах

кафедры математического анализа математического факультета РГПУ

им. А. И. Герцена.

Публикации. По материалам диссертации опубликованы работы

[29 – 34], две из которых [29], [31] – в журналах из перечня рецензируемых

научных журналов и изданий, рекомендованных ВАК Минобрнауки РФ.

Из совместных работ [29], [30], [31] в диссертацию включены результаты,

принадлежащие лично автору.
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Глава 1. Классические симметрийные теории

В этой главе будут изложены теоретические материалы, исполь-

зуемые в дальнейшем для получения новых результатов. Речь идёт о

трёх теориях: группового анализа, первых интегралов и вариационных

симметрий. Все они по разным аспектам посвящены фундаментальному

свойству обыкновенных дифференциальных уравнений – симметрии.

1.1. Групповой анализ (теория Ли).

В истории математики основателем группового метода признан

Эварист Галуа (1811 – 1832), который за свою короткую жизнь успел

совершить переворот в математике. Как известно, на протяжении 3-х

веков (с XVI по XIX век) математики сталкивались с вопросом о воз-

можности выразить корни алгебраического уравнения 5-ой и высших

степеней через свои коэффициенты с помощью алгебраических операций

и радикала. Это удалось решить в общем виде норвежскому математи-

ку Н. Х. Абелю (1802 – 1829), который доказал, что общие уравнения

5-ой и высших степеней вообще не разрешимы в радикалах. Остался ещё

один вопрос: если задано конкретное алгебраическое уравнение, то смо-

жем ли мы получить информацию о его разрешимости в радикалах?

Окончательный ответ на него дал французский математик Галуа. Он

определил преобразования (автоморфизмы), сохраняющие все алгебраи-

ческие операции на пространстве расширения поля рациональных чисел

и всех корней алгебраического уравнения. Эти преобразования являют-

ся, по сути своей, перестановками на множестве корней. Совокупность

всех этих преобразований для конкретного алгебраического уравнения

образует группу, и на этой основе поставленная задача была решена.

Установив преобразования, меняющие только порядок элементов и со-

храняющие все объекты в целом, Галуа при этом уже использует гео-
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метрическую идею – симметрию. Тем самым были заложены основы од-

ного из востребованных направлений современной алгебры – группового

анализа.

Несмотря на ныне признанную всеми заслугу молодого француз-

ского математика, его работа сначала не получила широкого распростра-

нения среди математиков: она была настолько абстрактна, что намного

превосходила знания того времени. Несколько позже Софус Ли, по ини-

циативе своего немецкого друга – Феликса Клейна (1849 – 1925), вместе с

ним приехали в Францию, чтобы познакомиться с трудами Парижского

математического общества. Они оба работали под руководством выдаю-

щегося математика Мари Жордана (1838 – 1922). По-видимому, именно

через своего учителя Софус Ли познакомился с идеей Галуа, и в итоге

он построил аналог теории Галуа для обыкновенных дифференциальных

уравнений.

Для достижения своей цели Софус Ли тоже определил преобразо-

вания, которые сохраняют множество решений, но при этом использовал

достижения многих родственных направлений, таких как линейная ал-

гебра, дифференциальная геометрия, и тем самым создал основу для

открытия других направлений – не случайно, например, теория алгебр

с коммутатором в качестве умножения получила впоследствии название

теории алгебр Ли. Само его преобразование в определенной мере отлича-

ется от автоморфизма у Галуа. Как известно, алгебраическое уравнение

n-го степени по основной теореме алгебры имеет ровно n корней, то-

гда как общее решение обыкновенного дифференциального уравнения

n-го порядка представляет собой семейство кривых на плоскости, содер-

жащее n свободных коэффициентов, т. е. оно носит непрерывный ха-

рактер – это гладкое многообразие. На конечном множестве мы можем

перемещать местами элементы, а на бесконечно-непрерывном – следует

сделать иначе. Софус Ли определил преобразования, при которых ре-
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шения некоторого уравнения переходят в другие (может быть, и те же)

решения того же уравнения – критерием этого является инвариантность

самого уравнения под действием этих преобразований, ограниченным на

многообразии решений.

Важно подчеркнуть, что лиевские преобразования, кроме пере-

менных, являющихся координатами на плоскости, зависят от свобод-

ного параметра a, относительно последнего они являются бесконечно-

дифференциальными функциями. Благодаря именно этой зависимости

реализуются элементы дифференциальной геометрии. Применив к се-

мейству гладких кривых операцию дифференцирования (“оператор уни-

версальной линеаризации”), мы переходим к касательному пространству,

с которым уже намного удобнее работать – нелинейное определяющее

уравнение линеаризуется, и мы находим искомые преобразования путём

нахождения решения линейного дифференциального уравнения в част-

ных производных (определяющее уравнение). Так как решения линейно-

го уравнения в частных производных образует линейное векторное про-

странство, мы получаем в итоге алгебру Ли инфинитезимальных

операторов. При этом всякий нетривиальный оператор из этой алгеб-

ры позволяет построить преобразование, с помощью которого мы можем

понизить порядок допускающего этот оператор уравнения на единицу.

При этом оказывается, что последовательное выполнение всех операций

образует регулярный алгоритм, наглядно демонстрирующий эффек-

тивность теории, предложенной С. Ли.

Основные положения группового анализа изложены в соответствии

с современными источниками [18], [19], [20], [24], [25], [26], [43].

Определение 1.1.1 Обратимые преобразования

x̄ = ϕ(x, y, a), ȳ = ψ(x, y, a), (1.1.1)

где функции ϕ и ψ непрерывны по всем переменным и бесконечно-

дифференцируемы по переменной a, причём при нулевом значении па-
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раметра a они превращаются в тождественные преобразования, т. е.

ϕ(x, y, a)
∣∣∣
a=0

= x, ψ(x, y, a)
∣∣∣
a=0

= y, (1.1.2)

называются однопараметрическими точечными преобразованиями.

Легко убедиться, что множество таких преобразований с операцией

суперпозиции образует группу (здесь выполнение групповой структуры

требуется только в достаточно малой окрестности единичного элемента,

соответствующего значению a = 0; топологическая структура приведена

в книге П. Олвера [26]).

Определение 1.1.2 Группа, образуемая однопараметрическими

точечными преобразованиями, называется точечной однопараметриче-

ской группой Ли преобразований плоскости (сокращённо – точечной

группой Ли или просто группой Ли, если из контекста вытекает, что

рассматриваются только точечные преобразования).

Разложив функции ϕ и ψ в ряд Тейлора по параметру a с учётом

(1.1.2), получаем

x̄ ≈ x+ ξ(x, y)a, ȳ ≈ y + η(x, y)a, (1.1.3)

где

ξ =
∂ϕ

∂a

∣∣∣
a=0

, η =
∂ψ

∂a

∣∣∣
a=0

. (1.1.4)

Замечание 1.1.1 Преобразованные точки (x̄, ȳ) при фиксирова-

нии точки (x, y) образуют на плоскости непрерывную кривую, к которой

вектор (ξ, η) является касательным в точке (x, y) – орбиту этой точ-

ки. Более того, преобразования (1.1.1) однозначно восстанавливаются из

уравнений Ли
dϕ

da
= ξ(ϕ, ψ),

dψ

da
= η(ϕ, ψ),

(1.1.5)

с начальным условием (1.1.2).
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Поэтому вектор (ξ, η) образует касательное векторное поле груп-

пы. Однако работая с точечными группами, мы в основном используем

не его, а следующий объект

Определение 1.1.3 Оператор

X = ξ∂x + η∂y (1.1.6)

называется инфинитезимальным оператором точечной группы.

Инфинитезимальный оператор ведёт себя как скаляр при произ-

вольной замене переменных, что является существенным преимуществом

перед вектором (ξ, η).

В групповом анализе также используется другой оператор, эквива-

лентный оператору (1.1.6)

Определение 1.1.4 Оператор

X = η̂
∂

∂y
, (1.1.7)

где η̂ = η−y′ξ, называется каноническим оператором, соответствующим

точечному оператору (1.1.6).

Заметим, что канонический оператор не тождественен “геометри-

ческому” (1.1.6) – эквивалентность понимается в том смысле, что если

некоторое уравнение допускает оператор (1.1.6), то оно допускает и опе-

ратор (1.1.7), и наоборот.

В следующей теореме мы сформулируем принцип подобия всех

однопараметрических точечных групп на плоскости, позволяющий пере-

ходить из одной системы координат в другую – соответственно из одной

группы в другую.

Теорема 1.1.1 Все однопараметрические группы на плоскости по-

добны в том смысле, что всякая точечная однопараметрическая группа

G преобразований (1.1.1) подходящей заменой переменных

t = t(x, y), u = u(x, y) (1.1.8)
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приводится к любой наперёд заданной точечной однопараметрической

группе G ′

X −→ X ′ = X(t)
∂

∂t
+X(u)

∂

∂u
. (1.1.9)

Определение 1.1.5 Функция F (x, y) называется инвариантом

группы (1.1.1), если для каждой точки (x, y) функция F постоянна

вдоль траектории, описываемой преобразованными точками (x̄, ȳ):

F (x̄, ȳ) = F (x, y). (1.1.10)

Теорема 1.1.2 Функция F (x, y) является инвариантом тогда и

только тогда, когда она удовлетворяет уравнению в частных производ-

ных

XF = ξ
∂F

∂x
+ η

∂F

∂y
≡ 0. (1.1.11)

Доказательство. Пусть функция F (x, y) удовлетворяет тожде-

ству (1.1.10). Тогда тождество (1.1.11) легко следует из разложения ϕ, ψ

и самой функции F в ряд Тейлора

F (ϕ(x, y, a), ψ(x, y, a)) ∼ F (x+ aξ(x, y), y + aη(x, y)) ∼

∼ F (x, y) + a

[
ξ(x, y)

∂F

∂x
+ η(x, y)

∂F

∂y

]
. (1.1.12)

Обратно, пусть F (x, y) – решение уравнения (1.1.11). Так как равенство

(1.1.11) выполняется в любой точке (x, y), запишем его в точке (x̃, ỹ):

ξ(x̃, ỹ)
∂F (x̃, ỹ)

∂x̃
+ η(x̃, ỹ)

∂F (x̃, ỹ)

∂ỹ
= 0.

Воспользовавшись уравнениями Ли (1.1.5) и этим равенством, получим

dF (ϕ, ψ)

da
=
∂F (x̃, ỹ)

∂x̃
.
dϕ(x, y, a)

da
+
∂F (x̃, ỹ)

∂ỹ
.
dψ(x, y, a)

da
=

= ξ(x̃, ỹ)
∂F (x̃, ỹ)

∂x̃
+ η(x̃, ỹ)

∂F (x̃, ỹ)

∂ỹ
= 0.

Следовательно, F (ϕ(x, y, a), ψ(x, y, a)) как функция от a удовлетворяет

следующему дифференциальному уравнению с начальным условием

dF

da
= 0, F

∣∣∣
a=0

= F (x, y).
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Доказательство завершено �

Замечание 1.1.2 Заметим, что в процессе доказательства теоре-

мы 1.1.2 мы использовали приближённую формулу разложения в ряд

Тейлора, однако полученный результат является точным.

Замечание 1.1.3 Уравнение (1.1.11) является линейным диф-

ференциальным уравнением в частных производных переменных 1-

го порядка относительно F , что наглядно иллюстрирует одно из свойств

оператора X – он линеаризует уравнение (1.1.10).

Приведенные выше понятия очевидным образом обобщаются на

многомерный случай, когда рассматриваются группы преобразований не

на плоскости, а в n-мерном пространстве точек x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn,

что позволяет этот аппарат применять и к обыкновенным дифференци-

альным уравнениям. Для этого мы просто считаем исходные переменные

x, y и производные y′, y′′, . . . , y(n) независимыми друг от друга, кроме

естественных дифференциальных связей.

Рассмотрим дифференциальное уравнение n-го порядка

y(n) = F (x, y, y′, . . . , y(n−1)). (1.1.13)

Поскольку все производные являются функциями от координат

плоскости, преобразование x, y по формуле (1.1.1) влечёт за собой и

преобразование всех производных функции y, формулы для которых

вычисляются следующим образом

ỹ′ =
Dx(ψ)

Dx(ϕ)
, ỹ′′ =

Dx(ỹ′)

Dx(ϕ)
, . . . ỹ(n) =

Dx(ỹ(n−1))

Dx(ϕ)
. (1.1.14)

Подставив в эти формулы разложение в ряд Тейлора функций ψ

и ϕ, умножая числитель и знаменатель на 1−Dx(ξ)a и, оставляя сла-

гаемые, содержащие групповой параметр a в степени не выше первой,

находим

ỹ′ ≈ y′ + ζ1a, ỹ′′ ≈ y′′ + ζ2a, . . . ỹ(n) ≈ y(n) + ζna, (1.1.15)
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где

ζ1 = ηx + (ηy − ξx)y
′ − (y′)2ξy,

ζ2 = ηxx + (2ηxy − ξxx)y
′ + (ηyy − 2ξxy)(y

′)2 − (y′)3ξyy+

+ (ηy − 2ξx − 3y′ξy)y
′′,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

ζn = Dxηn−1 − y(n)Dxξ, (1.1.16)

а Dx – оператор полной производной

Dx =
∂

∂x
+ y′

∂

∂y
+ y′′

∂

∂y′
+ . . . .

В соответствии с этими на пространствах расширения струй

(x, y, y′), (x, y, y′, y′′), . . . , (x, y, y′, . . . , y(n))

у нас есть продолженные группы

G
1
, G

2
, . . . , G

n

исходной группы G. Их инфинитезимальные операторы, соответственно,

будут

X
1
= ξ∂x + η∂y + ζ1∂y,

X
2
= ξ∂x + η∂y + ζ1∂y′ + ζ2∂y′′,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

X
n
= ξ∂x + η∂y + ζ1∂y′ + . . .+ ζn∂y(n).

Определение 1.1.6 Говорят, что функция F (x, y, y′, . . . , y(n)) ин-

вариантна относительно группы G преобразований (1.1.1) (или допус-

кает группу G), если F инвариантна относительно её продолжения G
n
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в смысле определения 1.1.5, т. е. тождество

F (x̃, ỹ, ỹ′, . . . , ỹ(n)) = F (x, y, y′, . . . , y(n)) (1.1.17)

выполнено для всех точек пространства (x, y, y′, . . . , y(n)).

Теорема 1.1.3 Функция F (x, y, y′, . . . , y(n)) допускает группу G

преобразований (1.1.1) тогда и только тогда, когда она удовлетворяет

следующему уравнению в частных производных

X
n
F ≡ 0. (1.1.18)

Выпишем в качестве примера условие инвариантности для функ-

ции P (x, y, y′, y′′):

ξPx + ηPy +
[
−(y′)2ξy + (ηy − ξx)y

′ + ηx
]
Py′+

+
[
(−3y′ξy + ηy − 2ξx)y

′′ − (y′)3ξyy + (ηyy − 2ξxy)(y
′)2+

+ (2ηxy − ξxx)y
′ + ηxx

]
Py′′ = 0. (1.1.19)

Определение 1.1.7 Говорят, что обыкновенное дифференциаль-

ное уравнение n-го порядка (1.1.13) допускает группу G преобразова-

ний (1.1.1) (или инвариантна относительно G), если при действии преоб-

разований соответствующей продолженной группы G
n

каждая точка по-

верхности M , задаваемой этим уравнением, перемещается вдоль этой же

поверхности, т. е. из (x, y, y′, . . . , y(n)) ∈ M следует (x̃, ỹ, ỹ′, . . . , ỹ(n)) ∈
M : F (x̃, ỹ, ỹ′, . . . , ỹ(n)) = 0. Говоря другими словами, группа G

n
остав-

ляет множество решений уравнения (1.1.13) инвариантом.

Теорема 1.1.4 Уравнение (1.1.13) допускает группу преобразова-

ний (1.1.1) с инфинитезимальным оператором (1.1.6) тогда и только то-

гда, когда

X
n
F
∣∣∣
F=0

= 0. (1.1.20)

Это уравнение называется определяющим для уравнения (1.1.13).

20



В качестве примера рассмотрим уравнение 3-го порядка

y′′′ = F (x, y, y′, y′′).

Согласно теореме 1.1.3, его определяющее уравнение принимает вид

3ξy(y
′′)2+

+
[
6(y′)2ξyy + (9ξxy − 3ηyy − 3Fy′′ξy)y

′ + Fy′′ηy − 3ηxy − 2Fy′′ξx + 3ξxx
]
y′′+

+ (y′)4ξyyy + (3ξxyy − ηyyy − ξyyFy′′)(y
′)3+

+ (Fy′′ηyy − 2Fy′′ξxy − 3ηxyy − Fy′ξy + 3ξxxy)(y
′)2+

+
(
ξxxx + 4Fξy + Fy′ηy − Fy′ξx − 3ηxxy + 2Fy′′ηxy − Fy′′ξxx

)
y′+

+ Fy′′ηxx + Fy′ηx + 3Fξx + ξFx − Fηy − ηxxx + ηFy = 0. (1.1.21)

Замечание 1.1.4 Заметим, что понятие инвариантности уравне-

ния относительно группы определено с меньшей степенью строгости по

сравнению с понятием инвариантности функции относительно группы.

Соответственно, решения уравнения (1.1.20), в отличие от решений урав-

нений (1.1.11, 1.1.18), находятся на множестве решений исследуемого

уравнения, а не на всём пространстве (x, y, y′, . . . , y(n)). Это приводит,

вследствие этого, к возможному увеличению количества допускаемых

дифференциальным уравнением групп.

Замечание 1.1.5 Уравнение (1.1.20) удаётся решать методом

расщепления, который заключается в том, что если записать (1.1.20)

в виде многочлена относительно старшей производной, например урав-

нение (1.1.21), то из тождественного равенства нулю этого многочлена

следует тождественное равенство нулю всех его коэффициентов. Таким

образом, мы получаем переопределённую систему дифференциальных

уравнений в частных производных для искомых функций ξ и η.

Замечание 1.1.6 При поиске точечных преобразований искомые

функции ξ и η зависят только от координат плоскости x и y. Необхо-

димым условием для применения метода расщепления является наличие
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в определяющем уравнении производной хотя бы первого порядка, от ко-

торой координаты оператора ξ и η не зависят. Поэтому метод расщепле-

ния эффективен только с определяющими уравнениями для уравнений

2-го и высших порядков.

1.2. Первые интегралы.

Законы сохранения – фундаментальные законы природы, прояв-

ляющиеся в различных областях науки. Вместе с тем они имеют пря-

мое отношение к математическому понятию теории дифференциальных

уравнений – первому интегралу. В самом деле, физические процессы и

явления часто моделируются дифференциальными уравнениями, в кото-

рых законы сохранения появляются в результате однократного интегри-

рования и являются первыми интегралами. Например, хорошо известно,

что полная механическая энергия консервативной системы взаимодей-

ствующих частиц зависит от скоростей и взаимного расположения её

частиц, т. е. она представляет собой математическое выражение, содер-

жащее только координаты и производную первого порядка. Тогда как

исходное дифференциальное уравнение (второй закон Ньютона) являет-

ся уравнением 2-го порядка в силу вхождения в него ускорений (вторая

производная координат). Благодаря этому в математике поиск первого

интеграла (закона сохранения) служит одним из способов понижения

порядка дифференциальных уравнений. Более того, говоря о законах

сохранения для конкретной системы или явления, мы имеем в виду то

обстоятельство, что первый интеграл представляет собой выражение, со-

храняющееся на выбранной интегральной кривой, оно не меняется при

движении вдоль этой кривой. Поэтому мы вправе считать первые инте-

гралы одной из разновидностей симметрии.

Определение 1.2.1 Оператор

Dx =
∂

∂x
+ y′

∂

∂y
+ y′′

∂

∂y′
+ . . . (1.2.1)
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называется оператором полной производной.

Пусть дано дифференциальное уравнение n-го порядка:

y(n) = F
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
= 0, (1.2.2)

являющееся гладким многообразием на n раз продолженном простран-

стве
(
x, y, y′, . . . , y(n)).

Определение 1.2.2 Дифференциальное выражение

P = P (x, y, y′, . . . , y(n−1)),
∂P

∂y(n−1)
6≡ 0, (1.2.3)

называется первым интегралом уравнения (1.2.2), если её полная произ-

водная удовлетворяет тождеству

DxP = Rk

(
y(n) − F

)
. (1.2.4)

Дифференциальное выражение Rk = Rk

(
x, y, y′, . . . , y(k)

)
называется

интегрирующим множителем уравнения (1.2.2), а натуральное число k

– порядком Rk.

Теорема 1.2.1 Если интегрирующий множитель Rk нетривиален

(не тождественно равен нулю), то уравнение (1.2.2) эквивалентно урав-

нению

P
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
= C, (1.2.5)

где C – произвольная константа.

Доказательство. Теорема легко доказывается, исходя из опреде-

ления 1.2.2: что полная производная от константы является нулю, и

если Rk – нетривиальный, то из уравнения FRk = 0 следует, что

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0, и обратно �

Замечание 1.2.1 (Метод первых интегралов) Из теоремы 1.2.1

следует, что если найдено m, (m 6 n), независимых первых интегра-

лов P1, P2, . . . , Pm, то путём исключения (m− 1) старших производных

y(n−m+1), y(n−m+2), . . . , y(n−1) из системы m уравнений

Pi = Ci, i = 1, m, (1.2.6)
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где Ci – независимые друг от друга константы, получаем дифференци-

альное уравнение (n−m)-го порядка, эквивалентное исходному (1.2.2).

т. е., его порядок понижается на (n−m) единиц. В случае m = n , урав-

нение (1.2.2) полностью интегрируется, приводя к (неявному) общему

интегралу Φ(x, y, C1, . . . , Cn). Этот метод поиска решения называется

методом первых интегралов.

Замечание 1.2.2 При подстановке любого частного решения y =

= f(x) уравнения (1.2.2) в его первый интеграл P , мы получаем со-

ответствующую ему константу. Поэтому говорят, что первый интеграл

является инвариантом вдоль траектории решения (1.2.2). Отсюда и сле-

дует, что первый интеграл тоже обладает свойством симметрии.

На определении 1.2.2 основан один из методов поиска первых инте-

гралов – прямой алгоритм (название алгоритма объясняется тем, что

он следует прямо из определения; техника применения алгоритма изла-

гается согласно монографии [14]). Действительно, если выписать урав-

нение (1.2.4) в развернутом виде, то получаем

Px + y′Py + y′′Py′ + . . .+ y(n)Py(n−1) = −FRk + y(n)Rk. (1.2.7)

Далее методом расщепления по старшей производной мы получаем си-

стему 



Py(n−1) = Rk,

Px + y′Py + . . .+ y(n−1)Py(n−2) = −RkF.

И, наконец, более компактное уравнение можно получить, заменив во

втором уравнении интегрирующий множитель Rk из первого уравнения:

Px + y′Py + . . .+ y(n−1)Pyn−2 + FPy(n−1) = 0. (1.2.8)

Общее решение этого однородного линейного уравнения в частных про-

изводных относительно x, y, y′, . . . , y(n−1) получить, как правило, не уда-

ётся (это уравнение эквивалентно исходному), однако есть большая веро-

ятность методом расщепления найти его частные решения, накладывая
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некоторые условия на вид искомого первого интеграла, например, пред-

положив, что P (x, y, y′, . . . , y(n−1)) линеен относительно старшей произ-

водной

P = R
(
x, y, y′, . . . , y(n−2)

)
y(n−1) +Q

(
x, y, y′, . . . , y(n−2)

)
, (1.2.9)

или квадратичен относительно неё

P = R
(
x, y, y′, . . . , y(n−2)

)(
y(n−1)

)2
+Q

(
x, y, y′, . . . , y(n−2)

)
y(n−1)+

+ S
(
x, y, y′, . . . , y(n−2)

)
. (1.2.10)

К нахождению первого интеграла можно приступить принципиаль-

но иным образом, начиная с поиска интегрирующего множителя. Дей-

ствительно, если найден R = R
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
, то, следуя соотно-

шению (1.2.4), можно выделить все частные производные 1-го порядка

функции P
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
; затем восстановить сам первый интеграл

по форме

P =

∫

C

(
Px dx+ Py dy + Py′ dy

′ + . . .+ Py(n−1) dy(n−1)
)
, (1.2.11)

где C – произвольная кривая на плоскости (x, y).

Покажем сначала эту идею на случай уравнения 1-го порядка

y′ = f(x, y). (1.2.12)

Теорема 1.2.2 Интегрирующий множитель уравнения (1.2.12) яв-

ляется решением уравнения

Rx + (fR)y = 0. (1.2.13)

При этом соответствующий первый интеграл находится с помощью кри-

волинейного интеграла по следующей форме

P =

∫

C

(−Rf dx+ Rdy), (1.2.14)
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где C – произвольная кривая из какой-либо точки
(
x̃, ỹ

)
в точку (x, y)

на плоскости (x, y). Замена точки (x̃, ỹ) приводится к добавлению к

(1.2.14) константы. Если f(x, y) и R(x, y) невырождены, то криволи-

нейный интеграл (1.2.14) не зависит от кривой C.

Доказательство. Пусть R(x, y) – интегрирующий множитель

уравнения (1.2.12). Согласно уравнению (1.2.4) имеем

Px + y′Py = Ry′ −Rf. (1.2.15)

Отсюда методом расщепления находим

Px = −Rf, Py = R. (1.2.16)

Вместе с тем, из условия равенства смешаных вторых частных произ-

водных для функции P (x, y) :

Pxy − Pyx = 0,

следует, что R(x, y) является решением уравнения (1.2.13).

Обратное утверждение тоже верно. Пусть R(x, y) – решение урав-

нения (1.2.13). Тогда выполнимость соотношения (1.2.13) влечёт за собой

достаточное условие, при которым существует функция P (x, y) такая,

что его частные производные 1-го порядка удовлетворяют уравнениям

из (1.2.16). Наконец, функцию P (x, y) можно восстановить с помощью

формулы (1.2.14)�

Существует альтернативная формулировка доказанной теоремы,

которая окажется более удобной при обобщении её на случай уравнения

n-го порядка, опираясь на оператор Эйлера.

Перепишем уравнение (1.2.13) в развернутом виде

0 = Rx + fRy + fyR; (1.2.17)

затем его преобразуем таким образом

0 = DxR+ (f − y′)Ry + fyR. (1.2.18)
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Введём в рассмотрение дифференциальный оператор

E1 =
∂

∂y
−D

∂

∂y′
. (1.2.19)

Теперь заметим, что новый оператор позволяет записать последнее урав-

нение в новом виде

0 = −E1(θ), (1.2.20)

где θ(x, y, y′) =
[
y′ − f(x, y)

]
R(x, y).

Оператор E1 является “укороченным” видом оператора Эйлера,

который будет подробно изложен в следующем параграфе. А теперь по-

кажем замечательное свойство его – “уничтожать” полную производную,

т. е. если действовать им на функцию, равную полной производной дру-

гой функции, то в результате получим нуль.

Пусть θ = Dxψ(x, y) и обозначим

Ψ1 = θy′, (1.2.21)

Ψ0 = θy −DΨ1. (1.2.22)

Отметьте, что Ψ0 = E1(θ). Имеют тогда место следующие тождества

(Ψ1)y′ = 0, (1.2.23)

Ψ0 = 0. (1.2.24)

Это действительно так: по определению Ψ1 = ψy не зависит от производ-

ной y′, а второе тождество непосредственно вытекает из его выражения

Ψ0 = (Dψ)y −Dψy = 0.

Обратно, предположим, что оба тождества (1.2.21) и (1.2.22) вы-

полнены при какой-либо функции θ(x, y, y′), где

Ψ1 = θy′, Ψ0 = θy −DxΨ1,

тогда из первого из них следует θy′y′ = 0, т. е. она линейна относительно

y′

θ = A(x, y)y′ +B(x, y). (1.2.25)
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Затем второе тождество (1.2.22) даёт

Ax −By = 0. (1.2.26)

Последнее уравнение является достаточным условием, чтобы существо-

вала функция ψ(x, y) такая, что A = ψy, B = ψx. Соответственно из

(1.2.25) получаем θ = ψx + y′ψy, т. е. θ = Dxψ.

Заметим, что из функции θ можно выразить частные производные

функции ψ следующим образом

ψy = θy′, ψx = θ − y′θy,

или

ψy = θy′(x, y, 0), ψx = θ(x, y, 0).

Поэтому

ψ(x, y) =

∫

C

[
θ(x, y, 0)dx+ θy′(x, y, 0)dy

]
, (1.2.27)

где C – произвольная кривая из точки (x̃, ỹ) в точку (x, y) в двумерной

плоскости (x, y)�

Итак, совершенно очевидно, новый алгоритм может быть изложен с

помощью укороченного оператора Эйлера. В силу этого будем называть

его алгоритмом Эйлера. При распространении на уравнение n-го по-

рядка нарастают технические сложности, возникающие при наложении

достаточного условия существования полной производной для функции

многих переменных θ(x, y, y′, . . . , y(n)). Требуется ввести более длинную

цепочку связанных между собой рекуррентной формой функций. В из-

бежание абстрактности первоначально будем излагать алгоритм Эйлера

для уравнения 2-го порядка, затем для обобщённого случая – уравнения

n-го порядка, следуя материалу монографии [37].

Рассмотрим уравнения 2-го порядка

y′′ = f(x, y, y′). (1.2.28)
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Укороченный оператор Эйлера 2-го порядка определяется следующей

формой

E2 =
∂

∂y
−D

∂

∂y′
+D2 ∂

∂y′′
. (1.2.29)

Пусть

θ(x, y, y′, y′′) = Dψ(x, y, y′), (1.2.30)

и введём следующие функции

Ψ2 = θy′′, Ψ1 = θy′ −DΨ2, Ψ0 = θy −DΨ1. (1.2.31)

Заметим, что последняя функция является, в точности, результатом дей-

ствия E2 на функцию θ, т. е. Ψ0 = E2(θ).

Теорема 1.2.3 Функция θ(x, y, y′, y′′) является полной производ-

ной (1.2.30) тогда и только тогда, когда она удовлетворяет уравнениям

(Ψ2)y′′ = (Ψ1)y′′ = 0, (1.2.32)

Ψ0 = 0 (1.2.33)

на всём пространстве (x, y, y′, . . . , y(n)). В случае, когда θ(x, y, y′, y′′)

удовлетворяет всем уравнениям (1.2.32, 1.2.33), функция ψ(x, y, y′) из

(1.2.30) находится по следующей формуле

ψ =

∫

C

[
(θ(x, y, y′, 0)− y′Ψ1(x, y, y

′))dx+Ψ1(x, y, y
′)dy +Ψ2(x, y, y

′)dy′
]
,

(1.2.34)

где C – произвольная кривая из точки
(
x̃, ỹ, ỹ′

)
в точку (x, y, y′).

Доказательство. Предположим, что функция θ(x, y, y′, y′′) удо-

влетворяет уравнению (1.2.30). Тогда используя тождества

(Dψ)y = Dψy, (Dψ)y′ = Dψy′ + ψy, (Dψ)y′′ = ψy′, (1.2.35)

без труда можем проверить, что E2 уничтожает Dψ, т. е. Ψ0 = E2(θ) =

= 0. Независимость от второй производной y′′ двух функций Ψ2 и Ψ1

непосредственно вытекает из их выражений:

Ψ2 = ψy′, Ψ1 = ψy. (1.2.36)
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Переходим к доказательству обратного утверждения. Пусть функция

θ(x, y, y′, y′′) удовлетворяет уравнениям (1.2.32, 1.2.33), нужно показать,

что существует другая функция ψ(x, y, y′), связанная с ней по формуле

(1.2.30).

Положим

Φ = θ − y′Ψ1 − y′′Ψ2. (1.2.37)

Заметим, что если бы θ(x, y, y′, y′′) имела вид полной производной, как

в формуле (1.2.30), то нововведённая функция Φ вместе с Ψ1 и Ψ2

составили бы все частные производные от ψ:

Φ = ψx, Ψ1 = ψy, Ψ2 = ψy′. (1.2.38)

Напомним, что установленное из теории неявных функций условие су-

ществования полной производной вытекает именно из свойств частных

производных от ψ таких, как независимость их от второй производной

y′′ и соотношения совместности

ψxy = ψyx, ψyy′ = ψy′y, ψy′x = ψxy′.

Перед тем, как доказывать условие интегрируемости, чтобы суще-

ствовала функция ψ(x, y, y′), удовлетворяющая уравнению (1.2.30), бу-

дем выписывать его соответствующие уравнения:

(Ψ2)y′′ = (Ψ1)y′′ = Φy′′ = 0, (1.2.39)

(Ψ2)y = (Ψ1)y′, (1.2.40)

(Ψ2)x = Φy′, (Ψ1)x = Φy. (1.2.41)

Предположим, что функция θ(x, y, y′, y′′) удовлетворяет уравнениям

(1.2.32, 1.2.33).

Из выражения Ψ0 из (1.2.31) находим

θy = Ψ0 +DΨ1, (1.2.42)
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затем путём дифференцирования обеих частей по y′′ –

θyy′′ = (Ψ1)y′ + (Ψ0)y′′ +D
[
(Ψ1)y′′

]
, (1.2.43)

поскольку (DΨ1)y′′ = D
[
(Ψ1)y′′

]
+ (Ψ1)y′. Далее, согласно уравнениям

(1.2.32, 1.2.33) имеем

θyy′′ = (Ψ1)y′. (1.2.44)

С другой стороны, если учитывать условие совместности для функции

θ(x, y, y′, y′′) : θyy′′ = θy′′y, то из выражения для Ψ2 из (1.2.31) получим

тождество (1.2.40).

Из уравнения (1.2.37), вычислив частные производные от

Φ(x, y, y′, y′′), затем преобразовав их с помощью форм из (1.2.31), по-

лучим 



Φy′′ = θy′′ −Ψ2 − y′(Ψ1)y′′ − y′′(Ψ2)y′′ =

= −y′(Ψ1)y′′ − y′′(Ψ2)y′′,

Φy′ = θy′ −Ψ1 − y′(Ψ1)y′ − y′′(Ψ2)y′ =

= (Ψ2)x + y′
[
(Ψ2)y − (Ψ1)y′

]
,

Φy = θy − y′(Ψ1)y − y′′(Ψ2)y =

= (Ψ1)x +Ψ0 + y′′
[
(Ψ1)y′ − (Ψ2)y

]
.

Воспользовавшись исходными условиями – уравнениями из (1.2.32) и

(1.2.33), а также доказанным уравнением (1.2.40), с необходимостью по-

лучим условия совместности для Φ – уравнения из (1.2.39) и (1.2.40).

Наконец, следуя фундаментальной теореме о вычислении градиен-

тов

ψ =

∫

C

[
ψx dx+ ψy dy + ψy′ dy

′
]
, (1.2.45)
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с учётом (1.2.38) получим

ψ =

∫

C

[
Φ dx+Ψ1 dy +Ψ2 dy

′
]
, (1.2.46)

где C – произвольная кривая от точки
(
x̃, ỹ, ỹ′

)
в точку (x, y, y′).

Замена Φ из (1.2.37), учитывая (1.2.39), даёт криволинейный ин-

теграл (1.2.34). Доказательство завершено �

Перейдём теперь к применению доказанной теоремы для нахожде-

ния интегрирующих множителей уравнения 2-го порядка.

Исходя из определения интегрирующего множителя R из уравне-

ния (1.2.4), положим

θ(x, y, y′, y′′) = R(x, y, y′)
[
y′′ − f(x, y, y′)

]
. (1.2.47)

Легко заметить, что θ линейна относительно второй производной

y′′, поэтому она автоматически выполняет два уравнения из (1.2.32). За-

тем результат действия оператора E2 на θ, согласно уравнению (1.2.33),

даёт
[
2Ry + Rxy′ + y′Ryy′ + (fR)y′y′

]
y′′−

− (fR)y + (fR)xy′ + y′(fR)yy′ + Rxx + (y′)2Ryy + 2y′Rxy = 0. (1.2.48)

Далее, методом расщепления получим систему 2-х уравнений для поиска

интегрирующих множителей R(x, y, y′)

2Ry + Rxy′ + y′Ryy′ + (fR)y′y′ = 0, (1.2.49)

−(fR)y + (fR)xy′ + y′(fR)yy′ + Rxx + (y′)2Ryy + 2y′Rxy = 0. (1.2.50)

Все частные производные от первого интеграла P (x, y, y′) можно

выразить, построив следующие вспомогательные функции:




Ψ2 = Py′ = R,

Ψ1 = Py = −Rx − y′Ry − (fR)y′,

Φ = Px = y′Rx + (y′)2Ry + y′(fR)y′ − fR.
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Наконец, подставив Ψ2,Ψ1,Φ в криволинейный интеграл (1.2.46),

получим формулу вычисления первого интеграла

P (x, y, y′) =

∫

C

[
(y′Rx + (y′)2Ry + y′(fR)y′ − fR)dx−

− (Rx + (fR)y′ + y′Ry)dy + Rdy′
]
, (1.2.51)

где C – произвольная кривая от точки (x̃, ỹ, ỹ′) в точку (x, y, y′).

Замечание 1.2.3 В процессе обоснования алгоритма Эйлера, а

также при применении теоремы 1.2.3 к нахождению интегрирующих

множителей R(x, y, y′) уравнения 2-го порядка укороченный оператор

Эйлера E2 занимает центральное место. Следует особенно подчеркнуть,

что система двух уравнений (1.2.49) и (1.2.50) непосредственно получена

с помощью оператора E2. Поэтому, вполне уместно говорить о коррект-

ности названия исследуемого алгоритма.

На основе двух приведённых примеров для уравнений 1-го и 2-го

порядков будем излагать алгоритм Эйлера для обобщённого случая –

уравнения n-го порядка:

y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)). (1.2.52)

Укороченный оператор Эйлера n-го порядка определяется следующим

образом

En =
n∑

i=0

(−D)i
∂

∂y(i)
, (1.2.53)

где y(0) = y.

Пусть

θ(x, y, y′, . . . , y(n)) = Dψ(x, y, y′, . . . , y(n−1)). (1.2.54)

Введём цепочку рекуррентных функций

Ψn = θy(n), (1.2.55)

Ψn−k = θy(n−k) −DΨn−k+1, k = 1, 2, . . . , n, (1.2.56)
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где

Ψ0 = En(θ). (1.2.57)

Теорема 1.2.4 Функция θ(x, y, y′, . . . , y(n)) является полной про-

изводной (1.2.54) тогда и только тогда, когда она удовлетворяет всем

уравнениям

∂Ψn−k

∂y(n)
= 0, k = 0, 1, . . . , n− 1, (1.2.58)

Ψ0 = 0 (1.2.59)

на всём пространстве (x, y, y′, . . . , y(n)). В случае, когда

θ
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
удовлетворяет всем уравнениям (1.2.58, 1.2.59),

функция ψ
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
из (1.2.54) находится по следующей

формуле

ψ
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
=

∫

C

[
θ(x, y, y′, . . . , y(n))dx+

+
n∑

i=1

Ψi

(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
(dyi−1 − y(i) dx)

]∣∣∣∣∣
y(n)=0

, (1.2.60)

где C – произвольная кривая из точки
(
x̃, ỹ, ỹ′, . . . , ỹ(n)

)
в точку

(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
.

Доказательство. Предположим, что функция θ
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)

удовлетворяет уравнению (1.2.54). Докажем, что тогда θ удовлетворяет

сначала уравнению (1.2.59), затем – и всем остальным уравнениям из

(1.2.58).

С помощью таких тождеств

(Dψ)y = Dψy, (1.2.61)

(Dψ)y(i) = Dψy(i) + ψy(i−1), (1.2.62)

где y(0) = y, можно преобразовать результат действия оператором En

на θ

En(Dψ) =
n∑

i=0

(−D)i(Dψ)y(i)
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следующим образом

En(Dψ) = −
n∑

i=0

(−D)i+1ψy(i) +
n∑

i=1

(−Di)ψy(i−1).

После сокращения всех одинаковых слагаемых остаётся лишь одно:

En(Dψ) = (−1)nDnψy(n).

Наконец, поскольку ψy(n) = 0, получаем Ψ0 = En(Dψ) = 0.

Что касается остальных уравнений из (1.2.58), то подставив (1.2.54)

в (1.2.55) и (1.2.56), получим

Ψi = ψy(i−1), i = 1, 2, . . . , n. (1.2.63)

Так как функция ψ(x, y, y′, . . . , y(n−1)) не зависит от производной n-го

порядка, все частные производные от ψ от неё зависеть не должны.

Поэтому все уравнения из (1.2.58) автоматически удовлетворились.

Наряду с функциями Ψi из (1.2.63) положим

Φ = θ −
n∑

i=1

y(i)ψi (1.2.64)

с целью выделить частную производную от ψ по x:

Φ = ψx. (1.2.65)

Приступим к доказательству обратного утверждения. Выпи-

шем сначала условие интегрируемости, чтобы существовала функция

ψ(x, y, y′, . . . , y(n−1)), удовлетворяющая уравнению (1.2.54):

∂Φ

∂y(n)
=

∂Ψi

∂y(n)
= 0, i = 1, 2, . . . , n, (1.2.66)

∂Ψi

∂y(j)
=
∂Ψj+1

∂y(i−1)
, j = 0, 1, . . . , n− 1, i = 1, 2, . . . , n, (1.2.67)

∂Φ

∂y(j)
=
∂Ψj+1

∂x
, j = 0, 1, . . . , n− 1. (1.2.68)
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Предположим, что функция θ
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
удовлетворяет

уравнениям (1.2.58), (1.2.59). Докажем, что тогда она удовлетворяет всем

условиям интегрируемости (1.2.66)–(1.2.68).

Введём новые вспомогательные функции

Ψi,j =
∂Ψi

∂yj−1
− ∂Ψj

∂yi−1
, i = 1, 2, . . . , n, j = i, . . . , n, (1.2.69)

Ψi,n+1 =
∂Ψi

∂yn
, i = 0, 1, . . . , n, (1.2.70)

и вслед за этим будем доказывать верность следующих рекуррентных

тождеств

Ψj,n+1 = −Ψj+1,n −DΨj+1,n+1, j = 0, 1, . . . , n− 1, (1.2.71)

Ψj,m = −Ψj+1,m−1 −DΨj+1,m, j = 1, . . . , m− 1, m = 1, 2, . . . , n

(1.2.72)

Ψmm = 0, m = 1, 2, . . . , n, (1.2.73)

независимо от уравнений (1.2.58), (1.2.59).

Продифференцировав уравнение (1.2.56) сначала по y(m) с заменой

n− k = j, получим

Ψjy(m) = θy(j)y(m) −Ψj+1,y(m−1) −DΨj+1,y(m). (1.2.74)

Затем повторяя дифференцирование (1.2.56) по y(j), но с другой заменой

n− k = m, получим

Ψm,y(j) = θy(m)y(j) −Ψm+1,y(j−1) −DΨm+1,y(j). (1.2.75)

Теперь, вычитая из уравнения (1.2.74) уравнение (1.2.75), находим

Ψjy(m)−Ψm,y(j) = Ψm+1,y(j−1)−Ψj+1,y(m−1)+DΨm+1,y(j)−DΨj+1,y(m). (1.2.76)

Перепишем (1.2.76) в другой форме

Ψjy(m) −Ψm+1,y(j−1) = Ψm,y(j) −Ψj+1,y(m−1) +D
[
Ψm+1,y(j) −Ψj+1,y(m)

]
.

(1.2.77)
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Отсюда с обращением к (1.2.69) следуют тождества (1.2.72). Проводя

аналогичную процедуру, получаем тождества из (1.2.71).

Рассмотрим функцию Ψm,k, где k > m > 1. Рассмотрим два слу-

чая; первый из них – разность k−m представляет собой нечётное число,

например k −m = 3. Тогда из (1.2.72) следует

Ψm,m+3 = −Ψm+1,m+2 −DΨm+1,m+3. (1.2.78)

Продолжем схему разложения для функции Ψm+1,m+3:

Ψm+1,m+3 = −Ψm+2,m+2 −DΨm+2,m+3. (1.2.79)

Подставив (1.2.79) в (1.2.78) с учётом Ψm+2,m+2 = 0, получим

Ψm,m+3 = −Ψm+1,m+2 +D2Ψm+2,m+3. (1.2.80)

Значит, через 2 шага разложения в выражении для Ψm,m+3 остаются

только функции такого вида Ψj,j+1, а оператор полной производной бе-

рётся в чётной степени: D2.

В обобщённом случае, когда k − m = 2l + 1, повторяя приведён-

ный путь разложения 2l раз, в результате получаем выражение для

Ψm,m+2l+1 в виде линейной комбинации от D2iΨj,j+1, где j = m+l+i, i =

= 0, 1, . . . , l.

Для второго случая, когда k−m = 2l, проводя совершенно анало-

гичный процесс, через 2l− 1 шагов получим, что Ψm,m+2l представляет

собой линейную комбинацию от D2i+1Ψj,j+1, где j = m + l + i, i =

= 0, 1, . . . , l − 1.

В общей сложности любая функция Ψm,k может быть явно выра-

жена через такие функции Ψj,j+1, где m < j < k.

Далее, заменив j = n− 2 в форме (1.2.71), получим

Ψn−2,n+1 = −Ψn−1,n −DΨn−1,n+1 (1.2.81)

или

−Ψn−1,n = Ψn−2,n+1 +DΨn−1,n+1. (1.2.82)
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Разложение (1.2.82) по (1.2.70) даёт

Ψn−1,n =
∂Ψn−2

∂y(n)
+D

∂Ψn−1

∂y(n)
. (1.2.83)

Отсюда учитывая (1.2.58), с необходимостью следует Ψn−1,n = 0.

Аналогично для значений j = n − 4, n − 6, . . . , 1 или 0 (в соответ-

ствии с значением n – чётным или нечётным) получаем

Ψn−3,n = Ψn−5,n = . . . = Ψ1,n(Ψ0,n) = 0. (1.2.84)

Теперь в качестве примера вычисляем значение функции Ψn−3,n.

По формуле (1.2.71) выражаем её

Ψn−3,n = −Ψn−2,n−1 −DΨn−2,n. (1.2.85)

Аналогично

Ψn−2,n = −Ψn−1,n−1 −DΨn−1,n. (1.2.86)

Значит,

Ψn−3,n = −Ψn−2,n−1 +DΨn−1,n−1 +D2Ψn−1,n. (1.2.87)

или

DΨn−1,n−1 +D2Ψn−1,n −Ψn−3,n = Ψn−2,n−1. (1.2.88)

Из (1.2.73, 1.2.83, 1.2.84) известно, что все слагаемые в левой части

(1.2.88) равны 0. Поэтому

Ψn−2,n−1 = 0. (1.2.89)

Аналогично, каждая функция Ψn−l,n из (1.2.84) позволяет вычислять

значение одной “серединной” функции Ψn−[ l2 ]−1,n−[ l2 ]
. Отчего можно сде-

лать следующий вывод:

Ψm,m+1 = 0, m = n− l, . . . , n− 1, (1.2.90)

где l =
n

2
, если n – чётное, а l =

n− 1

2
, если n – нечётное.
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Cобирая все полученные выше результаты, можно утверждать, что

Ψm,k = 0, n > k > m > 1. (1.2.91)

Отсюда следует тождества (1.2.67).

Из (1.2.64) следует

∂Φ

∂y(k)
= θy(k) −Ψk −

n∑

i=1

y(i)
∂Ψi

∂y(k)
(1.2.92)

Учитывая (1.2.56), имеем

∂Φ

∂y(k)
= DΨk+1 −

n∑

i=1

y(i)
∂Ψi

∂y(k)
. (1.2.93)

Перепишем в развернутый вид

∂Φ

∂y(k)
=
∂Ψk+1

∂x
+

n∑

i=1

y(i)
∂Ψk+1

∂y(i−1)
−

n∑

i=1

y(i)
∂Ψi

∂y(k)
. (1.2.94)

Далее, согласно (1.2.69), получаем

∂Φ

∂y(k)
=
∂Ψk+1

∂x
+

n∑

i=1

y(i)Ψk+1,i. (1.2.95)

Подставив (1.2.91) в (1.2.95), получаем тождества (1.2.68). Из (1.2.55) и

(1.2.92) непосредственно вытекает

∂Φ

∂y(n)
= 0. (1.2.96)

И вместе с (1.2.58) следует тождества (1.2.66).

Количество требующих решение уравнений в теореме 1.2.4 можно

сократить вдвое, применив следующую лемму

Лемма 1.2.5 Уравнения (1.2.58), соответствующие значениям k =

2m, m = 0, 1, . . . , [n/2], вместе с уравнением (1.2.59) эквивалентны си-

стеме 2 + [n/2] следующих независимых уравнений

θy(n)y(n) = 0, (1.2.97)
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θy(k)y(k)
∣∣∣
y(n)=0

= −
n−k∑

i=1

i∑

j=0

(−1)i(i+ j)
(i− 1)!

(i− j)!j!
(Di−jθy(k+i)y(k−j))

∣∣∣
y(n)=0

,

где k =

[
n+ 1

2

]
, . . . , n− 1, (1.2.98)

n∑

i=0

(−1)i(Diθy(i))
∣∣∣
y(n)=0

= 0. (1.2.99)

Остальные уравнения (1.2.58), соответствующие значениям k = 2m+

+1, m = 0, 1, . . . , [(n− 1)/2], являются линейными комбинациями пере-

численных уравнений (1.2.97, 1.2.98).

Доказательство. Заменив j = n− 1 в формуле (1.2.71), получим

Ψn−1,n+1 = −Ψn,n −DΨn,n+1. (1.2.100)

Учитывая уравнения (1.2.70, 1.2.73), имеем

∂Ψn−1

∂y(n)
= −D ∂Ψn

∂y(n)
. (1.2.101)

Далее, в качестве примеров перечислим ещё 4 случая j = n−2, n−3, n−
−4, n− 5:

∂Ψn−2

∂y(n)
= D2 ∂Ψn

∂y(n)
−Ψn−1,n, (1.2.102)

∂Ψn−3

∂y(n)
= −D3 ∂Ψn

∂y(n)
+ 2DΨn−1,n, (1.2.103)

∂Ψn−4

∂y(n)
= D4 ∂Ψn

∂y(n)
− 3D2Ψn−1,n +Ψn−2,n−1, (1.2.104)

∂Ψn−5

∂y(n)
= −D5 ∂Ψn

∂y(n)
+ 4D3Ψn−1,n − 3DΨn−2,n−1. (1.2.105)

Заметим, что для всех случаев, когда j = n − 2l, l = 1, . . . [n/2], легко

можно выделить слагаемые вида Ψj,j+1. Например, из (1.2.102) находим

Ψn−1,n = D2 ∂Ψn

∂y(n)
− ∂Ψn−2

∂y(n)
; (1.2.106)
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а из (1.2.104) –

Ψn−2,n−1 = −D4 ∂Ψn

∂y(n)
+ 3D2Ψn−1,n +

∂Ψn−4

∂y(n)
, (1.2.107)

или

Ψn−2,n−1 = 2D4 ∂Ψn

∂y(n)
− 3D2∂Ψn−2

∂y(n)
+
∂Ψn−4

∂y(n)
. (1.2.108)

Откуда, если подставить (1.2.106, 1.2.108) в (1.2.103, 1.2.105), то получим

новые выражения ∂Ψn−3/∂y
(n) и ∂Ψn−5/∂y

(n) через Ψn,Ψn−2,Ψn−4:

∂Ψn−3

∂y(n)
= D3 ∂Ψn

∂y(n)
− 2D

∂Ψn−2

∂y(n)
, (1.2.109)

∂Ψn−5

∂y(n)
= −3D5 ∂Ψn

∂y(n)
+ 5D3∂Ψn−2

∂y(n)
− 3D

∂Ψn−4

∂y(n)
. (1.2.110)

Продолжив этот процесс до конца, можно заключить, что любая

∂ψn−2l−1/∂y
(n) может быть выражена через дифференциально-линейную

комбинацию от ∂Ψn−2i/∂y
(n), i = 0, 1, . . . , l – это то, что требовалось для

доказательства второй части леммы.

Далее, из разложения по формуле (1.2.71) – в качестве примеров

берём уравнения (1.2.102) и (1.2.104), следует, что все уравнения

∂Ψn−2l

∂y(n)
= 0, l = 0, 1, . . .

[n
2

]
, (1.2.111)

эквивалентны системе следующих уравнений

∂Ψn

∂y(n)
= 0, (1.2.112)

Ψj,j+1 = 0, j =

[
n+ 1

2

]
, . . . , n− 1. (1.2.113)

Более того, из (1.2.112) следует независимость Ψn от y(n). Значит,

θ(x, y, y′, . . . , y(n)) линейна относительно y(n). Вместе с тем уравнение

(1.2.56) позволяет сделать вывод, что любая функция Ψn−k равна сум-

ме Ψn−k|y(n)=0 и одного полинома (здесь нами внесена поправка в дока-

зательство, приведённое в книге [24]) (k−1)-ой степени от y(n), коэффи-

циенты которого являются дифференциально-линейными комбинациями
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от Ψn−i, i = 0, 1, . . . , k − 1, k = 1, 2, . . . , n. Поэтому уравнения (1.2.111)

можно сильно упростить, рассмотрев только такую систему уравнений

∂Ψn

∂y(n)
= 0, Ψ0

∣∣∣
y(n)=0

= 0, Ψj,j+1

∣∣∣
y(n)=0

= 0,

j =

[
n+ 1

2

]
, . . . , n− 1, (1.2.114)

которые, следуя уравнениям (1.2.69), (1.2.70) и (1.2.55), (1.2.56), дают

уравнения (1.2.97) – (1.2.99). В заключение, легко заметить, что линейная

независимость всех функций θy(k)y(k), k = [(n + 1)/2], . . . , n приводится

к линейной независимости уравнений (1.2.97) – (1.2.99). Доказательство

завершено �

Перейдём к применению доказанной леммы в целях вывода урав-

нения алгоритма Эйлера.

Из уравнения (1.2.4) положим

θ(x, y, y′, . . . , y(n)) = R(x, y, y′, . . . , y(l))
[
y(n) − f(x, y, y′, . . . , y(n−1))

]
,

(1.2.115)

где 0 6 l 6 n− 1.

Дифференцируя θ по y(n−k), k = 0, 1, . . . , n, находим

θy(n) = R, (1.2.116)

θy(n−k)

∣∣∣
y(n)=0

= −(fR)y(n−k), k = 1, 2, . . . , n. (1.2.117)

Следуя (1.2.55, 1.2.56), имеем

Ψn = R, (1.2.118)

Ψn−k

∣∣∣
y(n)=0

=
k−1∑

j=0

−(−Dn−1)
j(fR)y(n−k+j) + (−Dn−1)

kR,

k = 1, 2, . . . , n, (1.2.119)

где Dn−1 – укороченный оператор полной производной D из (1.2.1):

Dk =
∂

∂x
+

k∑

i=1

y(i)
∂

∂y(i−1)
, k > 1. (1.2.120)
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Наконец, из (1.2.64) и (1.2.120) следует

Φ
∣∣∣
y(n)=0

= −fR+
n−i∑

i=1

y(i)




n−i−1∑

j=0

(−Dn−1)
j(fR)y(i+j) − (−Dn−1)

n−iR


 .

(1.2.121)

Теперь можно применить теорему 1.2.4 и лемму 1.2.5, чтобы по-

лучить систему 1 + [n/2] уравнений для определения интегрирующих

множителей. Из уравнений (1.2.116), (1.2.117) и (1.2.118), (1.2.119) сле-

дует систему уравнений для алгоритма Эйлера

(fR)y(n−m)y(n−m)+

+
m−1∑

i=1

i∑

j=0

(i+ j)(i− 1)!

(i− j)!j!
(−1)i(Dn−1)

i−j(fR)y(n−m+i)y(n−m−j)+

+ (−1)m+1
m∑

i=0

(i+m)(m− 1)!

(m− i)!i!
(Dn−1)

m−iRy(n−m−i) = 0,

m = 1, . . . ,
[n
2

]
, (1.2.122)

n−1∑

i=0

(−1)i(Dn−1)
i(fR)y(i) + (−1)n−1(Dn−1)

nR = 0. (1.2.123)

Формула для соответствующего первого интеграла, следуя

(1.2.118), (1.2.119), (1.2.121) и (1.2.60), имеет вид

P =

∫

C

[
R(dy(n−1) − fdx)+

+
n−1∑

i=1




n−i−1∑

j=0

−(−Dn−1)
j(fR)y(i+j) + (−Dn−1)

n−iR


 (dy(i−1) − y(i) dx)

]
,

(1.2.124)

где C – произвольная кривая из точки
(
x̃, ỹ, ỹ′, . . . , ỹ(n)

)
в точку

(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
.
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1.3. Вариационная (нётерова) симметрия.

Известно из курса вариационного исчисления, что поиск экстре-

малей вариационной задачи сводится к решению уравнения Эйлера–

Лангранжа, которое определяется с помощью соответствующего лан-

гранжиана. Здесь интерес представляет случай, когда среди всех групп

симметрий, допускаемых уравнением Эйлера–Лагранжа, имеются те, ко-

торые также допускает сам лагранжиан. Впервые появившись в опубли-

кованной немецком математиком Эмми Нётер в 1918 году работе, такие

группы симметрий принято называются вариационными или нётеро-

вами, они играют большую роль в физике и математике, поскольку они

тесно связаны с законами сохранения, и на их основе можно создать ал-

горитмический метод интегрирования дифференциальных уравнений. О

разновидностях вариационных симметрий см. монографию [43].

Определение 1.3.1 Дифференциальное уравнение

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0,
∂F

∂y(n)
6≡ 0, (1.3.1)

имеет вариационную формулировку (этот не слишком удачный термин

вводится и используется в работе [37]), если его решения y = Θ(x) на

области x ∈ [a, b] совпадают с экстремалями действия функционала

S[y(x)] =

b∫

a

L(x, y, y′, . . . , y(n))dx. (1.3.2)

Определение 1.3.2 Оператор

En =
n∑

i=0

(−D)i∂y(i) = ∂y −D∂y′ +D2∂y′′ − . . .+ (−D)n∂y(n), (1.3.3)

где

D = ∂x + y′∂y + y′′∂y′ + . . .+ y(n)∂y(n−1) + . . .

называется оператором Эйлера n-го порядка.

Теорема 1.3.1 Дифференциальное уравнение 2n-го порядка име-

ет вариационную формулировку тогда и только тогда, когда оно

44



совпадает с уравнением Эйлера–Лагранжа какого-либо лагранжиана

L(x, y, y′, . . . , y(m)), т. е.

F (x, y, y′, . . . , y(2n)) = Em[L(x, y, y
′, . . . , y(m))]. (1.3.4)

Замечание 1.3.1 Уравнение Эйлера-Лагранжа для лагранжиана

n-го порядка L(x, y, y′, . . . , y(n)), удовлетворяющего условию невырож-

денности
∂2L

∂(y(n))2
6= 0, имеет порядок 2n. Поэтому вариационной фор-

мулировкой обладает только уравнение чётного порядка.

Следует отметить, что решение вариационной задачи обладает

структурой многообразия (является семейством кривых на плоскости)

– ведь её экстремали являются решением соответствующего уравнения

Эйлера-Лагранжа. На этой основе мы имеем возможность применять к

ней теорию группового анализа.

Определение 1.3.4 Функционал S[y(x)] допускает однопарамет-

рическую группу (1.1.1), если его лагранжиан инвариантен относительно

преобразований (1.1.1), т. е.

L

(
x̄, ȳ,

dȳ

dx̄

)
dx̄

dx
= L(x, y, y′). (1.3.5)

При этом допускаемая группа называется вариационной.

Теорема 1.3.2 Если G – группа вариационных симметрий функ-

ционала (1.3.2), то она также является группой симметрий уравнения

Эйлера–Лагранжа En(L) = 0. В данном случае будем говорить, что

уравнение допускает вариационную (нётеровую) симметрию.

Теорема 1.3.3 Каждая допускаемая нётерова группа позволяет

понизить порядок уравнения Эйлера–Лагранжа на две единицы.

Доказательство. Рассмотрим уравнение Эйлера–Лагранжа 2n-го

порядка

EnL(x, y, y
′ . . . , y(n)) = 0. (1.3.6)

Пусть функционал (1.3.2) допускает группу

X = ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂y. (1.3.7)
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Согласно принципу подобия (теореме 1.1.1), мы можем подобрать замену

t = t(x, y), u = (x, y) (1.3.8)

так, чтобы в новой системе координат (t, u) оператор (1.3.7) имел сле-

дующий вид

X̂ = ∂u. (1.3.9)

Соответствующий лагранжиан в новых координат (t, u) должен допус-

кать оператор (1.3.9), т. е.

X̂
n
L̂ = ∂uL̂ ≡ 0. (1.3.10)

Отчего следует независимость от u лагранжиана:

L̂ = (t, u′, . . . , u(n)). (1.3.11)

Выпишем теперь уравнение Эйлера–Лагранжа для (1.3.11)

En(L̂) = −Dx
∂L̂

∂u′
+D2

x

∂L̂

∂u′′
+ . . .+ (−Dx)

n ∂L̂

∂u(n)
= 0. (1.3.12)

Преобразовав уравнение (1.3.12) следующим образом

−Dx

[
∂L̂

∂u′
−Dx

∂L̂

∂u′′
+ . . .+ (−Dx)

(n−1) ∂L̂

∂u(n)

]
= 0, (1.3.13)

сразу можем выделить один его первый интеграл

P =
∂L̂

∂u′
−Dx

∂L̂

∂u′′
+ . . .+ (−Dx)

(n−1) ∂L̂

∂u(n)
. (1.3.14)

Получилось эквивалентное исходному (1.3.6) уравнение

P = C, (1.3.15)

где C – произвольная константа.

Заметим далее, что если положить v = u′, то можно за-

писать уравнение (1.3.15) в виде уравнения Эйлера–Лагранжа для

L̂(t, v, v′, . . . , v(n−1)) таким образом

En−1L̂ = C. (1.3.16)
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Полученное уравнение (1.3.16) эквивалентно исходному, но с порядком

уже меньше на 2 единицы, что и требовалось доказать �

Алгоритм понижения порядка уравнения Эйлера–Лагранжа с по-

мощью нётерова оператора, изложенный выше в доказательстве, совсем

очевиден. Однако его применение к дифференциальным уравнениям вы-

зывает определённые сложности: сначала необходимо найти соответству-

ющий лагранжиан L
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
, но алгоритма нахождения его не

существует. Поэтому приступим к изложению центральной в данном па-

раграфе теоремы, на основе которой можем построить принципиально

иной алгоритм, позволяющий понизить порядок уравнения на 2 едини-

цы, не затрагивая лагранжиан.

Теорема Э. Нётер (Emmy Nöther). Симметрия уравнения чётного

порядка является нётеровой, если координата её инфинитезимального

оператора (в каноническом виде) с точностью до постоянного множителя

совпадает с интегрирующим множителем какого-либо первого интеграла

рассматриваемого уравнения. Более того, данный оператор переводит

этот первый интеграл в тождественный нуль.

Теорема не только позволяет найти вариационную симметрию, но

и указывает нам, как понизить порядок уравнения на 2 единицы.

Пусть уравнение

y2n = F
(
x, y, y′, . . . , y(2n−1)

)
(1.3.17)

допускает оператор

X = η(x, y, y′)∂y

и имеет первый интеграл

P = P (x, y, y′, . . . , y(2n−1)).

Предположим, что

η(x, y, y′) =
∂P

∂y(2n−1)
,
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т. е. симметрия является нётеровой. Тогда уравнение (2n−1)-го порядка

P = C, (1.3.18)

где C – произвольная константа, также допускает данный оператор. От-

сюда следует, что порядок уравнения (1.3.18) может быть понижен на 1

единицу согласно основным положениям теории группового анализа, из-

ложенной в параграфе 1. 1. В итоге получилось уравнение, эквивалент-

ное исходному и имеющее порядок на 2 единицы меньше.
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Глава 2. Аналог нётеровой симметрии класса урав-

нений 3-го порядка, не содержащих “пред-

старшей” производной y′′

Как указано в предыдущей главе, вариационной симметрией обла-

дают только обыкновенные дифференциальные уравнения чётных по-

рядков. Благодаря этому свойству для таких уравнений существенно

упрощается процедура их интегрирования. Пока не существует подоб-

ной теории для уравнений нечётных порядков, однако интерес к таким

объектам вполне естественен. В любом случае первый вопрос, который

возникает – как найти уравнения нечётных порядков, обладающие подоб-

ной конструкцией. Итак, под аналогом вариационной (нётеровой)

симметрии понимается свойство первых интегралов ОДУ нечётных по-

рядков допускать (“наследовать”) те же симметрии, что и исходное урав-

нение. Оставляя пока возможные физические аспекты этого свойства,

отметим очевидное преимущество в процедуре интегрирования – оно поз-

воляет понизить порядок исходного уравнения сразу на две единицы.

Основная идея нашей работы заключается в том, что стартуя с

заранее заданного оператора, мы найдём класс уравнений 3-го порядка,

допускающих аналог вариационной симметрии для этого оператора.

Непосредственное применение прямого метода наталкивается на су-

щественные технические трудности: требуется, выписывая условия сов-

местности, совместно решать три системы уравнений: условия инвари-

антности исходного уравнения относительно произвольной симметрии

(1.1.21), существования у него первого интеграла (1.2.4) (при n = 3)

и условия инвариантности этого первого интеграла относительно той же

симметрии (1.1.19). Из-за сложности эта техника заранее обречена на

неудачу.

Можно уменьшить число требующих решение уравнений сразу на
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два, если мы изначально предположим, что исходный оператор является

параллельным переносом по независимой переменной x: X = ∂x, а ис-

комое уравнение и его первый интеграл – автономными. Таким образом

нам теперь остаётся решать только одно уравнение – условие существо-

вания у уравнения первого интеграла, поскольку автономность искомого

уравнения и его первого интеграла уже гарантирует, что оба они допус-

кают оператор X = ∂x.

Приведённый выше метод не ограничивается исследованием толь-

ко “наследования” параллельного переноса по x. Хорошо известно, что

в теории группового анализа для точечных симметрий справедлив прин-

цип подобия. Воспользовавшись им, мы легко перейдём к любой другой

группе точечных симметрий – и, очевидно, тогда мы находим аналог нё-

теровой симметрии для другой группы симметрий. Следует сделать одно

замечание, что так как нашей целью является не поиск примеров, а опре-

деление широкого класса уравнений, обладающих подобным свойством,

при переходе к другой группе симметрий необходимо выполнить усло-

вие инвариантности подкласса исследуемых уравнений для того, чтобы

обеспечить замкнутость полученных результатов.

Итак, рассмотрим класс автономных уравнений 3-го порядка

y′′′ = F (y, y′, y′′), (2.0.1)

имеющих автономные первые интегралы

P = P (y, y′, y′′). (2.0.2)

Очевидно, что уравнение (2.0.1) и первый интеграл (2.0.2) допускают

оператор X = ∂x. А точечное обратимое преобразование эквивалентно-

сти, переводящее с одной группы к другой, принимает вид

x = f(t, u), y = g(t, u), fugt − ftgu 6= 0. (2.0.3)

Выпишем теперь условие, при выполнении которого уравнение

(2.0.1) будет иметь первый интеграл (2.0.2). По определению первого
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интеграла

Dx(P ) = R(y, y′, y′′)
[
y′′′ − F (y, y′, y′′)

]
, (2.0.4)

где R(y, y′, y′′) – интегрирующий множитель. Из определения следует,

что R = Py′′, и для поиска класса функций F остаётся одно уравнение

y′
∂P

∂y
+ y′′

∂P

∂y′
+ F

∂P

∂y′′
= 0. (2.0.5)

Отсюда получаем

F = −y
′Px + y′′Py′

Py′′
. (2.0.6)

Этот результат оказывается слишком общим – по любой функции

P (y, y′, y′′) можно построить уравнение (2.0.1). К тому же он следует

прямо из определения (2.0.4), тем самым являясь тривиальным. С це-

лью получения более практического результата будем теперь и в даль-

нейшем исследовать более узкие классы уравнений с заранее заданным

конкретным видом их первых интегралов.

2.1. Группа преобразований эквивалентности

Определение 2.1.1 Пусть дан класс обыкновенных дифференци-

альных уравнений

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0. (2.1.1)

Преобразованием эквивалентности называется преобразование, сохраня-

ющее инвариантность класса (2.1.1).

В рамках данной работы в основном будем иметь дело лишь с то-

чечными преобразованиями эквивалентности, т. е. преобразованиями ви-

да

x = f(t, u), y = g(t, u), (2.1.2)

с невырожденным якобианом:

D =

∣∣∣∣∣∣∣

ft gt

fu gu

∣∣∣∣∣∣∣
= ftgu − fugt 6≡ 0. (2.1.3)
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Считая t в (2.1.2) независимой переменной, выпишем формулы

преобразования производных:

y′ =
gt + guu

′

ft + fuu′
. (2.1.4)

y′′ =
[
(ftgu − fugt)u

′′ + (fuguu − fuugu)(u
′)3+

+ (2fugtu − 2ftugu + ftguu − fuugt)(u
′)2+

+ (fugtt + 2ftgtu − 2ftugt − fttgu)u
′ + ftgtt − fttgt

]
(ft + fuu

′)−3. (2.1.5)

y′′′ = −
{[

(f 2
ugt − ftfugu)u

′ − f 2
t gu + ftfugt

]
u′′′ + 3fu(ftgu − fugt)(u

′′)2+

+ 3
[
(−fufuugt − fuftugu + 2ftfuugu + f 2

ugtu − ftfuguu)(u
′)2+

+ (−fttfugu + 3ftftugu + f 2
ugtt − 3fuftugt − f 2

t guu + ftfuugt)u
′+

+ ftfttgu + ftftugt − f 2
t gtu − 2fufttgt + ftfugtt

]
u′′+

(−3f 2
uugu + 3fufuuguu + fufuuugu − f 2

uguuu)(u
′)5+

(−3f 2
uugt + 3ftfuuguu + 6fufuugtu + 3fuftuugu − 12ftufuugu+

+ fufuuugt + ftfuuugu − 3f 2
ugtuu − 2ftfuguuu + 6fuftuguu)(u

′)4+

+ (3fufttugu + 12fuftugtu − 12f 2
tugu + 3fuftuugt − 3f 2

ugttu + 3fufuugtt−
− f 2

t guuu − 6ftfugtuu + 6ftftuguu + 3ftftuugu + 3fufttguu − 6fttfuugu−
− 12ftufuugt + ftfuuugt + 6ftfuugtu)(u

′)3+
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+ (−12f 2
tugt − 3f 2

t gtuu − f 2
ugttt + 12ftftugtu + 3ftfttguu + 3ftfttugu−

− 12fttftugu + 6fufttgtu − 6ftfugttu + fuftttgu − 6fttfuugt + 6fuftugtt+

+3ftfuugtt+3fufttugt+3ftftuugt)(u
′)2+ (6ftfttgtu+6ftftugtt− 12fttftugt−

− 3f 2
t gttu − 2ftfugttt + 3fufttgtt + fuftttgt + 3ftfttugt + ftftttgu − 3f 2

ttgu)u
′+

+ 3ftfttgtt − 3f 2
ttgt − f 2

t gttt + ftftttgt

}
(ft + fuu

′)−5. (2.1.6)

Во общем случае, производная n-го порядка вычисляется по форме

y(n) =
Dty

(n−1)

Dtx
, (2.1.7)

где Dt – полная производная по t:

Dt = ∂t + u′∂u + u′′∂u′ + . . .+ u(n)∂u(n−1). (2.1.8)

Теорема 2.1.1 Множество преобразований эквивалентности (2.1.2)

с операцией композиции образует группу.

Доказательство. Докажем, что множество преобразований (2.1.2)

удовлетворяет определению группы.

1. Замкнутость относительно операции композиции: пусть исходные

переменные преобразованы по форме (2.1.2). Если переменные t, u,

в свою очередь, преобразуются

t = ϕ(t̄, ū), u = ω(t̄, ū), (2.1.9)

то в результате исходные переменные x, y преобразуются по соот-

ветствующему правилу композиции

x = f(ϕ(t̄, ū), ω(t̄, ū)), y = g(ϕ(t̄, ū), ω(t̄, ū)). (2.1.10)

Поскольку оба преобразования (2.1.2) и (2.1.9) являются преобра-

зованиями эквивалентности, их композиция (2.1.10) остаётся таким

же видом.
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2. Существует единичный элемент – тождественное преобразование

x = f(t, u) = t, y = g(t, u) = u.

3. Существует обратный элемент: во всяких невырожденных точках

(с ненулевым якобианом), согласно теореме об обратной функции

многих переменных, существует обратная функция, т. е. такое пре-

образование

t = ϕ(x, y), u = ω(x, y),

при которым

t = ϕ[f(t, u), g(t, u)], u = ω[f(t, u), g(t, u)].

Определение 2.1.1 Группой эквивалентности на классе обыкно-

венных дифференциальных уравнений называется множество преобра-

зований эквивалентности (2.1.1) с операцией композиции, замкнутых на

этом классе.

Приступим к нахождению преобразований эквивалентностей 3

классов уравнений:

1. Класс не содержит промежуточных производных

y′′′ = f(x, y). (2.1.11)

2. Класс, содержащий первую производную, но не содержащий вторую

y′′′ = f(x, y, y′). (2.1.12)

3. Класс, содержащий вторую производную, но не содержащий первую

y′′′ = f(x, y, y′′). (2.1.13)

Для класса (2.1.12) отсутствие второй производной u′′ в выра-

жении для y′′′ является необходимым и достаточным условием, чтобы

(2.1.2) явилось преобразованием эквивалентности. Из (2.1.6) следует си-

стема двух уравнений

fu(ftgu − fugt) = 0 (2.1.14)
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и

(−fufuugt − fuftugu + 2ftfuugu + f 2
ugtu − ftfuguu)(u

′)2+

+ (−fttfugu + 3ftftugu + f 2
ugtt − 3fuftugt − f 2

t guu + ftfuugt)u
′+

+ ftfttgu + ftftugt − f 2
t gtu − 2fufttgt + ftfugtt = 0. (2.1.15)

Поскольку f и g удовлетворяют условию невырожденности якобиана

(2.1.3), из (2.1.14) следует

fu = 0. (2.1.16)

Подставив (2.1.16) в (2.1.15), получим

ftguuu
′ + ftgtu − fttgu = 0. (2.1.17)

Расщепляя это выражение по u′, приходим к уравнениям




ftguu = 0,

ftgtu − fttgu = 0.

(2.1.18)

В силу нетривиальности функции f следует зависимость её от t, т. е.

ft 6≡ 0. Поэтому, из первого уравнения находим guu = 0. Отсюда следует

g = α(t)u+ h(t). (2.1.19)

Подстановка (2.1.19) в второе уравнение (2.1.18) приводит к уравнению

f ′α′ − f ′′α = 0. (2.1.20)

Оно легко приводится к уравнению с разделяющимися переменными

f ′′

f ′ =
α′

α
, (2.1.21)

его решение

α(t) = Cf ′, (2.1.22)

где C – произвольная константа.
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Таким образом, необходимое и достаточное условие для преобра-

зования эквивалентности для класса (2.1.12) определяется следующей

системой 3-х уравнений





fu = 0,

guu = 0,

ftgtu − fttgu = 0,

(2.1.23)

откуда следует 



x = f(t),

y = Cf ′(t)u+ h(t),

(2.1.24)

где f(t) и h(t) – произвольные функции t, C – произвольная константа

(C 6= 0). Преобразование (2.1.24) задаёт максимальную точечную группу

эквивалентности, сохраняющую вид уравнения (7) – без “предстаршей”

производной – и (в силу принципа подобия) точечные симметрии этого

класса. Если известен подкласс автономных уравнений (2.1.12), имею-

щих автономный же первый интеграл, то преобразование (2.1.24) даёт

нам весь подкласс неавтономных уравнений вида (2.1.12), обладающих

свойством “наследования симметрии” первым интегралом.

Для класса (2.1.11) условие для преобразования эквивалентности

более жёсткое. Необходимо, чтобы выражение для y′′′ не содержало все

промежуточные производные u′ и u′′. Система (2.1.18) приводит к от-

сутствию u′′ в y′′′, а после подстановки её в (2.1.6) остаётся лишь одно

слагаемое, содержащее u′. Приравняв его к нулю, получим

3f 2
t gttu − ftftttgu − 6ftfttgtu + 3f 2

ttgu = 0. (2.1.25)

Таким образом, необходимым и достаточным условием для преоб-

разования эквивалентности класса (2.1.11) является следующая система
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4-х уравнений




fu = 0,

guu = 0,

ftgtu − fttgu = 0,

3f 2
t gttu − ftftttgu − 6ftfttgtu + 3f 2

ttgu = 0.

(2.1.26)

С учётом (2.1.24), последнее уравнение имеет вид

2f ′′′(f ′)2 − 3f ′(f ′′)2 = 0. (2.1.27)

Учитыва очевидный факт f ′ 6= 0, получим

2f ′′′f ′ = 3(f ′′)2, (2.1.28)

что позволяет записать это уравнение в виде равенства полных произ-

водных

2
f ′′′

f ′′ = 3
f ′′

f ′ , (2.1.29)

позволяет найти

f ′′ = C(f ′)3/2.

Дальнейшие вычисления приводят к результату

f =
C1

t+ C2
+ C3. (2.1.30)

Таким образом, группа эквивалентности класса (2.1.11) состоит из пре-

образований вида 



x =
C1

t+ C2
+ C3,

y =
C4u

(t+ C2)2
+ h(t),

(2.1.31)

где C1, C2, C3, C4 – произвольные константы.
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Наконец, для преобразования эквивалентности, соответствующего

классу (2.1.13), требуется отсутствие первой производной u′ в обоих вы-

ражениях для y′′ и y′′′. Заметим, что полная производная от x должна

не содержать u′, т. е. функция f не зависит от u – пусть x = γ(t).

Отсюда получаем выражение для второй производной

y′′ =
[
guγ

′u′′+ guuγ
′(u′)2+(2γ ′gtu− γ ′′gu)u

′+ γ ′gtt− γ ′′gt
]
(γ ′)−3. (2.1.32)

Приравнивая коэффициенты при u′ к 0, приходим к системе




guu = 0,

2γ ′gtu − γ ′′gu = 0.

Из первого уравнения находим линейный вид функции g(t, u)

g(t, u) = α(t)u+ β(t). (2.1.33)

Подстановкой (2.1.33) в второе уравнение системы получаем

2γ ′α′ − γ ′′α = 0. (2.1.34)

Это уравнение можно представить в виде равенства полных производ-

ных:
α′

α
=

1

2

γ ′′

γ ′
(2.1.35)

и найти α

α(t) = C1

√
γ ′, (2.1.36)

где C1 – произвольная константа.

Подставив (2.1.33) и (2.1.36) в (2.1.6), затем приравняв коэффици-

ент при u′ к 0, получаем

1

4
C1

√
γ ′
[
2γ ′γ ′′′ − 3(γ ′′)2

]
= 0. (2.1.37)

Поскольку α(t) 6≡ 0, имеем

2γ ′γ ′′′ − 3(γ ′′)2 = 0. (2.1.38)

58



Это уравнение можно представить в виде равенства полных производ-

ных:

2
γ ′′′

γ ′′
= 3

γ ′′

γ ′
(2.1.39)

и понизить его порядок

(γ ′′)2 = C2(γ
′)3, (2.1.40)

где C2 – произвольная константа.

Получилось преобразование эквивалентностей для класса (2.1.13)

γ(t) =
C1

t+ C2
+ C3. (2.1.41)

Функция β(t) в преобразовании (2.1.33) остаётся произвольной. Таким

образом, группа эквивалентности для класса (2.1.13) состоит из преоб-

разований вида 



x =
C1

t+ C2
+ C3,

y =
C4u

t+ C2
+ β(t).

(2.1.42)

Замечание 2.1.1 Группа эквивалентности класса ОДУ в опреде-

лении 2.1.1 является непрерывной группой.

Замечание 2.1.2 К группе эквивалентности, в узком смысле, от-

носится и группа однопараметрических точечных преобразований, изло-

женная в первом параграфе 1.1. Здесь особенность состоит в том, что она

оставляет инвариантом не целый класс уравнений, а конкретное уравне-

ние.

Замечание 2.1.3 Группа эквивалентности широко применяется

для поиска подходящей замены переменных с целью преобразования дан-

ного класса к каноническому виду. Существует алгоритм её поиска, ос-

нованный на инфинитезимальном операторе эквивалентности.

Хороший пример приведен в работе [15], где подробно указанно,

как с помощью дифференциального оператора

Xeq = X
1
+ϕ2∂f2 + ϕ1∂f1 + ϕ0∂f0, (2.1.43)
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где X = ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂y, а ϕ1, ϕ2, ϕ3 – функции от x, найти непре-

рывную группу, позволяющую привести уравнение Риккати

y′ = f2(x)y
2 + f1(x)y + f0(x), (2.1.44)

где f1, f2, f3 – произвольные функции от x, к канонической форме

u̇ = u2 + F (t). (2.1.45)

Замечание 2.1.4 Замена системы координат в соответствии с

принципом подобия даёт возможность распространить понятие аналога

вариационной симметрии для уравнения нечётного порядка на другую

точечную группу симметрий, исходя из группы параллельных перено-

сов. Однако следует обратить внимание на то, что преобразование, по-

лученное при переходе от одного оператора к другому, не является пре-

образованием эквивалентности. Поэтому требуется наложение дополни-

тельного условия сохранения подклассов для обеспечения замкнутости

полученных результатов.

Преобразование, переводящее группу параллельных переносов

X = ∂x

в произвольную группу точечных симметрий

X = ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂y,

можно найти из следующей системы уравнений




∂xt = ξ(t, u),

∂xu = η(t, u).

(2.1.46)

Предположим, что найдено её решение




t = t(x, y),

u = u(x, y).

(2.1.47)
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Теперь необходимо решить обратную задачу: выразить x, y через t, u.

Пусть из системы (2.1.47) следует




x = f(t, u),

y = g(t, u).

В качестве примера рассмотрим преобразование, переводящее груп-

пу параллельных переносов в группу вращений

X = y∂x − x∂y.

Из (2.1.46) следует 



tx = u,

ux = −t.
(2.1.48)

Продифференцировав последнее уравнение, и подставив в него первое,

получим

uxx = −u.

Частное его решение можно взять

u = y cosx. (2.1.49)

В соответствие с первым уравнением системы (2.1.48) имеем

t = y sin x. (2.1.50)

Решая систему из двух уравнений (2.1.49, 2.1.50) относительно x, y, на-

ходим 



x = arctg

(
t

u

)
,

y =
u

cos[arctg(t/u)]
= u

√
1 +

t2

u2
.

(2.1.51)

Замечание 2.1.5 Преобразование (2.1.51) не удовлетворяет ни од-

ной из систем (2.1.19), (2.1.26) и (2.1.36), поскольку функция x = f(t, u)
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зависит от двух переменных, а не от одной. Поэтому оно не является

преобразованием эквивалентности.

Рассмотрим другой пример: преобразование переводит группу пе-

реносов вдоль прямой kx+ ly = 0

X = l∂x − k∂y (2.1.52)

в группу параллельных переносов X = ∂x.

Согласно системе (2.1.35) имеем




tx = l,

ux = −k.

Легко находим её частное решение

t(x, y) = lx, u(x, y) = −kx+ 1

l
y.

Отсюда получаем 



x =
t

l
,

y = kt+ lu.

(2.1.53)

В отличие от преобразования (2.1.51), преобразование (2.1.53) удовле-

творяет всем системам (2.1.19), (2.1.26) и (2.1.36), поэтому оно является

преобразованием эквивалентности для трёх классов (2.1.11) – (2.1.13).

Замечание 2.1.6 В последующем изложении все формулировки

теорем приводятся с точностью до группы эквивалентности рас-

сматриваемых подклассов уравнений.

2.2. Аналог нётеровой симметрии уравнения видa y′′′ = F (y).

Рассмотрим простейший вид автономного уравнения третьего по-

рядка

y′′′ = F (y). (2.2.1)
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Мы сначала будем искать автономный первый интеграл, линейный

по старшей производной y′′

P = R(y, y′)y′′ +Q(y, y′). (2.2.2)

Теорема 2.2.1 Не существует нетривиального уравнения (2.2.1)

(т. е. с F (y) 6= 0), имеющего автономный первый интеграл вида (2.2.2).

Доказательство. В соответствие с уравнением (2.0.4) имеем для

рассматриваемого случая (2.2.1) определяющее уравнение имеет вид

Ry′′′ + Ry′(y
′′)2 + (Ryy

′ +Qy′)y
′′ +Qyy

′ = Ry′′′ − RF. (2.2.3)

Расщепляя это выражение по старшей производной, получаем




Ry′ = 0,

Ryy
′ +Qy′ = 0,

Qyy
′ = −FR.

Из первого уравнения системы следует, что интегрирующий множитель

зависит только от y : R = R(y). Из второго уравнения получаем

Q = −1

2
R′(y′)2 + S(y),

где S(y) – произвольная функция y. Наконец, из последнего уравнения

следует выражение

−1

2
R′′(y′)3 + S ′y′ + FR = 0, (2.2.4)

откуда (после расщепления по y′) с необходимостью следует F ≡ 0.

Замечание 2.2.1 В качестве контрпримера можно привести

нетривиальное уравнение

y′′′ = y−1,

имеющее линейный первый интеграл

P = yy′′ − 1

2
(y′)2 − x,
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но он, очевидно, не является автономным.

Будем теперь для уравнения (2.2.1) искать автономный первый ин-

теграл, квадратичный по старшей производной y′′

P = R(y, y′)(y′′)2 +Q(y, y′)y′′ + S(y, y′). (2.2.5)

Теорема 2.2.2 Уравнение

y′′′ = (ay2 + by + c)−5/4, (2.2.6)

где a, b, c – произвольные константы, является единственным уравне-

нием класса (2.2.1), имеющим квадратичный по старшей производной

автономный первый интеграл.

Доказательство. Аналогично доказательству предыдущей теоре-

мы, получаем уравнение

(2Ry′′ +Q)y′′′ +Ry′(y
′′)3 + (Ryy

′ +Qy′)(y
′′)2 + (Qyy

′ + Sy′)y
′′ + Syy

′ =

= (2Ry′′ +Q)y′′′ − 2RFy′′ −QF, (2.2.7)

которое с помощью расщепления распадается до следующей системы




Ry′ = 0,

Ryy
′ +Qy′ = 0,

Qyy
′ + Sy′ = −2RF,

Syy
′ = −QF.

(2.2.8)

Из первого уравнения следует R зависит только от y, т. е. R = R(y),

а из второго –

Q(y, y′) = −1

2
Ry(y

′)2 + ϕ(y), (2.2.9)

где ϕ – произвольная функция от y. Затем третье уравнение даёт

Sy′ =
1

2
Ryy(y

′)3 − ϕyy
′ − 2RF. (2.2.10)
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Дифференцируя обе части по y, получаем

Sy′y =
1

2
Ryyy(y

′)3 − ϕyyy
′ − 2RyF − 2RFy. (2.2.11)

С другой стороны из последнего уравнения вытекает,

Sy = −QF
y′

=
1

2
RyFy

′ − ϕF

y′
, (2.2.12)

а после дифференцирования по y′ –

Syy′ =
1

2
RyF +

ϕF

(y′)2
. (2.2.13)

Из двух уравнений (2.2.11) и (2.2.13), воспользовавшись условием

совместности для функции S(y, y′), а именно Sy′y = Syy′, получаем

1

2
Ryyy(y

′)3 − ϕyyy
′ − 5

2
RyF − 2RFy −

ϕF

(y′)2
= 0. (2.2.14)

Отсюда путём расщепления по y′ следует




Ryyy = 0,

ϕyy = 0,

5

2
RyF + 2RFy = 0,

ϕF = 0.

Первое уравнение полностью определяет вид функции R(y, y′):

R(y, y) = ay2 + by + c, (2.2.15)

где a, b, c – произвольные константы, а последнее уравнение даёт

ϕ(y) ≡ 0. (2.2.16)

Переписав третье уравнение в вид с разделяющими переменными

Fy

F
= −5

4

Ry

R
, (2.2.17)
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без труда находим его решение

F (y) = R−5/4, (2.2.18)

имея со ссылкой на формулу (2.2.15) точнее выражение

F (y) = (ay2 + by + c)−5/4. (2.2.19)

Таким образом, вид уравнений (2.2.1) найден, а для определения

его первого интеграла неизвестными остаются лишь функции Q(y, y′) и

S(y, y′).

Вернувшись к уравнениям (2.2.9, 2.2.10) с найденными функциями

R(y, y′) и ϕ(y) из (2.2.15, 2.2.16), получим

Q(y, y′) = −1

2
(2ay + b)(y′)2 (2.2.20)

и

Sy′ = a(y′)3 − 2

(ay2 + by + c)1/4
. (2.2.21)

С помощью интегрирования (2.2.21) по y′ следует

S(y, y′) =
1

4
a(y′)4 − 2y′

(ay2 + by + c)1/4
+ ω(y), (2.2.22)

где ω – произвольная функция от y. При сопоставлении с уравнением

(2.2.12) с легкостью находится ω(y) ≡ 0, т.е.

S(y, y′) =
1

4
a(y′)4 − 2y′

(ay2 + by + c)1/4
. (2.2.23)

Наконец подстановка формул (2.2.15), (2.2.20) и (2.2.23) в (2.2.11)

окончательно даёт искомый первый интеграл

P = (ay2 + by + c)(y′′)2 − 1

2
(2ay + b)(y′)2y′′ +

1

4
a(y′)4 − 2y′

(ay2 + by + c)1/4
,

(2.2.24)

или в другом виде

P = R(y′′)2 − 1

2
R′(y′)2y′′ +

1

8
R′′(y′)4 − 2R−1/4y′. (2.2.25)
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Доказательство завершено �

Наконец, рассмотрим автономные первые интегралы, кубичные по

старшей производной.

Теорема 2.2.3 Уравнение

y′′′ = (ay + b)−5/2 (2.2.26)

является единственным уравнением класса (2.2.1), имеющим кубичный

по старшей производной первый интеграл.

Доказательство. Предположим вид кубичного первого интеграла

следующим

P = R(y, y′)(y′′)3 +Q(y, y′)(y′′)2 + S(y, y′)y′′ + T (y, y′). (2.2.27)

В соответствие с уравнением (2.0.4) имеем следующее определяющее

уравнение

[
3R(y′′)2 + 2Qy′′ + S

]
y′′′ + Ry′(y

′′)4 + (Ryy
′ +Qy′)(y

′′)3+

+ (Qyy
′ + Sy′)(y

′′)2 + (Syy
′ + Ty′)y

′′ + Tyy
′ =

=
[
3R(y′′)2 + 2Qy′′ + S

]
y′′′ − 3RF (y′′)2 − 2QFy′′ − SF. (2.2.28)

Отсюда проводя расщепление по старшей производной y′′′, получаем




Ry′ = 0,

Qy′ + y′Ry = 0,

Sy′ + y′Qy + 3RF = 0,

Ty′ + y′Sy + 2QF = 0,

y′Ty + SF = 0.

(2.2.29)

Из первого уравнения следует, что R зависит только от y, т. е. R = R(y),

а из второго –

Q(y, y′) = −1

2
Ry(y

′)2 + ϕ(y), (2.2.30)
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где ϕ(y) – произвольная функция от y. Вместе с тем третье уравнение

даёт

Sy′ =
1

2
Ryy(y

′)3 − ϕyy
′ − 3RF. (2.2.31)

Отсюда путём интегрирования по y′ следует

S(y, y′) =
1

8
Ryy(y

′)4 − 1

2
ϕy(y

′)2 − 3RFy′ + χ(y). (2.2.32)

Подставив Q, S из (2.2.30) и (2.2.32) в предпоследнее уравнение, полу-

чаем

Ty′ = −1

8
Ryyy(y

′)5+
1

2
ϕyy(y

′)3+(4RyF+3RFy)(y
′)2−χyy

′−2ϕF, (2.2.33)

а с помощью интегрирования по y′ –

T (y, y′) = − 1

48
Ryyy(y

′)6 +
1

8
ϕyy(y

′)4 +
1

3
(4RyF + 3RFy)(y

′)3−

− 1

2
χy(y

′)2 − 2ϕFy′ + ω(y), (2.2.34)

где ω(y) – произвольная функция от y. Откуда подстановка в последнее

уравнение даёт

1

48
Ryyyy(y

′)7 − 1

8
ϕyyy(y

′)5 −
(
35

24
RyyF +

7

3
RyFy + RFyy

)
(y′)4+

+
1

2
χyy(y

′)3 +

(
5

2
ϕyF + 2ϕFy

)
(y′)2 + (3RF 2 − ωy)y

′ − χF = 0. (2.2.35)
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Расщепив уравнение (2.2.35) по y′, получаем систему




Ryyyy = 0,

ϕyyy = 0,

35

24
RyyF +

7

3
RyFy +RFyy = 0,

χyy = 0,

5

2
ϕyF + 2ϕFy = 0,

3RF 2 − ωy = 0,

χF = 0.

(2.2.36)

Из первого уравнения следует

R(y) = a3y
3 + a2y

2 + a1y + a0, (2.2.37)

где a3, a2, a1, a0 – произвольные константы, а из второго уравнения на-

ходим

ϕ = b2y
2 + b1y + b0, (2.2.38)

где b2, b1, b0 – произвольные константы. Последнее уравнение чётко опре-

деляет функцию χ(y), а именно

χ(y) ≡ 0. (2.2.39)

Переписав пятое уравнение в вид с разделяющими переменными

Fy

F
= −5

4

ϕy

ϕ
, (2.2.40)

слегко находим его решение

F (y) = ϕ(y)−5/4, (2.2.41)

которое со ссылкой на формулу (2.2.38) имеет более чёткий вид

F (y) = (b2y
2 + b1y + b0)

−5/4. (2.2.42)
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Наконец приступим к третьему уравнению, которое после подстановки в

него формул из (2.2.38) и (2.2.42) приобретает следующий вид

[
(24b2b0 − 27b21)a3 + 28b2b1a2 − 28b22a1

]
y3+

+
[
−84b1b0a3 + (80b2b0 + b21)a2 − 84b22a0

]
y2+

+
[
−84b20a3 + (80b2b0 + b21)a1 − 84b2b1a0

]
y−

− 28b20a2 + 28b1b0a1 + (24b2b0 − 27b21)a0 = 0. (2.2.43)

Теперь полезно отметим, что система уравнений, полученных в ре-

зультате расщепления уравнения (2.2.43) по зависимой переменной y,

можно быть записана в матричном виде следующим образом



24b2b0 − 27b21 28b2b1 −28b22 0

−84b1b0 b21 + 80b2b0 0 −84b22

−84b20 0 80b2b0 + b21 −84b2b1

0 −28b20 28b1b0 24b2b0 − 27b21







a3

a2

a1

a0




= 0.

(2.2.44)

Определитель этой однородной системы линейных уравнений равен

||D|| = 729(b21 − 4b2b0)
4. (2.2.45)

Отсюда следует условие существования ненулевого решения системы

(2.2.44)

b21 = 4b2b0,

которое превращает ϕ(y) в полный квадрат, т. е.

ϕ(y) = (ay + b)2. (2.2.46)

При этом решение системы (2.2.44) является

a2 =
2aba1 − 3a2a0

b2
, a3 =

a2(ba1 − 2aa0)

b3
. (2.2.47)
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Полученные результаты позволяют определить все неизвестные

функции. Из (2.2.41) следует

F (y) = (ay + b)−5/2, (2.2.48)

а из (2.2.37) –

R(y, y′) =
a2(a1b− 2aa0)

b3
y3 +

a(2a1b− 3aa0)y
2

b2
+ a1y + a0. (2.2.49)

С помощью найденных функций F и R можно проинтегрировать ше-

стое уравнение системы (2.2.36) по y, и в результате чего получаем

ω(y) =
3

2

(4a0a
2 − 2a1ab)y + a0ab− a1b

2

a2b3(ay + b)2
. (2.2.50)

Вернувшись к формулам (2.2.30), (2.2.32) и (2.2.34) с функциями

F и R, а также с возникнувшими в процессе взятия интегрирования

функциями ϕ, χ, и ω из (2.2.46), (2.2.39) и (2.2.50) находим

Q(y, y′) = −1

2

[
3a2(a1b− 2a0a)

b3
y2 +

2a(2a1b− 3a0a)

b2
y + a1

]
(y′)2+

+ (ay + b)2, (2.2.51)

S(y, y′) =
1

8

[
6a2(a1b− 2a0a)y

b3
+

2a(2a1b− 3a0a)

b2

]
(y′)4−

− a(ay + b)(y′)2 +
3(2a0a− a1b)y − 3a0b

b3
√
ay + b

y′ (2.2.52)

и

T = −a
2(a1b− 2aa0)

8b3
(y′)6 +

1

4
a2(y′)4+

+
1

6

[
9a3(a1b− 2aa0)y

3 + (26a1b− 51aa0)a
2by2 + (25a1b− 48aa0)ab

2y+

+ 8a1b
4 − 15aa0b

3

]
(y′)3b−3(ay + b)−7/2 − 2y′

(ay + b)1/2
−

− 3

2

(2aa1b− 4a2a0)y − aa0b+ a1b
2

a2b3(ay + b)2
. (2.2.53)
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Таким образом вид уравнения (2.2.1) совсем ясен, а первый инте-

грал, следуя формуле (2.2.28), может быть представлен в виде линейной

комбинации двух кубичных и одного квадратичного по старшей произ-

водной выражений

P = a1P1 + a0P0 +Q, (2.2.54)

где

P1 =
(ay + b)2y

b2
(y′′)3 − (3ay + b)(ay + b)

2b2
(y′)2(y′′)2+

+

[
(3ay + 2b)a

4b2
(y′)3 − 3y

(ay + b)1/2b2

]
y′y′′ − a2

8b2
(y′)6+

+
9a3y3 + 26a2by2 + 25ab2y + 8b3

6(ay + b)7/2b2
(y′)3 − 3

2

2aby + b2

a2b3(ay + b)2
, (2.2.55)

P0 = −(2ay − b)(ay + b)2

b3
(y′′)3 +

3a2y(ay + b)

b3
(y′)2(y′′)2−

− 3

b3

[
a2(2ay + b)

4
(y′)3 − 2ay − b

(ay + b)1/2

]
y′y′′ +

a3

4b3
(y′)6−

− a(6a3y3 + 17a2by2 + 16ab2y + 5b3)

2b3(ay + b)7/2
(y′)3 +

3

2

4ay + b

ab3(ay + b)2
, (2.2.56)

и

Q = (ay+ b)2(y′′)2−a(ay+ b)(y′)2y′′+
1

4
a2(y′)4− 2(ay+ b)−1/2y′. (2.2.57)

Доказательство завершено �

Замечание 2.2.2 Прямым вычислением по определению можно

показать, что все выражения (2.2.55) – (2.2.57) являются первыми инте-

гралами уравнения (2.2.26).

Замечание 2.2.3 Легко проверить, что якобиан трёх первых ин-

тегралов P1, P0 и Q по переменным y2, y1, y принимает значение 0, что

влечёт за собой линейную зависимость этих составляющих первых ин-

тегралов. Поэтому независимых первых интегралов будет только два.

Исключение из них второй производной приводит к автономному урав-

нению первого порядка, откуда следует, что исходное уравнение (2.2.26)

может быть проинтегрировано одной квадратурой.
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Замечание 2.2.4 При распространении полученных результатов

для класса уравнений y′′′ = F (y) на другую симметрию с помощью

преобразования (2.1.2) следует учитывать условие сохранения подклас-

са, при этом необходимым условием для рассмотренного случая явля-

ется условие на вид произвольного элемента группы эквивалентности

(2.1.38).

2.3. Аналог нётеровой симметрии уравнения видa

y′′′ = F (y, y′).

Наряду с автономным классом уравнений y′′′ = F (y) аналогич-

ным образом можно получить и результаты для класса уравнений, где

присутствует первая производная y′

y′′′ = F (y, y′), (2.3.1)

так как определяющая система уравнений для обоих классов одинакова.

Первоначально будем искать первый интеграл, линейный относи-

тельно старшей производной

P = R(y, y′)y′′ +Q(y, y′). (2.3.2)

Теорема 2.3.1 Уравнение

y′′′ =
R′′(y′)3 − 2S ′y′

2R
, (2.3.3)

где R и S – произвольные функции переменной y, является единствен-

ным уравнением класса уравнений (2.3.1), имеющего автономный линей-

ный по y′′ первый интеграл.

Доказательство. Определяющее уравнение в данном случае имеет

вид

Ry′′′ + Ry′(y
′′)2 + (Ryy

′ +Qy′)y
′′ +Qyy

′ = Ry′′′ − RF. (2.3.4)
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Расщепляя по старшим производным y′′′ и y′′, получаем





Ry′ = 0,

Ryy
′ +Qy′ = 0,

Qyy
′ = −RF.

Независимость от y′ функции R(y) непосредственно вытекает из перво-

го уравнения, а из второго уравнения можно найти вид функции Q(y, y′)

Q(y, y′) = −1

2
Ry(y

′)2 + S(y), (2.3.5)

где S(y) – произвольная функция от y.

Подставив (2.3.5) в последнее уравнение, находим

F (y, y′) =
R′′(y′)3 − 2S ′y′

2R
. (2.3.6)

Соответствующий первый интеграл тогда будет

P = R(y)y′′ − 1

2
R′(y′)2 + S(y). (2.3.7)

Доказательство завершено �

Рассмотрим второй случай, когда ищется первый интеграл, квад-

ратичный относительно старшей производной

P = R(y, y′)(y′′)2 +Q(y, y′)y′′ + S(y, y′). (2.3.8)

Теорема 2.3.2 Подкласс уравнений

y′′′ = R−3/2y′Φ(u) +
2RR′′ − (R′)2

8R2
(y′)3 − 2RT ′ −R′T

4R2
y′, (2.3.9)

где u = R−1/2(y′)2 +

∫
TR−3/2 dy, R и T – произвольные функции пе-

ременной y, Φ – произвольная функция переменной u, является един-

ственным подклассом уравнений класса (2.3.1), имеющего квадратичный

по y′′ первый интеграл.
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Доказательство. Согласно с уравнением (2.0.4) имеем для класса

(2.3.1) с первым интегралом (2.3.8) определяющее уравнение

(2Ry′′ +Q)y′′′ +Ry′(y
′′)3 + (Ryy

′ +Qy′)(y
′′)2 + (Qyy

′ + Sy′)y
′′ + Syy

′ =

= (2Ry′′ +Q)y′′′ − 2RFy′′ −QF. (2.3.10)

Расщепляя по старшим производным, получаем




Ry′ = 0,

Ryy
′ +Qy′ = 0,

Qyy
′ + Sy′ = −2RF,

Syy
′ = −QF.

Из первого уравнения следует R = R(y), а из второго –

Q(y, y′) = −1

2
Ry(y

′)2 + T (y). (2.3.11)

Из предпоследнего уравнения следует

Sy′ = −Qyy
′ − 2RF ; (2.3.12)

затем продифференцировав её по y, получаем

Sy′y = −Qyyy
′ − 2RyF − 2RFy. (2.3.13)

С другой стороны, дифференцирование последнего уравнения даёт

Syy′ =
−(Qy′F +QFy′)y

′ +QF

(y′)2
. (2.3.14)

Воспользовавшись условием совместности для функции S(y, y′), из двух

уравнений (2.3.13) и (2.3.14) следует

−Qyyy
′ − 2RyF − 2RFy =

−(Qy′F +QFy′)y
′ +QF

(y′)2
. (2.3.15)
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Перепишем это уравнение в виде линейного неоднородного уравнения

относительно F (y, y′), учитывая выражение Q(y, y′) из (2.3.11):
(
T

y′
− 1

2
y′Ry

)
Fy′ − 2RFy =

(
5

2
Ry +

T

(y′)2

)
F − 1

2
Ryyy(y

′)3 + y′Tyy.

(2.3.16)

Первоначально будем решать однородное линейное уравнение
(
T

y′
− 1

2
y′Ry

)
Fy′ − 2RFy = 0. (2.3.17)

Его характеристическое уравнение имеет вид

dy′

T
y′
− 1

2
y′Ry

=
dy

−2R
. (2.3.18)

Преобразуя его к уравнению Бернулли

dy′

dy
− 1

4

Ry

R
y′ = −1

2

T

R
(y′)−1, (2.3.19)

легко находим его общее решение

y′ = R1/4

(
−
∫
TR−3/2 dy + C

)1/2

. (2.3.20)

Отсюда следует общее решение уравнения (2.3.17)

u(y, y′) = (y′)2R−1/2 +

∫
TR−3/2 dy. (2.3.21)

Теперь переходя в (2.3.16) к переменным x и u, получаем

− 2RFy =

[
5

2
Ry − TR−1/2

(∫
TR−3/2 dy + u

)−1
]
F+

− 1

2
R′′′R3/4

(
−
∫
TR−3/2dy + u

)3/2

+

+ T ′′R1/4

(
−
∫
TR−3/2 dy + u

)1/2

. (2.3.22)

Будем решать сначала линейное однородное укороченное уравнение

−2RFy =

[
5

2
Ry +−TR−1/2

(∫
TR−3/2 dy + u

)−1
]
F (2.3.23)
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Записав его в виде уравнения с разделяющимися переменными

Fy

F
= −5

4

Ry

R
− 2TR−3/2

(
u−

∫
TR−3/2 dy

)−1

, (2.3.24)

затем переписав (2.3.24) в форме

dF

F
= −5

4

dR

R
+

1

2

d

(
u−

∫
TR−3/2 dy

)

u−
∫
TR−3/2 dy

, (2.3.25)

легко находим его решение

lnF = −5

4
lnR +

1

2
ln

(
u−

∫
TR−3/2 dy

)
+ lnC, (2.3.26)

где C – произвольная константа, или

F = CR−5/4

(
u−

∫
TR−3/2 dy

)1/2

. (2.3.27)

Дальше будем решать методом вариации произвольной переменной: по-

ложив в (2.3.27) C = C(y), затем поставив полученную F в (2.3.22),

получим

− 2RC ′R−5/4

(
u−

∫
TR−3/2 dy

)1/2

=

= −1

2
R′′′R3/4

(
u−

∫
TR−3/2 dy

)3/2

+ T ′′R1/4

(
u−

∫
TR−3/2 dy

)1/2

.

(2.3.28)

После приведения подобных членов остаётся одно уравнение для опре-

деления функции C = C(y)

C ′ =
1

4
R′′′R

(
u−

∫
TR−3/2 dy

)
− 1

2
T ′′R1/2. (2.3.29)

Решение уравнения будет

C =
1

4

∫
R′′′R

(
u−

∫
TR−3/2 dy

)
dy − 1

2

∫
T ′′R1/2 dy. (2.3.30)
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Теперь будем постепенно преобразовывать полученную функцию C.

Сначала перепишем её в виде

C =
1

4

∫
R

(
u−

∫
TR−3/2dy

)
dR′′ − 1

2

∫
R1/2 dT ′. (2.3.31)

Затем, вычислив интеграл, получим

C =
1

4

[
RR′′

(
u−

∫
TR−3/2 dy

)
−

−
∫
R′R′′

(
u−

∫
TR−3/2 dy

)
dy +

∫
RR′′TR−3/2 dy

]
+

− 1

2

(
R1/2T ′ − 1

2

∫
T ′R−1/2R′ dy

)
(2.3.32)

Далее снова переписываем его в соответствующий вид

C =
1

4
RR′′

(
u−

∫
TR−3/2 dy

)
−

− 1

8

∫ (
u−

∫
TR−3/2 dy

)
d(R′)2 +

1

4

∫
R−1/2T dR′−

− 1

2
R1/2T ′ +

1

4

∫
R−1/2R′ dT, (2.3.33)

и, вычисляя интегралы методом замены переменной

C =
1

4
RR′′

(
u−

∫
TR−3/2 dy

)
−

− 1

8

(
u−

∫
TR−3/2dy

)
(R′)2 − 1

8

∫
TR−3/2(R′)2 dy+

+
1

4
R−1/2R′T − 1

4

∫
R−1/2R′T ′ dy +

1

8

∫
R−3/2(R′)2T dy−

− 1

2
R1/2T ′ +

1

4

∫
R−1/2R′T ′ dy (2.3.34)

после сокращения подобных членов находим

C =
1

8

[
2RR′′ − (R′)2

](
u−

∫
TR−3/2 dy

)
+

+
1

4
R−1/2(R′T − 2RT ′). (2.3.35)
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Наконец, возвращаясь к переменной y′ непосредственно по (2.3.27) по-

лучаем частное решение

F =

{
1

8

[
2RR′′ − (R′)2

]
R−1/2(y′)2+

+
1

4
R−1/2(R′T − 2RT ′)

}
R−3/2y′ (2.3.36)

или

F =
2RR′′ − (R′)2

8R2
(y′)3 +

R′T − 2RT ′

4R2
y′. (2.3.37)

Итак, общий вид правой части уравнения (2.3.1) для рассматрива-

емого случая принимает следующий вид

F = R−3/2y′Φ(u) +
2RR′′ − (R′)2

8R2
(y′)3 +

R′T − 2RT ′

4R2
y′, (2.3.38)

где u = R−1/2(y′)2 +

∫
TR−3/2 dy, R и T – произвольные функции пе-

ременной y, Φ – произвольная функция переменной u.

Из (2.3.12) следует

Sy′ =
1

4

(R′)2

R
(y′)3 − 4R1/2Φ(u) + R′T

2R
y′. (2.3.39)

Интегрируя по y′, получим

S(y, y′) =
1

16

(R′)2

R
(y′)4 −

∫
Φ(u) du− R′T

4R
(y′)2 + ϕ(y). (2.3.40)

Сопоставляя это выражение с уравнением (2.3.14), можем найти

ϕ(y) =
1

4

T 2

R
.

Наконец, найденные функции R,Q и S из (2.3.11) и (2.3.40) позволяют

чётко определить вид искомого интеграла, а именно

P = R(y′′)2 +

[
−1

2
R′(y′)2 + T (y)

]
y′′+

+
1

16

(R′)2

R
(y′)4 −

∫
Φ(u) du− R′T

4R
(y′)2 +

1

4

T 2

R
. (2.3.41)
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Доказательство завершено �

Рассмотрим последний случай: первый интеграл, кубичный по y′′

P = R(y, y′)(y′′)3 +Q(y, y′)(y′′)2 + S(y, y′)y′′ + T (y, y′). (2.3.42)

Аналогично доказательству предыдущей теоремы получаем определяю-

щее уравнение

[
3R(y′′)2 + 2Qy′′ + S

]
y′′′ + Ry′(y

′′)4 + (Ryy
′ +Qy′)(y

′′)3+

+ (Qyy
′ + Sy′)(y

′′)2 + (Syy
′ + Ty′)y

′′ + Tyy
′ =

=
[
3R(y′′)2 + 2Qy′′ + S

]
y′′′ − 3RF (y′′)2 − 2QFy′′ − SF. (2.3.43)

Расщепив по старшим производным, получим




Ry′ = 0,

Ryy
′ +Qy′ = 0,

Qyy
′ + Sy′ = −3RF,

Syy
′ + Ty′ = −2QF,

Tyy
′ = −SF.

(2.3.44)

Независимость от y′ функции R = R(y) непосредственно вытекает из

первого уравнения, отсюда можно проинтегрировать второе уравнение

по y′ и получить вид функции Q(y, y′)

Q(y, y′) = −1

2
Ry(y

′)2 + ϕ(y). (2.3.45)

Подставив (2.3.45) в третье уравнение, получим

Sy′ =
1

2
Ryy(y

′)3 − ϕyy
′ − 3RF. (2.3.46)

Следует обратить внимание, что интегрирование уравнения (2.3.46)

невозможно, если функция F (y, y′) задана в общем виде. Однако это
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затруднение легко устраняется, если положить

F (y, y′) =
∂G

∂y′
, (2.3.47)

где G = G(y, y′) – новая (пока неизвестная) функция. Тогда легко нахо-

дим

S(y, y′) =
1

8
Ryy(y

′)4 − 1

2
ϕy(y

′)2 − 3RG+ ω(y). (2.3.48)

Из двух последних уравнений системы (2.3.44) следует





Ty′ = −Syy
′ − 2QGy′,

Ty = −SGy′

y′
.

Воспользовавшись условием совместности для этой системы (по функ-

ции T (y, y′)), получаем дифференциальное уравнение в частных произ-

водных для определения функции G(y, y′)

∂

∂y′

(
1

y′
SGy′

)
− 2

∂

∂y
(QGy′)− y′Syy = 0. (2.3.49)

В отличие от предыдущих случаев, где все результаты были получе-

ны в замкнутой форме, рассматриваемый случай приводит к уравнению

(2.3.49), которое пока не решено в общем виде.

Замечание 2.3.1 При распространении полученных результатов

для класса уравнений y′′′ = F (y, y′) на другую симметрию с помощью

преобразования (2.1.2) следует учитывать условие сохранения подклас-

са, при этом необходимым условием для рассмотренного случая явля-

ется условие на вид произвольного элемента группы эквивалентности

(2.1.24).
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Глава 3. Симметрия расширенного класса уравне-

ний 3-го порядка

Наша работа в этой главе связана с попыткой получить аналог ва-

риационной симметрии для более широкого класса уравнений 3-го поряд-

ка, в котором присутствует вторая производная. При этом необходимо

отметить, что вхождение y′′ в правую часть уравнения влечёт за собой

техническую сложность, из-за которой не можем рассматривать общий

класс F (x, y, y′, y′′), а только некоторые его специфические виды. Вме-

сте с тем, алгоритм решения обратной задачи становится существенно

иным.

Как в предыдущей главе, группа эквивалентности здесь также бу-

дет играть роль, способствующую облегчению решения обратной задачи

группового анализа: сначала будем искать автономные первые интегра-

лы для автономных уравнений, затем с помощью группы эквивалентно-

сти распространять этот результат на весь класс.

3.1. Некоторые уравнения с правой частью, содержащей все

промежуточные производные.

Рассмотрим сначала специфический вид автономных уравнений

y′′′ = F (y, y′, y′′)G(y′′), (3.1.1)

где G(y′′) – произвольная функция, а F подлежит определению. По-

требуем, чтобы уравнение (3.1.1) имело автономный первый интеграл.

Очевидно, после деления на G уравнение (3.1.1) принимает форму

y′′′

G(y′′)
= F (y, y′, y′′), (3.1.2)

и левая часть выражения (3.1.2) становится полной производной. Для

выполнения поставленных условий необходимо и достаточно, чтобы и
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правая часть (3.1.2) являлась бы точной производной

F (y, y′, y′′) = DxH(y, y′) =
∂H

∂y′
y′′ +

∂H

∂y
y′.

Отсюда следует, что возможно два случая:

1а. Функция F линейна по второй производной, тогда первый интеграл

уравнения (3.1.1) имеет вид

P =

∫
dy′′

G(y′′)
−H(y, y′).

1б. Функция F не зависит от второй производной, тогда первый инте-

грал уравнения (3.1.1) имеет вид

P =

∫
dy′′

G(y′′)
−H(y).

В этом случае функция F линейна по первой производной: F =

H(y)y′, где H – произвольна.

1в. Отметим важный случай степенной зависимости функции G от

“предстаршей” производной, когда G = (y′′)n. Тогда

P =





(y′′)1−n − (1− n)H(y, y′), если n 6= 1,

ln y′′ −H(y, y′), если n = 1.

Уравнения подобного типа встречаются в теории пограничного

слоя [16]. Представляется интересным изучение физических приложе-

ний полученных результатов, аналогичных вариационным (нётеровым)

симметриям уравнений чётных порядков.

3.2. Уравнения с правой частью, не содержащей первой про-

изводной.
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Наряду с классом (3.1.1) будем рассматривать ещё один вид урав-

нений, содержащих предстаршую производную y′′

y′′′ = F (y, y′′). (3.2.1)

Как выделено в п. 2. 1, класс (3.2.1) допускает точечную группу экви-

валентности (2.1.31). Будем работать лишь с полиноминальным видом

(3.2.1).

Сначала будем искать автономные первые интегралы для уравне-

ния с правой частью, линейной по второй производной

y′′′ = F (y)y′′ +G(y). (3.2.2)

Теорема 3.2.1 Уравнение

y′′′ =
cy′′

ay + b
(3.2.3)

является единственным уравнением вида (3.2.2), имеющим линейный

первый интеграл.

Доказательство. Пусть линейный первый интеграл имеет следую-

щий вид

P = R(y, y′)y′′ +Q(y, y′). (3.2.4)

Следуя уравнению (1.2.7), имеем

Ry′′′ + Ry′(y
′′)2 + (Ryy

′ +Qy′)y
′′ +Qyy

′ = Ry′′′ −RFy′′ − RG. (3.2.5)

Расщепив по старшей производной, получаем систему




Ry′ = 0,

Ryy
′ +Qy′ = −RF,

Qyy
′ = −RG.

(3.2.6)

Из первого уравнения следует R = R(y), а из второго –

Qy′ = −Ryy
′ −RF. (3.2.7)
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Проинтегрировав по y′ обе части уравнения (3.2.7), получаем

Q = −1

2
Ry(y

′)2 − RFy′ + ω(y), (3.2.8)

где ω(y) – произвольная функция от y.

Подстановка (3.2.8) в последнее уравнение системы (3.2.6) приводит

к уравнению

−1

2
Ryy(y

′)2 − (RyF +RFy)y
′ + ωy = −RG

y′
, (3.2.9)

которое с помощью расщепления по y′ распадаётся до следующей систе-

мы 



Ryy = 0,

RyF +RFy = 0,

ωy = 0,

RG = 0.

Откуда следует

R(y) = ay + b, F (y) =
c

ay + b
, ω(y) ≡ 0, G(y) ≡ 0, (3.2.10)

где a, b, c – произвольные константы.

Вернувшись к уравнению (3.2.8) с формулами (3.2.10), получим

Q(y, y′) = −1

2
a(y′)2 − cy′, (3.2.11)

что вместе с полученной R из (3.2.10) даёт окончательный вид первого

интеграла

P = (ay + b)y′′ − 1

2
a(y′)2 − cy′. (3.2.12)

Доказательство завершено �

Теорема 3.2.2 Уравнение

y′′′ =
ay′′

by + c
+

d

(by + c)5/2
(3.2.13)
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является единственным уравнением вида (3.2.2), имеющим квадратич-

ный по второй производной первый интеграл.

Доказательство. Предположим вид квадратичного первого инте-

грала следующим

P = R(y, y′)(y′′)2 +Q(y, y′)y′′ + S(y, y′). (3.2.14)

Аналогично предыдущему доказательству получаем уравнение,

(2Ry′′ +Q)y′′′ +Ry′(y
′′)3 + (Ryy

′ +Qy′)(y
′′)2 + (Qyy

′ + Sy′)y
′′ + Syy

′ =

= (2Ry′′ +Q)y′′′ − 2RF (y′′)2 − (QF + 2RG)y′′ −QG, (3.2.15)

которое с помощью расщепления по старшей производной распадаётся

до следующей системы



Ry′ = 0,

Ryy
′ +Qy′ = −2RF,

Qyy
′ + Sy′ = −QF − 2RG,

Syy
′ = −QG.

(3.2.16)

Из первого уравнения следует R = R(y), а из второго уравнения –

Q = −1

2
Ry(y

′)2 − 2RFy′ + ϕ(y), (3.2.17)

где ϕ(y) – произвольная функция от y.

Подставив (3.2.17) в предпоследнее уравнение системы (3.2.16), по-

лучаем

Sy′ =
1

2
Ryy(y

′)3 +

(
5

2
RyF + 2RFy

)
(y′)2 + (2F 2R − ϕy)y

′ − 2RG− Fϕ,

(3.2.18)

откуда путём интегрирования по y′ обеих частей следует

S(y, y′) =
1

8
Ryy(y

′)4 +

(
5

6
RyF +

2

3
RFy

)
(y′)3+

+

(
RF 2 − 1

2
ϕy

)
(y′)2 − (2RG+ ϕF )y′ + ω(y), (3.2.19)
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где ω(y) – произвольная функция от y.

Подставив (3.2.17) и (3.2.19) в последнее уравнение системы

(3.2.16), получим следующее уравнение

1

8
Ryyy(y

′)5 +

(
5

6
RyyF +

3

2
RyFy +

2

3
RFyy

)
(y′)4+

+

(
RyF

2 + 2RFFy −
1

2
ϕyy

)
(y′)3−

−
(
5

2
RyG+ 2RGy + ϕyF + ϕFy

)
(y′)2 + (ωy − 2RFG)y′ + ϕG = 0,

(3.2.20)

которое с помощью расщепления по y′ распадаётся до системы




Ryyy = 0,

5

6
RyyF +

3

2
RyFy +

2

3
RFyy = 0,

RyF
2 + 2RFFy −

1

2
ϕyy = 0,

5

2
RyG+ 2RGy + ϕyF + ϕFy = 0,

ωy − 2RFG = 0,

ϕG = 0.

(3.2.21)

Из первого и последнего уравнений следует

R = αy2 + βy + γ, ϕ(y) ≡ 0, (3.2.22)

где α, β, γ – произвольные константы.

Из третьего уравнения вытекает эквивалентное уравнение

FRy + 2FyR = 0, (3.2.23)

решение которого является

F =
a√
R

=
a√

αy2 + βy + γ
, (3.2.24)
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где a – произвольная константа.

Подставив (3.2.22) и (3.2.24) в второе уравнение, находим

a(4αγ − β2)

(αy2 + βy + γ)3/2
= 0, (3.2.25)

откуда получаем для коэффициентов R(y) ограничение

β2 = 4αγ, (3.2.26)

которое превращает R(y) в полный квадрат, т. е.

R(y) = (by + c)2, (3.2.27)

где b, c – произвольные константы. Уточнение R(y) согласно (3.2.24)

влечёт за собой окончательный вид F (y)

F (y) =
a

by + c
. (3.2.28)

Оставшееся неизвестное слагаемое для определения вида уравнения

(3.2.1) находится из четвёртого уравнения системы (3.2.21)

G(y) =
d

(by + c)5/2
, (3.2.29)

где d – произвольная константа.

Вслед за формами (3.2.27–3.2.29) из предпоследнего уравнения си-

стемы (3.2.21) находим

ω(y) = − 4ad

b
√
by + c

. (3.2.30)

Наконец, возвращаясь с полученными результатами из (3.2.22) и

(3.2.27 – 3.2.30) к уравнениям (3.2.17) и (3.2.19), получим

Q(y, y′) = −(by + c)(by′ + 2a)y′ (3.2.31)

и

S(y, y′) =

(
1

2
by′ + a

)2

(y′)2 − 2bdy′ + 4ad

b
√
by + c

, (3.2.32)
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что и даёт окончательный вид первого интеграла

P =

[
(by + c)y′′ − 1

2
b(y′)2 − ay′

]2
− 2bdy′ + 4ad

b
√
by + c

. (3.2.33)

Доказательство завершено �

Исследование может быть продолжено поиском уравнений, имею-

щих кубичный первый интеграл, т. е.

P = R(y, y′)(y′′)3 +Q(y, y′)(y′′)2 + S(y, y′)y′′ + T (y, y′). (3.2.34)

Проводя аналогичную процедуру, получим систему




Ry′ = 0,

Ryy
′ +Qy′ = −3RG,

Qyy
′ + Sy′ = −2QG− 3RH,

Syy
′ + Ty′ = −SG− 2QH,

Tyy
′ = −SH.

(3.2.35)

Из второго уравнения следует

Q(y, y′) = −1

2
Ry(y

′)2 − 3RGy′ + α(y), (3.2.36)

а из третьего –

S =
1

8
Ryy(y

′)4 +

(
4

3
RyG+ RGy

)
(y′)3 +

(
3RG2 − 1

2
αy

)
(y′)2−

− (3RH + 2αG)y′ + β(y). (3.2.37)

89



Далее, проинтегрировав по y′ четвёртое уравнение, находим

T = − 1

48
Ryyy(y

′)6 −
(

7

24
RyyG+

7

15
RyGy +

1

5
RGyy

)
(y′)5−

−
[
3

4
RyG

2 +
3

2
RGGy −

1

8
αyy +G

(
1

3
RyG+

1

4
RGy

)]
(y′)4+

+

[
4

3
RyH + RHy +

2

3
αyG+

2

3
αGy −G

(
RG2 − 1

6
αy

)]
(y′)3+

+

[
3HRG− 1

2
βy +G (32RH + αG)

]
(y′)2−

− (Gβ + 2Hα)y′ + γ(y). (3.2.38)

Наконец, подставив (3.2.37) и (3.2.38) в последнее уравнение, затем рас-

щепив по y′, получим




Ryyyy = 0,

7

24
RyyyG+

91

120
RyyGy +

2

3
RyGyy +

1

5
RGyyy = 0,

13

12
RyyG

2 +

(
47

12
RyGy +

7

4
RGyy

)
G+

7

4
RG2

y −
1

8
αyyy = 0,

−3GyRG
2 + RHyy +

5

6
αyyG−RyG

3 +
2

3
αGyy+

+
3

2
αyGy +

35

24
RyyH +

7

3
RyHy = 0,

αyG
2 +

(
2αGy +

35

6
RyH +

9

2
RHy

)
G− 1

2
βyy +

11

2
HRGy = 0,

3HRG2 − 5

2
Hαy − 2Hyα−Gβy −Gyβ = 0,

3RH2 − γy + 2GHα = 0,

βH = 0.

Из первого уравнения следует

R(y) = ay3 + by2 + cy + d, (3.2.39)

а из последнего –

β(y) ≡ 0. (3.2.40)
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Пятое уравнение теперь становится таким

2Hyα =

(
3RG2 − 5

2
αy

)
H. (3.2.41)

Выполнив тождественные преобразования

Hy

H
=

6RG2 − 5αy

4α
, (3.2.42)

легко находим решение

H(y) = k exp

(∫
6RG2 − 5αy

4α
dy

)
, (3.2.43)

где k – произвольная константа.

Оставшиеся 4 уравнения составляют переопределённую систему

обыкновенных дифференциальных уравнений относительно функции

G(y):




7

24
RyyyG+

91

120
RyyGy +

2

3
RyGyy +

1

5
RGyyy = 0,

13

12
RyyG

2 +

(
47

12
RyGy +

7

4
RGyy

)
G+

7

4
RG2

y −
1

8
αyyy = 0,

−3GyRG
2 +RHyy +

5

6
αyyG− RyG

3 +
2

3
αGyy+

+
3

2
αyGy +

35

24
RyyH +

7

3
RyHy = 0,

αyG
2 +

(
2αGy +

35

6
RyH +

9

2
RHy

)
G+

11

2
HRGy = 0.

(3.2.44)

Однако система (3.2.44) совместна и имеет решение, так как, согласно

теореме 3.2.1, класс уравнений (3.2.2) имеет линейный первый интеграл.

Из этого следует, этот класс уравнений также имеет тривиальный ку-

бичный первый интеграл, полученный в результате возведения в третью

степень линейного интеграла (3.2.12), т. е.

P =
[
(ay + b)y′′ − a

2
(y′)2 − cy′

]3
.

Этот интеграл является, по построению, одним из решений системы

(3.2.44).
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Рассмотрим ещё один вид уравнений (3.2.1), когда правая часть

является квадратичным полиномом относительно второй производной,

а именно

y′′′ = F (y)(y′′)2 +G(y)y′′ +H(y). (3.2.45)

Будем действовать также по выбранному пути: поищем первые интегра-

лы в виде многочленов относительно старшей производной.

Теорема 3.2.3 Уравнение

y′′′ = a(y′′)2 +
d

by + c
y′′, (3.2.46)

где a, b, c, d – произвольные константы, является единственным уравне-

нием вида (3.2.45), имеющим линейный по старшей производной авто-

номный первый интеграл.

Доказательство. Пусть линейный автономный первый интеграл

имеет следующий вид

P (y, y′, y′′) = R(y, y′)y′′ +Q(y, y′). (3.2.47)

В соответствие с уравнением (1.2.8) имеем определяющее уравнение

Ry′′′ + Ry′(y
′′)2 + (Ryy

′ +Qy′)y
′′ +Qyy

′ =

= Ry′′′ − RF (y′′)2 − RGy′′ −RH. (3.2.48)

Проводя аналогичную процедуру в двух предыдущих доказательствах,

получаем систему 



Ry′ = −RF,

Ryy
′ +Qy′ = −RG,

Qyy
′ = −RH.

(3.2.49)

Решив первое уравнение, получим

R(y, y′) = ϕ(y) exp(−Fy′). (3.2.50)
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Вместе с тем второе уравнение даёт

Qy′ =
[
(ϕFy(y

′)2 − ϕyy
′ − ϕG

]
exp(−Fy′). (3.2.51)

Отсюда, проинтегрировав обе части уравнения, получим

Q(y, y′) =
−ϕF 2Fy(y

′)2 + (ϕyF
2 − 2ϕFFy)y

′ + ϕF 2G+ ϕyF − 2ϕFy

F 3 exp(Fy′)
.

(3.2.52)

Подставив (3.2.52) и (3.2.50) в последнее уравнение системы (3.2.49), за-

тем умножив обе части на F 4 exp(Fy′), получим уравнение

ϕF 3F 2
y (y

′)4 −
[
(2ϕyFy + ϕFyy)F − 3ϕF 2

y

]
F 2(y′)3+

+
[
(ϕyy − ϕFyG)F

2 − (4ϕyFy + 2ϕFyy)F + 6ϕF 2
y

]
F (y′)2+

+
[
(ϕyG+ ϕGy)F

3 + (ϕyy − ϕFyG)F
2 − (4ϕyFy + 2ϕFyy)F + 6ϕF 2

y

]
y′+

+ ϕF 4H = 0, (3.2.53)

которое с помощью расщепления по y′ распадается до следующей систе-

мы 



ϕF 3F 2
y = 0,

(2ϕyFy + ϕFyy)F − 3ϕF 2
y = 0,

(ϕyy − ϕFyG)F
2 − (4ϕyFy + 2ϕFyy)F + 6ϕF 2

y = 0,

(ϕyG+ ϕGy)F
3 + (ϕyy − ϕFyG)F

2−

−(4ϕyFy + 2ϕFyy)F + 6ϕF 2
y = 0,

ϕF 4H = 0.

Отметим, что в силу невырожденности исследуемого вида уравнений

(3.2.45) и первого интеграла (3.2.50) с необходимостью имеет место

F (y) 6≡ 0 и ϕ(y) 6≡ 0, поэтому из первого и последнего уравнений сле-

дуют

F (y) = a, H(y) ≡ 0, (3.2.54)
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где a – произвольная константа. Отсюда третье уравнение остаётся про-

стым линейным уравнением следующего вида

ϕyy = 0, (3.2.55)

решение которого без труда находится:

ϕ(y) = by + c, (3.2.56)

где b, c – произвольные константы.

Подставив (3.2.54) и (3.2.56) в предпоследнее уравнение системы,

получим дифференциальное уравнение первого порядка

bG+ (by + c)Gy = 0. (3.2.57)

Записав его в виде уравнения с разделяющими переменными

Gy

G
= − b

by + c
, (3.2.58)

легко получаем его решение:

G(y) =
d

by + c
, (3.2.59)

где d – произвольная константа.

Итак, три найденные функции из (3.2.54) и (3.2.59), следуя форму-

ле (3.2.45), дают искомый вид уравнений, представленный в формули-

ровке теоремы – (3.2.3). Теперь остаётся лишь определить вид первого

интеграла.

Вернувшись к уравнениям (3.2.50) и (3.2.52) с результатами из

(3.2.54), (3.2.56) и (3.2.59), получаем

R(y, y′) = (by + c) exp(−ay′), (3.2.60)

и

Q(y, y′) = (aby′ + ad+ b)a−2 exp(−ay′), (3.2.61)
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что и даёт окончательный вид первого интеграла

P =

[
(by + c)y′′ +

aby′ + ad+ b

a2

]
exp(−ay′). (3.2.62)

Доказательство завершено �

Теорема 3.2.4 Уравнение

y′′′ = a(y′′)2 − by′′

a(by + c)
+

d

(by + c)4
, (3.2.63)

где a, b, c, d – произвольные константы, является единственным урав-

нением вида (3.2.45), имеющим квадратичный по старшей производной

автономный первый интеграл.

Доказательство. Предположим вид квадратичного первого инте-

грала следующим

P = R(y, y′)(y′′)2 +Q(y, y′)y′′ + S(y, y′). (3.2.64)

Определяющее уравнение при этом имеет вид

(2Ry′′ +Q)y′′′ +Ry′(y
′′)3 + (Ryy

′ +Qy′)(y
′′)2 + (Qyy

′ + Sy′)y
′′ + Syy

′ =

= (2Ry′′+Q)y′′′−2RF (y′′)3− (QF +2RG)(y′′)2− (QG+2RH)y′′−QH.
(3.2.65)

Тогда с помощью стандартной процедуры получаем систему




Ry′ = −2RF,

Ryy
′ +Qy′ = −QF − 2RG,

Qyy
′ + Sy′ = −QG− 2RH,

Syy
′ = −QH.

(3.2.66)

Решив первое уравнение, получим

R(y, y′) = ϕ(y) exp(−2Fy′), (3.2.67)
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где ϕ(y) – произвольная функция от y. Отсюда из второго уравнения

следует линейное неоднородное дифференциальное уравнение 1-го по-

рядка относительно Q(y, y′)

Qy′ +QF =
[
2ϕFy(y

′)2 − ϕyy
′ − 2ϕG

]
exp(−2Fy′), (3.2.68)

решением которого является

Q(y, y′) =
[
−2ϕF 2Fy(y

′)2 + (ϕyF
2 − 4ϕFFy)y

′+

+ 2ϕF 2G+ ϕyF − 4ϕFy + χ(y)F 3 exp(Fy′)
]
F−3 exp(−2Fy′), (3.2.69)

где χ(y) – произвольная функция от y.

Подставив (3.2.69) в предпоследнее уравнение системы (3.2.66), по-

лучим

Sy′ =

{
−4ϕF 3F 2

y (y
′)4 +

[
(2ϕFyy + 4ϕyFy)F − 10ϕF 2

y

]
F 2(y′)3+

[
χF 4Fy exp(Fy

′) + (6ϕFyG− ϕyy)F
3 + (4ϕFyy + 7ϕyFy)F

2−

− 16ϕFF 2
y

]
(y′)2 +

[
−χyF

4 exp(Fy′)− (2ϕGy + 3ϕyG)F
3+

+ (6ϕFyG− ϕyy)F
2 + (6ϕyFy + 4ϕFyy)F − 12ϕF 2

y

]
y′−

−
[
χG exp(Fy′) + 2ϕH

]
F 4 − 2ϕF 3G2−

− ϕyF
2G+ 4ϕFFyG

}
F−4 exp(−2Fy′). (3.2.70)

96



Отсюда путём интегрирования по y′ следует

S(y, y′) =
1

4

{
8ϕF 4F 2

y (y
′)4 − 4F 3

[
(ϕFyy + 2ϕyFy)F − 9ϕF 2

y

]
(y′)3−

− 2F 2
[
2χF 3Fy exp(Fy

′) + (6ϕFyG− ϕyy)F
2 + (7ϕFyy + 13ϕyFy)F−

− 43ϕF 2
y

]
(y′)2 +

[
4χyF

5 exp(Fy′) +
(
4ϕGy +6ϕyG− 8χFy exp(Fy

′)
)
F 4−

− 4(6ϕFyG− ϕyy)F
3 − (38ϕyFy + 22ϕFyy)F

2 + 110ϕFF 2
y

]
y′+

+ 4(ϕH + χG exp(Fy′))F 5 + 4(χy exp(Fy
′) + ϕG2)F 4+

+ (5ϕyG− 8χFy exp(Fy
′) + 2ϕGy)F

3 − 2(10ϕFyG− ϕyy)F
2−

− (11ϕFyy + 19ϕyFy)F + 55ϕF 2
y

}
F−6 exp(−2Fy′) + ω(y). (3.2.71)

Подставив (3.2.71) в последнее уравнение системы (3.2.66), получим
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уравнение

16ϕF 5F 3
y (y

′)6 +
[
−24(ϕyF

2
y + ϕFyFyy)F

5 + 88ϕF 4F 3
y

]
(y′)5+

+
[
−4χF 6F 2

y exp(Fy
′) + (12ϕyFyy + 12ϕyyFy + 4ϕFyyy − 24ϕF 2

yG)F
5−

− (108ϕFyFyy + 104ϕyF
2
y )F

4 + 280ϕF 3F 3
y

]
(y′)4+

+
[
(8χyF

6Fy + 4χF 6Fyy − 12χF 5F 2
y ) exp(Fy

′)+

+ (−2ϕyyy + 12ϕFyyG+ 24ϕyFyG+ 20ϕFyGy)F
5+

+ (40ϕyFyy + 38ϕyyFy + 14ϕFyyy − 72ϕF 2
yG)F

4−
− (240ϕyF

2
y + 258ϕFyFyy)F

3 + 564ϕF 2F 3
y

]
(y′)3+

+
[(

4(χFyG− χyy)F
6 + 8(2χyFy + χFyy)F

5 − 24χF 4F 2
y

)
exp(Fy′)+

+ 16ϕF 6FyH + (8ϕFyG
2 − 6ϕyyG− 4ϕGyy − 10ϕyGy)F

5+

+ (36ϕFyGy − 4ϕyyy + 24ϕFyyG+ 46ϕyFyG)F
4+

+ (54ϕyyFy + 22ϕFyyy + 60ϕyFyy − 112ϕF 2
yG)F

3−
− (300ϕyF

2
y + 330ϕFyFyy)F

2 + 660ϕFF 3
y

]
(y′)2

+
[
(−4(χGy + χyG)F

6 + 4(χFyG− χyy)F
5 + 8(2χyFy + χFyy)F

4−

− 24χF 3F 2
y ) exp(Fy

′)− 4ωyF
7 exp(2Fy′)− 4(2ϕyH + ϕHy)F

6−
−4(2ϕGGy−5ϕFyH+ϕyG

2)F 5−(5ϕyyG−8ϕFyG
2+7ϕyGy+2ϕGyy)F

4+

+ (35ϕyFyG+ 26ϕFyGy + 20ϕFyyGy − 2ϕyyy)F
3+

+ (30ϕyFyy − 80ϕF 2
yG+ 11ϕFyyy + 27ϕyyFy)F

2−
− (150ϕyF

2
y + 165ϕFyFyy)F + 330ϕF 3

y

]
y′−

− 4χF 7H exp(Fy′)− 8ϕF 6GH − 4ϕyF
5H + 16ϕF 4FyH = 0. (3.2.72)

Если проводить расщепление по y′ уравнения (3.2.63), то коэффициент

при слагаемом шестой степени y′ приводится к уравнению

ϕF 5F 3
y = 0. (3.2.73)

В силу невырожденности исследуемого первого интеграла (3.2.64) с необ-

ходимостью имеет место R(y, y′) 6≡ 0, а, исходя из формулы (3.2.67),
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получаем ϕ(y) 6≡ 0. Поэтому решением уравнения (3.2.73) является

F (y) = a, (3.2.74)

где a – произвольная константа.

После подстановки (3.2.74) в (3.2.72), уравнение сильно упрощает-

ся, становясь следующим

2ϕyyya
5(y′)3 +

[
4χyya

6 exp(ay′) + (4Gyyϕ + 6Gϕyy + 10Gyϕy)a
5+

+ 4ϕyyya
4
]
(y′)2 +

{
4ωya

7 exp(2ay′) + 4a5
[
(χGy + χyG)a+ χyy

]
exp(ay′)+

+4(ϕHy+2ϕyH)a6+4(2ϕGGy+ϕyG
2)a5+(7ϕyGy+5ϕyyG+2ϕGyy)a

4+

+ 2ϕyyya
3
}
y′ + 4χa7H exp(ay′) + 4ϕyHa

5 + 8ϕGHa6 = 0. (3.2.75)

Продолжая процесс расщепления по y′ в уравнении (3.2.75), соответ-

ственно будут получены уравнения для коэффициентов при (y′)3 и (y′)0

ϕyyy = 0, (3.2.76)

и

4χa7H exp(ay′) + 4ϕyHa
5 + 8ϕGHa6 = 0. (3.2.77)

Откуда находим

ϕ(y) = αy2 + βy + γ, (3.2.78)

G(y) = − 1

2a

ϕy

ϕ
, (3.2.79)

χ(y) ≡ 0. (3.2.80)

Вместе с тем уравнение для коэффициентов при (y′)2 становится

(4αγ − β2)(2αy + β)

a(αy2 + βy + γ)2
= 0, (3.2.81)

что следует ограничение для коэффициентов ϕ(y)

β2 = 4αγ, (3.2.82)
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которое превращает её в полный квадрат, т. е.

ϕ(y) = (by + c)2, (3.2.83)

где b, c – произвольные константы. Подстановкой ϕ в (3.2.79) следует

G(y) = − b

a(by + c)
. (3.2.84)

Оставшиеся две функции ω(y) и H(y) теперь можно найти из

уравнения для коэффициентов при y′, которое, после подстановки из-

вестных функций ϕ(y), χ(y) и G(y) из (3.2.83, 3.2.80) и (3.2.84) в урав-

нение (3.2.75), приобретает следующий вид

(by + c)2Hy + 4b(by + c)H + ωya exp(2ay
′) = 0. (3.2.85)

Отсюда следует два дифференциальных уравнения

ωy = 0,
Hy

H
= − 4b

by + c
, (3.2.86)

решения которых соответственно будут

ω(y) ≡ 0, (3.2.87)

H(y) =
d

(by + c)4
, (3.2.88)

где d – произвольная константа.

Итак, три найденные функции F (y), G(y) и H(y) из (3.2.74,

3.2.84) и (3.2.88), следуя формуле (3.2.45), дают искомый вид уравне-

ний, представленный в формулировке теоремы – (3.2.63). Теперь остаёт-

ся лишь определить вид первого интеграла.

Вернувшись к трём формулам (3.2.67, 3.2.69) и (3.2.71) c извест-

ными функциями F (y), G(y) и H(y), а также с возникнувшими в про-

цессе интегрирования функциями ϕ(y), χ(y) и ω(y) из (3.2.80, 3.2.83) и

(3.2.87), получим

R(y, y′) = (by + c)2 exp(−2ay′), (3.2.89)

Q(y, y′) =
2b

a
(by + c)y′ exp(−2ay′) (3.2.90)
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и

S(y, y′) =

[
b2

a2
(y′)2 +

d

a(by + c)2

]
exp(−2ay′), (3.2.91)

что и даёт окончательный вид первого интеграла

P =

{[
(by + c)y′′ +

b

a
y′
]2

+
d

a(by + c)2

}
exp(−2ay′). (3.2.92)

Доказательство завершено �

Замечание 3.2.1 При распространении полученных результатов

для класса уравнений y′′′ = F (y, y′′) на другую симметрию с помощью

преобразования (2.1.2) следует учитывать условие сохранения подкласса,

при этом необходимым условием для рассмотренного случая является

условие на вид произвольного элемента группы эквивалентности (2.1.42).

Замечание 3.2.2 Легко видеть, что алгоритм решения обратной

задачи для классов уравнений, содержащих “предстаршую” производ-

ную, существенно отличается от метода, использованного в предыдущей

главе: если в уравнении имеются только младшие производные, мы в

конечном итоге приходим к системе двух уравнений, в которых вспо-

могательная функция (один из коэффициентов первого интеграла) вхо-

дит в виде частных производных по разным переменным. Тогда условие

совместности приводит к получению уравнения в частных производных

для искомой функции – правой части уравнения. В рассматриваемом в

настоящей работе случае младшие (в данном случае – первая y′) произ-

водные отсутствуют, и окончательное уравнение, к которому приводится

определяющая система, необходимо расщеплять по y′, в результате чего

возникает новая система.
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Заключение

В диссертационной работе решены все поставленные задачи.

1. Найдены непрерывные точечные группы эквивалентности для всех

исследуемых подклассов уравнений 3-го порядка. При этом для под-

класса

y′′′ = F (x, y, y′)

преобразования группы содержат 2 произвольные функции пере-

менной x и одну произвольную константу, а для подклассов

y′′′ = F (x, y) и y′′′ = F (x, y, y′′)

– одну произвольную функцию переменной x и 4 произвольные кон-

станты.

2. Доказаны теоремы о существовании линейных, квадратичных и ку-

бичных по второй производной автономных первых интегралов для

подкласса уравнений

y′′′ = F (y).

При этом уравнений, имеющих линейный первый интеграл, не суще-

ствует вовсе; уравнение, имеющее квадратичный первый интеграл

– единственное:

y′′′ = (ay2 + by + c)−5/4;

кубичный первый интеграл также имеет единственное уравнение

y′′′ = (ay + b)−5/2,

это уравнение имеет два независимых первых интеграла – квад-

ратичный и кубичный, поэтому интегрируется посредством одной

квадратуры.

3. Доказаны теоремы о существовании линейных, квадратичных и ку-

бичных по второй производной автономных первых интегралов для
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подкласса уравнений

y′′′ = F (y, y′).

Найден явный вид уравнений, имеющих линейный и квадратичный

интеграл:

y′′′ =
R′′(y′)3 − 2T ′y′

2R
и

y′′′ = R−3/2y′Φ(u) +
2RR′′ − (R′)2

8R2
(y′)3 +

R′T − 2RT ′

4R2
y′,

соответственно, где u = R−1/2(y′)2 +

∫
TR−3/2 dy, R и T – произ-

вольные функции переменной y, Φ – произвольная функция пере-

менной u. Доказано, что правая часть F (y, y′) уравнений, имеющих

кубичный первый интеграл, удовлетворяет нелинейному уравнению

в частных производных второго порядка.

4. Доказаны теоремы о существовании линейных и квадратичных по

второй производной автономных первых интегралов для подклассов

уравнений

y′′′ = F (y, y′′)

в случае линейной и квадратичной по y′′ функции F . Если F ли-

нейна, то линейный первый интеграл есть у единственного уравне-

ния

y′′′ =
cy′′

ay + b
,

квадратичный – у единственного уравнения

y′′′ =
ay′′

by + c
+

d

(by + c)5/2
.

Если F квадратична, то единственным уравнением, имеющим ли-

нейный первый интеграл, будет

y′′′ = a(y′′)2 +
d

by + c
y′′.

Квадратичный первый интеграл имеет единственное уравнение

y′′′ = a(y′′)2 − by′′

a(by + c)
+

d

(by + c)4
.
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Следует заметить, что, за исключением классов, содержащих

первую производную y′, в остальных классах уравнения, имеющие ана-

лог нётеровой симметрии – единственные в своём роде. Действитель-

но, классы пп. 2 и 4 имеют строго фиксированную нелинейность, а весь

произвол содержится в преобразованиях сдвига и растяжения. Если их

исключить, что группы эквивалентности становятся дискретными и

имеют структуру циклической группы C2. Это подтверждает интуитив-

ное представление о том, что уравнения нечётных порядков, обладающие

подобным свойством, встречаются весьма редко.

Полученные результаты представляют интерес не только в тео-

рии обыкновенных дифференциальных уравнений, но и в математиче-

ском моделировании для описания разнообразных процессов в различ-

ных естественнонаучных областях. Найденные уравнения, обладающие

аналогом вариационной симметрии, являются весьма перспективными

модельными уравнениями – как с точки зрения адекватности модели

(соответствия всем фундаментальным законам – законам сохранения и

симметрийным требованиям, которые сами по себе являются фундамен-

тальными законами), так и с точки зрения процедуры точного интегри-

рования.

Эти же уравнения могут служить и хорошими эталонными урав-

нениями для тестирования систем аналитических вычислений на ЭВМ

и численных методов, тем более, что применяемый в настоящей рабо-

те регулярный алгоритм легко реализуется в большинстве современных

программ (например, в MAPLE).
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