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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Îäíèì èç âàæíûõ ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîé òåîðèè

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ñ ñóùåñòâåííî ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îäíèì èç îáúåêòîâ

èññëåäîâàíèÿ ýòîé òåîðèè ÿâëÿþòñÿ âûðîæäàþùèåñÿ óðàâíåíèÿ. Òåîðèÿ

âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â íàñòîÿùåå âðåìÿ èíòåíñèâíî

ðàçâèâàåòñÿ. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé îòíîñÿòñÿ ê íåêëàññè÷åñêèì çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Îäíà

èç ãëàâíûõ òðóäíîñòåé, âîçíèêàþùèõ â ýòîé òåîðèè, ñâÿçàíà ñ âëèÿíèåì

ìëàäøèõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ íà ïîñòàíîâêó êðàåâûõ çàäà÷ è èõ ðàçðåøè-

ìîñòü.

Îñíîâû ýòîé òåîðèè áûëè çàëîæåíû â ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàáîòàõ Ì.Â.

Êåëäûøà, Ô. Òðèêîìè è À.Â. Áèöàäçå. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòà òåîðèÿ

ïîëó÷èëà äëÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà â ðàáîòàõ Î.À. Îëåéíèê, Ñ.Ã.

Ìèõëèíà, Ì.È. Âèøèêà, Äæ. Êîíà, Ë. Íèðåíáåðãà, Â.À, Ðóêàâèøíèêîâà,

À.Ã. Åðåêëèíöåâà, Ñ.Í. Àíòîíöåâà, Ñ.È. Øìàðåâà. Èññëåäîâàíèå âûðîæ-

äàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà â ñëó÷àå ñòåïåííîãî

õàðàêòåðà âûðîæäåíèÿ áûëî íà÷àòî â ðàáîòàõ Ì.È. Âèøèêà è Â.Â. Ãðó-

øèíà. Çàòåì ðÿä ðåçóëüòàòîâ äëÿ íåêîòîðûõ âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà áûë ïîëó÷åí Ñ.Ç. Ëåâåíäîðñêèì, Ñ.À.

Èñõîêîâûì.

Â ðàáîòàõ Â.Ï. Ãëóøêî áûëè èññëåäîâàíû êðàåâûå çàäà÷è â ïîëîñå äëÿ

âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùèõ

íåâûðîæäåííóþ ïðîèçâîäíóþ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â ðàáîòàõ À.Ä. Áàåâà áûëè

èññëåäîâàíû âûðîæäàþùèåñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, ñîäåðæàùèå

íåâûðîæäåííóþ ïðîèçâîäíóþ âòîðîãî ïîðÿäêà. Òàêæå â ðàáîòàõ À.Ä. Áà-

åâà áûëè ââåäåíû è èññëåäîâàíû âåñîâûå ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïå-

ðàòîðû, ïîñòðîåííûå ïî ñïåöèàëüíîìó èíòåãðàëüíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Fα,

÷òî ïîçâîëèëî äîêàçàòü êîýðöèòèâíóþ ðàçðåøèìîñòü è óñòàíîâèòü êîýðöè-

òèâíûå àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé îáùèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âûðîæäàþ-

ùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà â ïîëóïðîñòðàíñòâå.
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Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó êîýðöè-

òèâíûõ àïðèîðíûõ îöåíîê è òåîðåì î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðå-

øåíèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ â ïîëîñå äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ óðàâíåíèé âûñîêîãî

ïîðÿäêà, ñîäåðæàùèõ íåâûðîæäåííóþ ïðîèçâîäíóþ òðåòüåãî ïîðÿäêà ∂3

∂t3 .

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òîãî íà-

ïðàâëåíèÿ, êîòîðîå áûëî íà÷àòî â ðàáîòàõ Â.Ï. Ãëóøêî è À.Ä. Áàåâà.

Èññëåäîâàíèå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì íå òîëüêî ñ òåîðåòè÷åñêîé, íî è ñ ïðàêòè÷åñêîé

òî÷êè çðåíèÿ, òàê êàê òàêèå çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìíî-

ãèõ ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ ñ âûðîæäåíèåì. Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëè-

ðîâàíèè òàêèõ ïðîöåññîâ íà ãðàíèöå îáëàñòè âîçìîæíî èçìåíåíèå, êàê òè-

ïà óðàâíåíèÿ, òàê è åãî ïîðÿäêà. Òàêîãî òèïà óðàâíåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïðè

èññëåäîâàíèè ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ êîíâåêöèè-äèôôóçèè â íåîäíîðîä-

íîé àíèçîòðîïíîé ñðåäå, äëÿ êîòîðîé õàðàêòåðíûì ÿâëÿåòñÿ ñòðåìëåíèå

êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ê íóëþ ïðè ïðèáëèæåíèè ê ãðàíèöå. Ïîäîáíûå

óðàâíåíèÿì âîçíèêàþò, â ÷àñòíîñòè, ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè

ïðîöåññîâ ôèëüòðàöèé èäåàëüíûõ áàðîòðîïíûõ ãàçîâ â íåîäíîðîäíûõ àíè-

çîòðîïíûõ ïîðèñòûõ ñðåäàõ, ïðîöåññà ôèëüòðàöèè äâóõôàçíîé æèäêîñòè,

íàïðèìåð, ïðîöåññà âûòåñíåíèÿ íåôòè âîäîé èç ïîðèñòûõ ñðåä. Òàêèå óðàâ-

íåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ ïðèìåñåé â æèäêîêðèñòàëëè÷åñêèõ ðàñòâîðàõ, íàõîäÿùèõñÿ

âî âíåøíåì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, ïðè ðàñ÷åòàõ ëèíåéíîãî ñòàöèîíàðíîãî

ìàãíèòíîãî îñåñèììåòðè÷íîãî ïîëÿ â íåîäíîðîäíîé àíèçîòðîïíîé ñðåäå.

Öåëü ðàáîòû.

1. Äîêàçàòåëüñòâî àïðèîðíûõ îöåíîê ðåøåíèé äâóõ êëàññîâ êðàåâûõ

çàäà÷ â ïîëîñå äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âû-

ñîêîãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùèõ íåâûðîæäåííóþ ïðîèçâîäíóþ òðåòüåãî

ïîðÿäêà ïî îäíîé èç ïåðåìåííûõ.

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé

äëÿ ðàññìîòðåííûõ êëàññîâ êðàåâûõ çàäà÷.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè îñíî-

âàíû íà ìåòîäàõ òåîðèè âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, òåî-

ðèè ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-

íèé. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî ïà-

ðàìåòðó è ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è ñïåöèàëüíîãî èíòåãðàëüíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ Fα.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

1. Èññëåäîâàíû íîâûå êëàññû êðàåâûõ çàäà÷ â ïîëîñå äëÿ âûðîæäàþ-

ùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà.

2. Ïîëó÷åíû êîýðöèòèâíûå àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé íîâûõ êëàññîâ

êðàåâûõ çàäà÷ â ïîëîñå äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùèõ íåâûðîæäåííóþ ïðîèçâîäíóþ

òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî îäíîé èç ïåðåìåííûõ.

3. Äîêàçàíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé íîâûõ

êëàññîâ êðàåâûõ çàäà÷ â ïîëîñå äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ

óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùèõ íåâûðîæäåííóþ ïðîèçâîä-

íóþ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî îäíîé èç ïåðåìåííûõ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Äèññåðòàöèÿ íîñèò

òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëü-

çîâàíû ïðè ðàçâèòèè òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè-

÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, à òàêæå ïðè èññëåäîâàíèè ìàòåìàòè-

÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññîâ ñ âûðîæäåíèåì.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîí-

ôåðåíöèÿõ: ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé è ñìåæíûå ïðîáëåìû¿

(Âîðîíåæ 2013 ã., 2015 ã.), ¾Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà

Ñ.Ã. Êðåéíà¿ (Âîðîíåæ 2012 ã., 2014 ã.); ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè êðà-

åâûõ çàäà÷¿ (Âîðîíåæ, 2012 - 2015 ã.); ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðèêëàä-

íîé ìàòåìàòèêè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ¿
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(Âîðîíåæ, 2011 ã., 2012 ã.); â øêîëå ìîëîäûõ ó÷åíûõ Ëèïåöêîé îáëàñòè

¾Øêîëà ìîëîäûõ ó÷åíûõ ïî ïðîáëåìàì ãóìàíèòàðíûõ, åñòåñòâåííûõ, òåõ-

íè÷åñêèõ íàóê¿ (ã. Åëåö 2014 ã), íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ ÂÃÓ (ðóê. ïðîô.

À.Ä. Áàåâ) à òàêæå íà íàó÷íûõ ñåññèÿõ Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî

óíèâåðñèòåòà è Åëåöêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòà-

öèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1] - [20]. Èç ñîâìåñòíûõ ïóáëèêàöèé [1], [2],

[4], [5] -[7], [10], [12], [13], [20] â äèññåðòàöèþ âêëþ÷åíû ðåçóëüòàòû, ïðè-

íàäëåæàùèå ëè÷íî àâòîðó. Ðàáîòû [4], [6], [7], [10], [12] îïóáëèêîâàíû â

æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêî-

ìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

÷åòûðåõ ãëàâ, ðàçäåëåííûõ íà ïàðàãðàôû, è áèáëèîãðàôèè, ñîäåðæàùåé 53

íàèìåíîâàíèÿ. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 149 ñòðàíèö.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè ñîäåðæèòñÿ îáçîð ëèòåðàòóðû ïî òåìå äèññåðòàöèè, Ôîð-

ìóëèðóþòñÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷, à òàêæå îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäå-

íèÿ. Â ãëàâå 1 óñòàíàâëèâàþòñÿ êîýðöèòèâíûå àïðèîðíûå îöåíêè â ñïåöè-

àëüíûõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ òèïà ïðîñòðàíñòâ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ðåøåíèé

îäíîãî êëàññà êðàåâûõ çàäà÷ â ïîëîñå äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùèõ íåâûðîæäåííóþ ïðîèçâîä-

íóþ òðåòüåãî ïîðÿäêà. Â ãëàâå 2 äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è

åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äëÿ ðàññìîòðåííîé â ãëàâå 1 êðàåâîé çàäà÷è. Â

òðåòüåé ãëàâå óñòàíàâëèâàþòñÿ àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé äðóãîãî êëàññà

êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âûñîêîãî

ïîðÿäêà, ñîäåðæàùèõ íåâûðîæäåííóþ ïðîèçâîäíóþ òðåòüåãî ïîðÿäêà. Â

ãëàâå 4 äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

êðàåâîé çàäà÷è, ðàññìîòðåííîé â ãëàâå 3.

Ïåðåéäåì ê áîëåå äåòàëüíîìó èçëîæåíèþ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â

äèññåðòàöèè. Â ïåðâîé ãëàâå óñòàíàâëèâàþòñÿ àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé
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îäíîãî êëàññà êðàåâûõ çàäà÷ â ïîëîñå äëÿ âûðîæäàþùåãîcÿ ýëëèïòè÷å-

ñêîãî óðàâíåíèÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùåãî íåâûðîæäåííóþ ïðîèç-

âîäíóþ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî ïåðåìåííîé t.

Â ïîëîñå Rn
d =

{
x ∈ Rn−1, 0 < t < d

}
, ãäå d > 0 - íåêîòîðîå ÷èñëî,

ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

A (Dx, Dα,t, ∂t) v (x, t) = F (x, t) (1)

ãäå A (Dx, Dα,t, ∂t) v = L2m (Dx, Dα,t) v + b∂3
t v,

L2m (Dx, Dα,t) =
∑

|τ |+j≤2m

aτjD
τ
xD

j
α,t,

aτj, b - êîìïëåêñíûå ÷èñëà, Imb a0,2m = 0.

Çäåñü Dα,t = i
√

α (t)∂t
√
α (t), ∂t =

∂
∂t , D

τ
x = i|τ |∂τ1

x1
∂τ2
x2
...∂

τn−1
xn−1

Íà ãðàíèöå t = 0 ïîëîñû Rn
d çàäàåòñÿ óñëîâèå

B (Dx) v|t=0 =
∑

|τ |≤m∗

bτD
τ
xv|t=0 = G (x) (2)

êîýôôèöèåíòû bτ - êîìïëåêñíûå.

Óñëîâèÿ íà ãðàíèöå t = d ïîëîñû Rn
d çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

v|t=d = ∂tv|t=d = ... = ∂m−1
t v|t=d = 0 (3)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé.

Óñëîâèå 1. Äëÿ ëþáûõ (ξ, η) ∈ Rn âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

RebL2m (ξ, η) ≥ c
(
1 + |ξ|2 + |η|2

)m
, ñ êîíñòàíòîé c > 0 íå çàâèñÿùåé îò

(ξ, η).

Óñëîâèå 2. Äëÿ s ≥ 2m +m∗ ôóíêöèÿ α (t) ïðèíàäëåæèò Cs−1 [0, d] ,

ïðè ýòîì α (0) = α′ (0) = 0, α (t) > 0 ïðè t > 0.

Óñëîâèå 3. B (ξ) ̸= 0 äëÿ ëþáûõ ξ ∈ Rn−1.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Fα[u(t)](η) =

+∞∫
0

u(t) exp(iη

d∫
t

dρ

α(ρ)
)

dt√
α(t)

,
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êîòîðîå îïðåäåëåíî ïåðâîíà÷àëüíî íà ôóíêöèÿõ u(t) ∈ C∞
0 (R1

+), ãäå

C∞
0 (R1

+) - ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôèíèòíûõ ôóíê-

öèé, íîñèòåëü êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò R1
+. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå áûëî ââåäåíî

â ðàáîòàõ Â.Ï. Ãëóøêî è À.Ä. Áàåâà. Ïðåîáðàçîâàíèå Fα è ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå

Fτ→η[u] =

+∞∫
−∞

u(τ) exp(iητ)dτ, η ∈ R1

ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì Fα[u(t)](η) = Fτ→η[uα(τ)], ãäå uα(τ) =√
α(t)u(t)

∣∣∣
t=φ−1(τ)

, t = φ−1(τ) - ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè

τ = φ(t) =
d∫
t

dρ
α(ρ) .

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Fα ñïðàâåäëèâ àíàëîã ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ

∥Fα[u](η)∥L2(R1) =
√
2π∥u∥L2(R1

+)
,

÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ðàñøèðèòü ïðåîáðàçîâàíèå Fα äî íåïðåðûâíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ, îñóùåñòâëÿþùåãî ãîìåîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ L2(R
1) è

L2(R
1
+) , à òàêæå îïðåäåëèòü ïðåîáðàçîâàíèå Fα íà íåêîòîðûõ êëàññàõ

îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Äëÿ ðàñøèðåííîãî òàêèì îáðàçîì ïðåîáðàçîâàíèÿ

Fα ñîõðàíèì ñòàðîå îáîçíà÷åíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F−1
α îáðàòíîå ê Fα ïðå-

îáðàçîâàíèå. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå F−1
α [w(η)](t) =

1√
α(t)

F−1
η→τ [w(η)]

∣∣∣∣
τ=φ(t)

, ãäå F−1
η→τ - îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íà ôóíêöèÿõ u(t) ∈ C∞
0 (R̄1

+) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Fα[D
j
α,tu](η) = ηjFα[u](η), j = 1, 2, ..., ãäå Dα,t =

1
i

√
α(t)∂t

√
α(t), ∂t =

∂
∂t .

Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå Fα ïåðåâîäèò îïåðàòîð âåñîâîãî äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ Dα,t â îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà äâîéñòâåííóþ ïåðåìåííóþ η.

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ áóäóò èçó÷àòüñÿ êðàåâûå çàäà÷è.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðîñòðàíñòâî Hs,α, 2m3
(Rn

d) ( s ≥ 0 - öåëîå ÷èñëî) ñî-
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ñòîèò èç òàêèõ ôóíêöèé v (x, t) ∈ L2 (R
n
d), äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà

∥v∥s,α, 2m3 =


[ 3s
2m ]∑
l=0

∥∥∥∥F−1
ξ→xF

−1
α

[(
1 + |ξ|2 + |η|2

) 1
2(s−

2m
3 l)

FαFx→ξ

[
∂l
tv (x, t)

]]∥∥∥∥2
L2(Rn

d )


1
2

Çäåñü ÷åðåç
[
3s
2m

]
îáîçíà÷åíà öåëàÿ ÷àñòü 3s

2m .

Åñëè S - íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî ÷èñëî 3s
2m ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì,

òî ýòà íîðìà ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé íîðìå

∥v∥s,α, 2m3 =

 ∑
|τ |+j+ 2m

3 l≤s

∥∥∥Dτ
xD

j
α,t∂

l
tv
∥∥∥
L2(Rn

d )


1
2

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðîñòðàíñòâî Hs

(
Rn−1

)
(S -äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî)

ñîñòîèò èç òàêèõ ôóíêöèé u (x) ∈ L2(R
n−1) , äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà

∥u∥s =
∥∥∥F−1

ξ→x[(1 + |ξ|)sFx→ξ[u]]
∥∥∥
L2(Rn−1)

Åñëè s - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî ýòà íîðìà ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé íîðìå

∥v∥s =

∑
|τ |≤s

∥Dτ
xu(x)∥L2(Rn−1)


1
2

.

Íàðÿäó ñ ïðîñòðàíñòâàìè Hs,α, 2m3
(Rn

d) ,Hs

(
Rn−1

)
ââåäåì ïðîñòðàíñòâà

Hs,α, 2m3 ,k (R
n
d), Hs,k

(
Rn−1

)
, ãäå k ≥ 0 - öåëîå ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïðîñòðàíñòâî Hs,α,2m3 ,k (R
n
d) (s ≥ 0,k ≥ 0 - öåëûå

÷èñëà) ñîñòîèò èç òàêèõ ôóíêöèé v (x, t) ∈ L2 (R
n
d), äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà
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íîðìà

∥v∥s,α, 2m3 ,k =

[ 3s
2m ]∑
l=0

∥∥(1 + |x|)k·

·F−1
ξ→xF

−1
α

[(
1 + |ξ|2 + |η|2

) 1
2(s−

2m
3 l)

FαFx→ξ

[
∂l
tv (x, t)

]]∥∥∥∥
L2(Rn

d )
2

} 1
2

Îïðåäåëåíèå 4. Ïðîñòðàíñòâî Hs,k

(
Rn−1

)
( s, k -äåéñòâèòåëüíûå ÷èñ-

ëà) ñîñòîèò èç òàêèõ ôóíêöèé u (x) ∈ L2(R
n−1) , äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà

íîðìà

∥u∥s,k =
∥∥∥(1 + |x|)kF−1

ξ→x[(1 + |ξ|)sFx→ξ[u]]
∥∥∥
L2(Rn−1)

.

Â ãëàâå 1 äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü s ≥ max
{
2m, m∗ + m

3

}
- öåëîå ÷èñëî, è âûïîëíåíû

óñëîâèÿ 1 - 3. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ v (x, t) çàäà÷è (1) - (3), ïðèíàä-

ëåæàùåãî ïðîñòðàíñòâó Hs,α, 2m3
(Rn

d) ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

∥v∥s,α, 2m3 ≤ c
(
∥Av∥s−2m,α, 2m3

+ ∥Bv|t=0∥s−m∗−m
3

)
,

ãäå ïîñòîÿííàÿ c > 0 íå çàâèñèò îò v.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü s ≥ max
{
2m, m∗ + m

3

}
, m ≥ 3, k ≥ 0 - öåëûå

÷èñëà. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1 - 3. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ v (x, t)

çàäà÷è (1) - (3), ïðèíàäëåæàùåãî ïðîñòðàíñòâó Hs,α,2m3 ,k (R
n
d) ñïðàâåäëèâà

àïðèîðíàÿ îöåíêà

∥v∥s,α, 2m3 ,k ≤ c
(
∥Av∥s−2m,α, 2m3 ,k + ∥Bv|t=0∥s−m∗−m

3 ,k

)
,

ãäå ïîñòîÿííàÿ c > 0 íå çàâèñèò îò v.

Â ãëàâå 2 äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè

ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) - (3).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü s ≥ max
{
2m, m∗ + m

3

}
- öåëîå ÷èñëî, m ≥ 3

è âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1 - 3. Ïóñòü F (x, t) ∈ Hs−2m,α, 2m3
(Rn

d), G (x) ∈
Hs−m∗−m

3

(
Rn−1

)
. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) - (3)
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ïðèíàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó Hs,α, 2m3
(Rn

d).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü s ≥ max
{
2m, m∗ + m

3

}
, m ≥ 3, k ≥ 0 - öåëûå

÷èñëà, Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1 - 3. Ïóñòü F (x, t) ∈ Hs−2m,α, 2m3 ,k (R
n
d),

G (x) ∈ Hs−m∗−m
3 ,k

(
Rn−1

)
. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå v (x, t)

çàäà÷è (1) - (3) ïðèíàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó Hs,α,2m3 ,k (R
n
d).

Â ãëàâå 3 äîêàçûâàþòñÿ àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé äðóãîãî êëàññà êðà-

åâûõ çàäà÷ â ïîëîñå äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âû-

ñîêîãî ïîðÿäêà, âûðîæäàþùåãîñÿ íà ãðàíèöå t = 0 â óðàâíåíèå òðåòüå-

ãî ïîðÿäêà ïî ïåðåìåííîé t. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòëè÷àåòñÿ îò

óðàâíåíèÿ, ðàññìîòðåííîãî â ãëàâàõ 1 � 2 òåì, ÷òî ïåðåä ïðîèçâîäíîé ∂3

∂t3

èçìåíåí çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Ýòî ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî íà ãðàíèöå

t = 0 ïîòðåáîâàëîñü ñòàâèòü íå îäíî, à äâà ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ.

Â ïîëîñå Rn
d ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

A (Dx, Dα,t, ∂t) v (x, t) = F (x, t) (4)

ãäå A (Dx, Dα,t, ∂t) v = L2m (Dx, Dα,t) v − b∂3
t v,

L2m (Dx, Dα,t) =
∑

|τ |+j≤2m

aτjD
τ
xD

j
α,t

b, aτj- êîìïëåêñíûå ÷èñëà, Im ba02m = 0.

Íà ãðàíèöå t = 0 ïîëîñû Rn
d çàäàþòñÿ óñëîâèÿ âèäà

Bj (Dx) v|t=0 =
∑

|τ |≤mj

bτjD
τ
x∂

j−1
t v|t=0 = Gj (x), j = 1, 2 (5)

ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè bτj.

Íà ãðàíèöå t = d ïîëîñû Rn
d çàäàþòñÿ óñëîâèÿ âèäà

v|t=d = ∂tv|t=d = ... = ∂m−1
t v|t=d = 0 (6)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé.

Óñëîâèå 4. Äëÿ ëþáûõ (ξ, η) ∈ Rn âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

RebL2m (ξ, η) ≥ c
(
1 + |ξ|2 + |η|2

)m
, ñ ïîñòîÿííîé c > 0 íå çàâèñÿùåé

îò (ξ, η).
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Óñëîâèå 5. Äëÿ íåêîòîðîãî s ≥ 2m + max (m1, m2) ôóíêöèÿ α (t)

ïðèíàäëåæèò Cs−1 [0, d], ïðè÷åì α (0) = α′ (0) = 0, α (t) > 0 ïðè t > 0.

Óñëîâèå 6. Bj(ξ) ̸= 0, j = 1, 2 ïðè âñåõ ξ ∈ Rn−1.

Äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü s ≥ max
{
2m, max

(
m1,m2 +

2m
3

)
+ m

3

}
- öåëîå ÷èñ-

ëî, m ≥ 3 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ 4 - 6. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ v (x, t)

çàäà÷è (4) - (6), ïðèíàäëåæàùåãî ïðîñòðàíñòâó Hs,α, 2m3
(Rn

d) ñïðàâåäëèâà

àïðèîðíàÿ îöåíêà

∥v∥s,α,m ≤ c

(
∥Av∥s−2m,α,m +

2∑
j=1

∥Bj v|t=0∥s−mj− 2m(j−1)
3 −m

3

)
,

ãäå ïîñòîÿííàÿ c > 0 íå çàâèñèò îò v.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü s ≥ max
{
2m, m∗ + m

3

}
, m ≥ 3, k ≥ 0 - öåëûå

÷èñëà. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 4 - 6. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ v (x, t)

çàäà÷è (1) - (3), ïðèíàäëåæàùåãî ïðîñòðàíñòâó Hs,α,2m3 ,k (R
n
d) ñïðàâåäëèâà

àïðèîðíàÿ îöåíêà

∥v∥s,α, 2m3 ,k ≤ c

(
∥Av∥s−2m,α, 2m3 ,k +

2∑
j=1

∥Bj v|t=0∥s−mj− 2m(j−1)
3 −m

3 ,k

)
,

ãäå ïîñòîÿííàÿ c > 0 íå çàâèñèò îò v.

Â ãëàâå 4 äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðå-

øåíèé êðàåâîé çàäà÷è (4) - (6). Äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 7. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 5 äëÿ ëþáûõ

F (x, t) ∈ Hs−2m,α, 2m3
(Rn

d),Gj (x) ∈ H
s−mj−2m(j−1)

3 −m
3

(
Rn−1

)
,(j = 1; 2)ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (4) - (6), ïðèíàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó

Hs,α, 2m3
(Rn

d).

Òåîðåìà 8. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 6 äëÿ ëþáûõ F (x, t) ∈
Hs−2m,α, 2m3 ,k (R

n
d), Gj (x) ∈ H

s−mj− 2m(j−1)
3 −m

3 ,k

(
Rn−1

)
, (j = 1; 2) ñóùåñòâó-

åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (4) - (6), ïðèíàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó

Hs,α, 2m3 ,k (R
n
d).
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