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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ.

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè. Êîíñòàíòû íåîïðåäåë¼ííî-

ñòè ÿâëÿþòñÿ âàæíûì èíñòðóìåíòîì â èçó÷åíèè îðòîãîíàëüíûõ è íåîð-

òîãîíàëüíûõ ñèñòåì ôóíêöèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îíè õàðàê-

òåðèçóþò ëîêàëèçàöèþ èñïîëüçóåìûõ ôóíêöèé êàê âî âðåìåííîé (ïðî-

ñòðàíñòâåííîé), òàê è â ÷àñòîòíîé îáëàñòÿõ. Ïåðâûé îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíñòàíò íåîïðåäåë¼ííîñòè ýëåìåíòîâ êîòîðî-

ãî îãðàíè÷åíà ñâåðõó, áûë ïîñòðîåí â 1986 ãîäó È. Ìåéåðîì, ñ ÷åãî è

íà÷àëàñü òåîðèÿ âñïëåñêîâ. Â 1988 ãîäó Æ. Áóðãåéí äîêàçàë, ÷òî ìîæ-

íî ïîñòðîèòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ñ êîíñòàíòîé íåîïðåäåë¼ííîñòè

äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ, ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê ìèíèìàëüíîé. Îäíàêî, ÷òî

î÷åíü âàæíî äëÿ òåîðèè âñïëåñêîâ, äîêàçàòåëüñòâî íå äàëî êîíñòðóêòèâ-

íûõ ïðèìåðîâ â äàëüíåéøåì. Áàçèñû Ìåéåðîâñêîãî òèïà, ñ óëó÷øåíè-

åì ñâîéñòâ ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè è óìåíüøåíèåì êîíñòàíòû íåîïðå-

äåë¼ííîñòè, èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Ëåáåäåâîé Å.À.. Àêòóàëüíûìè îñòàþò-

ñÿ çàäà÷è óëó÷øåíèÿ ñâîéñòâ ëîêàëèçîâàííîñòè óæå èçâåñòíûõ áàçèñîâ

ôóíêöèé. Îäíèì èç ïîäõîäîâ ê òàêèì çàäà÷àì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå áà-

çèñà âñïëåñêîâîãî òèïà, ÷òî íà ïðèìåðå ñèñòåìû ýðìèòîâûõ ôóíêöèé ðå-

àëèçîâàëè Þ. Ïðåñòèí è Á. Ôèøåð.

Â ïîñëåäíèå ãîäû áîëüøîå ðàñïðîñòðàíåíèå â ïðèêëàäíûõ çàäà-

÷àõ ïîëó÷èëè ñèñòåìû öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ ôóíêöèé. Îíè, êàê ïðàâè-

ëî, íå îðòîãîíàëüíû. Ïîýòîìó ðàçëîæåíèå ïî ýòèì ñèñòåìàì äèñêðåòíûõ

îöèôðîâàííûõ ñèãíàëîâ ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì ñëîæíûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ

çàäà÷. Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ïðè ðåøåíèè òàêèõ çàäà÷ ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ ïî-

ñòðîåíèå óçëîâîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ g(x) , ÿâëÿþùàÿñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöè-

åé φk(x) , g(x) =
∑∞

k=−∞ dk φk(x) , íàçûâàåòñÿ óçëîâîé ôóíêöèåé, åñëè

äëÿ íå¼ âûïîëíåíà ñèñòåìà ðàâåíñòâ g(m) = δ0m, m ∈ Z , ãäå δ0m �
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ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Íàèáîëåå ðàçðàáîòàííûìè â ýòîì ïëàíå ÿâëÿþòñÿ áàçèñíûå ñïëàé-

íû è ñèñòåìû ðàâíîìåðíûõ ñäâèãîâ ôóíêöèè Ãàóññà Gσ(t) = exp
(
− t2

2σ2

)
.

Ñëó÷àé ôóíêöèè Ãàóññà ïîäðîáíî ðàññìîòðåí â ìîíîãðàôèè Â.Ã. Ìàçüè,

Ã. Øìèäòà 1 è ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ ýòèõ àâòîðîâ. Â öèêëå ðàáîò Â.Ë.

Âåíäëàíäà, Â. Êàðëèíà ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìû ñäâèãîâ ôóíêöèè Ãàóñ-

ñà ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ àïïðîêñèìàöèè ðàçëè÷íûõ ïîòåíöèàëîâ,

à òàêæå äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ìàòåìà-

òè÷åñêîé ôèçèêè. Ðàçëè÷íûå àñïåêòû èíòåðïîëÿöèè ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû

ñäâèãîâ ôóíêöèè Ãàóññà èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Ñ.Ô. Áîéñà, Ê. Êàëêàòåððû.

Èçó÷åíèå ñèñòåì ðàâíîìåðíûõ ñäâèãîâ äëÿ äðóãèõ ôóíêöèé, à òàê-

æå äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ äèñêðåòèçèðîâàííûõ âàðèàíòîâ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëü-

íîé çàäà÷åé. Êðîìå òîãî, òàê êàê íàõîæäåíèå óçëîâîé ôóíêöèè ñâÿçàíî

ñ ïîëó÷åíèåì å¼ êîýôôèöèåíòîâ dk , òî âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ âîïðîñû î

ñâîéñòâàõ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ.

Â ðàáîòàõ ïî êâàíòîâîé îïòèêå, òàêèõ àâòîðîâ êàê Ý. Âîëüô, Ð.

Ãëàóáåð, Ë. Ìàíäåëü, À.Ì. Ïåðåëîìîâ, èñïîëüçóþòñÿ êîãåðåíòíûå ñîñòî-

ÿíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ôóíêöèè âèäà

ψ(x) = exp

(
− (x− a)2 − ibx

2σ2

)
, a, b ∈ R.

ñ ôèêñèðîâàííûì ïàðàìåòðîì σ .

Öåëü ðàáîòû. Èçó÷åíèå ñâîéñòâ óçëîâûõ ôóíêöèé, ïîñòðîåííûõ

íà îñíîâå öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ ôóíêöèé Ëîðåíöà è Ãàóññà. Èçó÷åíèå

êîíñòàíò íåîïðåäåë¼ííîñòè äëÿ ñèñòåì êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé è áàçèñà èç

ôóíêöèé Ýðìèòà. Îñíîâíûå çàäà÷è ðàáîòû ñîñòîÿëè: â ïîëó÷åíèè ÿâíûõ

âûðàæåíèé äëÿ êîíñòàíò íåîïðåäåë¼ííîñòè, â èññëåäîâàíèè çàâèñèìîñòè

ýòèõ êîíñòàíò îò ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ.

1Approximate approximations. / V. Maz'ya, G. Schmidt. //AMS Mathematical Surveys

and Monographs. � 2007.� vol.141. � 350 p.
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Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèé. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè

ôóíêöèé, ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ëèíåéíîé àëãåáðû, òåî-

ðèè âñïëåñêîâ è òåîðèè ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà è çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

1. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîíñòàíòû íåîïðåäåë¼ííî-

ñòè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíêöèé Ýðìèòà. Â ñëó÷àå äâóõ ôóíêöèé ìè-

íèìóì êîíñòàíòû íåîïðåäåë¼ííîñòè íàéäåí àíàëèòè÷åñêè, â ñëó÷àå òð¼õ

ôóíêöèé � ÷èñëåííî.

2. Äîêàçàíû çíàêî÷åðåäîâàíèå è ìîíîòîííîñòü ñ ðîñòîì ïî ìîäóëþ

èíäåêñà êîýôôèöèåíòîâ óçëîâîé ôóíêöèè, ïîñòðîåííîé ñ ïîìîùüþ öå-

ëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ ôóíêöèè Ãàóññà, à òàêæå íàðóøåíèå ýòèõ ñâîéñòâ

äëÿ óçëîâîé ôóíêöèè, ïîñòðîåííîé ñ ïîìîùüþ öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ

ôóíêöèè Ëîðåíöà.

3. Äëÿ ñëó÷àÿ óçëîâîé ôóíêöèè, ïîñòðîåííîé ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ

ñóìì ñäâèãîâ ôóíêöèè Ãàóññà, ïðåäëîæåí ñïîñîá óìåíüøåíèÿ àìïëèòóäû

êîëåáàíèé çà ïðåäåëàìè îòðåçêà èíòåðïîëÿöèè.

4. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ êîíñòàíò íåîïðåäåë¼ííîñòè ëèíåéíûõ

êîìáèíàöèé êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé â îáùåì ñëó÷àå è ïðîâåäåíî óïðîùå-

íèå ýòèõ ôîðìóë ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà êîýôôèöèåíòû

ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà èìååò òåî-

ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâûâà-

þò ñâîéñòâà óçëîâûõ ôóíêöèé, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ öåëî÷èñëåííûõ

ñäâèãîâ ôóíêöèè Ãàóññà èëè Ëîðåíöà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâà-

ëèñü è îáñóæäàëèñü íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Âñïëåñêè è ïðè-

ëîæåíèÿ" â ã.Ñàíêò�Ïåòåðáóðãå â 2012 ã., íà V III ìåæäóíàðîäíîì ñèì-

ïîçèóìå "Ðÿäû Ôóðüå è èõ ïðèëîæåíèÿ" â ã. Íîâîðîññèéñê â 2014 ã., â
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Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå â 2011 ã., à òàêæå íà ñåìèíà-

ðàõ Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà â 2011 � 2014 ãã.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1�7].

Ðàáîòû [1�4] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷-

íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ. Èç

ñîâìåñòíûõ ïóáëèêàöèé [2�4] â äèññåðòàöèþ âîøëè ðåçóëüòàòû, ïðèíàä-

ëåæàùèå ëè÷íî àâòîðó.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââå-

äåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 59 íàèìåíîâàíèé.

Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 101 ñòð.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèîííîé ðàáî-

òû, ñôîðìóëèðîâàíû öåëè è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ, îïðåäåëåíû íàó÷íàÿ

íîâèçíà è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.

Íóìåðàöèÿ ïðèâîäèìûõ íèæå òåîðåì è îïðåäåëåíèé ñîâïàäàåò ñ èõ

íóìåðàöèåé â äèññåðòàöèè.

Ïåðâàÿ ãëàâà ÿâëÿåòñÿ ââîäíîé. Çäåñü ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðå-

äåëåíèÿ, íåîáõîäèìûå ôîðìóëû è èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå

â ðàáîòå. Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé äëÿ ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòà

íåîïðåäåë¼ííîñòè.

Ïóñòü f(x) ∈ L2(R) è xf(x) ∈ L2(R) , ïðè÷¼ì ∥f∥L2
̸= 0 , òîãäà

ðàäèóñ ∆(f) ôóíêöèè f(x) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:

∆f :=
1

∥f∥L2


+∞∫

−∞

x2|f(x)|2 dx− 1

∥f∥2L2

 ∞∫
−∞

x|f(x)|2 dx

2


1
2

.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðàäèóñ ∆(f̂) äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíê-
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öèè f :

∆f̂ :=
1

∥f̂∥L2


∞∫

−∞

ξ2|f̂(ξ)|2 dξ − 1

∥f̂∥2L2

 ∞∫
−∞

ξ|f̂(ξ)|2 dξ

2


1
2

,

ãäå ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f̂(ξ) =
1√
2π

∞∫
−∞

f(x) e−ixξdx.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Âåëè÷èíà

u(f) = ∆(f) ·∆(f̂).

íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé íåîïðåäåë¼ííîñòè ôóíêöèè f .

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà èíòåãðàë ∆(f̂) ðàñõîäèòñÿ, ïîëàãàþò u(f) =

∞ . Êîíñòàíòà íåîïðåäåë¼ííîñòè äà¼ò èíôîðìàöèþ î òîì íàñêîëüêî õî-

ðîøî ôóíêöèÿ f ëîêàëèçîâàíà êàê âî âðåìåííîé, òàê è â ÷àñòîòíîé îá-

ëàñòÿõ.

Îïðåäåëèì ñòàíäàðòèçèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà Hn(x) ïðè

ïîìîùè ôîðìóëû Ðîäðèãà:

Hn(x) = (−1)nex
2

(e−x2

)(n), n = 0, 1, . . . ,

ò.å. n �ûé ïîëèíîì Ýðìèòà Hn(x) ðàâåí n �îé ïðîèçâîäíîé îò e−x2

,

óìíîæåííîé íà (−1)nex
2

.

Îðòîíîðìèðîâàííûå ôóíêöèè Ýðìèòà

φn(x) =
1√

2nn!
√
π
Hn(x) e

− x2

2

îáðàçóþò áàçèñ â L2(R) . Îíè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ôóðüå: φ̂n(ξ) = (−i)nφn(ξ), n = 0, 1, 2 . . . . Êîíñòàíòà íåîïðå-

äåë¼ííîñòè äëÿ ôóíêöèè Ýðìèòà èìååò âèä: u(φn(x)) = n+ 1/2 .
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Óçëîâóþ ôóíêöèþ, ïîñòðîåííóþ èç ñäâèãîâ ôóíêöèè Ãàóññà

Gσ(t) = exp
(
− t2

2σ2

)
îáîçíà÷èì ÷åðåç G̃σ(t) , à èç ñäâèãîâ ôóíêöèè Ëî-

ðåíöà Ls(t) =
s2

t2+s2 � ÷åðåç L̃s(x) ,

G̃σ(t) =

∞∑
k=−∞

dGσ

k Gσ(t− k), L̃s(t) =

∞∑
k=−∞

dLs

k Ls(t− k),

ãäå ïàðàìåòðû σ > 0 è s > 0 .

Â äàëüíåéøåì ïîòðåáóþòñÿ ðåçóëüòàòû Ìàçüè Â. è Øìèäòà Ã. èç

âûøå óïîìÿíóòîé ìîíîãðàôèè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ dGσ

k .

Òåîðåìà 1.3. Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

dGσ

k =
1

C (σ)
· exp

(
k2

2σ2

)
·

∞∑
r=|k|

(−1)
r · exp

(
− (r + 0.5)

2

2σ2

)
,

C (σ) =

∞∑
r=−∞

(4r + 1) · exp

(
− (2r + 0.5)

2

2σ2

)
.

Èçâåñòíà ôîðìóëà2 ïîñòðîåííîé ïî ñèñòåìå ñäâèãîâ Ls(t) : äëÿ êî-

ýôôèöèåíòîâ dLs

k :

dLs

k =
(−1)k sh(σπ)

σπ2

π∫
0

cos(kt)

ch(st)
dt.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû âûâîäèòñÿ ôîðìóëà

äëÿ êîíñòàíòû íåîïðåäåë¼ííîñòè ëèíåéíîé êîìáèíàöèè Ψα,n,k(x) =

cosαφn(x) + sinαφk(x) , ãäå ïàðàìåòð α ∈ [0; 2π] , n, k = 0, 1, 2 . . . .

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü |n− k| > 2 , òîãäà

u (Ψα,n,k) = n cos2 α+ k sin2 α+
1

2
,

2Êèñåëåâ Å.À., Ìèíèí Ë.À., Íîâèêîâ È.ß., Ñèòíèê Ñ.Ì. Î êîíñòàíòàõ Ðèññà äëÿ

íåêîòîðûõ ñèñòåì öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ // Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. 2014. Ò. 96

âûï. 2. Ñ. 239�250.
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min
α∈[0,2π]

u(Ψα,n,k) = min(n, k) +
1

2
.

Çíà÷åíèå u (Ψα,n,k) â ýòîì ñëó÷àå ëåæèò â îòðåçêå, êîíöàìè êîòîðîãî

ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòû íåîïðåäåë¼ííîñòè äëÿ èñõîäíûõ ôóíêöèé φn è φk .

Òåîðåìà 2.2. Ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû:

u(Ψα,n,n+2) =

√
(n2 + 3n+ 6) sin4 α+ (n− n2) sin2 α+ n2 + n+

1

4
,

min
α∈[0,2π]

u(Ψα,n,n+2) =

√
2n4 + 14n3 + 39n2 + 27n+ 6

4(n2 + 3n+ 6)
,

ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè sin2 αn = n2−n
2(n2+3n+6) .

Òåîðåìà 2.3. Âåðíà ôîðìóëà

u(Ψα,n,n+1) =

=

√
2(n+ 1) sin6 α+ (2n2 + n) sin4 α− (2n2 + n) sin2 α+ n2 + n+

1

4
,

ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè sin2 αn =
√
a2+3a−a

3 , ãäå a = 2n2+n
2(n+1) .

Òî÷êè ìèíèìóìà â òåîðåìàõ 2.2 è 2.3 ñòðåìÿòñÿ ê îäíîìó èç ñëå-

äóþùèõ óãëîâ π
4 + πm

2 ,m = 0, 1, 2, 3 . Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êîíñòàíò íåîïðå-

äåë¼ííîñòè âåðíî:

u(Ψπ
4 ,n,n+2) ≈

√
3

2
(n+

3

2
), u(Ψπ

4 ,n,n+1) =

√
2

2
(n+

1

2
),

ãäå an ≈ bn � îçíà÷àåò, ÷òî lim
n→∞

an

bn
= 1 .

Äëÿ ñëó÷àÿ òð¼õ ôóíêöèé Ýðìèòà ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ êîì-

áèíàöèÿ fi,j(n, α, β) = an−iφn−i(x) + anφn(x) + an+jφn+j(x) , ãäå

an−i = sinα cosβ, an = sinβ, an+j = cosα cosβ,

α, β ∈ [0, π] , i, j, n ∈ N , n > i .

Âîçìîæíû ïÿòü ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ. Ïðè i > 1 , j > 1 êîíñòàíòà

íåîïðåäåë¼ííîñòè ïî òåì æå ïðè÷èíàì, ÷òî è â òåîðåìå 1.1, ïðèíàäëåæèò
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Òàáëèöà 1: Ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû íåîïðåäåë¼ííîñòè äëÿ

ôóíêöèè fi,j(n, α, β) .

min
α,β

u(fi,j) n = 10 n = 100 n = 1000

min
α,β

u(f1,1) 4.46748 42.8727 426.82

min
α,β

u(f2,2) 7.12383 71.0334 707.457

min
α,β

u(f1,2) 8.27098 68.0436 674.265

min
α,β

u(f2,1) 6.68749 67.338 673.559

îòðåçêó [n− i+ 1
2 , n+ j+ 1

2 ] . ×èñëåííûå çíà÷åíèÿ ìèíèìóìîâ êîíñòàíòû

íåîïðåäåë¼ííîñòè äëÿ äðóãèõ ñëó÷àåâ ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû öåëî÷èñëåííûõ ñäâè-

ãîâ ôóíêöèè Ãàóññà Gσ(t) è ôóíêöèè Ëîðåíöà Ls(t) .

Òåîðåìà 3.1 Êîýôôèöèåíòû dGσ

k çíàêî÷åðåäóþòñÿ.

Â îòëè÷èå îò çíàêî÷åðåäîâàíèÿ, ìîíîòîííîå óáûâàíèå |dGσ

k | äîêà-
çàòü äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà σ íå óäàëîñü. Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3.2 Íà÷èíàÿ ñ íîìåðà

k = max
{[

logq
√
1− q − 1

]
, 0
}

êîýôôèöèåíòû dGσ

k ìîíîòîííî óáûâàþò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå.

Ñëåäñòâèå 3.1 Äëÿ ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ |dGσ

k | ñ íóëåâîãî íî-

ìåðà äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà: q <
√
5−1
2 ( σ < 1.02 . . . ).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ôóíêöèè Ëîðåíöà

ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà s çíàêî÷åðåäóåìîñòè íåò.

Òåîðåìà 3.3 Âñå êîýôôèöèåíòû dLs

k îòðèöàòåëüíû, çà èñêëþ÷å-

íèåì dLs
0 , ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà s < ln(3+2

√
2)

π = 0.5611 . . .
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×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî è ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ s

çíàêî÷åðåäîâàíèå ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà ïðåêðàùàåòñÿ.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ äâóõ ôóíêöèîíàëîâ

Fσ
GL(s, λ) =

+∞∫
−∞

(
e−

x2

2σ2 − λ
s2

x2 + s2

)2

dx

è

F s
LG(σ, λ) =

+∞∫
−∞

(
s2

x2 + s2
− λe−

x2

2σ2

)2

dx.

Äëÿ ïåðâîãî ôóíêöèîíàëà ñ÷èòàåì çàôèêñèðîâàííûì ïàðàìåòð σ , äëÿ

âòîðîãî � ïàðàìåòð s . ×åðåç Erfc(x) îáîçíà÷èì äîïîëíèòåëüíóþ ôóíê-

öèþ îøèáîê

Erfc(x) = 1− 2√
π

x∫
0

e−
t2

2 dt.

Òåîðåìà 3.4 Ïóñòü b = s
σ . Ìèíèìóì Fσ

GL(s, λ) äîñòèãàåòñÿ ïðè

λ1 = 2e
b2

2 Erfc

(
b√
2

)
.

è ðàâåí

Fσ
GL(b, λ1) = σ

(√
π − 2π b eb

2

Erfc2
(

b√
2

))
,

ìèíèìóì F s
LG(σ, λ) äîñòèãàåòñÿ ïðè

λ2 =
√
π b e

b2

2 Erfc

(
b√
2

)
,

è ðàâåí

F s
LG(b, λ2) = s π

(
1

2
−
√
π b eb

2

Erfc2
(

b√
2

))
.

Ìèíèìóì ýòèõ ôóíêöèîíàëîâ äîñòèãàåòñÿ ïðè b = 0.925368 . . . :

min
b, λ

Fσ
GL(b, λ) = σ · 0.0494425 . . . , min

b, λ
F s
LG(b, λ) = s · 0.0438173 . . . .
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Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ êîíå÷íîìåðíûé âàðèàíò çàäà÷è èí-

òåðïîëÿöèè: óçëîâàÿ ôóíêöèÿ gn(x) èùåòñÿ â âèäå êîíå÷íîé ñóììû

gn(x) =
n∑

k=−n

dk · q(x−k)2 , q = exp

(
− 1

2σ2

)
,

ïðè÷åì ÷èñëî óðàâíåíèé ìîæåò áûòü áîëüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ

gn(j) = δ0j , j = −m, . . . , 0, . . . ,m, m ≥ n.

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ñèñòåìû âåëè÷èíû gn(j) áóäóò èãðàòü ðîëü êîí-

òðîëüíûõ ñóìì. Ïîëó÷åííóþ ïðè m = n óçëîâóþ ôóíêöèþ îáîçíà÷èì

÷åðåç gσn(x) , à ïðè m > n � ÷åðåç gσn,m(x) . Èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

A · d = y, (4.2)

ãäå aij = q(i−j)2 , yj = δ0j , i = −n, . . . , n, j = −m, . . . ,m .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W (x1, . . . , xn) òðàíñïîíèðîâàííûé îïðåäåëèòåëü

Âàíäåðìîíäà, íàïðèìåð

W (x1, x2, x3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x21

1 x2 x22

1 x3 x23

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
à ÷åðåç Wl, k(x1, . . . , xn) ìèíîð, ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè âû÷åðêèâàíèè l -îé

ñòðîêè è k -îãî ñòîëáöà.

Ñèñòåìà (4.2) â ñëó÷àå ðàâåíñòâà ÷èñëà íåèçâåñòíûõ è óðàâíåíèé

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Òåîðåìà 4.1 Ìàòðèöà A ïðè m = n � íåâûðîæäåíà, à å¼ îïðå-

äåëèòåëü

detA = q
2n(n+1)(2n+1)

3 ·W (q−2n, . . . 1, . . . , q2n). (4.4)

12



Ñëåäñòâèå 4.1 Ïîñêîëüêó èçó÷àåìûé â òåîðåìå 1 îïðåäåëèòåëü

ïðè m > n ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì íåíóëåâûì ìèíîðîì ìàòðèöû A ðàç-

ìåðà (2n+ 1)× (2m+ 1) , òî å¼ ðàíã ðàâåí 2n+ 1 .

Òåîðåìà 4.3 Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ dk âåðíà ôîðìóëà:

dk = (−1)kq−k2Wk, n+1(q
−2n, . . . , q0, . . . , q2n)

W (q−2n, . . . , q0, . . . , q2n)
.

Ñëåäñòâèå 4.2 Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

dk =
(−1)kq−k2 ∑

qα1qα2 . . . qα2n+1−k ·
n∏

i ̸=k,i=−n

|qk − qi|
,

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ñî÷åòàíèÿì 2n + 1 − k ÷èñåë

α1, α2, . . . , α2n+1−k èç íàáîðà −n,−n+ 1, . . . , n .

Ñëåäñòâèå 4.3 Êîíòðîëüíûå ñóììû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îò-

íîøåíèÿ îïðåäåëèòåëåé:

gσn(j) = qj
2W

(
q−2n . . . q−2, q−2j , q2, . . . q2n

)
W (q−2n . . . q0 . . . q2n)

.

Ñëåäñòâèå 4.4 limσ→∞ |gσn(n+ 1)| = Cn
2n+1.

Ïðè m > n ñèñòåìà (1) ñòàíîâèòñÿ íåñîâìåñòíîé, êîýôôèöèåíòû

dk âû÷èñëÿþòñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. ×èñëåííîå ðåøåíèå èñ-

êàëîñü ìåòîäîì Ãàóññà, äëÿ ïðîâåðêè âû÷èñëÿëèñü êîíòðîëüíûå ñóììû

gn(j) . Â ñèëó ÷¼òíîñòè ôóíêöèè qx
2

âåðíî ñîîòíîøåíèå dk = d−k . Áëà-

ãîäàðÿ ýòîìó óìåíüøàåòñÿ êàê ÷èñëî óðàâíåíèé, òàê è ðàçðûâ â ïîðÿäêå

ìåæäó ýëåìåíòàìè ìàòðèöû. Âíå îòðåçêà èíòåðïîëÿöèè gn(x) ñèëüíî

îñöèëëèðóåò. ßâëåíèå îñöèëëÿöèè çà ïðåäåëàìè îòðåçêà èíòåðïîëÿöèè â

ñëó÷àå m > n ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî óìåíüøåíî, õîòÿ ïðè ýòîì âîç-

íèêàåò ýôôåêò ðåãóëÿðèçàöèè, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå ôóíêöèè gn,m(x) â

íóëåâîé òî÷êå ” ðàñòåêàåòñÿ ” ïî ñîñåäíèì óçëàì.
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Â ïÿòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé

fk,m(ω1, ω2, x) = exp
(
− (x−kω1)

2

2

)
eimω2x è ðàâíîìåðíûõ ñäâèãîâ ôóíêöèè

Ãàóññà fk(σ, x) = exp
(
− (x−k)2

2σ2

)
, èçó÷àþòñÿ èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè

F (ω1, ω2, x) =
∑
k,m

ck,mfk,m(ω1, ω2, x), (5.1)

G (σ, x) =
∑
k

ckfk (σ, x) . (5.2)

Âñå èíäåêñû â ñóììàõ çäåñü è â äàëüíåéøåì ìåíÿþòñÿ îò −∞ äî +∞ .

Ïðåäïîëàãàåòñÿ àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ (5.1)�(5.2), ÷òîáû ìîæíî

áûëî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ìåíÿòü ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ è ãðóïïèðî-

âàòü ñëàãàåìûå ïðè ïåðåìíîæåíèè ðÿäîâ.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå âûïèñàíà ôîðìóëà êîíñòàíòû íåîïðåäåë¼í-

íîñòè äëÿ ñèñòåìû êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé â îáùåì ñëó÷àå. Äëÿ å¼ óïðî-

ùåíèÿ íàêëàäûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû è ïà-

ðàìåòðû. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñëó÷àé íåïîëíîé ñèñòåìû êîãåðåíòíûõ

ñîñòîÿíèé:

ω1ω2 = 4πN, N ∈ N. (5.16)

Îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ck,m ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ck,m = cω1

k · cω2
m , (5.17)

ãäå ω1 , ω2 � ýòî âåðõíèå èíäåêñû, îçíà÷àþùèå çàâèñèìîñòü êîýôôè-

öèåíòîâ îò ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ F (ω1, ω2, x) ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèåé. Îò-

ñþäà êîýôôèöèåíòû ck,m âåùåñòâåííûå è âûïîëíåíî

cω1

k = cω1

−k, c
ω2
m = cω2

−m. (5.18)

Äàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ åñòåñòâåííû ïðè ïîñòðîåíèè óçëîâîé ôóíêöèè ñ

ïîìîùüþ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé èëè ïðîâåäåíèè

îðòîãîíàëèçàöèè ñ ñîõðàíåíèåì ñòðóêòóðû ñäâèãîâ.
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Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5.16)�(5.18), òîãäà âåðíà

ôîðìóëà

u2 (F (ω1, ω2)) =

(
1

2
− ω2

2

4

Cω2

Aω2

− ω2
1

4

Cω1

Aω1

+ ω2
1

Dω1

Aω1

)
·

·
(
1

2
− ω2

1

4

Cω1

Aω1

− ω2
2

4

Cω2

Aω2

+ ω2
2

Dω2

Aω2

)
,

ãäå

Cw =
∑
l

l2 exp

(
− l

2w2

4

)
awl , Dw =

∑
l

exp

(
− l

2w2

4

)
dwl ,

Aw =
∑
l

exp

(
− l

2w2

4

)
awl , a

w
l =

∑
k′

cwl+k′cwk′ , dwl =
∑
k′

k′
2
cwl+k′cwk′ .
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