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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ïîä äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ëåîíòüåâ-
ñêîãî òèïà ïîíèìàåòñÿ êëàññ äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â
Rn âèäà

Lẋ(t) = Mx(t) + f(t),

ãäå x(t) è f(t) � n-ìåðíûå âåêòîðà, L è M � ïîñòîÿííûå n × n-ìàòðèöû,
ïðè÷åì L âûðîæäåíà, à M � íåâûðîæäåíà. Òàêîå îïðåäåëåíèå äëÿ äàííîãî
êëàññà óðàâíåíèé ââåë Ã.À. Ñâèðèäþê. Íàçâàíèå îáóñëîâëåíî òåì îáñòîÿ-
òåëüñòâîì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñèñòåìà ìî-
äåëèðóåò ìåæîòðàñëåâóþ ýêîíîìèêó "çàòðàòû-âûïóñê" Ëåîíòüåâà ñ ó÷åòîì
çàïàñîâ. Íà ÿçûêå ýòèõ óðàâíåíèé â ðàáîòàõ À.Ë. Øåñòàêîâà, Ã.À. Ñâèðè-
äþêà è À.Â. Êåëëåð èçó÷àåòñÿ äèíàìè÷åñêîå èñêàæåííèå ñèãíàëîâ â ðàäèî-
óñòðîéñòâàõ. Â ðàáîòàõ Ë.À. Âëàñåíêî, À.Ã. Ðóòêàñà, Ì.Ñ. Ôèëèïêîâñêîé, à
òàêæå O. Schein, G. Denk, T. Sickenberger, R. Winkler ðàññìàòðèâàåìûå ñè-
ñòåìû âîçíèêàþò ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè êîëåáàíèé è ýëåêòðè-
÷åñêèõ öåïåé. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ëåîíòüåâñêîãî òèïà âîçíèêàþò
â ðàáîòàõ Ë.À. Âëàñåíêî, Þ.Ã. Ëûñåíêî, À.Ã. Ðóòêàñà ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì
ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè êîðïîðàöèè ïðåäïðèÿòèé ïðè èñïîëüçîâàíèè èí-
âåñòèðîâàíèÿ. Â ðàáîòå À.Â. Êåëëåð, Ò.À. Øèøêèíà ñ ïðèìåíåíèåì ñèñòåì
ëåîíòüåâñêîãî òèïà îïèñàíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêîé è ñòàòèñòè-
÷åñêîé áàëàíñîâûõ ìîäåëåé íà óðîâíå ïðåäïðèÿòèÿ, à â ðàáîòå À.Â. Êåëëåð,
Ñ.È. Ýáåëü ñèñòåìû ëåîíòüåâñêîãî òèïà íàõîäÿò ïðèëîæåíèå â áèîëîãèè ïðè
îïèñàíèè äèñêðåòíîé áàëàíñîâîé äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè êëåòî÷íîãî öèêëà.
Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû Þ.Å. Áîÿðèíöåâà è Â.Ô. ×èñòÿêîâà, Ã.Â. Äåìèäåí-
êî, À.Â. Êåëëåð è Ì.À. Ñàãàäååâîé, Ñ.Ì. ×óéêî, A. Alabert, S.L. Campbell,
â êîòîðûõ î÷åíü îáñòîÿòåëüíî èçó÷åíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ëåîí-
òüåâñêîãî òèïà.

Îñîáóþ âàæíîñòü äëÿ ïðèëîæåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà â ïðà-
âîé ÷àñòè äèôôåðåíöèëüíîãî óðàâíåíèÿ ëåîíòüåâñêîãî òèïà ïðèñóòñòâóþò
ïîìåõè, ò.å. ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ òèïà áåëîãî øóìà ẇ(t), ò.å. îíî èìååò
âèä

Lξ̇(t) = Mξ(t) + f(t) + ẇ(t),

ãäå f(t) � âõîäÿùèé ñèãíàë â óñòðîéñòâî, îïèñûâàåìîå îïåðàòîðàìè L è M ,
à ξ(t) � ýòî òî, ÷òî ìû ïîëó÷àåì íà âûõîäå èç óñòðîéñòâà.

Äëÿ èçó÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ëåîíòüåâñêîãî òèïà òðåáó-
åòñÿ ðàññìîòðåíèå ïðîèçâîäíûõ äîñòàòî÷íî âûñîêèõ ïîðÿäêîâ îò ñâîáîäíûõ
÷ëåíîâ � â äàííîì ñëó÷àå, äåòåðìèíèðîâàííîãî ñëàãàåìîãî è âèíåðîâñêîãî
ïðîöåññà èëè áåëîãî øóìà. Êàê èçâåñòíî, ïðîèçâîäíûå âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà
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ñóùåñòâóþò òîëüêî â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé, êîòîðûå êðàéíå òðóäíû
äëÿ ïðèìåíåíèÿ â êîíêðåòíûõ óðàâíåíèÿõ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äåëàåò èññëå-
äîâàíèå óðàâíåíèÿ ñëîæíûì. Â ñâÿçè ñ ýòèì îòìåòèì ðàáîòó Ë.À. Âëàñåíêî,
Ñ.È. Ëÿøêî è À.Ã. Ðóòêàñà ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñî ñëó÷àéíû-
ìè âîçìóùåíèÿìè è èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè â ïðàâîé ÷àññòè, â êîòîðîé
íà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ ââîäÿòñÿ îãðàíè÷åíèÿ, ïîçâîëÿþùèå íå ïðèìå-
íÿòü "ïðîèçâîäíûå" âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà.

Ïðåäëàãàåìûé â ðàáîòå ìåòîä èññëåäîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ ëåîíòüåâñêîãî òèïà îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè àïïàðàòà ïðîèçâîäíûõ â
ñðåäíåì ïî Íåëüñîíó îò ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðûõ íå
èñïîëüçóþòñÿ îáîáùåííûå ôóíêöèè. Îòìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå ïðîèçâîäíûõ â
ñðåäíåì áûëî ââåäåíî Ý. Íåëüñîíîì â 60-õ ãîäàõ ÕÕ âåêà äëÿ íóæä ïî-
ñòðîåííîé èì ñòîõàñòè÷åñêîé ìåõàíèêè (âàðèàíò êâàíòîâîé ìåõàíèêè). Ìû
ïðèìåíÿåì ñèììåòðè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå â ñðåäíåì (òåêóùèå ñêîðîñòè) âè-
íåðîâñêîãî ïðîöåññà. Òåêóùèå ñêîðîñòè, â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé èäåîëîãèåé
òåîðèè ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì ïî Íåëüñîíó, ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè àíàëî-
ãàìè ôèçè÷åñêîé ñêîðîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîöåññîâ. Ïðè ýòîì, îòïà-
äàåò íåîáõîäèìîñòü âî ââåäåíèè îãðàíè÷åíèé íà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ,
ñëåäóÿ êîòîðûì íå ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü "ïðîèçâîäíûå" âèíåðîâñêîãî
ïðîöåññà äëÿ èçó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ.

Àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ëåîíòüåâñêîãî òèïà ñî ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè, òàêæå îñíîâàííûé íà
èñïîëüçîâàíèè ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì, ðàçðàáîòàí À.Ë. Øåñòàêîâûì è
Ã.À. Ñâèðèäþêîì.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ëåîíòüåâñêîãî òèïà ñî ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè,
à òàêæå ñî ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè è èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè â ïðà-
âîé ÷àñòè ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè ìàòðèö êîýôôèöèåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ââåäåíèå â ðàññìîòðåíèå è èñ-
ñëåäîâàíèå íîâîãî êëàññà óðàâíåíèé � äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ëåîí-
òüåâñêîãî òèïà â òåêóùèõ ñêîðîñòÿõ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ñòîõàñòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà è òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå
ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Âñå ðåçóëüòàòû, âêëþ÷åííûå â äèññåðòàöèþ, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Íàèáîëåå çíà-
÷èìûå èç íèõ ïåðå÷èñëåíû â ñëåäóþùåì íèæå ñïèñêå:

1. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ â
ñðåäíåì âûñøèõ ïîðÿäêîâ îò âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà.
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2. Ïîëó÷åíû óòâåðæäåíèÿ î ïðèâåäåíèè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ëåîíòüåâñêîãî òèïà ñî ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè.

3. Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ëåîíòüåâñêîãî òèïà ñî ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè, à òàêæå
ñî ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè è èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè â ïðàâîé
÷àñòè ñ ðåãóëÿðíûì è ñèíãóëÿðíûì ïó÷êàìè ïîñòîÿííûõ ìàòðèö êîýô-
ôèöèåíòîâ â òåðìèíàõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì âèíåðîâ-
ñêîãî ïðîöåññà.

4. Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ëåîíòüåâñêîãî òèïà ñî ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè ñ ïðÿìî-
óãîëüíûìè ìàòðèöàìè êîýôôèöèåíòîâ, çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè â òåð-
ìèíàõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö. À äëÿ óðàâíåíèé ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè
êâàäðàòíûìè ìàòðèöàìè êîýôôèöèåíòîâ, çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè, ïî-
ëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ
â ñðåäíåì âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà.

5. Îïðåäåëåíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ëåîíòüåâñêîãî òèïà â òåêó-
ùèõ ñêîðîñòÿõ, à òàêæå ïîëó÷åíû óòâåðæäåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøå-
íèé ýòèõ óðàâíåíèé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ëåîíòüåâñêîãî òèïà ñî ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé
êîíôåðåíöèè "Èçìåðåíèÿ: ñîñòîÿíèå, ïåðñïåêòèâû ðàçâèòèÿ"(×åëÿáèíñê,
2012), íà Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå Ñ.Ã. Êðåéíà (Âîðîíåæ,
2014), íà Âîðîíåæñêèõ âåñåííèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ "Ïîíòðÿãèíñêèå
÷òåíèÿ": "Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷"(Âîðîíåæ, 2014, 2015),
íà Êðûìñêîé ìåæäóíàðîäíîé îñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå-ñèìïîçèóìå ïî
ñïåêòðàëüíûì è ýâîëþöèîííûì çàäà÷àì (Ñóäàê, Ðîññèÿ 2014).

×àñòü èññëåäîâàíèé, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû â äèññåðòàöèè,
ïîääåðæàíà ãðàíòîì Ðîññèéñêîãî Ôîíäà Ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
(ïðîåêò �15-01-00620).

Ïóáëèêàöèè.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ïÿòíàäöàòè ðàáîòàõ [1] � [15]. Èç
ñîâìåñòíûõ ðàáîò [1], [2], [10] è [14] â äèññåðòàöèþ âîøëè ëèøü ðåçóëüòàòû,
ïîëó÷åííûå ëè÷íî àâòîðîì äèññåðòàöèè. Ðàáîòû [2], [5], [8], [14] è [15] îïóáëè-
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êîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé,
ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 13 ïàðàãðàôîâ, è
ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáúåì äèññåðòàöèè � 119 ñòðàíèö. Áèáëèîãðàôèÿ ñîäåð-
æèò 62 íàèìåíîâàíèÿ. Íóìåðàöèÿ ïðèâîäèìûõ â àâòîðåôåðàòå îïðåäåëåíèé,
ïðåäëîæåíèé, ëåìì, òåîðåì, ñëåäñòâèé è ôîðìóë ñîâïàäàåò ñ íóìåðàöèåé,
ïðèíÿòîé â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Âî ââåäåíèè ïðèâîäÿòñÿ ñîîáðàæåíèÿ, êîòîðûå ïîñëóæèëè îòïðàâíîé
òî÷êîé äëÿ äàííîé ðàáîòû, à òàêæå èçëàãàåòñÿ êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåð-
òàöèè.

Â �1.1 ïåðâîé ãëàâû ïðèâîäÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè
ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t) â Rn (ãäå ìû
ôèêñèðóåì σ-àëãåáðó áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ), çàäàííûé íà âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå (Ω,F , P ) è òàêîé, ÷òî ξ(t) ÿâëÿåòñÿ L1-ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé
ïðè âñåõ t. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå σ-ïîäàëãåáðó σ-àëãåáðû F , ïîðîæäåííóþ
ïðîîáðàçàìè áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ïðè îòîáðàæåíèè ξ(t) : Ω → Rn, êîòîðàÿ,
ñîãëàñíî Ý. Íåëüñîíó, íàçûâàåòñÿ "íàñòîÿùåå" è îáîçíà÷àåòñÿ N ξ

t . Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Eξ

t óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îòíîñèòåëüíî "íàñòîÿùåãî"
N ξ

t äëÿ ξ(t). Ñëåäóÿ Ý. Íåëüñîíó ââåäåì ñëåäóþùèå
Îïðåäåëåíèå 1.1.1 (i) Ïðîèçâîäíàÿ â ñðåäíåì ñïðàâà Dξ(t) ïðîöåññà

ξ(t) â ìîìåíò âðåìåíè t åñòü L1-ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà âèäà

Dξ(t) = lim
△t→+0

Eξ
t (
ξ(t+△t)− ξ(t)

△t
),

ãäå ïðåäåë ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâóþùèì â L1(Ω,F ,P) è △t → +0 îçíà-
÷àåò, ÷òî △t ñòðåìèòñÿ ê 0 è △t > 0. (ii) Ïðîèçâîäíàÿ â ñðåäíåì ñëåâà
D∗ξ(t) ïðîöåññà ξ(t) â ìîìåíò âðåìåíè t åñòü L1-ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

D∗ξ(t) = lim
△t→+0

Eξ
t (
ξ(t)− ξ(t−△t)

△t
),

ãäå óñëîâèÿ è îáîçíà÷åíèÿ òàêèå æå, êàê â (i).
Èçâåñòíî, ÷òî Dξ(t) è D∗ξ(t) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê ñóïåðïîçè-

öèè ξ(t) è áîðåëåâñêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé Y 0(t, x) è Y 0
∗ (t, x) ñîîòâåòñòâåííî íà

Rn, òî åñòü, Dξ(t) = Y 0(t, ξ(t)) è D∗ξ(t) = Y 0
∗ (t, ξ(t)).

Îïðåäåëåíèå 1.1.2 Ïðîèçâîäíàÿ DS = 1
2(D + D∗) íàçûâàåòñÿ ñèì-

ìåòðè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé â ñðåäíåì. Ïðîèçâîäíàÿ DA = 1
2(D −D∗) íàçûâà-

åòñÿ àíòèñèììåòðè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé â ñðåäíåì.
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîðíûå ïîëÿ vξ(t, x) = 1
2(Y

0(t, x) + Y 0
∗ (t, x))

è uξ(t, x) = 1
2(Y

0(t, x)− Y 0
∗ (t, x)).

Îïðåäåëåíèå 1.1.3 vξ(t) = vξ(t, ξ(t)) = DSξ(t) íàçûâàåòñÿ òåêóùåé
ñêîðîñòüþ ïðîöåññà ξ(t); uξ(t) = vξ(t, ξ(t)) = DAξ(t) íàçûâàåòñÿ îñìîòè÷å-
ñêîé ñêîðîñòüþ ïðîöåññà ξ(t).

Ââåäåì, ñëåäóÿ Þ.Å. Ãëèêëèõó, äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð D2, êîòî-
ðûé äåéñòâóåò íà L1-ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t) ïî ïðàâèëó

D2ξ(t) = lim
∆t→+0

Eξ
t

(
(ξ(t+∆t)− ξ(t))(ξ(t+∆t)− ξ(t))∗

∆t

)
,

ãäå (ξ(t + ∆t) − ξ(t)) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âåêòîð-ñòîëáåö â Rn, à
(ξ(t+∆t)−ξ(t))∗ � ýòî ñîïðÿæåííûé âåêòîð-ñòðîêà, à ïðåäåë ïðåäïîëàãàåòñÿ
ñóùåñòâóþùèì â L1(Ω,F ,P).

Îïðåäåëåíèå 1.1.4 D2 íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ïðîèçâîäíîé â ñðåä-
íåì.

Â �1.2 ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ìàòðèö. Â ÷àñòíîñòè,
ñëåäóÿ ðàáîòàì Â.Ô. ×èñòÿêîâà è äð., ïðèâîäÿòñÿ

Òåîðåìà 1.2.5 Ïóñòü:
(i) A(t) è B(t) � C∞-ãëàäêèå n× n-ìàòðèöû è t ∈ [0, T ];
(ii) ìíîãî÷ëåí ξ(t, λ) = det(λA(t) +B(t)) = ad(t)λ

d + . . .+ a1(t)λ+ a0(t) óäî-
âëåòâîðÿåò êðèòåðèþ "ðàíã-ñòåïåíü" äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ] è åãî ñòàðøèé
êîýôôèöèåíò íå èìååò íóëåé íà [0, T ].
Òîãäà
(i) rankA(t) = const = d äëÿ t ∈ [0, T ];
(ii) ñóùåñòâóþò íåîñîáåííûå äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ] C∞-ãëàäêèå (n × n)-
ìàòðèöû P (t) è Q(t) òàêèå, ÷òî

P (t)(λA(t) +B(t))Q(t) = λ

(
Ed 0
0 0

)
+

(
J(t) 0
0 En−d

)
. (1.2.2)

Òåîðåìà 1.2.6 Ïóñòü:
(i) A(t) è B(t) � âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèå n× n-ìàòðèöû è t ∈ [0, T ];
(ii) ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà ξ(t, λ) = det(λA(t) +B(t)) =
= ad(t)λ

d + . . .+ a1(t)λ+ a0(t) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà [0, T ].
Òîãäà ñóùåñòâóþò íåîñîáåííûå äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ] âåùåñòâåííî-
àíàëèòè÷åñêèå (n× n)-ìàòðèöû P (t), Q(t) è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

P (t)(λA(t) +B(t))Q(t) = λ

(
Ed 0
0 N(t)

)
+

(
J(t) 0
0 En−d

)
, (1.2.3)

ãäå N(t) � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ íóëåâîé äèàãîíàëüþ, Nk(t) ≡ 0 íà
[0, T ], J(t) íåêîòîðûé d× d-áëîê.
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Â �2.1 äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå âû÷èñëåíèè ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîèç-
âîäíûõ â ñðåäíåì (òåêóùèõ ñêîðîñòåé) âûñøèõ ïîðÿäêîâ îò âèíåðîâñêîãî
ïðîöåññà w(t), êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ëåîíòüåâñêîãî òèïà ñî ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè. Èçâåñòíî, ÷òî
DSw(t) =

w(t)
2t . Èìååò ìåñòî

Ëåììà 2.1.4 Ïðè öåëîì k ≥ 2 Dk
Sw(t) = (−1)k−1

k−1∏
i=1

(2i−1)

2k
w(t)
tk

.
Â �2.2 äîêàçûâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ î ïðèâåäåíèè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ëåîíòüåâñêîãî òèïà ñî ñëó÷àéíûìè âîçìóùå-
íèÿìè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå â Rn

L̃ξ(t) = M̃

∫ t

0

ξ(s)ds+

∫ t

0

f(s)ds+Bw̃(t), 0 ≤ t ≤ T, (2.2.1)

ãäå ξ(t) ñëó÷àéíûé, à f(t) íåñëó÷àéíûé (äåòåðìèíèðîâàííûé) n-ìåðíûå âåê-
òîðû, L̃, M̃ è B � n × n-ìàòðèöû, ïðè÷åì L̃ âûðîæäåíà (èìååò íóëå-
âîé îïðåäåëèòåëü), à B è M̃ � íåâûðîæäåíû, âåêòîð-ôóíêöèÿ f(t) ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé, w̃(t) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Ïóñòü ïó÷îê
λL̃ + M̃ ðåãóëÿðåí. Äëÿ ðåãóëÿðíîãî ïó÷êà ìàòðèö èìååòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå
Êðîíåêåðà-Âåéåðøòðàññà (îïèñûâàåòñÿ ïàðîé íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö (îïå-
ðàòîðîâ) A = (aij) è AR), ïðè êîòîðîì ìàòðèöû L̃ è M̃ ïðèâîäÿòñÿ ê êâà-
çèäèàãîíàëüíîìó âèäó. Òîãäà óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
Lη(t) =

∫ t

0 Mη(s)ds +
∫ t

0 Af(s)ds + Cw̃(t), ãäå C = AB, η(t) = A−1
R ξ(t). Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç C∗ îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ñ C, à (·, ·) � ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå â Rn. Ââåäåì â Rn íîâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ⟨·, ·⟩ ôîðìóëîé

⟨X, Y ⟩ = ((CC∗)−1X, Y ). (2.2.2)

Òîãäà èìåþò ìåñòî
Òåîðåìà 2.2.1 (i) Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ X è Y èç Rn âûïîëíÿåòñÿ

òîæäåñòâî ⟨CX,CY ⟩ = (X, Y ). (ii) Ïðîöåññ w(t) = Cw̃(t) ÿâëÿåòñÿ âèíå-
ðîâñêèì â ïðîñòðàíñòâå Rn ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ⟨·, ·⟩.
Ïóñòü e1, e2,..., en � åñòåñòâåííûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â R

n ñ (·, ·). Òîãäà
èìåþò ìåñòî

Ñëåäñòâèå 2.2.1 Âåêòîðû Ce1, ..., Cen îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ⟨·, ·⟩.

Ñëåäñòâèå 2.2.2 Â ïðîñòðàíñòâå Rn ñ ⟨·, ·⟩ â ðàçëîæåíèè ïî îðòî-
íîðìèðîâàííîìó áàçèñó Ce1, Ce2,..., Cen äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ëåîí-
òüåâñêîãî òèïà èìååò âèä

Lη(t) =

∫ t

0

Mη(s)ds+

∫ t

0

Af(s)ds+ w(t). (2.2.3)
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Ëåììà 2.2.1 d⟨x, x⟩ = d(C−1x,C−1x) = 2(C∗)−1C−1x, ãäå d � âíåøíèé
äèôôåðåíöèàë.

Ëåììà 2.2.2 Grad⟨x, x⟩ = Grad(C−1x,C−1x) = 2x.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îòîáðàæåíèè â Rn ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ⟨·, ·⟩
ôîðìóëû äëÿ òåêóùèõ ñêîðîñòåé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñîõðàíÿþò ñâîé âèä.

Çàìå÷àíèå 2.2.1 Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ëåîíòüåâñêîãî òèïà
âèäà (2.2.1), íî ñ ñèíãóëÿðíûì ïó÷êîì ìàòðèö M̃ + λL̃ ðàçìåðà n×m ïðè-
âîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó àíàëîãè÷íî. Ðàçíèöà â ïðåîáðàçîâàíèè óðàâ-
íåíèé ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Êðîíåêåðà-Âåéåðøòðàññà
ñèíãóëÿðíîãî ïó÷êà ìàòðèö ê êâàçèäèàãîíàëüíîìó âèäó îïèñûâàåòñÿ ïàðîé
íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö PL è PR ðàçìåðîâ n×n è m×m ñîîòâåòñòâåííî.

Â �2.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ëåîíòüåâñêîãî òè-
ïà âèäà (2.2.1), â êîòîðîì îáîçíà÷åíèÿ òå æå, ÷òî è â (2.2.1). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî
ïðè çàìåíå áåëîãî øóìà ẇ(t) íà òåêóùóþ ñêîðîñòü âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà,
ïîëó÷àåì ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ, êîòîðûå îïðåäåëåíû íà îòêðû-
òîì ïðîìåæóòêå (0, T ). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðîöåññ, óäîâëåòâîðÿþùèé
íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ïðè t = 0, çàôèêñèðóåì ñêîëü óãîäíî ìàëûé
ìîìåíò âðåìåíè t0 ∈ (0, T ) è çàäàäèì ôóíêöèþ t0(t) ôîðìóëîé

t0(t) =

{
t0, åñëè 0 ≤ t ≤ t0;

t, åñëè t0 ≤ t.
(2.3.9)

Òîãäà ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 2.3.1 Ïóñòü λL̃ + M̃ � ðåãóëÿðíûé ïó÷îê n × n-ìàòðèö, à

f(t) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ n-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, 0 ≤ t ≤ T ; ïóñòü A
è AR � íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû ðàçìåðà n× n, ïðèâîäÿùèå ïó÷îê λL̃+ M̃
ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå Êðîíåêåðà-Âåéåðøòðàññà (ò.å. ê êâàçèäèàãîíàëüíîìó
âèäó), L = AL̃AR è M = AM̃AR. Òîãäà: 1) óðàâíåíèå (2.2.1) òðàíñôîðìèðó-
åòñÿ â óðàâíåíèå (2.2.3), êîòîðîå ðàñïàäàåòñÿ íà íåçàâèñèìûå ïîäñèñòåìû
óðàâíåíèé; 2) äëÿ ïîäñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåé åäèíè÷íîé ìàòðèöå â L

è íåâûðîæäåííîé ìàòðèöå K â M , èìååò ìåñòî àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà
äëÿ ðåøåíèé âèäà

ϑ(t) =

∫ t

0

eK(t−τ)Af(τ)dτ +

∫ t

0

eK(t−τ)dw(τ);

3) äëÿ ïîäñèñòåì, ñîîòâåòñòâóþùèõ æîðäàíîâûì êëåòêàì â L ðàçìåðà
(p + 1) × (p + 1) ñ íóëÿìè ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè è åäèíè÷íûì ìàòðèöàì â
M , ïðè 0 < t < T èìåþò ìåñòî ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé âèäà

ηp+1(t) = −
n∑

j=1

ap+1
j f j −DSw

p+1(t) = −
n∑

j=1

ap+1
j f j − wp+1(t)

2t
,
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ηi(t) = −
p∑

k=i

(
n∑

j=1

ak+1
j

dk−i+1f j

dtk−i+1

)
−

n∑
j=1

aijf
j+

+

p+1∑
k=i+1

(
(−1)k−i+1

∏k−i
j=1(2j − 1)

2k−i+1

wk(t)

tk−i+1

)
− wj(t)

2t
, 1 ≤ i ≤ p;

4) çàôèêñèðîâàâ ñêîëü óãîäíî ìàëûé ìîìåíò âðåìåíè t0 > 0, ìû â çíàìå-
íàòåëÿõ ïîëó÷åííûõ â ïóíêòå 3) ïðîöåññîâ çàìåíÿåì t íà t0(t) ïî ôîðìóëå
(2.3.9) è ïîëó÷àåì ïðîöåññû, êîòîðûå ïðè t = 0 ïðèíèìàþò íóëåâûå
çíà÷åíèÿ, íî ñòàíîâÿòñÿ ðåøåíèÿìè òîëüêî ïðè t0 ≤ t < T .

Â �2.4 èçó÷àåòñÿ ñèíãóëÿðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ëåîíòüåâ-
ñêîãî òèïà

L̃ξ(t) =

∫ t

0

M̃ξ(s)ds+

∫ t

0

f(s)ds+ w̃(t), 0 ≤ t ≤ T, (2.4.1)

ãäå M̃ +λL̃ � ñèíãóëÿðíûé ïó÷îê ìàòðèö ðàçìåðà n×m, ξ(t) � èñêîìûé ñëó-
÷àéíûé ïðîöåññ, w̃(t) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ â Rn, f(t) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ
n-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì �2.2, ñ ïðèìåíåíèåì ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Êðîíåêåðà-Âåéåðøòðàññà äëÿ ñèíãóëÿðíîãî ïó÷êà ìàòðèö è çàìå-
íû ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà Rn äàííîå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó
óðàâíåíèþ

Lη(t) =

∫ t

0

Mη(s)ds+

∫ t

0

PLf(s)ds+ w(t), (2.4.2)

ãäå ìàòðèöàM+λL � êâàçèäèàãîíàëüíà. Äëÿ óðàâíåíèÿ (2.4.2) ïðè 0 < t < T

ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè è àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ îïèñàíèÿ ðå-
øåíèé â òåðìèíàõ òåêóùèõ ñêîðîñòåé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Çàôèêñèðîâàâ
ñêîëü óãîäíî ìàëûé ìîìåíò âðåìåíè t0 > 0, ìû â çíàìåíàòåëÿõ íàéäåííûõ
ïðîöåññîâ çàìåíÿåì t íà t0(t) ïî ôîðìóëå (2.3.9) è ïîëó÷àåì ïðîöåññû, êî-
òîðûå ïðè t = 0 ïðèíèìàþò íóëåâûå çíà÷åíèÿ, íî ñòàíîâÿòñÿ ðåøåíèÿìè
òîëüêî ïðè t0 ≤ t < T .

Â �2.5 ïðèâåäåí ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ñèñòåìû ñ ðåãóëÿðíûì ïó÷êîì ìàò-
ðèö êîýôôèöèåíòîâ è åäèíè÷íîé äèôôóçèåé, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ìàòðèö êîýôôèöèåíòîâ ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå Øóðà. Ñ ïðèìå-
íåíèåì ýòîãî ïîäõîäà íå òðåáóåòñÿ ïðèáåãàòü ê çàìåíå ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà,
à ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé òîæå ïîëó÷àþòñÿ â òåðìèíàõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðî-
èçâîäíûõ â ñðåäíåì âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà.

Â �3.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ëåîíòüåâñêîãî
òèïà ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè â
ïðàâîé ÷àñòè âèäà dζ(t)

dt , ãäå ζ(t, ω) =
∑N

k=1 ζ̃k(ω)χ(t − tk), 0 ≤ t ≤ T ,
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0 < t1 < · · · < tN < T , χ � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, ζ̃k(ω) � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
ñî çíà÷åíèÿìè â Rn. Äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ïðè 0 < t < T ïîëó÷åíû àíàëè-
òè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé â òåðìèíàõ òåêóùèõ ñêîðîñòåé âèíåðîâñêîãî
ïðîöåññà. Çàôèêñèðîâàâ ñêîëü óãîäíî ìàëûé ìîìåíò âðåìåíè t0 > 0, ìû â
çíàìåíàòåëÿõ íàéäåííûõ ïðîöåññîâ çàìåíÿåì t íà t0(t) ïî ôîðìóëå (2.3.9) è
ïîëó÷àåì ïðîöåññû, ïðèíèìàþùèå ïðè t = 0 íóëåâûå çíà÷åíèÿ, íî ÿâëÿþùè-
åñÿ ðåøåíèÿìè òîëüêî ïðè t0 ≤ t < T .

Â �3.2 èçó÷àåòñÿ ñèíãóëÿðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ëåîíòüåâ-
ñêîãî òèïà ñ èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè è ñ íåâûðîæäåííûì íååäèíè÷íûì
êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè ñ ïðèìåíåíèåì ðåçóëüòàòîâ �2.1, �2.2.

Â �4.1 ñíà÷àëà èçó÷àåòñÿ äèôôåðååíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ïó÷îê ìàòðèö
êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò Òåîðåìå 1.2.6 è óæå ïðèâåäåí ê âèäó (1.2.3). Äîêàçàíà

Òåîðåìà 4.1.2 Ïóñòü èìåþòñÿ âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèå íåâû-
ðîæäåííàÿ d×d-ìàòðèöà J(t), âåðõíåòðåóãîëüíàÿ (n−d)×(n−d)-ìàòðèöà
N(t) ñ íóëÿìè ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè (Nk(t) ≡ 0 íà [0, T ]), íåâûðîæäåííàÿ
n× n � ìàòðèöà P (t), ïóñòü P1(t) � ìàòðèöà èç ïåðâûõ d ñòðîê ìàòðèöû
P (t), E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà è t ∈ [0, T ]. Òîãäà: 1) äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé
âåêòîð ôóíêöèè f(t) óðàâíåíèå(

Ed 0
0 N(t)

)
η(t) =

∫ t

0

(
J(s) 0
0 En−d

)
η(s)ds+

+

∫ t

0

P (s)f(s)ds+

∫ t

0

P (s)dw(s)

ðàñïàäàåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ïîäñèñòåìû; 2) äëÿ ïîäñèñòåìû, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ìàòðèöàì Ed è J èìååò ìåñòî àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ
ðåøåíèé

η(t) = Θ(t)

∫ t

0

Θ−1(τ)P1(τ)f(τ)dτ +Θ(t)

∫ t

0

Θ−1(τ)P1(τ)dw(τ),

ãäå ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ Θ(t) óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å Êîøè Θ̇(t) = J(t)Θ(t),
Θ(0) = Ed; 3) äëÿ ïîäñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöàì N(t) è En−d,
ïðè 0 < t < T èìåþò ìåñòî ðåêóðåíòíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèé

ηn = −
n∑

j=1

P n
j f

j −
n∑

j=1

P n
j

wj

2t
,

DS

n∑
j=i+1

N i
jη

j = ηi +
n∑

j=1

P i
jf

j +
n∑

j=1

P i
j

wj

2t
;

4) çàôèêñèðîâàâ ñêîëü óãîäíî ìàëûé ìîìåíò âðåìåíè t0 > 0, ìû â çíàìåíà-
òåëÿõ ïðîöåññîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðèâåäåííûì â ïóíêòå 3) ðåêóðåíòíûì
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ñîîòíîøåíèÿì, çàìåíÿåì t íà t0(t) ïî ôîðìóëå (2.3.9) è ïîëó÷àåì ïðîöåññû,
óäîâëåòâîðÿþùèå íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, íî ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿ-
ìè òîëüêî ïðè t0 ≤ t < T .

Äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ óðàâíåíèå ñ ïó÷êîì C∞-ãëàäêèõ ìàò-
ðèö, óäîâëåòâîðÿþùèõ Òåîðåìå 1.2.5 è óæå ïðèâåäåííûõ ê âèäó (1.2.2).

Â �4.2 èçó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ëåîíòüåâñêîãî òèïà

dL(t)ξ(t) = M(t)ξ(t)dt+ f(t)dt+N(t)dw(t), Sξ(0) = a, 0 ≤ t ≤ T, (4.2.1)

ãäå ξ(t) ∈ Rn � èñêîìûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, L(t), M(t), N(t) � âåùåñòâåí-
íûå íåïðåðûâíûåm×n-ìàòðèöû, ïðè÷åì â ñëó÷àå ñ êâàäðàòíûìè ìàòðèöàìè
(êîãäà m = n) L(t) âûðîæäåíà (detL(t) ≡ 0 íà ïðîìåæóòêå [0, T ]), S � ïîñòî-
ÿííàÿm×n-ìàòðèöà, f(t) ∈ Rm � èíòåãðèðóåìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, w(t) ∈ Rn

� âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, a ∈ Rm � ïîñòîÿííûé âåêòîð.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå ìàòðèöû: P0 = E − L+L,

P1 = P0(MP0)
+MP0, Q1 = P0(SP0)

+SP0, P2 = P0 − P1, Q2 = P0 − Q1,
P3 = P2(SP2)

+SP2, Q3 = Q2(MQ2)
+MQ2, P4 = P2 − P3, Q4 = Q2 −Q3,

Ξ =

(
E − SP2(SP2)

+ 0
0 E −MQ2(MQ2)

+

)
·
(

S −S
M −M

)
·

·
(

P0(MP0)
+M 0

0 P0(SP0)
+S

)
,

Φ1 =
(
P0(MP0)

+M 0
)
(E − Ξ+Ξ),Φ2 =

(
0 P0(SP0)

+S
)
(E − Ξ+Ξ)

Λ = SL+(0)X(0), G =

∫ T

0

X∗(s)[E − L(s)L+(s)]X(s)ds,

dX(t)

dt
= M(t)L+(t)X(t), X(0) = E.

Òîãäà èìåþò ìåñòî
Òåîðåìà 4.2.1 Ïóñòü â çàäà÷å (4.2.1) äëÿ ìàòðèö L(t), M(t), S âû-

ïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà

[E − L(t)L+(t)]X(t)X−1(s)M(s)Φ1(s) = 0, (4.2.47)

[E − (Λ− ΛG+G)(Λ− ΛG+G)+]SΦ2(t) = 0, t, s ∈ [0, T ]. (4.2.48)

Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäà÷à èìåëà ðåøåíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî
âûïîëíåíèÿ óñëîâèé

[E − L(t)L+(t)]X(t)G+{
∫ T

0

X∗(s)[E − L(s)L+(s)]z(s)ds+

+

∫ T

0

X∗(s)[E − L(t)L+(t)]X(s)[

∫ s

0

X−1(u)N(u)dw(u)]ds} =
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= [E − L(t)L+(t)]{z(t) +X(t)

∫ t

0

X−1(s)N(s)dw(s)}, (4.2.49)

[E − (Λ− ΛG+G)(Λ− ΛG+G)+]{a+

+ΛG+[

∫ T

0

X∗(s)[E − L(s)L+(s)]z(s)ds+

+

∫ T

0

X∗(s)[E − L(s)L+(s)]X(s)[

∫ s

0

X−1(u)N(u)dw(u)]ds]} = 0, (4.2.50)

ãäå z(s) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè:

dz(t) = M(t)L+(t)z(t)dt+ f(t)dt, z(0) = 0.

Òåîðåìà 4.2.2 Åñëè ìàòðèöû L(t),M(t), S â çàäà÷å (4.2.1) óäîâëåòâî-
ðÿþò ðàâåíñòâàì (4.2.47), (4.2.48) è çàäà÷à èìååò ðåøåíèå, òî åå îáùåå
ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè:

ξ(t) = L+(t)η(t) +H1(t)r(t) + P4(t)r0(t),

ξ(t) = L+(t)η(t) +H2(t)r(t) +Q4(t)r0(t),

ãäå ìàòðèöû H1(t), H2(t) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

H1 = [E − P2(SP2)
+S]Φ1 + P2(SP2)

+SΦ2,

H2 = [E −Q2(MQ2)
+M ]Φ2 +Q2(MQ2)

+MΦ1,

r(t), r0(t) � ïðîèçâîëüíûå íåïðåðûâíûå âåêòîðû, à η(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ Èòî

dη(t) = M(t)L+(t)η(t)dt+M(t)Φ1(t)r(t)dt+ f(t)dt+N(t)dw(t)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

η(0) = −[E − (E −G+G)(Λ− ΛG+G)+Λ]·

·G+{
∫ T

0

X∗(s)[E − L(s)L+(s)]θ(s)ds+

+

∫ T

0

X∗(s)[E − L(s)L+(s)]X(s)[

∫ s

0

X−1(u)N(u)dw(u)]ds}+

+(E −G+G)(Λ− ΛG+G)+ · {a− SΦ2(0)r(0)}+ α,

ãäå α ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû Λα = 0, Gα = 0, à âåêòîð θ(t) óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ

dθ(t) = M(t)L+(t)θ(t)dt+M(t)Φ1(t)r(t)dt+ f(t)dt, θ(0) = 0.
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Òåîðåìà 4.2.3 Ðåøåíèå çàäà÷è (4.2.1) (åñëè îíî ñóùåñòâóåò) åäèí-
ñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà Λα = 0, Gα = 0 èìååò ëèøü
íóëåâîå ðåøåíèå α = 0 è âåðíû ðàâåíñòâà

P4(t) = Q4(t) = 0, 0 ≤ t ≤ T,

Φ1(t) = Φ2(t) = 0, 0 ≤ t ≤ T. (4.2.51)

Â �5.1 ââîäÿòñÿ è èçó÷àþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ëåîíòüåâ-
ñêîãî òèïà â òåêóùèõ ñêîðîñòÿõ. Äîêàçàíà

Òåîðåìà 5.1.1 Ïóñòü L̃ è M̃ � âûðîæäåííàÿ (d = rankL̃) è íåâû-
ðîæäåííàÿ ñîîòâåòñòâåííî n×n-ìàòðèöû, îáðàçóþùèå ðåãóëÿðíûé ïó÷îê
λL̃+M̃ è âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé "ðàíã-ñòåïåíü" rankL̃ = deg[det(λL̃+M̃)];
ïóñòü P è Q � n× n-ìàòðèöû, ïðèâîäÿùèå ïó÷îê λL̃ + M̃ ê êàíîíè÷åñêîé
ôîðìå Êðîíåêåðà-Âåéåðøòðàññà, L = PL̃Q è M = PM̃Q; ïóñòü L̄ = QLQ∗

è t ∈ [0, T ]. Òîãäà äëÿ C∞-ãëàäêîé n-ìåðíîé âåêòîð-ôóíêöèè f̃(t) óðàâíåíèå{
L̃DSξ(t) = M̃ξ(t) + f̃(t),

D2ξ(t) = L̄,
ïðåîáðàçîâàííîå ê

{
LDSη(t) = Mη(t) + f(t),

D2η(t) = L,

ãäå η(t) = Q−1ξ(t), f(t) = P f̃(t), ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè η(2)(0) = −f (2)(0)
â Rn−d è ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ ïëîòíîñòüþ ρ0 íèãäå íå ðàâíîé íóëþ â Rd,
èìååò ðåøåíèå.

Â �5.2 èçó÷àåòñÿ óðàâíåíèå áîëåå îáùåãî âèäà, ÷åì â �5.1. Äîêàçàí àíà-
ëîã Òåîðåìû 5.1.1 ñ ìàòðèöåé äèôôóçèè áîëåå îáùåãî âèäà.
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