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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Èçó÷åíèå äâèæåíèÿ æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì áîëüøîãî ÷èñëà çàäà÷ â

ìàòåìàòèêå. Ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ ÿâèëîñü ïîáóäèòåëüíûì ìîòèâîì äëÿ ñîçäàíèÿ

êàê íîâûõ, òàê è ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ.

Â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ ïîëóòîðà ñòîëåòèé â îñíîâíîì èçó÷àëèñü ðàçëè÷íûå

íà÷àëüíî-êðàåâûå è êðàåâûå çàäà÷è äëÿ êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé ãèä-

ðîäèíàìèêè � ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè è ñèñòåìû

óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà äëÿ íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè. Ïîñëåäíèå èññëåäîâà-

ëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè, òàêèìè êàê Î.À. Ëàäûæåíñêàÿ, Ð. Òåìàì, Æ. Ëåðå,

Æ. Ë. Ëèîíñ è äð.

Â ïîñëåäíèå ãîäû áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ìíîãèå ðåàëüíûå ñðåäû, òàêèå êàê

ðàçëè÷íûå ïîëèìåðíûå ðàñòâîðû, ñóñïåíçèè, êðîâü, áèòóìû, çåìíàÿ êîðà, áå-

òîí è äðóãèå ïî ìíîãèì ïðèçíàêàì áëèçêè ê æèäêîñòÿì, îäíàêî íå îïèñûâà-

þòñÿ ìîäåëÿìè íüþòîíîâñêîé ãèäðîäèíàìèêîé. Òàêèå ìîäåëè ïîëó÷èëè íàçâà-

íèå "íåíüþòîíîâñêèå". Ïîäîáíûå ìîäåëè áûëè ïðåäëîæåíû Äæ. Ìàêñâåëëîì,

Êåëüâèíîì, Ôîéãòîì, à ðàçâèòû â çíà÷èòåëíîé ñòåïåíè áëàãîäàðÿ ðàáîòàì Äæ.

Ã. Îëäðîéäà.

Âî ìíîãèõ ðåàëüíûõ òå÷åíèÿõ æèäêîñòè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü êàê ìåõà-

íè÷åñêèå, òàê è ÿâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïðîöåññîì òåïëîïåðåäà÷è. Ýòî, â ÷àñò-

íîñòè, îòðàæàåòñÿ â çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ ðåîëîãè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ

îò òåìïåðàòóðû. Èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïðèìåíÿòü

òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ, íàïðèìåð ó÷èòûâàòü áàëàíñ ýíåðãèè.

Òåìà äàííîé äèññåðòàöèè êàê ðàç ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñïëîøíûõ ñðåä,

äèíàìèêà êîòîðûõ çàâèñèò îò ÿâëåíèÿ òåïëîïåðåäà÷è. Òàêèì îáðàçîì ãëàâíûì

ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ èçó÷åíèÿ íå îòäåëüíîãî óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà, à ñâÿçàííîé

ñèñòåìû, òàê íàçûâàåìîé òåðìîâÿçêîóïðóãîñòè, ãäå âòîðûì óðàâíåíèåì âû-

ñòóïàåò óðàâíåíèå ñëåäñòâèÿ áàëàíñà ýíåðãèè. Ðàññìîòðåíèå äàííîé ñèñòåìû

ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè ñîîòâåòñòâåííî

ïðèâîäÿò ê çíà÷èòåëüíûì òðóäíîñòÿì. Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå ðàçðå-

øèìîñòè äàííûõ ñèñòåì.
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Òàêèì îáðàçîì, òåìà äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ âïîëíå àêòóàëüíîé.

Öåëü ðàáîòû.

Èññëåäîâàòü ñóùåñòâîâàíèå â ïëîñêîì ñëó÷àå ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷, îïè-

ñûâàþùèõ äâèæåíèå ðàçëè÷íûõ íåñæèìàåìûõ òåðìîâÿçêîóïðóãèõ ñðåä, áëèç-

êèõ ê æèäêîñòÿì. 1) Èññëåäîâàòü ñóùåñòâîâàíèÿ íåëîêàëüíîãî ñëàáîãî ðåøå-

íèÿ ñèñòåìû òåðìîâÿçêîóïðóãîñòè òèïà Îëäðîéäà. 2) Èññëåäîâàòü ñóùåñòâîâà-

íèÿ íåëîêàëüíîãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ äèíàìèêè òåðìîâÿçêîóïðóãîé ñðåäû ñ ïàìÿ-

òüþ âäîëü òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ äëÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé ìîäåëè. 3) Èññëåäîâàòü

ñóùåñòâîâàíèÿ íåëîêàëüíîãî ñèëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû òåðìîâÿçêîóïðóãîñòè

òèïà Íàâüå-Ñòîêñà-Ôóðüå-Îëäðîéäà. 4) Èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü ãëàäêîñòè ðå-

øåíèé îò ãëàäêîñòè èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ ñèñòåìû òåðìîâÿçêîóïðóãîñòè òèïà

Íàâüå-Ñòîêñà-Ôóðüå-Îëäðîéäà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ è èñïîëüçîâàëèñü èäåè è ìåòîäû íåëè-

íåéíîãî àíàëèçà è òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-

íûõ, àïïðîêñèìàöèîííî-òîïîëîãè÷åñêèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ãèäðîäèíà-

ìèêè, òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâñêîãî òèïà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ñðåäè íèõ âûäåëèì

ñëåäóþùèå:

1) Ïîëó÷åíà íåëîêàëüíàÿ ñëàáàÿ ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû òåðìîâÿçêîóïðóãî-

ñòè òèïà Îëäðîéäà. 2) Ïîëó÷åíà íåëîêàëüíàÿ ñëàáàÿ ðàçðåøèìîñòü äèíàìèêè

òåðìîâÿçêîóïðóãîé ñðåäû ñ ïàìÿòüþ âäîëü òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ äëÿ ðåãóëÿ-

ðèçîâàííîé ìîäåëè. 3) Ïîëó÷åíà íåëîêàëüíàÿ ñèëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû

òåðìîâÿçêîóïðóãîñòè òèïà Íàâüå-Ñòîêñà-Ôóðüå-Îëäðîéäà. 4) Óñòàíîâëåíà çà-

âèñèìîñòü ãëàäêîñòè ðåøåíèé îò ãëàäêîñòè èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ ñèñòåìû òèïà

Íàâüå-Ñòîêñà-Ôóðüå-Îëäðîéäà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò ïðè-

ìåíÿòüñÿ ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìèêè ðàçëè÷íûõ óïðóãèõ ñïëîøíûõ ñðåä.
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Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ìåæäóíàðîä-

íûõ êîíôåðåíöèÿõ: ¾Êðûìñêàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîíôåðåí-

öèÿ (ÊÌÌÊ-2013)¿ (Ñóäàê, Óêðàèíà 2013), ¾Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ

ÂÇÌØ Ñ.Ã. Êðåéíà 2014¿ (Âîðîíåæ, Ðîññèÿ 2014), ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëå-

ìû àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðèëîæåíèÿ â òåõíèêå è òåõíîëîãèÿõ. ¿

(Âîðîíåæ, Ðîññèÿ 2014), ¾Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ÂÂÌØ 2015¿ (Âî-

ðîíåæ, Ðîññèÿ 2015), ¾Ìîëîäåæíûé ôîðóì: òåõíè÷åñêèå è ìàòåìàòè÷åñêèå

íàóêè¿(Âîðîíåæ, Ðîññèÿ 2015); íà ìåæäóíàðîäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ-

ñèìïîçèóìàõ: ¾Êðûìñêàÿ Îñåííÿÿ Ìàòåìàòè÷åñêàÿ Øêîëà�Ñèìïîçèóì 2014¿

(Ñóäàê, Ðîññèÿ 2014), ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè. Ìåòîäû, ìîäåëè,

ïðèëîæåíèÿ¿(Âîðîíåæ, Ðîññèÿ 2014); íà ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ: ¾Âîðîíåæ-

ñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé è

ñìåæíûå ïðîáëåìû¿ (Âîðîíåæ, Ðîññèÿ 2013), ¾Âîðîíåæñêàÿ âåñåííÿÿ ìàòå-

ìàòè÷åñêàÿ øêîëà ¾Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ - XXV¿ (Âîðîíåæ, Ðîññèÿ 2014),

¾Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè

ôóíêöèé è ñìåæíûå ïðîáëåìû¿ (Âîðîíåæ, Ðîññèÿ 2015).

Ïóáëèêàöèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1]�[14]. Ðàáîòû

[3]�[7] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ

è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ. Èç ñîâìåñòíûõ ðàáîò [3]�

[7] â äèññåðòàöèþ âîøëè òîëüêî ïðèíàäëåæàùèå Ïàðøèíó Ì.È. ðåçóëüòàòû.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 4 ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî

70 èñòî÷íèêîâ. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 103 ñòðàíèöû.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Ïåðâàÿ ãëàâà íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Â íåé ïðèâîäÿòñÿ íåîáõî-

äèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè, èñïîëüçóþùèåñÿ â äàëüíåé-

øèõ íàøèõ ðàññìîòðåíèÿõ.

Âî âòîðîé ãëàâå, ñîñòîÿùåé èç 5 ïóíêòîâ, èññëåäóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü â ñëà-

áîì ñìûñëå íà÷àëüíî-ãðàíè÷íîé çàäà÷è â ìîäåëè äèíàìèêè òåðìîâÿçêîóïðóãîé
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ñðåäû òèïà Îëäðîéäà.

Â ï. 2.1 ïðîèçâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ôîðìóëèðóåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëü-

òàò ãëàâû.

Ïóñòü Ω ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂Ω ∈ C2.

Â QT = [0, T ]× Ω ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à

∂v/∂t+ vi∂v/∂xi −Div [µ1(θ)E(v)]− µ0△v−

−µ2
∫ t

0 Div[E(v)(s, x)]ds+∇p = f, div v = 0 íà QT ;

(1)

div v = 0 íà QT ; (2)

v|t=0 = v0 íà Ω, v|∂Ω = 0 íà [0, T ]; (3)

∂θ/∂t+ vi∂θ/∂xi − χ△ θ = (µ0 + µ1(θ))E(v) : E(v)+

+µ2
∫ t

0 Div[E(v)(s, x)]ds : E(v) + g ≡ G1 + g íà QT ;

(4)

θ|t=0 = θ0 íà Ω; θ|∂Ω = 0 íà [0, T ]. (5)

Ââåäåì ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

U(0, T ) ≡ L2(0, T ;V ) ∩W 1
1 (0, T ;V

′
) ∩ Cw(0, T ;H),

Υ ≡ Lp(0, T ;
◦
W

1

p (Ω)) ∩W 1
1 (0, T ;W

−1
p (Ω)) ∩ Cw(0, T ;W

1−2/p
p (Ω)),

1 < p < +∞.

Îïðåäåëåíèå 0.1 Ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)-(5) íàçûâàåòñÿ ïàðà
(v, θ), ãäå

v ∈ U(0, T ), (6)

θ ∈ Υ, (7)

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèÿì

d
dt(v, φ)− (viv,

∂φ
∂xi

) + µ0(E(v), E(φ)) + µ1(θ)(E(v), E(φ))+

+µ2(
∫ t

0 E(v)(s, x) ds, E(φ)) = ⟨f, φ⟩
(8)
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ïðè âñåõ φ ∈ V â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé íà [0,T] ïðè ï.â. t,

d
dt(θ, ϕ)− (viθ,

∂ϕ
∂xi

) + χ( ∂θ
∂xi
, ∂ϕ
∂xi

) =

⟨g, ϕ⟩+ (µ̃1(θ)E(v) : E(v), ϕ) + µ2(
∫ t

0 (E(v)(s, x) : E(v)(t, x)) ds, ϕ),
(9)

ãäå µ̃1(θ) = µ0+µ1(θ), â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé íà [0, T ] äëÿ ëþáûõ ϕ ∈ C∞
0 (Ω)

ïðè ï.â. t, è óñëîâèÿì (3) è (5).

Çíàê ⟨·, ·⟩ â (8) è (9) îçíà÷àåò äâîéñòâåííîñòü ìåæäó V ′ è V è ìåæäóW−1
p (Ω)

è
◦
W

1

p (Ω) cîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 0.1 Ïóñòü ôóíêöèÿ µ1(s) ∈ C2(−∞,+∞), ìîíîòîííî âîçðàñòà-
åò è

0 < m∗
1 < µ1(θ) < m∗∗

1 , s ∈ (−∞,+∞), (10)

f ∈ L2(0, T ;V
′
), v0 ∈ H, g ∈ L1(0, T ;H

−2(1−1/p)
p (Ω)), θ0 ∈ W

1−2/p
p (Ω)). Òîãäà ïðè

1 < p < 4/3 ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(5).

Â ï. 2.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è, äîêàçûâàåòñÿ èõ ðàçðå-

øèìîñòü äëÿ ìîäåëè äèíàìèêè òåðìîâÿçêîóïðóãîé ñðåäû òèïà Îëäðîéäà. Ýòè

çàäà÷è ðàññìàòðèâàþòñÿ â îïåðàòîðíîé òðàêòîâêå. Ï. 2.3 ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ

àïïðîêñèìèðóþùèõ çàäà÷ äëÿ ìîäåëè äèíàìèêè òåðìîâÿçêîóïðóãîé ñðåäû òè-

ïà Îëäðîéäà (1)-(5). Ïîäõîäÿùèå àïðèîðíûå îöåíêè

∥v∥U(0,T ) =: ∥∂v/∂t∥L2(0,T ;V
′(Ω)) + ∥v∥0,1 + sup

0≤t≤T
|v(t, x)|0 ≤ (11)

M1(∥f∥L2(0,T ;V
′) + |v0|0),

∥θ∥Υ =: ∥∂θ/∂t∥L1(0,T ;W
−1
p (Ω)) + ∥θ∥Lp(0,T ;W 1

p (Ω))
+

+sup0≤t≤T ∥θ(t, x)∥W 1−2/p
p (Ω)

≤M2(∥g∥L1(0,T ;H
−2(1−1/p)
p (Ω))

+

∥ĝ∥L1(0,T ;L1(Ω)) + ∥v∥20,1 + ∥θ0∥
W

1−2/p
p (Ω)

)

(12)

äàþò ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé íà äîñòàòî÷íî ìàëîì âðåìåí-

íîì ïðîìåæóòêå â ï. 2.4. Ï. 2.5 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû 0.1.
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Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè òåðìîâÿçêîóïðóãîé ñðå-

äû ñ ïàìÿòüþ, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò ïðåäûäóùåå ñîñòîÿíèå ñðåäû, âäîëü òðàåêòî-

ðèè ïîëÿ ñêîðîñòåé. Â ýòîì ñìûñëå ìû ãîâîðèì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé òåðìî-

âÿçêîóïðóãîñòè îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïàìÿòè. Äîêàçûâàåòñÿ ñëàáàÿ íåëîêàëüíàÿ

ðàçðåøèìîñòü. Äëÿ ýòîãî ïðèõîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíî èññëåäîâàòü çàäà÷ó Êîøè

äëÿ ñèñòåìû ÎÄÓ, ïîðîæäåííóþ ïîëåì ñêîðîñòåé v.

Â ï. 3.1 ïðîèçâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ôîðìóëèðóåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëü-

òàò ãëàâû 3 â âèäå òåîðåìû. Ïîëó÷åí ðåçóëüòàò.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

∂v/∂t+ vi∂v/∂xi −Div [µ1(θ)E(v)]− µ0△v−

−µ2
∫ t

0 Div[E(v)(s, z(s; t, x))] ds+∇p = f, div v = 0 íà QT ;

(13)

v|t=0 = v0 íà Ω, v|∂Ω = 0 íà [0, T ]; (14)

∂θ/∂t+ vi∂θ/∂xi − χ△ θ = (µ0 + µ1(θ))E(v) : E(v)+

µ2
∫ t

0 Div[E(v)(s, z(s; t, x))] ds : E(v) + g ≡ G1 + g íà QT ;

(15)

θ|t=0 = θ0 íà Ω; θ|∂Ω = 0 íà [0, T ]. (16)

Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö æèäêîñòè x îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è

Êîøè â èíòåãðàëüíîé ôîðìå

z(τ ; t, x) = x+

∫ τ

t

v(s, z(s; t, x)) ds, τ, t ∈ [0, T ], x ∈ Ω. (17)

Îäíàêî, äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà v ñîîòâåòñòâóåò ñëàáîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé âÿçêîóïðóãîñòè, òî åñòü v ∈ L2(0, T ;V ), íåÿñíà ðàçðåøèìîñòü ýòîé çàäà-

÷è.

Ïîýòîìó èç-çà îòñóòñòâèÿ äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ïîëå ñêîðîñòåé v íåîáõîäè-

ìî çàìåíèòü íà áîëåå ãëàäêîå, òî åñòü ïðîèçâåòè ñãëàæèâàíèå (ðåãóëÿðèçàöèþ)

ïîëÿ v ñ ïîìîùüþ ãëàäêîãî ïîëÿ v̂.

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çàìåíèòü óðàâíåíèå (17) íà ðåãóëÿðèçîâàíîå óðàâíå-
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íèå

z(τ ; t, x) = x+

∫ τ

t

v̂(s, z(s; t, x)) ds, τ, t ∈ [0, T ], x ∈ Ω, (18)

ãäå v̂ - íåêîòîðàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé v.

Ïðè âûâîäå ñèñòåìû (13)-(16), (18) ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî òåíçîð íàïðÿæåíèé

ñðåäû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè è ïàìÿòè

µ2
∫ t

0 E(s, z(s; t, x)) ds, à âíóòðåííÿ ýíåðãèÿ ëèíåéíî çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû.
Ñèñòåìà (13)-(16), (18) îïèñûâàåò äèíàìèêó âÿçêîóïðóãîé ñïëîøíîé ñðåäû,

êîòîðàÿ ïîìíèò íàïðÿæåíèÿ âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ñðåäû (ôó-

íêöèÿ z(τ ; t, x)).

Äëÿ ýòîé ñèñòåìû ïîëó÷åíà ñëàáàÿ ðàçðåøèìîñòü äëÿ íåëîêàëüíîãî ñëó÷àÿ.

Ââåäåì ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

U ′(0, T ) ≡ L2(0, T ;V ) ∩W 1
2 (0, T ;V

′
) ∩ Cw(0, T ;H),

Υ′ ≡ L1(0, T ;W
1
p (Ω)) ∩W 1

1 (0, T ;W
−1
p (Ω)) ∩ Cw(0, T ;W

1−2/p
p (Ω)),

1 < p < +∞.

Îïðåäåëåíèå 0.2 Ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (13)-(16) íàçûâàåòñÿ ïàðà
(v, θ), ãäå

v ∈ U ′(0, T ), (19)

θ ∈ Υ′,
1 < p < +∞,

(20)

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèÿì

d(v, φ)/dt− (viv, ∂φ/∂xi) + µ0(E(v), E(φ)) + (µ1(θ)E(v), E(φ))+

+µ2(
∫ t

0 E(v)(s, z(s; t, x)) ds, E(φ)) = ⟨f, φ⟩
(21)
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ïðè âñåõ φ ∈ V â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé íà [0,T] ïðè ï.â. t,

d(θ, ϕ)/dt− (viθ, ∂ϕ/∂xi) + χ(∂θ/∂xi, ∂ϕ/∂xi) =

⟨g, ϕ⟩+ (µ̃1(θ)E(v) : E(v), ϕ)+

µ2(
∫ t

0 (E(v)(s, z(s; t, x)) : E(v)(t, x)) ds, ϕ),

(22)

ãäå µ̃1(θ) = µ0 + µ1(θ), â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé íà [0, T ] äëÿ ëþáûõ ϕ ∈ C∞
0 (Ω)

ïðè ï.â. t, è óñëîâèÿì (14) è (16).

Òåîðåìà 0.2 Ïóñòü ôóíêöèÿ µ1(s) ∈ C2(−∞,+∞), ìîíîòîííî âîçðàñòà-
åò è

0 < m∗
1 < µ1(s) < m∗∗

1 , s ∈ (−∞,+∞), (23)

f ∈ L2(0, T ;V
′
), v0 ∈ H, g ∈ L1(0, T ;H

−2(1−1/p)
p (Ω)), θ0 ∈ W

1−2/p
p (Ω)). Òîãäà

ïðè 1 < p < 4/3 ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå çàäà÷è (13)-(16).

Â ï. 3.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è, äîêàçûâàåòñÿ èõ ðàçðå-

øèìîñòü äëÿ ìîäåëè äèíàìèêè òåðìîâÿçêîóïðóãîé ñðåäû ñ ïàìÿòüþ. Ï. 3.3

ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ àïïðîêñèìèðóþùèõ çàäà÷ äëÿ ìîäåëè äèíàìèêè òåðìî-

âÿçêîóïðóãîé ñðåäû ñ ïàìÿòüþ. Â ï. 3.4 ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê ïðåäåëó äîêà-

çûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé . Ï. 3.5 çàâåðøàåò äîêà-

çàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû 0.2.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíûõ ðå-

øåíèé íà÷àëüíî-ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äèíàìèêè òåðìîâÿçêîóïðóãîé ñðåäû òèïà

Íàâüå-Ñòîêñà-Ôóðüå-Îëäðîéäà.

×åòâåðòàÿ ãëàâà âêëþ÷àåò â ñåáÿ 6 ïóíêòîâ. Ñíà÷àëà óñòàíàâëèâàåòñÿ ëî-

êàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü.

Â ï. 4.1 ïðîèçâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ôîðìóëèðóåòñÿ ðåçóëüòàò î ëî-

êàëüíîé ðàçðåøèìîñòè.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó

∂v/∂t+vi∂v/∂xi−Div[µ(θ)E(v)]+∇p =

=f + µ0Div
t∫
0

[E(v)(s, x)]ds, div v=0 íà QT = [0, T ]× Ω;

(24)
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∂θ/∂t+ vi∂θ/∂xi −Div[k(θ)∇ θ]=µ(θ)|E(v)|2+

+µ0E(v) :
t∫
0

[E(v)(s, x)]ds+g íàQT ;

(25)

v|t=0 = v0 íà Ω, v|∂Ω = 0 íà [0, T ]; (26)

θ|t=0 = θ0 íà Ω; θ|∂Ω = 0 íà [0, T ]. (27)

Â ñëó÷àå, êîãäà µ0 = 0 ýòà ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé Íàâüå-Ñòîêñà-

Ôóðüå. Ïðè µ0 ̸= 0 ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Îëäðîéäîâñêîãî òèïà.

Ââåäåì ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

W1 = W 1
2 (0, T ;H) ∩ L2(0, T ;W

2
2,0(Ω)

(2) ∩H),

W2 = W 1
2 (0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;W

2
2,0(Ω)).

Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) µ, k ∈ C(−∞,∞), ïðè÷åì

0 < µ0 ≤ µ(s) ≤ µ1, |µ
′
(s)| ≤ µ2, s ∈ (−∞,∞); (28)

0 < k0 ≤ k(s) ≤ k1, |k
′
(s)| ≤ k2, s ∈ (−∞,∞). (29)

2) v0 ∈ W 2
2,0(Ω)

(2) ∩ V , θ0 ∈ W 2
2,0(Ω),

∇v0 · n = 0,∇θ0 · n = 0 íà QT , (30)

ãäå n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ∂Ω.

Îïðåäåëåíèå 0.3 Ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (24)-(27) íàçûâàåòñÿ ïàðà
(v, θ), ãäå

v ∈ W1; (31)

θ ∈ W2; (32)
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òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ

∂v/∂t+ Pvi∂v/∂xi − PDiv(µ0E) =

Pf + µ2PDiv(
∫ t

0 E(v)(s, x) ds
(33)

è (25) ïðè ï.â. t è óñëîâèÿ (26), (27).

Òåîðåìà 0.3 Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ W 1
2 (0, T : H), v0 ∈ W 2

2,0(Ω)
(2) ∩ H, g ∈

W 1
2 (0, T : L2(Ω)), θ

0 ∈ W 2
2,0(Ω). Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (28)-(30), µ2 è k2

èç (28) è (29) äîñòàòî÷íî ìàëû. Òîãäà çàäà÷à (24) - (27) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì T > 0.

Â ï. 4.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è, àïïðîêñèìèðóþùèå çà-

äà÷ó (24) - (27), äîêàçûâàåòñÿ èõ ðàçðåøèìîñòü. Ýòè çàäà÷è ðàññìàòðèâàþòñÿ â

îïåðàòîðíîé òðàêòîâêå. Ï. 4.3 ïîñâÿùåí ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ âñïîìî-

ãàòåëüíûõ çàäà÷. Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå àïðè-

îðíûõ îöåíîê (34) - (37), êîòîðûå äàþò ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-

æåíèé íà äîñòàòî÷íî ìàëîì âðåìåííîì ïðîìåæóòêå:

∥v∥2,0 + sup
0≤t≤T

|v(t, x)|1 ≤M1(∥w∥0 + |v0|1), (34)

∥vx∥L4(QT ) ≤M2(∥w∥0 + |v0|1), (35)

∥v′∥L4(QT ) ≤M3(∥w∥1,0 + |v0|2), (36)

∥θ∥2,1 + ∥θ′∥L4(QT ) + ∥θ∥W 1,1
4 (QT )

≤M4, (37)

ãäå Mi = Φi(∥θ∥W 1,1
4
(QT )), à Φi(s) � íåêîòîðûå ìîíîòîííûå ôóíêöèè îò s, i =1,

2, 3, àM4 = Φ4(∥f∥0,1, ∥g∥0,1, |v0|2, |θ0|2, ∥ξ∥W 1,1
4 (QT )

), à Φ4(s1, s2, s3, s4, s5) - ìîíî-

òîííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ.

Äàëåå óñòàíàâëèâàåòñÿ íåëîêàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (24) - (27).

Â ï. 4.4 ïðîèçâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ôîðìóëèðóåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëü-

òàò ãëàâû.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à (24)-(27).

Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ óñëîâèé 1)-2) è ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ
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a) f ∈ W 1
2 (0, T : H), g ∈ W 1

2 (0, T : L2(Ω)).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñèëüíîé ðàçðåøèìîñòè ìû ñëåäóåì ñõåìå, ðàçðàáîòàí-

íîé L. Consiglieri, êîòîðàÿ îñíîâûâàåòñÿ íà âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå äàííîé

çàäà÷è è ñâîéñòâ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è. Ïîýòîìó äàäèì âàðèàöèîííóþ

ôîðìóëèðîâêó ñèñòåìû (24)-(27)∫ T

0 (∂tv, φ) dt+
∫ T

0 (µ(θ)E(v) : E(v)) dt+
∫ T

0 ((v · ∇v)v, φ) dt =

∫ T

0 (f, v) dt+ µ0
∫ T

0 (
∫ t

0 E(v) ds, E(φ)) dt

∀φ ∈ L2(0, T ;V ), v|t=0 = v0 â Ω;

(38)

∫ T

0 (∂tθ, ψ) dt+
∫ T

0 (k(θ)∇θ,∇ψ) dt+
∫ T

0 (vi∂θ/∂xi, ψ) dt =

∫ T

0 (µ(θ)|E(v)|2, ψ) dt+ µ0
∫ T

0 (
∫ t

0 E(v) ds : E(v), ψ) dt

∀ψ ∈ L2(0, T ;
◦
W

1

2(Ω)), θ|t=0 = θ0 â Ω.

(39)

Îïðåäåëåíèå 0.4 Ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (24)-(27) íàçûâàåòñÿ ïàðà
(v, θ), ãäå

v ∈ W1; (40)

θ ∈ W2; (41)

òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (38) è (39).

Òåîðåìà 0.4 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1) ,2) è a) . Ïóñòü µ2 è k2 èç (28)
è (29) äîñòàòî÷íî ìàëû. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå
çàäà÷è (24)-(27).

Â ïóíêòå 4.5 ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû âÿç-

êîóïðóãîñòè òèïà Îëäðîéäà ñ ïåðåìåííîé âÿçêîñòüþ è íà÷àëüíî-ãðàíè÷íîé çà-

äà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñ ïåðåìåííûì êîýôôèöèåíòîì òåïëî-

ïðîâîäíîñòè è èíòåãðàëüíîé ÷àñòüþ. Ðàçðåøèìîñòü ýòèõ çàäà÷ óñòàíàâëèâàåòñÿ

ïóòåì ñâåäåíèÿ ê îïåðàòîðíûì óðàâíåíèÿì, äëÿ ðàçðåøèìîñòè êîòîðûõ ïðè-

ìåíÿåòñÿ ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé.
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