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Список обозначений

N — множество натуральных чисел;

Z — кольцо целых чисел;

R — поле вещественных (действительных) чисел;

R+ — множество неотрицательных вещественных чисел;

J — один из промежутков R+, R;

C — поле комплексных чисел;

T — группа комплексных чисел, модуль которых равен единице (единичная

окружность);

𝐴×𝐵 — декартово произведение множеств 𝐴 и 𝐵;

𝜙 * 𝜓 — свёртка функций 𝜙 и 𝜓;

X — комплексное банахово пространство;

Cb — пространство непрерывных ограниченных функций;

Cbu — пространство непрерывных равномерно ограниченных функций;

C0 — пространство исчезающих на бесконечности функций;

Lp — пространства Лебега суммируемых со степенью 𝑝 ∈ [1,∞) функций;

L𝛼 — банахова алгебра комплекснозначных функций, суммируемых с весом 𝛼,

со свёрткой функций в качестве умножения;

L1 — банахова алгебра всех суммируемых функций со свёрткой функций в

качестве умножения;

F — однородное пространство функций;

𝑆(𝑡), 𝑡 ∈ R — изометрическая группа операторов сдвигов;
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̂︀𝑓 — преобразование Фурье функции 𝑓 ;

Λ(𝑥) — спектр Бёрлинга вектора 𝑥;

Λ(𝑋) — спектр Бёрлинга оператора 𝑋;

supp𝜙 — носитель функции 𝜙;

𝐼 — тождественный оператор в любом из рассматриваемых пространств;

D(𝐴) — область определения оператора 𝐴;

𝜌(𝐴) — резольвентное множество оператора 𝐴;

𝜎(𝐴) — спектр оператора 𝐴;

𝜎C(𝐴) — комплексный спектр оператора 𝐴;

R𝐴 — резольвента оператора 𝐴;

r(𝑥), rB(𝑥) — спектральный радиус вектора 𝑥;

𝒳 (Δ) — спектральный подмодуль, где Δ — замкнутое подмножество из R;

Hom (X1,X2) — банахово пространство линейных ограниченных операторов,

определенных на X1 со значениями в X2;

EndX — банахова алгебра линейных ограниченных операторов, действующих

в X ;

𝑇 , 𝒯 , ̃︀𝑇 — (полу)группа линейных операторов;

adAB — оператор коммутирования операторов 𝐴 и 𝐵;
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Введение

Одно из основных направлений развития теории операторов связано с изуче-

нием аксиоматически выделяемых классов линейных операторов, допускающих

определённые аналоги спектральных разложений самосопряжённых и нормаль-

ных операторов в гильбертовом пространстве. Определяющим является требо-

вание наличия у вводимого класса операторов инвариантных подпространств

таких, что спектры сужения оператора на эти подпространства лежат в напе-

рёд заданных компактах и порождающих в том или ином смысле исходное про-

странство. На таком подходе основано определение и изучение классов нормаль-

ных, самосопряжённых, спектральных (по Данфорду), обобщённых спектраль-

ных, разложимых (по Фойашу), неквазианалитических (по Любичу – Мацаеву)

и многих других классов линейных операторов.

Данная диссертация посвящена изучению некоторых классов линейных опе-

раторов, действующих в банаховых пространствах. Основными методами иссле-

дования являются методы гармонического анализа, которые используются бла-

годаря наличию достаточно обширного функционального исчисления для рас-

сматриваемых классов операторов. Спектральный анализ достаточно широких

классов операторов, находящих применение при изучении дифференциальных и

разностных уравнений, в данной диссертации делает задачу их изучения акту-

альной.

Цель работы состоит в развитии методов гармонического анализа линейных

операторов, обобщении неравенств Бернштейна и Бора–Фавара на более широ-
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кий класс операторов, получении приложений указанных неравенств, в частно-

сти, к методу подобных операторов.

Методы исследования. Основными методами исследования являются мето-

ды гармонического анализа, спектральной теории операторов, теории функций,

теории представлений групп и полугрупп линейных операторов в банаховых

пространствах.

Научная новизна. В диссертации получен ряд новых результатов.

1. Доказано существование нетривиальных инвариантных подпространств для

операторов, действующих в вещественных банаховых пространствах.

2. Получен абстрактный аналог неравенства Бернштейна для векторов и неко-

торых классов операторов.

3. Получены приложения неравенства Бернштейна к оценкам норм производ-

ных функций из однородных пространств, целых на бесконечности функ-

ций, оценкам норм операторов коммутирования.

4. Получен абстрактный аналог неравенства Бора – Фавара для векторов и

некоторых классов операторов.

5. Получены оценки проекторов на спектральное подпространство.

6. Получены приложения неравенства Бора – Фавара к методу подобных опе-

раторов (теорема о расщеплении), оценке интеграла от функций из одно-

родных пространств.

Теоретическая и практическая значимость. Работа носит теоретический

характер. Результаты диссертации могут быть использованы для дальнейшего

развития методов гармонического анализа, получения приложений к спектраль-

ной теории операторов, в частности, оценок типа Бернштейна и Бора – Фавара.

Также результаты могут использоваться при чтении спецкурсов в университетах
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для студентов математических специальностей и применяться специалистами в

области гармонического и функционального анализа при исследовании вопро-

сов, связанных с тематикой диссертации.

Степень достоверности и апробация результатов. Достоверность основных

результатов, полученных в диссертации, обеспечена математической строгостью

их изложения в виде теорем с подробными доказательствами и адекватным ис-

пользованием общеизвестных положений и методов гармонического и функци-

онального анализа, в частности, спектральной теории линейных операторов и

теории полугрупп линейных операторов.

Основные результаты диссертации докладывались на Воронежских зимних

математических школах С. Г. Крейна (2013, 2014 гг.), на Крымских осенних ма-

тематических школах (Украина, г. Севастополь, 2010, 2011, 2012 г.), на Крымской

международной математической конференции (Украина, г. Судак, 2013 г.), на ма-

тематическом интернет-семинаре ISEM-2014 (Германия, г. Блаубойрен, 2014 г.),

на международной конференции, посвященной 100-летию со дня рождения Б. М.

Левитана (г. Москва, 2014 г.), на семинарах А. Г. Баскакова и научных сессиях

Воронежского государственного университета.

Публикации автора по теме диссертации. Основные результаты диссерта-

ции содержатся в работах [24–32]. Работы [30–32] опубликованы в журналах из

перечня ведущих рецензируемых научных журналов и изданий, рекомендован-

ных ВАК Минобрнауки РФ.

Личный вклад автора. Научные результаты, выносимые на защиту и со-

ставляющие основное содержание диссертационной работы, получены автором

самостоятельно. Из совместных публикаций [31, 32] в диссертацию включены

результаты, принадлежащие лично автору.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, четырёх

глав, разбитых на параграфы, и библиографии, включающей 72 наименования.

7



Основные результаты содержатся во 2, 3 и 4 главах. Общий объем диссертации

составляет 101 страницу.

Глава 1 содержит сводку широко используемых в диссертации определений

и результатов из спектральной теории замкнутых операторов, теории тополо-

гических групп, банаховых алгебр, банаховых модулей, представлений групп и

полугрупп линейных операторов.

Пусть X — комплексное банахово пространство над полем C, EndX — ба-

нахова алгебра линейных ограниченных операторов, действующих в X , 𝐺 —

локально компактная абелева группа, ̂︀𝐺 — локально компактная группа непре-

рывных унитарных характеров группы 𝐺. Пусть 𝑇 : 𝐺 → EndX — сильно

непрерывное представление, 𝛼(𝑔) = ‖𝑇 (−𝑔)‖, 𝑔 ∈ 𝐺, — весовая функция, удо-

влетворяющая условию неквазианалитичности
∞∑︁

𝑛=−∞

ln𝛼(𝑔𝑛)

1 + 𝑛2
<∞

для любого 𝑔 ∈ 𝐺. Символом L𝛼(𝐺) будем обозначать банахову алгебру ком-

плекснозначных функций, суммируемых с весом 𝛼, со свёрткой функций в ка-

честве умножения. Банахово пространство X наделяется структурой банахова

L𝛼(𝐺) – модуля. Модульная структура строится по представлению 𝑇 :

𝑓𝑥 =

∫︁
𝐺

𝑓(𝑔)𝒯 (−𝑔)𝑥 d𝑔, 𝑓 ∈ L𝛼(𝐺), 𝑥 ∈ 𝒳 ,

Символом ̂︀𝑓 : ̂︀𝐺→ C обозначим преобразование Фурье функции 𝑓 ∈ L𝛼(𝐺).

Определение 2.1. Спектром Бёрлинга вектора 𝑥 из комплексного банахова

L𝛼(𝐺) – модуля (X , 𝑇 ) будем называть множество

Λ(𝑥) =
{︀
𝜒 ∈ ̂︀𝐺 ⃒⃒ 𝑓𝑥 ̸= 0, для любой 𝑓 ∈ L𝛼(𝐺) со свойством ̂︀𝑓(𝜒) ̸= 0

}︀
.

Глава 2 содержит результаты по спектральной теории линейных операторов

в вещественных банаховых пространствах. В большинстве известных моногра-

фий, в которых подробно излагается либо существенно используется спектраль-
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ная теория линейных операторов в банаховых пространствах, их авторы, как

правило, предполагают, что эти пространства являются комплексными либо ука-

зывают на возможность комплексификации вещественного банахова простран-

ства. Тем не менее, при построении спектральной теории линейных операторов

в вещественных банаховых пространствах иногда необходимо подробно отсле-

живать переход в комплексификацию пространства и обратный переход.

Для неквазианалитического оператора в вещественном банаховом простран-

стве получены результаты о существовании нетривиального инвариантного под-

пространства.

Пусть 𝑋 — вещественное банахово пространство, End𝑋 — банахова алгебра

линейных ограниченных операторов, действующих в 𝑋 . Если 𝐴 ∈ End𝑋 , то

спектр оператора 𝐴 может быть пустым множеством. Тем самым, возникает

проблема построения по спектру инвариантных подпространств для операторов,

действующих в вещественных банаховых пространствах.

При изучении оператора 𝐴 обычно осуществляется комплексификация бана-

хова пространства 𝑋 , т. е. рассматривается банахово пространство X, состоящее

из векторов вида 𝑥1 + i𝑥2, где 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 .

Оператор 𝐴 расширяется на X до оператора A ∈ EndX. Определённые свой-

ства оператора 𝐴 (например, неквазианалитичность) индуцируют аналогичные

свойства для оператора A. Проводится исследование оператора A методами гар-

монического анализа. Затем, следуя подходу, разработанному в [4], свойства опе-

ратора A распространяются для исследования оператора 𝐴. Таким способом по-

лучены условия разложимости по Фойашу, а также устанавливается существо-

вание нетривиальных инвариантных подпространств для оператора 𝐴.

Используя полученные результаты для A, соответствующее свойство перено-

сится на оператор 𝐴 ∈ End𝑋 .

Пусть X — банахово пространство над полем K ∈ {R,C}.
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Подмножество Δ ∈ C будем называть симметричным, если для любых 𝜆1 +

i𝜆2 ∈ Δ 𝜆1 − i𝜆2 ∈ Δ.

Пусть 𝐴 ∈ End𝑋 и A ∈ EndX — комплексификация оператора 𝐴, т. е.

оператор A определяется на любом векторе 𝑥 = 𝑥1 + i𝑥2 равенством A𝑥 =

𝐴𝑥1+i𝐴𝑥2. Спектр оператора A называется комплексным спектром оператора 𝐴

и обозначается 𝜎C(𝐴).

Определение 2.8. Вещественное линейное пространство 𝑋2 = 𝑋 × 𝑋 над

полем C комплексных чисел с законом внешней композиции (𝛼 + i𝛽)(𝑥, 𝑦) =

(𝛼𝑥− 𝛽𝑦, 𝛼𝑦 + 𝛽𝑥), 𝛼, 𝛽 ∈ R, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋2, называется комплексификацией веще-

ственного линейного пространства 𝑋 и обозначается через X.

Элементы из X удобно записывать в виде 𝑥+i𝑦, где 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 . При этом 𝑋 бу-

дем рассматривать в качестве подпространства X. Норму в X, где 𝑋 — банахово

пространство, определим равенством

‖(𝑥, 𝑦)‖ = max
𝜓∈[0,2𝜋]

⃦⃦
(cos𝜓)𝑥+ (sin𝜓)𝑦

⃦⃦
, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.

Символом J обозначим отображение J : X → X, J(𝑥+ i𝑦) = 𝑥− i𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ,

которое будет аддитивным, но не однородным. Ясно, что J2 = I, J−1 = J.

Определение 2.11. Оператор 𝐴 ∈ End𝑋 называется симметрично суперраз-

ложимым, если для любого конечного открытого покрытия
𝑛
∪
𝑖=1
𝑈𝑖 симметрич-

ными множествами 𝑈𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑛, комплексного спектра 𝜎C(𝐴) оператора 𝐴

существуют операторы 𝑅1, . . . , 𝑅𝑛 ∈ End𝑋 со свойствами:

1) 𝐼 = 𝑅1 + · · ·+𝑅𝑛;

2) операторы 𝑅𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, перестановочны между собой, с оператором 𝐴

и оператором J;

3) 𝜎C
(︀
𝐴|Im𝑅𝑘

)︀
= 𝜎𝑘 ⊂ 𝑈𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, где Im𝑅𝑘 — образ оператора 𝑅𝑘.

Одними из основных результатов главы являются следующие утверждения.

Теорема 2.1. Пусть 𝑋 — вещественное банахово пространство, 𝑇 : 𝐺 →

End𝑋 — неквазианалитическое сильно непрерывное представление. Тогда опе-
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раторы 𝑇 (𝑔), 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑇 (𝑓), 𝑓 ∈ L𝛼(𝐺,R), где оператор 𝑇 (𝑓) определён форму-

лой

𝑇 (𝑓)𝑥 =

∫︁
𝐺

𝑓(𝑔)𝑇 (−𝑔), d𝑔, 𝑥 ∈ X ,

симметрично суперразложимы.

Теорема 2.2. Пусть 𝑇 ∈ End𝑋 — обратимый оператор, для которого
∞∑︀

𝑛=−∞

ln ‖𝑇𝑛‖
1+𝑛2 < ∞. Тогда оператор 𝑇 является симметрично суперразложимым.

Если 𝜎C(𝑇 ) содержит более двух точек, то оператор 𝑇 имеет нетривиальное

инвариантное подпространство.

Пусть 𝑇 : R → End𝑋 — сильно непрерывная группа операторов, удовле-

творяющая условию неквазианалитичности
∫︀
R

ln ‖𝑇 (𝑡)‖
1+𝑡2 d𝑡 < ∞, с генератором

i𝐴 : D(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋 . Тогда имеет место

Теорема 2.3. Для любого числа 0 ̸= 𝑎 ∈ R оператор (𝐴 − 𝑎𝐼)−1 ∈ End𝑋 ,

где 𝐴 — генератор группы 𝑇 : R → End𝑋 , является симметрично суперразло-

жимым. Если множество 𝜎C(𝐴) содержит более двух точек, то оператор 𝐴

имеет нетривиальное инвариантное подпространство.

Глава 3 содержит результаты, связанные с получением неравенств типа Берн-

штейна, связывающих норму оператора (вектора) с его спектральным радиусом.

В статье [58] С. Н. Бернштейном было получено неравенство

‖𝑥′‖∞ 6 2𝑛 · ‖𝑥‖∞

для любого тригонометрического многочлена

𝑥(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=−𝑛

𝛼𝑘e
i𝑘𝑡, |𝛼−𝑛|+ |𝛼𝑛| > 0,

из пространства C2𝜋(R) = C2𝜋(R,C). Практически сразу оно было уточнено

Э. Ландау:

‖𝑥′‖∞ 6 𝑛 · ‖𝑥‖∞.

Константа 𝑛 является точной.
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В 1914 году М. Рисс [70], используя интерполяционную формулу, обобщил

неравенство на случай произвольного тригонометрического полинома с ком-

плексными коэффициентами.

Затем С. Н. Бернштейном [59] было получено неравенство

‖𝑥′‖∞ 6 𝜎 · ‖𝑥‖∞ (3.3)

для целой функции 𝑥 экспоненциального типа 𝜎 > 0, принадлежащей простран-

ству Cb(R). Отметим статьи [34, 48], где аналоги неравенства Бернштейна были

получены в других функциональных пространствах.

В 70-х годах прошлого столетия многие авторы стали получать аналоги нера-

венства Бернштейна для специальных классов линейных ограниченных опера-

торов, действующих в банаховом пространстве. В статье [50] неравенство Берн-

штейна для операторов было получено с использованием оценки (3.3) для функ-

ций. В статье [8] неравенство для оценки нормы оператора было получено на

основе аналога интерполяционной формулы Боаса [1], полученной для оцени-

ваемого оператора. Это представление использовалось в статье [30] для оценки

нормы векторов из банахова пространства. Сразу отметим, что, хотя получен-

ные здесь оценки для векторов и операторов, действующих в комплексных ба-

наховых пространствах, с помощью комплексификации банахова пространства

и результатов статей [4, 31, 49], они распространяются и для операторов, дей-

ствующих в вещественных банаховых пространствах.

Пусть i𝐴 — генератор изометрической группы операторов 𝑇 : R → EndX ,

где X — комплексное банахово пространство. Отметим, что оператор 𝐴 может

являться неограниченным.

Определение 3.1. Спектром Бёрлинга вектора 𝑥 из банахова L1(R) — модуля

X называется множество Λ(𝑥) из R, являющееся дополнением в R к множеству

{𝜆0 ∈ R | существует функция 𝑓0 ∈ L1(R) такая, что ̂︀𝑓0(𝜆0) ̸= 0 и 𝑓0𝑥 = 0}. Если

12



множество Λ(𝑥) компактно, то через rB(𝑥) обозначим число rB(𝑥) = max
𝜆∈Λ(𝑥)

|𝜆|,

называемое спектральным радиусом вектора 𝑥 ∈ X .

Теорема 3.1. Если вектор 𝑥 из X имеет компактный спектр Бёрлинга, то

𝑥 ∈ D(𝐴𝑚) для всех 𝑚 ∈ N, Λ(𝐴𝑚𝑥) ⊂ Λ(𝑥) и справедливы оценки

‖𝐴𝑚𝑥‖ 6 rB(𝑥)
𝑚 · ‖𝑥‖

при 𝑚 > 1.

Через Cb(R,X ) будем обозначать банахово пространство непрерывных огра-

ниченных функций, определённых на вещественной оси со значениями в ком-

плексном банаховом пространстве X , с нормой ‖𝑥‖∞ = sup
𝑡∈R

⃦⃦
𝑥(𝑡)

⃦⃦
, 𝑥 ∈

Cb(R,X ). Символом Cbu(R,X ) будем обозначать подпространство равномер-

но непрерывных функций из Cb(R,X ). Также рассматривается подпростран-

ство C0(R,X ) ⊂ Cbu(R,X ) функций, исчезающих на бесконечности, а именно,

𝑥 ∈ C0(R,X ), если lim
|𝑡|→∞

⃦⃦
𝑥(𝑡)

⃦⃦
= 0.

Определение 3.5. Функцию 𝑥 ∈ Cbu(R,X ) будем называть целой на беско-

нечности функцией экспоненциального типа 𝜎 > 0, если для каждого 𝜀 > 0

найдётся 𝑥0 ∈ Cbu(R,X ), допускающая расширение на C до целой функции

̃︀𝑥0 : C → X экспоненциального типа 𝜎 + 𝜀 такая, что 𝑥(𝑡) = 𝑥0(𝑡) + 𝑦0(𝑡), 𝑡 ∈ R,

где 𝑦0 ∈ C0(R,X ).

Теорема 3.2. Пусть функция 𝑥 ∈ Cbu(R,X ) является целой на бесконеч-

ности функцией экспоненциального типа 𝜎 > 0. Тогда для любого 𝜀 > 0 су-

ществуют такая целая функция 𝑥0 экспоненциального типа 𝜎 + 𝜀 и функция

𝑦0 ∈ C0(R,X ) такие, что 𝑥(𝑡) = 𝑥0(𝑡) + 𝑦0(𝑡), 𝑡 ∈ R, и имеет место оценка

sup
𝑡∈R

⃦⃦
𝑥′0(𝑡)

⃦⃦
6 (𝜎 + 𝜀) lim

𝛼→∞
sup
|𝑡|>𝛼

⃦⃦
𝑥(𝑡)

⃦⃦
.
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Пусть X1, X2 — банаховы пространства. Через Hom (X1,X2) будем обозна-

чать пространство линейных ограниченных операторов (гомоморфизмов), дей-

ствующих из X1 в X2.

Пусть i𝐴1, i𝐴2, 𝐴𝑘 ∈ EndX𝑘, 𝑘 = 1, 2, — генераторы изометрических групп

𝑇1 : R → EndX1 и 𝑇2 : R → EndX2 соответственно.

Банахово пространство Hom (X1,X2) наделяется структурой банахова моду-

ля по представлению 𝑇 : R → EndHom (X1,X2) вида 𝑇 (𝑡)𝑋 = 𝑇2(𝑡)𝑋𝑇1(−𝑡),

𝑡 ∈ R, 𝑋 ∈ Hom (X1,X2).

В следующей теореме символом Λ(𝑋) = Λ(𝑋,𝑇 ) будем обозначать спектром

Бёрлинга оператора 𝑋 ∈ Hom (X1,X2), где оператор 𝑋 рассматривается как

элемент банахова L1(R) – модуля Hom (X1,X2). В статье [57] спектр Бёрлинга

оператора назвался памятью оператора.

Обозначим символом ad𝐴1,𝐴2
оператор вида ad𝐴1,𝐴2

𝑋 = 𝐴2𝑋−𝑋𝐴1. В случае,

когда 𝐴1 = 𝐴2 = 𝐴, ad𝐴1,𝐴2
𝑋 = ad𝐴𝑋 = 𝐴𝑋 −𝑋𝐴 — коммутатор.

Оператор 𝑋 принадлежит D(ad𝐴1,𝐴2
), если 𝑋D(𝐴1) ⊂ D(𝐴2) и оператор

𝐴2𝑋 −𝑋𝐴1 допускает ограниченное расширение на X1. В дальнейшем это рас-

ширение будет обозначаться тем же символом 𝐴2𝑋 −𝑋𝐴1.

Теорема 3.3. Если спектр Бёрлинга Λ(𝑋,𝑇 ) оператора 𝑋 ∈ Hom (X1,X2)

является компактным множеством, то справедливо следующее неравенство:⃦⃦
ad𝐴1,𝐴2

𝑋
⃦⃦
6 rB(𝑋) · ‖𝑋‖,

где rB(𝑋) = max
𝜆∈Λ(𝑋)

|𝜆|.

Далее символом L1
loc(R,X ) будем обозначать пространство локально сумми-

руемых функций, определённых на вещественной оси, со значениями в ком-

плексном банаховом пространстве X .
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Пространством Степанова Sp, p ∈ [0,∞), будем называть совокупность ло-

кально суммируемых функций 𝑥 ∈ L1
loc таких, что

‖𝑥‖Sp := sup
𝑡∈R

(︁ 1∫︁
0

⃦⃦
𝑥(𝑠+ 𝑡)

⃦⃦p
d𝑠
)︁1/p

<∞.

Функциональное банахово пространство F = F(R,X ) будем называть одно-

родным, если оно обладает следующими свойствами:

1) F непрерывно вложено в пространство Степанова S1;

2) для всех 𝑡 ∈ R и 𝑥 ∈ F имеет место 𝑆(𝑡)𝑥 ∈ F, где оператор сдвига(︀
𝑆(𝑡)𝑥

)︀
(𝑠) = 𝑥(𝑠+ 𝑡), 𝑠, 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ F, является изометрией из EndF;

3) для 𝑥 ∈ X и 𝐶 ∈ EndX функция 𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ R, принадлежит F и

имеет место оценка ‖𝑦‖ 6 ‖𝐶‖ · ‖𝑥‖;

4) для любых функций 𝑓 ∈ L1(R), 𝑥 ∈ F их свёртка

(𝑓 * 𝑥)(𝑡) =
∫︁
R

𝑓(𝑠)𝑥(𝑡− 𝑠) d𝑠, 𝑡 ∈ R,

принадлежит F и имеет место оценка ‖𝑓 * 𝑥‖ 6 ‖𝑓‖1‖𝑥‖;

5) если Функция 𝑥 ∈ F такова, что 𝑓 * 𝑥 = 0 для всех 𝑓 ∈ L1(R), то 𝑥 = 0

(свойство невырожденности).

Непосредственно из определения однородного пространства F = F(R,X )

является банаховым L1(R) — модулем, структура которого определяется пред-

ставлением 𝑆 : R → EndF.

Теорема 3.4. Если спектр Бёрлинга Λ(𝑥) функции 𝑥 ∈ F является компакт-

ным множеством, то 𝑥 допускает расширение на C до целой функции экспонен-

циального типа 𝜎 = rB(𝑥) и для производной 𝑥(𝑘), 𝑘 > 1, имеют место оценки⃦⃦
𝑥(𝑘)
⃦⃦
F
6 𝜎𝑘‖𝑥‖F, 𝑘 > 1.
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Рассматривается группа операторов (представление) 𝑇 : R → End𝑋 , допус-

кающих оценку

‖𝑇 (−𝑡)‖ 6 𝛼(𝑡) = c1(1 + c2|𝑡|)𝛾, 𝑡 ∈ R, (3.8)

где c1 > 1, c2 > 0 и 𝛾 > 0. Ясно, что условие (3.8) влечёт неквазианалитичность

веса 𝛼. Таким образом, если 𝛾 = 0 и c1 = 1, то 𝑇 — группа изометрий.

Основные результаты главы получены с использованием следующих величин:

CB,𝛼(𝑎) = 𝑎
∞∑︁

𝑘=−∞

𝛼
(︁
𝑘𝜋−𝜋
𝑎

)︁
(︀
𝜋/2− 𝑘𝜋

)︀2 , 𝑎 > 0,

в предположении, что выполнено условие (3.8) на вес 𝛼 (отметим, что CB,𝛼(𝑎) =

𝑎 в случае 𝛼 = 1);

CB = inf
{︁
‖𝑓‖𝛼

⃒⃒⃒
𝑓 ∈ L𝛼(R), ̂︀𝑓(𝜆) = 𝜆 в окрестности [−1, 1]

}︁
,

а также

CB(𝑎) = 𝑎 sup
𝜏>0

𝛼
(︀
𝜏/𝑎
)︀

𝛼(𝜏)
CB.

Отметим, что в случае веса 𝛼, удовлетворяющего условию (3.8), величина

CB(𝑎) = 𝑎 sup
𝜏>0

(︂
1 + c1

𝑎 𝜏

1 + c1𝜏

)︂𝛾
CB

в зависимости от 𝑎 и 𝛾 принимает следующие значения: CB(𝑎) = 𝑎 · CB при

𝑎 > 1, 𝛾 > 0 и CB(𝑎) = 𝑎1−𝛾 · CB при 0 < 𝑎 < 1, 0 6 𝛾 < 1. В случае

0 < 𝑎 < 1, 𝛾 > 1, не существует константы, связывающей норму вектора с его

спектральным радиусом в классе растущих полугрупп операторов (например,

для нильпотентных операторов).

Теорема 3.5. Пусть вес 𝛼(𝑡) = ‖𝑇 (−𝑡)‖, 𝑡 ∈ R, удовлетворяет условию (3.8)

с 0 < 𝛾 < 1. Тогда любой вектор 𝑥 ∈ 𝒳 с компактным спектром Бёрлинга Λ(𝑥)
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принадлежит области определения оператора 𝐴. Имеет место представление

𝐴𝑥 = rB(𝑥)
∞∑︁

𝑘=−∞

𝑇
(︁
𝑘𝜋−𝜋
𝑟(𝑥)

)︁
𝑥(︀

𝜋/2− 𝑘𝜋
)︀2

и оценка

‖𝐴𝑥‖ 6 CB,𝛼

(︀
rB(𝑥)

)︀
· ‖𝑥‖, 𝑛 > 1.

Отметим, что теорема 3.1 является непосредственным следствием теоремы

3.4. А именно, если c1 = 1 и 𝛾 = 0, то 𝑥 ∈ D(𝐴𝑛), и имеют место оценки⃦⃦
𝐴𝑛𝑥

⃦⃦
6 rB(𝑥)

𝑛‖𝑥‖

для любого вектора 𝑥 с компактным спектром Бёрлинга.

Теорема 3.6. Пусть 𝛼(𝑡) = ‖𝑇 (−𝑡)‖, 𝑡 ∈ R, — весовая функция, удовлетво-

ряющая условию (3.10), и вектор 𝑥 ∈ 𝑋 имеет компактный спектр Бёрлинга.

Тогда 𝑥 ∈ D(𝐴) и имеет место оценка

‖𝐴𝑥‖ 6 CB

(︀
rB(𝑥)

)︀
· rB(𝑥).

В частности, если 𝐴 — ограниченный оператор, то ‖𝐴‖ 6 CB

(︀
r(𝐴)

)︀
· r(𝐴), где

r(𝐴) = max
𝜆∈𝜎(𝐴)

|𝜆| — спектральный радиус оператора 𝐴.

Глава 4 содержит результаты, касающиеся неравенств Бора–Фавара для опе-

раторов. Для генераторов изометрических групп операторов и групп операторов

полиномиального роста получены оценки нормы обратного оператора через его

спектральный радиус. Полученные оценки находят применение в теории при-

ближений функций и в исследованиях, где применяется метод подобных опера-

торов.

В 1935 году Х. Бором [60] было доказано неравенство (оценка нормы инте-

грального оператора)

‖𝐽𝑥‖∞ 6
𝜋

2𝑛
‖𝑥‖∞ =

𝜋

2𝑛
max
𝑡∈[0,2𝜋]

⃒⃒
𝑥(𝑡)

⃒⃒
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для любой непрерывной 2𝜋–периодической функции с рядом Фурье вида 𝑥(𝑡) ∼∑︀
|𝑘|>𝑛

𝑎𝑛e
i𝑘𝑡, 𝑡 ∈ R, и интеграла 𝐽𝑥 = 𝐽𝑛𝑥 =

∑︀
|𝑘|>𝑛

1
i𝑘𝑎𝑛e

i𝑘𝑡, 𝑡 ∈ R. Таким об-

разом, получена оценка нормы ‖𝐽𝑛‖ оператора интегрирования в подпростран-

стве C2𝜋,𝑛(R) банахова пространства C2𝜋(R) периодических периода 2𝜋 функ-

ций, спектр которых лежит вне интервала (−𝑛, 𝑛). Полученная оценка является

точной, т. е. ‖𝐽𝑛‖ = 𝜋
2𝑛 . Затем эта оценка была распространена Ж. Фаваром [66]

и Б. М. Левитаном [38] на почти периодические функции.

Рассматривается сильно непрерывное представление 𝑇 : R → EndX ,

где X — комплексное банахово пространство, с генератором i𝐴 : D(𝐴) ⊂ X →

X . Банахово пространство X Наделяется структурой банахова L1(R) – модуля

по представлению 𝑇 .

Одним из основных результатов главы является

Теорема 4.1. Пусть спектр Бёрлинга Λ(X ) банахова L1(R) – модуля (X , 𝑇 )

представим в виде

Λ(X ) = 𝜎0 ∪ 𝜎1

непересекающихся замкнутых множеств 𝜎0 и 𝜎1, где 𝜎0 — компактное множе-

ство. Тогда X представимо в виде

X = X (𝜎0)⊕ X (𝜎1).

Это разложение осуществляют проекторы 𝑃0, 𝑃1 = 𝐼 − 𝑃0 (т. е. Im𝑃𝑘 =

X (𝜎𝑘), 𝑘 = 0, 1), где проектор 𝑃0 определяется формулой

𝑃0𝑥 = 𝑓0𝑥, 𝑥 ∈ X ,

т. е. 𝑃0 = 𝑇 (𝑓0), где 𝑓0 — любая функция из L1(R) со свойством: ̂︀𝑓0 = 1 в

некоторой окрестности 𝜎0 и ̂︀𝑓0 = 0 в некоторой окрестности 𝜎1, причём

‖𝑃0‖ 6 inf
𝑓
‖𝑓‖, где инфимум берётся по всем функциям 𝑓 с указанным свой-

ством для 𝑓0.
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Теорема 4.2. Пусть спектр Бёрлинга Λ(𝑦) вектора 𝑦 из банахова L1(R) –

модуля (𝑋,𝑇 ) не содержит нуля. Тогда существует единственный вектор 𝑥 ∈

D(𝐴) такой, что

1) Λ(𝑥) ⊂ Λ(𝑦);

2) 𝑥 ∈ D(𝐴);

3) 𝐴𝑥 = 𝑦;

4) ‖𝑥‖ 6
𝜋

2 dist
(︀
0,Λ(𝑦)

)︀‖𝑦‖.
Символом 𝑇 : L1(R) → EndX будем обозначать представление алгебры

L1(R) операторами из алгебры EndX , определяемое равенствами

𝑇 (𝑓)𝑥 = 𝑓𝑥, 𝑥 ∈ X , 𝑓 ∈ L1(R).

Отметим, что представление 𝑇 является гомоморфизмом алгебр, т. е. 𝑇 (𝑓1*𝑓2) =

𝑇 (𝑓1)𝑇 (𝑓2). Для каждой функции 𝑓 ∈ L1(R) оператор 𝑇 (𝑓) является линейным

ограниченным оператором и имеет место оценка
⃦⃦
𝑇 (𝑓)

⃦⃦
6 ‖𝑓‖1.

Теорема 4.3. Пусть 𝜎0 = [−𝑎, 𝑎], 𝜎1 = R r (−𝑏, 𝑏), где 0 6 𝑎 < 𝑏. Тогда

X = X (𝜎0)⊕ X (𝜎1) и норма проектора 𝑃0 допускает оценку вида

‖𝑃0‖ 6 ‖𝑃0‖ 6
4

𝜋
+

2

𝜋
ln
𝑏+ 𝑎

𝑏− 𝑎
.

Теорема 4.4. Пусть вектор 𝑦 ∈ X представим в виде 𝑦 = 𝑦0+𝑦1, где Λ(𝑦0) ⊂

[−𝑎, 𝑎] и Λ(𝑦1) ⊂ R r (−𝑏, 𝑏), где 0 6 𝑎 < 𝑏. Тогда существует единственный

вектор 𝑥 ∈ X со свойствами

1) Λ(𝑥) ⊂ Λ(𝑦1) ⊂ (−∞,−𝑏] ∪ [𝑏,+∞);

2) 𝑥 ∈ D(𝐴);

3) 𝐴𝑥 = 𝑦1 = 𝑦 − 𝑦0;
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4) ‖𝑥‖ 6 𝜋
2𝑏

(︁
1 + 4

𝜋 +
2
𝜋 ln

𝑏+𝑎
𝑏−𝑎

)︁
‖𝑦‖.

Пусть 𝐴 : D(𝐴) ⊂ X1 → X1, 𝐵 : D(𝐵) ⊂ X2 → X2 — замкнутые линей-

ные операторы, 𝐶 ∈ Hom (X2,X1), 𝐷 ∈ Hom (X1,X2), и имеет место условие

равномерной отделимости спектров

d = dist
(︀
𝜎(𝐴), 𝜎(𝐵)

)︀
= inf

𝜆∈𝜎(𝐴)
𝜇∈𝜎(𝐵)

|𝜆− 𝜇| > 0 (4.9)

𝜎(𝐴), 𝜎(𝐵) операторов 𝐴, 𝐵.

Рассмотрим линейный оператор

A : D(𝐴)×D(𝐵) ⊂ X1 × X2 → X1 × X2,

заданный операторной матрицей ( 𝐴 𝐶
𝐷 𝐵 ), т. е.

A(𝑥1, 𝑥2) = (𝐴𝑥1 + 𝐶𝑥2, 𝐷𝑥1 +𝐵𝑥2)

для любой упорядоченной пары (𝑥1, 𝑥2) ∈ D(𝐴)×D(𝐵).

Оператор A представим в виде A = 𝒜− ℬ, где оператор 𝒜 : D(𝐴) × D(𝐵) ⊂

X1 × X2 → X1 × X2 задаётся матрицей ( 𝐴 0
0 𝐵 ), а оператор ℬ ∈ End (X1 × X2)

определяется матрицей
(︀

0 −𝐶
−𝐷 0

)︀
.

Рассмотрим канонические проекторы

𝑃1𝑥 = (𝑥1, 0), 𝑃2𝑥 = (0, 𝑥2), 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ X1 × X2.

Для любого оператора 𝑋 ∈ End (X1 × X2) рассмотрим операторы 𝑃𝑖𝑋𝑃𝑗 ∈

End (X1×X2), 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2}. Таким образом, любой оператор 𝑋 ∈ End (X1×X2)

задаётся матрицей

𝑋 =

⎛⎝𝑋11 𝑋12

𝑋21 𝑋22

⎞⎠ ,

где операторы 𝑋𝑖𝑗 ∈ Hom (X𝑗,X𝑖), 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2} — сужение оператора 𝑃𝑖𝑋𝑃𝑗

на X𝑗 с областью значений X𝑖.
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Cимволом U обозначим пространство End (X1 × X2), которое в дальнейшем

будем называть пространством допустимых возмущений. Символами U𝑖𝑗 будем

обозначать банаховы пространства Hom (X𝑗,X𝑖), 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2}.

Будем считать, что операторы i𝐴 и i𝐵 являются генераторами сильно непре-

рывных групп изометрий 𝑇𝐴 : R → EndX1 и 𝑇𝐵 : R → EndX2 соответственно.

Трансформатор J ∈ EndU (оператор блочной диагонализации) определим

формулой J𝑋 = 𝑃1𝑋𝑃1 + 𝑃2𝑋𝑃2, (J𝑋)𝑥 = (𝑃1𝑋𝑃1 + 𝑃2𝑋𝑃2)(𝑥1, 𝑥2) =

(𝑋11𝑥1, 0) + (0, 𝑋22𝑥2), где 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ X1 × X2, 𝑋 ∈ U, 𝑋𝑖𝑖 ∈ U𝑖𝑖, 𝑖 ∈ {1, 2}.

Рассмотрим трансформаторы

ad𝐴𝐵 : D(ad𝐴𝐵) ⊂ U21 → U21, ad𝐴𝐵𝑋 = 𝐴𝑋 −𝑋𝐵, 𝑋 ∈ D(ad𝐴𝐵),

ad𝐵𝐴 : D(ad𝐵𝐴) ⊂ U12 → U12, ad𝐵𝐴𝑋 = 𝐵𝑋 −𝑋𝐴, 𝑋 ∈ D(ad𝐵𝐴),

которые являются генераторами групп изометрий

𝑇𝐴𝐵 : R → EndU21, 𝑇𝐴𝐵(𝑡)𝑋 = 𝑇𝐴(𝑡)𝑋𝑇𝐵(−𝑡), 𝑡 ∈ R, 𝑋 ∈ U21,

𝑇𝐵𝐴 : R → EndU12, 𝑇𝐵𝐴(𝑡)𝑋 = 𝑇𝐵(𝑡)𝑋𝑇𝐴(−𝑡), 𝑡 ∈ R, 𝑋 ∈ U12,

соответственно.

Трансформаторы ad𝐴𝐵 и ad𝐵𝐴 обратимы. Обратные к ним операторы обозна-

чим соответственно Γ12 ∈ EndU12 и Γ21 ∈ EndU21. Операторы Γ12𝑋12 и Γ21𝑋21

являются решениями нелинейных уравнений A𝑌 −𝑌 A = 𝑋−J𝑋 , где 𝑌 ∈ U об-

ладает свойством J𝑌 = 0. Применяя проекторы 𝑃1, 𝑃2 к последнему уравнению,

получаем следующую эквивалентную систему операторных уравнений:⎧⎪⎨⎪⎩
𝐴Γ12 − Γ12𝐵 = 𝑋12,

𝐵Γ21 − Γ21𝐴 = −𝑋21,

(4.11)

где Γ12 ∈ U12, Γ21 ∈ U21. В случае, когда оператор 𝐴 или оператор 𝐵 ограничен,

из результатов работ [13, 14] следует, что система уравнений (4.11) разрешима.

Трансформатор Γ ∈ EndU определим следующим образом:

(Γ𝑋)𝑥 =

⎛⎝ 0 Γ12𝑋12

Γ21𝑋21 0

⎞⎠⎛⎝𝑥1
𝑥2

⎞⎠ =

⎛⎝(Γ12𝑋12)𝑥2

(Γ21𝑋21)𝑥1

⎞⎠ ,
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где 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ X1 × X2 и Γ12 ∈ EndU12, Γ21 ∈ EndU21.

Непосредственно из определения трансформаторов J и Γ следует, что имеет

место равенство

A(𝐼 + Γ𝑋) = (𝐼 + Γ𝑋)(𝒜− J𝑋), (4.14)

проверяемое для матриц указанных операторов.

Уравнение (4.14) эквивалентно выполнению условий⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑋11 = 𝐶Γ21𝑋21,

𝑋12 = −(Γ12𝑋12)𝐷Γ12𝑋12 + 𝐶,

𝑋21 = −(Γ21𝑋21)𝐶Γ21𝑋21 +𝐷,

𝑋22 = 𝐷Γ21𝑋12,

(4.15)

где второе и третье уравнения рассматриваются в пространствах U12 и U21 соот-

ветственно.

Символом 𝛾 будем обозначать величину 𝜋
2d , участвующую в оценке (4.9).

Теорема 4.5. При условии

2𝛾
√︀
‖𝐶‖ · ‖𝐷‖ =

𝜋

d

√︀
‖𝐶‖ · ‖𝐷‖ < 1 (4.16)

система (4.15) разрешима, причём решения 𝑋(0)
12 , 𝑋(0)

21 могут быть найдены ме-

тодом последовательных приближений с начальными значениями 𝑋(1)
12 = 𝑋

(1)
21 =

0. При этом имеют место оценки⃦⃦
𝑋

(0)
12

⃦⃦
6

2‖𝐶‖
1 +

√︀
1− 4𝛾2‖𝐶‖ · ‖𝐷‖

,
⃦⃦
𝑋

(0)
21

⃦⃦
6

2‖𝐷‖
1 +

√︀
1− 4𝛾2‖𝐶‖ · ‖𝐷‖

.

Определение 1.20. Два линейных оператора 𝐴𝑖 : D(𝐴𝑖) ⊂ X → X , 𝑖 ∈

{1, 2}, будем называть подобными, если существует непрерывно обратимый

оператор 𝑈 ∈ EndX такой, что 𝑈D(𝐴2) = D(𝐴1) и имеет место равенство

𝐴1𝑈𝑥 = 𝑈𝐴2𝑥 для всех 𝑥 ∈ D(𝐴2). При этом оператор 𝑈 будем называть опера-

тором преобразования оператора 𝐴1 в 𝐴2.
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Одним из основных результатов параграфа 2 является следующая

Теорема 4.6. При условии 𝜋
√︀

‖𝐶‖ · ‖𝐷‖ < 1 операторы A и 𝒜 − J𝑋(0) по-

добны, где 𝑋(0) = — единственное решение системы (4.15) и

J𝑋(0) =

⎛⎝𝑋(0)
11 0

0 𝑋
(0)
22

⎞⎠ .

Таким образом, оператор A, заданный операторной матрицей ( 𝐴 𝐶
𝐷 𝐵 ), подобен

оператору 𝒜− J𝑋 , заданному операторной матрицей
(︀
𝐴−𝑋11 0

0 𝐵−𝑋22

)︀
.

Опишем приложения полученных в теоремах 4.5 и 4.6 результатов к оценкам

интеграла от функций из однородных пространств F(R,X ).

Теорема 4.7. Пусть спектр Бёрлинга Λ(𝑦) функции 𝑦 из однородного про-

странства функций F = F(R,X ) не содержит нуля. Тогда существует един-

ственная функция 𝑥 ∈ F(1) = F(1)(R,X ) такая, что

1) Λ(𝑥) ⊂ Λ(𝑦);

2) 𝑥′ = 𝑦;

3) ‖𝑥‖F 6
𝜋

2 dist
(︀
0,Λ(𝑦)

)︀‖𝑦‖F.

Теорема 4.8. Пусть функция 𝑦 принадлежит однородному пространству

функций F = F(R,X ) и допускает представление вида 𝑦 = 𝑦0 + 𝑦1, где

Λ(𝑦0) ⊂ [−𝑎, 𝑎] и Λ(𝑦1) ⊂ R r (−𝑏, 𝑏), где 0 6 𝑎 < 𝑏. Тогда существует един-

ственная функция 𝑥 ∈ F(1) со свойствами

1) Λ(𝑥) ⊂ Λ(𝑦1);

2) 𝑥′ = 𝑦1 = 𝑦 − 𝑦0;

3) ‖𝑥‖F 6 𝜋
2𝑏

(︁
1 + 4

𝜋 +
2
𝜋 ln

𝑏+𝑎
𝑏−𝑎

)︁
‖𝑦‖F.
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Глава 1

Элементы спектральной теории линейных

операторов и полугрупп линейных

операторов

В данной главе содержатся основные определения и результаты, исполь-

зуемые в диссертации. Большая часть из них содержится в книгах и ста-

тьях [17, 18, 21, 37, 41, 45–47,52, 54, 62, 64, 67, 71, 72]

Пусть R, C — поля вещественных и комплексных чисел соответственно, Z —

группа целых чисел, T — группа комплексных чисел, равных по модулю едини-

це.

Символами X , Y будем обозначать банаховы пространства, рассматривае-

мые над полем K ∈ {R,C}.

Всюду в диссертации через Hom (X ,Y ) будем обозначать пространство ли-

нейных ограниченных операторов (гомоморфизмов), действующих из X в Y ,

и через EndX — пространство линейных ограниченных операторов, действую-

щих на X (эндоморфизмов). Таким образом, EndX = Hom (X ,X ).

Пусть 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋 — линейный оператор, определенный на некотором

подпространстве 𝐷(𝐴) пространства 𝑋 .
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Определение 1.1. Линейный оператор 𝐴 : D(𝐴) ⊂ X → X , определённый

на подпространстве D(𝐴) пространства X , будем называть замкнутым, если

его график

Γ(𝐴) :=
{︀
(𝑥,𝐴𝑥)

⃒⃒
𝑥 ∈ D(𝐴)

}︀
⊂ X × X

является замкнутым подмножеством в пространствеX × X c нормой⃦⃦
(𝑥1, 𝑥2)

⃦⃦
X ×X

= max
{︀
‖𝑥1‖, ‖𝑥2‖

}︀
,

т. е. из условий {𝑥𝑛} ⊂ D(𝐴), 𝑥𝑛 → 𝑥, 𝐴𝑥𝑛 → 𝑦 следует, что 𝑥 ∈ D(𝐴) и 𝐴𝑥 = 𝑦.

Определение 1.2. Пусть 𝐴 : D(𝐴) ⊂ X → X — замкнутый линейный опера-

тор. Комплексное число 𝜆 будем называть регулярной точкой оператора 𝐴, если

оператор 𝐴−𝜆𝐼 : D(𝐴) ⊂ X → X обратим, и точкой спектра этого оператора в

противном случае. Множество 𝜌(𝐴) регулярных точек оператора 𝐴 будем назы-

вать резольвентным множеством оператора 𝐴, а множество 𝜎(𝐴) = Cr 𝜌(𝐴) —

спектром оператора 𝐴.

Для всякого замкнутого оператора 𝐴 множество 𝜌(𝐴) открыто, а 𝜎(𝐴) — за-

мкнуто.

Определение 1.3. Резольвентой оператора 𝐴 : D(𝐴) ⊂ X → X будем назы-

вать операторнозначную функцию R𝐴 : 𝜌(𝐴) → EndX , определяемую форму-

лой

R𝐴(𝜆) = (𝐴− 𝜆𝐼)−1, 𝜆 ∈ 𝜌(𝐴).

Резольвента замкнутого оператора 𝐴 резольвента R𝐴 является аналитической

функцией на 𝜌(𝐴).

Определение 1.4. Группу 𝐺 будем называть топологической, если в ней опре-

делена топология 𝜏 , относительно которой групповые операции (𝑔1, 𝑔2) ↦→ 𝑔1𝑔2

и 𝑔 ↦→ 𝑔−1 непрерывны, т. е. отображение

𝑓 : 𝐺×𝐺→ 𝐺, 𝑓(𝑔1, 𝑔2) = 𝑔1𝑔
−1
2 , (𝑔1, 𝑔2) ∈ 𝐺×𝐺,
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непрерывно. По умолчанию имеется в виду, что декартово произведение 𝐺×𝐺

наделяется топологией произведения.

Определение 1.5. Топологическую группу 𝐺 будем называть локально ком-

пактной, если единица группы имеет компактную окрестность.

Определение 1.6. Левой (соответственно, правой) мерой Хаара на группе бу-

дем называть любую левоинвариантную (соответственно, правоинвариантную)

регулярную борелевскую меру на этой группе.

На любой локально компактной абелевой группе можно задать меру Хаара,

единственную с точностью до умножения на положительное вещественное чис-

ло (теорема А. Вейля, см. [33]).

Определение 1.7. Пусть 𝐺 — локально компактная абелева группа. Функцию

𝛼 : 𝐺→ R будем называть весовой (весом), если выполнены следующие условия:

1) 𝛼 измерима;

2) 𝛼(𝑔) > 1, 𝑔 ∈ 𝐺;

3) 𝛼(𝑔1 + 𝑔2) 6 𝛼(𝑔1)𝛼(𝑔2), 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺.

Определение 1.8. Вес 𝛼 : 𝐺 → R будем называть неквазианалитическим, ес-

ли для любого элемента 𝑥 ∈ 𝐺 выполнено условие∑︁
𝑛>1

ln𝛼(𝑔𝑛)

1 + 𝑛2
<∞, 𝑔 ∈ 𝐺. (1.1)

В случае 𝐺 = R𝑛 условие (1.1) эквивалентно условию Бёрлинга – Домара для

любого вектора 𝑥 ∈ R𝑛: ∫︁
R

ln𝛼(𝑡𝑥)

1 + 𝑡2
d𝑡 <∞.

Определение 1.9. Отображение 𝑇 : J → EndX будем называть однопара-

метрической группой операторов в случае J = R или однопараметрической
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полугруппой операторов в случае J = R+, если 𝑇 (0) = 𝐼 и имеет место группо-

вое (полугрупповое) свойство 𝑇 (𝑠+ 𝑡) = 𝑇 (𝑠)𝑇 (𝑡), 𝑠, 𝑡 ∈ J.

Определение 1.10. Группу (полугруппу) 𝑇 : J → EndX операторов будем

называть равномерно непрерывной, если отображение 𝑡 ↦→ 𝑇 (𝑡) : J → EndX

непрерывно в равномерной операторной топологии, и сильно непрерывной (или

класса C0), если отображение 𝑡 ↦→ 𝑇 (𝑡)𝑥 : J → EndX непрерывно для всех 𝑥 ∈

X .

Определение 1.11. Генератором или инфинитезимальным производящим

оператором 𝐴 : D(𝐴) ⊂ X → X сильно непрерывной группы (полугруп-

пы) 𝑇 : J → EndX операторов будем называть оператор

𝐴𝑥 := lim
𝑡→0

𝑇 (𝑡)𝑥− 𝑥

𝑡
,

где

D(𝐴) :=
{︁
𝑥 ∈ X

⃒⃒⃒
существует lim

𝑡→0

𝑇 (𝑡)𝑥− 𝑥

𝑡

}︁
.

Пусть 𝑇 : R → EndX — сильно непрерывная группа операторов с ге-

нератором 𝐴. Для 𝑡 > 0 могут быть определены операторные функции

𝑇+, 𝑇− : [0,∞) → X , задаваемые следующим образом: 𝑇+(𝑡) := 𝑇 (𝑡), 𝑇−(𝑡) :=

𝑇 (−𝑡). В этом случае 𝑇+ и 𝑇− — сильно непрерывные полугруппы операторов

из EndX с генераторами 𝐴 и −𝐴 соответственно.

Определение 1.12. Комплексное банахово пространство X будем называть

банаховой алгеброй, если оно является алгеброй и для любых векторов 𝑥1, 𝑥2 ∈

X имеет место оценка ‖𝑥1𝑥2‖ 6 ‖𝑥1‖ · ‖𝑥2‖. В случае, если 𝑥1𝑥2 = 𝑥2𝑥1 для

всех 𝑥1, 𝑥2 ∈ X , банахову алгебру 𝑋 будем называть коммутативной. Банахову

алгебру, содержащую единицу, будем называть банаховой алгеброй с единицей.

Определение 1.13. Пусть X — комплексное банахово пространство, B —

коммутативная банахова алгебра, рассматриваемая над полем C комплексных
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чисел. Банаховым модулем (B – модулем) будем называть пространство X вме-

сте с отображением (𝑎, 𝑥) ↦→ 𝑎𝑥 : B × X → X , обладающим следующими

свойствами:

1) (𝑎+ 𝑏)𝑥 = 𝑎𝑥+ 𝑏𝑥 и 𝑎(𝑥+ 𝑦) = 𝑎𝑥+ 𝑎𝑦;

2) (𝛼𝑎)𝑥 = 𝑎(𝛼𝑥) = 𝛼(𝑎𝑥);

3) (𝑎𝑏)𝑥 = 𝑎(𝑏𝑥);

4) e𝑥 = 𝑥, если B содержит единицу e;

5) ‖𝑎𝑥‖ 6 ‖𝑎‖ · ‖𝑥‖,

для всех 𝑎, 𝑏 ∈ B, 𝑥, 𝑦 ∈ X , 𝛼 ∈ C.

Определение 1.14. Линейный оператор 𝜙 : A → B между двумя алгебрами

будем называть гомоморфизмом, если 𝜙(𝑎1𝑎2) = 𝜙(𝑎1)𝜙(𝑎2) для всех 𝑎1, 𝑎2 ∈ A .

Определение 1.15. Гомоморфизм из алгебры в поле комплексных чисел будем

называть характером этой алгебры.

Определение 1.16. Представлением алгебры A в банаховом простран-

стве X будем называть гомоморфизм из A в EndX .

Определение 1.17. Пространством Степанова Sp, p ∈ [0,∞), будем назы-

вать совокупность локально суммируемых функций 𝑥 ∈ L1
loc таких, что

‖𝑥‖Sp := sup
𝑡∈R

(︁ 1∫︁
0

⃦⃦
𝑥(𝑠+ 𝑡)

⃦⃦p
d𝑠
)︁1/p

<∞.

Определение 1.18. Функциональное банахово пространство F = F(R,X )

будем называть однородным, если оно обладает следующими свойствами:

1) F непрерывно вложено в пространство Степанова S1;
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2) для всех 𝑡 ∈ R и 𝑥 ∈ F имеет место 𝑆(𝑡)𝑥 ∈ F, где оператор сдвига(︀
𝑆(𝑡)𝑥

)︀
(𝑠) = 𝑥(𝑠+ 𝑡) является изометрией из EndF;

3) для 𝑥 ∈ X и 𝐶 ∈ EndX функция 𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ R, принадлежит F и

имеет место оценка ‖𝑦‖ 6 ‖𝐶‖ · ‖𝑥‖;

4) для 𝑥 ∈ F и 𝑔 ∈ L1(R) свёртка

(𝑔 * 𝑥)(𝑡)
∫︁
R

𝑔(𝑠)𝑥(𝑡− 𝑠) d𝑠

принадлежит F и имеет место оценка ‖𝑔 * 𝑥‖ 6 ‖𝑔‖1‖𝑥‖;

5) если 𝑥 ∈ F таков, что 𝑓 * 𝑥 = 0 для всех 𝑓 ∈ L1(R), то 𝑥 = 0 (свойство

невырожденности).

Отметим, что приведённое выше определение однородного пространства от-

личается от определения, данного в статье [10], которое является более узким.

В частности, отсутствует требование Cbu ⊂ F , что позволяет расширить класс

однородных пространств на важные подпространства пространства Cbu, в част-

ности, на периодические, почти периодические и медленно меняющиеся на бес-

конечности функции.

Непосредственно из определения следует, что любое однородное простран-

ство F(R,X ) является банаховым L1(R) – модулем со свёрткой функций в ка-

честве умножения.

Приведём примеры однородных пространств (см. [56]).

1) Пространства Lp = Lp(R,X ) функций 𝑥 ∈ L1
loc таких, что

‖𝑥‖Lp =
(︁∫︁

R

⃦⃦
𝑥(𝑠)

⃦⃦p
d𝑠
)︁1/p

<∞, p ∈ [1,∞),

или ‖𝑥‖∞ = ess sup
𝑡∈R

⃦⃦
𝑥(𝑡)

⃦⃦
X
<∞;

2) Пространства Степанова Sp = Sp(R,X ), p ∈ [0,∞);
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3) Винеровская амальгама Lp,q = (Lp, ℓq) = Lp,q(R,X ), p, q ∈ [0,∞), функций

𝑥 ∈ L1
loc таких, что

‖𝑥‖Lp,q =

(︃∑︁
𝑘∈Z

(︁ 1∫︁
0

⃦⃦
𝑥(𝑠+ 𝑘)

⃦⃦p
d𝑠
)︁q/p)︃1/q

<∞, p, q ∈ [1,∞);

4) Пространство Cb = Cb(R,X ) непрерывных ограниченных функций с нор-

мой

‖𝑥‖∞ = sup
𝑡∈R

⃦⃦
𝑥(𝑡)

⃦⃦
X
, 𝑥 ∈ Cb;

5) Подпространство Cbu = Cbu(R,X ) ⊂ Cb равномерно непрерывных функ-

ций;

6) Подпространство C0 = C0(R,X ) ⊂ Cbu непрерывных функций, исчезаю-

щих на бесконечности: 𝑥 ∈ C0, если lim
|𝑡|→∞

⃦⃦
𝑥(𝑡)

⃦⃦
= 0;

7) Подпространство Csl,∞ = Csl,∞(R,X ) ⊂ Cbu медленно меняющихся на

бесконечности функций: 𝑥 ∈ Csl,∞ если lim
|𝑠|→∞

⃦⃦
𝑥(𝑠+ 𝑡)− 𝑥(𝑠)

⃦⃦
= 0 для всех

𝑡 ∈ R (см. [5]);

8) Подпространство C𝜔 = C𝜔(R,X ) ⊂ Cbu всех 𝜔 – периодических функций,

𝜔 ∈ R;

9) Подпространство AP = AP(R,X ) ⊂ Cbu почти периодических (по Бору)

функций (см. [55], [38]);

10) Подпространство AP∞ = AP∞(R,X ) ⊂ Cbu почти периодических на бес-

конечности функций (см. [10]), определяемых следующим образом:

AP∞ := span
{︀
ei𝜆𝑥

⃒⃒
𝜆 ∈ R, 𝑥 ∈ Csl,∞

}︀
;

11) Пространства Ck = Ck(R,X ), 𝑘 ∈ N, 𝑘 раз непрерывно дифференцируемых

функций, имеющих ограниченную 𝑘 - ю производную, с нормой

‖𝑥‖(k) = ‖𝑥‖∞ +
⃦⃦
𝑥(𝑘)
⃦⃦
∞ <∞;
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12) Пространства Гёльдера Ck,𝛼 = Ck,𝛼(R,X ), 𝑘 ∈ N ∪ {0}, 𝛼 ∈ (0, 1], опреде-

ляемое как

Ck,𝛼 :=
{︁
𝑥 ∈ Ck

⃒⃒⃒ ⃦⃦
𝑥(𝑘)
⃦⃦
C0,𝛼 := sup

𝑡̸=𝑠∈R

⃒⃒
𝑥(𝑡)− 𝑥(𝑠)

⃒⃒
|𝑡− 𝑠|𝛼

<∞
}︁
,

с нормой

‖𝑥‖C0,𝛼 = ‖𝑥‖Ck +
⃦⃦
𝑥(𝑘)
⃦⃦
C0,𝛼.

Отметим, что на винеровской амальгаме Lp,q можно ввести эквивалентную

норму следующим образом:

‖𝑥‖Lp,q = sup
𝜏∈[0,1]

(︃∑︁
𝑘∈Z

(︁ 1∫︁
0

⃦⃦
𝑥(𝑠+ 𝑘 + 𝜏)

⃦⃦p
d𝑠
)︁q/p)︃1/q

<∞, p, q ∈ [1,∞).

Важным свойством этой нормы является то, что⃦⃦
𝑆(𝑡)𝑥

⃦⃦
Lp,q = ‖𝑥‖Lp,q, 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ Lp,q.

Определение 1.19. Спектром Бёрлинга вектора 𝑥 из комплексного банахова

L𝛼(𝐺) – модуля (𝒳 , 𝒯 ) будем называть множество

Λ(𝑥) =
{︀
𝜒 ∈ ̂︀𝐺 ⃒⃒ 𝑓𝑥 ̸= 0, для любой 𝑓 ∈ L𝛼(𝐺) со свойством ̂︀𝑓(𝜒) ̸= 0

}︀
.

Лемма 1.1. Пусть (𝒳 , 𝒯 ) — L𝛼(𝐺)-модуль. Тогда

a) Для любого подмножества 𝑀 ⊂ 𝒳 множество Λ(𝑀) замкнуто в спектре

SpL𝛼(𝐺) алгебры L𝛼(𝐺) и пусто тогда и только тогда, когда 𝑀 = {0}.

б) Λ(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2) ⊂ Λ(𝑥1) ∪ Λ(𝑥2) для всех 𝛼1, 𝛼2 ∈ C и 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒳 .

в) Λ(𝑈𝑥) ⊂ Λ(𝑥) для каждого 𝑈 ∈ End𝒳 такого, что 𝑈𝑎𝑥 = 𝑎𝑈𝑥, 𝑎 ∈ L𝛼(𝐺),

𝑥 ∈ 𝒳 .

г) Λ(𝑎𝑥) ⊂ Λ(𝑥)∩supp̂︀𝑎 для любых 𝑎 ∈ L𝛼(𝐺) и 𝑥 ∈ 𝒳 , где ̂︀𝑎 : Sp L𝛼(𝐺) → C —

преобразование Фурье элемента ̂︀𝑎 ∈ L𝛼(𝐺) и supp̂︀𝑎 — носитель функции ̂︀𝑎.
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д) 𝑎𝑥 = 0 (𝑎 ∈ L𝛼(𝐺), 𝑥 ∈ 𝒳 ), если supp̂︀𝑎 ∩ Λ(𝑥) = ∅ и 𝑎𝑥 = 𝑥, если мно-

жество Λ(𝑥) компактно и ̂︀𝑎 = 1 в некоторой окрестности множества

Λ(𝑥).

е) Λ(𝑥) совпадает с замыканием множества ∪
𝑥∈𝑀

Λ(𝑥), если 𝑀 плотно в 𝒳 .

ж) Λ(𝑎) = supp̂︀𝑎 для каждого 𝑎 ∈ L𝛼(𝐺), если L𝛼(𝐺) рассматривать в каче-

стве L𝛼(𝐺)-модуля.

Определение 1.20. Два линейных оператора 𝐴𝑖 : D(𝐴𝑖) ⊂ X → X , 𝑖 ∈

{1, 2}, будем называть подобными, если существует непрерывно обратимый

оператор 𝑈 ∈ EndX такой, что 𝑈D(𝐴2) = D(𝐴1) и имеет место равенство

𝐴1𝑈𝑥 = 𝑈𝐴2𝑥 для всех 𝑥 ∈ D(𝐴2). При этом оператор 𝑈 будем называть опера-

тором преобразования оператора 𝐴1 в 𝐴2.

Будем говорить, что оператор 𝐵 : D(𝐵) ⊂ X → X подчинён оператору

𝐴 : D(𝐴) ⊂ X → X , если D(𝐴) ⊂ D(𝐵) и конечна величина

‖𝐵‖𝐴 = inf
{︀
𝐶 > 0

⃒⃒
‖𝐵𝑥‖ 6

(︀
‖𝐴𝑥‖+ ‖𝑥‖

)︀
, 𝑥 ∈ D(𝐴)

}︀
. (1.2)

Символом L𝐴(X ) будем обозначать банахово пространство операторов, дей-

ствующих в X и подчинённых оператору 𝐴, с нормой (1.2).

Следуя М. Г. Крейну, будем называть трансформаторами линейные операто-

ры, действующие в пространствах линейных операторов.

Определим трансформатор ad𝐴 : D(ad𝐴) ⊂ EndX → EndX следующим

образом: ad𝐴𝑋 = 𝐴𝑋 − 𝑋𝐴, где 𝑋 ∈ D(ad𝐴). Область определения D(ad𝐴)

трансформатора ad𝐴 состоит из таких операторов 𝑋 ∈ EndX , что 𝑋D(𝐴) ⊂

D(𝐴) и оператор 𝐴𝑋−𝑋𝐴 : D(𝐴) → X допускает ограниченное расширение 𝑌

на X . При этом будем полагать 𝑌 = ad𝐴𝑋 .

Наиболее важным понятием метода подобных операторов является понятие

допустимой тройки.
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Определение 1.21. Пусть U — линейное подпространство из L𝐴(X ) и опре-

делены два трансформатора J: U → U и Γ: U → EndU. Упорядоченную тройку

(U, J,Γ) будем называть допустимой тройкой для невозмущённого оператора 𝐴,

а U — пространством допустимых возмущений, если имеют место следующие

условия:

1) нормированное банахово пространство U с нормой ‖ · ‖* непрерывно вло-

жено в пространство L𝐴(X ) (т. е. найдётся константа 𝐶 > 0 такая, что

‖𝑋‖𝐴 6 𝐶‖𝑋‖* для всех 𝑋 ∈ U;

2) трансформаторы J и Γ непрерывны, причём J является проектором;

3) имеет место включение (Γ𝑋)D(𝐴) ⊂ D(𝐴) и Γ𝑋 ∈ D(ad𝐴), причём

ad𝐴Γ𝑋 = 𝐴Γ𝑋 − (𝑋Γ)𝐴 = 𝑋 − J𝑋 для всех 𝑋 ∈ U, кроме того, Γ𝑋 ∈

EndX — единственное решение уравнения ad𝐴𝑌 = 𝐴𝑌 − 𝑌 𝐴 = 𝑋 − J𝑋 ,

удовлетворяющее условию J𝑌 = 0;

4) 𝑋Γ𝑌, (Γ𝑋)𝑌 ∈ U для всех 𝑋, 𝑌 ∈ U и найдётся константа 𝛾 > 0 такая, что

‖Γ‖ < 𝛾 и max
{︀
‖𝑋Γ𝑌 ‖*,

⃦⃦
(Γ𝑋)𝑌

⃦⃦
*

}︀
6 𝛾‖𝑋‖*‖𝑌 ‖*;

5) для всех 𝑋 ∈ U и 𝜀 > 0 найдётся число 𝜆𝜀 ∈ 𝜌(𝐴) такое, что
{︀
𝑋(𝐴 −

𝜆𝜀𝐼)
−1
}︀
< 𝜀.
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Глава 2

Гармонический анализ линейных

операторов в вещественных банаховых

пространствах

Рассматривается обратимый оператор 𝑇 ∈ End𝑋 , где 𝑋 — вещественное

банахово пространство, удовлетворяющий условию неквазианалитичности
∞∑︁

𝑛=−∞

ln ‖𝑇 𝑛‖
1 + 𝑛2

<∞. (2.1)

Такой оператор будем называть неквазианалитическим. При изучении операто-

ра 𝑇 обычно осуществляется комплексификация банахова пространства 𝑋 , т. е.

рассматривается банахово пространство X, состоящее из векторов вида 𝑥1+i𝑥2,

где 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 . Оператор 𝑇 расширяется на X до оператора T ∈ EndX. Свой-

ство (2.1) оператора 𝑇 индуцирует аналогичные свойства для оператора T. Про-

водится исследование оператора T методами гармонического анализа. Затем,

следуя подходу, разработанному в [4], свойства оператора T распространяются

для исследования оператора 𝑇 . Таким способом получены условия разложимо-

сти по Фойашу, а также устанавливается существование нетривиальных инвари-

антных подпространств для оператора 𝑇 .

Пусть 𝑋 — вещественное банахово пространство и End𝑋 — банахова алгебра

линейных ограниченных операторов, действующих в 𝑋 . Если 𝐴 ∈ End𝑋 , то
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спектр оператора 𝐴 может быть пустым множеством. Тем самым, возникает

проблема построения по спектру инвариантных подпространств для операторов,

действующих в вещественных банаховых пространствах.

При изучении оператора 𝐴 обычно осуществляется комплексификация бана-

хова пространства 𝑋 , т. е. рассматривается банахово пространство X, состоящее

из векторов вида 𝑥1 + i𝑥2, где 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 .

Оператор 𝐴 расширяется на X до оператора A ∈ EndX. Определённые свой-

ства оператора 𝐴 (например, неквазианалитичность) индуцируют аналогичные

свойства для оператора A. Проводится исследование оператора A методами гар-

монического анализа. Затем, следуя подходу, разработанному в [4], свойства опе-

ратора A распространяются для исследования оператора 𝐴. Таким способом по-

лучены условия разложимости по Фойашу, а также устанавливается существо-

вание нетривиальных инвариантных подпространств для оператора 𝐴.

Используя полученные результаты для A, соответствующее свойство перено-

сится на оператор 𝐴 ∈ End𝑋 .

2.1 Основные определения и результаты

Пусть 𝒳 — банахово пространство над полем K ∈ {R,C}, End𝒳 — бана-

хова алгебра линейных ограниченных операторов, действующих в 𝒳 . Через 𝐺

обозначим локально компактную абелеву группу.

Рассмотрим сначала частный случай. Пусть 𝐺 = Z — группа целых чисел с

мерой Хаара 𝜇 (𝜇(𝐸) — число точек в 𝐸).

Символом 𝛼 : Z → [1,+∞) обозначим весовую функцию (вес) вида 𝛼(𝑛) =

‖𝑇 𝑛‖, 𝑛 ∈ Z. Через L𝛼(Z,K) обозначим банахову алгебру двусторонних по-

следовательностей, суммируемых с весом 𝛼, со свёрткой функций в качестве

35



умножения:

(𝑓1 * 𝑓2)(𝑛) =
∞∑︁

𝑚=−∞
𝑓1(𝑛−𝑚)𝑓2(𝑛), 𝑛 ∈ Z, 𝑓1, 𝑓2 ∈ L𝛼(Z,K),

с нормой ‖𝑓‖ =
∞∑︀

𝑛=−∞
|𝑓(𝑛)|𝛼(−𝑛), 𝑓 ∈ 𝐿𝛼(Z,K). Если K = C, то алгебру

L𝛼(Z,C) будем обозначать через L𝛼(Z).

Пусть T =
{︀
𝜆 ∈ C

⃒⃒
|𝜆| = 1

}︀
— единичная окружность, которая являет-

ся абелевой группой. Символом ̂︀𝑓 : T → C обозначим преобразование Фурье̂︀𝑓(𝛾) = ∞∑︀
𝑛=−∞

𝑓(𝑛)𝛾−𝑛, 𝛾 ∈ T, функции 𝑓 из алгебры L𝛼(Z).

Банахово пространство 𝒳 наделяется структурой банахова L𝛼(Z,K) – модуля

с помощью формулы

𝑓𝑥 =
∞∑︁

𝑛=−∞
𝑓(𝑛)𝑇−𝑛𝑥, 𝑓 ∈ 𝐿𝛼(Z,K), 𝑥 ∈ 𝒳 , (2.2)

т. е. 𝒳 — банахово пространство, являющееся левым L𝛼(Z,K) – модулем в ал-

гебраическом смысле, и для любых 𝑓 ∈ L𝛼(Z,K) и 𝑥 ∈ 𝒳 имеют место оценки

‖𝑓𝑥‖ 6
∞∑︁

𝑛=−∞
‖𝑓(𝑛)𝑇−𝑛𝑥‖ 6

(︁ ∞∑︁
𝑛=−∞

|𝑓(𝑛)| · 𝛼(−𝑛)
)︁
· ‖𝑥‖ = ‖𝑓‖ · ‖𝑥‖. (2.3)

Рассмотрим представление

𝒯 : Z → End𝒳 , 𝒯 (𝑛) = 𝑇 𝑛, 𝑛 ∈ Z.

Такое представление, ввиду условия (2.1), называется неквазианалитическим

(см. [69] – [6]). Учитывая, что модульная структура на 𝒳 задается формулой (2.4)

с помощью этого представления, банахов модуль 𝒳 будет обозначаться симво-

лом (𝒳 , 𝒯 ). Отметим, что если K = R, то представление 𝒯 будет обозначаться

символом 𝒯R, а если K = C, то — 𝒯C.

Далее символом 𝒯 (𝑓) обозначается линейный ограниченный оператор

𝑥 ↦→ 𝑓𝑥 : 𝒳 → 𝒳 , 𝑥 ∈ 𝒳 .

Тем же символом 𝒯 будет обозначаться гомоморфизм алгебр

𝒯 : 𝐿𝛼(Z,K) → End 𝒳 , 𝒯 (𝑓)𝑥 = 𝑓𝑥, 𝑓 ∈ 𝐿𝛼(Z,K), 𝑥 ∈ 𝒳 .
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Для K = R этот гомоморфизм будет обозначаться символом 𝒯R, а если K = C,

то — 𝒯C. Отметим, что из (2.5) следует оценка ‖𝒯 (𝑓)‖ 6 ‖𝑓‖.

Все последующие рассуждения производятся для случая произвольной ло-

кально компактной абелевой группы 𝐺.

Функция 𝛼 : 𝐺→ R+ называется весовой (весом), если:

1) 𝛼 измерима;

2) 𝛼(𝑔) > 1, 𝑔 ∈ 𝐺;

3) 𝛼(𝑔1 + 𝑔2) 6 𝛼(𝑔1)𝛼(𝑔2), 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺.

Символом L𝛼(𝐺,K) обозначим банахову алгебру комплекснозначных функ-

ций суммируемых с весом 𝛼 со свёрткой функций в качестве умножения:

(𝑓1 * 𝑓2)(𝑔) =
∫︀
𝐺

𝑓1(𝑔 − 𝑠)𝑓2(𝑠) d𝑠, 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑓1, 𝑓2 ∈ L𝛼(𝐺,K).

Если K = C, то алгебру L𝛼(𝐺,C) будем обозначать через L𝛼(𝐺).

Пусть ̂︀𝐺 — локально компактная группа непрерывных унитарных характеров

группы 𝐺. Непрерывная функция 𝜒 : 𝐺 → T =
{︀
𝜆 ∈ C

⃒⃒
|𝜆| = 1

}︀
называется

характером, если 𝜒(𝑔1 + 𝑔2) = 𝜒(𝑔1)𝜒(𝑔2) для любых 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺. На группе R

вещественных чисел все непрерывные характеры имеют вид 𝜒𝜆(𝑡) = ei𝜆𝑡, 𝑡 ∈ R,

𝜆 ∈ R, и тем самым группу ̂︀R можно отождествить с R. Символом ̂︀𝑓 : ̂︀𝐺 → C

обозначается преобразование Фурье ̂︀𝑓(𝛾) = ∫︀
𝐺

𝑓(𝑔)𝛾(−𝑔) d𝑔, 𝛾 ∈ ̂︀𝐺, функции 𝑓

из алгебры L𝛼(𝐺).

Пусть 𝒯 : 𝐺 → End𝒳 — сильно непрерывное представление, удовлетворяю-

щее условию
∞∑︁

𝑛=−∞

ln𝛼(𝑛𝑔0)

1 + 𝑛2
<∞, 𝑔0 ∈ 𝐺,

где 𝛼(𝑔) = ‖𝒯 (−𝑔)‖, 𝑔 ∈ 𝐺. Отметим, что функция 𝛼 : 𝐺 → R+ удовлетво-

ряет условиям 1) – 3) на вес. В дальнейшем такие представления будем назы-

вать неквазианалитическими (см. [6, 44]). Банахово пространство 𝒳 наделяется
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структурой банахова L𝛼(𝐺,K)-модуля с помощью формулы

𝑓𝑥 =

∫︁
𝐺

𝑓(𝑔)𝒯 (−𝑔)𝑥 d𝑔, 𝑓 ∈ 𝐿𝛼(𝐺,K), 𝑥 ∈ 𝒳 , (2.4)

т. е. 𝒳 — банахово пространство, являющееся левым L𝛼(𝐺,K)-модулем в алгеб-

раическом смысле, и для любых 𝑓 ∈ L𝛼(𝐺,K) и 𝑥 ∈ 𝒳 имеют место оценки

‖𝑓𝑥‖ 6
∫︁
𝐺

‖𝑓(𝑔)𝒯 (−𝑔)𝑥‖d𝑔 6
(︁∫︁
𝐺

|𝑓(𝑔)| · 𝛼(𝑔) d𝑔
)︁
· ‖𝑥‖ = ‖𝑓‖ · ‖𝑥‖. (2.5)

Учитывая, что модульная структура строится по представлению 𝒯 , банахов

модуль 𝒳 будет обозначаться символом (𝒳 , 𝒯 ). Отображение 𝑥 ↦→ 𝑓𝑥 : 𝒳 → 𝒳

является линейным ограниченным оператором и обозначается символом 𝒯 (𝑓).

Отметим, что из (2.5) следует оценка ‖𝒯 (𝑓)‖ 6 ‖𝑓‖.

Определение 2.1. Спектром Бёрлинга вектора 𝑥 из комплексного банахова

L𝛼(𝐺) – модуля (𝒳 , 𝒯 ) будем называть множество

Λ(𝑥) =
{︀
𝜒 ∈ ̂︀𝐺 ⃒⃒ 𝑓𝑥 ̸= 0, для любой 𝑓 ∈ L𝛼(𝐺) со свойством ̂︀𝑓(𝜒) ̸= 0

}︀
.

Пусть (𝒳 , 𝒯 ) — банахов L𝛼(𝐺)-модуль и 𝜎 — подмножество из ̂︀𝐺. Симво-

лом 𝒳 (𝜎) обозначим подмножество вида
{︀
𝑥 ∈ 𝒳

⃒⃒
Λ(𝑥) ⊂ 𝜎

}︀
.

Определение 2.2. Подмножество 𝜎 ⊂ ̂︀𝐺 называется симметричным, если

вместе с каждым характером 𝛾 ∈ 𝜎 оно содержит также и характер 𝛾−1 ∈ 𝜎.

Приведём несколько используемых определений из [6, 23, 63] для линейного

оператора 𝒜 ∈ End𝒳 , где 𝒳 – комплексное банахово пространство.

Определение 2.3. Будем говорить, что оператор 𝒜 ∈ End𝒳 обладает свой-

ством однозначного распространения, если из равенства (𝒜− 𝜆𝐼)𝑓(𝜆) = 0, где

𝑓 : 𝑈 ⊂ C → 𝒳 — определённая на открытом множестве 𝑈 аналитическая функ-

ция, следует, что 𝑓 = 0.
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Также отметим, что оператор 𝒜 обладает свойством однозначного распро-

странения, если 𝜌(𝒜) = C, где 𝜌(𝒜) — резольвентное множество операто-

ра 𝒜. Далее символом 𝜎(𝒜) будем обозначать спектр оператора 𝒜, т. е. 𝜎(𝒜) =

Cr 𝜌(𝒜).

Определение 2.4. Пусть оператор 𝒜 обладает свойством однозначного рас-

пространения. Множество тех точек 𝜆0 ∈ C, для которых существует открытая

окрестность 𝑈0 = 𝑈(𝜆0) точки 𝜆0 и голоморфная функция 𝑓 : 𝑈0 → 𝒳 , такая,

что выполняются равенства (𝒜 − 𝜆𝐼)𝑓(𝜆) = 𝑥, 𝜆 ∈ 𝑈0, называется локальным

резольвентным множеством вектора 𝑥 относительно оператора 𝒜 и обознача-

ется 𝜌𝒜(𝑥). Локальный спектр вектора 𝑥 ∈ 𝒳 относительно оператора 𝒜 есть

множество 𝜎𝒜(𝑥) = Cr 𝜌𝒜(𝑥).

Заметим, что множество 𝜌𝒜(𝑥) открыто, а множество 𝜎𝒜(𝑥) замкнуто.

Если 𝐸 — инвариантное подпространство для оператора 𝒜, то через 𝒜|𝐸

будем обозначать сужение 𝒜 на 𝐸.

Определение 2.5. (см. [6, 23]) Замкнутое линейное подпространство 𝐹 ⊂ 𝒳 ,

инвариантное относительно оператора 𝒜 ∈ End𝒳 , называется максимальным

спектральным подпространством относительно оператора 𝒜, если из условия

𝜎(𝒜|𝐸) ⊂ 𝜎(𝒜|𝐹 ) для замкнутого инвариантного подпространства 𝐸 ⊂ 𝒳 сле-

дует, что 𝐸 ⊂ 𝐹 .

Определение 2.6. Оператор 𝒜 ∈ End𝒳 называется разложимым (по Фойа-

шу) (см. [6,23,61]), если для любого конечного открытого покрытия
𝑛
∪
𝑖=1
𝑈𝑖 спектра

𝜎(𝐴) оператора 𝐴 существуют спектральные подпространства 𝒳 (𝜎𝑖), где 𝜎𝑖 ⊂ 𝑈𝑖,

𝑖 = 1, 𝑛, со свойством

𝒳 = 𝒳 (𝜎1) + 𝒳 (𝜎2) + · · ·+ 𝒳 (𝜎𝑛).

Отметим, что каждый разложимый по Фойашу оператор 𝒜 ∈ End𝒳 обла-

дает свойством однозначного распространения и каждое максимальное спек-
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тральное подпространство 𝐸 совпадает со множеством 𝒳 (Δ) = 𝒳𝒜(Δ) =
{︀
𝑥 ∈

𝒳
⃒⃒
𝜎𝒜(𝑥) ⊂ Δ

}︀
, где Δ = 𝜎(𝒜|𝐸).

Определение 2.7. (см. [63]) Оператор 𝒜 ∈ End𝒳 называется суперразло-

жимым, если для любого конечного открытого покрытия
𝑛
∪
𝑖=1
𝑈𝑖 ограниченными

множествами 𝑈𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑛, спектра 𝜎(𝒜) оператора 𝒜 существуют операторы

𝑅1, . . . , 𝑅𝑛 ∈ End𝒳 со свойствами:

1) 𝐼 = 𝑅1 + · · ·+𝑅𝑛;

2) операторы 𝑅𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, перестановочны между собой и с операто-

ром 𝒜;

3) 𝜎
(︀
𝒜|Im𝑅𝑘

)︀
= 𝜎𝑘 ⊂ 𝑈𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, где Im𝑅𝑘 — образ оператора 𝑅𝑘.

Отметим, что каждый суперразложимый оператор является разложимым по

Фойашу.

Далее (до конца этого раздела) символом 𝑋 обозначается вещественное ба-

нахово пространство.

Определение 2.8. Вещественное линейное пространство 𝑋2 = 𝑋 × 𝑋 над

полем C комплексных чисел с законом внешней композиции (𝛼 + i𝛽)(𝑥, 𝑦) =

(𝛼𝑥− 𝛽𝑦, 𝛼𝑦 + 𝛽𝑥), 𝛼, 𝛽 ∈ R, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋2, называется комплексификацией веще-

ственного линейного пространства 𝑋 и обозначается через X.

Элементы из X удобно записывать в виде 𝑥+i𝑦, где 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 . При этом 𝑋 бу-

дем рассматривать в качестве подпространства X. Норму в X, где 𝑋 — банахово

пространство, определим равенством

‖(𝑥, 𝑦)‖ = max
𝜓∈[0,2𝜋]

⃦⃦
(cos𝜓)𝑥+ (sin𝜓)𝑦

⃦⃦
, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.

Символом J обозначим отображение J : X → X, J(𝑥+ i𝑦) = 𝑥− i𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ,

которое будет аддитивным, но не однородным. Ясно, что J2 = I, J−1 = J.

Далее будем использовать следующие три леммы из [4].
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Лемма 2.1. Для каждого линейного подпространства X0 из X его образ при

отображении J является линейным подпространством в X.

Определение 2.9. Подпространство X0 из комплексификации X простран-

ства 𝑋 назовем симметричным, если выполнено условие J(X0) = X0, или, что

эквивалентно, для любого вектора 𝑥+i𝑦 из X0 подпространству X0 принадлежит

вектор 𝑥− i𝑦.

Лемма 2.2. Линейное подпространство X0 из X является комплексификацией

некоторого подпространства 𝑋0 из 𝑋 тогда и только тогда, когда X0 — сим-

метричное подпространство из X.

Далее предполагается, что 𝑋 — вещественное банахово пространство, 𝐴 ∈

End𝑋 и A ∈ EndX — комплексификация оператора 𝐴, т. е. оператор A опреде-

ляется на любом векторе 𝑥 = 𝑥1+ i𝑥2 равенством A𝑥 = 𝐴𝑥1+ i𝐴𝑥2. Спектр опе-

ратора A называется комплексным спектром оператора 𝐴 и обозначается 𝜎C(𝐴).

Лемма 2.3. Линейный оператор A : X → X является комплексификацией неко-

торого оператора 𝐴 : 𝑋 → 𝑋 тогда и только тогда, когда он перестановочен

с отображением J или, что эквивалентно, выполняется равенство

A = JAJ.

Далее будем предполагать, что комплексификация A оператора 𝐴 является

разложимым по Фойашу оператором. Для любого множества 𝜎 ⊂ C через 𝑋(𝜎)

будет обозначаться подпространство

𝑋(𝜎) = {𝑥 ∈ 𝑋 |𝜎A(𝑥) ⊂ 𝜎}.

В этом определении спектр 𝜎A(𝑥) рассматривается как спектр вектора 𝑥 из ком-

плексификации X.

Определение 2.10. Оператор 𝐴 ∈ End𝑋 называется симметрично разложи-

мым, если для любого конечного открытого покрытия
𝑛
∪
𝑖=1
𝑈𝑖 множества 𝜎C(𝐴)

41



симметричными открытыми множествами 𝑈𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑛, существуют спек-

тральные подпространства 𝑋(𝜎𝑖), где 𝜎𝑖 ⊂ 𝑈𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑛, — симметричные

множества, со свойством

𝑋 = 𝑋(𝜎1) +𝑋(𝜎2) + · · ·+𝑋(𝜎𝑛).

Определение 2.11. Оператор 𝐴 ∈ End𝑋 называется симметрично суперраз-

ложимым, если для любого конечного открытого покрытия
𝑛
∪
𝑖=1
𝑈𝑖 симметричны-

ми множествами 𝑈𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑛, спектра 𝜎(𝐴) оператора 𝐴 существуют операторы

𝑅1, . . . , 𝑅𝑛 ∈ End𝑋 со свойствами:

1) 𝐼 = 𝑅1 + · · ·+𝑅𝑛;

2) операторы 𝑅𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, перестановочны между собой и с операто-

ром 𝐴; 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, перестановочны с оператором J;

3) 𝜎C
(︀
𝐴|Im𝑅𝑘

)︀
= 𝜎𝑘 ⊂ 𝑈𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, где Im𝑅𝑘 — образ оператора 𝑅𝑘.

Отметим, что подпространства Im𝑅𝑘, 1 6 𝑘 6 𝑛, инвариантны относительно

оператора 𝐴, что следует из перестановочности операторов 𝑅𝑘, 1 6 𝑘 6 𝑛, с 𝐴,

а также любой симметрично суперразложимый оператор является симметрично

разложимым.

Основные результаты главы содержатся в следующих утверждениях.

Теорема 2.1. Пусть 𝑋 — вещественное банахово пространство, 𝑇 : 𝐺 →

End𝑋 — неквазианалитическое сильно непрерывное представление. Тогда опе-

раторы 𝑇 (𝑔), 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑇 (𝑓), 𝑓 ∈ L𝛼(𝐺,R), где оператор 𝑇 (𝑓) определён форму-

лой

𝑇 (𝑓)𝑥 =

∫︁
𝐺

𝑓(𝑔)𝑇 (−𝑔), d𝑔, 𝑥 ∈ X ,

симметрично суперразложимы.

Теорема 2.2. Пусть 𝑇 ∈ End𝑋 — обратимый оператор, для которого
∞∑︀
𝑛=1

ln ‖𝑇𝑛‖
1+𝑛2 < ∞. Тогда оператор 𝑇 является симметрично суперразложимым.
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Если 𝜎C(𝑇 ) содержит более двух точек, то оператор 𝑇 имеет нетривиальное

инвариантное подпространство.

Пусть 𝑇 : R → End𝑋 — сильно непрерывная группа операторов, удовле-

творяющая условию неквазианалитичности
∫︀
R

ln ‖𝑇 (𝑡)‖
1+𝑡2 d𝑡 < ∞, с генератором

i𝐴 : D(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋 . Тогда имеет место

Теорема 2.3. Для любого числа 0 ̸= 𝑎 ∈ R оператор (𝐴 − 𝑎𝐼)−1 ∈ End𝑋 ,

где 𝐴 — генератор группы 𝑇 : R → End𝑋 , является симметрично суперразло-

жимым. Если множество 𝜎C(𝐴) содержит более двух точек, то оператор 𝐴

имеет нетривиальное инвариантное подпространство.

2.2 О спектре и спектральных подпространствах банаховых

модулей

Определение и дальнейшие свойства спектра Бёрлинга рассматриваются в

банаховом L𝛼(𝐺)-модуле над полем комплексных чисел. Отметим следующие

свойства спектра Бёрлинга (см. [6, 8, 11]).

Лемма 2.4. Пусть (𝒳 , 𝒯 ) — L𝛼(𝐺)-модуль. Тогда

a) Для любого подмножества 𝑀 ⊂ 𝒳 множество Λ(𝑀) замкнуто в спектре

SpL𝛼(𝐺) алгебры L𝛼(𝐺) и пусто тогда и только тогда, когда 𝑀 = {0}.

б) Λ(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2) ⊂ Λ(𝑥1) ∪ Λ(𝑥2) для всех 𝛼1, 𝛼2 ∈ C и 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒳 .

в) Λ(𝑈𝑥) ⊂ Λ(𝑥) для каждого 𝑈 ∈ End𝒳 такого, что 𝑈𝑎𝑥 = 𝑎𝑈𝑥, 𝑎 ∈ L𝛼(𝐺),

𝑥 ∈ 𝒳 .

г) Λ(𝑎𝑥) ⊂ supp̂︀𝑎∩Λ(𝑥) для любых 𝑎 ∈ L𝛼(𝐺) и 𝑥 ∈ 𝒳 , где ̂︀𝑎 : Sp L𝛼(𝐺) → C —

преобразование Фурье элемента ̂︀𝑎 ∈ L𝛼(𝐺) и supp̂︀𝑎 — носитель функции ̂︀𝑎.
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д) 𝑎𝑥 = 0 (𝑎 ∈ L𝛼(𝐺), 𝑥 ∈ 𝒳 ), если supp̂︀𝑎 ∩ Λ(𝑥) не более чем счётно и на

этом множестве ̂︀𝑎 обращается в нуль, и 𝑎𝑥 = 𝑥, если множество Λ(𝑥)

компактно и ̂︀𝑎 = 1 в некоторой окрестности множества Λ(𝑥).

е) Λ(𝑥) совпадает с замыканием множества ∪
𝑥∈𝑀

Λ(𝑥), если 𝑀 плотно в 𝒳 .

ж) Λ(𝑎) = supp̂︀𝑎 для каждого 𝑎 ∈ L𝛼(𝐺), если L𝛼(𝐺) рассматривать в каче-

стве L𝛼(𝐺)-модуля.

Лемма 2.5. Пусть 𝜎 — замкнутое подмножество из ̂︀𝐺. Тогда 𝒳 (𝜎) — линейное

замкнутое подпространство из 𝒳 , являющееся замкнутым подмодулем из 𝒳 . В

частности, оно является инвариантным относительно операторов 𝒯 (𝑓), 𝑓 ∈

L𝛼(𝐺), и 𝒯 (𝑔), 𝑔 ∈ 𝐺.

Доказательство. Пусть 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒳 (𝜎) и 𝛼1, 𝛼2 ∈ C. Тогда из свойства б) лем-

мы 2.4 следует, что Λ(𝛼1𝑥1+𝛼2𝑥2) ⊂ Λ(𝑥1)∪Λ(𝑥2) ⊂ 𝜎, т. е. 𝛼1𝑥1+𝛼2𝑥2 ∈ 𝒳 (𝜎).

Итак, 𝒳 (𝜎) — линейное подпространство. Докажем замкнутость 𝒳 (𝜎). Пусть

(𝑥𝑛) — сходящаяся к вектору 𝑥0 последовательность векторов из 𝒳 (𝜎) и 𝛾0 /∈ 𝜎.

Поскольку алгебра L𝛼(𝐺) регулярна (см. [53]), то существует функция 𝑓 ∈ L𝛼(𝐺)

со свойством ̂︀𝑓(𝛾0) ̸= 0 и ̂︀𝑓 = 0 в некоторой окрестности множества 𝜎. Тогда

Λ(𝑓𝑥𝑛) ⊂ supp ̂︀𝑓 ∩ Λ(𝑥𝑛) = supp ̂︀𝑓 ∩ 𝜎 = ∅ в силу свойства г) леммы 2.4. Тогда

из свойства а) леммы 2.4 следует, что 𝑓𝑥𝑛 = 0 для всех 𝑛 > 1. Следователь-

но, 𝑓𝑥0 = lim
𝑛→∞

𝑓𝑥𝑛 = 0, т. е. 𝑓𝑥0 = 0. Поэтому 𝛾0 /∈ Λ(𝑥0). Таким образом,

Λ(𝑥0) ⊂ 𝜎, т. е. 𝑥0 ∈ 𝒳 (𝜎).

Докажем инвариантность 𝒳 (𝜎) относительно операторов 𝒯 (𝑓), 𝑓 ∈ L𝛼(𝐺), и

𝒯 (𝑔), 𝑔 ∈ 𝐺. Из равенства (2.4) вытекает перестановочность операторов 𝒯 (𝑓),

𝑓 ∈ L𝛼(𝐺), и 𝒯 (𝑔), 𝑔 ∈ 𝐺. Таким образом, 𝒳 (𝜎) является подмодулем.

Определение 2.12. Если 𝜎 — замкнутое подмножество из ̂︀𝐺, то 𝒳 (𝜎) называ-

ется спектральным подмодулем.
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Пусть 𝑋 — вещественное банахово пространство, 𝑇 : 𝐺 → End𝑋 — неквази-

аналитическое представление. Следовательно, 𝑋 является банаховым L𝛼(𝐺,R)-

модулем.

Рассмотрим комплексификацию X пространства 𝑋 . Наряду с представлением

𝑇 рассмотрим представление T : 𝐺→ EndX, определённое формулой

T(𝑔)(𝑥1 + i𝑥2) = 𝑇 (𝑔)𝑥1 + i𝑇 (𝑔)𝑥2, 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 .

Отметим, что ‖T(𝑔)‖ = ‖𝑇 (𝑔)‖ = 𝛼(𝑔). Представление T будем называть

комплексификацией представления 𝑇 .

Структура банахова L𝛼(𝐺) = L𝛼(𝐺,C)-модуля на X определяется с помощью

формулы

(𝑓1 + i𝑓2)(𝑥1 + i𝑥2) = 𝑓1𝑥1 − 𝑓2𝑥2 + i(𝑓2𝑥1 + 𝑓1𝑥2) =

=

∫︁
𝐺

𝑓1(𝑔)𝑇 (−𝑔)𝑥1 d𝑔 −
∫︁
𝐺

𝑓2(𝑔)𝑇 (−𝑔)𝑥2 d𝑔+

+ i

∫︁
𝐺

𝑓2(𝑔)𝑇 (−𝑔)𝑥1 d𝑔 + i

∫︁
𝐺

𝑓1(𝑔)𝑇 (−𝑔)𝑥2 d𝑔

для любых 𝑓 = 𝑓1 + i𝑓2 ∈ L𝛼(𝐺) и 𝑥 = 𝑥1 + i𝑥2 ∈ X.

Определение 2.13. Комплексным спектром Бёрлинга вектора 𝑥 из веществен-

ного банахова L𝛼(𝐺,R)-модуля (𝑋,𝑇 ) называется множество

ΛC(𝑥) =
{︀
𝛾0 ∈ ̂︀𝐺 | 𝑓𝑥 ̸= 0 для любой 𝑓 ∈ L𝛼(𝐺) со свойством ̂︀𝑓(𝛾0) ̸= 0

}︀
.

Лемма 2.6. Комплексный спектр Бёрлинга ΛC(𝑥) вектора 𝑥 ∈ 𝑋 есть симмет-

ричное множество.

Доказательство. Пусть 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝛾0 ∈ ΛC(𝑥). Докажем, что 𝛾−1
0 ∈ ΛC(𝑥).

Рассмотрим 𝑓 ∈ L𝛼(𝐺) со свойством ̂︀𝑓(𝛾−1
0 ) ̸= 0 и покажем, что 𝑓𝑥 ̸= 0. Имеют
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место равенства:

𝑓𝑥 =

∫︁
𝐺

𝑓(𝑔)T(−𝑔)𝑥 d𝑔 =
∫︁
𝐺

𝑓(𝑔)𝑇 (−𝑔)𝑥 d𝑔 = J

∫︁
𝐺

J𝑓(𝑔)𝑇 (−𝑔)𝑥 d𝑔 =

= J

∫︁
𝐺

J(𝑓1 + i𝑓2)(𝑔)𝑇 (−𝑔)𝑥 d𝑔 = J

∫︁
𝐺

J
(︀
𝑓1(𝑔)𝑇 (−𝑔)𝑥+ i𝑓2(𝑔)𝑇 (−𝑔)𝑥

)︀
d𝑔 =

= J

∫︁
𝐺

(︀
𝑓1(𝑔)𝑇 (−𝑔)𝑥−i𝑓2(𝑔)𝑇 (−𝑔)𝑥

)︀
d𝑔 = J

∫︁
𝐺

(𝑓1−i𝑓2)(𝑔)𝑇 (−𝑔)𝑥 d𝑔 = J(𝑓𝑥),

где 𝑓 — функция, комплексно сопряжённая к 𝑓 .

Рассмотрим преобразование Фурье функции 𝑓 в точке 𝛾0. Имеем

̂︀𝑓(𝛾0) = ∫︁
𝐺

𝑓(𝑔)𝛾0(−𝑔) d𝑔 =
∫︁
𝐺

𝑓(𝑔)𝛾0(𝑔) d𝑔 =

∫︁
𝐺

𝑓(𝑔)𝛾−1
0 (−𝑔) d𝑔 = ̂︀𝑓(𝛾−1

0 ) ̸= 0.

Таким образом, J(𝑓𝑥) ̸= 0 и, следовательно, 𝑓𝑥 ̸= 0. Из установленных выше

равенств следует, что 𝑓𝑥 ̸= 0, значит, 𝛾−1
0 ∈ ΛC(𝑥). Лемма доказана.

Дадим ещё одно определение комплексного спектра Бёрлинга из веществен-

ного банахова пространства 𝑋 .

Определение 2.14. Комплексным спектром Бёрлинга вектора 𝑥 ∈ 𝑋 называ-

ется множество

̃︁ΛC(𝑥) =
{︀
𝛾0 ∈ ̂︀𝐺 | 𝑓𝑥 ̸= 0 для любой 𝑓 ∈ L𝛼(𝐺,R)

со свойством ̂︀𝑓(𝛾0) ̸= 0
}︀
.

Имеет место следующая

Лемма 2.7. Оба определения 2.13 и 2.14 комплексного спектра Бёрлинга эквива-

лентны.

Доказательство. Непосредственно из определений следует, что ΛC(𝑥) ⊂̃︁ΛC(𝑥). Докажем обратное включение. Пусть 𝛾0 ∈ ̃︁ΛC(𝑥). Рассмотрим функцию

𝑓 ∈ L𝛼(𝐺) со свойством ̂︀𝑓(𝛾0) ̸= 0. Тогда

𝑓𝑥 =

∫︁
𝐺

𝑓(𝑔)T(−𝑔)𝑥 d𝑔 =
∫︁
𝐺

(𝑓1 + i𝑓2)(𝑔)𝑇 (−𝑔)𝑥 d𝑔 = 𝑓1𝑥+ i𝑓2𝑥.

46



В силу леммы 2.6 и определения симметричного подмножества имеем 𝛾−1
0 ∈

ΛC(𝑥). Следовательно, справедливы следующие равенства:

̂︀𝑓1(𝛾0) = ∫︁
𝐺

𝑓(𝑔) + 𝑓(𝑔)

2
𝛾0(−𝑔) d𝑔 =

1

2

∫︁
𝐺

𝑓(𝑔)𝛾0(−𝑔) d𝑔 +
1

2

∫︁
𝐺

𝑓(𝑔)𝛾0(−𝑔) d𝑔 =

=
1

2
̂︀𝑓(𝛾0) + 1

2

∫︁
𝐺

𝑓(𝑔)𝛾−1
0 (−𝑔) d𝑔 = 1

2

(︀ ̂︀𝑓(𝛾0) + ̂︀𝑓(𝛾−1
0 )
)︀
.

Аналогично рассуждая, получим ̂︀𝑓2(𝛾0) = 1
2i

(︀ ̂︀𝑓(𝛾0)− ̂︀𝑓(𝛾−1
0 )
)︀
. Из полученных

представлений и определения 2.13 видно, что ̂︀𝑓1(𝛾0) и ̂︀𝑓2(𝛾0) не обращаются в

нуль одновременно. Пусть для определённости ̂︀𝑓1(𝛾0) ̸= 0. Тогда 𝑓1𝑥 ̸= 0 и,

следовательно, 𝑓𝑥 ̸= 0. Таким образом, доказано включение ̃︁ΛC(𝑥) ⊂ ΛC(𝑥).

Лемма доказана.

2.3 Доказательство основных результатов

Отметим используемые далее свойства локального спектра из комплексного

банахова пространства 𝒳 .

Лемма 2.8. Пусть 𝒜 ∈ End𝒳 — ограниченный линейный оператор, обладающий

свойством однозначного распространения. Имеют место следующие свойства

локального спектра векторов из 𝒳 .

а) 𝜎𝒜(𝑥) — замкнутое множество из C и 𝜎𝒜(𝑥) = ∅ тогда и только тогда,

когда 𝑥 = 0.

б) 𝜎𝒜(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2) ⊂ 𝜎𝒜(𝑥1) ∪ 𝜎𝒜(𝑥2) для любых 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒳 , 𝛼1, 𝛼2 ∈ C.

в) 𝜎𝒜(𝐵𝑥) ⊂ 𝜎𝒜(𝑥), если оператор 𝐵 ∈ End𝒳 перестановочен с 𝒜.

г) Если спектр 𝜎𝒜(𝑥) представим в виде 𝜎𝒜(𝑥) = 𝜎𝒜(𝑥1)∪𝜎𝒜(𝑥2), где 𝜎𝒜(𝑥1),

𝜎𝒜(𝑥2) — замкнутые взаимно непересекающиеся множества, то 𝑥 представим

в виде 𝑥 = 𝑥1 + 𝑥2, где 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒳 .

Далее 𝑋 — вещественное банахово пространство.

47



Определение 2.15. Будем говорить, что оператор 𝐴 ∈ End𝑋 обладает свой-

ством однозначного распространения, если его комплексификация A обладает

свойством однозначного распространения.

Определение 2.16. Пусть 𝜎 — замкнутое симметричное множество в C. Сим-

волом 𝑋𝐴(𝜎) обозначим линейное замкнутое подпространство из 𝑋 вида

𝑋𝐴(𝜎) =
{︀
𝑥 ∈ 𝑋 | 𝜎C(𝑥) ⊂ 𝜎

}︀
.

Такое подпространство назовём максимальным спектральным подпростран-

ством оператора 𝐴 ∈ End𝑋 .

Лемма 2.9. Если 𝑓 ∈ L𝛼(𝐺,R), то T(𝑓) = JT(𝑓)J.

Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ L𝛼(𝐺,R). Имеют место равенства

𝑓J𝑥 =

∫︁
𝐺

𝑓(𝑔)T(−𝑔)J𝑥 d𝑔 =
∫︁
𝐺

𝑓(𝑔)T(−𝑔)J(𝑥1 + i𝑥2) d𝑔 =

=

∫︁
𝐺

𝑓(𝑔)T(−𝑔)(𝑥1 − i𝑥2) d𝑔 =

∫︁
𝐺

𝑓(𝑔)𝑇 (−𝑔)𝑥1 d𝑔 − i

∫︁
𝐺

𝑓(𝑔)𝑇 (−𝑔)𝑥2 d𝑔 =

= 𝑓𝑥1 − i𝑓𝑥2 = J(𝑓𝑥1 + i𝑓𝑥2) = J𝑓𝑥.

Таким образом, J перестановочен с T(𝑓). Лемма доказана.

Следствие 2.1. Если 𝑓 ∈ L𝛼(𝐺,R), то оператор T(𝑓) является комплексифика-

цией оператора 𝑇 (𝑓).

Замечание 2.1. Непосредственно из определения комплексификации опера-

тора следует, что образ ImT(𝑓) является комплексификацией образа Im𝑇 (𝑓).

Доказательство теоремы 1. Рассмотрим произвольное симметричное откры-

тое покрытие 𝑉0 ∪ 𝑉1 ∪ · · · ∪ 𝑉𝑛 спектра 𝜎C
(︀
𝑇 (𝑓)

)︀
оператора 𝑇 (𝑓), где 𝑉0 —

окрестность нуля, если 0 ∈ 𝜎C
(︀
𝑇 (𝑓)

)︀
, и 𝑉 𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑛, — компактные множе-

ства. Далее для определённости будем считать, что 0 ∈ 𝜎C
(︀
𝑇 (𝑓)

)︀
. Таким обра-

зом, 𝜎C
(︀
𝑇 (𝑓)

)︀
⊂ 𝑉0 ∪ 𝑉1 ∪ · · · ∪ 𝑉𝑛. Без ограничения общности можно считать,
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что 0 /∈ 𝑉𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑛, так как можно перейти к симметричному подпокры-

тию. Поскольку 𝜎C(𝑇 (𝑓)) = ̂︀𝑓(Λ(𝑋)) (см. [6]), и функция ̂︀𝑓 непрерывна, то

𝑈𝑖 = ̂︀𝑓−1(𝑉𝑖), 1 6 𝑖 6 𝑛, 𝑈∞ = ̂︀𝑓 −1

(𝑉0), — симметричное открытое покрытие

спектра Λ(𝑋) банахова 𝐿𝛼(𝐺) – модуля. Симметричность покрытия следует из

равенства ̂︀𝑓(𝛾) = ̂︀𝑓(𝛾−1).

Алгебра L𝛼(𝐺) = L𝛼(𝐺,C) является регулярной банаховой алгеброй (см. [68],

[69]) (без единицы, если ̂︀𝐺 — некомпактная абелева группа). Следовательно, для

рассматриваемого открытого покрытия замкнутого множества Λ(𝑋) симметрич-

ными множествами 𝑈𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑛, 𝑈∞, где 𝑈𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑛, — компактные множе-

ства (𝑈∞ = ∅, если ̂︀𝐺 — компактная группа или если 0 /∈ 𝜎
(︀
𝑇 (𝑓)

)︀
), существуют

функции 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 ∈ L𝛼(𝐺) со свойствами:

1) supp ̂︀𝑓𝑖 ⊂ 𝑈𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑛;

2) supp
(︀
1 − ̂︀𝑓1 − · · · − ̂︀𝑓𝑛)︀ ⊂ 𝑈∞, (для компактной группы 1 = ̂︀𝑓1 + · · · + ̂︀𝑓𝑛 —

разложение единицы на Λ(𝑋), где 1(𝛾) = 𝛾, 𝛾 ∈ Λ(𝑋), в окрестности Λ(𝑋)).

Поскольку функции 𝜙𝑖 =
𝑓𝑖+𝑓𝑖
2 , 1 6 𝑖 6 𝑛, вещественны и обладают всеми

свойствами функций из определения симметричной суперразложимости, то без

ограничения общности можно считать функции 𝑓𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑛, вещественными.

Докажем, что для любого вектора 𝑥 ∈ 𝑋 и рассматриваемой функции

𝑓 ∈ L𝛼(𝐺,R) выполняется 𝑇 (𝑓)
(︁
𝑥 −

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑓𝑘𝑥
)︁

= 0, т. е. 𝑇 (𝑓)𝑥 =
𝑛∑︀
𝑘=1

(𝑓 * 𝑓𝑘)𝑥

(пространство 𝑋 вкладывается в X). Имеют место равенства:

𝑇 (𝑓)𝑥 = 𝑓𝑥 =
𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑓 * 𝑓𝑘)𝑥+
(︁
𝑓 −

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓 * 𝑓𝑘
)︁
𝑥 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘 + 𝑥∞, (2.6)

где 𝑥𝑘 = (𝑓 * 𝑓𝑘)𝑥 ∈ 𝑋 ⊂ X и 𝑥∞ =
(︁
𝑓 −

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑓 * 𝑓𝑘
)︁
𝑥 ∈ 𝑋 ⊂ X.

Из леммы 2.4 следует, что 𝜎𝑘 = Λ(𝑥𝑘) ⊂ supp ( ̂︀𝑓 ̂︀𝑓𝑘) ⊂ 𝑈𝑘, 𝜎∞ = Λ(𝑥∞) ⊂ 𝑈∞.

Таким образом, 𝑇 (𝑓)𝑥 = 𝑓𝑥 =
𝑛∑︀
𝑘=1

𝑥𝑘 + 𝑥∞ ∈ X(𝜎1) + · · · +X(𝜎𝑛) +X(𝜎∞). Все

подпространства X(𝜎𝑘), 1 6 𝑘 6 𝑛, X(𝜎∞), инвариантны относительно опера-
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тора 𝑇 (𝑓). Отметим также, что 𝜎C
(︀
𝑇 (𝑓)

⃒⃒
X(𝜎)

)︀
⊂ ̂︀𝑓(𝜎) (см. [6, 12]). Поскольку

Λ(X(𝜎)) ⊂ 𝜎, то ̂︀𝑓(︀ΛC(𝑋(𝜎))
)︀
⊂ ̂︀𝑓(𝜎).

Положим 𝑅𝑘 = 𝑇 (𝑓𝑘), 1 6 𝑘 6 𝑛. Тогда суперразложимость оператора 𝑇 (𝑓)

следует из доказанного равенства (2.6).

Докажем суперразложимость оператора 𝑇 (𝑔), 𝑔 ∈ 𝐺. Наделим группу 𝐺 дис-

кретной топологией и обозначим её символом 𝐺d. Двойственной к ней является

компактная группа ̂︁𝐺d, называемая компактом Бора. Тогда из [8] следует, что

𝜎
(︀
𝑇 (𝑔)

)︀
=
{︀
𝜆 ∈ C

⃒⃒
𝜆 = 𝛾(𝑔), 𝜆 ∈ Λ(𝑋)

}︀
, где замыкание берётся в группе ̂︁𝐺d.

Рассмотрим представление 𝑇d : 𝐺d → End𝑋 , 𝑇d(𝑔) = 𝑇 (𝑔), 𝑔 ∈ 𝐺d. Опе-

ратор 𝑇 (𝑔) представим в виде 𝑇 (𝑔) = 𝒯d(𝑓), 𝑓 ∈ L𝛼(𝐺d), где 𝑓(𝑔) = −1 и

𝑓(𝑠) = 0, 𝑠 ̸= 𝑔. Таким образом, утверждение о спектре оператора 𝑇 (𝑔) следует

из доказанного выше. Теорема доказана.

Доказательство теоремы 2. Пусть 𝑇 ∈ End𝑋 — обратимый (т. е. 𝑇 — биек-

тивный оператор) и выполнено условие (неквазианалитичности)
∞∑︀

𝑛=−∞

ln ‖𝑇𝑛‖
1+𝑛2 <

∞. Спектр 𝜎C(𝑇 ) оператора 𝑇 содержится в T. Рассмотрим представление

𝒯 : Z → End𝑋 , 𝒯 (𝑛) = 𝑇 𝑛, 𝑛 ∈ Z. Пусть функция 𝑓 ∈ L𝛼(Z) имеет вид:

𝑓(𝑛) = 0, 𝑛 ̸= −1, 𝑓(−1) = 1. Тогда 𝒯 (𝑓) = 𝑇 . Поэтому непосредственно из

теоремы 2.1 следует теорема 2.

Пусть множество 𝜎C(𝑇 ) содержит более двух точек. Поскольку 𝜎C(𝑇 ) —

симметричное множество из T, которое отождествляется со спектром алгебры

L𝛼(𝐺), то существуют симметричные открытые множества 𝑈1, 𝑈2 ⊂ T со свой-

ствами: 𝑈1 ∩ 𝑈2 = ∅, 𝜎1 = 𝜎C(𝑇 ) ∩ 𝑈1 ̸= ∅, 𝜎2 = 𝜎C(𝑇 ) ∩ 𝑈2 ̸= ∅.

Существуют функции 𝑓1, 𝑓2 ∈ L𝛼(Z,R) такие, что supp ̂︀𝑓𝑖 ⊂ 𝑈𝑖, 𝑖 = 1, 2,̂︀𝑓1(𝛾1) ̸= ∅, ̂︀𝑓2(𝛾2) ̸= ∅, для некоторых 𝛾1 ∈ 𝑈1, 𝛾2 ∈ 𝑈2. Тогда операторы 𝑇 (𝑓1),

𝑇 (𝑓2) ∈ End𝑋 обладают свойствами: 𝑇 (𝑓1)𝑇 (𝑓2) = 𝑇 (𝑓2)𝑇 (𝑓1) = 0, 𝑇 (𝑓1) ̸= ∅,

𝑇 (𝑓2) ̸= ∅ и 𝜎(𝒯 (𝑓1)) ⊂ 𝜎1, 𝜎(𝒯 (𝑓2)) ⊂ 𝜎2. Следовательно, подпространства
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Im 𝒯 (𝑓𝑘), 𝑘 = 1, 2, являются ненулевыми нетривиальными инвариантными под-

пространствами из 𝑋 .

Следствие 2.2. (см. [49]) Пусть 𝑇 ∈ End𝑋 — обратимый оператор и dim𝑋 > 2,

для которого ‖𝑇 𝑛‖ 6 𝑐(1 + |𝑛|)𝑞, 𝑛 ∈ Z, для некоторых 𝑐 > 1, 𝑞 > 0. Тогда

оператор 𝑇 имеет нетривиальное инвариантное подпространство.

Доказательство. Если множество 𝜎C(𝑇 ) содержит более двух точек, то су-

ществование нетривиального подпространства вытекает из теоремы 2.2. Если

𝜎C(𝑇 ) состоит из двух точек, то следует провести рассуждения из [49].

Пусть 𝐺 = R, 𝑇 : R → End𝑋 — неквазианалитическое представление, и

𝛼(𝑡) = ‖𝑇 (−𝑡)‖, 𝑡 ∈ R. Символом A : D(A) ⊂ X → X обозначим генератор

группы операторов T : R → EndX, где T — комплексификация оператора 𝑇 .

Тогда из [43] следует, что спектр 𝜎(−iA) не пуст и является вещественным, т. е.

𝜎(−iA) ⊂ R.

Доказательство теоремы 3. Для определенности будем считать, что 𝑎 > 0.

Пусть функция 𝑓 ∈ L𝛼(R,R) имеет вид: 𝑓(𝑡) = −e𝑎𝑡, при 𝑡 6 0, и 𝑓(𝑡) = 0, при

𝑡 > 0. Тогда оператор (𝐴− 𝑎𝐼)−1 = 𝑇 (𝑓). Следовательно, утверждения теоремы

2.3 следуют из теоремы 2.2, если учесть равенства Λ(X,T) = 𝜎(A) (см. [6,43]).

Теорема доказана.
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Глава 3

Неравенства Бернштейна для векторов и

операторов

Пусть Cb = Cb(R, 𝑋) — банахово пространство непрерывных ограничен-

ных функций, определённых на R со значениями в комплексном банаховом

пространстве 𝑋
(︀
если 𝑋 = C, то используется обозначение Cb(R)

)︀
с нормой

‖𝑥‖∞ = sup
𝑡∈R

‖𝑥(𝑡)‖𝑋 . Символом C2𝜋(R, 𝑋) обозначим замкнутое подпростран-

ство 2𝜋 – периодических функций.

В статье [58] С. Н. Бернштейном было получено неравенство

‖𝑥′‖∞ 6 2𝑛 · ‖𝑥‖∞

для любого тригонометрического многочлена

𝑥(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=−𝑛

𝛼𝑘e
i𝑘𝑡, |𝛼−𝑛|+ |𝛼𝑛| > 0, (3.1)

из пространства C2𝜋(R) = C2𝜋(R,C). Практически сразу оно было уточнено

Э. Ландау:

‖𝑥′‖∞ 6 𝑛 · ‖𝑥‖∞. (3.2)

Константа 𝑛 является точной.

В 1914 году М. Рисс [70], используя интерполяционную формулу, обобщил

неравенство на случай произвольного тригонометрического полинома с ком-

плексными коэффициентами.
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Затем С.Н. Бернштейном [59] было получено неравенство

‖𝑥′‖∞ 6 𝜎 · ‖𝑥‖∞ (3.3)

для целой функции 𝑥 экспоненциального типа 𝜎 > 0, принадлежащей простран-

ству Cb(R). Отметим статьи [34, 48], где аналоги неравенства Бернштейна были

получены в других функциональных пространствах.

В 70-х годах прошлого столетия многие авторы стали получать аналоги нера-

венства Бернштейна для специальных классов линейных ограниченных опера-

торов, действующих в банаховом пространстве. В статье [50] неравенство Берн-

штейна для операторов было получено с использованием оценки (3.3) для функ-

ций. В статье [8] неравенство для оценки нормы оператора было получено на

основе аналога интерполяционной формулы Боаса [1], полученной для оцени-

ваемого оператора. Это представление использовалось в статье [30] для оценки

нормы векторов из банахова пространства. Сразу отметим, что, хотя получен-

ные здесь оценки для векторов и операторов, действующих в комплексных ба-

наховых пространствах, с помощью комплексификации банахова пространства

и результатов статей [4, 31, 49], они распространяются и для операторов, дей-

ствующих в вещественных банаховых пространствах.

Пусть X — комплексное банахово пространство. Через EndX обозначим

банахову алгебру линейных ограниченных операторов, действующих в X .

Замкнутый линейный оператор 𝐴 : D(𝐴) ⊂ X → X назовём коррект-

ным (см. [42]) (или самосопряжённым [6,7]), если оператор i𝐴 является генера-

тором (производящим оператором) сильно непрерывной группы изометрических

операторов 𝑇 : R → EndX .

В частности, в классической теореме Бернштейна оператор 𝐴 определяется

следующим образом: 𝐴 = i−1 d
d𝑡 = −i dd𝑡 , действует в пространстве равномерно

непрерывных ограниченных комплексных функций Cbu(R) и является генера-

тором группы сдвигов. Заметим, что спектр оператора 𝜎(𝐴) ⊂ R (см. [6]). В
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статье А. Г. Баскакова [8] для ограниченного корректного оператора в банахо-

вом пространстве доказано, что ‖𝐴‖ = 𝑟(𝐴), где 𝑟(𝐴) — спектральный радиус

оператора 𝐴.

В данной главе неравенство Бернштейна получено для векторов банахова про-

странства, где действует изометрическая группа операторов с генератором i𝐴,

который может являться неограниченным оператором. Получены приложения

неравенства Бернштейна для функций экспоненциального типа на бесконечно-

сти и для оценки оператора коммутирования. В статье для такого оператора

получена оценка

‖𝐴𝑥‖ 6 r(𝑥) · ‖𝑥‖, 𝑥 ∈ X , (3.4)

где r(𝑥) — спектральный радиус вектора 𝑥, который определяется ниже.

В частности, для 𝑥 ∈ C2𝜋(R), являющегося тригонометрическим многочле-

ном вида (3.1), 𝑟(𝑥) = 𝑛. Таким образом, оценка (3.4) является непосредствен-

ным обобщением неравенства Бернштейна.

3.1 Неравенство Бернштейна для векторов

Пусть 𝑇 : R → EndX (где X — комплексное банахово пространство) — силь-

но непрерывное изометрическое представление. Тогда X наделяется структурой

L1(R) — модуля с помощью формулы

𝑓𝑥 =

∫︁
R

𝑓(𝑡)𝑇 (−𝑡)𝑥 d𝑡, 𝑓 ∈ L1(R), 𝑥 ∈ X . (3.5)

Модульная структура на Cb(R) определяется формулой (3.5) с помощью пред-

ставления
(︀
𝑇 (𝑡)𝜙

)︀
(𝑠) = 𝜙(𝑠 + 𝑡), 𝜙 ∈ Cb(R), 𝑡, 𝑠 ∈ R, т.е. с помощью обычной

операции свертки функций. С учётом формулы (3.5) банахов L1(R) — модуль X

иногда будет обозначаться через (X , 𝑇 ).

Напомним определение спектра Бёрлинга вектора и дадим соответствующее

определение для L1(R) — модуля X .
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Определение 3.1 (См. [6–8]). Спектром Бёрлинга вектора 𝑥 из банахова

L1(R) — модуля X называется множество Λ(𝑥) из R, являющееся дополнением

в R к множеству {𝜆0 ∈ R | существует функция 𝑓0 ∈ L1(R) такая, что ̂︀𝑓0(𝜆0) ̸= 0

и 𝑓0𝑥 = 0}.

Пример 3.1. Спектром Бёрлинга тригонометрического многочлена вида (3.1)

является множество тех 𝑘, для которых 𝛼𝑘 ̸= 0.

Определение 3.2. Пусть 𝑀 — произвольное подмножество из банахова мо-

дуля X . Спектром Бёрлинга множества 𝑀 называется множество Λ(𝑀) из

R, являющееся дополнением в R к множеству {𝜆0 ∈ R | существует функция

𝑓0 ∈ L1(R) такая, что ̂︀𝑓0(𝜆0) ̸= 0 и 𝑓0𝑥 = 0 для всех 𝑥 ∈𝑀}.

Нам удобно ещё раз сформулировать основные используемые в этой главе

свойства спектра Бёрлинга и связанные с ним понятия.

Лемма 3.1. Имеют место следующие свойства спектра Бёрлинга векторов

из банахова L1(R) — модуля (X , 𝑇 ):

1) Λ(𝑥) — замкнутое подмножество из R и Λ(𝑥) = ∅ ⇔ 𝑥 = 0;

2) Λ(𝑓𝑥) ⊂
(︀
supp ̂︀𝑓 )︀ ∩ Λ(𝑥), 𝑓 ∈ L1(R), 𝑥 ∈ X . В частности, если 𝑥 имеет

компактный спектр Бёрлинга, то вектор 𝑓𝑥 также имеет компактный

спектр Бёрлинга;

3) 𝑓𝑥 = 0, если ̂︀𝑓 = 0 на множестве Λ(𝑥) и
(︀
supp ̂︀𝑓 )︀ ∩ Λ(𝑥) не более чем

счётно;

4) 𝑓𝑥 = 𝑥, если множество Λ(𝑥) компактно и ̂︀𝑓 ≡ 1 в некоторой окрестно-

сти множества Λ(𝑥).

Замечание 3.1 (См. [6]). Из свойства 𝑓𝑥 = 0 для любой функции 𝑓 ∈ L1(R)

следует, что 𝑥 = 0.
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Определение 3.3. Линейное подпространство 𝐸 из L1(R) — модуля (X , 𝑇 )

называется подмодулем, если оно инвариантно относительно всех операторов

вида 𝑇 (𝑡), 𝑡 ∈ R, и 𝑇 (𝑓), 𝑓 ∈ L1(R).

Пусть Δ — замкнутое множество из R. Подмодуль

X (Δ) =
{︀
𝑥 ∈ X | Λ(𝑥) ⊂ Δ

}︀
называется спектральным подмодулем.

Лемма 3.2. Пусть X — банахов L1(R) — модуль, Δ — замкнутое множество

из R. Тогда X (Δ) — замкнутый подмодуль, и Λ
(︀
X (Δ)

)︀
⊂ Δ.

Следующая лемма непосредственно следует из определения обратного пре-

образования Фурье.

Лемма 3.3. Пусть 𝑓 ∈ L1(R) такова, что supp ̂︀𝑓 — компакт, и [−𝑎, 𝑎],

𝑎 > 0 — наименьший отрезок, содержащий supp ̂︀𝑓 . Тогда 𝑓 бесконечно диф-

ференцируема. Более того, она допускает расширение на C до целой функции̃︀𝑓 : C → C экспоненциального типа 6 𝑎, т. е. справедлива оценка⃒⃒ ̃︀𝑓(𝑧)⃒⃒ 6 1

2𝜋
max

⃒⃒ ̂︀𝑓(𝜆)⃒⃒ · e𝑎|𝑧|, 𝑧 ∈ C.

Лемма 3.4. Пусть ̂︀𝑓 ≡ 1 в некоторой окрестности множества Λ(𝑥), где 𝑥 —

элемент банахова L1(R) — модуля X . Тогда верны следующие равенства:

𝑇 (𝑡)𝑥 = 𝑇 (𝑡)(𝑓𝑥) = 𝑓𝑡𝑥, 𝑡 ∈ R, где

𝑓𝑡(𝑠) =
(︀
𝑆(𝑡)𝑓

)︀
(𝑠) = 𝑓(𝑡+ 𝑠), 𝑠 ∈ R, 𝑥 ∈ X .

Доказательство. Первое равенство следует из свойства 4 леммы 3.1. Далее,

𝑇 (𝑡)(𝑓𝑥) = 𝑇 (𝑡)

∫︁
R

𝑓(𝜏)𝑇 (−𝜏)𝑥 d𝜏 =

∫︁
R

𝑓(𝜏)𝑇 (𝑡)𝑇 (−𝜏)𝑥 d𝜏 =

=

∫︁
R

𝑓(𝜏)𝑇 (𝑡− 𝜏)𝑥 d𝜏 =

∫︁
R

(︀
𝑆(𝑡)𝑓

)︀
(𝑠)𝑇 (−𝑠)𝑥 d𝑠 = 𝑓𝑡𝑥.
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Далее используются степени 𝐴𝑛 : D(𝐴𝑛) ⊂ X → X оператора 𝐴, которые

определим согласно книге [22].

Определение 3.4. Для 𝑛 = 0, 1, . . . оператор 𝐴𝑛 определяется по индукции

соотношениями 𝐴0 = 𝐼 , 𝐴1 = 𝐴 и

D(𝐴𝑛) =
{︀
𝑥 ∈ X

⃒⃒
𝑥 ∈ D(𝐴𝑛−1), 𝐴𝑛−1𝑥 ∈ D(𝐴)

}︀
,

𝐴𝑛𝑥 = 𝐴(𝐴𝑛−1𝑥), 𝑥 ∈ D(𝐴𝑛).

Лемма 3.5. Пусть вектор 𝑥 из L1(R) — модуля (X , 𝑇 ) имеет компактный

спектр Бёрлинга Λ(𝑥) и функция 𝑓 ∈ L1(R) такова, что ̂︀𝑓(𝜆) = 𝜆 в некоторой

окрестности U множества Λ(𝑥). Тогда 𝑥 ∈ D(𝐴𝑛) при любом 𝑛 > 1 и 𝑓𝑥 = 𝐴𝑥.

Доказательство. Выберем функцию𝜙 ∈ L1(R) такую, что ̂︀𝜙 ≡ 1 в окрестности

V множества Λ(𝑥) и supp ̂︀𝜙 — компактное множество. В силу леммы 3.1, 𝜙𝑥 = 𝑥.

Кроме того, 𝜙 можно выбрать так, чтобы выполнялись следующие свойства: 𝜙

— бесконечно дифференцируема, 𝜙′ ∈ L1(R), и ̂︀𝜙′(𝜆) = i𝜆̂︀𝜙(𝜆). Рассмотрим

функцию 𝜓 = −i𝜙, 𝜓 ∈ L1(R). Следовательно, ̂︀𝜓′(𝜆) = 𝜆̂︀𝜙′(𝜆). Кроме того,

𝑓 − 𝜓 ∈ L1(R), и ̂︀𝑓 − ̂︀𝜓′ = 0 в окрестности U ∩V множества Λ(𝑥). Следователь-

но, по свойству 2 леммы 3.1, (𝑓 − 𝜓′)𝑥 = 0, откуда 𝑓𝑥 = 𝜓′𝑥. Таким образом,

утверждение леммы достаточно доказать для функции 𝜓′.

Поскольку функция 𝜙 удовлетворяет условиям леммы 3.4, то имеют место ра-

венства

lim
𝑡→0

𝑇 (𝑡)𝑥− 𝑥

𝑡
= lim

𝑡→0

𝑇 (𝑡)(𝜙𝑥)− 𝜙𝑥

𝑡
= lim

𝑡→0

𝜙𝑡𝑥− 𝜙𝑥

𝑡
=

= lim
𝑡→0

(𝜙𝑡 − 𝜙)𝑥

𝑡
= 𝜙′𝑥 = i𝜓′𝑥 = i𝐴𝑥.

Таким образом, 𝑥 ∈ D(𝐴). Кроме того, из равенства 𝜙′𝑥 = i𝐴𝑥 следует, что

𝜓′𝑥 = 𝐴𝑥, или 𝑓𝑥 = 𝐴𝑥.

Из полученного представления 𝐴𝑥 = 𝑓𝑥 и свойства 2 леммы 3.1 следует,

что вектор 𝑓𝑥 имеет компактный спектр Бёрлинга, и поэтому по доказанному
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𝑓𝑥 = 𝐴𝑥 ∈ D(𝐴), причём 𝐴2𝑥 = 𝑓𝐴𝑥. Из определения оператора 𝐴𝑛 следует,

что 𝑥 ∈ D(𝐴𝑛) при любом 𝑛 > 1.

Теорема 3.1. Если вектор 𝑥 из X имеет компактный спектр Бёрлинга, то

𝑥 ∈ D(𝐴𝑚) для всех 𝑚 ∈ N, Λ(𝐴𝑚𝑥) ⊂ Λ(𝑥) и справедливы оценки

‖𝐴𝑚𝑥‖ 6 𝑟(𝑥)𝑚 · ‖𝑥‖

при 𝑚 > 1.

Доказательство. Тот факт что 𝑥 ∈ D(𝐴𝑚) следует из леммы 3.5.

Покажем, что Λ(𝐴𝑚𝑥) ⊂ Λ(𝑥). Пусть 𝜆0 /∈ Λ(𝑥). Тогда по определению суще-

ствует функция 𝑓0 ∈ L1(R) такая, что ̂︀𝑓0(𝜆0) ̸= 0 и 𝑓0𝑥 = 0. Тогда 𝑓0(𝐴𝑥) =

𝐴𝑓0𝑥 = 0, откуда

Λ(𝐴𝑥) ⊂ Λ(𝑥), Λ(𝐴𝑛𝑥) ⊂ Λ(𝑥). (3.6)

Рассмотрим вектор 𝑦 вида

𝑦 = 𝑟(𝑥)
∞∑︁

𝑘=−∞

𝑇
(︁
𝑘𝜋−𝜋
𝑟(𝑥)

)︁
𝑥(︀

𝜋/2− 𝑘𝜋
)︀2 . (3.7)

Пусть функция 𝜓 ∈ L1(R) такова, что ̂︀𝜓(𝜆) = 𝜆 в некоторой окрестности мно-

жества Λ(𝑥). Тогда в силу леммы 3.5 выполнено равенство 𝐴𝑥 = 𝜓𝑥. Для любой

функции 𝑓 ∈ L1(R) из леммы 3.4 получим следующие равенства:

𝑓(𝑦 − 𝐴𝑥) = 𝑓(𝑦 − 𝜓𝑥) =

= 𝑟(𝑥) ·

(︃ ∞∑︁
𝑘=−∞

𝑓𝑘𝜋−𝜋
𝑟(𝑥)(︀

𝜋/2− 𝑘𝜋
)︀2
)︃
𝑥− (𝜓 * 𝑓)𝑥 = 𝑔𝑥− (𝜓 * 𝑓)𝑥 = 𝜙𝑥,

где 𝑔 ∈ L1(R) имеет преобразование Фурье вида

̂︀𝑔(𝜆) = 𝑟(𝑥)
∞∑︁

𝑘=−∞

̂︀𝑓(𝜆)e𝑖𝑘𝜋−𝜋
𝑟(𝑥) 𝜆(︀

𝜋/2− 𝑘𝜋
)︀2 , 𝑔 ∈ L1(R),

и 𝜙 = 𝑔 − 𝜓 * 𝑓 . Поскольку 𝑥 имеет компактный спектр Бёрлинга, то 𝑟(𝑥) < ∞.

Ряд в правой части равенства (3.23) сходится абсолютно. Функция 𝜙 удовлетво-

ряет условиям свойства 3 леммы 3.1. Таким образом, 𝑓(𝑦 −𝐴𝑥) = 0 для каждой
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функции 𝑓 ∈ L1(R), и поэтому 𝑦 − 𝐴𝑥 = 0 в силу замечания 3.1. Имеют место

оценки

‖𝐴𝑥‖ = 𝑟(𝑥) ·

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∞∑︁
𝑘=−∞

𝑇
(︁
𝑘𝜋−𝜋
𝑟(𝑥)

)︁
𝑥(︀

𝜋/2− 𝑘𝜋
)︀2
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 6 𝑟(𝑥)

∞∑︁
𝑘=−∞

1(︀
𝜋/2− 𝑘𝜋

)︀2 · ‖𝑥‖ = 𝑟(𝑥) · ‖𝑥‖.

Из включения (3.6) и доказанного получаем, что⃦⃦
𝐴𝑛𝑥

⃦⃦
=
⃦⃦
𝐴𝑛−1𝐴𝑥

⃦⃦
6 𝑟(𝑥)𝑛‖𝑥‖, 𝑛 > 2.

3.2 Некоторые приложения неравенств Бернштейна

Как и ранее, символ Cbu(R) используется для обозначения замкнутого

подпространства равномерно непрерывных ограниченных комплексных функ-

ций из Cb(R). Через C0(R) обозначим замкнутое подпространство
{︀
𝑥 ∈

Cbu(R)
⃒⃒

lim
|𝑡|→∞

⃒⃒
𝑥(𝑡)

⃒⃒
= 0
}︀
.

Определение 3.5. Функцию 𝑥 ∈ Cbu(R) будем называть целой на бесконечно-

сти функцией экспоненциального типа 𝜎 > 0, если для каждого 𝜀 > 0 найдётся

𝑥0 ∈ Cbu(R), допускающая расширение на C до целой функции ̃︀𝑥0 : C → C экс-

поненциального типа 𝜎 + 𝜀 такая, что 𝑥(𝑡) = 𝑥0(𝑡) + 𝑦0(𝑡), 𝑡 ∈ R, где 𝑦0 ∈ C0(R).

Лемма 3.6. Любая функция 𝑓 ∈ L1(R) со свойством supp ̂︀𝑓 ∈ [−𝜎, 𝜎] допус-

кает расширение на C до целой функции экспоненциального типа 𝑎. Более того,

функция 𝑓𝑧(𝑠) = 𝑓(𝑠 + 𝑧), 𝑠 ∈ R, для каждого 𝑧 ∈ C принадлежит алгебре

L1(R), и функция 𝐹 : C → L1(R), 𝐹 (𝑧) = 𝑓𝑧 является целой функцией экспонен-

циального типа 𝜎.

Доказательство. Покажем, что 𝑓 допускает расширение до функции экспонен-

циального типа 𝜎. Запишем функцию 𝑓 в виде

𝑓(𝑡) =
1

2𝜋

∫︁
R

̂︀𝑓(𝜆)ei𝜆𝑡 d𝜆 =
1

2𝜋

𝜎∫︁
−𝜎

̂︀𝑓(𝜆)ei𝜆𝑡 d𝜆,
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и положим

𝑓(𝑧) =
1

2𝜋

𝜎∫︁
−𝜎

̂︀𝑓(𝜆)ei𝜆𝑧 d𝜆, 𝑧 ∈ C.

Справедлива оценка ⃒⃒
𝑓(𝑧)

⃒⃒
6

1

2𝜋
2𝜎 · max

𝜆∈[−𝜎,𝜎]

⃒⃒ ̂︀𝑓(𝜆)⃒⃒ · e𝜎|𝑧|.
Таким образом, получено расширение функции 𝑓 на C до целой функции экспо-

ненциального типа 𝜎.

Поскольку
(︀
d𝑓𝑧
d𝑧

)︀
(𝑠) = d𝑓(𝑧−𝑠)

d𝑧 , 𝑧 ∈ C, 𝑠 ∈ R, то функция 𝐹 является целой

функцией экспоненциального типа 𝜎.

Лемма 3.7. Функция 𝑥 ∈ Cbu(R) допускает расширение до функции экспонен-

циального типа 𝜎 тогда и только тогда, когда Λ(𝑥) ⊂ [−𝜎, 𝜎].

Доказательство. Необходимость. Пусть найдётся 𝜆0 > 𝜎+𝛿 для некоторого 𝛿 >

0. Выберем 𝑓0 ∈ L1(R) так, чтобы ̂︀𝑓0(𝜆0) ̸= 0, и пусть 𝑥0 = 𝑓0 * 𝑥, тогда Λ(𝑥0) ⊂

[𝜆0 − 𝛿, 𝜆0 + 𝛿]. Рассмотрим функцию 𝑦0(𝑡) = (𝑓0 * 𝑥)(𝑡)e−i𝜆0𝑡, Λ(𝑦0) ⊂ [−𝛿, 𝛿].

Таким образом, построена функция (𝑓0 * 𝑥)(𝑧) = 𝑦0(𝑧)e
𝑖𝜆0𝑧 экспоненциального

типа > 𝜎+𝛿. Достаточность. Пусть Λ(𝑥) ⊂ [−𝜎, 𝜎]. Выберем 𝑓 ∈ L1(R) такую,

что ̂︀𝑓 = 1 в окрестности спектра, и supp ̂︀𝑓 ⊂ [−𝜎−𝜀, 𝜎+𝜀] для некоторого 𝜀 > 0.

Тогда 𝑓*𝑥 = 𝑥, 𝑓 — целая функция со свойствами из леммы 3.6. Тем же символом

𝑥 будем обозначать продолжение 𝑥 на C. Положим 𝑥(𝑧) =
∫︀
R
𝑓(𝑧 − 𝑠)𝑥(𝑠) d𝑠.

Имеет место оценка

𝑥(𝑧) 6
∫︀
R
|𝑓(𝑧 − 𝑠)|𝑥(𝑠) d𝑠 6 ‖𝑓𝑧‖1

· ‖𝑥‖, 𝑧 ∈ C, 𝑠 ∈ R.

Поскольку ‖𝑓𝑧‖1
6 Const · e(𝜎+𝜀)|𝑧|, 𝑧 ∈ C 𝑠 ∈ R, то 𝑥 — функция экспоненци-

ального типа 6 𝜎 + 𝜀. Ввиду произвольности выбора 𝜀 > 0 получаем, что 𝑥 —

функция экспоненциального типа 𝜎.
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Лемма 3.8. Функция 𝑥 ∈ Cbu(R) является целой на бесконечности функцией

экспоненциального типа 𝜎 > 0 тогда и только тогда, когда (𝑥− 𝑓 * 𝑥) ∈ C0(R)

для каждой суммируемой функции 𝑓 со свойством ̂︀𝑓 ≡ 1 на [−𝜎, 𝜎].

Определение 3.6. Функцию 𝑥 ∈ Cbu(R) назовём медленно меняющейся на

бесконечности функцией, если для каждого 𝛼 ∈ R выполнено свойство 𝑆(𝛼)𝑥 −

𝑥 ∈ C0(R) или, другими словами, для любого 𝛼 ∈ R справедливо равенство

lim
|𝑡|→∞

⃒⃒
𝑥(𝑡+ 𝛼)− 𝑥(𝑡)

⃒⃒
= 0.

Множество всех медленно меняющихся на бесконечности функций из Cbu(R)

будем обозначать через Csl(R).

Отметим, что каждая медленно меняющаяся на бесконечности функция экви-

валентна целой функции на бесконечности экспоненциального типа 0 (см. [36]).

Рассмотрим сильно непрерывную группу сдвигов 𝑆 : R → EndCbu(R),

действующую по правилу:
(︀
𝑆(𝑡)𝑥

)︀
(𝑠) = 𝑥(𝑠 + 𝑡), 𝑠, 𝑡 ∈ R. Через̃︀𝑆 : R → End Cbu(R)/C0 обозначим представление, определённое по правилу:̃︀𝑆(𝑡)̃︀𝑥 = 𝑆(𝑡)𝑥. Модульная структура определяется формулой

𝑓̃︀𝑥 =

∫︁
R

𝑓(𝑡)̃︀𝑆(−𝑡)̃︀𝑥 d𝑡, 𝑓 ∈ L1(R), ̃︀𝑥 ∈ Cbu(R).

Пусть 𝑥 ∈ C0(R), и 𝑦 ∈ Cbu(R) — представитель класса ̃︀𝑦. Введём норму

класса ̃︀𝑦 по правилу: ⃦⃦̃︀𝑦⃦⃦ = inf
𝑥∈C0(R)

‖𝑦 + 𝑥‖.

Теорема 3.2. Пусть функция 𝑥 ∈ Cbu(R) является целой на бесконечности

функцией экспоненциального типа 𝜎 > 0. Тогда для любого 𝜀 > 0 существуют

такая целая функция 𝑥0 экспоненциального типа 𝜎 + 𝜀 и функция 𝑦0 ∈ C0(R)

такие, что 𝑥(𝑡) = 𝑥0(𝑡) + 𝑦0(𝑡), 𝑡 ∈ R, и имеет место оценка

sup
𝑡∈R

⃒⃒
𝑥′0(𝑡)

⃒⃒
6 (𝜎 + 𝜀) lim

𝛼→∞
sup
|𝑡|>𝛼

⃒⃒
𝑥(𝑡)

⃒⃒
.
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Доказательство следует из приведённых выше результатов и теоремы 3.1.

Здесь используется терминология и результаты из статей [2, 3, 5]. Пусть

X1, X2 — банаховы пространства и пусть i𝐴1, i𝐴2, 𝐴𝑘 ∈ EndX𝑘, 𝑘 = 1, 2 —

генераторы изометрических групп 𝑇1(𝑡) и 𝑇2(𝑡) соответственно:

𝑇1 : R → EndX1, 𝑇2 : R → EndX2.

Банахово пространство Hom (X1,X2) наделяется структурой банахова модуля

по представлению 𝑇 : R → EndHom (X1,X2) вида 𝑇 (𝑡)𝑋 = 𝑇2(𝑡)𝑋𝑇1(−𝑡),

𝑡 ∈ R, 𝑋 ∈ Hom (X1,X2). Модульная структура определяется с помощью

формулы

(𝑓𝑋)𝑥 =

∫︁
R

𝑓(𝜏)
(︀
𝑇 (𝑡)𝑋

)︀
𝑥 d𝜏 =

∫︁
R

𝑓(𝜏)
(︀
𝑇2(𝑡)𝑋𝑇1(−𝑡)

)︀
𝑥 d𝜏.

Отметим, что представление 𝑇 является непрерывным в сильной операторной

топологии.

Обозначим символом ad𝐴1𝐴2
оператор вида ad𝐴1𝐴2

𝑋 = 𝐴2𝑋−𝑋𝐴1. В случае,

когда 𝐴1 = 𝐴2 = 𝐴, ad𝐴1𝐴2
𝑋 = ad𝐴𝑋 = 𝐴𝑋 −𝑋𝐴 — коммутатор.

Оператор 𝑋 принадлежит D(ad𝐴1𝐴2
), если 𝑋D(𝐴1) ⊂ D(𝐴2) и оператор

𝐴2𝑋 − 𝑋𝐴1 допускает ограниченное расширение на X1. В дальнейшем это

расширение будет обозначаться тем же символом 𝐴2𝑋 − 𝑋𝐴1. Отметим, что

спектром оператора ad𝐴1𝐴2
является множество

𝜎(ad𝐴1𝐴2
) =

{︀
𝜆2 − 𝜆1 : 𝜆1 ∈ 𝜎(𝐴1), 𝜆2 ∈ 𝜎(𝐴2)

}︀
,

где 𝜎(𝐴1), 𝜎(𝐴2) — соответственно спектры операторов 𝐴1, 𝐴2.

Лемма 3.9. Если 𝑋 ∈ Hom (X1,X2) имеет компактный спектр Бёрлин-

га Λ(𝑋) = Λ(𝑋,𝑇 ), то 𝑋 ∈ D(ad𝐴1𝐴2
)
(︀
т.е. корректно определен оператор

𝐴2𝑋 −𝑋𝐴1 ∈ Hom (X1,X2)
)︀
.

В статьях [3, 57] спектр Бёрлинга Λ(𝑋) оператора 𝑋 ∈ Hom (X1,X2) назы-

вался памятью оператора.
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Теорема 3.3. Если спектр Бёрлинга Λ(𝑋,𝑇 ) оператора 𝑋 ∈ Hom (X1,X2)

является компактным множеством, то справедливо следующее неравенство:⃦⃦
ad𝐴1𝐴2

𝑋
⃦⃦
6 r(𝑋) · ‖𝑋‖,

где r(𝑋) = max
𝜆∈Λ(𝑋)

|𝜆| — спектральный радиус оператора 𝑋 , рассматриваемого

как вектора из банахова L1(R) — модуля Hom (X1,X2).

Доказательство следует из теоремы 3.1 и приведённых выше результатов.

Пусть X1,X2 — сепарабельные бесконечномерные банаховы пространства с

безусловными базисами
(︀
𝑒
′

𝑘

)︀
и
(︀
𝑒
′′

𝑘

)︀
соответственно. Матрица (𝑥𝑚𝑛) оператора

𝑋 ∈ Hom (X1,X2) определяется из равенств

𝑋𝑒
′

𝑛 =
∞∑︁
𝑚=1

𝑥𝑚𝑛𝑒
′′

𝑚.

Пусть определены сильно непрерывные изометрические представления 𝑇𝑘 : R →

EndX𝑘, 𝑘 = 1, 2, определённые равенствами:

𝑇1(𝑡)𝑥 =
∞∑︁
𝑛=1

ei𝑛𝑡𝛼𝑛𝑒
′

𝑛, 𝑇2(𝑡)𝑥 =
∞∑︁
𝑛=1

ei𝑛𝑡𝛽𝑛𝑒
′′

𝑛.

Рассмотрим ограниченное представление

𝑇 : R → EndHom(X1,X2), 𝑇 (𝑡)𝑋 = 𝑇2(𝑡)𝑋𝑇1(−𝑡),

где 𝑥 ∈ X1, 𝑓 ∈ L1(R), 𝑡 ∈ R, 𝑋 ∈ Hom(X1,X2), и оператор вида

(𝑓𝑋)𝑥 =

∫︁
R

𝑓(𝜏)𝑇2(𝜏)𝑋𝑇1(−𝜏)𝑥 d𝜏.

При 𝑥 = 𝑒
′

𝑛 получаем равенства:

(𝑓𝑋)𝑒
′

𝑛 =

∫︁
R

𝑓(𝜏)𝑇2(𝜏)𝑋𝑇1(−𝜏)𝑒
′

𝑛 d𝜏 =

∫︁
R

𝑓(𝜏)𝑇2(𝜏)𝑋e−i𝑛𝜏𝑒
′

𝑛 d𝜏 =

=

∫︁
R

𝑓(𝜏)𝑇2(𝜏)e
−i𝑛𝜏𝑋𝑒

′

𝑛 d𝜏 =

∫︁
R

𝑓(𝜏)𝑇2(𝜏)e
−i𝑛𝜏

∞∑︁
𝑚=1

𝑥𝑚𝑛𝑒
′′

𝑚 d𝜏 =

=
∞∑︁
𝑚=1

∫︁
R

𝑓(𝜏)ei(𝑚−𝑛)𝜏𝑥𝑚𝑛𝑒
′′

𝑚 d𝜏 =
∞∑︁
𝑚=1

̂︀𝑓(𝑛−𝑚)𝑥𝑚𝑛𝑒
′′

𝑚.
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Таким образом, матрица оператора 𝑋 имеет вид
(︀ ̂︀𝑓(𝑛−𝑚)𝑥𝑚𝑛

)︀
. Следовательно,

𝑓𝑋 = 0 тогда и только тогда, когда ̂︀𝑓(𝑛 − 𝑚) = 0, 𝑚, 𝑛 ∈ N, для которых

𝑥𝑚𝑛 ̸= 0, то есть спектр Бёрлинга оператора 𝑋 имеет вид:

Λ(𝑋) =
{︀
𝑚,𝑛 ∈ N | существует 𝑓 ∈ L1(R) такая,

что ̂︀𝑓(𝑛−𝑚) = 0 и 𝑥𝑚𝑛 ̸= 0
}︀
.

3.3 Неравенство Бернштейна в весовых пространствах

В данном параграфе получены аналоги неравенства Бернштейна для опера-

торов и векторов из банахова пространства, в котором действует группа опера-

торов полиномиального роста. Аналогами неравенства Бернштейна здесь явля-

ются неравенства, связывающие норму оператора, вектора с их спектральным

радиусом. Доказательство приводимых результатов, используемый понятийный

аппарат существенно использует теорию представлений однопараметрических

групп операторов и спектральную теорию в банаховых модулях над групповы-

ми алгебрами.

Введём в рассмотрение основные понятия и приведём основные результаты.

Напомним некоторые основные используемые в этом параграфе понятия и ре-

зультаты из теории функций и представлений.

Измеримая функция 𝛼 : R → R+ = [0,+∞) называется весовой (весом), если

𝛼(𝑡) > 1 для всех 𝑡 ∈ R и 𝛼(𝑡1 + 𝑡2) 6 𝛼(𝑡1) · 𝛼(𝑡2), 𝑡1, 𝑡2 ∈ R.

Вес 𝛼 называется неквазианалитическим, если∫︁
R

ln |𝛼(𝑡)|
1 + 𝑡2

d𝑡 <∞.

Банахова алгебра L𝛼(R) суммируемых с весом 𝛼 : R → R+ = [0,+∞) функ-

ций с нормой

‖𝑓‖𝛼 =

∫︁
R

⃒⃒
𝑓(𝑡)

⃒⃒
𝛼(𝑡) d𝑡
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является регулярной банаховой алгеброй со свёрткой функций в качестве умно-

жения:

(𝑓 * 𝑔)(𝑡) =
∫︁
R

𝑓(𝜏)𝑔(𝑡− 𝜏) d𝜏, 𝑡 ∈ R, 𝑓, 𝑔 ∈ L𝛼(R).

В случае 𝛼 = 1 алгебра обозначается символом L1(R).

Символом ̂︀𝑓 : R → C обозначим преобразование Фурье

̂︀𝑓(𝜆) = ∫︁
R

𝑓(𝜏)e−i𝜆𝜏 d𝜏, 𝜆 ∈ R,

функции 𝑓 ∈ L𝛼(R).

Пусть 𝑋 — комплексное банахово пространство. Рассматривается сильно

непрерывная группа операторов (представление) 𝑇 : R → End𝑋 , допускающих

оценку

‖𝑇 (−𝑡)‖ 6 𝛼(𝑡) = c1(1 + c2|𝑡|)𝛾, 𝑡 ∈ R, (3.8)

где c1 > 1, c2 > 0 и 𝛾 > 0. Ясно, что условие (3.8) влечёт неквазианалитичность

веса 𝛼. Таким образом, если 𝛾 = 0 и c1 = 1, то 𝑇 — группа изометрий.

Пусть i𝐴 : D(𝐴) ⊂ 𝒳 → 𝒳 — генератор группы операторов 𝑇 [51]. Отметим,

что спектр 𝜎(𝐴) оператора 𝐴 вещественный [43].

Основные используемые далее результаты и понятия из спектральной теории

банаховых модулей можно найти в работах [6–8, 11, 15].

Банахово пространство 𝑋 наделяется структурой банахова L𝛼(R) – модуля с

помощью формулы

𝑓𝑥 =

∫︁
R

𝑓(𝑡)𝑇 (−𝑡)𝑥 d𝑡, 𝑓 ∈ L𝛼(R), 𝑥 ∈ 𝑋. (3.9)

Из этой формулы следуют оценки

‖𝑓𝑥‖ 6 ‖𝑓‖𝛼‖𝑥‖, 𝑓 ∈ L𝛼(R), 𝑥 ∈ 𝑋, (3.10)

постоянно используемые в данной статье. Отметим также важное свойство

невырожденности L𝛼(R) – модуля 𝑋: из условия 𝑓𝑥 = 0 для любой 𝑓 ∈ L𝛼(R)
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следует, что 𝑥 = 0. Будем говорить, что банахов модуль 𝑋 ассоциирован с пред-

ставлением 𝑇 , если имеют место равенства

𝑓𝑇 (𝑡)𝑥 = 𝑇 (𝑡)𝑓𝑥 =
(︀
𝑆(𝑡)𝑓

)︀
𝑥, 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑓 ∈ L𝛼(R), (3.11)

где 𝑆 — оператор сдвига в L𝛼(R), определённый формулой
(︀
𝑆(𝑡)𝑓

)︀
(𝑠) = 𝑓(𝑠+ 𝑡),

𝑠, 𝑡 ∈ R.

Докажем, что с каждым невырожденным банаховым L𝛼(R) – модулем ассо-

циировано единственное представление. Рассмотрим банахов L𝛼(R) – модуль 𝑋

и ассоциированные с ним представления 𝑇1, 𝑇2 : R → End𝑋 . Для произвольных

𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑡 ∈ R в силу (4.3) выполнены следующие равенства:

𝑓𝑇1(𝑡)𝑥 =
(︀
𝑆(𝑡)𝑓

)︀
𝑥 = 𝑓𝑇2(𝑡)𝑥, 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑓 ∈ L𝛼(R),

т. е. 𝑓
(︀
𝑇1(𝑡)𝑥−𝑇2(𝑡)𝑥

)︀
= 0. Из невырожденности модуля 𝑋 следует, что 𝑇1(𝑡)𝑥 =

𝑇2(𝑡)𝑥. Единственность представления доказана.

Символом ̃︀𝑇 (𝑓) для 𝑓 ∈ L𝛼(R) обозначим оператор из End𝑋 вида

̃︀𝑇 (𝑓) = ∫︁
R

𝑓(𝑡)𝑇 (−𝑡)𝑥 d𝑡 = 𝑓𝑥, 𝑥 ∈ 𝑋. (3.12)

Определение 3.7. Пространством Степанова S𝑝, 𝑝 ∈ [0,∞), будем называть

совокупность локально суммируемых функций 𝑥 ∈ L1
loc таких, что

‖𝑥‖S𝑝 = sup
𝑡∈R

(︁ 1∫︁
0

⃦⃦
𝑥(𝑠+ 𝑡)

⃦⃦𝑝
d𝑠
)︁1/𝑝

<∞. (3.13)

Определение 3.8. Функциональное банахово пространство ℱ(R,𝒳 ) будем

называть однородным, если оно обладает следующими свойствами:

1. ℱ непрерывно вложено в пространство Степанова 𝒮1;

2. для всех 𝑡 ∈ R и 𝑥 ∈ ℱ имеет место 𝑆(𝑡)𝑥 ∈ ℱ , где оператор сдвига(︀
𝑆(𝑡)𝑥

)︀
(𝑠) = 𝑥(𝑠+ 𝑡) является изометрией из Endℱ ;
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3. для 𝑥 ∈ 𝒳 и 𝐶 ∈ End𝒳 функция 𝑦(𝑡) = 𝐶
(︀
𝑥(𝑡)

)︀
принадлежит ℱ и имеет

место оценка ‖𝑦‖ 6 ‖𝐶‖ · ‖𝑥‖;

4. для 𝑥 ∈ ℱ и 𝑔 ∈ L1(R) свёртка

(𝑔 * 𝑥)(𝑡)
∫︁
R

𝑔(𝑠)𝑥(𝑡− 𝑠) d𝑠

принадлежит ℱ и имеет место оценка ‖𝑔 * 𝑥‖ 6 ‖𝑔‖1‖𝑥‖;

5. если 𝑥 ∈ ℱ таков, что 𝑓 * 𝑥 = 0 для всех 𝑓 ∈ L1(R), то 𝑥 = 0;

6. для 𝑥 ∈ ℱ и 𝜙 ∈ Cbu имеет место 𝜙𝑥 ∈ ℱ . Кроме того, ‖𝜙𝑥‖ℱ 6 sup𝜙 · ‖𝑥‖.

Непосредственно из определения следует, что любое однородное простран-

ство ℱ(R,𝒳 ) является банаховым L1(R) – модулем со свёрткой функций в каче-

стве умножения.

Имеет место следующая

Теорема 3.4. Если спектр Бёрлинга Λ(𝑥) функции 𝑥 ∈ F является компакт-

ным множеством, то 𝑥 допускает расширение на C до целой функции экспонен-

циального типа 𝜎 = rB(𝑥) и для производной 𝑥(𝑘), 𝑘 > 1, имеют место оценки⃦⃦
𝑥(𝑘)
⃦⃦
F
6 𝜎𝑘‖𝑥‖F.

Рассмотрим функцию 𝑓𝑧 ∈ L1(R), 𝑧 ∈ C, Re 𝑧 ̸= 0, определённую равенства-

ми

𝑓𝑧(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
e𝑧𝑡, 𝑡 > 0,

0, 𝑡 < 0;

(3.14)

при Re 𝑧 < 0 и

𝑓𝑧(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−e𝑧𝑡, 𝑡 < 0,

0, 𝑡 > 0;

(3.15)

при Re 𝑧 > 0.
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Рассмотрим функцию 𝑅 : C r iR → EndX , 𝑅(𝑧)𝑥 = 𝑓𝑧𝑥, 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑧 ∈

CriR. Отметим, что
⃦⃦
𝑅(𝑧)𝑥

⃦⃦
6 ‖𝑓𝑧‖1 = 1

|Re 𝑧| . Покажем, что функция 𝑅 является

резольвентой некоторого линейного оператора. Из равенств

̂︁𝑓𝑧1 −̂︁𝑓𝑧2 = 1

𝜆− 𝑧1
− 1

𝜆− 𝑧2
=

𝑧1 − 𝑧2
(𝜆− 𝑧1)(𝜆− 𝑧2)

= (𝑧1− 𝑧2)̂︁𝑓𝑧1̂︁𝑓𝑧2, 𝑧1, 𝑧2 ∈ Cr iR,

следует, что

(︀
𝑅(𝑧1)−𝑅(𝑧2)

)︀
𝑥 = (𝑓𝑧1 − 𝑓𝑧2)𝑥 = (𝑧1 − 𝑧2)𝑅(𝑧1)𝑅(𝑧2)𝑥, 𝑥 ∈ 𝑋. (3.16)

Таким образом, доказано, что 𝑅 является псевдорезольвентой [35] на откры-

том множестве C r iR. Докажем, что 𝑅 является резольвентой. Поскольку

ker𝑅(𝑧1) = ker𝑅(𝑧2) для любых 𝑧1, 𝑧2 ∈ C r iR, то достаточно установить

равенство ker𝑅(1) = {0}. Пусть 𝑥0 ∈ ker𝑅(1). Тогда 𝑓1𝑥0 = 0. Из равенства̂︀𝑓1(𝜆) = 1
i𝜆−1 и свойства ̂︀𝑓1(𝜆1) ̸= ̂︀𝑓1(𝜆2) ⇒ 𝜆1 ̸= 𝜆2 получаем, что наименьший

замкнутый идеал, содержащий функцию 𝑓1, совпадает со всей алгеброй L1(R).

Следовательно, 𝑓𝑥0 = 0 для любой функции 𝑓 ∈ L1(R). Из свойства невырож-

денности L1(R) – модуля 𝑋 следует, что 𝑥0 = 0. Положим i𝐴 = 𝑅−1(𝑧) + 𝑧𝐼 ,

𝑧 ∈ C r iR. Оператор 𝐴 называют генератором модуля. Отметим, что определе-

ние корректно, то есть не зависит от выбора 𝑧 ∈ Cr iR.

Итак, (𝑋,𝑇 ) — банахов L𝛼(R) – модуль, следовательно, имеют место опреде-

ляемые в лемме 3.1 свойства спектра Бёрлинга векторов из X .

Лемма 3.10. Пусть вектор 𝑥 из L𝛼(R) — модуля имеет компактный спектр

Бёрлинга Λ(𝑥) и функция 𝑓 ∈ L𝛼(R) такова, что ̂︀𝑓(𝜆) = 𝜆 в некоторой окрест-

ности U множества Λ(𝑥). Тогда 𝑥 ∈ D(𝐴𝑛) при любом 𝑛 > 1 и 𝑓𝑥 = 𝐴𝑥.

Доказательство. Выберем функцию 𝜙 ∈ L𝛼(R) такую, что ̂︀𝜙 = 1 в окрестности

V множества Λ(𝑥) и supp ̂︀𝜙 — компактное множество. В силу леммы 3.1, 𝜙𝑥 = 𝑥.

Кроме того, 𝜙 можно выбрать так, чтобы выполнялись следующие свойства: 𝜙

— бесконечно дифференцируема, 𝜙′ ∈ L𝛼(R), и ̂︀𝜙′(𝜆) = i𝜆̂︀𝜙(𝜆). Рассмотрим
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функцию 𝜓 = −i𝜙, 𝜓 ∈ L𝛼(R). Следовательно, ̂︀𝜓′(𝜆) = 𝜆̂︀𝜙′(𝜆). Кроме того,

𝑓−𝜓 ∈ L𝛼(R), и ̂︀𝑓− ̂︀𝜓′ = 0 в окрестности U∩V множества Λ(𝑥). Следовательно,

по свойству 2 леммы 3.1, (𝑓 − 𝜓′)𝑥 = 0, откуда 𝑓𝑥 = 𝜓′𝑥. Таким образом,

утверждение леммы достаточно доказать для функции 𝜓′.

Имеют место равенства

lim
𝑡→0

𝑇 (𝑡)𝑥− 𝑥

𝑡
= lim

𝑡→0

𝑇 (𝑡)(𝜙𝑥)− 𝜙𝑥

𝑡
= lim

𝑡→0

𝜙𝑡𝑥− 𝜙𝑥

𝑡
=

= lim
𝑡→0

(𝜙𝑡 − 𝜙)𝑥

𝑡
= 𝜙′𝑥 = i𝜓′𝑥 = i𝐴𝑥.

Таким образом, 𝑥 ∈ D(𝐴) согласно определению генератора. Кроме того, из

равенства 𝜙′𝑥 = i𝐴𝑥 следует, что 𝜓′𝑥 = 𝐴𝑥, или 𝑓𝑥 = 𝐴𝑥.

Из полученного представления 𝐴𝑥 = 𝑓𝑥 и свойства 2 леммы 3.1 следует,

что вектор 𝑓𝑥 имеет компактный спектр Бёрлинга, и поэтому по доказанному

𝑓𝑥 = 𝐴𝑥 ∈ D(𝐴), причём 𝐴2𝑥 = 𝑓𝐴𝑥. Из определения оператора 𝐴𝑛 следует,

что 𝑥 ∈ D(𝐴𝑛) при любом 𝑛 > 1.

Определение 3.9. Пусть 𝑥 — вектор с компактным спектром Бёрлинга из

L𝛼(R) – модуля 𝑋 . Величина

rB(𝑥) = max
𝜆∈Λ(𝑥)

|𝜆| <∞, (3.17)

называется спектральным радиусом вектора 𝑥 ∈ 𝑋 .

Основные результаты статьи получены с использованием следующих вели-

чин:

CB,𝛼(𝑎) = 𝑎

∞∑︁
𝑘=−∞

𝛼
(︁
𝑘𝜋−𝜋
𝑎

)︁
(︀
𝜋/2− 𝑘𝜋

)︀2 , 𝑎 > 0. (3.18)

в предположении, что выполнено условие (3.8) на вес 𝛼 (отметим, что CB,𝛼(𝑎) =

𝑎 в случае 𝛼 = 1);

CB = inf
{︁
‖𝑓‖𝛼

⃒⃒⃒
𝑓 ∈ L𝛼(R), ̂︀𝑓(𝜆) = 𝜆 в окрестности [−1, 1]

}︁
, (3.19)
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а также

CB(𝑎) = 𝑎 sup
𝜏>0

𝛼
(︀
𝜏/𝑎
)︀

𝛼(𝜏)
CB. (3.20)

Отметим, что в случае веса 𝛼, удовлетворяющего условию (3.8), величина

CB(𝑎) = 𝑎 sup
𝜏>0

(︂
1 + c1

𝑎 𝜏

1 + c1𝜏

)︂𝛾
CB

в зависимости от 𝑎 и 𝛾 принимает следующие значения: CB(𝑎) = 𝑎 · CB при

𝑎 > 1, 𝛾 > 0 и CB(𝑎) = 𝑎1−𝛾 · CB при 0 < 𝑎 < 1, 0 6 𝛾 < 1. В случае

0 < 𝑎 < 1, 𝛾 > 1, не существует константы, связывающей норму вектора с его

спектральным радиусом в классе растущих полугрупп операторов (например,

для нильпотентных операторов).

Следующие две теоремы являются одними из основных результатов данной

главы.

Теорема 3.5. Пусть вес 𝛼(𝑡) = ‖𝑇 (−𝑡)‖, 𝑡 ∈ R, удовлетворяет условию (3.8)

с 0 < 𝛾 < 1. Тогда любой вектор 𝑥 ∈ 𝒳 с компактным спектром Бёрлинга Λ(𝑥)

принадлежит области определения оператора 𝐴. Имеет место представление

𝐴𝑥 = 𝑟B(𝑥)
∞∑︁

𝑘=−∞

𝑇
(︁
𝑘𝜋−𝜋
𝑟(𝑥)

)︁
𝑥(︀

𝜋/2− 𝑘𝜋
)︀2 (3.21)

и оценка

‖𝐴𝑥‖ 6 CB,𝛼

(︀
rB(𝑥)

)︀
· ‖𝑥‖, 𝑛 > 1.

Следствие 3.1. Если c1 = 1 и 𝛾 = 0, то⃦⃦
𝐴𝑛𝑥

⃦⃦
6 rB(𝑥)

𝑛 (3.22)

для любого вектора 𝑥 с компактным спектром Бёрлинга.

Теорема 3.6. Пусть 𝛼(𝑡) = ‖𝑇 (−𝑡)‖, 𝑡 ∈ R, — весовая функция, удовлетворя-

ющая условию (3.8), и вектор 𝑥 ∈ 𝑋 имеет компактный спектр Бёрлинга. Тогда
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𝑥 ∈ D(𝐴) и имеет место оценка

‖𝐴𝑥‖ 6 CB

(︀
rB(𝑥)

)︀
· rB(𝑥).

В частности, если 𝐴 — ограниченный оператор, то ‖𝐴‖ 6 CB

(︀
r(𝐴)

)︀
· r(𝐴).

Отметим, что в случае 𝛼 = 1 в предыдущем была получена оценка
⃦⃦
𝐴𝑛𝑥

⃦⃦
6

r𝑛B(𝑥) · ‖𝑥‖, 𝑛 > 1, для вектора 𝑥 с компактным спектром Бёрлинга Λ(𝑥).

Доказательство теоремы 3.5. Для любого числа 𝜀 ∈ (0, 1) рассмотрим вектор

𝑦 ∈ L𝛼(R) вида

𝑦 =
(︀
𝑟(𝑥) + 𝜀

)︀ ∞∑︁
𝑘=−∞

𝑇
(︁
𝑘𝜋−𝜋
𝑟(𝑥)+𝜀

)︁
𝑥(︀

𝜋/2− 𝑘𝜋
)︀2 . (3.23)

Пусть функция 𝜓 ∈ L𝛼(R) такова, что ̂︀𝜓(𝜆) = 𝜆 на отрезке
[︀
− r(𝑥)− 𝜀, r(𝑥)+ 𝜀

]︀
.

Тогда в силу свойства 6 леммы 3.1 выполнено равенство 𝐴𝑥 = 𝜓𝑥. Для любой

функции 𝑓 ∈ L𝛼(R) со свойством ̂︀𝑓 = 1 на отрезке
[︀
− r(𝑥)−𝜀, r(𝑥)+𝜀

]︀
получим

следующие равенства:

𝑓(𝑦 − 𝐴𝑥) = 𝑓(𝑦 − 𝜓𝑥) =

=
(︀
𝑟(𝑥) + 𝜀

)︀
·

(︃ ∞∑︁
𝑘=−∞

𝑆( 𝑘𝜋−𝜋𝑟(𝑥)+𝜀)𝑓(︀
𝜋/2− 𝑘𝜋

)︀2
)︃
𝑥− (𝜓 * 𝑓)𝑥 = 𝑔𝑥− (𝜓 * 𝑓)𝑥 = 𝜙𝑥.

В этих равенствах 𝑆 : R → EndL𝛼(R) — группа операторов сдвигов, определяе-

мых равенствами (︀
𝑆(𝑡)𝑓

)︀
(𝑠) = 𝑓(𝑠+ 𝑡), 𝑔 ∈ L𝛼(R),

а функция 𝑔 ∈ L𝛼(R) имеет преобразование Фурье вида

̂︀𝑔(𝜆) = 𝑟(𝑥)
∞∑︁

𝑘=−∞

̂︀𝑓(𝜆)e𝑖𝑘𝜋−𝜋
𝑟(𝑥) 𝜆(︀

𝜋/2− 𝑘𝜋
)︀2 , 𝜆 ∈ R,

и 𝜙 = 𝑔 − 𝜓 * 𝑓 . Поскольку 𝑥 имеет компактный спектр Бёрлинга, то 𝑟(𝑥) < ∞.

Ряд в правой части равенства (3.23) сходится абсолютно. Функция 𝜙 удовлетво-

ряет условиям леммы 3.10. Таким образом, 𝑓(𝑦 − 𝐴𝑥) = 0 для каждой функции
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𝑓 ∈ L𝛼(R), и поэтому 𝑦 − 𝐴𝑥 = 0. Имеют место оценки

‖𝐴𝑥‖ =
(︀
r(𝑥) + 𝜀

)︀
·

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∞∑︁
𝑘=−∞

𝑇
(︁
𝑘𝜋−𝜋
𝑟(𝑥)+𝜀

)︁
𝑥(︀

𝜋/2− 𝑘𝜋
)︀2
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 6

(︀
r(𝑥) + 𝜀

)︀
·

∞∑︁
𝑘=−∞

𝛼
(︁
𝑘𝜋−𝜋
r(𝑥)+𝜀

)︁
(︀
𝜋/2− 𝑘𝜋

)︀2 · ‖𝑥‖.
(3.24)

Ввиду произвольности выбора 𝜀 ∈ (0, 1) из (3.24) следует доказываемая оцен-

ка (3.21). Теорема доказана.

Доказательство теоремы 3.6. Рассмотрим произвольную функцию 𝑓 ∈

L1(R) со свойством ̂︀𝑓(𝜆) = 𝜆 в окрестности отрезка [−1, 1] и семейство
(︀
𝑓æ
)︀
,

æ > 0, из алгебры L1(R), для которого ̂︀𝑓æ(𝜆) = æ ̂︀𝑓(æ−1𝜆), æ > 0. Имеют место

равенства

𝑓æ(𝑡) =
1

2𝜋

∫︁
R

̂︀𝑓æ(𝜆)ei𝜆𝑡 d𝜆 =
1

2𝜋

∫︁
R

æ ̂︀𝑓(æ−1𝜆)ei𝜆𝑡 d𝜆 =

= æ2 · 1

2𝜋

∫︁
R

̂︀𝑓(𝜏)eiæ𝜏𝑡 d𝜏 = æ2𝑓(æ𝑡).

Из полученных соотношений следуют оценки:

‖𝑓æ‖1 =
∫︁
R

æ2|𝑓(æ𝑡)|𝛼(𝑡) d𝑡 =

=

∫︁
R

æ|𝑓(𝜏)|𝛼(æ−1𝜏) d𝜏 =

∫︁
R

æ|𝑓(𝜏)|𝛼(æ
−1𝜏)

𝛼(𝜏)
𝛼(𝜏) d𝜏 6

6 æ · sup
𝜏∈R+

𝛼(æ−1𝜏)

𝛼(𝜏)
·
∫︁
R

⃒⃒
𝑓(𝜏)

⃒⃒
𝛼(𝜏) d𝜏 = CB(æ)‖𝑓‖𝛼, æ > 0.

Теорема доказана.

3.4 Приложения полученных результатов в весовых про-

странствах

Полученные в теоремах 3.5, 3.6 оценки естественным образом распространя-

ются на векторы из вещественных банаховых пространств. В определении спек-

трального радиуса вектора (оператора) выступает спектр Бёрлинга вектора как
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элемента комплексификации рассматриваемого пространства. Соответствующая

техника исследований развита в статьях [4, 31, 32, 49].

Полученные результаты могут быть использованы для оценок производной

от функций из банахова пространства ℱ𝛼 = ℱ𝛼(R,𝒳 ), которое строится по од-

нородному пространству ℱ(R,𝒳 ) следующим образом. Функцию 𝑥 ∈ L1
loc(R,𝒳 )

отнесём к ℱ𝛼(R,𝒳 ), если 𝑦 = 𝑥
𝛼 ∈ ℱ(R,𝒳 ) с нормой ‖𝑥‖ = ‖𝑦‖ℱ и функция

𝑡 ↦→ 𝑆(𝑡)𝑥 : R → ℱ𝛼(R,𝒳 ) непрерывна. Далее считается, что весовая функция 𝛼

удовлетворяет условию (3.8). Тогда группа операторов 𝑆(𝑡) ∈ Endℱ𝛼, 𝑡 ∈ R,

сильно непрерывна и удовлетворяет оценке⃦⃦
𝑆(𝑡)

⃦⃦
6 𝛼(𝑡) = c1(1 + c2|𝑡|)𝛾, 𝑡 ∈ R.

Её генератором является оператор дифференцирования

d

d𝑡
: ℱ (1)

𝛼 (R,𝒳 ) ⊂ ℱ𝛼 → ℱ𝛼,

где ℱ (1)
𝛼 = ℱ (1)

𝛼 (R,𝒳 ) =
{︀
𝑥 ∈ ℱ𝛼

⃒⃒
𝑥̇ ∈ ℱ𝛼

}︀
.

Докажем непрерывность оператора сдвига 𝑆 : Cb𝛼(R, 𝑋) → Cb𝛼(R, 𝑋). Отме-

тим, что пространство Cb𝛼 является подпространством из Cbu. Пусть 𝑥 ∈ Cb𝛼,

𝑠, 𝑡 ∈ R. Тогда(︀
𝑆(𝑡)𝑥

)︀
(𝑠)

𝛼(𝑠)
=
𝑥(𝑠+ 𝑡)

𝛼(𝑠+ 𝑡)
· 𝛼(𝑠+ 𝑡)

𝛼(𝑠)
6
𝛼(𝑠+ 𝑡)

𝛼(𝑠)
‖𝑥‖Cb

6 𝛼(𝑡)‖𝑥‖Cb
.

lim
𝑡→0

sup
𝑠∈R

⃦⃦⃦ 𝑥(𝑠+ 𝑡)𝛼(𝑠+ 𝑡)− 𝑥(𝑠)𝛼(𝑠)

𝛼(𝑠)

⃦⃦⃦
=

= lim
𝑡→0

sup
𝑠∈R

⃦⃦⃦ (︀
𝑥(𝑠+ 𝑡)− 𝑥(𝑠)

)︀𝛼(𝑠+ 𝑡)

𝛼(𝑠)
+ 𝑥(𝑠)

(︁𝛼(𝑠+ 𝑡)

𝛼(𝑠)
− 1
)︁ ⃦⃦⃦

6

6 lim
𝑡→0

sup
𝑠∈R

⃦⃦ (︀
𝑥(𝑠+ 𝑡)− 𝑥(𝑠)

)︀
𝛼(𝑡)

⃦⃦
+ lim

𝑡→0
sup
𝑠∈R

⃦⃦
𝑥(𝑠)

(︀
𝛼(𝑡)− 1

)︀ ⃦⃦
= 0.

В последнем равенстве первое слагаемое обращается в ноль из-за равномерной

ограниченности 𝑥, а второе — в силу определения веса 𝛼. Таким образом, непре-

рывность оператора сдвига в пространстве Cb𝛼 доказана.

Имеет место следующая
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Теорема 3.7. Пусть 𝑥 ∈ ℱ𝛼 имеет компактный спектр Бёрлинга. Тогда име-

ет место оценка

‖𝑥′‖ℱ 6 CB

(︀
r(𝑥)

)︀
· r(𝑥).

В частности, если 𝑥 — функция экспоненциального типа 𝜎 > 0, ограниченная

на вещественной оси, то имеет место оценка ‖𝑥′‖ 6 𝜎‖𝑥‖ℱ .

Пусть X1, X2 — банаховы пространства и пусть i𝐴1, i𝐴2, 𝐴𝑘 ∈ EndX𝑘, 𝑘 =

1, 2 — генераторы групп 𝑇1(𝑡) и 𝑇2(𝑡) соответственно:

𝑇1 : R → EndX1, 𝑇2 : R → EndX2.

Будем считать, что представления 𝑇1 и 𝑇2 допускают оценки

‖𝑇1(−𝑡)‖ 6 𝛼1(𝑡) = c11(1 + c12|𝑡|)𝛾1,

‖𝑇2(−𝑡)‖ 6 𝛼2(𝑡) = c21(1 + c22|𝑡|)𝛾2,

где 𝑡 ∈ R, c11, c21 > 1, c12, c22 > 0 и 𝛾1, 𝛾2 > 0.

Банахово пространство Hom (X1,X2) наделяется структурой банахова моду-

ля по представлению 𝑇 : R → EndHom (X1,X2) вида 𝑇 (𝑡)𝑋 = 𝑇2(𝑡)𝑋𝑇1(−𝑡),

𝑡 ∈ R, 𝑋 ∈ Hom (X1,X2). Представление 𝑇 допускает оценку вида

‖𝑇 (−𝑡)‖ 6 𝛼(𝑡) = 𝛼1(𝑡)𝛼2(𝑡) 6 c1
(︀
1 + c2|𝑡|

)︀𝛾
, 𝑡 ∈ R, (3.25)

где c1 = c11c21 > 1, c2 = max
{︀
c12, c22

}︀
> 0 и 𝛾 = 𝛾1 + 𝛾2 > 0.

Модульная структура определяется с помощью формулы

(𝑓𝑋)𝑥 =

∫︁
R

𝑓(𝜏)
(︀
𝑇 (𝑡)𝑋

)︀
𝑥 d𝜏 =

∫︁
R

𝑓(𝜏)
(︀
𝑇2(𝑡)𝑋𝑇1(−𝑡)

)︀
𝑥 d𝜏.

Отметим, что представление 𝑇 является непрерывным в сильной операторной

топологии.

Обозначим символом ad𝐴1,𝐴2
оператор вида ad𝐴1,𝐴2

𝑋 = 𝐴2𝑋 − 𝑋𝐴1. В слу-

чае, когда 𝐴1 = 𝐴2 = 𝐴, ad𝐴1,𝐴2
𝑋 = ad𝐴𝑋 = 𝐴𝑋 −𝑋𝐴 — коммутатор.

Оператор 𝑋 принадлежит D(ad𝐴1,𝐴2
), если 𝑋D(𝐴1) ⊂ D(𝐴2) и оператор
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𝐴2𝑋 − 𝑋𝐴1 допускает ограниченное расширение на X1. В дальнейшем это

расширение будет обозначаться тем же символом 𝐴2𝑋 − 𝑋𝐴1. Отметим, что

спектром оператора ad𝐴1,𝐴2
является множество

𝜎(ad𝐴1,𝐴2
) =

{︀
𝜆2 − 𝜆1 : 𝜆1 ∈ 𝜎(𝐴1), 𝜆2 ∈ 𝜎(𝐴2)

}︀
,

где 𝜎(𝐴1), 𝜎(𝐴2) — соответственно спектры операторов 𝐴1, 𝐴2.

Лемма 3.11. Если 𝑋 ∈ Hom (X1,X2) имеет компактный спектр Бёр-

линга, то 𝑋 ∈ D(ad𝐴1,𝐴2
)
(︀
т.е. корректно определен оператор 𝐴2𝑋 −

𝑋𝐴1 ∈ Hom (X1,X2)
)︀
.

Теорема 3.8. Пусть 𝛼𝑇 (𝑡) = ‖𝑇 (−𝑡)‖, 𝑡 ∈ R, — весовая функция, удовлетво-

ряющая условию (3.25), и спектр Бёрлинга Λ(𝑋) оператора 𝑋 ∈ Hom (X1,X2)

является компактным множеством. Тогда 𝑋 ∈ D(ad𝐴1,𝐴2
) и имеет место оцен-

ка ⃦⃦
𝐴2𝑋 −𝑋𝐴1

⃦⃦
6 CB

(︀
r(𝑋)

)︀
· r(𝑋).

Множество Λ(𝑋) в статье [57] называлось памятью оператора.
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Глава 4

Неравенства Бора – Фавара и метод

подобных операторов

4.1 Неравенства Бора–Фавара для операторов

В 1935 году Х. Бором [60] было доказано неравенство (оценка нормы инте-

грального оператора)

‖𝐽𝑥‖∞ 6
𝜋

2𝑛
‖𝑥‖∞ =

𝜋

2𝑛
max
𝑡∈[0,2𝜋]

⃒⃒
𝑥(𝑡)

⃒⃒
(4.1)

для любой непрерывной 2𝜋–периодической функции с рядом Фурье вида 𝑥(𝑡) ∼∑︀
|𝑘|>𝑛

𝑎𝑛e
i𝑘𝑡, 𝑡 ∈ R, и интеграла 𝐽𝑥 = 𝐽𝑛𝑥 =

∑︀
|𝑘|>𝑛

1
i𝑘𝑎𝑛e

i𝑘𝑡, 𝑡 ∈ R. Таким об-

разом, получена оценка нормы ‖𝐽𝑛‖ оператора интегрирования в подпростран-

стве C2𝜋,𝑛(R) банахова пространства C2𝜋(R) периодических периода 2𝜋 функ-

ций, спектр которых лежит вне интервала (−𝑛, 𝑛). Полученная оценка является

точной, т. е. ‖𝐽𝑛‖ = 𝜋
2𝑛 . Затем эта оценка была распространена Ж. Фаваром [66] и

Б. М. Левитаном [40] на почти периодические функции. Необходимость распро-

странения неравенств Бора–Фавара на более широкий класс функций привела к

следующей постановке задачи.

Пусть X — комплексное банахово пространство, EndX — банахова алгебра

линейных ограниченных операторов, действующих в X , и 𝑇 : R → EndX —

сильно непрерывное изометрическое представление (изометрическая группа
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операторов). Пусть i𝐴 : D(𝐴) ⊂ X → X — её генератор. Тогда спектр 𝜎(𝐴)

оператора 𝐴 вещественный, и поэтому его резольвентное множество 𝜌(𝐴) со-

держит C r R. В частности, если X = Cbu(R) — банахово пространство ком-

плекснозначных равномерно непрерывных ограниченных на вещественной оси

функций, то группа операторов 𝑆(𝑡), 𝑡 ∈ R,
(︀
𝑆(𝑡)𝑥

)︀
(𝑠) = 𝑥(𝑠 + 𝑡), 𝑡, 𝑠 ∈ R,

сдвигов функций сильно непрерывна и изометрична, а её генератором является

оператор 𝐷 = d
d𝑡 . Следовательно, 𝜎(𝐷) ⊂ iR.

Поскольку 𝐷ei𝜆𝑡 = i𝜆ei𝜆𝑡, 𝑡, 𝜆 ∈ R, то 𝜎(𝐴) = R, где 𝐴 = −i𝐷. При суже-

нии группы операторов 𝑆 на инвариантные подпространства спектр сужения 𝐴0

оператора 𝐴 может уже не заполнять R и, в частности, может случиться так,

что 0 /∈ 𝜎(𝐴0). Так обстоит дело с подпространством X0 = C2𝜋,0 непрерыв-

ных 2𝜋–периодических функций, имеющих нулевое среднее, т. е. в этом случае

0 /∈ 𝜎(𝐴|X0), где 𝐴|X0 — сужение оператора 𝐴 на X0. Следовательно, оператор

𝐴|X0 обратим, и обратный является оператором интегрирования периодических

функций. Значит, классические оценки Ж. Фавара можно интерпретировать как

оценку нормы оператора (𝐴|X0)
−1 на подпространстве X𝑛 периодических функ-

ций, имеющих ряд Фурье вида 𝑥(𝑡) =
∑︀
|𝑘|>𝑛

𝑎𝑘e
i𝑘𝑡, 𝑥 ∈ X𝑛.

Таким образом, более общей постановкой задачи является оценка величи-

ны ‖𝐴−1‖ для генератора i𝐴 произвольной изометрической группы операторов

𝑇 : R → EndX при условии, что 0 ∈ 𝜌(𝐴).

В работе [9] была получена оценка

‖𝐴−1‖ 6
𝜋

2 dist
(︀
0, 𝜎(𝐴)

)︀ , (4.2)

которая является неулучшаемой в классе всех сильно непрерывных изометриче-

ских представлений.

Если оператор 𝐴 = −i𝐷 = −i dd𝑡 рассматривается в банаховом пространстве

X = Cb(R) непрерывных ограниченных комплекснозначных функций, опреде-

лённых на вещественной оси, то он имеет неплотную в Cb(R) область опреде-
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ления. Таким образом, он не является генератором сильно непрерывной группы

операторов. В данном случае роль группы изометрий играет группа операторов

сдвигов функций 𝑆(𝑡), 𝑡 ∈ R,
(︀
𝑆(𝑡)𝑥

)︀
(𝑠) = 𝑥(𝑠 + 𝑡), 𝑡, 𝑠 ∈ R. Следовательно,

не вполне подходит описанный выше приём использования сильно непрерывной

группы операторов. Другой пример связан с рассмотрением полугруппы опера-

торов, которая не являются сильно непрерывной.

В силу отмеченного, рассматривается комплексное банахово простран-

ство X , где действует не обязательно сильно непрерывная группа изометрий

𝑇 : R → EndX . Дополнительно будем требовать, чтобы банахово простран-

ство X являлось банаховым L1(R) – модулем, структура которого согласована

с представлением 𝑇 , т. е. имеют место равенства

𝑓𝑇 (𝑡)𝑥 = 𝑇 (𝑡)𝑓𝑥 =
(︀
𝑆(𝑡)𝑓

)︀
𝑥, 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑓 ∈ L1(R), (4.3)

где 𝑆 : R → EndL1(R) — группа операторов сдвига в L1(R), определённых фор-

мулой
(︀
𝑆(𝑡)𝑓

)︀
(𝑠) = 𝑓(𝑠+ 𝑡), 𝑠, 𝑡 ∈ R, 𝑓 ∈ L1(R). В этом случае часто использу-

ется запись (X , 𝑇 ) для банахова L1(R) – модуля, модульная структура которого

согласована с представлением 𝑇 .

В частности, если 𝑇 — сильно непрерывное представление, то структура ба-

нахова L1(R) – модуля на X задаётся с помощью формулы

𝑓𝑥 =

∫︁
R

𝑓(𝑡)𝑇 (−𝑡)𝑥 d𝑡, 𝑓 ∈ L1(R), 𝑥 ∈ 𝑋. (4.4)

Напомним, что с каждым невырожденным банаховым L1(R) – модулем ассо-

циировано единственное представление.

Важную роль в проводимых исследованиях играет понятие генератора бана-

хова L1(R) – модуля (X , 𝑇 ), который, будучи умноженным на мнимую едини-

цу i, совпадает с генератором изометрической группы операторов 𝑇 , если эта

группа сильно непрерывна.
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Всюду далее предполагается, что X является банаховым L1(R) – моду-

лем, модульная структура которого согласована с изометрическим представле-

нием 𝑇 : R → EndX , которое не обязательно сильно непрерывно.

Символом ̃︀𝑇 : L1(R) → EndX будем обозначать представление алгебры

L1(R) операторами из алгебры EndX , определяемое равенствами

̃︀𝑇 (𝑓)𝑥 = 𝑓𝑥, 𝑥 ∈ X , 𝑓 ∈ L1(R).

Отметим, что представление ̃︀𝑇 является гомоморфизмом алгебр, т. е. ̃︀𝑇 (𝑓1*𝑓2) =̃︀𝑇 (𝑓1)̃︀𝑇 (𝑓2). Для каждой функции 𝑓 ∈ L1(R) ̃︀𝑇 (𝑓) является линейным ограничен-

ным оператором и имеет место оценка
⃦⃦ ̃︀𝑇 (𝑓)⃦⃦ 6 ‖𝑓‖1.

Для определения генератора банахова L1(R) – модуля рассмотрим семейство

функций 𝑓𝑧 ∈ L1(R), 𝑧 ∈ C, Re 𝑧 ̸= 0, определённую равенствами

𝑓𝑧(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
e𝑧𝑡, 𝑡 > 0,

0, 𝑡 < 0;

(4.5)

при Re 𝑧 < 0 и

𝑓𝑧(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−e𝑧𝑡, 𝑡 < 0,

0, 𝑡 > 0;

(4.6)

при Re 𝑧 > 0.

Рассмотрим операторнозначную функцию 𝑅 : C r iR → EndX , определяе-

мую равенствами 𝑅(𝑧)𝑥 = 𝑓𝑧𝑥, 𝑥 ∈ 𝑋 . Отметим, что
⃦⃦
𝑅(𝑧)

⃦⃦
6 ‖𝑓𝑧‖1 = 1

|Re 𝑧| .

Покажем, что функция 𝑅 : Cr iR → C является резольвентой некоторого линей-

ного оператора. Далее символом ̂︀𝑓 : R → C будем обозначать преобразование

Фурье функции 𝑓 ∈ L1(R), т. е. ̂︀𝑓 =
∫︀
R
𝑓(𝑡)e−i𝜆𝑡 d𝑡. Из равенств

(︀
î︁𝑓𝑧1 −̂︁𝑓𝑧2)︀(i𝜆) = 1

i𝜆− 𝑧1
− 1

i𝜆− 𝑧2
=

𝑧1 − 𝑧2
(𝜆− 𝑧1)(𝜆− 𝑧2)

= (𝑧1 − 𝑧2)
(︀̂︁𝑓𝑧1̂︁𝑓𝑧2)︀(𝜆),

где 𝑧1, 𝑧2 ∈ Cr iR, 𝜆 ∈ R, следует, что(︀
𝑅(𝑧1)−𝑅(𝑧2)

)︀
𝑥 = (𝑓𝑧1 − 𝑓𝑧2)𝑥 = (𝑧1 − 𝑧2)𝑅(𝑧1)𝑅(𝑧2)𝑥, 𝑥 ∈ 𝑋. (4.7)
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Таким образом, доказано, что 𝑅 является псевдорезольвентой на открытом мно-

жестве C r iR. Докажем, что 𝑅 является резольвентой некоторого линейного

оператора. Поскольку ker𝑅(𝑧1) = ker𝑅(𝑧2) для любых 𝑧1, 𝑧2 ∈ Cr iR, то доста-

точно установить равенство ker𝑅(1) = {0}. Пусть 𝑥0 ∈ ker𝑅(1). Тогда 𝑓1𝑥0 = 0.

Из равенства ̂︀𝑓1(𝜆) = 1
i𝜆−1 и свойства ̂︀𝑓1(𝜆1) ̸= ̂︀𝑓1(𝜆2) ⇒ 𝜆1 ̸= 𝜆2 получаем, что

наименьший замкнутый идеал, содержащий функцию 𝑓1, совпадает со всей ал-

геброй L1(R) [19]. Следовательно, 𝑓𝑥0 = 0 для любой функции 𝑓 ∈ L1(R). Из

свойства невырожденности L1(R) – модуля 𝑋 следует, что 𝑥0 = 0.

Определение 4.1. Положим i𝐴 = 𝑅−1(𝑧) + 𝑧𝐼 , 𝑧 ∈ C r iR. Оператор 𝐴 на-

зывают генератором L1(R) – модуля. Отметим, что определение корректно, то

есть не зависит от выбора 𝑧 ∈ Cr iR.

Далее рассматривается банахов L1(R) – модуль (X , 𝑇 ) и её генератор

𝐴 : D(𝐴) ⊂ X → X .

Если 𝑇 : R → EndX — сильно непрерывное изометрическое представление

и i𝐴 — генератор группы 𝑇 , то 𝐴 является генератором L1(R) – модуля.

Всюду далее играет важную роль понятие спектра Бёрлинга векторов из ба-

нахова L1(R) — модуля.

Лемма 4.1. Спектральное подпространство X (Δ) для любого замкнуто-

го множества Δ является инвариантным подпространством в X и спектр

𝜎
(︀
𝐴|X (Δ)

)︀
сужения оператора 𝐴 на подпространство X (Δ) содержится во

множестве Δ.

В условиях следующей теоремы вектор 𝑦 ∈ X будет удовлетворять условию

Λ(𝑦) ⊂ (−∞,−𝑏] ∪ [−𝑎, 𝑎] ∪ [𝑏,+∞), 0 < 𝑎 < 𝑏. (4.8)

Такой вектор 𝑦 однозначно представим в виде 𝑦 = 𝑦0 + 𝑦1, где Λ(𝑦0) ⊂ [−𝑎, 𝑎] и

Λ(𝑦1) ⊂ (−∞,−𝑏] ∪ [𝑏,+∞).
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Теорема 4.1. Пусть спектр Бёрлинга Λ(X ) банахова L1(R) – модуля (X , 𝑇 )

представим в виде

Λ(X ) = 𝜎0 ∪ 𝜎1

непересекающихся замкнутых множеств 𝜎0 и 𝜎1, где 𝜎0 — компактное множе-

ство. Тогда X представимо в виде

X = X (𝜎0)⊕ X (𝜎1).

Это разложение осуществляют проекторы 𝑃0, 𝑃1 = 𝐼 − 𝑃0 (т. е. Im𝑃𝑘 =

X (𝜎𝑘), 𝑘 = 0, 1), где проектор 𝑃0 определяется формулой

𝑃0𝑥 = 𝑓0𝑥, 𝑥 ∈ X ,

т. е. 𝑃0 = ̃︀𝑇 (𝑓0), где 𝑓0 — любая функция из L1(R) со свойством: ̂︀𝑓0 = 1 в

некоторой окрестности 𝜎0 и ̂︀𝑓0 = 0 в некоторой окрестности 𝜎1, причём

‖𝑃0‖ 6 inf
𝑓
‖𝑓‖, где инфимум берётся по всем функциям 𝑓 с указанным свой-

ством для 𝑓0.

Доказательство. Пусть 𝑓0 — любая функция из алгебры L1(R) со свойства-

ми, указанными в теореме 4.1. Из пункта 2 леммы 3.1 следует, что Λ(𝑓0𝑥) ⊂

Λ(𝑥)∩ supp ̂︀𝑓0 ⊂ 𝜎0. Таким образом, 𝑓0𝑥 ∈ X (𝜎0). Поскольку ̂︀𝑓0 = 1 в окрестно-

сти множества 𝜎0, то из свойства 4 леммы 3.1 следует, что 𝑓0(𝑓0𝑥) = 𝑓0𝑥. Таким

образом, установлено, что оператор 𝑃0 = ̃︀𝑇 (𝑓0) является проектором. Непосред-

ственно из его определения следует, что ‖𝑃0‖ 6 ‖𝑓‖1. Докажем корректность

определения, т. е. докажем, что ̃︀𝑇 (𝑓0) = ̃︀𝑇 (𝑓) для любой функции 𝑓 ∈ L1(R) со

свойствами Функции 𝑓0, а именно, ̂︀𝑓 = 1 в некоторой окрестности множества 𝜎0

и ̂︀𝑓 = 0 в некоторой окрестности множества 𝜎1. Для любой функции 𝜙 ∈ L1(R)

имеют место равенства
(︀
𝜙 * (𝑓 − 𝑓0)

)︀
𝑥 = 𝑔𝑥, где 𝑔 = 𝜙 * (𝑓 − 𝑓0) ∈ L1(R). Из от-

меченных свойств функций 𝑓 и 𝑓0 и равенства ̂︀𝑔(𝜆) = ̂︀𝜙(𝜆)(︀ ̂︀𝑓(𝜆)− ̂︀𝑓0(𝜆))︀, 𝜆 ∈ R,

следует, что функция 𝑔 обращается в ноль в некоторой окрестности спектра Λ(𝑥)
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вектора 𝑥. Поэтому из свойства 3 леммы 3.1 получаем, что 𝑔𝑥 = 𝜙(𝑓𝑥−𝑓0𝑥) = 0

для любой функции 𝜙 ∈ L1(R). Из невырожденности L1(R) – модуля X сле-

дует, что 𝑓𝑥 = 𝑓0𝑥. Из доказанного получаем оценку ‖𝑓0‖ 6 inf
𝑓
‖𝑓‖1, где ин-

фимум берётся по всем функциям 𝑓 , обладающими указанными свойствами. Из

свойства 2 леммы 3.1 следует, что Λ(𝑃0𝑥) = Λ(𝑓0𝑥) ⊂ Λ(𝑥) ∩ supp ̂︀𝑓0 ⊂ 𝜎0.

Таким образом, Im𝑃0 ⊂ X (𝜎0). Докажем, что Im𝑃1 ⊂ X (𝜎1) для дополни-

тельного к 𝑃0 проектора 𝑃1, что завершит доказательство теоремы. Для любого

вектора 𝑥 вектор 𝑃1𝑥 представим в виде 𝑓1𝑥 = 𝑥 − 𝑓0𝑥. Пусть 𝜆0 /∈ 𝜎1. Рас-

смотрим функцию 𝑓 ∈ L1(R) со свойством ̂︀𝑓(𝜆0) ̸= 0 и 𝜎0 ∩ supp ̂︀𝑓 = ∅. Тогда

𝑓𝑃1𝑥 = 𝑓(𝑥 − 𝑓0𝑥) = (𝑓 − 𝑓 * 𝑓0)𝑥 = 𝑔0𝑥, где 𝑔0 = 𝑓 − 𝑓 * 𝑓0 ∈ L1(R). По-

скольку ̂︀𝑔0(𝜆) = ̂︀𝑓(𝜆)(︀1 − ̂︀𝑓0(𝜆))︀, 𝜆 ∈ R, то ̂︀𝑔0 = 0 в некоторой окрестности

спектра Λ(𝑥) ⊂ 𝜎0 ∪ 𝜎1. Из свойства 3 леммы 3.1 следует, что 𝜆0 /∈ Λ(𝑃1𝑥).

Таким образом, Λ(𝑃1𝑥) ⊂ 𝜎1. Следовательно, Im𝑃1 ⊂ X (𝜎1).

Теорема 4.2. Пусть спектр Бёрлинга Λ(𝑦) вектора 𝑦 из банахова L1(R) –

модуля (𝑋,𝑇 ) не содержит нуля. Тогда существует единственный вектор 𝑥 ∈

D(𝐴) такой, что

1) Λ(𝑥) ⊂ Λ(𝑦);

2) 𝑥 ∈ D(𝐴);

3) 𝐴𝑥 = 𝑦;

4) ‖𝑥‖ 6
𝜋

2 dist
(︀
0,Λ(𝑦)

)︀‖𝑦‖.
Доказательство. Первое свойство непосредственно следует из пункта 2 лем-

мы 3.1. Далее, рассмотрим вектор 𝑥 = 𝑓𝑦, где функция 𝑓 из алгебры L1(R)

имеет преобразование Фурье вида ̂︀𝑓(𝜆) = 1
𝜆 в окрестности множества Λ(𝑦).

Докажем, что вектор 𝑥 входит в область определения оператора 𝐴 и 𝐴𝑥 = 𝑦.

Для этого достаточно установить равенство 𝑥 = (i𝐴 − 𝜆0𝐼)
−1(i𝑦 − 𝜆0𝑥), где
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𝜆0 ∈ Rr{0}. Действительно, если имеет место указанное равенство, то 𝑥 ∈ D(𝐴)

и (i𝐴−𝜆0𝐼)𝑥 = i𝑦−𝜆0𝑥, откуда 𝐴𝑥 = 𝑦. В свою очередь, для доказательства это-

го равенства воспользуемся представлением обратного оператора (i𝐴− 𝜆0𝐼)
−1 в

виде 𝑓𝜆0, где 𝑓𝜆0 ∈ L1(R) имеет преобразование Фурье вида ̂︁𝑓𝜆0(𝜆) = 1
i𝜆−𝜆0 . Тогда

𝑓𝑦 = 𝑓𝜆0(i − 𝜆0𝑓)𝑦 или
(︀
𝑓 − i𝑓𝜆0 + 𝜆0𝑓𝜆0 * 𝑓

)︀
𝑦 = 0. Применим преобразование

Фурье к последнему равенству. Осталось показать, что ̂︀𝑓 − î︁𝑓𝜆0 + 𝜆0̂︁𝑓𝜆0 ̂︀𝑓 = 0.

Действительно,

(︀ ̂︀𝑓 − î︁𝑓𝜆0 + 𝜆0̂︁𝑓𝜆0 ̂︀𝑓)︀(𝜆) = 1

𝜆
− i

i𝜆− 𝜆0
+

𝜆0
i𝜆− 𝜆0

· 1
𝜆
= 0.

Из приведённых равенств и свойства д) леммы 2.4 следует, что 𝑥 ∈ D(𝐴) и

𝐴𝑥 = 𝑦.

Оценка ‖𝑥‖ 6
𝜋

2 dist
(︀
0,Λ(𝑦)

)︀‖𝑦‖ непосредственно следует из теоремы 4.1.

Теорема 4.3. Пусть 𝜎0 = [−𝑎, 𝑎], 𝜎1 = R r (−𝑏, 𝑏), где 0 6 𝑎 < 𝑏. Тогда

X = X (𝜎0)⊕ X (𝜎1) и норма проектора 𝑃0 допускает оценку вида

‖𝑃0‖ 6
4

𝜋
+

2

𝜋
ln
𝑏+ 𝑎

𝑏− 𝑎
.

Доказательство. Рассмотрим функцию 𝑓 из алгебры L1(R), имеющую преобра-

зование Фурье вида

̂︀𝑓(𝜆) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1, если |𝜆| 6 1,

1
𝑏−𝑎
(︀
𝑏− |𝜆|

)︀
, если 𝑎 < |𝜆| < 𝑏,

0, если |𝜆| > 𝑏.

В этом случае

𝑓(𝑡) =
2 sin 𝑏−𝑎

2 𝑡 sin
𝑏+𝑎
2 𝑡

𝜋(𝑏− 𝑎)𝑡2
.

Согласно [39], функция 𝑓 допускает оценку ‖𝑓‖1 6 4
𝜋 +

2
𝜋 ln

𝑏+𝑎
𝑏−𝑎 .
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Теорема 4.4. Пусть вектор 𝑦 ∈ X представим в виде 𝑦 = 𝑦0+𝑦1, где Λ(𝑦0) ⊂

[−𝑎, 𝑎] и Λ(𝑦1) ⊂ R r (−𝑏, 𝑏), где 0 6 𝑎 < 𝑏. Тогда существует единственный

вектор 𝑥 ∈ X со свойствами

1) Λ(𝑥) ⊂ Λ(𝑦1) ⊂ (−∞,−𝑏] ∪ [𝑏,+∞);

2) 𝑥 ∈ D(𝐴);

3) 𝐴𝑥 = 𝑦1 = 𝑦 − 𝑦0;

4) ‖𝑥‖ 6 𝜋
2𝑏

(︁
1 + 4

𝜋 +
2
𝜋 ln

𝑏+𝑎
𝑏−𝑎

)︁
‖𝑦‖.

Доказательство. Поскольку Λ(𝑦1) ⊂ R r (−𝑏, 𝑏), то для вектора 𝑦1 выполнены

условия теоремы 4.2. Как и в теореме 4.1, положим 𝑥 = 𝑓𝑦1, где 𝑓 — функция,

построенная при доказательстве теоремы 4.2. Тогда, согласно этой теореме, 𝑥 ∈

D(𝐴) и 𝐴𝑥 = 𝑦1 = 𝑦 − 𝑦0. Положим 𝑦0 = 𝑃0𝑦 = 𝑓0𝑦, где 𝑓0 ∈ L1(R) — Функция,

построенная при доказательстве теоремы 4.3. Тогда, согласно теореме 4.2, имеет

место оценка

‖𝑥‖ 6
𝜋

2 dist
(︀
0,Λ(𝑦)

)︀‖𝑦1‖ 6
𝜋

2𝑏

(︀
‖𝑦‖+ ‖𝑦0‖

)︀
6

𝜋

2𝑏

(︀
1 + ‖𝑃0‖

)︀
‖𝑦‖.

Используя теорему 4.3 для оценки нормы проектора 𝑃0, получим доказываемую

оценку.

4.2 Приложения к методу подобных операторов

Пусть 𝐴 : D(𝐴) ⊂ X1 → X1, 𝐵 : D(𝐵) ⊂ X2 → X2 — замкнутые линейные

операторы. Всюду далее считается выполненным

Предположение 4.1. Имеет место условие равномерной отделимости спек-

тров

d = dist
(︀
𝜎(𝐴), 𝜎(𝐵)

)︀
= inf

𝜆∈𝜎(𝐴)
𝜇∈𝜎(𝐵)

|𝜆− 𝜇| > 0 (4.9)

𝜎(𝐴), 𝜎(𝐵) операторов 𝐴, 𝐵.
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Символом Hom(X ,Y ) будем обозначать банахово пространство линейных

ограниченных операторов (гомоморфизмов), определённых на банаховом про-

странстве X со значениями в банаховом пространстве Y .

Пусть 𝐶 ∈ Hom (X2,X1), 𝐷 ∈ Hom (X1,X2). Рассмотрим линейный опера-

тор

A : D(𝐴)×D(𝐵) ⊂ X1 × X2 → X1 × X2,

заданный операторной матрицей ( 𝐴 𝐶
𝐷 𝐵 ), т. е.

A(𝑥1, 𝑥2) = (𝐴𝑥1 + 𝐶𝑥2, 𝐷𝑥1 +𝐵𝑥2)

для любой упорядоченной пары (𝑥1, 𝑥2) ∈ D(𝐴)×D(𝐵).

Оператор A представим в виде A = 𝒜− ℬ, где оператор 𝒜 : D(𝐴) × D(𝐵) ⊂

X1 × X2 → X1 × X2 задаётся матрицей ( 𝐴 0
0 𝐵 ), а оператор ℬ ∈ End (X1 × X2)

определяется матрицей
(︀

0 −𝐶
−𝐷 0

)︀
.

В декартовом произведении X1 × X2 введём норму по правилу:
⃦⃦
(𝑥1, 𝑥2)

⃦⃦
=√︀

‖𝑥1‖2 + ‖𝑥2‖2. Отметим, что если X1 и X2 — гильбертовы простран-

ства, то скалярное произведение в X1 × X2 вводится следующим образом:(︀
(𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2)

)︀
= (𝑥1, 𝑥2) + (𝑦1, 𝑦2)

Рассмотрим канонические проекторы

𝑃1𝑥 = (𝑥1, 0), 𝑃2𝑥 = (0, 𝑥2), 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ X1 × X2.

Для любого оператора 𝑋 ∈ End (X1 × X2) рассмотрим операторы 𝑃𝑖𝑋𝑃𝑗 ∈

End (X1 × X2), 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2}. Таким образом, оператор 𝑋 задаётся матрицей

𝑋 =

⎛⎝𝑋11 𝑋12

𝑋21 𝑋22

⎞⎠ ,

где операторы 𝑋𝑖𝑗 ∈ Hom (X𝑗,X𝑖), 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2} — сужение оператора 𝑃𝑖𝑋𝑃𝑗

на X𝑗 с областью значений X𝑖.
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Всюду далее символом U обозначим пространство End (X1 × X2), которое в

дальнейшем будем называть пространством допустимых возмущений. Симво-

лами U𝑖𝑗 будем обозначать банаховы пространства Hom (X𝑗,X𝑖), 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2}.

Наряду с предположением 4.1 сделаем

Предположение 4.2. Операторы 𝐴 : D(𝐴) ⊂ X1 → X1 и 𝐵 : D(𝐵) ⊂ X2 →

X2 обладают следующим свойством: операторы i𝐴 и i𝐵 являются генераторами

сильно непрерывных групп изометрий 𝑇𝐴 : R → EndX1 и 𝑇𝐵 : R → EndX2

соответственно.

Определим трансформатор (согласно терминологии М. Г. Крейна), т. е. ли-

нейный оператор в пространстве операторов. Трансформатор J ∈ EndU (опера-

тор блочной диагонализации) определяется формулой J𝑋 = 𝑃1𝑋𝑃1 + 𝑃2𝑋𝑃2,

(J𝑋)𝑥 = (𝑃1𝑋𝑃1 + 𝑃2𝑋𝑃2)(𝑥1, 𝑥2) = (𝑋11𝑥1, 0) + (0, 𝑋22𝑥2), где 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈

X1 × X2, 𝑋 ∈ U, 𝑋𝑖𝑖 ∈ U𝑖𝑖, 𝑖 ∈ {1, 2}.

Рассмотрим трансформаторы

ad𝐴𝐵 : D(ad𝐴𝐵) ⊂ U21 → U21, ad𝐴𝐵𝑋 = 𝐴𝑋 −𝑋𝐵, 𝑋 ∈ D(ad𝐴𝐵),

ad𝐵𝐴 : D(ad𝐵𝐴) ⊂ U12 → U12, ad𝐵𝐴𝑋 = 𝐵𝑋 −𝑋𝐴, 𝑋 ∈ D(ad𝐵𝐴),

которые являются генераторами групп изометрий

𝑇𝐴𝐵 : R → EndU21, 𝑇𝐴𝐵(𝑡)𝑋 = 𝑇𝐴(𝑡)𝑋𝑇𝐵(−𝑡), 𝑡 ∈ R, 𝑋 ∈ U21,

𝑇𝐵𝐴 : R → EndU12, 𝑇𝐵𝐴(𝑡)𝑋 = 𝑇𝐵(𝑡)𝑋𝑇𝐴(−𝑡), 𝑡 ∈ R, 𝑋 ∈ U12,
(4.10)

соответственно.

Имеет место следующий результат:

Лемма 4.2 (см. [7]). Спектры трансформаторов ad𝐴𝐵 и ad𝐵𝐴 имеют следу-

ющий вид:

𝜎(ad𝐴𝐵) = 𝜎(𝐴)− 𝜎(𝐵) =
{︀
𝛼− 𝛽

⃒⃒
𝛼 ∈ 𝜎(𝐴), 𝛽 ∈ 𝜎(𝐵)

}︀
,

𝜎(ad𝐵𝐴) = 𝜎(𝐵)− 𝜎(𝐴) =
{︀
𝛽 − 𝛼

⃒⃒
𝛼 ∈ 𝜎(𝐴), 𝛽 ∈ 𝜎(𝐵)

}︀
.

Отметим, что, в силу предположения 4.1, имеет место включение

𝜎(ad𝐴𝐵) ∪ 𝜎(ad𝐵𝐴) ⊂ Rr (−d, d).

86



Таким образом, трансформаторы ad𝐴𝐵 и ad𝐵𝐴 обратимы. Обратные к ним

операторы обозначим соответственно Γ12 ∈ EndU12 и Γ21 ∈ EndU21. Операто-

ры Γ12𝑋12 и Γ21𝑋21 являются решениями нелинейных уравнений A𝑌 − 𝑌 A =

𝑋 − J𝑋 , где 𝑌 ∈ U обладает свойством J𝑌 = 0. Применяя проекторы 𝑃1, 𝑃2

к последнему уравнению, получаем следующую эквивалентную систему опера-

торных уравнений: ⎧⎪⎨⎪⎩
𝐴Γ12 − Γ12𝐵 = 𝑋12,

𝐵Γ21 − Γ21𝐴 = −𝑋21,

(4.11)

где Γ12 ∈ U12, Γ21 ∈ U21. В случае, когда оператор 𝐴 или оператор 𝐵 ограничен,

из результатов работ [13, 14] следует, что система уравнений (4.11) разрешима.

Трансформатор Γ ∈ EndU определяется следующим образом:

(Γ𝑋)𝑥 =

⎛⎝ 0 Γ12𝑋12

Γ21𝑋21 0

⎞⎠⎛⎝𝑥1
𝑥2

⎞⎠ =

⎛⎝(Γ12𝑋12)𝑥2

(Γ21𝑋21)𝑥1

⎞⎠ ,

где 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ X1 × X2 и Γ12 ∈ EndU12, Γ21 ∈ EndU21.

Отметим, что указанные представления (4.10) не обязаны являться непрерыв-

ными в равномерной операторной топологии, однако, они оба являются непре-

рывными в сильной операторной топологии, что позволяет определить структу-

ры банаховых L1(R) – модулей при помощи формул

(𝑓𝑋12)𝑥 =
∫︀
R
𝑓(𝑡)

(︀
𝑇𝐵𝐴(−𝑡)𝑋12

)︀
𝑥 d𝑡, 𝑋12 ∈ U12, 𝑓 ∈ L1(R),

(𝑓𝑋21)𝑥 =
∫︀
R
𝑓(𝑡)

(︀
𝑇𝐴𝐵(−𝑡)𝑋21

)︀
𝑥 d𝑡, 𝑋21 ∈ U21, 𝑓 ∈ L1(R).

(4.12)

Если X1, X2 — гильбертовы пространства и операторы 𝐴, 𝐵 являются само-

сопряжёнными операторами в этих пространствах соответственно, то условия

предположения 4.2 выполняются в силу теоремы Стоуна.

Лемма 4.3. Пусть преобразование Фурье функции 𝑓 ∈ L1(R) имеет вид

̂︀𝑓(𝜆) =
⎧⎪⎨⎪⎩

1
i𝜆 , |𝜆| > d;

𝜆
id2 , |𝜆| 6 d,
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где d — константа, определяемая формулой (4.9). Тогда трансформаторы Γ12,

Γ21 определяются формулами (4.12), т. е. Γ12 = 𝑓𝑋12 и Γ21 = 𝑓𝑋21. Введённые в

рассмотрение трансформаторы Γ12 и Γ21 являются операторами, обратными

к трансформаторам ad𝐴𝐵 и ad𝐵𝐴 соответственно. Кроме того, имеют место

оценки ‖Γ12‖ 6 ‖𝑓‖1 = 𝜋
2d , ‖Γ21‖ 6 ‖𝑓‖1 = 𝜋

2d .

Лемма 4.4. Трансформатор Γ ∈ EndU допускает оценку

‖Γ‖ 6
𝜋

2d
. (4.13)

Доказательство. Для любого оператора 𝑋 ∈ U и любого вектора 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈

X1 × X2 имеют место оценки⃦⃦
(Γ𝑋)𝑥

⃦⃦2
=
⃦⃦
(Γ12𝑋12)𝑥2

⃦⃦2
+
⃦⃦
(Γ21𝑋21)𝑥1

⃦⃦2
6

6 ‖Γ12𝑋12‖2 · ‖𝑥2‖2 + ‖Γ21𝑋21‖2 · ‖𝑥1‖2 6

6 max
{︀
‖Γ12𝑋12‖2, ‖Γ21𝑋21‖2

}︀(︀
‖𝑥1‖2 + ‖𝑥2‖2

)︀
6

6
(︁ 𝜋
2d

)︁2
‖𝑋‖2 · ‖𝑥‖2.

Из полученных оценок следует доказываемое неравенство (4.13).

Непосредственно из определения трансформаторов J и Γ следует, что имеет

место равенство

A(𝐼 + Γ𝑋) = (𝐼 + Γ𝑋)(𝒜− J𝑋), (4.14)

проверяемое для матриц указанных операторов. В матричном виде уравне-

ние (4.14) имеет вид⎛⎝𝐴 𝐶

𝐷 𝐵

⎞⎠⎛⎝ 𝐼 −Γ12𝑋12

−Γ21𝑋21 𝐼

⎞⎠ =

⎛⎝ 𝐼 −Γ12𝑋12

−Γ21𝑋21 𝐼

⎞⎠⎛⎝𝐴−𝑋11 0

0 𝐵 −𝑋22

⎞⎠ ,
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откуда ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑋11 = 𝐶Γ21𝑋21,

𝑋12 = −(Γ12𝑋12)𝐷Γ12𝑋12 + 𝐶,

𝑋21 = −(Γ21𝑋21)𝐶Γ21𝑋21 +𝐷,

𝑋22 = 𝐷Γ21𝑋12,

(4.15)

где второе и третье уравнения рассматриваются в пространствах U12 и U21 соот-

ветственно.

Символом 𝛾 будем обозначать величину 𝜋
2d , участвующую в оценке (4.9).

Теорема 4.5. При условии

2𝛾
√︀
‖𝐶‖ · ‖𝐷‖ =

𝜋

d

√︀
‖𝐶‖ · ‖𝐷‖ < 1 (4.16)

система (4.15) разрешима, причём решения 𝑋(0)
12 , 𝑋(0)

21 могут быть найдены ме-

тодом последовательных приближений с начальными значениями 𝑋(1)
12 = 𝑋

(1)
21 =

0. При этом имеют место оценки⃦⃦
𝑋

(0)
12

⃦⃦
6

2‖𝐶‖
1 +

√︀
1− 4𝛾2‖𝐶‖ · ‖𝐷‖

,
⃦⃦
𝑋

(0)
21

⃦⃦
6

2‖𝐷‖
1 +

√︀
1− 4𝛾2‖𝐶‖ · ‖𝐷‖

.

Доказательство. Рассмотрим второе уравнение системы (4.15). Запишем его в

виде 𝑋12 = Φ12(𝑋12), где нелинейный оператор Φ12 : U12 → U12 определяется

формулой Φ12(𝑋12) = −(Γ12𝑋12)𝐷Γ12𝑋12 + 𝐶. Найдём радиус 𝜌12‖𝐶‖ > 0 за-

мкнутого шара B
(︀
0, 𝜌12‖𝐶‖

)︀
такой, что Φ12

(︀
B
(︀
0, 𝜌12‖𝐶‖

)︀)︀
⊂ B

(︀
0, 𝜌12‖𝐶‖

)︀
. Это

условие эквивалентно выполнению условия⃦⃦
Φ12(𝑋12)

⃦⃦
6 𝜌12‖𝐶‖, (4.17)
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если ‖𝑋12‖ 6 𝜌12‖𝐶‖. Имеют место оценки⃦⃦
Φ12(𝑋12)

⃦⃦
=
⃦⃦
− (Γ12𝑋12)𝐷Γ12𝑋12 + 𝐶

⃦⃦
6

6 ‖Γ12𝑋12‖ · ‖𝐷‖ · ‖Γ12𝑋12‖+ ‖𝐶‖ 6

6 𝛾2‖𝑋12‖2 · ‖𝐷‖+ ‖𝐶‖ 6

6 𝛾2𝜌212‖𝐶‖2 · ‖𝐷‖+ ‖𝐶‖ 6

6 𝜌12‖𝐶‖,

откуда 𝛾2‖𝐶‖ · ‖𝐷‖𝜌212 − 𝜌12 + 1 6 0 и

𝜌12 =
1−

√︀
1− 4𝛾2‖𝐶‖ · ‖𝐷‖
2𝛾2‖𝐶‖ · ‖𝐷‖

=
2

1 +
√︀
1− 4𝛾2‖𝐶‖ · ‖𝐷‖

6 2. (4.18)

Из следующих равенств о оценок⃦⃦
Φ12(𝑋

(1)
12 )− Φ12(𝑋

(2)
12 )
⃦⃦
=

=
⃦⃦
(Γ12𝑋

(1)
12 )𝐷Γ12𝑋

(1)
12 − (Γ12𝑋

(2)
12 )𝐷Γ12𝑋

(2)
12

⃦⃦
=

=
⃦⃦
(Γ12𝑋

(1)
12 )𝐷Γ12𝑋

(1)
12 − (Γ12𝑋

(2)
12 )𝐷Γ12𝑋

(1)
12 +

+ (Γ12𝑋
(2)
12 )𝐷Γ12𝑋

(1)
12 − (Γ12𝑋

(1)
12 )𝐷Γ12𝑋

(1)
12

⃦⃦
=

=
⃦⃦(︀

Γ12(𝑋
(1)
12 −𝑋

(2)
12 )
)︀
𝐷Γ12𝑋

(1)
12 + (Γ12𝑋

(2)
12 )𝐷Γ12(𝑋

(1)
12 −𝑋

(2)
12 )
⃦⃦
6

6 2𝛾2𝜌12‖𝐶‖ · ‖𝐷‖ ·
⃦⃦
𝑋

(1)
12 −𝑋

(2)
12

⃦⃦
,

следует, что отображение Φ12 является сжимающим в шаре B
(︀
0, 𝜌12‖𝐶‖

)︀
при

условии

2𝛾2𝜌12‖𝐶‖ · ‖𝐷‖ =
4𝛾2‖𝐶‖ · ‖𝐷‖

1 +
√︀

1− 4𝛾2‖𝐶‖ · ‖𝐷‖
< 1.

Используя оценку (4.18), получим окончательное условие 2𝛾
√︀

‖𝐶‖ · ‖𝐷‖ < 1.

Рассмотрим теперь третье уравнение системы (4.15) и проведём анало-

гичные рассуждения, замечая лишь, что отображение Φ21 является сжимаю-

щим в шаре B
(︀
0, 𝜌21‖𝐷‖

)︀
, где 𝜌21 удовлетворяет оценке (4.18). Тогда в ша-

ре B
(︀
0,min

{︀
𝜌12‖𝐶‖, 𝜌21‖𝐷‖

}︀)︀
оба отображения Φ12, Φ21 являются сжимающи-

ми.
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Напомним, что два линейных оператора 𝐴𝑖 : D(𝐴𝑖) ⊂ X → X , 𝑖 ∈ {1, 2},

называют подобными, если существует непрерывно обратимый оператор 𝑈 ∈

EndX такой, что 𝑈D(𝐴2) = D(𝐴1) и имеет место равенство 𝐴1𝑈𝑥 = 𝑈𝐴2𝑥 для

всех 𝑥 ∈ D(𝐴2). При этом оператор 𝑈 называют оператором преобразования

оператора 𝐴1 в 𝐴2.

Одним из основных результатов данного параграфа является следующая

Теорема 4.6. При условии 𝜋
√︀
‖𝐶‖ · ‖𝐷‖ < 1 операторы A и 𝒜 − J𝑋(0) по-

добны, где 𝑋(0) = — единственное решение системы (4.15) и

J𝑋(0) =

⎛⎝𝑋(0)
11 0

0 𝑋
(0)
22

⎞⎠ .

Доказательство. При выполнении указанного условия из теоремы 4.5 следует

разрешимость системы уравнений (4.15) и оценка
⃦⃦
Γ𝑋(0)

⃦⃦
< 1. Это условие

обеспечивает обратимость оператора 𝐼+Γ𝑋(0), следовательно, из равенств (4.14)

вытекает подобие оператора A оператору 𝒜− J𝑋(0).

Таким образом, оператор A, заданный операторной матрицей ( 𝐴 𝐶
𝐷 𝐵 ), подобен

оператору 𝒜− J𝑋 , заданному операторной матрицей
(︀
𝐴−𝑋11 0

0 𝐵−𝑋22

)︀
.

Опишем теперь применения полученных в теоремах 4.5 и 4.6 результатов к

оценкам интеграла от функций из однородных пространств F(R,X ).

Через F(1) = F(1)(R,X ) обозначим подпространство однородного простран-

ства функций F(R,X ), состоящее из абсолютно непрерывных функций, произ-

водная которых принадлежит F, т. е.

F(1)(R,X ) =
{︀
𝑥 ∈ F(R,X )

⃒⃒
𝑥 абсолютно непрерывна и 𝑥′ ∈ F(R,X )

}︀
.

Теорема 4.7. Пусть спектр Бёрлинга Λ(𝑦) функции 𝑦 из однородного про-

странства функций F = F(R,X ) не содержит нуля. Тогда существует един-

ственная функция 𝑥 ∈ F(1) = F(1)(R,X ) такая, что

1) Λ(𝑥) ⊂ Λ(𝑦);
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2) 𝑥′ = 𝑦;

3) ‖𝑥‖F 6
𝜋

2 dist
(︀
0,Λ(𝑦)

)︀‖𝑦‖F.

Доказательство. Отметим, что оператор дифференцирования 𝐷𝑥 = 𝑥′ являет-

ся генератором группы сдвигов 𝑆 : R → EndF в однородном пространстве F

(см. [10]). Таким образом, утверждения теоремы непосредственно следуют из

теоремы 4.2.

Теорема 4.8. Пусть функция 𝑦 принадлежит однородному пространству

функций F = F(R,X ) и допускает представление вида 𝑦 = 𝑦0 + 𝑦1, где

Λ(𝑦0) ⊂ [−𝑎, 𝑎] и Λ(𝑦1) ⊂ R r (−𝑏, 𝑏), где 0 6 𝑎 < 𝑏. Тогда существует един-

ственная функция 𝑥 ∈ F(1) со свойствами

1) Λ(𝑥) ⊂ Λ(𝑦1);

2) 𝑥′ = 𝑦1 = 𝑦 − 𝑦0;

3) ‖𝑥‖F 6 𝜋
2𝑏

(︁
1 + 4

𝜋 +
2
𝜋 ln

𝑏+𝑎
𝑏−𝑎

)︁
‖𝑦‖F.

Доказательство. Утверждения теоремы непосредственно следуют из теоре-

мы 4.4.
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