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Обозначения

R — поле вещественных чисел;

R+ = (0,+∞) — кольцо положительных вещественных чисел;

C — поле комплексных чисел;

T = {𝜃 ∈ C : |𝜃| = 1} — группа комплексных чисел, по модулю равных

единице;

G — произвольная локально компактная абелева группа;

𝑋, 𝑌 — банаховы пространства над полем K ∈ {R,C};

𝐵(𝑥0, 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝑋 : ‖𝑥−𝑥0‖ < 𝑟} — шар радиуса 𝑟 и с центром в точке 𝑥0;

𝜕𝑀 — граница множества 𝑀 из банахова пространства 𝑋;

Hom(𝑋, 𝑌 ) — банахово пространство линейных ограниченных операторов,

действующих из 𝑋 в 𝑌 ;

End𝑋 = Hom(𝑋,𝑋) — банахова алгебра линейных ограниченных опера­

торов, действующих в 𝑋;

𝐼 — тождественный оператор в любом из рассматриваемых банаховых про­

странств;

Ker𝒜 — ядро линейного отношения (линейного оператора) 𝒜;

Im𝒜 — образ линейного отношения (линейного оператора) 𝒜;

D(𝒜) — область определения линейного отношения (линейного оператора)

𝒜;

𝜌(𝒜) ⊂ C — резольвентное множество линейного отношения (линейного

оператора) 𝒜;

𝜆 ↦→ 𝑅(𝜆,𝒜) = (𝜆𝐼 −𝒜)−1 : 𝜌(𝒜) ⊂ C → End𝑋 — резольвента линейного

отношения (линейного оператора) 𝒜;

𝜎(𝒜) = C∖𝜌(𝒜) — спектр линейного отношения (линейного оператора) 𝒜;

𝐶𝑏(Ω, 𝑋) — банахово пространство непрерывных и ограниченных функций

𝑓 : Ω → 𝑋, определённых на локально компактном линейном пространстве Ω

со значениями в банаховом пространстве 𝑋 и нормой ‖𝑓‖𝐶𝑏
= sup

𝜔∈Ω
‖𝑓(𝜔)‖𝑋 ;
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𝐶𝑏(Ω) = 𝐶𝑏(Ω,C) — банахова алгебра комплекснозначных непрерывных и

ограниченных функций с поточечным умножением;

𝐿𝑝(G, 𝑋), 𝑝 ∈ [1,∞],— банахово пространство измеримых относительно

меры Хаара суммируемых со степенью 𝑝 ∈ [1,∞) (существенно ограниченных

сильно измеримых в случае 𝑝 = ∞) на локально компактной абелевой группе G

(классов) функций со значениями в банаховом пространстве 𝑋, относительно

нормы

‖𝑓‖𝑝 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫
G

‖𝑓(𝑔)‖𝑝𝑑𝑔

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
1/𝑝

, 𝑝 ∈ [1,∞),

‖𝑓‖∞ = ess sup
𝑔∈G

‖𝑓(𝑡)‖;

𝐿𝑝(R) = 𝐿𝑝(R,C), 𝑝 ∈ [1,∞];

𝐿1(R) — банахова алгебра измеримых суммируемых на R (классов) ком­

плекснозначных функций со сверткой в качестве умножения, определяемой по

формуле (𝑓 * 𝑔)(𝑡) =
∫
R
𝑓(𝑠)𝑔(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠 =

∫
R
𝑔(𝑠)𝑓(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1(R), 𝑡 ∈ R;

𝑙𝑝(Z), 𝑝 ∈ [1,∞), — банахово пространство двусторонних суммируемых со

степенью 𝑝 последовательностей 𝑥 : Z → C с нормой ‖𝑥‖𝑝 =
(︂∑︀

𝑘∈Z
|𝑥(𝑘)|𝑝

)︂1/𝑝

<

∞;

𝑙∞(Z) — банахово пространство ограниченных последовательностей 𝑥 :

Z → C с нормой ‖𝑥‖∞ = sup
𝑘∈Z

|𝑥(𝑘)| <∞;

𝐿1
𝑙𝑜𝑐(R, 𝑋) — линейное пространство локально суммируемых на R функций

𝑥 : R → 𝑋, т.е. для любой функции 𝑥 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(R, 𝑋) и любого компактного

множества 𝐾 ⊂ R конечна величина
∫
𝐾

‖𝑥(𝑡)‖𝑑𝑡;

𝑆𝑝(R, 𝑋), 𝑝 ∈ [1,∞), — банахово пространство Степанова

функций 𝑥 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(R, 𝑋), для которых конечна величина ‖𝑥‖𝑆𝑝 =

sup
𝑡∈R

(︂
1∫
0

‖𝑥(𝑡+ 𝑠)‖𝑝𝑑𝑠
)︂1/𝑝

, 𝑝 ∈ [1,∞);

supp 𝑓 = {𝜆 ∈ R : 𝑓(𝜆) ̸= 0} — носитель функции 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋).
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Введение

Настоящая диссертация посвящена применению методов гармонического

анализа в банаховых модулях для исследования различных спектров функций,

векторов, а также для получения оценок элементов матриц обратных линейных

ограниченных операторов, действующих в банаховых пространствах. В работе

рассмотрены спектры Бёрлинга, Карлемана и локальный спектр.

В вопросах спектрального анализа линейных операторов важную роль

играет спектральная теория банаховых модулей, особенно банаховых модулей

над групповыми алгебрами. Классическая спектральная теория ограниченных

функций, имеющая давнюю историю (начиная с работ Н. Винера), относится

к спектральной теории в банаховом пространстве непрерывных ограниченных

комплекснозначных функций 𝐶𝑏(R), рассматриваемых как банахов модуль над

алгеброй 𝐿1(R) суммируемых на вещественной прямой R комплекснозначных

функций (модульная структура на 𝐶𝑏(R) определяется свёрткой функций из

𝐿1(R) и 𝐶𝑏(R)). Впервые понятие спектра функции было введено Н. Винером

в монографии, изданной в 1933 году. Введённое понятие он объяснял аналогич­

ным термином, используемым в физике. Определение спектра функции, суще­

ственно ограниченной на вещественной прямой R, было дано А. Бёрлингом в

статье 1945 года как совокупность вещественных точек 𝜆 ∈ R, для которых

функция 𝑡 ↦→ 𝑒𝑖𝜆𝑡 : R → C принадлежит 𝐿1(R)-замыканию линейных комби­

наций сдвигов рассматриваемой функции. Затем, с использованием преобразо­

вания Лапласа, Карлеманом было дано определение спектра функции. Доказа­

тельство совпадения спектров Бёрлинга и Карлемана комплекснозначных функ­

ций на компактной абелевой группе представлено в монографии Н. Данфорда

и Дж.Т. Шварца. В своей монографии В. Арендт, Ч.Дж.К. Бэтти, М. Гибер и

Ф. Нойбрандер проводят сравнение локального спектра, спектра Карлемана и

носителя преобразования Фурье (по сути - частного случая спектра Бёрлинга)

для равномерно непрерывных ограниченных функций на R со значениями в
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банаховом пространстве.

К настоящему времени имеется несколько определений спектров функ­

ций и векторов из банаховых модулей (несколько способов определения "гар­

моник"исследуемых объектов). Возникает проблема сравнения нескольких ши­

роко используемых спектров. Отметим, что столь общее определение спектров

позволяет рассматривать соответствующие спектры для широкого класса функ­

ций (например, для функций из однородных пространств).

Классическая теорема Н. Винера об абсолютно сходящихся рядах Фурье

и её различные обобщения обладают множеством применений в численном ана­

лизе, теории вейвлетов, фреймов и сигнальных отсчётов, частотно-временном

анализе, в пространствах полиномиальных сплайнов и инвариантных относи­

тельно сдвига по дискретной решётке функций и распределений. Например,

классический результат Н. Винера и его весовые аналоги были использованы

для получения свойства убывания на бесконечности для двойственных генера­

торов пространств функций, инвариантных относительно сдвига по дискретной

решётке. Теорема Н. Винера для матричных пространств с операцией свёртки

с вращением использовалась при изучении характера убывания двойственных

фреймов Габора в пространстве 𝐿2. Теорема П. Жаффара для бесконечномер­

ных матриц с полиномиальным убыванием использовалась в теории сигнальных

отсчётов, численном, частотно-временном и вейвлет-анализе. Теорема Й. Сёст­

ранда для конечных матриц использовалась при изучении псевдодифференци­

альных операторов и фреймов Габора.

В 90-х годах прошлого столетия началось активное развитие теории ли­

нейных операторов, тесно связанной с обобщением и дальнейшим развитием

теоремы Н. Винера о периодических функциях с абсолютно сходящимся рядом

Фурье. По счётной системе проекторов, действующих в банаховом простран­

стве и образующих разложение единицы, для заданного линейного ограничен­

ного оператора строится матрица оператора и определяется двусторонняя по­

следовательность чисел, характеризующая убывание внедиагональных элемен­
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тов матрицы оператора. Вводятся в рассмотрение несколько алгебр линейных

операторов в зависимости от характера убывания внедиагональных элементов

матрицы изучаемого оператора (операторы с суммируемыми диагоналями; диа­

гоналями, суммируемыми с некоторым весом; двух- и трёхдиагональные и т.д.).

В выделенном пространстве операторов вводится в рассмотрение периодическое

представление группы вещественных чисел, определяется ряд Фурье оператора.

Использование вводимых в рассмотрение спектров приводит к понятию памя­

ти оператора и развитию определённых аналогов матричного исчисления ли­

нейных ограниченных операторов, действующих в банаховых пространствах.

Для широкого класса линейных ограниченных операторов А.Г. Баскаковым,

И.А. Кришталом [8] с помощью спектра Бёрлинга операторов было введено по­

нятие памяти оператора и были получены оценки памяти обратных операторов.

Использование методов гармонического анализа позволяет получить конкрет­

ные оценки элементов матриц обратных операторов, доказать наполненность

соответствующих подалгебр операторов. Естественным образом возникает во­

прос об уточнении известных к настоящему времени оценок элементов матриц

обратных операторов, приложении полученных результатов к конкретным клас­

сам линейных операторов (в частности, к интегральным, дифференциальным

и т.д.). Современные исследования по такой тематике проводились А.Г. Баска­

ковым, В.Г. Курбатовым, И.А. Кришталом, А. Альдруби, И.А. Блатовым.

Из изложенного следует актуальность темы диссертации.

Цели и задачи диссертационной работы:

1. Доказательство теоремы о совпадении спектров Бёрлинга, Карлемана и

локального спектра векторов из банаховых 𝐿1(R)-модулей над групповы­

ми алгебрами.

2. Доказательство теоремы о генераторе невырожденного банахова

𝐿1(R)-модуля.

3. Доказательство теоремы о совпадении спектров Бёрлинга, Карлемана и
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локального для функций из однородных пространств.

4. Получение оценок элементов матриц для обратных линейных ограничен­

ных операторов.

5. Доказательство наполненности алгебры, порождённой интегральными

операторами.

Методология и методы исследования. Основными методами иссле­

дования являются методы гармонического и функционального анализа, спек­

тральной теории операторов и теории изометрических представлений.

Научная новизна. В настоящей диссертации получены следующие новые

результаты:

1. Доказана теорема о совпадении спектров Бёрлинга, Карлемана и локаль­

ного спектра векторов из банаховых модулей над групповыми алгебрами.

2. Доказана теорема о генераторе невырожденного банахова 𝐿1(R)-модуля.

3. Доказана теорема о совпадении спектров Бёрлинга, Карлемана и локаль­

ного для функций из однородных пространств.

4. Получены оценки элементов матриц для обратных линейных ограничен­

ных операторов.

5. Доказана наполненность алгебры, порождённой интегральными операто­

рами.

Теоретическая и практическая значимость. Работа носит теоретиче­

ский характер. Результаты диссертации могут быть использованы для дальней­

шего развития методов гармонического анализа, расширения сферы их примене­

ния в спектральной теории операторов, исследования методов решений некото­

рых классов интегральных, разностных и дифференциальных уравнений. Так­

же они могут быть использованы при чтении спецкурсов в университетах для
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студентов математических специальностей и применяться специалистами в об­

ласти гармонического и функционального анализа при исследовании вопросов,

связанных с тематикой диссертации.

Степень достоверности и апробация результатов. Достоверность

основных результатов, полученных в диссертации, обеспечена математической

строгостью их изложения в виде теорем с подробными доказательствами и адек­

ватным использованием общеизвестных положений и методов гармонического

и функционального анализа.

Основные результаты диссертации докладывались на Воронежских зим­

них математических школах С.Г. Крейна 2010, 2012, 2013, 2014, 2016, на Крым­

ских осенних математических школах 2010, 2011, 2012 (Украина, Севастополь),

на XV Летней диффеотопической школе 2012 (Польша, Гдыня), на Крымской

международной математической конференции 2013 (Украина, Судак), на мате­

матическом интернет-семинаре ISEM-2013 (Германия, Блаубойрен), на между­

народной конференции, посвященной 100-летию со дня рождения Б.М. Левита­

на 2014 (Москва), на семинарах А.Г. Баскакова, а также на научных сессиях

Воронежского государственного университета.

Публикации. Основные результаты диссертации содержатся в работах

[26–37, 48–50]. Работы [26–28] опубликованы в журналах из перечня ведущих

рецензируемых научных журналов и изданий, рекомендованных ВАК Мино­

брнауки РФ. Из совместной работы [49] в диссертацию включены результаты,

принадлежащие лично автору.

Личный вклад автора. Научные результаты, выносимые на защиту и со­

ставляющие основное содержание диссертационной работы, получены автором

самостоятельно.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из перечня обо­

значений, введения, 3 глав и библиографии. Общий объем диссертации 110 стра­

ниц.

Перейдём к более подробному изложению результатов диссертации.



11

В первой главе диссертации излагается ряд известных и широко исполь­

зуемых в диссертации понятий и некоторых результатов из теории банаховых

пространств, алгебр и модулей, некоторые определения и результаты из спек­

тральной теории линейных операторов и линейных отношений, а также из тео­

рии представлений, групп и полугрупп линейных операторов.

Во второй главе диссертации приведены определение и некоторые свой­

ства банахова 𝐿1(R)-модуля, понятие его генератора. Для иллюстрации дан­

ных определений приводится ряд примеров однородных пространств функций

(непрерывных, суммирумых, локально суммируемых и т.д.).Вводятся опреде­

ления и доказываются некоторые свойства спектров Бёрлинга, Карлемана и

локального спектра векторов. Основные результаты данной главы связаны с

доказательством совпадения рассматриваемых спектров векторов и функций

(локальный спектр взят относительно генератора банахова 𝐿1(R)-модуля).

Пусть 𝑋 – бесконечномерное комплексное банахово пространство, End𝑋 –

банахова алгебра линейных ограниченных операторов, действующих в банахо­

вом пространстве 𝑋. Пусть 𝐿1(R) = 𝐿1(R,C) – банахова алгебра измеримых

суммируемых на R (классов) комплекснозначных функций со сверткой в каче­

стве умножения, определяемой по формуле

(𝑓 * 𝑔)(𝑡) =
∫
R

𝑓(𝑠)𝑔(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1(R), 𝑡 ∈ R, (2.1)

Пусть 𝑆 : R → End𝐿1(R) - изометрическая группа операторов сдвига вида

(𝑆(𝑡)𝑥)(𝑠) = 𝑥(𝑡+ 𝑠). (2.2)

Пусть банахово пространство 𝑋 является банаховым 𝐿1(R)-модулем, то есть

для всех 𝑓 ∈ 𝐿1(R) и 𝑥 ∈ 𝑋 определено задающее модульную структуру били­

нейное отображение (𝑓, 𝑥) ↦→ 𝑓𝑥 : 𝐿1(R)×𝑋 → 𝑋 и справедливо соотношение

‖𝑓𝑥‖ ≤ ‖𝑓‖1‖𝑥‖, 𝑓 ∈ 𝐿1(R), 𝑥 ∈ 𝑋. (2.3

Определение 2.1.1. Банахов 𝐿1(R)-модуль 𝑋 назовём невырожденным, если

равенство 𝑓𝑥 = 0 для всех 𝑓 ∈ 𝐿1(R) означает, что 𝑥 = 0.
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Будем говорить, что структура банахова 𝐿1(R)–модуля 𝑋 ассоциирована с

ограниченным изометрическим представлением 𝑇 : R → End𝑋, и использовать

для 𝑋 обозначение (𝑋,𝑇 ), если для всех 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑓 ∈ 𝐿1(R), 𝑡 ∈ R, справедливо

равенство 𝑇 (𝑡)(𝑓𝑥) = (𝑆(𝑡)𝑓)𝑥 = 𝑓(𝑇 (𝑡)𝑥).

Определение 2.1.2. Вектор 𝑥 ∈ 𝑋 будем называть непрерывным относи­

тельно представления 𝑇 или 𝑇–непрерывным, если функция 𝑥𝑇 : R → 𝑋,

𝑥𝑇 (𝑡) = 𝑇 (𝑡)𝑥, 𝑡 ∈ R, непрерывна. Замкнутое подпространство 𝑇 -непрерывных

векторов из 𝑋 обозначим символом 𝑋𝑐.

Все рассматриваемые в диссертации банаховы 𝐿1(R)-модули являются

невырожденными банаховыми 𝐿1(R)-модулями со структурой, ассоциирован­

ной с некоторым ограниченным изометрическим представлением.

Определение 2.1.3. Рассмотрим семейство функций {𝑓𝜆}, 𝜆 ∈ C∖𝑖R, из алгеб­

ры функций 𝐿1(R), определенное равенствами

𝑓𝜆(𝑡) =

⎧⎨⎩ 𝑒𝜆𝑡, 𝑡 ≤ 0,

0, 𝑡 > 0,
если 𝑅𝑒𝜆 > 0,

𝑓𝜆(𝑡) =

⎧⎨⎩ 0, 𝑡 < 0,

−𝑒𝜆𝑡, 𝑡 ≥ 0,
если 𝑅𝑒𝜆 < 0.

Введём в рассмотрение семейство линейных ограниченных операторов

𝑅𝜆 ∈ End𝑋, 𝜆 ∈ C∖𝑖R, вида 𝑅𝜆𝑥 = 𝑓𝜆𝑥, 𝑥 ∈ 𝑋. Это семейство операторов

удовлетворяет резольвентному тождеству Гильберта 𝑅𝜆 − 𝑅𝜇 = (𝜇 − 𝜆)𝑅𝜆𝑅𝜇,

𝜆, 𝜇 ∈ C∖𝑖R.

Введём понятие генератора банахова 𝐿1(R)-модуля.

Определение 2.1.4. Генератором банахова 𝐿1(R)-модуля (𝑋,𝑇 ) будем назы­

вать оператор 𝐴 = 𝑖−1𝒜, где 𝒜 : D(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋 – замкнутый оператор,

резольвентой которого является функция 𝜆 ↦→ 𝑅𝜆 = 𝑇 (𝑓𝜆), 𝜆 ∈ C∖𝑖R.

Лемма 2.1.10. Для генератора 𝐴 : D(𝐴) ⊆ 𝑋 → 𝑋 банахова 𝐿1(R)-модуля

(𝑋,𝑇 ) имеет место включение 𝜎(𝐴) ⊆ R.
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Лемма 2.1.11. Пусть 𝑇 : R → End𝑋 – сильно непрерывное изометриче­

ское представление, ассоциированное со структурой невырожденного банахо­

ва 𝐿1(R)-модуля (X,T). Тогда генератор 𝒜 группы операторов 𝑇 совпадает с

оператором 𝑖𝐴, где 𝐴 – генератор 𝐿1(R)-модуля (𝑋,𝑇 ), и для всех 𝑥 ∈ 𝑋,

𝜆 ∈ C∖𝑖R справедливо следующее представление резольвенты

𝑅(𝜆,𝒜)𝑥 = 𝑓𝜆𝑥.

В качестве примеров банаховых 𝐿1(R)-модулей рассматриваются однород­

ные пространства функций, удовлетворяющих следующему определению:

Определение 2.1.5. Банахово пространство F (R, 𝑋) функций, определенных

на R, со значениями в комплексном банаховом пространстве 𝑋, называется

однородным, если выполнены следующие условия:

1) пространство F (R, 𝑋) содержится в пространстве функций Степанова

𝑆1(R, 𝑋), причем вложение F (R, 𝑋) ⊂ 𝑆1(R, 𝑋) инъективно и непрерыв­

но (инъективность означает инъективность оператора вложения);

2) в F (R, 𝑋) определена и ограничена группа 𝑆(𝑡), 𝑡 ∈ R, операторов сдви­

гов функций (𝑆(𝑡)𝑥)(𝑠) = 𝑥(𝑠+ 𝑡), 𝑠, 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ F (R, 𝑋);

3) для любой функции 𝑥 ∈ F (R, 𝑋) и любого 𝐶 ∈ End𝑋 функция 𝑦(𝑡) =

(𝐶𝑥)(𝑡) принадлежит F (R, 𝑋) и ‖𝑦‖ ≤ ‖𝐶‖‖𝑥‖;

4) для любых функций 𝑓 ∈ 𝐿1(R), 𝑥 ∈ F (R, 𝑋) их свертка

(𝑓 * 𝑥)(𝑡) =
∫
R

𝑓(𝜏)𝑥(𝑡− 𝜏)𝑑𝜏 =

∫
R

𝑓(𝜏)(𝑆(−𝜏)𝑥)(𝑡)𝑑𝜏, 𝑡 ∈ R,

принадлежит F (R, 𝑋) и выполнено неравенство ‖𝑓 * 𝑥‖ ≤ ‖𝑓‖1‖𝑥‖;

5) для 𝑥 ∈ F (R, 𝑋) из равенства 𝑓 * 𝑥 = 0 для всех 𝑓 ∈ 𝐿1(R) следует, что

𝑥 = 0.
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Для элементов рассматриваемых банаховых 𝐿1(R)-модулей введены сле­

дующие определения спектров Бёрлинга, Карлемана и локального спектра век­

торов, а также приведены некоторые их свойства.

Определение 2.2.2. Спектром Бёрлинга вектора 𝑥 из банахова 𝐿1(R)-модуля

(𝑋,𝑇 ) называется множество

Λ(𝑥) = {𝜆 ∈ R : 𝑓𝑥 ̸= 0 для всех 𝑓 ∈ 𝐿1(R) таких, что ̂︀𝑓(𝜆) ̸= 0},

являющееся дополнением в R к множеству

{𝜆 ∈ R : существует 𝑓 ∈ 𝐿1(R) со свойством ̂︀𝑓(𝜆) ̸= 0 такая, что 𝑓𝑥 = 0}.

Определение 2.3.2. Спектром Карлемана вектора 𝑥 ∈ 𝑋 будем называть

множество Λ𝐶(𝑥) таких чисел 𝜆0 ∈ R, что функция

𝑅𝑥 : C∖𝑖R → 𝑋, 𝑅𝑥(𝜆) = 𝑓𝜆𝑥, 𝑥 ∈ 𝑋,

не имеет голоморфного продолжения в некоторую окрестность точки 𝑖𝜆0 ∈ 𝑖R.

Семейство функций 𝑓𝜆 взято из определения 2.1.3.

Определение 2.3.3. Множество Λ𝐶(𝑋) =
⋃︀
𝑥∈𝑋

Λ𝐶(𝑥) будем называть спектром

Карлемана банахова 𝐿1(R)-модуля (𝑋,𝑇 ).

Определение 2.4.1. Будем говорить, что замкнутый оператор 𝐵 : D(𝐵) ⊆

𝑌 → 𝑌 обладает свойством однозначного распространения, если для любой

голоморфной функции 𝑓 : 𝑈 ⊆ C → D(𝐵) ⊆ 𝑌 из равенства (𝐵 − 𝜆𝐼)𝑓(𝜆) = 0,

𝜆 ∈ 𝑈 , следует, что 𝑓 ≡ 0.

Пусть оператор 𝐵 : D(𝐵) ⊆ 𝑌 → 𝑌 обладает свойством однозначного

распространения. Множество точек 𝜆0 ∈ C, для которых существует открытая

окрестность 𝑈0 = 𝑈(𝜆0) точки 𝜆0 и голоморфная функция 𝑓 : 𝑈0 → D(𝐵) ⊆

𝑌 такая, что 𝑓(𝜆) ∈ D(𝐵) ⊆ 𝑌 , и выполнено равенство (𝐵 − 𝜆𝐼)𝑓(𝜆) = 𝑦,

𝑦 ∈ 𝑌 , для всех 𝜆 ∈ 𝑈0, называется локальным резольвентным множеством

вектора 𝑦 ∈ 𝑌 и обозначается 𝜌𝐵(𝑦). Функцию 𝑓 будем называть локальной

резольвентой вектора 𝑦 относительно оператора 𝐵 в окрестности точки 𝜆0.
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Локальный спектр вектора 𝑦 ∈ 𝑌 относительно оператора 𝐵 - это множе­

ство 𝜎𝐵(𝑦) = C∖𝜌𝐵(𝑦).

С учётом следующей леммы возможно построение локального спектра век­

тора относительно генератора рассматриваемого банахова 𝐿1(R)-модуля.

Лемма 2.4.2. Генератор 𝐴 банахова 𝐿1(R)-модуля (𝑋,𝑇 ) обладает свой­

ством однозначного распространения.

С использованием данных определений спектров и, в частности, определе­

ния 2.3.3 имеет место следующая

Теорема 2.5.1. Пусть 𝑇 : R → End𝑋 – изометрическое представление, ас­

социированное со структурой невырожденного банахова 𝐿1(R)-модуля (X,T).

Тогда генератор 𝒜 сильно непрерывного сужения 𝑇 |𝑋𝑐
группы операторов 𝑇

является сужением оператора 𝑖𝐴, где 𝐴 – генератор 𝐿1(R)-модуля (𝑋,𝑇 ), и

резольвента 𝜆 ↦→ 𝑅(𝜆,𝒜) : C∖𝑖R → End𝑋𝑐 допускает расширение до резоль­

венты 𝜆 ↦→ 𝑅𝜆 : C∖𝑖Λ𝐶(𝑋) → End𝑋 оператора 𝑖𝐴.

Основным результатом второй главы диссертации является следующая

Теорема 2.5.2. Для любого вектора 𝑥 из банахова 𝐿1(R)-модуля (𝑋,𝑇 ) име­

ют место равенства Λ(𝑥) = Λ𝐶(𝑥) = 𝜎𝐴(𝑥).

С учётом определения 2.1.4 и того факта, что генератором группы опера­

торов сдвига в однородном пространстве F = F (R, 𝑋) является оператор диф­

ференцирования, то оператор дифференцирования −𝑖 𝑑𝑑𝑡 = 𝐷 : D(𝐷) ⊆ F → F

является генератором 𝐿1(R)-модуля (F , 𝑆). Таким образом, следствием теоре­

мы 2.5.2 в случае однородных функциональных пространств (удовлетворяющих

определению 2.1.5) является следующая

Теорема 2.5.3. Пусть F = F (R, 𝑋)– однородное пространство функций. То­

гда для любой функции 𝜙 ∈ F справедливы равенства Λ(𝜙) = Λ𝐶(𝜙) = 𝜎𝐷(𝜙).

В третьей главе диссертации вводятся понятия наполненности, матрицы

и ряда Фурье линейного ограниченного оператора, действующего из банахова

пространства 𝑋 в банахово пространство 𝑌 . Приведены следствия из теоре­

мы Бохнера-Филлипса о наполненности некоторых подалгебр алгебры линей­
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ных ограниченных операторов. Проводится систематический анализ результа­

тов статьи А.Г. Баскакова [5], и получены теоремы, уточняющие результаты

данной статьи. Результаты о наполненности подалгебр и об оценках матричных

элементов обратных операторов применяются в основной теореме третьей главы

о наполненности подалгебр алгебры операторов, порождённых интегральными

операторами и действующих на пространстве непрерывных 2𝜋-периодических

комплекснозначных функций 𝐶2𝜋(R,C).

Приведём ниже основные результаты третьей главы.

Пусть 𝑋, 𝑌 – бесконечномерные банаховы пространства над полем ком­

плексных чисел C. Символом Hom(𝑋, 𝑌 ) обозначим пространство линейных

ограниченных операторов, отображающих 𝑋 на 𝑌 , а символом End𝑋 =

Hom(𝑋,𝑋) обозначим банахову алгебру линейных ограниченных операторов,

действующих в пространстве 𝑋. Символом Inv(𝑋, 𝑌 ) обозначим множество

непрерывно обратимых операторов из Hom(𝑋, 𝑌 ), а группу обратимых опера­

торов из банаховой алгебры End𝑋 обозначим символом Inv𝑋 = Inv(𝑋,𝑋).

Пусть G – счетная дискретная абелева группа с аддитивной формой записи

операции на группе, а S ⊆ G – некоторое её подмножество.

Определение 1.1.7. Подалгебра A ⊂ B называется наполненной в алгебре B,

если каждый элемент 𝑎 ∈ A, обратимый в алгебре B, обратим также в подал­

гебре A.

Определение 3.2.1. Проекторнозначную функцию 𝑃 : G → End𝑋, зада­

ющую индексированное элементами группы G множество проекторов {𝑃𝑔 =

𝑃 (𝑔)}𝑔∈G, где 𝑃𝑔 = 0 для всех 𝑔 ∈ G∖S, будем называть дизъюнктной, если для

любой пары 𝑖, 𝑗 ∈ S, 𝑖 ̸= 𝑗, выполняется равенство 𝑃𝑖𝑃𝑗 = 0.

Определение 3.2.2. Дизъюнктную проекторнозначную функцию 𝑃 : G →

End𝑋 будем называть разложением единицы на пространстве 𝑋, если для
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каждого 𝑥 ∈ 𝑋 безусловно сходится ряд
∑︀

𝑔∈S 𝑃𝑔𝑥 = 𝑥 и конечна величина

𝐶(𝑃 ) = sup
{𝛼𝑔}⊂T

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦∑︁
𝑔∈S

𝛼𝑔𝑃𝑔

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ≥ 1.

В пространствах 𝑋 и 𝑌 рассмотрим разложения единицы 𝑃 : G → End𝑋

и 𝑄 : G → End𝑌 соответственно.

Замечание 3.2.6. Далее предполагается, что для разложений единицы 𝑃 и 𝑄

выполнено одно из следующих условий:

1) В случае, когда 𝑋 = 𝑌 и 𝑃 = 𝑄, существует такая постоянная 𝑀(𝑃 ) > 0,

что для любых 𝑔 из множества 𝐺 ⊆ S и оператора 𝐴 ∈ End𝑋 имеет место

оценка ‖
∑︀
𝑗∈𝐺

𝑃𝑗+𝑔𝐴𝑃𝑗‖ ≤𝑀(𝑃 )max
𝑗∈𝐺

‖𝑃𝑗+𝑔𝐴𝑃𝑗‖.

2) Для любых конечных множеств 𝜎1, 𝜎2,Δ1,Δ2 ⊂ S таких, что 𝜎1 ∩ 𝜎2 = ∅,

Δ1 ∩Δ2 = ∅, имеет место равенство

‖(
∑︁
𝑖∈𝜎1

𝑄𝑖)𝐴(
∑︁
𝑗∈Δ1

𝑃𝑗) + (
∑︁
𝑖∈𝜎2

𝑄𝑖)𝐴(
∑︁
𝑗∈Δ2

𝑃𝑗)‖ =

max{‖(
∑︁
𝑖∈𝜎1

𝑄𝑖)𝐴(
∑︁
𝑗∈Δ1

𝑃𝑗)‖, ‖(
∑︁
𝑖∈𝜎2

𝑄𝑖)𝐴(
∑︁
𝑗∈Δ2

𝑃𝑗)‖}.

Определение 3.2.3. Каждому оператору 𝐴 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 ) поставим в соот­

ветствие матрицу оператора 𝒜 = (𝐴𝑖𝑗)𝑖,𝑗∈S, элементы которой имеют вид

𝐴𝑖𝑗 = 𝑄𝑖𝐴𝑃𝑗 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 ), 𝑖, 𝑗 ∈ S.

Диагональю матрицы оператора 𝐴 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 ) будем называть опера­

торы 𝒜𝑔 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 ) (с учётом замечания 3.2.6), 𝑔 ∈ G, вида

𝒜𝑔 =
∑︁
𝑖−𝑗=𝑔
𝑖,𝑗∈S

𝑄𝑖𝐴𝑃𝑗,

где 𝒜𝑔 = 0, если 𝑔 ∈ G не представима в виде 𝑖− 𝑗 для любых 𝑖, 𝑗 ∈ S.

Определение 3.2.4. Каждому оператору 𝐴 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 ) с матрицей 𝒜 =

(𝐴𝑖𝑗)𝑖,𝑗∈S поставим в соответствие функцию 𝑑𝐴 : G → R+ ∪ {0} вида



18

𝑑𝐴(𝑔) = sup
𝑖−𝑗=𝑔

‖𝐴𝑖𝑗‖, 𝑔 ∈ G, 𝑖, 𝑗 ∈ S. Величину 𝑑𝐴(𝑔), 𝑔 ∈ G, будем называть

нормой 𝑔-ой диагонали матрицы 𝒜 оператора 𝐴.

На основе понятия нормы диагонали матрицы оператора из Hom(𝑋, 𝑌 )

введём классификацию операторов. Для этого введём следующие весовые функ­

ции.

Определение 3.2.5. Пусть функция 𝛼 : G → R+ удовлетворяет следующим

свойствам:

1) 𝛼(𝑔) ≥ 1 для всех 𝑔 ∈ G,

2) 𝛼(𝑔1 + 𝑔2) ≤ 𝛼(𝑔1)𝛼(𝑔2) для всех 𝑔1, 𝑔2 ∈ G,

3) lim𝑛→∞ 𝑛−1 ln𝛼(𝑛𝑔) = 0 для всех 𝑔 ∈ G.

Определение 3.2.6. Пусть 𝛽 : G → R+ – функция, для которой выполнены

свойства

1)
∑︀

𝑔∈G 𝛽(𝑔)
−1 <∞,

2) lim𝑛→∞ 𝑛−1 ln 𝛽(𝑛𝑔) = 0,

3) существует постоянная 𝐶(𝛽) > 0 такая, что для всех 𝑔 ∈ G справедливо

неравенство
∑︀
𝑗∈G

(𝛽(𝑔 − 𝑗)𝛽(𝑗))−1 ≤ 𝐶(𝛽)/𝛽(𝑔).

Определение 3.2.7. Под характеристикой убывания норм диагоналей (мат­

рицы 𝒜) оператора 𝐴 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 ) будем понимать правило, описывающее

стремление к нулю величин 𝑑𝐴(𝑘𝑔) при 𝑘 → ∞, 𝑔 ∈ G. Выделим следующие

характеристики убывания норм диагоналей:

1)
∑︀
𝑔∈G

𝑑𝐴(𝑔) <∞;

2)
∑︀
𝑔∈G

𝑑𝐴(𝑔)𝛼(𝑔) <∞, где функция 𝛼 дана в определении 3.2.5;

3) lim
𝑘→∞
𝑔∈G

𝑑𝐴(𝑘𝑔)𝛽(𝑘𝑔) = 0, где функция 𝛽 дана в определении 3.2.6;
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4) lim
𝑘→∞
Z𝑛

𝑑𝐴(𝑘)(1 + ‖𝑘‖)𝑞 = 0, для некоторого 𝑞 > 𝑛 (при этом оператор 𝐴

удовлетворяет условию 3) данного определения, если функция 𝛽 : Z𝑛 →

R+ имеет вид 𝛽(𝑘) = (1 + ‖𝑘‖)𝑞, ‖𝑘‖ = max
1≤𝑖≤𝑛

|𝑘𝑖|, 𝑘 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑛) ∈ Z𝑛);

5) 𝑑𝐴(𝑘) ≤ 𝑀𝛾‖𝑘‖, 𝑘 ∈ Z𝑛∖{0}, (G = Z) для некоторых постоянных 𝑀 =

𝑀(𝐴) > 0 и 𝛾 = 𝛾(𝐴) ∈ (0, 1);

6) 𝑑𝐴(𝑘) = 0 при |𝑘| > 1, 𝑘 ∈ Z, (трёхдиагональные);

7) 𝑑𝐴(𝑘) = 0 при 𝑘 ̸= 0, 1 либо при 𝑘 ̸= 0,−1, 𝑘 ∈ Z, (двухдиагональные).

Определение 3.2.8. Операторы, удовлетворяющие любому из условий опреде­

ления 3.2.7, образуют линейные подпространства из пространства Hom(𝑋, 𝑌 ),

которые будем обозначать Hom1(𝑋, 𝑌 ), Hom𝛼(𝑋, 𝑌 ), Hom𝛽(𝑋, 𝑌 ), Hom𝑞(𝑋, 𝑌 ),

Hom𝛾(𝑋, 𝑌 ), соответственно, для операторов, удовлетворяющих условиям 1),

2), 3), 4) и 5). Для подпространств операторов, удовлетворяющих условиям 1)

– 4) определения 3.2.7, введём следующие нормы

‖𝐴‖𝛼 =
∑︀
𝑔∈G

𝛼(𝑔)𝑑𝐴(𝑔), ‖𝐴‖𝛽 = 𝐶(𝛽) sup
𝑔∈G

𝛽(𝑔)𝑑𝐴(𝑔),

‖𝐴‖1 =
∑︀
𝑔∈G

𝑑𝐴(𝑔), ‖𝐴‖𝑞 = 𝐶(𝑞) sup
𝑘∈Z𝑛

(1 + ‖𝑘‖)𝑞𝑑𝐴(𝑘),

где 𝐴 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 ) принадлежит соответствующему подпространству. Отно­

сительно введённых норм указанные подпространства полны. Отметим, что

Hom𝛼(𝑋, 𝑌 ) = Hom1(𝑋, 𝑌 ) при 𝛼 ≡ 1, а Hom𝛽(𝑋, 𝑌 ) = Hom𝑞(𝑋, 𝑌 ) при

𝛽(𝑘) = (1 + ‖𝑘‖)𝑞, 𝑘 ∈ Z𝑛. В случае, когда 𝑋 = 𝑌 и рассматривается одно и то­

же разложение единицы 𝑃 : G → End𝑋 для областей определения и значений

операторов, то подпространства операторов, удовлетворяющих условиям 1)–5),

будем обозначать, соответственно, End1𝑋, End𝛼𝑋, End𝛽𝑋, End𝑞𝑋, End𝛾𝑋.

Определение 3.2.9. Пусть ̂︀𝑃 : ̂︀G → End𝑋, ̂︀𝑄 : ̂︀G → End𝑌 – сильно непрерыв­

ные изометрические представления (группы операторов), определённые форму­

лами ̂︀𝑃 (𝛾)𝑥 =
∑︀
𝑔∈S

𝛾(𝑔)𝑃𝑔𝑥, 𝑥 ∈ 𝑋, ̂︀𝑄(𝛾)𝑥 =
∑︀
𝑔∈S

𝛾(𝑔)𝑄𝑔𝑦, 𝑦 ∈ 𝑌, где 𝑃 , 𝑄 –
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разложения единицы согласно определению 3.2.2, соответственно, в банаховых

алгебрах операторов End𝑋 и End𝑌 , 𝛾 ∈ ̂︀G – унитарные характеры группы G.

Определение 3.2.10. Каждому оператору 𝐴 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 ) поставим в соот­

ветствие сильно непрерывную функцию Φ𝐴 : ̂︀G → Hom(𝑋, 𝑌 ), определяемую

равенством

Φ𝐴(𝛾) = ̂︀𝑄(𝛾)𝐴 ̂︀𝑃 (−𝛾), 𝛾 ∈ ̂︀G.
Функции Φ𝐴 поставим в соответствие ее ряд Фурье

Φ𝐴(𝛾) ∼
∑︁
𝑔∈G

𝛾(𝑔)𝐴𝑔, 𝛾 ∈ ̂︀G,
где

𝐴𝑔 =

∫
̂︀G
Φ𝐴(𝛾)𝛾(−𝑔)𝜇(𝑑𝛾), 𝑔 ∈ G, (3.1)

а 𝜇 – мера Хаара на компактной группе ̂︀G, 𝜇(̂︀G) = 1.

Ряд
∑︀
𝑔∈G

𝐴𝑔 будем называть рядом Фурье оператора 𝐴, а операторы 𝐴𝑔,

𝑔 ∈ G, – коэффициентами Фурье этого оператора (относительно пары пред­

ставлений ( ̂︀𝑃 , ̂︀𝑄)).
С учётом введённой терминологии в диссертации доказан следующий ре­

зультат.

Теорема 3.4.1. Пусть для непрерывно обратимого оператора 𝐴 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 )

относительно некоторой пары представлений ( ̂︀𝑃 , ̂︀𝑄) имеет две ненулевые

диагонали (нулевая и первая), т.е. функция Φ𝐴 : T → Hom(𝑋, 𝑌 ) имеет вид

Φ𝐴(𝜃) = 𝐴0 + 𝐴1𝜃, 𝜃 ∈ T. (3.2)

Обозначим 𝑎1 = ‖𝐴−1‖𝑑𝐴(1). Тогда для коэффициентов Фурье оператора 𝐵 =

𝐴−1 справедливы следующие оценки:

𝑑𝐵(𝑘) ≤

⎧⎨⎩
‖𝐴−1‖
𝑎1+1 (𝑘 + 1)

(︀
1 + 1

𝑘

)︀𝑘 (︁ 𝑎1
𝑎1+1

)︁𝑘
≤ 𝑒‖𝐴−1‖

𝑎1+1 (𝑘 + 1)
(︁

𝑎1
𝑎1+1

)︁𝑘
, 𝑘 ≥ 𝑎1

‖𝐴−1‖, 0 < 𝑘 < 𝑎1;

(3.3)
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𝑑𝐵(−𝑘) ≤

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
‖𝐴−1‖
𝑎1

𝑘
(︀
1 + 1

𝑘−1

)︀𝑘−1
(︁
𝑎1−1
𝑎1

)︁𝑘−1

≤ 𝑒‖𝐴−1‖
𝑎1

𝑘
(︁
𝑎1−1
𝑎1

)︁𝑘−1

, 1 < 𝑎1 < 𝑘

‖𝐴−1‖, 1 < 𝑘 < 𝑎1

0, 𝑎1 ≤ 1 < 𝑘;

(3.4)

𝑑𝐵(−1) ≤

⎧⎨⎩ ‖𝐴−1‖, 𝑎1 ≥ 1

0, 𝑎1 < 1;

𝑑𝐵(0) ≤ ‖𝐴−1‖.

При этом

‖𝐵‖1 ≤

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(2𝑎1 + 1)‖𝐴−1‖+ 2𝑒‖𝐴−1‖
(︂
(𝑎1 + 1)

(︁
𝑎1

𝑎1+1

)︁𝑎1
+ 𝑎1

(︁
𝑎1−1
𝑎1

)︁𝑎1−1
)︂
,

если 𝑎1 > 1;

(2𝑒+ 3)‖𝐴−1‖,

если 𝑎1 = 1;

𝑒‖𝐴−1‖𝑎1(𝑎1+2)
𝑎1+1 + ‖𝐴−1‖,

если 𝑎1 < 1.

(3.5)

Полученный в теореме 3.4.1 результат уточняет результаты А.Г. Баскакова

из [5, теорема 3].

Теперь введём необходимые определения и сформулируем основной резуль­

тат третьей главы диссертации.

Определение 3.5.1. Символом Gio𝐶2𝜋(R,C) обозначим подпространство опе­

раторов 𝐴 ∈ End𝐶2𝜋(R,C) вида

𝐴 = 𝑎𝐼 +𝐾, 𝑎 ∈ C∖{0}, (3.11)

где 𝐾 - интегральный оператор, действующий в банаховом пространстве

𝐶2𝜋(R,C) вида

(𝐾𝑥)(𝜏) =

2𝜋∫
0

𝒦(𝜏, 𝑢)𝑥(𝑢)𝑑𝑢,

с ядром 𝒦 : R× R → C, которое обладает следующими свойствами:
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1) 𝒦(𝜏 + 2𝜋, 𝑢+ 2𝜋) = 𝒦(𝜏, 𝑢) для всех 𝜏, 𝑢 ∈ R;

2) 𝜅(𝜏) ∈ 𝐿1
2𝜋(R,C) для всех 𝜏 ∈ R, где (𝜅(𝜏)) (𝑢) = 𝒦(𝜏, 𝑢), 𝑢 ∈ R;

3) 𝜅 ∈ 𝐶2𝜋(R, 𝐿1
2𝜋(R,C)) (функция 𝜅 непрерывна по норме пространства

𝐿1
2𝜋(R,C)).

Замечание 3.5.1. Рассматриваемый оператор 𝐾 определен корректно, т.е.

𝐾𝑥 ∈ 𝐶2𝜋(R,C) для любого 𝑥 ∈ 𝐶2𝜋(R,C). Подпространство Gio𝐶2𝜋(R,C) яв­

ляется банаховой подалгеброй в алгебре End𝐶2𝜋(R,C).

В качестве изометрического представления группы R в пространстве

𝐶2𝜋(R,C) возьмём группу сдвигов 𝑆 : R → End𝐶2𝜋(R,C), определенную фор­

мулой (𝑆(𝑡)𝑥)(𝜏) = 𝑥(𝜏 + 𝑡), 𝑡, 𝜏 ∈ R. В этом случае функция Φ𝐾 : R →

End𝐶2𝜋(R,C), определённая формулой Φ𝐾(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝐾𝑆(−𝑡), имеет вид

(Φ𝐾(𝑡)𝑥)(𝜏) =

2𝜋∫
0

𝒦(𝜏 + 𝑡, 𝑣 + 𝑡)𝑥(𝑣)𝑑𝑣, 𝑥 ∈ 𝐶2𝜋(R,C). (3.12)

Коэффициенты Фурье оператора 𝐾 из определения 3.5.1 имеют вид:

(𝐾𝑛𝑥) (𝜏) =

2𝜋∫
0

𝒦𝑛(𝜏, 𝑣)𝑥(𝑣)𝑒
𝑖𝑛𝑣𝑑𝑣,

где

𝒦𝑛(𝜏, 𝑣) =
1

2𝜋

2𝜋∫
0

𝒦(𝜏 + 𝑡, 𝑣 + 𝑡)𝑒−𝑖𝑛(𝑡+𝑣)𝑑𝑡.

Коэффициенты Фурье оператора 𝐴 совпадают с коэффициентами оператора 𝐾

за исключением нулевого коэффициента, имеющего вид 𝐴0 = 𝑎𝐼 +𝐾0.

Используя замену переменных в формуле 𝒦𝑛 получаем, что 𝒦𝑛(𝜏 + 𝑢, 𝑣 +

𝑢) = 𝒦𝑛(𝜏, 𝑣) для всех 𝑢, 𝜏, 𝑣 ∈ R, откуда следует, что 𝒦𝑛(𝜏, 𝑣) = 𝒦𝑛(𝜏 − 𝑣, 0) =

𝒦0
𝑛(𝜏 − 𝑣), то есть функция 𝒦𝑛 зависит, в действительности, от разности аргу­

ментов.
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Определение 3.5.2. Пусть оператор 𝐴 ∈ Gio𝐶2𝜋(R,C) удовлетворяет одному

из условий 1)–7) убывания норм диагоналей из определения 3.2.7. Для совокуп­

ностей операторов из Gio𝐶2𝜋(R,C), удовлетворяющих таким условиям, введём

обозначения по аналогии с определением 3.2.8 о подпространствах операторов

абстрактного пространства Hom(𝑋, 𝑌 ). То есть, будем пользоваться символами

Gio1𝐶2𝜋(R,C), Gio𝛼𝐶2𝜋(R,C), Gio𝛽𝐶2𝜋(R,C), Gio𝑞𝐶2𝜋(R,C), Gio𝛾𝐶2𝜋(R,C) для

операторов, удовлетворяющих, соответственно, условиям 1)–5).

Из теорем 2,3 статьи [5] для рассматриваемых операторов из Gio𝐶2𝜋(R,C)

вытекают следующие результаты.

Теорема 3.5.2. Пусть непрерывно обратим оператор 𝐴 = 𝑎𝐼 + 𝐾 ∈

Gio 𝛾𝐶2𝜋(R,C), т.е. для его коэффициентов Фурье 𝐴𝑛 = 𝐾𝑛, 𝑛 ∈ Z∖{0},

𝐴0 = 𝑎𝐼 + 𝐾0 выполняется условие ‖𝐾𝑛‖ ≤ 𝑀𝛾|𝑛|, 𝑛 ∈ Z. Положим̃︀κ(𝐴) = 𝑀𝛾‖𝐴−1‖. Тогда оператор 𝐵 = 𝐴−1 ∈ Gio 𝛾𝐶2𝜋(R,C) и для него спра­

ведливы оценки вида

𝑑𝐵(𝑘) ≤
(︂
2− 2(1− 𝛾2)

8̃︀κ(𝐴) + 3(1− 𝛾2)

)︂
‖𝐴−1‖

(︂
1− (1− 𝛾)2

1− 𝛾 + 4̃︀κ(𝐴)
)︂|𝑘|

,

если 𝑘 ̸= 0, и

𝑑𝐵(0) ≤ ‖𝐴−1‖.

В частности,

‖𝐵‖1 =
∑︁
𝑘∈Z

𝑑𝐵(𝑘) ≤
(︂
16̃︀κ(𝐴)
(1− 𝛾)2

− 1 +
6 + 8𝛾 + 2𝛾2

8̃︀κ(𝐴) + 3(1− 𝛾2)

)︂
‖𝐴−1‖,

причем

‖𝐵‖1 =
∑︁
𝑘∈Z

𝑑𝐵(𝑘) ≤
(︂
16̃︀κ(𝐴)
(1− 𝛾)2

+
−5 + 8𝛾 + 5𝛾2

8 + 3(1− 𝛾2)

)︂
‖𝐴−1‖ ≤

≤
(︂
16̃︀κ(𝐴)
(1− 𝛾)2

+ 1

)︂
‖𝐴−1‖,

если ̃︀κ(𝐴) ≥ 1.

Теорема 3.5.3. Пусть непрерывно обратимый оператор 𝐴 = 𝑎𝐼 + 𝐾 ∈

Gio 𝛾𝐶2𝜋(R,C) удовлетворяет условию 6) из определения 3.2.7, т.е. для его
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коэффициентов Фурье 𝐴𝑛 = 𝐾𝑛, 𝑛 ∈ Z∖{0}, 𝐴0 = 𝑎𝐼 + 𝐾0 выполняет­

ся условие 𝐾𝑛 = 0 при 𝑛 ∈ Z∖{−1, 0, 1}. Обозначим величину κ̄(𝐴) =

max{‖𝐴−1‖, ‖𝐴1‖}‖𝐴−1‖ ≤ κ(𝐴) = ‖𝐴‖‖𝐴−1‖. тогда для оператора 𝐵 = 𝐴−1

справедливы следующие оценки

𝑑𝐵(𝑘) ≤
(︂
16κ̄(𝐴) + 4

8κ̄(𝐴) + 3

)︂
‖𝐴−1‖

(︂
4κ̄(𝐴)

1 + 4κ̄(𝐴)

)︂|𝑘|
≤ 2‖𝐴−1‖

(︂
4κ̄(𝐴)

1 + 4κ̄(𝐴)

)︂|𝑘|
,

𝑑𝐵(0) ≤ ‖𝐴−1‖,

‖𝐵‖1 =
∑︁
𝑘∈Z

𝑑𝐵(𝑘) ≤
(︂
16κ̄(𝐴) +

3− 8κ̄(𝐴)
3 + 8κ̄(𝐴)

)︂
‖𝐴−1‖ ≤ 16κ̄(𝐴)‖𝐴−1‖.

Основным результатом третьей главы диссертации является следующая

Теорема 3.5.4. Пусть оператор 𝐴 ∈ Gio𝐶2𝜋(R,C) непрерывно обратим и

удовлетворяет одному из свойств 1)–7) определения 3.2.7, тогда обратный

оператор 𝐵 = 𝐴−1 ∈ Gio𝐶2𝜋(R,C) лежит в той же алгебре и

1) принадлежит подалгебре операторов, удовлетворяющих соответству­

ющему условию определения 3.2.7 (для условий 1)–5));

2) для норм его диагоналей справедливы оценки теорем 3.5.2, 3.5.3 или

3.4.1, если оператор 𝐴 удовлетворяет, соответственно, условиям 5),

6) или 7) определения 3.2.7.

В терминах наполненности пункт 1 теоремы 3.5.4 можно сформулировать

следующим образом:

Теорема 3.5.5. Подалгебры Gio1𝐶2𝜋(R,C), Gio𝛼𝐶2𝜋(R,C), Gio𝛽𝐶2𝜋(R,C),

Gio𝑞𝐶2𝜋(R,C) и Gio𝛾𝐶2𝜋(R,C) наполнены в алгебре End𝐶2𝜋(R,C).
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Глава 1

О спектральной теории операторов и банаховых

модулях

1.1. Некоторые сведения из теории топологических групп,

банаховых алгебр и банаховых модулей

В данном парагргафе приведены общеизвестные определения и некоторые

факты из теории алгебраических структур, которые, хотя и не являются перво­

очередными объектами изучения в рамках данной диссертации, однако, пери­

одически встречаются на страницах данной работы и использованы в каркасе

основного исследования. Были использованы книги и работы М.А. Наймарка

[21], А.И. Кострикина[18], Н. Бурбаки [11], С. Морриса [20], А.Г. Баскакова

[3, 7, 10], Д.П. Желобенко [16], М. Атья, И. Макдональда [1] и И.М. Гельфанда,

Д.А. Райкова, Г.Е. Шилова [12].

Определение 1.1.1 ([21, стр. 418],[18, стр. 156]). Множество G называется

полугруппой, если на нём задано отображение (𝑔1, 𝑔2) ↦→ 𝑔1𝑔2 : G × G → G,

являющееся ассоциативным, т.е. 𝑔1(𝑔2𝑔3) = (𝑔1𝑔2)𝑔3 для любых 𝑔1, 𝑔2, 𝑔3 ∈ G.

Полугруппа G называется полугруппой с единицей или моноидом, если суще­

ствует единица или единичный элемент 𝑒 ∈ G, т.е. 𝑔𝑒 = 𝑒𝑔 = 𝑔 для любо­

го 𝑔 ∈ G. Моноид G называется группой, если на нём задано отображение

𝑔 ↦→ 𝑔−1 : G → G, которое для каждого 𝑔 ∈ G ставит в соответствие единствен­

ный обратный элемент 𝑔−1 такой, что 𝑔𝑔−1 = 𝑔−1𝑔 = 𝑒 (т.е. все элементы из

группы G обратимы).

Группа (полугруппа) G называется коммутативной или абелевой, если

𝑔1𝑔2 = 𝑔2𝑔1 для любых 𝑔1, 𝑔2 ∈ G. При этом зачастую используется аддитивная

форма записи: 𝑔1 + 𝑔2 вместо 𝑔1𝑔2, −𝑔 вместо 𝑔−1, нулевой элемент 0 вместо
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единичного 𝑒, где 𝑔, 𝑔1, 𝑔2 ∈ G.

Отображение 𝑔 ↦→ 𝑔′ : G → G′ из (полу)группы G в (полу)группу G′

называется гомоморфизмом, если (𝑔1𝑔2)
′ = 𝑔′1𝑔

′
2 для всех 𝑔1, 𝑔2 ∈ G.

Множество всех элементов 𝑔 ∈ G, отображаемых некоторым гомоморфиз­

мом в единичный элемент (для групп и полугрупп с единицей), называется яд­

ром этого гомоморфизма. Гомоморфизм (полу)групп является изоморфизмом

тогда и только тогда, когда его ядро состоит только из единицы.

Определение 1.1.2 ([10, § 7],[18, стр. 176]). Множество A называется кольцом,

если на нём заданы два отображения: (𝑎, 𝑏) ↦→ 𝑎 + 𝑏 : A × A → A, называемое

сложением, и (𝑎, 𝑏) ↦→ 𝑎𝑏 : A × A → A, называемое умножением, причём

выполнены следующие свойства

1) A – абелева группа относительно сложения (единица абелевой группы

называется нулём кольца и обозначается символом 0);

2) A – полугруппа относительно умножения;

3) умножение дистрибутивно по сложению, т.е. (𝑎+ 𝑏)𝑐 = 𝑎𝑐+ 𝑏𝑐, 𝑐(𝑎+ 𝑏) =

𝑐𝑎+ 𝑐𝑏 для любых 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ A.

Кольцо A называется кольцом с единицей, если A является моноидом относи­

тельно умножения и 0 ̸= 𝑒, 0, 𝑒 ∈ A. Кольцо коммутативно, если умножение

в нём коммутативно. Кольцо с единицей, в котором все ненулевые элементы

обратимы (относительно умножения), называется телом. Коммутативное (по

умножению) тело называется полем, его элементы – числами, единица обозна­

чается символом 1, а числа вида 𝑎𝑏−1 – символом 𝑎/𝑏. Поля вещественных и

комплексных чисел обозначим по традиции, соответственно, R и C.

Определение 1.1.3 ([10, § 7]). Абелева группа (кольцо) A называется линей­

ным или векторным пространством (алгеброй) над полем K, если задано отоб­

ражение (𝛼, 𝑎) ↦→ 𝛼𝑎 : K×A → A, причём для любых 𝛼, 𝛽 ∈ K, 𝑎, 𝑏 ∈ A имеют
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место равенства (𝛼+𝛽)𝑎 = 𝛼𝑎+𝛽𝑏, 𝛼(𝑎+𝑏) = 𝛼𝑎+𝛼𝑏, (𝛼𝛽)𝑎 = 𝛼(𝛽𝑎) = 𝛽(𝛼𝑎),

1𝑎 = 𝑎 (и 𝛼(𝑎𝑏) = (𝛼𝑎)𝑏 = 𝑎(𝛼𝑏) в случае кольца). Если вместо кольца в опре­

делении алгебры используется коммутативное кольцо (кольцо с единицей или

коммутативное кольцо с единицей), то алгебра называется коммутативной (со­

ответственно, алгеброй с единицей или коммутативной алгеброй с единицей).

Определение 1.1.4 ([21, стр. 162-163,177], [10, § 7,определение 12]). Подмно­

жество S из группы (кольца, алгебры и т.д.) A называется подгруппой (соот­

ветственно, подкольцом, подалгеброй и т.д.), если отображения, введённые на

группе (кольце, алгебре и т.д.) не выводят за пределы S.

Определение 1.1.5 ([21, стр. 189]). Центром кольца (алгебры) A называет­

ся подмножество элементов 𝑍(A) ⊆ A, умножение которых с любым другим

элементом из A коммутативно.

Определение 1.1.6 ([10, § 7, определение 4]). Элемент 𝑎 из кольца (алгебры)

A с единицей называется обратимым, если существует 𝑏 ∈ A такой, что 𝑎𝑏 =

𝑏𝑎 = 𝑒. Элемент 𝑏 называется обратным к 𝑎 и обозначается символом 𝑎−1.

Определение 1.1.7 ([11, стр. 11]). Подалгебра A ⊂ B называется наполненной

в алгебре B, если каждый элемент 𝑎 ∈ A, обратимый в алгебре B, обратим также

в подалгебре A.

Определение 1.1.8 ([3, определение 3.1],[1, стр. 10]). Подгруппа по сложению I

из кольца (алгебры) B называется идеалом, если 𝑎𝑏 ∈ I для любых 𝑎 ∈ I, 𝑏 ∈ B.

Если I ̸= B, то I называется собственным идеалом. Максимальным идеалом

называется собственный идеал, который не содержится ни в каком большем

собственном идеале.

Определение 1.1.9 ([3, определение 3.4]). Радикалом алгебры A называется

пересечение всех максимальных идеалов этой алгебры. Если радикал алгебры

нулевой, то алгебра A называется полупростой.
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Определение 1.1.10 ([10, § 7, определение 5]). Пусть A, B – кольца. Отобра­

жение 𝑓 : A → B называется гомоморфизмом колец, если для любых 𝑎, 𝑏 ∈ A

выполнены условия

1) 𝑓(𝑎+ 𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏),

2) 𝑓(𝑎𝑏) = 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏),

3) 𝑓(𝑒A) = 𝑒B, если A, B - кольца с единицами 𝑒A и 𝑒B соответственно.

Определение 1.1.11 ([10, § 7, определение 10]). Пусть A, B – алгебры над

полем K. Отображение 𝑓 : A → B называется гомоморфизмом алгебр, если 𝑓 –

гомоморфизм колец A и B и 𝑓(𝛼𝑎) = 𝛼𝑓(𝑎) для любых 𝛼 ∈ K, 𝑎 ∈ A.

Определение 1.1.12 ([18, стр. 182]). Ядром Ker𝜒 гомоморфизма 𝜒 : A →

B колец (алгебр) A,B называется множество элементов кольца (алгебры) A,

переходящих при гомоморфизме в нулевой элемент кольца (алгебры) B.

Определение 1.1.13 ([10, § 7, определение 11]). Взаино-однозначный гомо­

морфизм групп (алгебр, колец) будем называть изоморфизмом групп (алгебр,

колец), а сами группы (алгебры, кольца) при этом – изоморфными.

Определение 1.1.14. Множества гомоморфизмов групп (колец, алгебр и т.д.)

A,B будем обозначать символом Hom(A,B).

В анализе одними из фундаментальных понятий являются понятия непре­

рывности, сходимости и предела. Для того, чтобы использовать введённые вы­

ше алгебраические структуры, дополним их определения с помощью топологии

и нормы (см., например, [22, гл. III,IV]).

Определение 1.1.15 ([20, стр. 7],[16, стр. 113], [39, определение 8.2.1]). Полу­

группа (группа) G называется топологической полугруппой (группой), если

1) она является топологическим пространством,
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2) отображение (𝑔1, 𝑔2) ↦→ 𝑔1𝑔2 : G×G → G непрерывно отображает прямое

произведение G×G (с топологией произведения) на G,

3) в случае группы отображение 𝑔 ↦→ 𝑔−1 : G → G непрерывно.

Непрерывность отображений на (полу)группе обеспечивается, например, в хау­

сдорфовом топологическом пространстве.

Топологическая группа называется локально компактной, если локально

компактно топологическое пространство, которым она является, т.е. каждая

точка обладает окрестностью с компактным замыканием.

Отметим, что на любой локально-компактной абелевой группе существует

единственная (с точностью до константы) мера Хаара (см. [38, гл. XI]).

Определение 1.1.16 ([20, стр. 42]). Пусть G – абелева топологическая группа,

непрерывный комплексный гомоморфизм 𝛾 : G → T = {𝑧 ∈ C : |𝑧| = 1} называ­

ется характером группы G. Множество всех характеров группы G называется

группой характеров или двойственной группой группы G и обозначается симво­

лом ̂︀G. Двойственная группа ̂︀G становится абелевой, если для любых 𝛾1, 𝛾2 ∈ ̂︀G
определить (𝛾1𝛾2)(𝑔) = 𝛾1(𝑔)𝛾2(𝑔) для всех 𝑔 ∈ G.

Определение 1.1.17 ([3, определение 1.1]). Множество B называется банахо­

вой алгеброй, если оно является алгеброй и одновременно банаховым простран­

ством (см., например, [22, гл. III]) и справедлива оценка ‖𝑎𝑏‖ ≤ ‖𝑎‖‖𝑏‖ для

любых 𝑎, 𝑏 ∈ B. Если алгебра B является алгеброй с единицей 𝑒 ∈ B и ‖𝑒‖ = 1,

то B называется банаховой алгеброй с единицей и коммутативной банаховой

алгеброй, если алгебра B коммутативна.

Определение 1.1.18 ([3, определение 2.2]). Спектром 𝜎(𝑎) элемента 𝑎 из бана­

ховой алгебры A с единицей 𝑒 называется множество таких комплексных чисел

𝜆 ∈ C, что элемент 𝜆𝑒−𝑎 не имеет обратного (в смысле определения 1.1.6 обрат­

ного элемента алгебры). Множество 𝜌(𝑎) = C∖𝜎(𝑎) называется резольвентным
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множеством элемента 𝑎, т.е. в 𝜌(𝑎) содержатся такие 𝜆 ∈ C, при которых в

алгебре A обратим элемент 𝜆𝑒− 𝑎.

Определение 1.1.19. Символом Hom(𝑋, 𝑌 ) обозначим банахово пространство

гомоморфизмов банаховых пространств 𝑋 и 𝑌 , т.е. линейных непрерывных опе­

раторов, определённых на 𝑋 со значениями в 𝑌 .

Банахово пространство End𝑋 = Hom(𝑋,𝑋) становится банаховой ал­

геброй, если определить операцию умножения операторов формулой 𝐴𝐵𝑥 =

𝐴(𝐵𝑥) для любых 𝐴,𝐵 ∈ End𝑋, 𝑥 ∈ 𝑋.

Определение 1.1.20. Отображение, действующее между банаховыми алгеб­

рами, называется гомоморфизмом банаховых алгебр, если оно является гомо­

морфизмом банаховых пространств и гомоморфизмом алгебр. Ненулевые ком­

плексные гомоморфизмы из пространства Hom(A,C) называются характерами

банаховой алгебры A, а их множество обозначается символом SpecA и называ­

ется спектром алгебры A.

Отметим, что в определении 1.1.8 идеала, в случае банаховых алгебр, под­

группа по сложению становится линейным подпространством. Определение ра­

дикала алгебры при этом не меняется, а для введения полупростоты алгебры

можно использовать не только язык идеалов, но и преобразование Гельфанда.

Определение 1.1.21 ([3, определение 3.3]). Отображение ̂︀𝑎(𝜒) ↦→ 𝜒(𝑎) :

SpecA → C называется преобразованием Гельфанда элемента 𝑎 из банаховой

алгебры A. Символом ̂︀A обозначим множество преобразований Гельфанда ̂︀𝑎 для

𝑎 ∈ A.

Имеют место следующие теоремы о свойствах спектра банаховой алгебры,

её идеалах, характерах и их преобразовании Гельфанда.

Теорема 1.1.1 ([3, теорема 3.3]). Для банаховой алгебры A имеют место свой­

ства:
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1) каждый максимальный идеал алгебры A есть ядро некоторого характера

алгебры A, а ядро каждого характера из SpecA является максимальным

идеалом в алгебре A;

2) элемент 𝑎 ∈ A обратим в A тогда и только тогда, когда он не содер­

жится ни в одном собственном идеале алгебры A;

3) 𝜎(𝑎) = {𝜒(𝑎) : 𝜒 ∈ SpecA} для любого 𝑎 ∈ A.

Определение 1.1.22. Символом 𝐶𝑏(𝑋) обозначим банахову алгебру непрерыв­

ных и ограниченных комплекснозначных функций, действующих на банаховом

пространстве 𝑋, с поточечным умножением и нормой ‖𝑓‖ = max
𝑥∈𝑋

|𝑓(𝑥)|.

Теорема 1.1.2 ([3, теорема 3.4]). Пусть A – банахова алгебра.

1) SpecA – компактное пространство.

2) Преобразование Гельфанда определяет гомоморфизм банховых алгебр

𝑎 ↦→ ̂︀𝑎 : A → 𝐶𝑏(SpecA), ядро которого совпадает с радикалом алгебры A

и тогда и только тогда являтеся изоморфизмом, когда A – полупростая

алгебра.

3) max
𝜒∈SpecA

|̂︀𝑎(𝜒)| ≤ ‖𝑎‖ для всех 𝑎 ∈ A и элемент 𝑎 ∈ A принадлежит

радикалу алгебры A тогда и только тогда, когда 𝜎(𝑎) = 0.

Определение 1.1.23 ([3, определение 11.6]). Банахова алгебра A называет­

ся полупростой регулярной алгеброй, если она полупроста как алгебра и для

любого замкнутого множества Δ ⊂ SpecA и произвольного характера 𝜒0 ∈

SpecA∖Δ существует такой элемент 𝑎 ∈ A, что ̂︀𝑎(𝜒0) ̸= 0 и (supp̂︀𝑎) ∩Δ = ∅.

Определение 1.1.24 ([3, определение 11.7]). Ограниченная последователь­

ность {𝑎𝑛}𝑛∈N из полупростой регулярной алгебры A называется ограниченной

аппроксимативной единицей, если lim
𝑛→∞

𝑎𝑛𝑎 = 𝑎 для любого 𝑎 ∈ A и для лю­

бого компакта Δ ⊂ SpecA существует такое 𝑛0 ∈ N, что ̂︀𝑎𝑛 = 1 в некоторой

окрестности Δ для всех 𝑛 ≥ 𝑛0.
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Определение 1.1.25 ([7, §1.1, стр. 6]). Пусть B – банахова алгебра над полем

C комплексных чисел. Левым банаховым модулем над B или левым B-модулем

называется комплексное банахово пространство 𝑋, если задано отображение

(𝑎, 𝑥) ↦→ 𝑎𝑥 : B×𝑋 → 𝑋, обладающее свойствами:

1) (𝑎+ 𝑏)𝑥 = 𝑎𝑥+ 𝑏𝑥, 𝑎(𝑥+ 𝑦) = 𝑎𝑥+ 𝑎𝑦;

2) (𝛼𝑎)𝑥 = 𝑎(𝛼𝑥) = 𝛼(𝑎𝑥);

3) (𝑎𝑏)𝑥 = 𝑎(𝑏𝑥);

4) ‖𝑎𝑥‖ ≤ 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡‖𝑎‖‖𝑥‖;

5) 1𝑥 = 𝑥, если алгебра B содержит единицу 1;

для любых 𝛼 ∈ C, 𝑎, 𝑏 ∈ B и 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. Правый B-модуль определяется анало­

гично с использованием правой формы записи и заменой свойства 3 на свойство

3’. 𝑥(𝑎𝑏) = (𝑥𝑎)𝑏. В условии 4 константа часто заменяется единицей, а в слу­

чае банаховой алгебры B с единицей это достигается эквивалентной перенорми­

ровкой. В данной работе рассматриваются только левые банаховы модули над

коммутативными банаховыми алгебрами B, поэтому их будем называть просто

банаховыми B-модулями.

Определение 1.1.26 ([3, определение 11.5]). Пусть 𝑀 – произвольное под­

множество из B-модуля 𝑋. Спектром Бёрлинга множества 𝑀 называется под­

множество Λ(𝑀) ⊂ SpecB тех характеров 𝜒, ядро которых содержит идеал

𝐼(𝑀) = {𝑎 ∈ B : 𝑎𝑥 = 0 для всех 𝑥 ∈ 𝑀}. Таким образом, спектр Бёрлинга

множества 𝑀 является дополнением к множеству

{𝜒 ∈ SpecB : найдётся 𝑎 ∈ B, ̂︀𝑎(𝜒) ̸= 0 и 𝑎𝑥 = 0 для всех 𝑥 ∈𝑀.}
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1.2. Некоторые определения, обозначения, результаты и

примеры из теории банаховых пространств

В данном параграфе приведены некоторые обозначения, определения, ре­

зультаты и примеры, относящиеся к теории банаховых пространств.

Определение 1.2.1. Банаховым пространством называется полное линейное

нормированное пространство.

Следующие определения и результаты приведены для банаховых про­

странств 𝑋 и 𝑌 , но, вообще говоря, они имеют место для топологических про­

странств, для которых и приведены в книге [25].

Определение 1.2.2. Внутренность множества 𝐸 ⊂ 𝑋, т.е. объединение всех

открытых подмножеств данного множества, будем обозначать символом Int𝐸.

Замыканием 𝐸 множества 𝐸 называется пересечение всех замкнутых мно­

жеств, содержащих данное множество. Множество называется нигде не плот­

ным, если его замыкание имеет пустую внутренность. Счётные объединения

нигде не плотных множеств называются множествами первой категории или

тощими (худыми). Множества, не относящиеся к множествам первой катего­

рии, называются множествами второй категории или нетощими (нехуды­

ми).

Определение 1.2.3 ([25, гл. 2, определение 2.3]). Пусть 𝑋, 𝑌 – банаховы про­

странства, S – некоторое семейство линейных отображений из𝑋 в 𝑌 . Семейство

S называется равностепенно непрерывным, если для любой окрестности нуля

𝑊 в 𝑌 найдётся такая окрестность нуля 𝑉 в 𝑋, что 𝐴(𝑉 ) ⊂ 𝑊 для всех 𝐴 ∈ S,

причём S ⊂ Hom(𝑋, 𝑌 ).

Теорема 1.2.1 ([25, гл. 2, теорема 2.4]). Пусть 𝑋, 𝑌 – банаховы простран­

ства, S – равностепенно непрерывное семейство линейных операторов из

Hom(𝑋, 𝑌 ), 𝐸 – ограниченное множество из 𝑋. Тогда в 𝑌 существует такое

ограниченное подмножество 𝐹 , что 𝐴(𝐸) ⊂ 𝐹 для любого 𝐴 ∈ S.
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Следующую теорему называют принципом равномерной ограниченности

или теоремой Банаха-Штейнгауза.

Теорема 1.2.2 ([25, гл. 2, теорема 2.5]). Пусть 𝑋, 𝑌 – топологические век­

торные пространства, S – некоторое семейство линейных ограниченных опе­

раторов из Hom(𝑋, 𝑌 ), 𝑉 – множество точек из 𝑋, орбиты которых S(𝑥) =

{𝐴𝑥 : 𝐴 ∈ S} ограничены в 𝑌 . Если множество 𝑉 – второй категории в 𝑋,

то 𝑉 = 𝑋 и семейство S равностепенно непрерывно.

Определение 1.2.4. Пусть 𝑋 – банахово пространство. Символом 𝐵(𝑥0, 𝑟) =

{𝑥 ∈ 𝑋 : ‖𝑥 − 𝑥0‖ < 𝑟} для произвольных 𝑥0 ∈ 𝑋, 𝑟 ∈ R+ будем обозначать

открытый шар радиуса 𝑟 и с центром в точке 𝑥0.

Символом 𝜕𝑀 будем обозначать границу множества 𝑀 из 𝑋.

Определение 1.2.5 ([22, гл. 2,§ 6.5]). Множество 𝑀 из банахова пространства

𝑋 называется предкомпактным, если его замыкание в 𝑋 компактно.

Определение 1.2.6 ([22, гл. 2,§ 7.1]). Множество 𝑀 элементов банахова про­

странства 𝑋 называется вполне ограниченным, если для него при любом 𝜀 > 0

существует конечная 𝜀-сеть (то есть, множество 𝐾𝜀 таких элементов 𝑥 ∈ 𝑋, что

для любого 𝑥 ∈𝑀 cуществует 𝑥0 ∈ 𝐾𝜀, что 𝑥 ∈ 𝐵(𝑥0, 𝜀)).

Теорема 1.2.3 ([22, гл. 2,§ 7.3,теорема 3]). Множество 𝑀 из банахова про­

странства 𝑋 предкомпактно тогда и только тогда, когда оно вполне ограни­

чено.

Определение 1.2.7 ([22, § VI.5]). Пусть 𝑋, 𝑌 – банаховы пространства. Опе­

ратор 𝐴 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 ) называется компактным (или вполне непрерывным),

если он переводит ограниченные множества из 𝑋 в предкомпактные множе­

ства в 𝑌 . Эквивалентно, 𝐴 компактен тогда и только тогда, когда для любой

ограниченной последовательности {𝑥𝑛} из 𝑋 последовательность {𝐴𝑥𝑛} имеет

подпоследовательность, сходящуюся в 𝑌 .
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1.3. Основы спектральной теории линейных отношений и

линейных операторов

В данном параграфе приведены некоторые обозначения и результаты из

спектральной теории линейных отношений между банаховыми пространствами.

Также показана связь теории линейных отношений и линейных операторов,

действующих в банаховых пространствах. Использованы работы [6, 7, 9, 42].

Определение 1.3.1. Пусть 𝑋, 𝑌 – комплексные банаховы пространства. Вся­

кое линейное подпространство 𝒜 ⊆ 𝑋 × 𝑌 называется линейным отношением

между банаховыми пространствами 𝑋 и 𝑌 . Если оно замкнуто в 𝑋 × 𝑌 (на­

пример, относительно нормы ‖(𝑥, 𝑦)‖ = ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒜), то называется

замкнутым линейным отношением.

Областью определения линейного отношения 𝒜 ⊆ 𝑋 × 𝑌 называется

множество D(𝒜) = {𝑥 ∈ 𝑋 : существует такой 𝑦 ∈ 𝑌, что (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒜}.

Областью значений линейного отношения 𝒜 ⊆ 𝑋 × 𝑌 называется множе­

ство Im(𝒜) = {𝑦 ∈ 𝑌 : существует такой 𝑥 ∈ 𝑋, что (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒜}. Симво­

лом 𝒜𝑥, 𝑥 ∈ D(𝒜), обозначим множество {𝑦 ∈ 𝑌 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒜}. Множество

Ker𝒜 = {𝑥 ∈ D(𝒜) : (𝑥, 0) ∈ 𝒜} называется ядром отношения 𝒜. Отметим,

что 𝒜𝑥 = 𝑦 +𝒜0 для любого 𝑦 ∈ 𝒜𝑥, 𝑥 ∈ D(𝒜).

Обратным к линейному отношению 𝒜 ⊆ 𝑋 × 𝑌 называется линейное

отношение 𝒜−1 = {(𝑦, 𝑥) ∈ 𝑌 ×𝑋 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒜}.

Определение 1.3.2. Множество замкнутых линейных отношений из 𝑋 × 𝑌

обозначим символом LR(𝑋, 𝑌 ), LR(𝑋) = LR(𝑋,𝑋).

Если 𝒜0 = {0} для 𝒜 ∈ LR(𝑋, 𝑌 ), то такое отношение является замкну­

тым линейным оператором (при отождествлении оператора со своим графи­

ком Γ(𝒜) = {(𝑥,𝒜𝑥) ∈ 𝑋 × 𝑌 }). Обозначим символом LO (𝑋, 𝑌 ) множество

замкнутых линейных операторов, действующих из 𝑋 в 𝑌 . Линейный оператор

𝒜 : D(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑌 будем записывать в виде пары (𝒜,D(𝐴)). Если 𝒜0 = {0}
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и D(𝒜) = 𝑋 для 𝒜 ∈ LR(𝑋, 𝑌 ), то 𝒜 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 ), т.е. является линейным

ограниченным оператором, действующим из 𝑋 в 𝑌 .

Отношение 𝒜 ∈ LR(𝑋, 𝑌 ) называется инъективным, если Ker𝒜 = {0}, и

сюръективным, если Im𝒜 = 𝑌 . Инъективное и сюръективное линейное отно­

шение называется непрерывно обратимым, тогда 𝒜−1 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 ).

Определение 1.3.3. Резольвентным множеством отношения 𝒜 ∈ LR(𝑋, 𝑌 )

называется (открытое) множество 𝜌(𝒜), состоящее из таких 𝜆 ∈ C, что (𝜆𝐼 −

𝒜)−1 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 ). Спектром отношения 𝒜 ∈ LR(𝑋, 𝑌 ) называется (замкну­

тое) множество 𝜎(𝒜) = C∖𝜌(𝒜). Отображение 𝑅(·,𝒜) : 𝜌(𝒜) → Hom(𝑋, 𝑌 ),

𝑅(𝜆,𝒜) = (𝜆𝐼 −𝒜)−1, 𝜆 ∈ 𝜌(𝒜) называется резольвентой отношения 𝒜.

Резольвента отношения есть псевдорезольвента в общепринятом смысле.

Определение 1.3.4. Функция ℛ : Ω ⊂ C → End𝑋 называется псевдорезоль­

вентой, если для всех 𝜆1, 𝜆2 ∈ Ω выполняется равенство (тождество Гильбер­

та)

ℛ(𝜆1)−ℛ(𝜆2) = (𝜆2 − 𝜆1)ℛ(𝜆1)ℛ(𝜆2).

Замечание 1.3.1. Данное определение соответствует резольвенте вида

𝑅(𝜆,𝐴) = (𝜆𝐼 − 𝐴)−1 для замкнутого оператора 𝐴 : D(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋.

Следующая теорема устанавливает взаимно-однозначное соответствие

между псевдорезольвентами со значениями в End𝑋 и резольвентами линей­

ного отношения

Теорема 1.3.1 ([9, теорема 1]). Каждая псевдорезольвента ℛ : Ω ⊂ C →

End𝑋 является резольвентной некоторого замкнутого линейного отношения

𝒜 ∈ LR(𝑋), причём Ω ⊂ 𝜌(𝒜),

𝒜0 = Kerℛ =
⋂︁
𝜆∈Ω

Kerℛ(𝜆) = Ker𝑅(·,𝒜),

D(𝒜) = Im𝑅(·,𝒜) и отношение 𝒜 определяется равенством 𝒜 = 𝜆𝐼 −

(ℛ(𝜆))−1, которое не зависит от выбора 𝜆 ∈ Ω.
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Определение 1.3.5 ([23, стр. 318]). Два линейных оператора считаются рав­

ными, если их области определения совпадают и значения самих операторов

всюду равны. Если область определения D(𝐴) оператора 𝐴 : D(𝐴) ⊆ 𝑋 → 𝑌

содержит область определения D(𝐵) оператора 𝐵 : D(𝐵) ⊆ 𝑋𝑡𝑜𝑌 , то оператор

𝐴 называется расширением оператора 𝐵, а оператор 𝐵 называется сужением

оператора 𝐴.

Определение 1.3.6 ([23, гл. III,§ 318]). Линейное отношение Γ(𝐴) = {(𝑥,𝐴𝑥) :

𝑥 ∈ D(𝐴)} из декартова произведения 𝑋 × 𝑌 называется графиком линейного

оператора 𝐴 : D(𝐴) ⊆ 𝑋 → 𝑌 , действующего из банахова пространства 𝑋 в

банахово пространство 𝑌 .

1.4. Базовые понятия и факты из теории представлений,

групп и полугрупп операторов

В данном параграфе приведены некоторые базовые определения и ре­

зультаты теории сильно непрерывных групп и полугрупп операторов, а также

демонстрируется их связь с теорией представлений. На основе [39, определе­

ния 8.3.1-8.3.3] и [16, III,§ 16] введём следующее определение.

Определение 1.4.1. Представлением (полу)группы G будем называть го­

моморфизм (полу)группы G и (полу)группы T операторов из End𝑋. Если

‖𝐴‖ = 1 для любого 𝐴 ∈ T, то представление называется изометрическим.

Отметим, что представление (полу)группы G в указанном смысле в [39]

отождествляется с соответствующей (полу)группой операторов T из End𝑋.

Определение 1.4.2 ([39, § 10.1], [47, гл. 1, определение 3.2], [13, гл. VIII.1,

определение 1]). (Однопараметрической) полугруппой линейных ограниченных

операторов на банаховом пространстве 𝑋 называется множество операторов

T = {𝑇 (𝑡)}𝑡∈R+∪{0} ⊂ End𝑋, если 𝑇 (𝑡 + 𝑠) = 𝑇 (𝑡)𝑇 (𝑠) для всех 𝑡, 𝑠 ∈ R+ ∪ {0}

и 𝑇 (0) = 𝐼.
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Если отображение 𝑡 ↦→ 𝑇 (𝑡)𝑥 : R+ ∪ {0} → 𝑋 непрерывно для любого

𝑥 ∈ 𝑋, то полугруппа называется сильно непрерывной или полугруппой класса

𝐶0.

Если отображение 𝑡 ↦→ 𝑇 (𝑡) : R+ ∪{0} → End𝑋 непрерывно, то полугруп­

па называется непрерывной в равномерной операторной топологии.

Если ‖𝑇 (𝑡)‖ ≤ 1 (‖𝑇 (𝑡)‖ = 1) для всех 𝑡 ∈ R+ ∪ {0}, то полугруппа

операторов называется изометрической (сжимающей).

Данное определение становится определением группы операторов, если

всюду в нём заменить множество R+ ∪ {0} на множество R.

Отметим, что для сильной непрерывности однопараметрической группы

при 𝑡 > 0 достаточно её измеримости (см. [39, § 10.2]).

Определение 1.4.3 ([39, § 10.1]). Инфинитезимальным оператором или ге­

нератором (полу)группы T называется линейный оператор 𝐴 : 𝑋 → 𝑋 вида

𝐴𝑥 = lim
𝑡→0+

𝑡−1(𝑇 (𝑡) − 𝐼)𝑥, определённый для тех 𝑥 ∈ 𝑋, для которых данный

предел существует (множество таких 𝑥 ∈ 𝑋 составляет область определения

D(𝐴) генератора 𝐴).

Следующая теорема описывает связь полугруппы линейных ограниченных

операторов и резольвенты её генератора с помощью преобразования Лапласа.

Теорема 1.4.1 ([47, гл. 2, теорема 1.10]). Пусть T – сильно непрерывная по­

лугруппа операторов на банаховом пространстве 𝑋 и пусть для постоянных

𝑤 ∈ R, 𝑀 ≥ 1 при 𝑡 ≥ 0 имеет место оценка ‖𝑇 (𝑡)‖ ≤𝑀𝑒𝑤𝑡. Для генератора

(𝐴,D(𝐴)) полугруппы {𝑇 (𝑡)}𝑡≥0 справедливы следующие утверждения.

1) Если интеграл

𝑅(𝜆)𝑥 =

∞∫
0

𝑒−𝜆𝑠𝑇 (𝑠)𝑥𝑑𝑠 (1.1)

существует для всех 𝑥 ∈ 𝑋 при некотором 𝜆 ∈ C, тогда такое 𝜆 ∈ 𝜌(𝐴)

и 𝑅(𝜆,𝐴) = 𝑅(𝜆).
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2) Если 𝑅𝑒𝜆 > 𝑤, тогда 𝜆 ∈ 𝜌(𝐴) и резольвента в этой точке определяет­

ся формулой 1.1 интегрального представления резольвенты.

3) ‖𝑅(𝜆,𝐴)‖ ≤𝑀(𝑅𝑒𝜆− 𝛼)−1 для всех 𝑅𝑒𝜆 > 𝑤.

Одним из основных результатов, описывающих базовые свойства сильно

непрерывных полугрупп операторов, является следующая теорема, доказанная

в случае изометрических полугрупп Е. Хилле и К. Иосидой в 1948 году, а в

общем случае Р.С. Филлипсом, И. Миядерой и У. Феллером в 1952 году.

Теорема 1.4.2 ([47, гл. 2, теорема 3.8]). Пусть (𝐴,D(𝐴)) - линейный опера­

тор на банаховом пространстве 𝑋, а ∈ R, 𝑀 ≥ 1 - постоянные. Следующие

утверждения эквивалентны.

1) Оператор (𝐴,D(𝐴)) является генератором сильно непрерывной полу­

группы T, для которой справедлива оценка ‖𝑇 (𝑡)‖ ≤𝑀𝑒𝑤𝑡, 𝑡 ≥ 0.

2) Оператор (𝐴,D(𝐴)) ∈ LO (𝑋), D(𝐴) = 𝑋 и 𝜆 ∈ 𝜌(𝐴) для любого 𝜆 > 𝑤,

причём справедлива оценка ‖[(𝜆− 𝑤)𝑅(𝜆,𝐴)]𝑛‖ ≤𝑀 для всех 𝑛 ∈ N.

3) Оператор (𝐴,D(𝐴)) ∈ LO (𝑋), D(𝐴) = 𝑋 и 𝜆 ∈ 𝜌(𝐴) для всех 𝜆 ∈

C, 𝑅𝑒𝜆 > 𝑤, причём для всех 𝑛 ∈ N справедлива оценка ‖𝑅(𝜆,𝐴)𝑛‖ ≤

𝑀(𝑅𝑒𝜆− 𝑤)−𝑛.

Не менее важны следующие спектральные результаты для полугрупп и их

генераторов, используемые в данной работе.

Теорема 1.4.3 (о спектральном влючении, [51, теорема 2.1.1]). Пусть T –

сильно непрерывная полугруппа операторов на банаховом пространстве 𝑋 с

генератором (𝐴,D(𝐴)). Тогда имеет место спектральное включение 𝑒𝑡𝜎(𝐴) ⊆

𝜎(𝑇 (𝑡)), 𝑡 ∈ R+ ∪ {0}.

Определение 1.4.4 ([51, § 2.4]). Измеримую, локально ограниченную функ­

цию 𝜐 : R → R+ будем называет неквазианалитическим весом, если 𝜐(𝑡) ≥ 1 и
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𝜐(𝑡+ 𝑠) ≤ 𝜐(𝑡)𝜐(𝑠) для всех 𝑡, 𝑠 ∈ R и конечна величина

∞∫
−∞

log(𝜐(𝑡))

1 + 𝑡2
𝑑𝑡 <∞.

Теорема 1.4.4 ([51, теорема 2.4.4]). Пусть T – сильно непрерывная полугруп­

па на банаховом пространстве 𝑋 с генератором (𝐴,D(𝐴)), удовлетворяющая

оценке ‖𝑇 (𝑡)‖ ≤ 𝜐(𝑡), 𝑡 ∈ R. Тогда 𝜎(𝑇 (𝑡)) = exp(𝑡𝜎(𝐴)), 𝑡 ∈ R.
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Глава 2

Гармонический анализ векторов из банаховых

модулей над алгеброй 𝐿1(R).

В данной главе диссертации приведены определение и некоторые свойства

невырожденного банахова 𝐿1(R)-модуля со структурой, ассоциированной с про­

извольным изометрическим представлением 𝑇 : R → End𝑋. Вводится понятие

генератора банахова 𝐿1(R)-модуля и доказывается представление его резольвен­

ты с помощью модульной структуры. В качестве примеров рассматриваемых

банаховых 𝐿1(R)-модулей приводится ряд примеров однородных функциональ­

ных пространств, к которым, в частности, принадлежат пространства непре­

рывных, суммирумых и локально суммируемых функций. Роль генератора ба­

нахова 𝐿1(R)-модуля в таких пространствах играет оператор дифференцирова­

ния. Вводятся определения спектров Бёрлинга, Карлемана и локального спек­

тра векторов, для них доказываются некоторые свойства. Основные результаты

главы связаны с доказательством теорем о совпадении рассмотренных спектров

векторов и функций.

2.1. Банаховы 𝐿1(R)-модули. Однородные пространства

функций

Пусть 𝑋 – бесконечномерное комплексное банахово пространство, End𝑋 –

банахова алгебра линейных ограниченных операторов, действующих в банахо­

вом пространстве 𝑋. Пусть 𝐿1(R) = 𝐿1(R,C) – банахова алгебра измеримых

суммируемых на R (классов) комплекснозначных функций со сверткой в каче­

стве умножения, определяемой по формуле

(𝑓 * 𝑔)(𝑡) =
∫
R

𝑓(𝑠)𝑔(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1(R), 𝑡 ∈ R, (2.1)
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Пусть 𝑆 : R → End𝐿1(R) - изометрическая группа операторов сдвига вида

(𝑆(𝑡)𝑥)(𝑠) = 𝑥(𝑡+ 𝑠). (2.2)

Пусть банахово пространство 𝑋 является банаховым 𝐿1(R)-модулем, то есть

для всех 𝑓 ∈ 𝐿1(R) и 𝑥 ∈ 𝑋 определено задающее модульную структуру били­

нейное отображение (𝑓, 𝑥) ↦→ 𝑓𝑥 : 𝐿1(R)×𝑋 → 𝑋 и справедливо соотношение

‖𝑓𝑥‖ ≤ ‖𝑓‖1‖𝑥‖, 𝑓 ∈ 𝐿1(R), 𝑥 ∈ 𝑋. (2.3)

Определение 2.1.1. Банахов 𝐿1(R)-модуль 𝑋 назовём невырожденным, если

равенство 𝑓𝑥 = 0 для всех 𝑓 ∈ 𝐿1(R) означает, что 𝑥 = 0.

Будем говорить, что структура банахова 𝐿1(R)–модуля 𝑋 ассоциирована с

ограниченным изометрическим представлением 𝑇 : R → End𝑋, и использовать

для 𝑋 обозначение (𝑋,𝑇 ), если для всех 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑓 ∈ 𝐿1(R), 𝑡 ∈ R, справедливо

равенство 𝑇 (𝑡)(𝑓𝑥) = (𝑆(𝑡)𝑓)𝑥 = 𝑓(𝑇 (𝑡)𝑥).

Для каждого 𝑓 ∈ 𝐿1(R) введем в рассмотрение линейный оператор 𝑇 (𝑓) :

𝑋 → 𝑋, 𝑇 (𝑓)𝑥 = 𝑓𝑥.

В дальнейшем будут рассматриваться только банаховы 𝐿1(R)-модули, удо­

влетворяющие определению 2.1.1, то есть, невырожденные и со структурой, ас­

социированной с ограниченным изометрическим представлением.

Лемма 2.1.1. Представление, ассоциированное со структурой невырожден­

ного банахова 𝐿1(R)–модуля, единственно.

Доказательство. Пусть с невырожденным банаховым 𝐿1(R)–модулем 𝑋 ас­

социированы представления 𝑇1, 𝑇2 : R → End𝑋. Для произвольных 𝑥 ∈ 𝑋,

𝑡 ∈ R рассмотрим векторы 𝑥1 = 𝑇1(𝑡)𝑥 и 𝑥2 = 𝑇2(𝑡)𝑥. Согласно определению

ассоциированности справедливо равенство

𝑓𝑥1 = 𝑓(𝑇1(𝑡)𝑥) = (𝑆(𝑡)𝑓)𝑥 = 𝑓(𝑇2(𝑡)𝑥) = 𝑓𝑥2
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для всех 𝑓 ∈ 𝐿1(R). Невырожденность модуля из равенства 𝑓(𝑥1 − 𝑥2) = 0

дает совпадение представлений 𝑇1, 𝑇2 на всех 𝑥 ∈ 𝑋 при любых 𝑡 ∈ R. Лемма

доказана.

Поскольку в лемме 2.1.1 доказывается единственность представления, ас­

социированного со структурой невырожденного банахова 𝐿1(R)-модуля, то ас­

социированное с его структурой представление может не конкретизироваться.

Определение 2.1.2. Вектор 𝑥 ∈ 𝑋 будем называть непрерывным относи­

тельно представления 𝑇 или 𝑇–непрерывным, если функция 𝑥𝑇 : R → 𝑋,

𝑥𝑇 (𝑡) = 𝑇 (𝑡)𝑥, 𝑡 ∈ R, непрерывна. Замкнутое подпространство 𝑇 -непрерывных

векторов из 𝑋 обозначим символом 𝑋𝑐.

Лемма 2.1.2. Область значений Im𝑇 (𝑓) оператора 𝑇 (𝑓) лежит в замкну­

том подпространстве 𝑋𝑐 для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿1(R).

Доказательство. Фиксируем произвольный вектор 𝑥 из (𝑋,𝑇 ) и пусть 𝑓 ∈

𝐿1(R) и покажем, что функция 𝑡 ↦→ 𝑇 (𝑡)(𝑓𝑥) : R → End𝑋 непрерывна. Для это­

го достаточно показать её непрерывность в нуле. Согласно определению 2.1.1 ас­

социированности структуры банахова модуля (𝑋,𝑇 ) с представлением 𝑇 , спра­

ведливо равенство 𝑇 (𝑡)(𝑓𝑥) − 𝑓𝑥 = (𝑆(𝑡)𝑓 − 𝑓)𝑥 при любых 𝑡 ∈ R, 𝑓 ∈ 𝐿1(R),

𝑥 ∈ 𝑋. Из оценки (2.3) вытекает неравенство ‖𝑇 (𝑡)𝑓𝑥−𝑓𝑥‖ ≤ ‖𝑆(𝑡)𝑓 −𝑓‖1‖𝑥‖.

Поскольку операторы сдвига в 𝐿1(R) образуют сильно непрерывную группу, то

из отмеченного неравенства следует, что функция 𝑡 ↦→ 𝑇 (𝑡)(𝑓𝑥) : R → End𝑋

непрерывна и вектор 𝑓𝑥 ∈ 𝑋𝑐 для любых 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑓 ∈ 𝐿1(R). Лемма доказана.

Лемма 2.1.3. Для банахова 𝐿1(R)–модуля (𝑋,𝑇 ) отображение 𝑓 ↦→ 𝑇 (𝑓) :

𝐿1(R) → End𝑋 является гомоморфизмом алгебр 𝐿1(R) и End𝑋, причём

‖𝑇 (𝑓)‖ ≤ ‖𝑓‖1.

Доказательство. Непосредственно из определения банахова 𝐿1(R)-модуля

(𝑋,𝑇 ) следует, что для любых 𝑓 ∈ 𝐿1(R) и 𝑥 ∈ 𝑋 имеет место оценка
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‖𝑓𝑥‖ ≤ ‖𝑓‖1‖𝑥‖. Поэтому 𝑇 (𝑓) является линейным оператором из End𝑋, при­

чём его норма не превосходит ‖𝑓‖1.

Покажем, что 𝑇 (𝑓 * 𝑔) = 𝑇 (𝑓)𝑇 (𝑔) для всех 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1(R). Для этого рас­

смотрим оператор 𝑇 (𝑓 * 𝑔) на некотором векторе 𝑥 ∈ 𝑋, при этом учитывая,

что 𝑇 (𝑔)𝑥 ∈ 𝑋𝑐 (см. лемму 2.1.6). Также учитывается лемма 2.1.2

𝑇 (𝑓 * 𝑔)𝑥 = (𝑓 * 𝑔)𝑥 =

⎛⎝∫
R

𝑓(𝑡)(𝑆(−𝑡)𝑔)𝑑𝑡

⎞⎠𝑥 =

∫
R

𝑓(𝑡)(𝑆(−𝑡)𝑔)𝑥𝑑𝑡 =

=

∫
R

𝑓(𝑡)𝑇 (−𝑡)(𝑔𝑥)𝑑𝑡 = 𝑇 (𝑓)(𝑔𝑥) = 𝑇 (𝑓)𝑇 (𝑔)𝑥.

Лемма доказана.

Лемма 2.1.4. Для невырожденного банахова 𝐿1(R)–модуля (𝑋,𝑇 ) подпро­

странство 𝑇–непрерывных векторов 𝑋𝑐 ̸= {0}.

Доказательство. Фиксируем произвольный ненулевой вектор 𝑥 из

(𝑋,𝑇 ). Непосредственно из определения 2.1.1 невырожденности банахова

𝐿1(R)-модуля (𝑋,𝑇 ) следует, что для произвольного ненулевого вектора 𝑥 ̸= 0

найдётся такая функция 𝑓 ∈ 𝐿1(R), что 𝑓𝑥 ̸= 0. Из леммы 2.1.2 вытекает, что

𝑓𝑥 = 𝑇 (𝑓)𝑥 ∈ 𝑋𝑐. Лемма доказана.

Лемма 2.1.5. Подпространство 𝑇 -непрерывных векторов 𝑋𝑐 является за­

мкнутым подпространством из банахова пространства 𝑋.

Доказательство. Любая фундаментальная последовательность {𝑥𝑛} векторов

из 𝑋𝑐 будет сходиться к некоторому вектору 𝑥0 ∈ 𝑋. Непрерывность функции

𝑡 ↦→ 𝑇 (𝑡)𝑥0 : R → 𝑋 достаточно проверить в точке 0 ∈ R для произвольных

𝑡 ∈ R, 𝑛 ∈ N:

‖𝑇 (𝑡)𝑥0 − 𝑥0‖ ≤ ‖𝑇 (𝑡)(𝑥0 − 𝑥𝑛)‖+ ‖𝑇 (𝑡)𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖+ ‖𝑥𝑛 − 𝑥0‖.

Лемма доказана.

Следствием леммы 2.1.1 в свете определения 2.1.1 является следующая
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Лемма 2.1.6. Если представление 𝑇 : R → End𝑋 сильно непрерывно (т.е.

𝑋 = 𝑋𝑐), то структура банахова 𝐿1(R)-модуля (𝑋,𝑇 ), ассоциированная с

представлением 𝑇 , задаётся формулой

𝑇 (𝑓)𝑥 = 𝑓𝑥 =

∫
R

𝑓(𝜏)𝑇 (−𝜏)𝑥𝑑𝜏, (2.4)

для любых 𝑓 ∈ 𝐿1(R), 𝑥 ∈ 𝑋.

Доказательство. Непосредственно из формулы 2.4 следует равенство

𝑇 (𝑡)(𝑇 (𝑓)𝑥) =

∫
R

𝑓(𝜏)𝑇 (𝑡− 𝜏)𝑥𝑑𝜏 = 𝑓(𝑇 (𝑡))𝑥 =

∫
R

𝑓(𝑠+ 𝑡)𝑇 (𝑠)𝑥𝑑𝑠 = (𝑆(𝑡)𝑓)𝑥.

Лемма доказана.

Отметим, что представление, ассоциированное со структурой банахова

𝐿1(R)-модуля, не обязательно сильно непрерывно, что подтверждает следую­

щий

Пример 2.1.1. Рассмотрим банахово пространство 𝐿𝑝(R, 𝑋), 𝑝 ∈ [1,∞], изме­

римых (по Бохнеру) суммируемых со степенью 𝑝 ∈ [1,∞) (существенно огра­

ниченных сильно измеримых в случае 𝑝 = ∞) функций 𝑓 : R → 𝑋 таких,

что

‖𝑓‖𝐿𝑝 =

⎛⎝∫
R

‖𝑓(𝑠)‖𝑝𝑑𝑠

⎞⎠1/𝑝

<∞, 𝑝 ∈ [1,∞),

или ‖𝑓‖∞ = ess sup
𝑡∈R

‖𝑓(𝑡)‖ <∞, 𝑝 = ∞. Модульная структура на 𝐿𝑝(R, 𝑋) при

этом задаётся по формуле (2.4) с помощью представления 𝑇 (𝑡)𝑓 = 𝑆(𝑡)𝑓 , 𝑡 ∈ R,

определённого формулой (2.2), т.е с помощью представления группы сдвигов и

операции свёртки. Хотя представление группы сдвигов 𝑆 : R → End𝐿∞(R, 𝑋)

не является сильно непрерывным, модульная структура определена корректно.

То же самое имеет место и для ограниченных непрерывных функций 𝑓 : R → 𝑋

из пространства 𝐶𝑏(R, 𝑋) с нормой ‖𝑓‖∞ = sup
𝑡∈R

‖𝑓(𝑡)‖, которые образуют под­

модуль из банахова 𝐿1(R)-модуля 𝐿∞(R, 𝑋)). Рассматриваемое представление
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𝑆 : R → End𝐶𝑏(R, 𝑋) также не является сильно непрерывным, причём функ­

ция 𝑥 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋) является 𝑆-непрерывным вектором тогда и только тогда,

когда функция 𝑥 равномерно непрерывна (т.е. 𝑥 принадлежит замкнутому под­

пространству (𝐶𝑏(R, 𝑋))𝑐 = 𝐶𝑏𝑢(R, 𝑋) равномерно непрерывных функций).

Определение 2.1.3. Рассмотрим семейство функций {𝑓𝜆}, 𝜆 ∈ C∖𝑖R, из ал­

гебры функций 𝐿1(R), определенное равенствами

𝑓𝜆(𝑡) =

⎧⎨⎩ 𝑒𝜆𝑡, 𝑡 ≤ 0,

0, 𝑡 > 0,
если 𝑅𝑒𝜆 > 0,

𝑓𝜆(𝑡) =

⎧⎨⎩ 0, 𝑡 < 0,

−𝑒𝜆𝑡, 𝑡 ≥ 0,
если 𝑅𝑒𝜆 < 0.

Для любого числа 𝜆 ∈ C∖𝑖R введём в рассмотрение линейный ограничен­

ный (согласно лемме 2.1.3) оператор 𝑅𝜆 ∈ End𝑋 вида 𝑅𝜆𝑥 = 𝑓𝜆𝑥, 𝑥 ∈ 𝑋.

Лемма 2.1.7. Функция 𝑅 вида 𝜆 ↦→ 𝑅𝜆 : C∖𝑖R → End𝑋 удовлетворяет

определению 1.3.4 псевдорезольвенты.

Доказательство. Пусть 𝜆 ∈ C∖𝑖R. Из определения оператора 𝑅𝜆, а также

в силу леммы 2.1.3 имеет место соотношение 𝑅𝜆1
𝑅𝜆2

𝑥 = (𝑓𝜆1
* 𝑓𝜆2

)𝑥, 𝜆1, 𝜆2 ∈

C∖𝑖R. Преобразование Фурье функций 𝑓𝜆, 𝜆 ∈ C∖𝑖R, имеет вид ̂︀𝑓𝜆(𝑧) = (𝜆 −

𝑖𝑧)−1. Tождество Гильберта для операторов 𝑅𝜆, 𝜆 ∈ C∖𝑖R, выполнено в силу

единственности преобразования Фурье суммируемой функции и равенства

̂︁𝑓𝜆1
− ̂︁𝑓𝜆2

= (𝜆2 − 𝜆1)̂︁𝑓𝜆1
̂︁𝑓𝜆2
.

Таким образом, функция 𝑅 : 𝜆 ↦→ 𝑅𝜆, 𝜆 ∈ C∖𝑖R, является псевдорезоль­

вентой в смысле определения 1.3.4. Лемма доказана.

Лемма 2.1.8. Для всякой псевдорезольвенты ℛ : Ω ⊂ C → End𝑋 и для всех

𝜆1, 𝜆2 ∈ Ω справедливо равенство Imℛ𝜆1
= Imℛ𝜆2

.
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Доказательство. Согласно теореме 1 из [9] и с учетом замечания 1.3.1 псев­

дорезольвента является резольвентой некоторого линейного отношения 𝑖𝒜 =

𝜆𝐼 − (ℛ𝜆)
−1, которое не зависит от 𝜆 ∈ Ω в силу тождества Гильберта.

𝜆1𝐼 − (ℛ𝜆1
)−1 = 𝜆2𝐼 − (ℛ𝜆2

)−1.

Зафиксируем произвольные 𝜆1, 𝜆2 ∈ Ω. Для каждого 𝑦 ∈ 𝑋 найдётся единствен­

ный 𝑥 ∈ 𝑋 такой, что ℛ𝜆2
𝑦 = 𝑥. Но тогда из формулы ℛ𝜆1

(𝑦+(𝜆1−𝜆2)ℛ𝜆2
𝑦) =

ℛ𝜆2
𝑦 следует, что 𝑥 ∈ Imℛ𝜆1

. Аналогично показывается, что если 𝑥 ∈ ℛ𝜆1
, то

𝑥 ∈ Imℛ𝜆2
. Лемма доказана.

Лемма 2.1.9. Операторы 𝑅𝜆 ∈ End𝑋, 𝜆 ∈ C∖𝑖R, инъективны.

Доказательство. Фиксируем 𝜆0 ∈ C∖𝑖R. Пусть 𝑅𝜆0
𝑥0 = 𝑓𝜆0

𝑥0 = 0 для неко­

торых 𝜆0 ∈ C∖𝑖R и 𝑥0 ∈ 𝑋. Для всех линейных комбинаций сдвигов функции

𝑓𝜆0
, порождающих в 𝐿1(R) подпространство 𝐼𝑓𝜆0 элементов из 𝐿1(R) и обнуля­

ющих вектор 𝑥0, справедливы равенства (𝑆(𝑡)𝑓𝜆0
)𝑥0 = 𝑇 (𝑡)(𝑓𝜆0

𝑥0) = 0, 𝑡 ∈ R.

Из равенства 𝑓(𝜓𝑥0) = (𝑓 * 𝜓)𝑥0 = 𝜓(𝑓𝑥0) = 0 для произвольных 𝜓 ∈ 𝐿1(R) и

𝑓 ∈ 𝐼𝑓𝜆0 вытекает, что 𝐼𝑓𝜆0 является идеалом в банаховой алгебре 𝐿1(R).

Поскольку ̂︁𝑓𝜆0
не обращается в нуль, то по теореме Винера об 𝐿1- замкну­

тости (см. [14, гл. XI.4.7] или [2, гл. III.76]), замыкание идеала 𝐼𝑓𝜆0 совпадает

со всей алгеброй 𝐿1(R). Для всех 𝑓 ∈ 𝐿1(R) выполнено равенство 𝑓𝑥0 = 0,

и, вследствие свойства невырожденности 𝐿1(R)-модуля 𝑋, согласно определе­

нию 2.1.1, 𝑥0 = 0. Таким образом, Ker𝑅𝜆 = {0} и операторы 𝑅𝜆 инъективны

при 𝜆 ∈ C∖𝑖R. Лемма доказана.

Замечание 2.1.1. Из теоремы 1 из [9] и леммы 2.1.9 следует, что функция

𝜆 ↦→ 𝑅𝜆 является резольвентой некоторого замкнутого оператора 𝒜 : D(𝒜) ⊆

𝑋 → 𝑋, причём для его спектра имеет место включение 𝜎(𝒜) ⊆ 𝑖R.

Определение 2.1.4. Генератором банахова 𝐿1(R)-модуля (𝑋,𝑇 ) будем назы­

вать оператор 𝐴 = 𝑖−1𝒜, где 𝒜 : D(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋 – замкнутый оператор,

резольвентой которого является функция 𝜆 ↦→ 𝑅𝜆 = 𝑇 (𝑓𝜆), 𝜆 ∈ C∖𝑖R.
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Непосредственно из замечания 2.1.1 и определения 2.1.4 генератора модуля

вытекает

Лемма 2.1.10. Для генератора 𝐴 : D(𝐴) ⊆ 𝑋 → 𝑋 банахова 𝐿1(R)-модуля

(𝑋,𝑇 ) имеет место включение 𝜎(𝐴) ⊆ R.

Замечание 2.1.2. Если ассоциированное со структурой банахова 𝐿1(R)- мо­

дуля (𝑋,𝑇 ) представление 𝑇 сильно непрерывно, то оно обладает замкнутым

генератором с плотной в 𝑋 областью определения, см. [14, теорема 10.3.1].

Замечание 2.1.3. Если 𝑋𝑐 ̸= 𝑋, то, как отмечено в замечании 2.1.2, сужение

представления 𝑇 |𝑋𝑐
на 𝑋𝑐 обладает замкнутым генератором с плотной в 𝑋𝑐

областью определения.

Лемма 2.1.11. Пусть 𝑇 : R → End𝑋 – сильно непрерывное изометриче­

ское представление, ассоциированное со структурой невырожденного банахо­

ва 𝐿1(R)-модуля (X,T). Тогда генератор 𝒜 группы операторов 𝑇 совпадает с

оператором 𝑖𝐴, где 𝐴 – генератор 𝐿1(R)-модуля (𝑋,𝑇 ), и для всех 𝑥 ∈ 𝑋,

𝜆 ∈ C∖𝑖R справедливо следующее представление резольвенты

𝑅(𝜆,𝒜)𝑥 = 𝑓𝜆𝑥.

Доказательство. Согласно теореме 1.4.1 из [47, гл. 2, теорема 1.10] при 𝜆 ∈ C,

𝑅𝑒𝜆 > 0, для всех 𝑥 ∈ 𝑋 будет справедлива формула

𝑅(𝜆,𝒜)𝑥 =

∞∫
0

𝑒−𝜆𝑠𝑇 (𝑠)𝑥𝑑𝑠 =

0∫
−∞

𝑒𝜆𝑠𝑇 (−𝑠)𝑥𝑑𝑠 = 𝑓𝜆𝑥 = 𝑅𝜆𝑥,

где 𝑅𝜆, 𝜆 ∈ C∖𝑖R – семейство операторов из определения 2.1.3. Поскольку 𝑇

является сильно непрерывным представлением, то, применяя теорему 1.10 из

[47] для группы 𝑇1 : R → End𝑋, 𝑇1(𝑠) = 𝑇 (−𝑠), 𝑠 ∈ R ∪ {0}, с генератором

−𝑖𝐴 и некоторого 𝑥 ∈ 𝑋, получим равенство

𝑅(𝜆,−𝒜)𝑥 =

∞∫
0

𝑒−𝜆𝑠𝑇1(𝑠)𝑥𝑑𝑠 =

∞∫
0

𝑒−𝜆𝑠𝑇 (−𝑠)𝑥𝑑𝑠 = 𝑓𝜆𝑥 = 𝑅𝜆𝑥.
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Из полученных равенств следует, что

𝑅(𝜆,𝒜) = 𝑅𝜆,

где 𝜆 ∈ C∖𝑖R, т.е. резольвента 𝒜 совпадает с резольвентой оператора 𝑖𝐴 (см.

замечание 2.1.1). Таким образом, 𝒜 = 𝑖𝐴. Лемма доказана.

Пусть 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(R, 𝑋) обозначает линейное пространство измеримых на R функ­

ций 𝑥 : R → 𝑋 таких, что для любого компактного множества 𝐾 ⊂ R справед­

лива оценка ∫
𝐾

‖𝑥(𝑡)‖𝑑𝑡 <∞;

Символом 𝑆𝑝(R, 𝑋), 𝑝 ∈ [1,∞) обозначается пространство Степанова та­

ких функций 𝑥 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(R, 𝑋), что конечна величина

‖𝑥‖𝑆𝑝 = sup
𝑡∈R

⎛⎝ 1∫
0

‖𝑥(𝑡+ 𝑠)‖𝑝𝑑𝑠

⎞⎠1/𝑝

, 𝑝 ∈ [1,∞).

Определение 2.1.5. Банахово пространство F (R, 𝑋) функций, определенных

на R, со значениями в комплексном банаховом пространстве 𝑋, называется

однородным, если выполнены следующие условия:

1) пространство F (R, 𝑋) содержится в пространстве функций Степанова

𝑆1(R, 𝑋), причем вложение F (R, 𝑋) ⊂ 𝑆1(R, 𝑋) инъективно и непрерыв­

но (инъективность означает инъективность оператора вложения);

2) в F (R, 𝑋) определена и ограничена группа 𝑆(𝑡), 𝑡 ∈ R, операторов сдви­

гов функций (𝑆(𝑡)𝑥)(𝑠) = 𝑥(𝑠+ 𝑡), 𝑠, 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ F (R, 𝑋);

3) для любой функции 𝑥 ∈ F (R, 𝑋) и любого 𝐶 ∈ End𝑋 функция 𝑦(𝑡) =

(𝐶𝑥)(𝑡) принадлежит F (R, 𝑋) и ‖𝑦‖ ≤ ‖𝐶‖‖𝑥‖;

4) для любых функций 𝑓 ∈ 𝐿1(R), 𝑥 ∈ F (R, 𝑋) их свертка

(𝑓 * 𝑥)(𝑡) =
∫
R

𝑓(𝜏)𝑥(𝑡− 𝜏)𝑑𝜏 =

∫
R

𝑓(𝜏)(𝑆(−𝜏)𝑥)(𝑡)𝑑𝜏, 𝑡 ∈ R,
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принадлежит F (R, 𝑋) и выполнено неравенство ‖𝑓 * 𝑥‖ ≤ ‖𝑓‖1‖𝑥‖;

5) для 𝑥 ∈ F (R, 𝑋) из равенства 𝑓 * 𝑥 = 0 для всех 𝑓 ∈ 𝐿1(R) следует, что

𝑥 = 0.

Непосредственно из определения однородного пространства следует, что

оно является банаховым 𝐿1(R)-модулем, ассоциированным с представлением

группы сдвигов 𝑆 : R → EndF (R, 𝑋). Если 𝑋 = C, то вместо F (R, 𝑋) будем

писать F (R). Из свойства 5 следует невырожденность 𝐿1(R)-модуля F (R, 𝑋).

Далее символом F (R, 𝑋) будем обозначать однородное пространство.

Пример 2.1.2. Следующие банаховы пространства являются однородными:

1) пространство 𝐿𝑝(R, 𝑋), 𝑝 ∈ [1,∞] (см. пример 2.1.1);

2) пространство Степанова 𝑆𝑝(R, 𝑋), 𝑝 ∈ [1,∞);

3) простанство амальгам Винера 𝐿𝑝,𝑞(R, 𝑋), 𝑝, 𝑞 ∈ [1,∞), состоящее из функ­

ций 𝑥 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(R, 𝑋) таких, что

‖𝑥‖𝐿𝑝,𝑞 =

⎛⎜⎝∑︁
𝑘∈Z

⎛⎝ 1∫
0

‖𝑥(𝑠+ 𝑘)‖𝑝𝑑𝑠

⎞⎠𝑞/𝑝
⎞⎟⎠

1/𝑞

<∞, 𝑝, 𝑞 ∈ [1,∞),

‖𝑥‖𝐿𝑝,𝑞 =

(︃∑︁
𝑘∈Z

(︃
ess sup
𝑠∈[0;1]

‖𝑥(𝑠+ 𝑘)‖

)︃𝑞)︃1/𝑞

<∞, 𝑝 = ∞, 𝑞 ∈ [1,∞),

‖𝑥‖𝐿𝑝,𝑞 = sup
𝑘∈Z

⎛⎝ 1∫
0

‖𝑥(𝑠+ 𝑘)‖𝑝𝑑𝑠

⎞⎠1/𝑝

<∞, 𝑝 ∈ [1,∞), 𝑞 = ∞,

и ‖𝑥‖𝐿∞,∞ ≡ ‖𝑥‖𝐿∞.

4) пространство 𝐶𝑏(R, 𝑋) (см. пример 2.1.1);

5) подпространство 𝐶𝑏,𝑢(R, 𝑋) равномерно непрерывных функций из

𝐶𝑏(R, 𝑋);
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6) подпространство 𝐶0(R, 𝑋) ⊂ 𝐶𝑏,𝑢(R, 𝑋) непрерывных стремящихся к 0

(исчезающих) на бесконечности функций (для таких функций выполня­

ется условие lim
𝑡→∞

‖𝑥(𝑡)‖ = 0);

7) подпространство 𝐶𝑠𝑙,∞(R, 𝑋) ⊂ 𝐶𝑏,𝑢(R, 𝑋) медленно меняющихся на бес­

конечности функций (т.е. функций из 𝐶𝑏𝑢(R, 𝑋), для которых выпол­

няется условие lim
|𝜏 |→∞

‖𝑥(𝑡 + 𝜏) − 𝑥(𝜏)‖ = 0, для любого 𝑡 ∈ R, т.е

𝑆(𝑡)𝑥− 𝑥 ∈ 𝐶0(R, 𝑋));

8) подпространство 𝐶𝜔(R, 𝑋) ⊂ 𝐶𝑏,𝑢(R, 𝑋) 𝜔-периодических функций, 𝜔 ∈

R+;

9) пространства 𝐶
(𝑘)
𝑏 (R, 𝑋), 𝑘 ∈ N, 𝑘 раз непрерывно дифференцируемых

функций с ограниченной 𝑘-ой производной и нормой ‖𝑥‖(𝑘) = ‖𝑥‖∞ +

‖𝑥(𝑘)‖∞ <∞;

10) пространства Гёльдера 𝐶(𝑘),𝛼
𝑏 (R, 𝑋), 𝑘 ∈ N ∪ {0}, 𝛼 ∈ (0, 1],

𝐶
(𝑘),𝛼
𝑏 =

{︂
𝑥 ∈ 𝐶

(𝑘)
𝑏 (R, 𝑋) : ‖𝑥(𝑘)‖

𝐶
(0),𝛼
𝑏

= sup
𝑡 ̸=𝑠∈R

‖𝑥(𝑡)− 𝑥(𝑠)‖
|𝑡− 𝑠|𝛼

<∞
}︂
,

‖𝑥‖
𝐶

(𝑘),𝛼
𝑏

= ‖𝑥‖
𝐶

(𝑘)
𝑏

+ ‖𝑥(𝑘)‖
𝐶

(0),𝛼
𝑏

.

Любое однородное пространство F = F (R,X) является банаховым 𝐿1(R)-

модулем (F , 𝑆), ассоциированным c изометрическим представлением 𝑆 : R →

EndF вида (2.2). С учётом определения 2.1.4 и того факта, что генератором

группы операторов сдвига является оператор дифференцирования, то опера­

тор дифференцирования −𝑖 𝑑𝑑𝑡 = 𝐷 : D(𝐷) ⊆ F → F является генератором

𝐿1(R)-модуля (F , 𝑆).

2.2. Спектр Бёрлинга вектора

Впервые определение спектра Бёрлинга функции из 𝐿∞(R) с использова­

нием 𝐿1(R)-замкнутости, введено в [44]. Свойства спектра Бёрлинга рассматри­

вались в [14, гл. XI.4].
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Определение 2.2.1. Будем говорить, что последовательность {𝑥𝑛}𝑛∈N функ­

ций из 𝐿∞(R) 𝐿1(R)–сходится к 𝑥0 ∈ 𝐿∞(R), если для любой функции 𝑓 из

алгебры 𝐿1(R) выполнено свойство∫
R

|(𝑥𝑛(𝑡)− 𝑥0(𝑡))𝑓(𝑡)|𝑑𝑡→ 0, 𝑛→ ∞.

Подпространство 𝐿 ⊂ 𝐿∞(R) будем называть 𝐿1(R)–замкнутым в 𝐿∞(R), если

любая 𝐿1(R)–сходящаяся последовательность {𝑥𝑛}𝑛∈N из подпространства 𝐿

имеет свой предел в подпространстве 𝐿. Спектром Бёрлинга (или спектраль­

ным множеством) функции 𝑓 ∈ 𝐿∞(R) называется множество всех характе­

ров группы R (функций 𝑡 ↦→ 𝑒𝑖𝑡𝜆, 𝑡, 𝜆 ∈ R), содержащихся в 𝐿1(R)–замкнутом

подпространстве пространства 𝐿∞(R), порожденном сдвигами функции 𝑓 .

Приведённому определению спектра Бёрлинга соответствует следующее

более общее

Определение 2.2.2. Спектром Бёрлинга вектора 𝑥 из банахова 𝐿1(R)-модуля

(𝑋,𝑇 ) называется множество

Λ(𝑥) = {𝜆 ∈ R : 𝑓𝑥 ̸= 0 для всех 𝑓 ∈ 𝐿1(R) таких, что ̂︀𝑓(𝜆) ̸= 0},

являющееся дополнением в R к множеству

{𝜆 ∈ R : существует 𝑓 ∈ 𝐿1(R) со свойством ̂︀𝑓(𝜆) ̸= 0 такая, что 𝑓𝑥 = 0}.

Пример 2.2.1. Банахова алгебра 𝐿1(R) со свёрткой в качестве умножения яв­

ляется банаховым 𝐿1(R)-модулем, удовлетворяющим определению 2.1.1. Пока­

жем, что спектр Бёрлинга Λ(𝑔) функции 𝑔 ∈ 𝐿1(R) совпадает с supp ̂︀𝑔. Пусть

𝜆0 /∈ supp ̂︀𝑔. Поскольку supp ̂︀𝑔 – замкнуто, то ̂︀𝑔(𝜆) = 0 для всех 𝜆 ∈ 𝑈1, где

𝑈1 – некоторая открытая окрестность точки 𝜆0. Tогда для всех 𝑓 ∈ 𝐿1(R) со

свойством ̂︀𝑓(𝜆) = 0 на множестве R∖𝑈1 справедливо равенство ̂︀𝑓 ̂︀𝑔 ≡ 0. Cледо­

вательно, 𝑓 * 𝑔 = 0 почти всюду и точка 𝜆0 /∈ Λ(𝑔). Пусть теперь 𝜆0 /∈ Λ(𝑔),

тогда выберем такую функцию 𝑓 ∈ 𝐿1(R), что ̂︀𝑓(𝜆0) ̸= 0 и 𝑓 * 𝑔 = 0. Возьмём
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преобразование Фурье от обеих частей последнего равенства и получим ̂︀𝑓 ̂︀𝑔 = 0.

Поскольку ̂︀𝑓 ∈ 𝐶0(R) для функции 𝑓 ∈ 𝐿1(R), то в некоторой открытой окрест­

ности 𝑈2 ⊂ R точки 𝜆0 функция ̂︀𝑓 отлична от нуля. Но тогда, в силу равенства

нулю функции ̂︀𝑓 ̂︀𝑔 в открытой окрестности 𝑈2, число 𝜆0 не содержится в носи­

теле supp ̂︀𝑔 преобразования Фурье функции 𝑔. Таким образом, Λ(𝑔) = supp̂︀𝑔.
Используемые далее результаты из спектральной теории банаховых моду­

лей можно найти в [7, 8, 24, 43, 46].

Лемма 2.2.1. Пусть (𝑋,𝑇 ) - банахов 𝐿1(R)-модуль, удовлетворяющий усло­

виям определения 2.1.1. Справедливы следующие утверждения:

1) спектр Λ(𝑥) замкнут для любого вектора 𝑥 ∈ 𝑋 и Λ(𝑥) = ∅ тогда и

только тогда, когда 𝑥 = 0 ;

2) Λ(𝐴𝑥 + 𝐵𝑦) ⊆ Λ(𝑥) ∪ Λ(𝑦) для всех операторов 𝐴,𝐵 ∈ End𝑋, переста­

новочных с операторами 𝑇 (𝑓), 𝑓 ∈ 𝐿1(R) ;

3) Λ(𝑓𝑥) ⊆ supp ̂︀𝑓 ∩ Λ(𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑓 ∈ 𝐿1(R) ;

4) если функция 𝑓 ∈ 𝐿1(R) такова, что ̂︀𝑓 = 0 в некоторой окрестности

множества Λ(𝑥), то 𝑓𝑥 = 0 ;

5) если функция 𝑓 ∈ 𝐿1(R) такова, что ̂︀𝑓 = 1 в некоторой окрестности

множества Λ(𝑥), то 𝑓𝑥 = 𝑥 .

Доказательство. Докажем свойство 1). Покажем, что дополнение к спектру

Бёрлинга Λ(𝑥) вектора 𝑥 ∈ 𝑋 открыто. Пусть 𝜆0 /∈ Λ(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋, тогда по

определению 2.2.2 найдется 𝑓 ∈ 𝐿1(R) со свойством ̂︀𝑓(𝜆0) ̸= 0 такая, что спра­

ведливо равенство 𝑓𝑥 = 0. Поскольку преобразование Фурье ̂︀𝑓 : R → C функ­

ции 𝑓 из 𝐿1(R) является непрерывной функцией, то функция 𝑓 будет иметь

отличное от нуля преобразование Фурье и в некоторой открытой окрестности
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𝑈 точки 𝜆0, т.е. окрестность 𝑈 входит в R∖Λ(𝑥). Таким образом, множество

R∖Λ(𝑥) открыто, и поэтому Λ(𝑥) – замкнутое множество.

Пусть Λ(𝑥) = ∅. Тогда для каждого 𝜆 ∈ R существует 𝑓 ∈ 𝐿1(R), такая,

что ̂︀𝑓(𝜆) ̸= 0, а 𝑓𝑥 = 0. Рассмотрим линейную оболочку сдвигов таких функций

и получим двусторонний идеал 𝐼𝑥 функций, обнуляющих вектор 𝑥 и таких, что

не существует ни одной точки 𝜆 ∈ R, в которой равняются нулю преобразова­

ния Фурье всех функций из 𝐼𝑥. Согласно теореме Винера об 𝐿1-замкнутости ([2,

гл. III.76]) идеал 𝐼𝑥 совпадает со всем пространством 𝐿1(R). В силу невырож­

денности банахова 𝐿1(R)-модуля (𝑋,𝑇 ) получаем, что 𝑥 = 0.

Обратно, если 𝑥 = 0, то 𝑓𝑥 = 0 для всех 𝑓 ∈ 𝐿1(R). Для любого 𝜆 ∈ R

найдется функция 𝑓 ∈ 𝐿1(R) со свойством ̂︀𝑓(𝜆) ̸= 0, но при этом для 𝑥 = 0

справедливо 𝑓𝑥 = 0. Таким образом, Λ(𝑥) = ∅.

Докажем свойство 2). Пусть 𝜆0 /∈ Λ(𝑥)∪Λ(𝑦), тогда существуют функции

𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1(R) такие, что справедливы равенства ̂︀𝑓(𝜆0) ̸= 0, ̂︀𝑔(𝜆0) ̸= 0 и 𝑓𝑥 = 0,

𝑔𝑦 = 0. Пусть функция ℎ = 𝑓 * 𝑔, тогда ̂︀ℎ(𝜆0) = ̂︀𝑓(𝜆0)̂︀𝑔(𝜆0) ̸= 0 и справедливо

равенство

ℎ(𝐴𝑥+𝐵𝑦) = ℎ𝐴𝑥+ ℎ𝐵𝑦 = 𝑇 (ℎ)𝐴𝑥+ 𝑇 (ℎ)𝐵𝑦 =

= 𝐴𝑇 (ℎ)𝑥+𝐵𝑇 (ℎ)𝑦 = 𝐴(𝑓 * 𝑔)𝑥+𝐵(𝑓 * 𝑔)𝑦 = 𝐴𝑔(𝑓𝑥) +𝐵𝑓(𝑔𝑦) = 0.

Таким образом, 𝜆0 /∈ Λ(𝐴𝑥 + 𝐵𝑦), и поэтому имеет место включение Λ(𝐴𝑥 +

𝐵𝑦) ⊆ Λ(𝑥) ∪ Λ(𝑦).

Докажем свойство 3). Пусть 𝜆0 /∈ supp ̂︀𝑓 , тогда найдётся такая открытая

окрестность 𝑈 точки 𝜆0, что 𝑈 ∩ supp ̂︀𝑓 = ∅. Рассмотрим функцию 𝑔 ∈ 𝐿1(R)

такую, что supp ̂︀𝑔 ⊂ 𝑈 и ̂︀𝑔(𝜆0) ̸= 0. В силу того, что 𝑓 * 𝑔(𝜆) = ̂︀𝑓(𝜆)̂︀𝑔(𝜆) = 0,

справедливо равенство 𝑔(𝑓𝑥) = (𝑓 * 𝑔)𝑥 = 0. Таким образом, 𝜆0 /∈ Λ(𝑓𝑥).

Пусть теперь 𝜆0 /∈ Λ(𝑥). Тогда, по определению 2.2.2, существует функция

𝑔 ∈ 𝐿1(R), такая, что ̂︀𝑔(𝜆0) ̸= 0 и 𝑔𝑥 = 0. Таким образом, получим 𝑔(𝑓𝑥) =

(𝑓 * 𝑔)𝑥 = 𝑓(𝑔𝑥) = 0, т.е. 𝜆0 /∈ Λ(𝑓𝑥).

Доказательство свойства 4) вытекает из утверждения 3) данной леммы.
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Докажем свойство 5). Фиксируем такую функцию 𝑓 ∈ 𝐿1(R), что ̂︀𝑓 = 1

в некоторой окрестности 𝑈 спектра Бёрлинга Λ(𝑥) вектора 𝑥. Поскольку для

произвольной функции 𝑔 ∈ 𝐿1(R) имеет место равенство ̂︀𝑔 − ̂︀𝑓̂︀𝑔 = 0 в окрест­

ности 𝑈 спектра Бёрлинга Λ(𝑥) вектора 𝑥, то 𝑔(𝑥 − 𝑓𝑥) = (𝑔 − 𝑓 * 𝑔)𝑥 = 0 в

силу свойства 4) данной леммы. Из невырожденности банахова 𝐿1(R)-модуля

следует равенство 𝑓𝑥 = 𝑥. Лемма доказана.

Определение 2.2.3. Пусть Δ ⊂ R – замкнутое подмножество. Линейное под­

пространство 𝑋(Δ) = {𝑥 ∈ 𝑋 : Λ(𝑥) ⊆ Δ} называется спектральным подмоду­

лем.

Символом 𝑋𝑐𝑜𝑚𝑝 обозначим подмодуль из 𝐿1(R)–модуля 𝑋, состоящий из

всех векторов 𝑥 ∈ 𝑋 с компактным спектром Бёрлинга.

Обозначим 𝑋Φ = {𝑓𝑥 : 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑓 ∈ 𝐿1(R)}, т.е. подмодуль векторов,

допускающих факторизацию.

Отметим, что спектральный подмодуль 𝑋(Δ) является замкнутым подмо­

дулем из (𝑋,𝑇 ).

Определение 2.2.4. Ограниченная направленность {𝑒𝛼} ⊂ 𝐿1(R), 𝛼 ∈ Ω, где

Ω – некоторое направленное множество, называется ограниченной аппроксима­

тивной единицей (о. а. е.) алгебры 𝐿1(R), если выполнены следующие условия

1) ̂︀𝑒𝛼(0) = 1 для всех 𝛼 ∈ Ω;

2) lim
𝛼∈Ω

𝑒𝛼 * 𝑓 = 𝑓 для всех 𝑓 ∈ 𝐿1(R).

Для дальнейших рассуждений потребуется доказанная в [8] следующая

Лемма 2.2.2. Имеют место равенства

𝑋𝑐 = 𝑋Φ = 𝑋𝑐𝑜𝑚𝑝 = {𝑥 ∈ 𝑋 : lim
𝛼∈Ω

𝑒𝛼𝑥 = 𝑥 для любой о.а.е. {𝑒𝛼} из 𝐿1(R)}.

Лемма 2.2.3. Пусть (𝑋,𝑇 ) - банахов 𝐿1(R)-модуль, 𝐴 : D(𝐴) ⊆ 𝑋 → 𝑋 –

его генератор, 𝑥 ∈ 𝑋𝑐𝑜𝑚𝑝 – вектор с компактным спектром Бёрлинга. Тогда

справедливы следующие утверждения:
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1) 𝑥 ∈ D(𝐴) и если функция ℎ ∈ 𝐿1(R) такова, что ̂︀ℎ(𝜆) = 𝜆 в некоторой

окрестности множества Λ(𝑥) вектора 𝑥 ∈ 𝑋𝑐𝑜𝑚𝑝, тогда ℎ𝑥 = 𝐴𝑥 ;

2) если функция 𝑔0 ∈ 𝐿1(R) такова, что ̂︀𝑔0(𝜆) = (𝑧 − 𝑖𝜆)−1, 𝑧 ∈ C∖𝑖Λ(𝑥),

в некоторой окрестности множества Λ(𝑥) вектора 𝑥 ∈ 𝑋𝑐𝑜𝑚𝑝, тогда

𝑔0𝑥 = 𝑅(𝑧, 𝑖𝐴)𝑥 .

Доказательство. Докажем утверждение 1). Пусть ̂︀ℎ(𝜆) = 𝜆 на некоторой

окрестности 𝑈0 ⊂ R спектра Берлинга Λ(𝑥) вектора 𝑥. Рассмотрим бесконечно

непрерывно дифференцируемую функцию 𝑔 ∈ 𝐿1(R), обладающую производ­

ной первого порядка из 𝐿1(R) и такую, что ̂︀𝑔 ≡ −𝑖 на 𝑈0. При таких условиях,

а также с учётом леммы 2.1.11 и того, что 𝑖𝑔𝑥 = 𝑥, будет иметь место равенство

lim
𝑡→∞

𝑇 (𝑡)𝑥− 𝑥

𝑡
= lim

𝑡→∞

𝑇 (𝑡)(𝑖𝑔𝑥)− 𝑖𝑔𝑥

𝑡
= lim

𝑡→∞

𝑆(𝑡)𝑖𝑔 − 𝑖𝑔

𝑡
𝑥 = 𝑖𝑔′𝑥 = 𝑖𝐴𝑥,

из которого следует, что 𝑥 ∈ D(𝐴).

Из равенства ̂︀𝑔′(𝜆) = 𝑖𝜆̂︀𝑔(𝜆) = 𝜆 в окрестности 𝑈0, а также из равенства

𝑔′𝑥 = 𝐴𝑥 следует, что ℎ𝑥 = 𝑔′𝑥 = 𝐴𝑥.

Докажем утверждение 2). Пусть ̂︀𝑔0(𝜆) = (𝑧 − 𝑖𝜆)−1, 𝑧 ∈ C∖𝑖Λ(𝑥), в неко­

торой окрестности спектра Бёрлинга Λ(𝑥) вектора 𝑥. Рассмотрим функцию

ℎ0 ∈ 𝐿1(R) такую, что ̂︀ℎ0(𝜆) = 𝑧 − 𝑖𝜆 в некоторой окрестности спектра Бер­

линга Λ(𝑥), тогда согласно свойству 1) из леммы 2.2.3 и свойству 5) из леммы

2.2.1 справедливо равенство ℎ0𝑥 = (𝑧𝐼 − 𝑖𝐴)𝑥. Таким образом, ̂︀𝑔0̂︀ℎ0 = 1 в неко­

торой окрестности 𝑈 спектра Бёрлинга Λ(𝑥) вектора 𝑥, а также имеет место

равенство

ℎ0(𝑔0𝑥) = 𝑔0(ℎ0𝑥) = 𝑇 (𝑔0)(𝑧𝐼 − 𝑖𝐴)𝑥 = (𝑧𝐼 − 𝑖𝐴)𝑇 (𝑔0)𝑥 = 𝑥,

из которого следует, что 𝑔0𝑥 = (𝑧𝐼 − 𝑖𝐴)−1𝑥. Лемма доказана.
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2.3. Спектр Карлемана вектора

Согласно книге [41, гл. 4.6, стр. 295], спектр Карлемана функции из

𝐶𝑏𝑢(R, 𝑋), где 𝑋 – банахово пространство, даётся в виде определения 2.3.1,

приведённого ниже для 𝐿∞(R, 𝑋) ⊃ 𝐶𝑏𝑢(R, 𝑋). Также в книге [41] рассмат­

риваются некоторые свойства спектра Карлемана функций из 𝐶𝑏𝑢(R, 𝑋) и его

приложения к теории сильно непрерывных полугрупп операторов.

Определение 2.3.1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿∞(R, 𝑋), функцию 𝜙𝑓 : C∖𝑖R → 𝑋 опреде­

лим формулой

𝜙𝑓(𝜆) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∞∫
0

𝑒−𝜆𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑅𝑒 𝜆 > 0;

−
∞∫
0

𝑒𝜆𝑡𝑓(−𝑡)𝑑𝑡, 𝑅𝑒 𝜆 < 0.

Функция 𝜙𝑓 голоморфна на C∖𝑖R и называется преобразованием Карлемана

функции 𝑓 . Спектром Карлемана функции 𝑓 называется множество таких ве­

щественных чисел 𝜆0 ∈ R, для которых не существует голоморфного продол­

жения функции 𝜙𝑓 в некоторую окрестности точки 𝑖𝜆0.

В [14, гл. XI.4, теорема 24] доказано совпадение спектрального множества

(см. определение 2.2.1), определённой на R комплекснозначной функции со спек­

тром Карлемана данной функции, причём cвойства спектра Карлемана функ­

ции даны на основе спектрального множества этой функции.

Всюду далее в диссертации используется следующее определение спектра

Карлемана векторов из банаховых 𝐿1(R)-модулей.

Определение 2.3.2. Пусть (𝑋,𝑇 ) – банахов 𝐿1(R)-модуль. Спектром Карле­

мана вектора 𝑥 ∈ 𝑋 будем называть множество Λ𝐶(𝑥) таких чисел 𝜆0 ∈ R, что

функция

𝑅𝑥 : C∖𝑖R → 𝑋, 𝑅𝑥(𝜆) = 𝑓𝜆𝑥, 𝑥 ∈ 𝑋,

не имеет голоморфного продолжения в некоторую окрестность точки 𝑖𝜆0 ∈ 𝑖R.

Семейство функций 𝑓𝜆 взято из определения 2.1.3.
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Определение 2.3.3. Множество Λ𝐶(𝑋) =
⋃︀
𝑥∈𝑋

Λ𝐶(𝑥) будем называть спек­

тром Карлемана банахова 𝐿1(R)-модуля (𝑋,𝑇 ).

Совпадение определений 2.3.1 и 2.3.2 для функций из 𝐶𝑏𝑢(R, 𝑋) фактиче­

ски доказано в монографии [41, лемма 4.6.8].

Лемма 2.3.1. Для функции 𝑓 ∈ 𝐿∞(R, 𝑋) спектры Карлемана из определе­

ний 2.3.1 и 2.3.2 совпадают.

Доказательство. Обратимся к доказательству леммы 4.6.8 из монографии

[41], в которой утверждение данной леммы доказано для функции 𝑓 , принадле­

жащей пространству 𝐶𝑏𝑢(R, 𝑋). Из анализа доказательства цитируемой леммы

следует, что достаточно установить принадлежность функции 𝑓𝜆 * 𝑓 простран­

ству 𝐶𝑏𝑢(R, 𝑋) для любого 𝜆 ∈ C∖𝑖R. Непосредственно из определения свёрт­

ки следует, что 𝑓𝜆 * 𝑓 является непрерывной ограниченной функцией, причём

‖𝑓𝜆 * 𝑓‖𝐶𝑏𝑢
≤ ‖𝑓‖∞‖𝑓𝜆‖1. Равномерная непрерывность функции 𝑓𝜆 * 𝑓 непо­

средственно следует из сильной непрерывности оператора сдвига в банаховой

алгебре 𝐿1(R). Действительно, это свойство вытекает из следующих равенств

и оценки

‖𝑆(𝑡1)(𝑓𝜆 * 𝑓)− 𝑆(𝑡2)(𝑓𝜆 * 𝑓)‖𝐶𝑏𝑢
≤ ‖((𝑆(𝑡1)− 𝑆(𝑡2))𝑓𝜆) * 𝑓‖𝐶𝑏𝑢

≤

≤ ‖(𝑆(𝑡1)− (𝑡2))𝑓𝜆‖1‖𝑓‖∞.

Лемма доказана.

Лемма 2.3.1 могла быть доказана, используя лемму 4.7.9 из монографии

[41]. При таком доказательстве используются те же замечания, что и при дока­

зательстве леммы 2.3.1.

Таким образом, когда представление 𝑇 сильно непрерывно, спектр Карле­

мана вектора 𝑥 ∈ 𝑋 совпадает со спектром Карлемана функции 𝑥𝑇 из опреде­

ления 2.1.2.
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Пример 2.3.1. Рассмотрим спектр Карлемана функции 𝑔 ∈ 𝐿1(R) как эле­

мента банахова модуля 𝐿1(R) и покажем, что Λ𝐶(𝑔) = supp ̂︀𝑔. Рассмотрим

функцию 𝑧 ↦→ 𝑓𝑧 * 𝑔 : C∖𝑖R → 𝐿1(R). Для каждого 𝑧 ∈ C∖𝑖R и 𝜆 ∈ R име­

ет место равенство (𝑓𝑧 * 𝑔)̂ (𝜆) = 𝑔(𝜆)(𝑧 − 𝑖𝜆)−1, причём справедлива оценка

|(𝑓𝑧 * 𝑔)̂ (𝜆)| ≤ ‖𝑓𝑧 * 𝑔‖1. Если точка 𝜆0 ∈ R∖supp 𝑔, то в некоторой её откры­

той окрестности 𝑈0 ⊂ R выполнено равенство 𝑔 ≡ 0. Для произвольной точки

𝜆 ∈ 𝑈0 имеет место равенство

̂︀𝑔(𝜆) = +∞∫
−∞

𝑔(𝑡)𝑒−𝑖𝜆𝑡𝑑𝑡 = 0,

из которого следует, что

𝜙𝑔(𝑖𝜆) =

+∞∫
0

𝑔(𝑡)𝑒−𝑖𝜆𝑡𝑑𝑡 = −
0∫

−∞

𝑔(𝑡)𝑒−𝑖𝜆𝑡𝑑𝑡,

то есть функция 𝜙𝑔 непрерывна на множестве 𝑖𝑈0 ⊂ 𝑖R. Применяя теорему Мо­

реры [40, гл. II.5, теорема 3], получаем, что функция 𝜙𝑔 голоморфна в окрест­

ности 𝑖𝑈0 точки 𝑖𝜆0, и, с учётом леммы 2.3.1, справедливо 𝜆0 ∈ R∖Λ𝐶(𝑥). С

другой стороны, если 𝜆0 ∈ R∖Λ𝐶(𝑔), то функция 𝑧 ↦→ 𝑓𝑧 * 𝑔 допускает го­

ломорфное продолжение в некоторой окрестности 𝑈 ⊂ C∖𝑖Λ𝐶(𝑔) точки 𝑖𝜆0 и

на любом компакте 𝐾 ⊂ 𝑈 ограничена в силу теоремы Вейерштрасса. Но из

формулы преобразования Фурье функции 𝑓𝑧, а также оценки преобразования

Фурье функции 𝑓𝑧 * 𝑔 следует, что ̂︀𝑔 ≡ 0 в некоторой окрестности R ∩ 𝑖−1𝑈

точки 𝜆0. Таким образом, supp 𝑔 ∩ (R∖Λ𝐶(𝑔)) = ∅ и supp 𝑔 = Λ𝐶(𝑔).

Лемма 2.3.2. Для спектра Карлемана вектора 𝑥 из банахова 𝐿1(R)-модуля

(𝑋,𝑇 ) с генератором 𝐴 справедливы следующие свойства

1) Λ𝐶(𝑥) - замкнутое подмножество из спектра 𝜎(𝐴) генератора 𝐴 бана­

хова 𝐿1(R) - модуля (𝑋,𝑇 ) ;

2) Λ𝐶(𝛼𝑥+ 𝛽𝑦) ⊂ Λ𝐶(𝑥) ∪Λ𝐶(𝑦) для любых векторов 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 и для любых

𝛼, 𝛽 ∈ C ;
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3) Λ𝐶(𝐵𝑥) ⊆ Λ𝐶(𝑥) для любого вектора 𝑥 ∈ 𝑋 и любого оператора

𝐵 ∈ End𝑋, перестановочного с оператором 𝐴 (т.е. 𝐵(D(𝐴)) ⊂ D(𝐴)

и 𝐴𝐵𝑥 = 𝐵𝐴𝑥 для любого 𝑥 ∈ D(𝐴)) ;

4) Λ𝐶(𝑓𝑥) ⊆ supp ̂︀𝑓 ∩ Λ𝐶(𝑥) для любого вектора 𝑥 ∈ 𝑋 и любой функции

𝑓 ∈ 𝐿1(R) ;

5) Λ𝐶(𝑥) = ∅ тогда и только тогда, когда 𝑥 = 0 ∈ 𝑋 .

Доказательство. Докажем свойство 1). Поскольку каждая точка из дополне­

ния R∖Λ𝐶(𝑥) к спектру Карлемана входит в это дополнение вместе с некоторой

окрестностью, то множество R∖Λ𝐶(𝑥) открыто, а множество Λ𝐶(𝑥) - замкнуто.

Вложенность спектра Карлемана вектора 𝑥 ∈ 𝑋 в спектр генератора 𝐴

𝐿1(R)-модуля 𝑋 следует из леммы 2.1.11 в силу голоморфности резольвенты

𝑅(𝜆, 𝑖𝐴) на резольвентном множестве 𝜌(𝑖𝐴).

Докажем свойство 2). Согласно свойству линейности голоморфных функ­

ций и равенству 𝑅(𝛼𝑥+𝛽𝑦) = 𝛼𝑅𝑥+𝛽𝑅𝑦, в окрестности любой точки из множества

𝑖R∖(Λ𝐶(𝑥) ∪ Λ𝐶(𝑦)) функция 𝑅(𝛼𝑥+𝛽𝑦) будет иметь голоморфное продолжение,

таким образом, Λ𝐶(𝛼𝑥+ 𝛽𝑦) ⊂ Λ𝐶(𝑥) ∪ Λ𝐶(𝑦).

Докажем свойство 3). Покажем, что группа 𝑇 перестановочна с указанным

оператором 𝐵. Для этого покажем, что резольвента генератора 𝑖𝐴 перестано­

вочна с оператором 𝐵.

Для всякого 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝜆 ∈ 𝜌(𝑖𝐴) будет справедливо равенство (𝜆𝐼 −

𝑖𝐴)𝑅(𝜆, 𝑖𝐴)𝑥 = 𝑥. Применим к обеим частям равенства оператор 𝑅(𝜆, 𝑖𝐴)𝐵.

Из равенства 𝑅(𝜆, 𝑖𝐴)𝐵(𝜆𝐼 − 𝑖𝐴)𝑅(𝜆, 𝑖𝐴)𝑥 = 𝑅(𝜆, 𝑖𝐴)𝐵𝑥 и того, что оператор

𝐵 перестановочен с генератором 𝐴, следует, что 𝐵𝑅(𝜆, 𝑖𝐴)𝑥 = 𝑅(𝜆, 𝑖𝐴)𝐵𝑥.

Данное равенство, в силу леммы 2.1.11, означает, что 𝑅𝐵𝑥 ≡ 𝐵𝑅𝑥 на

C∖𝑖Λ𝐶(𝑥), 𝑥 ∈ D(𝐴). Поскольку 𝐵 ∈ End𝑋 – ограниченный оператор, то функ­

ция 𝐵𝑅𝑥 голоморфна как минимум в тех же точках оси 𝑖R, что и функция 𝑅𝑥.

Таким образом, Λ𝐶(𝐵𝑥) ⊂ Λ𝐶(𝑥).
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Докажем свойство 4). Фиксируем произвольную функцию 𝑓 ∈ 𝐿1(R) и

пусть 𝜆0 /∈ supp ̂︀𝑓 . Тогда 𝜆0 /∈ Λ𝐶(𝑓) согласно примеру 2.3.1, т.е. функция

𝑧 ↦→ 𝑓𝑧 * 𝑓 : C∖𝑖R → 𝐿1(R) допускает голоморфное расширение в неко­

торую окрестность 𝑈(𝑧0) точки 𝑧0 = 𝑖𝜆0. В силу леммы 2.1.3 отображение

𝑓 ↦→ 𝑇 (𝑓) : 𝐿1(R) → End𝑋 является гомоморфизмом алгебр и ‖𝑇 (𝑓)‖ ≤ ‖𝑓‖1.

Поэтому композиция отображения 𝑧 ↦→ 𝑓𝑧 * 𝑓 и данного гомоморфизма алгебр

даст отображение 𝑧 ↦→ 𝑇 (𝑓𝜆 * 𝑓) : C∖𝑖R → End𝑋, которое будет иметь голо­

морфное продолжение в окрестности как минимум тех же точек, что и отоб­

ражение 𝑧 ↦→ 𝑓𝑧 * 𝑓 . Таким образом, из того, что 𝜆0 /∈ supp ̂︀𝑓 = Λ𝐶(𝑓), будет

следовать, что 𝜆0 /∈ Λ𝐶(𝑓𝑥) для любого 𝑥 ∈ 𝑋, т.е. Λ𝐶(𝑓𝑥) ⊆ supp ̂︀𝑓 .

Включение Λ𝐶(𝑓𝑥) ⊆ Λ𝐶(𝑥) следует из утверждения 3 данной леммы, а

также того факта, что 𝑓𝑥 = 𝑇 (𝑓)𝑥, где 𝑇 (𝑓) ∈ End𝑋 для любой 𝑓 ∈ 𝐿1(R)

согласно лемме 2.1.3.

Докажем свойство 5). Если спектр Карлемана вектора 𝑥 ∈ 𝑋 пуст, то функ­

ция𝑅𝑥 голоморфна при всех 𝜆 ∈ C. Поскольку𝑅𝑥(𝜆) = 𝑓𝜆𝑥 и ‖𝑓𝜆𝑥‖ ≤ ‖𝑓𝜆‖1‖𝑥‖,

а ‖𝑓𝜆‖1 ≤
∫+∞
0 𝑒−|𝜆|𝑡𝑑𝑡 = 1/|𝜆| при 𝜆 ∈ C∖{0}, то ‖𝑅𝑥(𝜆)‖ → 0 при |𝜆| → ∞. По

теореме Лиувилля [13, глава III.14] для голоморфной на C функции 𝑅𝑥 полу­

чаем, что 𝑅𝑥 ≡ 0. Поскольку преобразование Фурье ̂︀𝑓𝜆(𝑧) = (𝜆 − 𝑖𝑧)−1, 𝜆 ̸= 0,

не обращается в нуль, то по теореме Винера об 𝐿1- замкнутости (см. [14, гл.

XI.4.7] или [2, гл. III.76]) линейные комбинации сдвигов функции 𝑓𝜆, 𝜆 ∈ C∖𝑖R,

плотны в 𝐿1(R) и для всех 𝑓 ∈ 𝐿1(R) выполнено равенство 𝑓𝑥 = 0. Из невы­

рожденности банахова 𝐿1(R)-модуля (𝑋,𝑇 ) следует, что 𝑥 = 0.

Обратно, если 𝑥 = 0 ∈ 𝑋, тогда функция 𝑅𝑥 тождественно равна нулю

и всюду для 𝑅𝑒𝜆 = 0 имеет голоморфное продолжение. Это означает, что

Λ𝐶(𝑥) = ∅.
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2.4. Локальный спектр вектора

В третьем томе монографии Н. Данфорда и Дж.Т. Шварца [15, гл. XV.2]

определено и подробно рассмотрено свойство однозначного распространения

для ограниченных операторов, в частности, для спектральных операторов, необ­

ходимо обладающих этим свойством. С использованием этого свойства дано

определение локального спектра вектора относительно ограниченного операто­

ра. Также приведен критерий спектральности для ограниченного оператора в

[15, гл. XVI.4.4] и пример Какутани неспектрального оператора, не обладающе­

го свойством однозначного распространения, см. [15, гл. XV.2.6].

В [41, гл. 4.6] локальный спектр вектора 𝑥 ∈ 𝑋 рассматривается как спектр

генератора сужения сильно непрерывной группы операторов 𝑇 : R → End𝑋

на линейную оболочку векторов из множества {𝑇 (𝑡)𝑥, 𝑡 ∈ R}. Там же рассмат­

ривались вопросы сравнения спектра Карлемана функций из 𝐶𝑏𝑢(R, 𝑋) и их

локального спектра как векторов относительно генератора группы сдвигов в

𝐶𝑏𝑢(R, 𝑋).

Определение 2.4.1. Будем говорить, что замкнутый оператор 𝐵 : D(𝐵) ⊆

𝑌 → 𝑌 обладает свойством однозначного распространения, если для любой

голоморфной функции 𝑓 : 𝑈 ⊆ C → D(𝐵) ⊆ 𝑌 из равенства (𝐵 − 𝜆𝐼)𝑓(𝜆) = 0,

𝜆 ∈ 𝑈 , следует, что 𝑓 ≡ 0.

Пусть оператор 𝐵 : D(𝐵) ⊆ 𝑌 → 𝑌 обладает свойством однозначного

распространения. Множество точек 𝜆0 ∈ C, для которых существует открытая

окрестность 𝑈0 = 𝑈(𝜆0) точки 𝜆0 и голоморфная функция 𝑓 : 𝑈0 → D(𝐵) ⊆

𝑌 такая, что 𝑓(𝜆) ∈ D(𝐵) ⊆ 𝑌 , и выполнено равенство (𝐵 − 𝜆𝐼)𝑓(𝜆) = 𝑦,

𝑦 ∈ 𝑌 , для всех 𝜆 ∈ 𝑈0, называется локальным резольвентным множеством

вектора 𝑦 ∈ 𝑌 и обозначается 𝜌𝐵(𝑦). Функцию 𝑓 будем называть локальной

резольвентой вектора 𝑦 относительно оператора 𝐵 в окрестности точки 𝜆0.

Локальный спектр вектора 𝑦 ∈ 𝑌 относительно оператора 𝐵 - это множе­

ство 𝜎𝐵(𝑦) = C∖𝜌𝐵(𝑦).
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Для ограниченных операторов свойство однозначного распространения

определено и подробно рассмотрено в [15, гл. XV.2], на основе понятия спек­

тральности оператора выделено достаточное условие для того, чтобы ограни­

ченный оператор обладал свойством однозначного распространения, [15, гл.

XV.3, п.2]. Также приведен критерий спектральности для ограниченного опе­

ратора в [15, гл. XVI.4, п.4] и пример Какутани неспектрального оператора, не

обладающего свойством однозначного распространения, см. [15, гл. XV.2, п.6].

Лемма 2.4.1. Справедливы следующие свойства локального спектра 𝜎𝐵(𝑥)

вектора 𝑥 ∈ 𝑋 относительно замкнутого оператора 𝐵 : D(𝐵) ⊆ 𝑋 → 𝑋:

1) 𝜎𝐵(𝑥) - замкнутое подмножество из 𝜎(𝐵) ;

2) если 𝐵 ∈ End𝑋, то 𝜎𝐵(𝑥) = ∅ тогда и только тогда, когда 𝑥 = 0 ;

3) 𝜎𝐵(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ⊂ 𝜎𝐵(𝑥) ∪ 𝜎𝐵(𝑦) для любых векторов 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 и для любых

𝛼, 𝛽 ∈ C ;

4) 𝜎𝐵(𝐶𝑥) ⊆ 𝜎𝐵(𝑥) для любого вектора 𝑥 ∈ 𝑋 и любого оператора 𝐶 ∈

End𝑋, перестановочного с 𝐵 (т.е. 𝐶(D(𝐵)) ⊂ D(𝐵) ⊆ 𝑋 и 𝐵𝐶𝑥 = 𝐶𝐵𝑥

для любого 𝑥 ∈ D(𝐵) ⊆ 𝑋 ) .

Доказательство. Докажем свойство 1). Множество 𝜎𝐵(𝑥) замкнуто по опреде­

лению. Пусть 𝜆0 /∈ 𝜎(𝐵), тогда для всех 𝑥 ∈ 𝑋 и для всех окрестностей 𝑈(𝜆0) ⊂

𝜌(𝐵) точки 𝜆0 найдется голоморфная функция 𝑓 : 𝑈 → C, 𝑓(𝜆) = −𝑅(𝜆,𝐵)𝑥.

Для такой функции 𝑓 будет справедливо равенство (𝐵 − 𝜆𝐼)𝑓(𝜆) = 𝑥, то есть

𝜆0 /∈ 𝜎𝐵(𝑥). Следовательно, 𝜎𝐵(𝑥) ⊂ 𝜎(𝐵).

Докажем свойство 2). Если 𝑥 = 0, то, согласно свойству однозначного

распространения, для всех 𝜆 ∈ C и голоморфной функции 𝑓 ≡ 0 ∈ 𝑋 будет

выполнено равенство (𝐵 − 𝜆𝐼)𝑓(𝜆) = 0 = 𝑥, т.е. 𝜆 ∈ 𝜌𝐵(𝑥) и 𝜎𝐵(𝑥) = ∅.

Теперь, если 𝜎𝐵(𝑥) = ∅, то 𝜌𝐵(𝑥) = C. Для каждой 𝜆0 ∈ C в этом

случае возможно найти такие окрестность 𝑈(𝜆0) точки 𝜆0 и такую функцию



64

𝑓 : 𝑈(𝜆0) → D(𝐵), что (𝐵 − 𝜆𝐼)𝑓(𝜆) = 𝑥. Поскольку на каждом пересече­

нии окрестностей различных точек найденные функции будут совпадать в силу

свойства однозначного распространения, то полученная функция единственна,

голоморфна на C и −𝑅(𝜆,𝐵)𝑥 = 𝑓(𝜆). Поскольку оператор 𝑅(𝜆,𝐵) являет­

ся ограниченным на линейной оболочке вектора 𝑥, то имеет место равенство

lim
𝜆→∞

‖𝑓(𝜆)‖ = 0. По теореме Лиувилля [13, глава III.14] для голоморфной на C

функции 𝑓 получаем, что 𝑓 ≡ 0. Из этого следует, что 𝑥 = 0.

Докажем свойство 3). Пусть 𝜆0 ∈ C∖(𝜎𝐵(𝑥) ∪ 𝜎𝐵(𝑦)), тогда существует

такая окрестность 𝑈(𝜆0) точки 𝜆0 и найдутся такие функции 𝑓 : 𝑈(𝜆0) → D(𝐵)

и 𝑔 : 𝑈(𝜆0) → D(𝐵), что (𝐵−𝜆𝐼)𝑓(𝜆) = 𝑥, (𝐵−𝜆𝐼)𝑔(𝜆) = 𝑦 для всех 𝜆 ∈ 𝑈(𝜆0).

Тогда для всех 𝜆 ∈ 𝑈(𝜆0) справедливо равенство (𝐵 − 𝜆𝐼)(𝛼𝑓(𝜆) + 𝛽𝑔(𝜆)) =

𝛼𝑥+ 𝛽𝑦, то есть 𝜆0 ∈ C∖𝜎𝐵(𝛼𝑥+ 𝛽𝑦).

Докажем свойство 4). Пусть 𝜆0 ∈ C∖𝜎𝐵(𝑥), тогда найдется некоторая

окрестность 𝑈(𝜆0) точки 𝜆0 и голоморфная функция 𝑓 : 𝑈(𝜆0) → D(𝐵) ⊆ 𝑋

такая, что (𝐵 − 𝜆𝐼)𝑓(𝜆) = 𝑥. Применим к обеим частям равенства опера­

тор 𝐶 ∈ End𝑋, перестановочный с оператором 𝐵 в указанном выше смысле.

𝐶(𝐵 − 𝜆𝐼)𝑓(𝜆) = 𝐶𝑥. В силу перестановочности оператора 𝐶 с оператором 𝐵

для всех 𝜆 ∈ 𝑈(𝜆0) получаем (𝐵 − 𝜆𝐼)𝐶𝑓(𝜆) = 𝐶𝑥. Заметим, что функция

𝜆 ↦→ 𝐶𝑓(𝜆) голоморфна в окрестности 𝑈(𝜆0), поэтому 𝜆0 ∈ C∖𝜎𝐵(𝐶𝑥). Таким

образом доказано, что 𝜎𝐵(𝐶𝑥) ⊂ 𝜎𝐵(𝑥).

Лемма 2.4.2. Генератор 𝐴 банахова 𝐿1(R)-модуля (𝑋,𝑇 ) обладает свойством

однозначного распространения.

Доказательство. В силу леммы 2.1.10 справедливо включение 𝜌(𝐴) ⊇ C∖R,

поэтому для каждой голоморфной функции 𝑓 : C → D(𝐴) и каждого 𝜆 ∈ 𝜌(𝐴)

из равенства (𝐴 − 𝜆𝐼)𝑓(𝜆) = 0 следует, что 𝑓(𝜆) = (𝐴 − 𝜆𝐼)0 = 0. Поскольку

𝜌(𝐴) = C, а функция 𝑓 в том числе непрерывна, то 𝑓 ≡ 0 и оператор 𝐴 обладает

свойством однозначного распространения. Лемма доказана.
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2.5. Сравнение спектров

С учётом определения спектра Карлемана вектора 2.3.2 возможно сфор­

мулировать леммы 2.1.7, 2.1.9 и 2.1.11 в более точном варианте. В следующих

утверждениях рассматривается семейство операторов 𝑅𝜆 ∈ End𝑋, 𝜆 ∈ C∖𝑖R,

введённое в определении 2.1.3.

Лемма 2.5.1. Функция 𝑅 вида 𝜆 ↦→ 𝑅𝜆 : C∖𝑖R → End𝑋 допускает голоморф­

ное расширение до функции 𝑅 : C∖𝑖Λ𝐶(𝑋) → End𝑋, обозначаемой далее тем

же символом и удовлетворяющей определению 1.3.4 псевдорезольвенты.

Доказательство. Свойство псевдорезольвенты функции 𝑅 в точках C∖𝑖R

следует из леммы 2.1.7.

Теперь зафиксируем точку 𝜆0 ∈ 𝑖(R∖Λ𝐶(𝑋)), и построим оператор 𝑅𝜆0
∈

End𝑋 следующим образом. Рассмотрим произвольную сходящуюся последова­

тельность {𝜆𝑛}𝑛∈N из множества C∖𝑖R, такую, что 𝜆𝑛 → 𝜆0 при 𝑛→ ∞. Тогда,

в силу голоморфности для каждого 𝑥 ∈ 𝑋 функций

𝜆 ↦→ 𝑅𝜆𝑥 : C∖𝑖Λ𝐶(𝑋) → 𝑋,

последовательность 𝑅𝜆𝑛
𝑥 → 𝑅𝜆0

𝑥 при 𝑛 → ∞. Из сильной сходимости после­

довательности линейных операторов {𝑅𝜆𝑛
}𝑛∈N следует линейность предельного

отображения 𝑅𝜆0
. Поскольку последовательность {𝑅𝜆𝑛

𝑥}𝑛∈N сходится для лю­

бого 𝑥 ∈ 𝑋, то она ограничена. Также при 𝑅𝑒𝜆𝑛 ̸= 0 операторы 𝑅𝜆𝑛
, 𝑛 ∈ N,

являются линейными и ограниченными, т.е. непрерывными. По теореме Банаха­

Штейнгауза [25, гл. 2, теорема 2.5] последовательность {𝑅𝜆𝑛
}𝑛∈N равномерно

ограниченна в End𝑋. Следовательно, существует ограниченное множество 𝑉 в

пространстве 𝑋 такое, что для шара единичного радиуса 𝐵(0, 1) из 𝑋 справед­

ливо включение
⋃︀
𝑛∈N

𝑅𝜆𝑛
(𝐵(0, 1)) ⊆ 𝑉 . Поскольку для любого 𝑥 ∈ 𝑋 последова­

тельность 𝑅𝜆𝑛
𝑥 → 𝑅𝜆0

𝑥, при 𝑛 → ∞, то для 𝑥 ∈ 𝐵(0, 1) предельный элемент

𝑅𝜆0
𝑥 ∈ {𝑅𝜆𝑛

𝑥} ⊆ 𝑉 . Таким образом, 𝑅𝜆0
(𝐵(0, 1)) ⊆ 𝑉 и поэтому 𝑅𝜆0

∈ End𝑋.

Это означает, что функция 𝑅 допускает расширение на 𝑖(R∖Λ𝐶(𝑥)).
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Выберем такую величину 𝑟 > 0, что множество 𝐵(𝜆0, 𝑟) = {𝜆 ∈ C, |𝜆 −

𝜆0| < 𝑟} включено в область C ∖ 𝑖Λ𝐶(𝑋), например, 𝑟 = inf𝜆∈𝑖Λ𝐶(𝑋) |𝜆 − 𝜆0|.

Пусть 𝜀 – произвольное 𝜀 ∈ (0, 𝑟). Так как функции 𝜆 ↦→ 𝑅𝜆𝑥, 𝑥 ∈ 𝑋, голо­

морфны, то они непрерывны, а подмножество 𝐵(𝜆0, 𝑟 − 𝜀) комплексной плос­

кости замкнуто и ограничено, т.е. компактно, то по теореме Вейерштрасса о

непрерывной функции на компакте каждая функция 𝜆 ↦→ 𝑅𝜆𝑥, 𝑥 ∈ 𝑋, бу­

дет ограничена на 𝐵(𝜆0, 𝑟 − 𝜀). Заметим, что для каждого 𝑥 ∈ 𝑋 множество

{𝑅𝜆𝑥, 𝜆 ∈ 𝐵(𝜆0, 𝑟 − 𝜀)} будет ограничено, поэтому к семейству линейных огра­

ниченных операторов {𝑅𝜆, 𝜆 ∈ 𝐵(𝜆0, 𝑟 − 𝜀)} также можно применить теорему

Банаха-Штейнгауза [25, гл. 2, теорема 2.5]. Данное семейство операторов будет

равностепенно непрерывно, а также равномерно ограничено на любом ограни­

ченном множестве, в соответствии с теоремой [25, гл. 2, теорема 2.4]. Таким об­

разом, существует константа 𝑀𝜆0,(𝑟−𝜀) > 0 такая, что для всех 𝜆 ∈ 𝐵(𝜆0, 𝑟 − 𝜀)

справедлива оценка ‖𝑅𝜆‖ ≤𝑀𝜆0,(𝑟−𝜀).

Покажем теперь голоморфность функции 𝑅 в окрестности точки 𝜆0. По­

скольку для всех 𝑥 ∈ 𝑋 функции 𝜆 ↦→ 𝑅𝜆𝑥 голоморфны в области 𝐵(𝜆0, 𝑟), то

для них в окрестности точки 𝜆0 имеет место разложение в ряд

𝑅(𝜆)𝑥 =
∞∑︁
𝑛=0

(𝜆− 𝜆0)
𝑛𝐶𝑛𝑥, где 𝐶𝑛𝑥 =

1

2𝜋𝑖

∫
𝛾

𝑅(𝑧)𝑥

(𝑧 − 𝜆0)𝑛+1
𝑑𝑧,

причём 𝐶𝑛𝑥 = 𝑅
(𝑛)
𝑥 (𝜆0)/𝑛!, 𝑛 ∈ N ∪ {0}, 𝛾 ∈ 𝐵(𝜆0, 𝑟) - кусочно-гладкий контур

без самопересечений, ограничивающий область, содержащую в своей внутрен­

ности точку 𝜆0. Определим, при каких 𝜆 ∈ 𝐵(𝜆0, 𝑟) данный ряд сходится. Для

этого оценим коэффициенты ряда.

Поскольку интеграл от голоморфной функции по кусочно-гладкому кон­

туру, лежащему в области голоморфности функции, не зависит от выбора кон­

тура, то будем считать, что 𝛾 = 𝜕𝐵(𝜆0, (𝑟 − 𝜀)), т.е. является границей круга
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𝐵(𝜆0, (𝑟 − 𝜀)) для некоторого 𝜀 ∈ (0, 𝑟). Тогда для каждого 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑛 ∈ N

‖𝐶𝑛𝑥‖ ≤
sup

𝜆∈𝐵(𝜆0,(𝑟−𝜀))

‖𝑅(𝜆)‖‖𝑥‖

(𝑟 − 𝜀)𝑛
.

Как ранее было доказано, для всех 𝜆 ∈ 𝐵(𝜆0, (𝑟 − 𝜀)) справедлива оценка

‖𝑅𝜆‖ ≤ 𝑀𝜆0,(𝑟−𝜀). Таким образом, ‖𝐶𝑛𝑥‖ ≤ 𝑀𝜆0,(𝑟−𝜀)‖𝑥‖(𝑟 − 𝜀)−𝑛 и ряд схо­

дится абсолютно и равномерно в каждом шаре 𝐵(𝜆0, 𝑟1), где 𝑟1 ∈ (0, 𝑟 − 𝜀).

Из формулы для 𝐶𝑛𝑥, линейности интеграла и операторов 𝑅𝜆, 𝜆 ∈ C∖𝑖Λ𝐶(𝑋),

следует линейность отображений 𝐶𝑛 : 𝑋 → 𝑋, а из оценки нормы ‖𝐶𝑛𝑥‖ – их

ограниченность.

Следовательно, при любом 𝜀 ∈ (0, 𝑟) в окрестности 𝐵(𝜆0, (𝑟− 𝜀)) точки 𝜆0

имеет место разложение операторнозначной функции 𝑅 : 𝐵(𝜆0, 𝑟) → End𝑋 в

абсолютно сходящийся ряд

𝑅(𝜆) =
∞∑︁
𝑛=0

(𝜆− 𝜆0)
𝑛𝐶𝑛, 𝜆 ∈ 𝐵(𝜆0, (𝑟 − 𝜀)), 𝐶𝑛 ∈ End𝑋.

Функция 𝑅 для каждого 𝜀 ∈ (0, 𝑟) голоморфна в 𝐵(𝜆0, (𝑟 − 𝜀)), поэтому она

будет голоморфна и в 𝐵(𝜆0, 𝑟).

В силу голоморфности функции 𝑅 в области 𝐵(𝜆0, 𝑟), для любого 𝜀 ∈ (0, 𝑟)

найдётся такая константа𝑀𝜆0,(𝑟−𝜀) > 0, что для всех 𝜆 ∈ 𝐵(𝜆0, 𝑟 − 𝜀) будет спра­

ведлива оценка ‖𝑅(𝜆)‖ ≤𝑀𝜆0,(𝑟−𝜀). Зафиксируем произвольное 𝜀 ∈ (0, 𝑟) и рас­

смотрим величину 𝑟1 = 𝑟1(𝜀) = min{(𝑟 − 𝜀)/2, (𝑀𝜆0,(𝑟−𝜀))
−1}. Зафиксируем про­

извольное 𝛿 ∈ (0, 𝑟1/4) и рассмотрим произвольную точку 𝜆1 ∈ 𝐵(𝜆0, 𝑟1 − 2𝛿) ⊂

𝐵(𝜆0, 𝑟 − 𝜀). Поскольку |𝜆0 − 𝜆1| + 𝑟1 + 𝛿 ≤ 2𝑟1 − 𝛿 ≤ (𝑟 − 𝜀)/2 − 𝛿, то

𝐵(𝜆1, 𝑟1) ⊂ 𝐵(𝜆1, 𝑟1 + 𝛿) ⊂ 𝐵(𝜆0, (𝑟 − 𝜀)) и для любой точки из круга 𝐵(𝜆1, 𝑟1),

в том числе 𝜆0 ∈ 𝐵(𝜆1, 𝑟1), будет иметь место абсолютная сходимость ряда

𝑅(𝜆0) =
∞∑︁
𝑛=0

(𝜆0 − 𝜆1)
𝑛𝐶𝑛(𝜆1), 𝐶𝑛(𝜆1) =

1

2𝜋𝑖

∫
𝛾

𝑅(𝑧)

(𝑧 − 𝜆1)𝑛+1
𝑑𝑧,

для контура 𝛾 = 𝜕𝐵(𝜆1, 𝑟1+𝛿), лежащего в области, где функция 𝑅 голоморфна

и её норма ограничена в совокупности константой 𝑀𝜆0,(𝑟−𝜀).
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Для функции 𝑅 : C∖𝑖R → End𝑋 выполняется резольвентное тождество

Гильберта. Соответственно, оно имеет место и в точках 𝜆 ∈ 𝐵(𝜆1, 𝑟1)∖𝑖R, где

𝜆1 ∈ 𝐵(𝜆0, (𝑟1 − 2𝛿))∖𝑖R, 𝛿 ∈ (0, 𝑟1/4), 𝑟1 ≤ (𝑀𝜆0,(𝑟−𝜀))
−1 (определено выше).

В указанных точках норма функции 𝑅 равномерно ограничена константой

𝑀𝜆0,(𝑟−𝜀), поэтому для 𝜆 ∈ 𝐵(𝜆1, 𝑟1)∖𝑖R справедлива формула, в правой части

которой ряд сходится абсолютно

𝑅(𝜆) = (𝐼 − (𝜆− 𝜆1)𝑅(𝜆1))
−1𝑅(𝜆1) =

∞∑︁
𝑛=0

(𝜆− 𝜆1)
𝑛(𝑅(𝜆1))

𝑛+1.

В силу единственности разложения голоморфной функции получаем, что

𝐶𝑛(𝜆1) = (𝑅(𝜆1))
𝑛+1, 𝑛 ∈ N ∪ {0}, и что данное разложение имеет место на

множестве 𝐵(𝜆1, 𝑟1) ∋ 𝜆0. Таким образом, в точке 𝜆0 справедливо равенство

𝑅(𝜆0) =
∞∑︁
𝑛=0

(𝜆0 − 𝜆1)
𝑛(𝑅(𝜆1))

𝑛+1 = (𝐼 − (𝜆0 − 𝜆1)𝑅(𝜆1))
−1𝑅(𝜆1),

которое и доказывает выполнение свойства псевдорезольвенты в точках множе­

ства C∖𝑖Λ𝐶(𝑋). Лемма доказана.

Лемма 2.5.2. Операторы 𝑅𝜆 ∈ End𝑋, 𝜆 ∈ C∖𝑖Λ𝐶(𝑋), инъективны.

Доказательство. В лемме 2.1.9 показано, что Ker𝑅𝜆 = {0} для всех

𝜆 ∈ C∖𝑖R. Рассмотрим теперь 𝜆0 ∈ 𝑖(R∖Λ𝐶(𝑋)), 𝑟(𝜆0) = inf
𝜆∈Λ𝐶(𝑋)

|𝜆 − 𝜆0|, то­

гда 𝐵(𝜆0, 𝑟(𝜆0)) ⊂ C∖𝑖Λ𝐶(𝑋). Для любого 𝜀 ∈ (0, 𝑟(𝜆0)) существует такая

величина 𝑀𝜆0,𝑟(𝜆0)−𝜀 > 0, что для всех 𝜆 ∈ 𝐵(𝜆0, 𝑟(𝜆0)− 𝜀) выполнена оцен­

ка ‖𝑅𝜆‖ ≤ 𝑀𝜆0,𝑟(𝜆0)−𝜀. Пусть 𝜆1 ∈ 𝐵(𝜆0,min{(𝑟(𝜆0) − 𝜀), (𝑀𝜆0,𝑟(𝜆0)−𝜀)
−1})∖𝑖R,

тогда ограниченный оператор 𝐼 − (𝜆0 − 𝜆1)𝑅𝜆1
будет непрерывно обратим и

инъективен, то есть Ker (𝐼 − (𝜆0 − 𝜆1)𝑅𝜆1
) = {0}. Поскольку 𝜆1 /∈ 𝑖R, то,

по доказанному ранее, Ker𝑅𝜆1
= {0}, то есть для всех 𝑥 ∈ 𝑋 из того,

что 𝑥 ̸= 0, следует, что 𝑅𝜆1
̸= 0. В точках 𝜆0, 𝜆1 ∈ C∖𝑖Λ𝐶(𝑋), таких, что

|𝜆0 − 𝜆1| < (𝑀𝜆0,𝑟(𝜆0)−𝜀)
−1 ≤ ‖𝑅𝜆1

‖−1, справедливо резольвентное тождество

Гильберта в виде

𝑅𝜆0
= (𝐼 − (𝜆0 − 𝜆1)𝑅𝜆1

)−1𝑅𝜆1
,
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из которого следует, что для всех 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 0, вектор 𝑅𝜆0
𝑥 ̸= 0, то есть

Ker𝑅𝜆0
= {0}. Лемма доказана.

Формулировка следующей теоремы отличается от леммы 2.1.11 тем, что

представление 𝑇 : R → End𝑋 не обязательно сильно непрерывно и обосно­

вано расширение до C∖𝑖Λ𝐶(𝑋) резольвентного множества генератора сужения

представления 𝑇 на 𝑋𝑐.

Теорема 2.5.1. Пусть 𝑇 : R → End𝑋 – изометрическое представление, ас­

социированное со структурой невырожденного банахова 𝐿1(R)-модуля (X,T).

Тогда генератор 𝒜 сильно непрерывного сужения 𝑇 |𝑋𝑐
группы операторов 𝑇

является сужением оператора 𝑖𝐴, где 𝐴 – генератор 𝐿1(R)-модуля (𝑋,𝑇 ), и

резольвента 𝜆 ↦→ 𝑅(𝜆,𝒜) : C∖𝑖R → End𝑋𝑐 допускает расширение до резоль­

венты 𝜆 ↦→ 𝑅𝜆 : C∖𝑖Λ𝐶(𝑋) → End𝑋 оператора 𝑖𝐴.

Доказательство. Покажем, что генератор 𝒜 сильно непрерывного сужения

𝑇 |𝑋𝑐
представления 𝑇 является сужением оператора 𝑖𝐴, где 𝐴 – генератор

𝐿1(R)-модуля (𝑋,𝑇 ). Для этого рассмотрим графики операторов 𝑅(𝜆,𝒜) и 𝑅𝜆,

𝜆 ∈ C∖𝑖R. Для всех 𝜆 ∈ C∖𝑖R согласно лемме 2.1.8 имеют место равенства

Im𝑅(𝜆,𝒜) = D(𝒜) и Im𝑅𝜆 = D(𝐴), причём D(𝒜) = D(𝐴) = 𝑋𝑐. Поскольку

для любых 𝑥 ∈ 𝑋𝑐 и 𝜆 ∈ C∖𝑖R в силу леммы 2.1.11 справедливо представление

𝑅(𝜆,𝒜)𝑥 = 𝑅𝜆𝑥, то D(𝒜) ⊆ D(𝐴) и выполнено соотношение

{(𝑥,𝑅(𝜆,𝒜)𝑥) : 𝑥 ∈ 𝑋𝑐} = 𝑋𝑐 ×D(𝒜) ⊆ {(𝑥,𝑅𝜆𝑥) : 𝑥 ∈ 𝑋} = 𝑋 ×D(𝐴).

Следовательно, имеет место включение графиков операторов Γ(𝒜) ⊆ Γ(𝑖𝐴) и

оператор 𝒜 является сужением оператора 𝑖𝐴, а резольвента 𝜆 ↦→ 𝑅(𝜆,𝒜) :

C∖𝑖R → End𝑋𝑐 есть сужение резольвенты 𝜆 ↦→ 𝑅𝜆 : C∖𝑖R → End𝑋.

Из леммы 2.5.1 следует, что 𝜆 ↦→ 𝑅𝜆 : C∖𝑖R → End𝑋 допускает голо­

морфное расширение до инъективной ввиду леммы 2.5.2 резольвенты 𝜆 ↦→ 𝑅𝜆 :

C∖𝑖Λ𝐶(𝑋) → End𝑋 оператора 𝑖𝐴. Теорема доказана.
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Теорема 2.5.2. Для любого вектора 𝑥 из банахова 𝐿1(R)-модуля (𝑋,𝑇 ) име­

ют место равенства Λ(𝑥) = Λ𝐶(𝑥) = 𝜎𝐴(𝑥).

Доказательство. Покажем, что Λ𝐶(𝑥) = 𝜎𝐴(𝑥).

Отметим, что в окрестности произвольной точки 𝜆0 ∈ C∖𝑖R функция

𝑅𝑥 : C∖𝑖R → 𝑋 голоморфна по определению. Также в некоторой окрестности

𝑈(𝜆0) точки 𝜆0 определена локальная резольвента 𝑓 : 𝑈(𝜆0) → D(𝐴) вектора

𝑥 относительно генератора 𝑖𝐴. В силу свойства однозначного распространения

генератора 𝐴 (согласно лемме 2.4.2) на каждом пересечении окрестностей то­

чек из C∖𝜎𝑖𝐴(𝑥) локальные резольвенты вектора 𝑥 совпадают, поэтому суще­

ствует единственная голоморфная функция 𝑓 , являющаяся локальной резоль­

вентой вектора 𝑥 относительно генератора 𝑖𝐴 и определённая на множестве

𝜌𝑖𝐴(𝑥) ⊇ C∖𝑖R.

Применяя лемму 2.1.11 в совокупности со свойством однозначного рас­

пространения генератора 𝐴, на множестве C∖𝑖R получим совпадение функ­

ций 𝑓 = −𝑅𝑥. Более того, распространяя равенство 𝑓 = −𝑅𝑥 на множество

C∖𝜎𝑖𝐴(𝑥), получим голоморфное продолжение функции 𝑅𝑥 в этих точках. Та­

ким образом, 𝑖Λ𝐶(𝑥) ⊆ 𝜎𝑖𝐴(𝑥).

Теперь, поскольку в окрестности каждой точки множества C∖𝑖Λ𝐶(𝑥) функ­

ция 𝑅𝑥 допускает голоморфное продолжение, а в окрестности каждой точки из

множества (C∖𝑖𝜎𝑖𝐴(𝑥)) ⊆ (C∖𝑖Λ𝐶(𝑥)) совпадает с локальной резольвентой 𝑓

вектора 𝑥, то в окрестности точек 𝜎𝑖𝐴(𝑥)∖Λ𝐶(𝑥) функция 𝑓 может быть голо­

морфным образом продолжена по формуле 𝑓 = −𝑅𝑥.

Пусть 𝜆0 ∈ R∖Λ𝐶(𝑥), тогда в любой непустой окрестности 𝑈(𝑖𝜆0)∖𝑖R точки

𝑖𝜆0 образ 𝑅𝑥(𝑈(𝑖𝜆0)∖𝑖R) ⊆ D(𝐴) и функция −𝑅𝑥 является локальной резоль­

вентой вектора 𝑥, т.е. (𝑖𝐴 − 𝜆𝐼)(−𝑅𝑥(𝜆)) = 𝑥, 𝜆 ∈ (𝑈(𝑖𝜆0))∖𝑖R. Функция 𝑅𝑥

допускает голоморфное продолжение в окрестности точки 𝑖𝜆0 ∈ 𝑖(R∖Λ𝐶(𝑥)),
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поэтому имеет место сходимость по норме пространства 𝑋 следующих величин

𝑅𝑥(𝜆) → 𝑅𝑥(𝑖𝜆0),

𝑖𝐴𝑅𝑥(𝜆) = −(𝑥+ 𝜆𝑅𝑥(𝜆)) → −(𝑥+ 𝑖𝜆0𝑅𝑥(𝑖𝜆0)),

⎫⎬⎭ 𝜆→ 𝑖𝜆0.

В силу леммы 2.1.11 оператор 𝑖𝐴 и его график замкнуты, т.е. множество

{(𝑥, 𝑖𝐴𝑥) ∈ 𝑋 × 𝑋 : 𝑥 ∈ D(𝐴)} замкнуто относительно нормы ‖(𝑥, 𝑖𝐴𝑥)‖ =

‖𝑥‖+ ‖𝑖𝐴𝑥‖. Поэтому предельная точка (𝑅𝑥(𝑖𝜆0), 𝑖𝐴𝑅𝑥(𝑖𝜆0)) = (𝑅𝑥(𝑖𝜆0),−(𝑥+

𝑖𝜆0𝑅𝑥(𝑖𝜆0))) графика оператора 𝑖𝐴 также принадлежит графику, 𝑅𝑥(𝑖𝜆0) ∈

D(𝐴) и справедливо равенство (𝑖𝐴 − 𝑖𝜆0𝐼)(−𝑅𝑥(𝑖𝜆0)) = 𝑥. Таким образом, из

того, что 𝜆0 /∈ Λ𝐶(𝑥) следует, что 𝑖𝜆0 /∈ 𝜎𝑖𝐴(𝑥), то есть 𝜎𝐴(𝑥) ⊆ Λ𝐶(𝑥).

Докажем теперь, что 𝜎𝐴(𝑥) = Λ(𝑥).

Пусть вектор 𝑥 ∈ 𝑋 имеет компактный спектр Бёрлинга Λ(𝑥), тогда, со­

гласно свойству 2 леммы 2.2.3, для произвольной точки 𝜆 ∈ C∖𝑖Λ(𝑥) и функции

𝑔𝜆 ∈ 𝐿1(R) такой, что ̂︀𝑔𝜆(𝑧) = (𝜆 − 𝑖𝑧)−1 в некоторой окрестности множества

Λ(𝑥), 𝑧 ∈ R, справедливо равенство 𝑔𝜆𝑥 = 𝑅(𝜆, 𝑖𝐴)𝑥, 𝑥 ∈ 𝑋, 𝜆 ∈ C∖𝑖Λ(𝑥),

где 𝐴 - генератор модуля 𝑋. Отметим, что отображение 𝜆 ↦→ (−𝑔𝜆𝑥) является

голоморфной функцией на множестве C∖𝑖Λ(𝑥) и для неё справедливо равенство

(𝑖𝐴− 𝜆𝐼)(−𝑔𝜆𝑥) = 𝑥, 𝜆 ∈ C∖𝑖Λ(𝑥).

В этом случае 𝜆 ∈ 𝜌𝑖𝐴(𝑥) = C∖𝑖𝜎𝐴(𝑥) и, таким образом, для векторов с ком­

пактным спектром Бёрлинга доказано, что 𝜎𝐴(𝑥) ⊆ Λ(𝑥).

Теперь рассмотрим произвольный вектор 𝑥 ∈ 𝑋, а также аппроксиматив­

ную единицу {𝑒𝛼}𝛼∈Ω ⊆ 𝐿1(R), Ω - некоторое направленное множество, такую,

что для всех 𝛼 ∈ Ω множество supp ̂︀𝑒𝛼 является компактным. Тогда, в силу

утверждения 3 леммы 2.2.1 векторы 𝑒𝛼𝑥, 𝛼 ∈ Ω, обладают компактным спек­

тром Бёрлинга Λ(𝑒𝛼𝑥), причём Λ(𝑒𝛼𝑥) ⊆ Λ(𝑥) для всех 𝛼 ∈ Ω.

Пусть 𝜆0 ∈ C∖Λ(𝑥) и ̂︀𝑔𝜆(𝑧) = (𝜆− 𝑖𝑧)−1 в некоторой окрестности 𝑈(𝑖Λ(𝑥))

такой, что для некоторой окрестности 𝑈(𝑖𝜆0) точки 𝑖𝜆0 справедливо равенство

𝑈(𝑖Λ(𝑥)) ∩ 𝑈(𝑖𝜆0) = ∅.



72

Поскольку 𝑒𝛼𝑥 имеют компактные спектры Бёрлинга, то для них спра­

ведливо включение 𝜎𝐴(𝑒𝛼𝑥) ⊆ Λ(𝑒𝛼𝑥), поэтому 𝑖𝜆0 ∈ 𝜌𝑖𝐴(𝑒𝛼𝑥) и (𝑖𝐴 −

𝜆𝐼)(−𝑔𝜆(𝑒𝛼𝑥)) = 𝑒𝛼𝑥, 𝛼 ∈ Ω, 𝜆 ∈ 𝑈(𝑖𝜆0). Преобразуя последнее равенство,

получим, что для 𝜆 ∈ 𝑈(𝑖𝜆0)

lim
𝛼∈Ω

𝑖𝐴(𝑔𝜆(𝑒𝛼𝑥)) = lim
𝛼∈Ω

(𝜆𝑔𝜆(𝑒𝛼𝑥)− 𝑒𝛼𝑥) = 𝜆𝑔𝜆𝑥− 𝑥.

Учитывая замкнутость генератора 𝐴 согласно лемме 2.1.11 и то, что

lim
𝛼∈Ω

𝑔𝜆(𝑒𝛼𝑥) = 𝑔𝜆𝑥, получаем, что для каждого 𝜆 ∈ 𝑈(𝑖𝜆0) вектор 𝑔𝜆𝑥 ∈ D(𝐴) и

справедливо равенство (𝑖𝐴 − 𝜆𝐼)(−𝑔𝜆𝑥) = 𝑥. Покажем теперь голоморфность

функции 𝜆 ↦→ 𝑔𝜆𝑥. Поскольку векторы 𝑔𝜆(𝑒𝛼𝑥), 𝛼 ∈ Ω, 𝜆 ∈ 𝑈(𝑖𝜆0), имеют

компактные спектры Бёрлинга, а функция 𝑔𝜆 обладает преобразованием Фу­

рье ̂︀𝑔𝜆(𝑧) = (𝜆 − 𝑖𝑧)−1 в некоторой окрестности 𝑈(𝑖Λ(𝑥)) ⊇ 𝑈(𝑖Λ(𝑒𝛼𝑥)), то

𝑔𝜆(𝑒𝛼𝑥) = 𝑅(𝜆, 𝑖𝐴)(𝑒𝛼𝑥). Поскольку направленность 𝑔𝜆(𝑒𝛼)𝑥 → 𝑔𝜆, 𝛼 ∈ Ω, и

‖𝑔𝜆𝑒𝛼𝑥‖ ≤ ‖𝑔𝜆𝑥‖, то направленность {𝑔𝜆𝑒𝛼𝑥} является равномерно ограничен­

ной в окрестности точки 𝑖𝜆0. В силу теоремы Вейерштрасса о сходимости [13,

гл. III.14, стр. 249] предельная функция 𝜆 ↦→ 𝑔𝜆 : C∖𝑖Λ(𝑥) → 𝑋 также будет

голоморфной в окрестности точки 𝑖𝜆0, то есть 𝜆0 /∈ 𝜎𝐴(𝑥).

Теперь докажем, что Λ(𝑥) = 𝜎𝐴(𝑥). Предположим, что Λ(𝑥) ̸= 𝜎𝐴(𝑥) и

пусть 𝜆0 ∈ Λ(𝑥)∖𝜎𝐴(𝑥). Рассмотрим функцию 𝑔 ∈ 𝐿1(R) c компактным носи­

телем преобразования Фурье и такую, что ̂︀𝑔(𝜆0) ̸= 0 и supp ̂︀𝑔 ∩ 𝜎𝐴(𝑥) = ∅.

Тогда 𝑔𝑥 ̸= 0, поскольку функция 𝑔 имеет ненулевое преобразование Фурье на

спектре Берлинга вектора 𝑥. С другой стороны, из включения 𝜎𝐴(𝑥) ⊆ Λ(𝑥) и

свойства 3 леммы 2.2.1 справедливо включение 𝜎𝐴(𝑔𝑥) ⊂ Λ(𝑔𝑥) ⊂ supp ̂︀𝑔∩Λ(𝑥).
Из условий на функцию 𝑔 получаем, что 𝜎𝐴(𝑔𝑥) = ∅. Согласно утверждению 2

леммы 2.4.1 получаем, что 𝑔𝑥 = 0 и 𝜆0 /∈ Λ(𝑥), что противоречит предположе­

нию. Следовательно, Λ(𝑥) = 𝜎𝐴(𝑥). Теорема доказана.

Следствием теоремы 2.5.2 в случае однородных функциональных про­

странств (удовлетворяющих определению 2.1.5) является
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Теорема 2.5.3. Пусть F = F (R, 𝑋)– однородное пространство функций. То­

гда для любой функции 𝜙 ∈ F справедливы равенства Λ(𝜙) = Λ𝐶(𝜙) = 𝜎𝐷(𝜙).

Напомним, что спектр Карлемана Λ𝐶(𝜙) функции 𝜙 ∈ F (R,C) понима­

ется в смысле определения 2.3.2, а оператор дифференцирования −𝑖 𝑑𝑑𝑡 = 𝐷 :

D(𝐷) ⊆ F → F является генератором 𝐿1(R)-модуля (F , 𝑆).
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Глава 3

Оценки элементов матриц обратных операторов

В данной главе диссертации вводятся понятия наполненности, матрицы

и ряда Фурье линейного ограниченного оператора, действующего из банахова

пространства 𝑋 в банахово пространство 𝑌 . Приведены следствия из теоре­

мы Бохнера-Филлипса о наполненности некоторых подалгебр алгебры линей­

ных ограниченных операторов. Проводится систематический анализ результа­

тов статьи А.Г. Баскакова [5] и получены теоремы, уточняющие результаты

данной статьи. Результаты о наполненности подалгебр и об оценках матрич­

ных элементов обратных операторов применяются в основной теореме третьей

главы о наполненности подалгебр алгебры операторов, порождённых интеграль­

ными операторами и действующих на пространстве функций 𝐶2𝜋(R,C).

3.1. Теорема Винера и наполненность подалгебр

Пусть 𝑙1(Z) - банахово пространство двусторонних суммируемых последо­

вательностей 𝑎 : Z → C с нормой ‖𝑎‖1 =
∑︀

𝑘∈Z |𝑎(𝑘)| <∞.

Символом 𝐶(T) будем обозначать банахово пространство комплексных

непрерывных функций, определенных на окружности T = {𝜃 ∈ C : |𝜃| = 1}.

Будем говорить, что функция 𝑓 ∈ 𝐶(T) обладает абсолютно сходящимся

рядом Фурье, если она может быть представлена в виде ряда

𝑓(𝜃) =
∑︁
𝑘∈Z

𝑎(𝑘)𝜃𝑘, 𝜃 ∈ T,

где 𝑎 ∈ 𝑙1(Z). Совокупность всех таких функций обозначим через A (𝐶(T)).

Заметим, что A (𝐶(T)) является банаховой алгеброй с поточечным умножением

и нормой

‖𝑓‖A (𝐶(T)) = ‖𝑎‖1 =
∑︁
𝑘∈Z

|𝑎(𝑘)|.
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В терминах введенных обозначений теорема Винера формулируется следу­

ющим образом.

Теорема 3.1.1. Если функция 𝑓 ∈ A (𝐶(T)) и 𝑓(𝜃) ̸= 0 для всех 𝜃 ∈ T, то

1/𝑓 ∈ A (𝐶(T)), т.е. 1/𝑓(𝜃) =
∑︀

𝑘∈Z 𝑏(𝑘)𝜃
𝑘, где 𝑏 ∈ 𝑙1(Z).

Согласно теории И.М. Гельфанда, теорему Винера можно рассматривать

на языке пар алгебр как утверждение о том, что алгебры A (𝐶(T)) и 𝐶(T)

образуют винеровскую пару [21].

Определение 3.1.1. Будем говорить, что алгебры A,B (A ⊂ B) образуют ви­

неровскую пару, если каждый элемент 𝑎 ∈ A, обратимый в алгебре B, обратим

также в алгебре A.

В данной работе будет использоваться терминология Н. Бурбаки [11] (см.

определение 1.1.7). В терминах наполненности теорема Винера принимает сле­

дующий вид.

Теорема 3.1.2. Алгебра A (𝐶(T)) наполнена в алгебре 𝐶(T).

Как будет показано в данной главе, наполненность некоторых подалгебр

полезна при изучении свойств обратных элементов из данных подалгебр.

3.2. Матрицы и ряды Фурье операторов

Пусть 𝑋, 𝑌 – бесконечномерные банаховы пространства над полем ком­

плексных чисел C. Символом Hom(𝑋, 𝑌 ) обозначим пространство линейных

ограниченных операторов, отображающих 𝑋 на 𝑌 , а символом End𝑋 =

Hom(𝑋,𝑋) обозначим банахову алгебру линейных ограниченных операторов,

действующих в пространстве 𝑋. Символом Inv(𝑋, 𝑌 ) обозначим множество

непрерывно обратимых операторов из Hom(𝑋, 𝑌 ), а группу обратимых опера­

торов из банаховой алгебры End𝑋 обозначим символом Inv𝑋 = Inv(𝑋,𝑋).

Пусть G – счетная дискретная абелева группа с аддитивной формой записи
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операции на группе, а S ⊆ G – некоторое её подмножество. Ряд следующих

определений и обозначений данного параграфа частично заимствован из статей

[5] и [4].

Определение 3.2.1. Проекторнозначную функцию 𝑃 : G → End𝑋, зада­

ющую индексированное элементами группы G множество проекторов {𝑃𝑔 =

𝑃 (𝑔)}𝑔∈G, где 𝑃𝑔 = 0 для всех 𝑔 ∈ G∖S, будем называть дизъюнктной, если для

любой пары 𝑖, 𝑗 ∈ S, 𝑖 ̸= 𝑗, выполняется равенство 𝑃𝑖𝑃𝑗 = 0.

Определение 3.2.2. Дизъюнктную проекторнозначную функцию 𝑃 : G →

End𝑋 будем называть разложением единицы на пространстве 𝑋, если для

каждого 𝑥 ∈ 𝑋 безусловно сходится ряд
∑︀

𝑔∈S 𝑃𝑔𝑥 = 𝑥 и конечна величина

𝐶(𝑃 ) = sup
{𝛼𝑔}⊂T

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦∑︁
𝑔∈S

𝛼𝑔𝑃𝑔

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ≥ 1.

Замечание 3.2.1. Как справедливо отмечено в [5], введение в пространстве 𝑋

новой эквивалентной нормы

‖𝑥‖* = sup
{𝛼𝑔}⊂T

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦∑︁
𝑔∈G

𝛼𝑔𝑃𝑔𝑥

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ , 𝑥 ∈ 𝑋,

приводит к тому, что 𝐶(𝑃 ) = 1 относительно этой нормы. Поэтому, не ограни­

чивая общности, будем считать, что 𝐶(𝑃 ) = 1.

В пространствах 𝑋 и 𝑌 рассмотрим разложения единицы 𝑃 : G → End𝑋

и 𝑄 : G → End𝑌 соответственно.

Замечание 3.2.2. Далее предполагается, что для разложений единицы 𝑃 и 𝑄

выполнено одно из следующих условий:

1) В случае, когда 𝑋 = 𝑌 и 𝑃 = 𝑄, существует такая постоянная 𝑀(𝑃 ) > 0,

что для любых 𝑔 из множества 𝐺 ⊆ S и оператора 𝐴 ∈ End𝑋 имеет место

оценка ‖
∑︀
𝑗∈𝐺

𝑃𝑗+𝑔𝐴𝑃𝑗‖ ≤𝑀(𝑃 )max
𝑗∈𝐺

‖𝑃𝑗+𝑔𝐴𝑃𝑗‖.
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2) Для любых конечных множеств 𝜎1, 𝜎2,Δ1,Δ2 ⊂ S таких, что 𝜎1 ∩ 𝜎2 = ∅,

Δ1 ∩Δ2 = ∅, имеет место равенство

‖(
∑︁
𝑖∈𝜎1

𝑄𝑖)𝐴(
∑︁
𝑗∈Δ1

𝑃𝑗) + (
∑︁
𝑖∈𝜎2

𝑄𝑖)𝐴(
∑︁
𝑗∈Δ2

𝑃𝑗)‖ =

max{‖(
∑︁
𝑖∈𝜎1

𝑄𝑖)𝐴(
∑︁
𝑗∈Δ1

𝑃𝑗)‖, ‖(
∑︁
𝑖∈𝜎2

𝑄𝑖)𝐴(
∑︁
𝑗∈Δ2

𝑃𝑗)‖}.

Определение 3.2.3. Каждому оператору 𝐴 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 ) поставим в соот­

ветствие матрицу оператора 𝒜 = (𝐴𝑖𝑗)𝑖,𝑗∈S, элементы которой имеют вид

𝐴𝑖𝑗 = 𝑄𝑖𝐴𝑃𝑗 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 ), 𝑖, 𝑗 ∈ S.

Диагональю матрицы оператора 𝐴 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 ) будем называть опера­

торы 𝒜𝑔 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 ) (с учётом замечания 3.2.6), 𝑔 ∈ G, вида

𝒜𝑔 =
∑︁
𝑖−𝑗=𝑔
𝑖,𝑗∈S

𝑄𝑖𝐴𝑃𝑗,

где 𝒜𝑔 = 0, если 𝑔 ∈ G не представима в виде 𝑖− 𝑗 для любых 𝑖, 𝑗 ∈ S.

Определение 3.2.4. Каждому оператору 𝐴 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 ) с матрицей 𝒜 =

(𝐴𝑖𝑗)𝑖,𝑗∈S поставим в соответствие функцию 𝑑𝐴 : G → R+ ∪ {0} вида

𝑑𝐴(𝑔) = sup
𝑖−𝑗=𝑔

‖𝐴𝑖𝑗‖, 𝑔 ∈ G, 𝑖, 𝑗 ∈ S. Величину 𝑑𝐴(𝑔), 𝑔 ∈ G, будем называть

нормой 𝑔-ой диагонали матрицы 𝒜 оператора 𝐴.

Замечание 3.2.3. Условия в замечании 3.2.6 гарантируют эквивалентность

операторной нормы и нормы диагонали матрицы оператора согласно определе­

нию 3.2.4.

На основе понятия нормы диагонали матрицы оператора из Hom(𝑋, 𝑌 )

введём классы операторов. Для этого введём следующие весовые функции.

Определение 3.2.5. Пусть функция 𝛼 : G → R+ удовлетворяет следующим

свойствам:

1) 𝛼(𝑔) ≥ 1 для всех 𝑔 ∈ G,
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2) 𝛼(𝑔1 + 𝑔2) ≤ 𝛼(𝑔1)𝛼(𝑔2) для всех 𝑔1, 𝑔2 ∈ G,

3) lim𝑛→∞ 𝑛−1 ln𝛼(𝑛𝑔) = 0 для всех 𝑔 ∈ G.

Определение 3.2.6. Пусть 𝛽 : G → R+ – функция, для которой выполнены

свойства

1)
∑︀

𝑔∈G 𝛽(𝑔)
−1 <∞,

2) lim𝑛→∞ 𝑛−1 ln 𝛽(𝑛𝑔) = 0,

3) существует постоянная 𝐶(𝛽) > 0 такая, что для всех 𝑔 ∈ G справедливо

неравенство
∑︀
𝑗∈G

(𝛽(𝑔 − 𝑗)𝛽(𝑗))−1 ≤ 𝐶(𝛽)/𝛽(𝑔).

Определение 3.2.7. Под характеристикой убывания норм диагоналей (мат­

рицы 𝒜) оператора 𝐴 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 ) будем понимать правило, описывающее

стремление к нулю величин 𝑑𝐴(𝑘𝑔) при 𝑘 → ∞, 𝑔 ∈ G. Выделим следующие

характеристики убывания норм диагоналей:

1)
∑︀
𝑔∈G

𝑑𝐴(𝑔) <∞;

2)
∑︀
𝑔∈G

𝑑𝐴(𝑔)𝛼(𝑔) <∞, где функция 𝛼 дана в определении 3.2.5;

3) lim
𝑘→∞
𝑔∈G

𝑑𝐴(𝑘𝑔)𝛽(𝑘𝑔) = 0, где функция 𝛽 дана в определении 3.2.6;

4) lim
𝑘→∞
Z𝑛

𝑑𝐴(𝑘)(1 + ‖𝑘‖)𝑞 = 0, для некоторого 𝑞 > 𝑛 (при этом оператор 𝐴

удовлетворяет условию 3) данного определения, если функция 𝛽 : Z𝑛 →

R+ имеет вид 𝛽(𝑘) = (1 + ‖𝑘‖)𝑞, ‖𝑘‖ = max
1≤𝑖≤𝑛

|𝑘𝑖|, 𝑘 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑛) ∈ Z𝑛);

5) 𝑑𝐴(𝑘) ≤ 𝑀𝛾‖𝑘‖, 𝑘 ∈ Z𝑛∖{0}, (G = Z) для некоторых постоянных 𝑀 =

𝑀(𝐴) > 0 и 𝛾 = 𝛾(𝐴) ∈ (0, 1);

6) 𝑑𝐴(𝑘) = 0 при |𝑘| > 1, 𝑘 ∈ Z, (трёхдиагональные);

7) 𝑑𝐴(𝑘) = 0 при 𝑘 ̸= 0, 1 либо при 𝑘 ̸= 0,−1, 𝑘 ∈ Z, (двухдиагональные).
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Замечание 3.2.4. В статье [5] на функцию 𝛽 : Z → R+ накладывается допол­

нительное требование lim
𝑛→∞

𝛽0(𝑚) = 0 где функция 𝛽0 : N → R+∪{0} определена

формулой

𝛽0(𝑚) = sup
|𝑘|≥2

∑︁
|𝑗|≤𝑚−1

𝛽(𝑘)

𝛽(𝑚𝑘 + 𝑗)
, 𝑚 ≥ 1.

В то же время, в указанной статье класс операторов, удовлетворяющих условию

3) определения 3.2.7, определяется формулой sup
𝑘∈Z

𝑑𝐴(𝑘)𝛽(𝑘) <∞.

Определение 3.2.8. Операторы, удовлетворяющие любому из условий опреде­

ления 3.2.7, образуют линейные подпространства из пространства Hom(𝑋, 𝑌 ),

которые будем обозначать Hom1(𝑋, 𝑌 ), Hom𝛼(𝑋, 𝑌 ), Hom𝛽(𝑋, 𝑌 ), Hom𝑞(𝑋, 𝑌 ),

Hom𝛾(𝑋, 𝑌 ), соответственно, для операторов, удовлетворяющих условиям 1),

2), 3), 4) и 5). Для подпространств операторов, удовлетворяющих условиям 1)

– 4) определения 3.2.7, введём следующие нормы

‖𝐴‖𝛼 =
∑︀
𝑔∈G

𝛼(𝑔)𝑑𝐴(𝑔), ‖𝐴‖𝛽 = 𝐶(𝛽) sup
𝑔∈G

𝛽(𝑔)𝑑𝐴(𝑔),

‖𝐴‖1 =
∑︀
𝑔∈G

𝑑𝐴(𝑔), ‖𝐴‖𝑞 = 𝐶(𝑞) sup
𝑘∈Z𝑛

(1 + ‖𝑘‖)𝑞𝑑𝐴(𝑘),

где 𝐴 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 ) принадлежит соответствующему подпространству. Отно­

сительно введённых норм указанные подпространства полны. Отметим, что

Hom𝛼(𝑋, 𝑌 ) = Hom1(𝑋, 𝑌 ) при 𝛼 ≡ 1, а Hom𝛽(𝑋, 𝑌 ) = Hom𝑞(𝑋, 𝑌 ) при

𝛽(𝑘) = (1 + ‖𝑘‖)𝑞, 𝑘 ∈ Z𝑛. В случае, когда 𝑋 = 𝑌 и рассматривается одно и то­

же разложение единицы 𝑃 : G → End𝑋 для областей определения и значений

операторов, то подпространства операторов, удовлетворяющих условиям 1)–5),

будем обозначать, соответственно, End1𝑋, End𝛼𝑋, End𝛽𝑋, End𝑞𝑋, End𝛾𝑋.

Замечание 3.2.5. Отметим, что каждый оператор, удовлетворяющий любому

условию из определения 3.2.7, удовлетворяет и условию 1).

Определение 3.2.9. Пусть ̂︀𝑃 : ̂︀G → End𝑋, ̂︀𝑄 : ̂︀G → End𝑌 – сильно

непрерывные изометрические представления (группы операторов), определён­

ные формулами ̂︀𝑃 (𝛾)𝑥 =
∑︀
𝑔∈S

𝛾(𝑔)𝑃𝑔𝑥, 𝑥 ∈ 𝑋, ̂︀𝑄(𝛾)𝑥 =
∑︀
𝑔∈S

𝛾(𝑔)𝑄𝑔𝑦, 𝑦 ∈ 𝑌,
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где 𝑃 , 𝑄 – разложения единицы согласно определению 3.2.2, соответственно, в

банаховых алгебрах операторов End𝑋 и End𝑌 , 𝛾 ∈ ̂︀G – унитарные характеры

группы G.

Определение 3.2.10. Каждому оператору 𝐴 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 ) поставим в соот­

ветствие сильно непрерывную функцию Φ𝐴 : ̂︀G → Hom(𝑋, 𝑌 ), определяемую

равенством

Φ𝐴(𝛾) = ̂︀𝑄(𝛾)𝐴 ̂︀𝑃 (−𝛾), 𝛾 ∈ ̂︀G.
Функции Φ𝐴 поставим в соответствие ее ряд Фурье

Φ𝐴(𝛾) ∼
∑︁
𝑔∈G

𝛾(𝑔)𝐴𝑔, 𝛾 ∈ ̂︀G,
где

𝐴𝑔 =

∫
̂︀G
Φ𝐴(𝛾)𝛾(−𝑔)𝜇(𝑑𝛾), 𝑔 ∈ G, (3.1)

а 𝜇 – мера Хаара на компактной группе ̂︀G, 𝜇(̂︀G) = 1.

Ряд
∑︀
𝑔∈G

𝐴𝑔 будем называть рядом Фурье оператора 𝐴, а операторы 𝐴𝑔,

𝑔 ∈ G, – коэффициентами Фурье этого оператора (относительно пары пред­

ставлений ( ̂︀𝑃 , ̂︀𝑄)).
Замечание 3.2.6. Функция Φ𝐴, определяемая с помощью представлений из

определения 3.2.9, а также её коэффициенты Фурье будут ограничены по опе­

раторной норме при выполнении одного из условий замечания 3.2.6.

С учётом лемм 1 из [5] и [4], замечаний 3.2.1 и 3.2.6 (аналоги предположе­

ний 2 и 3, замечания 2 из [5] и 1 из [4]) справедлива следуююща лемма.

Лемма 3.2.1 ([5], лемма 1 и [4], лемма 1.). Пусть в каждой из алгебр End𝑋,

End𝑌 , соответственно, существуют в смысле определения 3.2.2 разложения

единицы 𝑃 и 𝑄. Пусть на основе указанных разложений единицы построены

согласно определению 3.2.10 соответствующие представления ̂︀𝑃 и ̂︀𝑄. Если

выполнено любое из условий замечания 3.2.6, то каждый коэффициент Фурье



81

𝐴𝑔, 𝑔 ∈ G, оператора 𝐴 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 ) допускает представление в виде сильно

и безусловно сходящегося ряда вида

𝐴𝑔 =
∑︁
𝑖−𝑗=𝑔
𝑖,𝑗∈S

𝑄𝑖𝐴𝑃𝑗,

и справедливы утверждения:

1) в случае выполнения условия 1 замечания 3.2.6 существуют такие по­

ложительные константы 𝑀1(𝑃 ) и 𝑀2(𝑃 ), что

𝑀1(𝑃 )𝑑𝐴(𝑔) ≤ ‖𝐴𝑔‖ ≤𝑀2(𝑃 )𝑑𝐴(𝑔), 𝑔 ∈ G;

2) в случае выполнения условия 2 замечания 3.2.6 имеет место равенство

‖𝐴𝑔‖ = sup
𝑖−𝑗=𝑔,
𝑖,𝑗∈S

‖𝑄𝑖𝐴𝑃𝑗‖ = 𝑑𝐴(𝑔), 𝑔 ∈ G.

Замечание 3.2.7. C учётом замечания 1 из [5] и леммы 3.2.1 величина нормы

диагонали матрицы оператора 𝐴 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 ), требующая, согласно определе­

нию 3.2.2, существования разложений единицы, действующих на пространствах

𝑋, 𝑌 , может быть заменена нормой соответствующего коэффициента Фурье

оператора 𝐴. В этом случае для построения коэффициентов Фурье оператора

𝐴 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 ) в смысле определения 3.2.10 в виде 3.1 достаточно существо­

вания сильно непрерывных изометрических представлений ̂︀𝑃 : ̂︀G → End𝑋,̂︀𝑄 : ̂︀G → End𝑌 , либо сильно непрерывной функции Φ𝐴. Линейное подпро­

странство операторов из Hom(𝑋, 𝑌 ), обладающих относительно выбранных

представлений сильно непрерывной функцией Φ𝐴, будем обозначать символом

Hom(𝑋, 𝑌 ).

С другой стороны, отказ от разложений единицы в смысле определения

3.2.2 ограничивает применение метода получения явных оценок статьи [5]. По­

добное ограничение ведёт к необходимости использования дополнительных ре­

зультатов и теорий, например, теоремы Бохнера-Филлипса 3.3.1, как в [4], или



82

теории спектра Бёрлинга, как в [43]. Следует также учесть, что теорема Бох­

нера-Филлипса в виде 3.3.1, как результат о наполенности алгебры, может дать

только асимптотические оценки и применима только к алгебрам.

В связи с этим потребуются следующие результаты, приведённые в [5].

Лемма 3.2.2. Пусть 𝑍 – банахово пространство наряду с пространствами

𝑋 и 𝑌 , причём в 𝑍 действует сильно непрерывное изометрическое пред­

ставление ̂︀𝑈 : ̂︀G → End𝑍. Пусть 𝐴 ∈ Hom1(𝑋, 𝑌 ) и 𝐵 ∈ Hom1(𝑌, 𝑍)

(относительно пар представлений ( ̂︀𝑃 , ̂︀𝑄) и ( ̂︀𝑄, ̂︀𝑈) соответственно, тогда

𝐶 = 𝐵𝐴 ∈ Hom1(𝑋,𝑍), причём коэффициенты Фурье 𝐶𝑔, 𝑔 ∈ G, имеют вид

𝐶𝑔 =
∑︁
𝑗∈G

𝐵𝑔−𝑗𝐴𝑗,

и справедлива оценка ‖𝐶𝑔‖ ≤
∑︀
𝑗∈G

‖𝐵𝑔−𝑗‖‖𝐴𝑗‖.

Лемма 3.2.3. Если 𝐴 ∈ Hom𝛼(𝑋, 𝑌 ), 𝐵 ∈ Hom𝛼(𝑌, 𝑍) (соответственно,

𝐴 ∈ Hom𝛽(𝑋, 𝑌 ), 𝐵 ∈ Hom𝛽(𝑌, 𝑍)), то оператор 𝐶 = 𝐵𝐴 принадлежит

подпространству Hom𝛼(𝑋,𝑍), причём ‖𝐵𝐴‖𝛼 ≤ ‖𝐵‖𝛼‖𝐴‖𝛼 (соответствен­

но, ‖𝐵𝐴‖𝛽 ≤ ‖𝐵‖𝛽‖𝐴‖𝛽). В частности, End𝛼𝑋 и End𝛽𝑋 – банаховы алгебры.

Замечание 3.2.8. Расширим определение 2.2.2 на случай банахова

𝐿1(̂︀G)-модуля над рассмотренной в данном параграфе компактной абеле­

вой группой ̂︀G.

Спектром Бёрлинга вектора 𝑥 из банахова 𝐿1(̂︀G)-модуля будем называть

дополнение к подмножеству из двойственной группы G вида{︁
𝑔 ∈ G : найдётся 𝑓 ∈ 𝐿1(̂︀G) со свойством ̂︀𝑓(𝑔) ̸= 0 такая, что 𝑓𝑥 = 0

}︁
Банахово пространство операторов Hom(𝑋, 𝑌 ) наделим структурой бана­

хова модуля по формуле

𝑇 (𝑓)𝐴 = 𝑓𝐴 =

∫
̂︀G
𝑓(𝛾)𝑇 (−𝛾)𝐴𝑑𝜇(𝛾),
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где представление 𝑇 : ̂︀G → EndHom(𝑋, 𝑌 ) задано формулой 𝑇 (𝛾)𝐴 =̂︀𝑄(𝛾)𝐴 ̂︀𝑃 (−𝛾), 𝛾 ∈ ̂︀G, 𝑇 (𝛾1)𝑇 (𝛾2)𝐴 = ̂︀𝑄(𝛾1) ̂︀𝑄(𝛾2)𝐴 ̂︀𝑃 (−𝛾2) ̂︀𝑃 (−𝛾1), 𝛾1, 𝛾2 ∈ ̂︀G.

Таким образом, функция 𝑇 (·)𝐴, 𝐴 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 ), совпадёт с сильно непрерыв­

ной функцией Φ𝐴 оператора 𝐴, которой в определении 3.2.10 поставлен в со­

ответствие ряд Фурье. Учитывая пример 2.2.1 и применяя приведённое выше

определение спектра Бёрлинга, получаем, что спектром Бёрлинга оператора

𝐴 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 ) в условиях введённой модульной структуры является множе­

ство таких 𝑔 ∈ G, для которых соответствующий коэффициент Фурье операто­

ра 𝐴 отличен от нуля.

3.3. Теорема Бохнера-Филлипса

Для доказательства результатов для операторов из банаховых алгебр

End𝛼𝑋, End𝛽𝑋, в данной работе используется теорема Бохнера-Филлипса. До­

казательства данной теоремы проведено в соответствии со статьёй [4]. Обозна­

чим через F банахову алгебру с единицей. Определим два класса функций,

определенных на счетной дискретной абелевой группе G с аддитивной формой

записи групповой операции, и принимающих значения в F.

Определение 3.3.1. Символом 𝐿𝛼(G,F) обозначим банахову алгебру функций

𝑓 : G → F, суммируемых относительно меры Хаара на группе G c весом 𝛼

согласно определению 3.2.5. Норму в 𝐿𝛼(G,F) определим формулой

‖𝑓‖𝛼 =
∑︁
𝑔∈G

‖𝑓(𝑔)‖𝛼(𝑔), 𝑓 ∈ 𝐿𝛼(G,F).

Определение 3.3.2. Символом 𝑀𝛽(G,F) обозначим банахову алгебру функ­

ций 𝑓 : G → F таких, что для любого 𝜀 > 0 найдется конечное множество 𝐺1

элементов группы G такое, что 𝛽(𝑔)‖𝑓(𝑔)‖F < 𝜀 для любого 𝑔 ∈ G∖𝐺1, где 𝛽 –

весовая функция из определения 3.2.6. Норму в 𝑀𝛽(G,F) определим формулой

‖𝑓‖𝛽 = 𝐶(𝛽) sup
𝑔∈G

‖𝑓(𝑔)‖𝛽(𝑔), 𝑓 ∈𝑀𝛽(G,F).
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Роль операции умножения для введенных алгебр играет свертка. Для удоб­

ства обозначим 𝐿𝛼(𝐺) = 𝐿𝛼(𝐺,C), 𝑀𝛽(𝐺) =𝑀𝛽(𝐺,C).

Условия, накладываемые на функции 𝛼 и 𝛽, обеспечивают полупростоту

коммутативных банаховых алгебр 𝐿𝛼(G) и 𝑀𝛽(G). Спектры этих алгебр есте­

ственным образом отождествляются с компактной группой ̂︀G унитарных харак­

теров группы G. Отметим, что спектром 𝑆𝑝A произвольной банаховой алгебры

A называется компактное пространство ненулевых комплексных гомоморфиз­

мов или пространство максимальных идеалов (см. теоремы 1.1.1, 1.1.2).

Для каждой функции 𝑓 , принадлежащей одной из банаховых алгебр

𝐿𝛼(G,F) и 𝑀𝛽(G,F), через ̂︀𝑓 обозначим преобразование Фурье функции 𝑓 , то

есть ̂︀𝑓 : ̂︀G → F - функция, определенная формулой

̂︀𝑓(𝛾) =∑︁
𝑔∈G

𝑓(𝑔)𝛾(−𝑔), 𝛾 ∈ ̂︀G.
Введём следующие определения и обозначения согласно статье [4].

Определение 3.3.3. Пусть банахова алгебра B с единицей обладает следую­

щими свойствами:

1) существуют (замкнутые) коммутативная подалгебра A с единицей и по­

далгебра F из центра 𝑍(B) алгебры B такие, что векторы вида

(𝑎, 𝑓) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝑓𝑖, 𝑎 = (𝑎1, .., 𝑎𝑛) ∈ A𝑛, 𝑓 = (𝑓1, .., 𝑓𝑛) ∈ F𝑛

плотны в B;

2) ‖𝑎0𝑓0‖ = ‖𝑎0‖‖𝑓0‖ для любых 𝑎0 ∈ A, 𝑓0 ∈ F;

3) ‖
𝑛∑︀

𝑖=1

𝜒(𝑎𝑖)𝑓𝑖‖ = ‖(𝑎, 𝑓)‖ для любых 𝑎 ∈ A𝑛, 𝑓 ∈ F𝑛 и для любого комплекс­

ного гомоморфизма 𝜒 : A → C из спектра SpA банаховой алгебры A.

Гомоморфизм алгебр 𝜒̄ : B → F называется обобщенным характером ал­

гебры B, если существует гомоморфизм 𝜒 ∈ SpA такой, что 𝜒̄(𝑎𝑓) = 𝜒(𝑎)𝑓 для
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любых 𝑎 ∈ A, 𝑓 ∈ F. Совокупность всех обобщенных характеров алгебры B

обозначим символом Sp (B,F).

Перечисленным условиям 1 – 3 определения 3.3.3 удовлетворяет банахова

алгебра B, совпадающая с одной из банаховых алгебр 𝐿𝛼(G,F) или 𝑀𝛽(G,F),

где F - некоторая банахова алгебра с единицей e. В качестве алгебры A будем

рассматривать, соответственно, алгебры 𝐿𝛼(G) и 𝑀𝛽(G), отождествленные с

функциями вида 𝑓𝑒, 𝑓 ∈ B0, где B0 – соответственно, одна из алгебр 𝐿𝛼(G),

𝑀𝛽(G). Банахову алгебру F можно рассматривать как подалгебру B, если каж­

дому элементу 𝑓 ∈ F поставить в соответствие функцию 𝑓𝛿0, где 𝛿0 – единица

алгебры B0. Каждый обобщенный характер алгебры B определяется преобразо­

ванием Фурье функции из B в некоторой точке из ̂︀G.

Пусть банахова алгебра B удовлетворяет условиям 1 – 3 определения 3.3.3.

Тогда справедлива следующая теорема.

Теорема 3.3.1 (Бохнер - Филлипс, [45]). Для того, чтобы элемент 𝑏 из алгеб­

ры B имел левый(правый) обратный, необходимо и достаточно, чтобы для

каждого обобщенного характера 𝜒̄ ∈ 𝑆𝑝(B,F) элемент 𝜒̄(𝑏) ∈ F имел ле­

вый(правый) обратный в F.

Базовым для полученных в работе результатов является следующее

следвствие.

Следствие 3.3.1. Пусть B - одна из банаховых алгебр 𝐿𝛼(𝐺,F), 𝑀𝛽(𝐺,F).

Для обратимости элемента 𝑓 ∈ B необходимо и достаточно, чтобы все эле­

менты из F вида ̂︀𝑓(𝛾) =∑︁
𝑘∈𝐺

𝑓(𝑘)𝛾(−𝑘), 𝛾 ∈ ̂︀𝐺
были обратимы в алгебре F.

С помощью следствия 3.3.1 из теоремы 3.3.1 в статье [4] был доказан сле­

дующий результат.
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Теорема 3.3.2. Пусть 𝐴 ∈ End𝑋 – обратимый оператор, удовлетворяю­

щий одному из условий 1 - 4 убывания норм диагоналей из определения 3.2.7.

Тогда обратный оператор 𝐵 = 𝐴−1 ∈ End𝑋 также удовлетворяет соот­

ветствующему условию убывания норм диагоналей. Иначе говоря, алгебры

End1𝑋,End𝛼𝑋,End𝛽𝑋,End𝑞𝑋 наполнены в алгебре End𝑋.

3.4. Оценки элементов матриц и рядов Фурье обратных

операторов

С помощью введенной терминологии и методов теории голоморфных функ­

ций возможно получить оценки норм диагоналей обратных операторов в случае

обратимых операторов из Hom(𝑋, 𝑌 ), удовлетворяющих одному из условий 5

- 7 убывания норм диагоналей из определения 3.2.7. Отметим, что существова­

ние разложений единицы в пространствах 𝑋 и 𝑌 в смысле определения 3.2.2

не требуется. При этом G = Z, а ̂︀G = T.

Теорема 3.4.1. Пусть для непрерывно обратимого оператора 𝐴 ∈ Hom(𝑋, 𝑌 )

относительно некоторой пары представлений ( ̂︀𝑃 , ̂︀𝑄) имеет две ненулевые

диагонали (нулевая и первая), т.е. функция Φ𝐴 : T → Hom(𝑋, 𝑌 ) имеет вид

Φ𝐴(𝜃) = 𝐴0 + 𝐴1𝜃, 𝜃 ∈ T. (3.2)

Обозначим 𝑎1 = ‖𝐴−1‖𝑑𝐴(1). Тогда для коэффициентов Фурье оператора 𝐵 =

𝐴−1 справедливы следующие оценки:

𝑑𝐵(𝑘) ≤

⎧⎨⎩
‖𝐴−1‖
𝑎1+1 (𝑘 + 1)

(︀
1 + 1

𝑘

)︀𝑘 (︁ 𝑎1
𝑎1+1

)︁𝑘
≤ 𝑒‖𝐴−1‖

𝑎1+1 (𝑘 + 1)
(︁

𝑎1
𝑎1+1

)︁𝑘
, 𝑘 ≥ 𝑎1

‖𝐴−1‖, 0 < 𝑘 < 𝑎1;

(3.3)
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𝑑𝐵(−𝑘) ≤

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
‖𝐴−1‖
𝑎1

𝑘
(︀
1 + 1

𝑘−1

)︀𝑘−1
(︁
𝑎1−1
𝑎1

)︁𝑘−1

≤ 𝑒‖𝐴−1‖
𝑎1

𝑘
(︁
𝑎1−1
𝑎1

)︁𝑘−1

, 1 < 𝑎1 < 𝑘

‖𝐴−1‖, 1 < 𝑘 < 𝑎1

0, 𝑎1 ≤ 1 < 𝑘;

(3.4)

𝑑𝐵(−1) ≤

⎧⎨⎩ ‖𝐴−1‖, 𝑎1 ≥ 1

0, 𝑎1 < 1;

𝑑𝐵(0) ≤ ‖𝐴−1‖.

При этом

‖𝐵‖1 ≤

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(2𝑎1 + 1)‖𝐴−1‖+ 2𝑒‖𝐴−1‖
(︂
(𝑎1 + 1)

(︁
𝑎1

𝑎1+1

)︁𝑎1
+ 𝑎1

(︁
𝑎1−1
𝑎1

)︁𝑎1−1
)︂
,

если 𝑎1 > 1;

(2𝑒+ 3)‖𝐴−1‖,

если 𝑎1 = 1;

𝑒‖𝐴−1‖𝑎1(𝑎1+2)
𝑎1+1 + ‖𝐴−1‖,

если 𝑎1 < 1.

(3.5)

Доказательство. Функция Φ𝐴 в виде (3.2) совпадает со своим рядом Фу­

рье и допускает голоморфное расширение на всю комплексную плоскость C.

Будем обозначать это расширение тем же символом Φ𝐴 : C → Hom𝑐(𝑋, 𝑌 ).

Кроме того, для каждого 𝜃 ∈ T оператор Φ𝐴(𝜃) обратим и его обратный имеет

вид

(Φ𝐴(𝜃))
−1 = 𝑃 (𝜃)𝐵𝑄(𝜃−1) = Φ𝐵(𝜃).

Воспользуемся свойством устойчивости обратимости операторов при ма­

лых возмущениях и найдем кольцо 𝐾(𝛾1, 𝛾2) = {𝑧 ∈ C : 𝛾1 < |𝑧| < 𝛾2}, в

котором оператор Φ𝐴(𝑧) непрерывно обратим. Для этого запишем 𝑧 ∈ C в виде

𝑧 = |𝑧|𝜃 = 𝑡𝜃, где 𝜃 ∈ T, a 𝑡 > 0, и оценим величину

‖Φ𝐴(𝑧)− Φ𝐴(𝜃)‖ ≤ 𝑑𝐴(1)|𝑧 − 𝜃| = 𝑑𝐴(1)|𝑡− 1| = 𝜙𝐴(𝑡).
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Из соотношений

Φ𝐴(𝑧) = Φ𝐴(𝜃) + (Φ𝐴(𝑧)− Φ𝐴(𝜃)) =

= Φ𝐴(𝜃)
(︀
𝐼 − Φ𝐴(𝜃)

−1(Φ𝐴(𝑧)− Φ𝐴(𝜃)
)︀

вытекает, что оператор Φ𝐴(𝑧) ∈ Hom𝑐(𝑋, 𝑌 ) обратим, если для числа 𝑡 = |𝑧|

выполнено условие

‖Φ𝐴(𝜃)
−1‖‖Φ𝐴(𝑧)− Φ𝐴(𝜃)‖ ≤ ‖𝐴−1‖𝜙𝐴(𝑡) < 1. (3.6)

Условие (3.6) выполнено при 𝑡 ∈ (min{0, 𝑎1−1
𝑎1

}, 𝑎1+1
𝑎1

), где 𝑎1 = ‖𝐴−1‖𝑑𝐴(1).

При этом будет справедлива оценка

‖Φ𝐵(𝑧)‖ ≤ ‖𝐴−1‖
1− ‖𝐴−1‖𝜙𝐴(𝑡)

,

где 𝑧 = 𝑡𝜃, 𝜃 ∈ T, 𝑡 ∈
(︁
min

{︁
0, 𝑎1−1

𝑎1

}︁
, 𝑎1+1

𝑎1

)︁
. Заметим, что из голоморфности

функции Φ𝐴 и соотношения

Φ𝐵(𝑧 +Δ𝑧)− Φ𝐵(𝑧)

Δ𝑧
=

Φ−1
𝐴 (𝑧 +Δ𝑧)− Φ−1

𝐴 (𝑧)

Δ𝑧
=

= Φ𝐵(𝑧)Φ𝐵(𝑧 +Δ𝑧)
Φ𝐴(𝑧 +Δ𝑧)− Φ𝐴(𝑧)

Δ𝑧
,

𝑧, (𝑧 +Δ𝑧) ∈ 𝐾

(︂
min

{︂
0,
𝑎1 − 1

𝑎1

}︂
,
𝑎1 + 1

𝑎1

)︂
,

следует голоморфность функции Φ𝐵 в кольце 𝐾
(︁
min

{︁
0, 𝑎1−1

𝑎1

}︁
, 𝑎1+1

𝑎1

)︁
, и для

нее определены коэффициенты Фурье. Из принципа максимума модуля для го­

ломорфных функций получим следующие оценки норм коэффициентов Фурье

функции Φ𝐵

𝑑𝐵(𝑘) ≤ sup
𝜃∈T

‖Φ𝐵(𝑡𝜃)‖𝑡−𝑘, 𝑘 ∈ Z.

Таким образом, при 𝑡 ≥ 1 имеет смысл оценивать диагонали 𝑑𝐵(𝑘) при 𝑘 ∈ N

следующим образом

𝑑𝐵(𝑘) ≤
‖𝐴−1‖𝑡−𝑘

1− 𝑎1(𝑡− 1)
= 𝜓1(𝑡).
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Найдем точку 𝑡 ≥ 1, в которой функция 𝜓1 достигает своего минимума.

Производная данной функции имеет вид

𝜓′
1(𝑡) = ‖𝐴−1‖−𝑘𝑡

−𝑘−1(1 + 𝑎1 − 𝑎1𝑡) + 𝑎1𝑡
−𝑘

(1 + 𝑎1 − 𝑎1𝑡)2
=

= ‖𝐴−1‖𝑡−𝑘−1 (𝑘 + 1)𝑎1𝑡− 𝑘(𝑎1 + 1)

(1 + 𝑎1 − 𝑎1𝑡)2
, 𝑡 ∈ R.

Такой точкой является точка 𝑡1 =
𝑘(𝑎1+1)
(𝑘+1)𝑎1

при 𝑘 ≥ 𝑎1. Поэтому

𝑑𝐵(𝑘) ≤ 𝜓1(𝑡1) =
‖𝐴−1‖
𝑎1 + 1

(𝑘 + 1)

(︂
1 +

1

𝑘

)︂𝑘 (︂
𝑎1

𝑎1 + 1

)︂𝑘

, 𝑘 ≥ 𝑎1.

Таким образом, при 𝑘 ≥ 𝑎1, 𝑘 ∈ N,

𝑑𝐵(𝑘) ≤
‖𝐴−1‖
𝑎1 + 1

(𝑘 + 1)

(︂
1 +

1

𝑘

)︂𝑘 (︂
𝑎1

𝑎1 + 1

)︂𝑘

≤

≤ 𝑒‖𝐴−1‖
𝑎1 + 1

(𝑘 + 1)

(︂
𝑎1

𝑎1 + 1

)︂𝑘

.

Поскольку min
𝑡∈[1,∞)

𝜓1(𝑡) = 𝜓1(1) = ‖𝐴−1‖, при 𝑘 < 𝑎1, 𝑘 ∈ N, получаем, что

𝑑𝐵(𝑘) ≤ ‖𝐴−1‖, 𝑘 < 𝑎1, 𝑘 ∈ N.

Аналогично получим оценки для 𝑑𝐵(−𝑘), 𝑘 ∈ N.

𝑑𝐵(−𝑘) ≤
‖𝐴−1‖𝑡𝑘

1− 𝑎1(1− 𝑡)
= 𝜓2(𝑡), 𝑡 ∈ (0; 1].

Найдем точку 𝑡 ∈ (0; 1], в которой функция 𝜓2 достигает своего минимума.

Производная данной функции имеет вид

𝜓′
2(𝑡) = ‖𝐴−1‖𝑡𝑘−1 (𝑘 − 1)𝑎1𝑡− 𝑘(𝑎1 − 1)

(1− 𝑎1 + 𝑎1𝑡)2
, 𝑡 ∈ R.

Такой точкой является точка 𝑡2 =
𝑘(𝑎1−1)
(𝑘−1)𝑎1

при 𝑘 ≥ 𝑎1. При 𝑎1 ≥ 1 справед­

ливы оценки

𝑑𝐵(−1) ≤ ‖𝐴−1‖,
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𝑑𝐵(−𝑘) ≤
‖𝐴−1‖𝑘
𝑎1

(︂
1 +

1

𝑘 − 1

)︂𝑘−1(︂
𝑎1 − 1

𝑎1

)︂𝑘−1

≤

≤ 𝑒‖𝐴−1‖𝑘
𝑎1

(︂
𝑎1 − 1

𝑎1

)︂𝑘−1

, 𝑘 > 1, 𝑘 ∈ N.

При 𝑎1 < 1 𝑑𝐵(−𝑘) = 0 для всех 𝑘 ∈ N.

Выберем натуральное число 𝑘0 таким образом, что

𝑘0 − 1 ≤ 𝑎1 < 𝑘0, (3.7)

рассмотрим функцию 𝜉 : R → R вида

𝜉(𝛼) =
∞∑︁

𝑘=𝑘0

𝛼𝑘+1, 𝛼 ∈ R, 0 < 𝛼 < 1, 𝑘0 ≥ 1, (3.8)

и найдем ее производную. Поскольку 0 < 𝛼 < 1, ряд в (3.8) образует бесконечно

убывающую геометрическую прогрессию со знаменателем 𝛼. Поэтому

𝜉(𝛼) =
∞∑︁

𝑘=𝑘0

𝛼𝑘+1 =
𝛼𝑘0+1

1− 𝛼
, 𝛼 ∈ (0, 1).

Продифференцируем ряд в (3.8) почленно

𝜉′(𝛼) =
∞∑︁

𝑘=𝑘0

(𝑘 + 1)𝛼𝑘, 𝛼 ∈ (0, 1).

С другой стороны, производная функции 𝜉 имеет вид

𝜉′(𝛼) =
𝛼𝑘0(𝑘0 + 1− 𝑘0𝛼)

(1− 𝛼)2
, 𝛼 ∈ (0, 1).

Таким образом, приходим к соотношению
∞∑︁

𝑘=𝑘0

(𝑘 + 1)𝛼𝑘 =
𝛼𝑘0(𝑘0 + 1− 𝑘0𝛼)

(1− 𝛼)2
, 𝛼 ∈ (0, 1).

Подставляя в последнюю формулу 𝛼 = 𝑎1
𝑎1+1 , получаем, что

∞∑︁
𝑘=𝑘0

(𝑘 + 1)

(︂
𝑎1

𝑎1 + 1

)︂𝑘

= (𝑎1 + 1)2
(︂
1 +

𝑘0
𝑎1 + 1

)︂(︂
𝑎1

𝑎1 + 1

)︂𝑘0

,
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откуда, с учетом (3.7), следует оценка

∞∑︁
𝑘=𝑘0

(𝑘 + 1)

(︂
𝑎1

𝑎1 + 1

)︂𝑘

≤ 2(𝑎1 + 1)2
(︂

𝑎1
𝑎1 + 1

)︂𝑎1

.

Просуммируем 𝑑𝐵(𝑘) с положительными индексами и, используя вышеизложен­

ные рассуждения, запишем оценку для суммы

∑︁
𝑘∈N

𝑑𝐵(𝑘) ≤ (𝑘0 − 1)‖𝐴−1‖+ 𝑒‖𝐴−1‖(𝑘0 + 𝑎1 + 1)

(︂
𝑎1

𝑎1 + 1

)︂𝑘0

≤

≤ ‖𝐴−1‖
(︂
𝑎1 + 2𝑒(𝑎1 + 1)

(︂
𝑎1

𝑎1 + 1

)︂𝑎1)︂
. (3.9)

Далее получим оценку для
∑︀
𝑘∈N

𝑑𝐵(−𝑘).

Вначале рассмотрим случай, когда 𝑎1 > 1. В этом случае

𝑑𝐵(−𝑘) ≤
𝑒‖𝐴−1‖𝑘

𝑎1

(︂
𝑎1 − 1

𝑎1

)︂𝑘−1

, 𝑘 > 1, 𝑘 ∈ N. (3.4)

Рассматривая функцию 𝜉, определяемую формулой (3.8), подставив вместо

𝑘0 число 𝑘0 − 1 и находя ее производную в точке 𝛼 = 𝑎1−1
𝑎1
, получаем оценки

∑︁
𝑘∈N

𝑑𝐵(−𝑘) ≤ (𝑘0 − 1)‖𝐴−1‖+ 𝑒‖𝐴−1‖(𝑘0 + 𝑎1 − 1)

(︂
𝑎1 − 1

𝑎1

)︂𝑘0−1

, 𝑎1 > 1.

С учетом (3.7), получим следующие оценки

∑︁
𝑘∈N

𝑑𝐵(−𝑘) ≤ 𝑎1‖𝐴−1‖+ 2𝑒‖𝐴−1‖𝑎1
(︂
𝑎1 − 1

𝑎1

)︂𝑎1−1

, 𝑎1 > 1;

∑︁
𝑘∈N

𝑑𝐵(−𝑘) ≤ ‖𝐴−1‖ при 𝑎1 = 1; (3.10)

∑︁
𝑘∈N

𝑑𝐵(−𝑘) = 0 при 𝑎1 < 1.

Из формул (3.9) и (3.10) для ‖𝐵‖1 следуют оценки (3.5). Теорема доказана.

Замечание 3.4.1. Полученные оценки уточняют результаты, полученные в

теореме 3 статьи А.Г. Баскакова [5].
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Качественным результатом данной теоремы является отражение свойства

сохранения одностороннего расположения диагоналей обратного оператора при

малых значениях величины 𝑎1. Данное свойство может быть использовано при

исследовании структуры обратных операторов с помощью представлений опе­

раторов.

Замечание 3.4.2. В терминах представлений ̂︀𝑃 и ̂︀𝑄 (без использования систем

проекторов (𝑃𝑗), (𝑄𝑗)) возможно доказательство теорем 2-3 из [5].

3.5. О наполненности некоторых алгебр операторов

Из группы вещественных чисел R выделим подгруппу 2𝜋Z – чисел, крат­

ных 2𝜋 и порождённых всеми целыми числами. Не ограничивая общности, мож­

но также считать, что вместо 2𝜋 взято любое число из R+. Рассмотрим фактор­

группу вращений окружности (также, группу одномерного тора) T = R/2𝜋Z.

Обозначим символом 𝑝 проекцию группы R на группу T, которая каждому

𝑡 ∈ R ставит в соответствие класс 𝑡+ 2𝜋Z. Роль такой проекции может играть

отображение 𝑝 : 𝑡 ↦→ 𝑒𝑖𝑡, 𝑡 ∈ R.

Подобные рассуждения позволяют каждой 2𝜋-периодической функции (на­

пример, 2𝜋-периодическому представлению группы R) взаимно-однозначно со­

отнести функцию на группе T с помощью формулы 𝑓 = 𝑔 ∘ 𝑝 (например, пред­

ставление группы T). В связи с этим рассматриваемые в данном параграфе

объекты гармонично встраиваются в общую теорию матриц и рядов Фурье опе­

раторов.

Пусть 𝐿1
2𝜋 = 𝐿1

2𝜋(R,C) – банахова алгебра измеримых 2𝜋-периодических,

интегрируемых на отрезке длины 2𝜋 функций 𝑓 : R → C с нормой ‖𝑓‖1, 2𝜋 =

1
2𝜋

2𝜋∫
0

|𝑓(𝑡)|𝑑𝑡. В качестве операции умножения возьмем свертку (𝑓 * 𝑔)(𝑡) =

1
2𝜋

2𝜋∫
0

𝑓(𝑠)𝑔(𝑡 − 𝑠)𝑑𝑠, для всех 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1
2𝜋(R,C). Обозначим символом 𝐶2𝜋(R,C)

банахово пространство непрерывных функций периода 2𝜋 с нормой ‖𝑥‖𝐶2𝜋
=
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max
𝑡∈[0,2𝜋]

|𝑥(𝑡)|.

Определение 3.5.1. Символом Gio𝐶2𝜋(R,C) обозначим подпространство опе­

раторов 𝐴 ∈ End𝐶2𝜋(R,C) вида

𝐴 = 𝑎𝐼 +𝐾, 𝑎 ∈ C∖{0}, (3.11)

где 𝐾 - интегральный оператор, действующий в банаховом пространстве

𝐶2𝜋(R,C) вида

(𝐾𝑥)(𝜏) =

2𝜋∫
0

𝒦(𝜏, 𝑢)𝑥(𝑢)𝑑𝑢,

с ядром 𝒦 : R× R → C, которое обладает следующими свойствами:

1) 𝒦(𝜏 + 2𝜋, 𝑢+ 2𝜋) = 𝒦(𝜏, 𝑢) для всех 𝜏, 𝑢 ∈ R;

2) 𝜅(𝜏) ∈ 𝐿1
2𝜋(R,C) для всех 𝜏 ∈ R, где (𝜅(𝜏)) (𝑢) = 𝒦(𝜏, 𝑢), 𝑢 ∈ R;

3) 𝜅 ∈ 𝐶2𝜋(R, 𝐿1
2𝜋(R,C)) (функция 𝜅 непрерывна по норме пространства

𝐿1
2𝜋(R,C)).

Замечание 3.5.1. Рассматриваемый оператор 𝐾 определен корректно, т.е.

𝐾𝑥 ∈ 𝐶2𝜋(R,C) для любого 𝑥 ∈ 𝐶2𝜋(R,C). Подпространство Gio𝐶2𝜋(R,C) яв­

ляется банаховой подалгеброй в алгебре End𝐶2𝜋(R,C).

В качестве изометрического представления группы R в пространстве

𝐶2𝜋(R,C) возьмём группу сдвигов 𝑆 : R → End𝐶2𝜋(R,C), определенную фор­

мулой (𝑆(𝑡)𝑥)(𝜏) = 𝑥(𝜏 + 𝑡), 𝑡, 𝜏 ∈ R. В этом случае функция Φ𝐾 : R →

End𝐶2𝜋(R,C), определённая формулой Φ𝐾(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝐾𝑆(−𝑡), имеет вид

(Φ𝐾(𝑡)𝑥)(𝜏) =

2𝜋∫
0

𝒦(𝜏 + 𝑡, 𝑣 + 𝑡)𝑥(𝑣)𝑑𝑣, 𝑥 ∈ 𝐶2𝜋(R,C). (3.12)

Коэффициенты Фурье оператора 𝐾 из определения 3.5.1 имеют вид:

(𝐾𝑛𝑥) (𝜏) =

2𝜋∫
0

𝒦𝑛(𝜏, 𝑣)𝑥(𝑣)𝑒
𝑖𝑛𝑣𝑑𝑣,
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где

𝒦𝑛(𝜏, 𝑣) =
1

2𝜋

2𝜋∫
0

𝒦(𝜏 + 𝑡, 𝑣 + 𝑡)𝑒−𝑖𝑛(𝑡+𝑣)𝑑𝑡.

Коэффициенты Фурье оператора 𝐴 совпадают с коэффициентами оператора 𝐾

за исключением нулевого коэффициента, имеющего вид 𝐴0 = 𝑎𝐼 +𝐾0.

Используя замену переменных в формуле 𝒦𝑛 получаем, что 𝒦𝑛(𝜏 + 𝑢, 𝑣 +

𝑢) = 𝒦𝑛(𝜏, 𝑣) для всех 𝑢, 𝜏, 𝑣 ∈ R, откуда следует, что 𝒦𝑛(𝜏, 𝑣) = 𝒦𝑛(𝜏 − 𝑣, 0) =

𝒦0
𝑛(𝜏 − 𝑣), то есть функция 𝒦𝑛 зависит, в действительности, от разности аргу­

ментов.

Определение 3.5.2. Пусть оператор 𝐴 ∈ Gio𝐶2𝜋(R,C) удовлетворяет одному

из условий 1)–7) убывания норм диагоналей из определения 3.2.7. Для совокуп­

ностей операторов из Gio𝐶2𝜋(R,C), удовлетворяющих таким условиям, введём

обозначения по аналогии с определением 3.2.8 о подпространствах операторов

абстрактного пространства Hom(𝑋, 𝑌 ). То есть, будем пользоваться символами

Gio1𝐶2𝜋(R,C), Gio𝛼𝐶2𝜋(R,C), Gio𝛽𝐶2𝜋(R,C), Gio𝑞𝐶2𝜋(R,C), Gio𝛾𝐶2𝜋(R,C) для

операторов, удовлетворяющих, соответственно, условиям 1)–5).

Отметим, что совокупности операторов из определения 3.5.2 являются по­

далгебрами банаховой алгебры Gio𝐶2𝜋(R,C).

Лемма 3.5.1. Рассматриваемый оператор 𝐾 ∈ End𝐶2𝜋(R,C) компактен.

Доказательство. Докажем данное утверждение с помощью теоремы Арце­

ла, то есть покажем, что оператор 𝐾 отображает единичный шар 𝐵(0, 1) ⊂

End𝐶2𝜋(R,C) в равномерно ограниченное и равностепенно непрерывное мно­

жество. В силу оценки

‖𝐾𝑥‖ = max
𝑡∈[0,2𝜋]

|
2𝜋∫
0

𝒦(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠| ≤ max
𝑡∈[0,2𝜋]

‖𝜅(𝑡)‖1, 2𝜋 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

для всех 𝑥 ∈ 𝐵(0, 1), где (𝜅(𝑡))(𝑠) = 𝒦(𝑡, 𝑠), 𝑡, 𝑠 ∈ R, получаем, что множество
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𝐾𝐵(0, 1) равномерно ограниченно. Для всех 𝑥 ∈ 𝐵(0, 1) из соотношения

| (𝐾𝑥) (𝑡)− (𝐾𝑥) (𝑡+ 𝜏)| = |
2𝜋∫
0

𝒦(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠−
2𝜋∫
0

𝒦(𝑡+ 𝜏, 𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠| ≤

≤ ‖𝑥‖𝐶2𝜋

2𝜋∫
0

|𝒦(𝑡, 𝑠)−𝒦(𝑡+ 𝜏, 𝑠)|𝑑𝑠 ≤ ‖𝜅(𝑡)− 𝜅(𝑡+ 𝜏)‖1, 2𝜋,

а также из того, что 𝜅 ∈ 𝐶2𝜋(R, 𝐿1
2𝜋(R,C)), следует, что множество 𝐾𝐵(0, 1)

является равностепенно непрерывным. Лемма доказана.

Лемма 3.5.2. Рассмотрим в пространстве 𝐿1
2𝜋 оператор сдвига 𝑆 : R →

End𝐿1
2𝜋(R,C). Совокупность функций {𝑆(𝜏)(𝒦(𝑡, 𝑠)) = 𝒦(𝑡, 𝜏 + 𝑠), 𝜏, 𝑡, 𝑠 ∈ R}

равностепенно непрерывна по норме пространства 𝐿1
2𝜋(R,C) относительно

переменной 𝜏 ∈ R.

Доказательство. Для доказательства данного факта достаточно показать рав­

ностепенную непрерывность при 𝜏 = 0. Зафиксируем 𝜀 > 0. Сначала докажем,

что семейство функций {𝜅(𝑡), 𝑡 ∈ R} = {𝒦(𝑡, ·), 𝑡 ∈ R} является предком­

пактным множеством в 𝐿1
2𝜋(R,C). Поскольку функция 𝜅 непрерывна по норме

пространства 𝐿1
2𝜋(R,C), и периодична, то она равномерно непрерывна по нор­

ме пространства 𝐿1
2𝜋(R,C), в силу чего выберем 𝛿1 > 0 так, чтобы при всех

𝑡1, 𝑡2 ∈ R из того, что |𝑡1 − 𝑡2| < 𝛿1, всегда следовало, что

‖𝜅(𝑡1)− 𝜅(𝑡2)‖1, 2𝜋 <
𝜀

3
.

В силу периодичности функции 𝜅 с помощью разбиения {𝑡𝑘}𝑛𝑘=0 отрезка

[0, 2𝜋] с диаметром 𝛿1 можно построить конечную 𝜀/3-сеть {𝜅(𝑡𝑘)}𝑛𝑘=0 для мно­

жества функций {𝜅(𝑡), 𝑡 ∈ R} ⊂ 𝐿1
2𝜋(R,C).

Поскольку множество непрерывных функций плотно в 𝐿1
2𝜋 [17,

гл. VII,§ 1.2,теорема 2], для каждой функции 𝑓 ∈ 𝐿1
2𝜋(R,C) можно подобрать

последовательность непрерывных периодических функций {𝑓𝑚} ⊂ 𝐶2𝜋(R,C),

такую, что ‖𝑓 − 𝑓𝑚‖1, 2𝜋 → 0 при 𝑚 → ∞. Для величины 𝜀/9 выберем такое
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𝑚0 = 𝑚0(𝜀/9, 𝑓), что для всех 𝑚 > 𝑚0 ‖𝑓 − 𝑓𝑚‖1, 2𝜋 ≤ 𝜀/9. В силу равномерной

непрерывности периодической функции 𝑓𝑚0
выберем такое 𝛿 = 𝛿(𝜀/9, 𝑓𝑚0

) > 0,

что для всех 𝜏 ∈ R, |𝜏 | < 𝛿, справедливо, что ‖𝑓𝑚0
− 𝑆(𝜏)𝑓𝑚0

‖1, 2𝜋 ≤ 𝜀/9. Та­

ким образом, для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐿1
2𝜋(R,C) и произвольного числа

𝜏 ∈ R, |𝜏 | < 𝛿, из соотношения

‖𝑓 − 𝑆(𝜏)𝑓‖1, 2𝜋 ≤ ‖𝑓 − 𝑓𝑚0
‖1, 2𝜋 + ‖𝑓𝑚0

− 𝑆(𝜏)𝑓𝑚0
‖1, 2𝜋 + ‖𝑆(𝜏)𝑓𝑚0

− 𝑆(𝜏)𝑓‖1, 2𝜋

следует, что ‖𝑓 − 𝑆(𝜏)𝑓‖1, 2𝜋 ≤ 𝜀/3.

Теперь для каждой функции из указанной выше конечной 𝜀/3-сети

{𝜅(𝑡𝑘)}𝑛𝑘=0 найдем указанным выше образом величины и функции

𝑚0(𝜀/9, 𝜅(𝑡𝑘)), 𝑓𝑚0(𝜀/9,𝜅(𝑡𝑘)), 𝛿(𝜀/6, 𝑓𝑚0(𝜀/9,𝜅(𝑡𝑘))) и выберем

𝛿2 = min
0≤𝑘≤𝑛

{𝛿(𝜀/9, 𝑓𝑚0(𝜀/9,𝜅(𝑡𝑘)))} > 0.

При этом из условия |𝜏 | < 𝛿2 для всех 𝑘 = 0, 𝑛 будет следовать, что ‖𝜅(𝑡𝑘) −

𝑆(𝜏)𝜅(𝑡𝑘)‖ ≤ 𝜀/3.

Фиксируем произвольное 𝑡 ∈ [0, 2𝜋], выберем соответствующее 𝑡𝑘0 ∈

{𝑡𝑘}𝑛𝑘=0 такое, что ‖𝜅(𝑡) − 𝜅(𝑡𝑘)‖1, 2𝜋 < 𝜀/3, возьмем также 𝛿3 = min{𝛿1, 𝛿2}

и |𝜏 | < 𝛿3. Из соотношения

‖𝜅(𝑡)− 𝑆(𝜏)𝜅(𝑡)‖1, 2𝜋 ≤

≤ ‖𝜅(𝑡)− 𝜅(𝑡𝑘)‖1, 2𝜋 + ‖𝜅(𝑡𝑘)− 𝑆(𝜏)𝜅(𝑡𝑘)‖1, 2𝜋 + ‖𝑆(𝜏)𝜅(𝑡𝑘)− 𝑆(𝜏)𝜅(𝑡)‖1, 2𝜋

для произвольного 𝑡 ∈ [0, 2𝜋] и произвольного |𝜏 | < 𝛿3 получим, что

‖𝜅(𝑡)− 𝑆(𝜏)𝜅(𝑡)‖1, 2𝜋 < 𝜀.

Лемма доказана.

Лемма 3.5.3. Для рассматриваемого оператора 𝐾 ∈ End𝐶2𝜋(R,C) функция

Φ𝐾 непрерывна в равномерной операторной топологии.
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Доказательство. Для доказательства данного факта достаточно проверить

непрерывность в нуле. Фиксируем произвольное 𝜀 > 0. Справедливо соотноше­

ние

‖Φ𝐾(𝑡)− Φ𝐾(0)‖ = ‖𝑆(𝑡)𝐾𝑆(−𝑡)−𝐾‖ =

= sup
‖𝑥‖≤1

‖(𝑆(𝑡)𝐾𝑆(−𝑡)−𝐾)𝑥‖ = sup
‖𝑥‖≤1

max
𝜏∈[0,2𝜋]

‖
2𝜋∫
0

(𝒦(𝜏+𝑡, 𝑣+𝑡)−𝒦(𝜏, 𝑣))𝑥(𝑣)𝑑𝑣‖ ≤

≤ max
𝜏∈[0,2𝜋]

2𝜋∫
0

|𝒦(𝜏+𝑡, 𝑣+𝑡)−𝒦(𝜏, 𝑣)|𝑑𝑣 =

2𝜋∫
0

|𝒦(𝜏+𝑡, 𝑣+𝑡)±𝒦(𝜏+𝑡, 𝑣)−𝒦(𝜏, 𝑣)|𝑑𝑣 ≤

≤
2𝜋∫
0

|𝒦(𝜏 + 𝑡, 𝑣)−𝒦(𝜏, 𝑣)|𝑑𝑣 +
2𝜋∫
0

|𝒦(𝜏 + 𝑡, 𝑣 + 𝑡)−𝒦(𝜏 + 𝑡, 𝑣)|𝑑𝑣.

В силу свойства 3 ядра оператора 𝐾, можно подобрать такое 𝛿1 > 0, что

при |𝑡| < 𝛿1 первое слагаемое в правой части выражения выше будет меньше,

чем 𝜀/2. В силу леммы 3.5.2 можно выбрать величину 𝛿2 > 0 такую, что для

всех 𝑡, |𝑡| < 𝛿2 второе слагаемое будет меньшим 𝜀/2.

Выберем 𝛿 = min{𝛿1, 𝛿2}, тогда для всех 𝑡, |𝑡| < 𝛿, будет справедливо

‖Φ𝐾(𝑡)− Φ𝐾(0)‖ < 𝜀.

т.е. функция Φ𝐾 непрерывна в равномерной операторной топологии. Лемма

доказана.

Определение 3.5.3. Пусть функции 𝑒𝑛 ∈ 𝐶2𝜋(R,C), 𝑛 ∈ Z, определены фор­

мулой 𝑒𝑛(𝑡) = 𝑒𝑖𝑛𝑡, 𝑡 ∈ R. Символом 𝐸𝑛 ∈ End𝐶2𝜋(R,C), 𝑛 ∈ Z, обозначим

оператор (поточечного) умножения на экспоненту : 𝐸𝑛𝑥 = 𝑒𝑛𝑥, 𝑛 ∈ Z, 𝑡 ∈ R.

Лемма 3.5.4. Пусть 𝐴𝑛 – коэффициенты Фурье некоторого оператора 𝐴 ∈

End𝐶2𝜋(R) с непрерывной в равномерной операторной топологии функцией

Φ𝐴(𝑡), тогда операторы 𝐴𝑛𝐸−𝑛 перестановочны со сдвигом при всех 𝑛 ∈ Z.
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Доказательство. Покажем, что 𝑆(𝜔)𝐴𝑛𝑆(−𝜔) = 𝑒𝑖𝑛𝜔𝐴𝑛 при всех 𝜔 ∈ R и для

любого 𝑛 ∈ Z. Рассмотрим произвольное 𝜔 ∈ R.

𝑆(𝜔)𝐴𝑛𝑆(−𝜔) =
1

2𝜋

2𝜋∫
0

𝑆(𝜔)𝑆(𝑡)𝐴𝑆(−𝑡)𝑆(−𝜔)𝑒−𝑖𝑛𝑡𝑑𝑡 =

=
𝑒𝑖𝑛𝜔

2𝜋

2𝜋∫
0

𝑆(𝜔 + 𝑡)𝐴𝑆(−𝑡− 𝜔)𝑒−𝑖𝑛(𝑡+𝜔)𝑑𝑡 =
𝑒𝑖𝑛𝜔

2𝜋

2𝜋∫
0

𝑆(𝑡)𝐴𝑆(−𝑡)𝑒−𝑖𝑛𝑡𝑑𝑡 = 𝑒𝑖𝑛𝜔𝐴𝑛.

Тогда

𝑆(𝑡)𝐴𝑛𝐸−𝑛𝑆(−𝑡) =

= 𝑆(𝑡)𝐴𝑛𝑆(−𝑡)(𝑆(𝑡)𝐸−𝑛𝑆(−𝑡)) = 𝑆(𝑡)𝐴𝑛𝑆(−𝑡)𝑒−𝑖𝑛𝑡𝐸−𝑛

= 𝐴𝑛𝐸−𝑛,

т.е. оператор 𝐴𝑛𝐸−𝑛 перестановочен со сдвигом. Лемма доказана.

В дальнейших утверждениях потребуется аппроксимативная единица в ал­

гебре End𝐶2𝜋(R,C).

Определение 3.5.4. Определим аппроксимативную единицу {Ψ𝑛}𝑛∈N ⊂

End𝐶2𝜋(R,C) по следующей формуле

Ψ𝑛𝑥 =
∑︁
|𝑘|≤𝑛

(︂
1− |𝑘|

𝑛

)︂
𝑥𝑘𝑒𝑘, 𝑛 ∈ N,

где 𝑥 – произвольный элемент 𝑥 ∈ 𝐶2𝜋(R,C) с рядом Фурье вида

𝑥(𝑡) ∼
∑︁
𝑘∈Z

𝑥𝑘𝑒𝑘.

Данная последовательность операторов сильно сходится к тождественно­

му оператору в пространстве End𝐶2𝜋(R,C), то есть, для всех 𝑥 ∈ 𝐶2𝜋(R,C)

lim
𝑛→∞

Ψ𝑛𝑥 = 𝑥.

Лемма 3.5.5. Для того, чтобы оператор 𝐴 ∈ End𝐶2𝜋(R,C) был переста­

новочен со сдвигом, необходимо и достаточно, чтобы функции 𝑒𝑛 были его

собственными функциями, т.е. 𝐴𝑒𝑛 = 𝛼𝑛𝑒𝑛 для всех 𝑛 ∈ Z, где 𝛼𝑛 ∈ C.
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Доказательство. Необходимость. Пусть оператор 𝐴 перестановочен со сдви­

гом, т.е. 𝑆(𝑡)𝐴 = 𝐴𝑆(𝑡) для всех 𝑡 ∈ R. Рассмотрим функцию 𝑥𝑛 = 𝐴𝑒𝑛 и ее

сдвиг 𝑆(ℎ)𝑥𝑛, ℎ ∈ R.

𝑆(ℎ)𝑥𝑛 = 𝑆(ℎ)𝐴𝑒𝑛 = 𝐴𝑆(ℎ)𝑒𝑛 = 𝐴(𝑒𝑖𝑛ℎ𝑒𝑛) = 𝑒𝑖𝑛ℎ𝐴𝑒𝑛 = 𝑒𝑖𝑛ℎ𝑥𝑛.

Рассмотрим теперь функцию ̃︁𝑥𝑛 = 𝑥𝑛𝑒−𝑛 и ее сдвиг 𝑆(ℎ)̃︁𝑥𝑛.
𝑆(ℎ)̃︁𝑥𝑛 = 𝑆(ℎ)(𝑥𝑛𝑒−𝑛) = 𝑆(ℎ)𝑥𝑛𝑆(ℎ)𝑒−𝑛 = 𝑒𝑖𝑛ℎ𝑥𝑛𝑒

−𝑖𝑛ℎ𝑒−𝑛 =̃︁𝑥𝑛.
Получаем, что 𝑆(ℎ)̃︁𝑥𝑛 = ̃︁𝑥𝑛 для всех ℎ ∈ R, т.е. ̃︁𝑥𝑛 - постоянная функция.

Обозначим ̃︁𝑥𝑛 = 𝑥𝑛𝑒−𝑛 = 𝛼𝑛, где 𝛼𝑛 ∈ R. Тогда 𝑥𝑛 = 𝐴𝑒𝑛 = 𝛼𝑛𝑒𝑛 для всех

𝑛 ∈ Z.

Достаточность. Пусть выполнено 𝐴𝑒𝑛 = 𝛼𝑛𝑒𝑛 для всех 𝑛 ∈ Z. Тогда

𝑆(ℎ)𝐴𝑆(−ℎ)𝑒𝑛 = 𝑆(ℎ)𝐴(𝑒−𝑖𝑛ℎ𝑒𝑛) = 𝑒−𝑖𝑛ℎ𝑆(ℎ)𝐴𝑒𝑛 =

= 𝑒−𝑖𝑛ℎ𝑆(ℎ)(𝛼𝑛𝑒𝑛) = 𝑒−𝑖𝑛ℎ𝛼𝑛𝑆(ℎ)𝑒𝑛 = 𝛼𝑛𝑒𝑛 = 𝐴𝑒𝑛.

Соотношение выше останется справедливым, если заменить 𝑒𝑛 элементом Ψ𝑚𝑥

для произвольного 𝑥 ∈ 𝑋. В виду сильной сходимости последовательности

{Ψ𝑚} к тождественному оператору для всех 𝑥 ∈ 𝑋 справедливо соотноше­

ние 𝑆(ℎ)𝐴𝑆(−ℎ)𝑥 = 𝐴𝑥, т.е. оператор 𝐴 перестановочен со сдвигом. Лемма

доказана.

Лемма 3.5.6. Пусть 𝐷 ∈ End𝐶2𝜋 – компактный перестановочный со сдвигом

оператор. Тогда 𝐷 и Ψ𝑛 перестановочны и ‖Ψ𝑛𝐷 − 𝐷‖ → 0 при 𝑛 → ∞ в

равномерной операторной топологии.

Доказательство. Поскольку оператор 𝐷 перестановочен со сдвигом, из лем­

мы 3.5.5 вытекает его перестановочность с аппроксимативной единицей Ψ𝑛.

Для произвольного 𝑥 ∈ 𝐵(0, 1) оценим величину ‖𝐷Ψ𝑛𝑥−𝐷𝑥‖ = ‖Ψ𝑛𝐷𝑥−

𝐷𝑥‖. Пусть 𝑦 = 𝐷𝑥. Фиксируем произвольное 𝜀 > 0 и в силу компактно­

сти оператора 𝐷 построим конечную 𝜀/3-сеть 𝐷𝐵𝜀/3 образа единичного шара
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𝐷(𝐵(0, 1)). Для рассмотренного 𝑦 выберем элемент сети 𝑦0 ∈ 𝐷𝐵𝜀/3 такой, что

‖𝑦− 𝑦0‖ < 𝜀/3. Поскольку множество 𝐷𝐵𝜀/3 конечно, найдем такое 𝑛0 ∈ N, что

для всех 𝑛 > 𝑛0 и для любого 𝑦0 ∈ 𝐷𝐵𝛿/3 выполнялось ‖Ψ𝑛𝑦0−𝑦0‖ < 𝜀/3. Тогда

‖Ψ𝑛𝐷𝑥−𝐷𝑥‖ ≤ ‖Ψ𝑛(𝑦 − 𝑦0)‖+ ‖Ψ𝑛𝑦0 − 𝑦0‖+ ‖𝑦0 − 𝑦‖ ≤

≤ 𝜀/3(‖Ψ𝑛‖+ 1) + ‖Ψ𝑛𝑦0 − 𝑦0‖ < 𝜀.

Данная оценка не зависит от конкретного 𝑥 ∈ 𝐵(0, 1), поскольку 𝑛0 выби­

рается только по 𝛿/3 - сети, зависящей, в свою очередь, только от 𝛿 и оператора

𝐷. Лемма доказана.

Теорема 3.5.1. Пусть 𝐷 - компактный перестановочный со сдвигом опера­

тор из пространства End𝐶2𝜋(R,C), тогда он имеет вид (𝐷𝑥)(𝑡) =
2𝜋∫
0

𝑓(𝑡 −

𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠, где 𝑓 ∈ 𝐿1
2𝜋(R,C) ( т.е. является оператором свертки с суммируе­

мой функцией ).

Доказательство. Покажем, что Ψ𝑛𝐷𝑥 = 𝑓𝑛 * 𝑥 для всех 𝑥 ∈ 𝐶2𝜋(R,C).

Рассмотрим данный оператор на функциях 𝑒𝑘. В силу перестановочности

со сдвигом согласно лемме 3.5.5 получаем, что 𝐷𝑒𝑘 = 𝛼𝑘𝑒𝑘, 𝑘 ∈ Z, причем

𝛼𝑘 → 0 при 𝑘 → ∞ в силу компактности оператора 𝐷. Тогда

𝐷Ψ𝑛𝑒𝑘 = 𝐷

(︂
1− |𝑘|

𝑛

)︂
𝑒𝑘 =

(︂
1− |𝑘|

𝑛

)︂
𝐷𝑒𝑘 =

(︂
1− |𝑘|

𝑛

)︂
𝛼𝑘𝑒𝑘.

C другой стороны,

(𝑓𝑛 * 𝑒𝑘)(𝑡) =
2𝜋∫
0

𝑓𝑛(𝜏)𝑒
𝑖𝑘(𝑡−𝜏)𝑑𝜏 = 2𝜋 ̂︀𝑓𝑛(𝑘)𝑒𝑘.

Отсюда следует, что ̂︀𝑓𝑛(𝑘) = 𝛼𝑘

2𝜋

(︁
1− |𝑘|

𝑛

)︁
, |𝑘| ≤ 𝑛. Тогда Ψ𝑛𝐷𝑒𝑘 = 𝑓𝑛 *

𝑒𝑘, 𝑘 ∈ Z, где 𝑓𝑛 имеют вид

𝑓𝑛(𝑡) =
1

2𝜋

∑︁
|𝑘|≤𝑛

(︂
1− |𝑘|

𝑛

)︂
𝛼𝑘𝑒𝑘.
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А значит и для всех 𝑥 ∈ 𝐶2𝜋(R,C) Ψ𝑛𝐷𝑥 = 𝑓𝑛 * 𝑥, причем доказано, что

‖Ψ𝑛𝐷‖ = ‖𝑓𝑛‖1, 2𝜋, где ‖ · ‖1, 2𝜋 - норма в 𝐿1
2𝜋(R).

Покажем, что последовательность {𝑓𝑛} сходится. В силу того, что (𝐷Ψ𝑛−

𝐷Ψ𝑛+𝑚)𝑥 = (𝑓𝑛 − 𝑓𝑛+𝑚) * 𝑥 для всех 𝑥 ∈ 𝐶2𝜋(R,C), получаем, что ‖𝐷Ψ𝑛 −

𝐷Ψ𝑛+𝑚‖ = ‖𝑓𝑛 − 𝑓𝑛+𝑚‖1, 2𝜋, а из сходимости последовательности 𝐷Ψ𝑛 к опера­

тору 𝐷 по норме пространства End𝐶2𝜋(R,C) (лемма 3.5.6) следует ее фунда­

ментальность. Тогда последовательность {𝑓𝑛} также будет фундаментальной,

что в силу полноты пространства 𝐿1
2𝜋(R) означает ее сходимость.

Обозначим 𝑓 = lim
𝑛→∞

𝑓𝑛, тогда 𝐷𝑥 = 𝑓 * 𝑥, 𝑓 ∈ 𝐿1
2𝜋(R), т.е. 𝐷 - интеграль­

ный оператор вида (𝐷𝑥)(𝑡) =
2𝜋∫
0

𝑓(𝑡− 𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠. Теорема доказана.

Из теорем 2,3 статьи [5] для рассматриваемых операторов из Gio𝐶2𝜋(R,C)

с учётом замечания 3.4.2 вытекают следующие результаты.

Теорема 3.5.2. Пусть непрерывно обратим оператор 𝐴 = 𝑎𝐼 + 𝐾 ∈

Gio 𝛾𝐶2𝜋(R,C), т.е. для его коэффициентов Фурье 𝐴𝑛 = 𝐾𝑛, 𝑛 ∈ Z∖{0},

𝐴0 = 𝑎𝐼 + 𝐾0 выполняется условие ‖𝐾𝑛‖ ≤ 𝑀𝛾|𝑛|, 𝑛 ∈ Z. Положим̃︀κ(𝐴) = 𝑀𝛾‖𝐴−1‖. Тогда оператор 𝐵 = 𝐴−1 ∈ Gio 𝛾𝐶2𝜋(R,C) и для него спра­

ведливы оценки вида

𝑑𝐵(𝑘) ≤
(︂
2− 2(1− 𝛾2)

8̃︀κ(𝐴) + 3(1− 𝛾2)

)︂
‖𝐴−1‖

(︂
1− (1− 𝛾)2

1− 𝛾 + 4̃︀κ(𝐴)
)︂|𝑘|

,

если 𝑘 ̸= 0, и

𝑑𝐵(0) ≤ ‖𝐴−1‖.

В частности,

‖𝐵‖1 =
∑︁
𝑘∈Z

𝑑𝐵(𝑘) ≤
(︂
16̃︀κ(𝐴)
(1− 𝛾)2

− 1 +
6 + 8𝛾 + 2𝛾2

8̃︀κ(𝐴) + 3(1− 𝛾2)

)︂
‖𝐴−1‖,

причем

‖𝐵‖1 =
∑︁
𝑘∈Z

𝑑𝐵(𝑘) ≤
(︂
16̃︀κ(𝐴)
(1− 𝛾)2

+
−5 + 8𝛾 + 5𝛾2

8 + 3(1− 𝛾2)

)︂
‖𝐴−1‖ ≤
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≤
(︂
16̃︀κ(𝐴)
(1− 𝛾)2

+ 1

)︂
‖𝐴−1‖,

если ̃︀κ(𝐴) ≥ 1.

Теорема 3.5.3. Пусть непрерывно обратимый оператор 𝐴 = 𝑎𝐼 + 𝐾 ∈

Gio 𝛾𝐶2𝜋(R,C) удовлетворяет условию 6) из определения 3.2.7, т.е. для его

коэффициентов Фурье 𝐴𝑛 = 𝐾𝑛, 𝑛 ∈ Z∖{0}, 𝐴0 = 𝑎𝐼 + 𝐾0 выполняет­

ся условие 𝐾𝑛 = 0 при 𝑛 ∈ Z∖{−1, 0, 1}. Обозначим величину κ̄(𝐴) =

max{‖𝐴−1‖, ‖𝐴1‖}‖𝐴−1‖ ≤ κ(𝐴) = ‖𝐴‖‖𝐴−1‖. тогда для оператора 𝐵 = 𝐴−1

справедливы следующие оценки

𝑑𝐵(𝑘) ≤
(︂
16κ̄(𝐴) + 4

8κ̄(𝐴) + 3

)︂
‖𝐴−1‖

(︂
4κ̄(𝐴)

1 + 4κ̄(𝐴)

)︂|𝑘|
≤ 2‖𝐴−1‖

(︂
4κ̄(𝐴)

1 + 4κ̄(𝐴)

)︂|𝑘|
,

𝑑𝐵(0) ≤ ‖𝐴−1‖,

‖𝐵‖1 =
∑︁
𝑘∈Z

𝑑𝐵(𝑘) ≤
(︂
16κ̄(𝐴) +

3− 8κ̄(𝐴)
3 + 8κ̄(𝐴)

)︂
‖𝐴−1‖ ≤ 16κ̄(𝐴)‖𝐴−1‖.

Теперь возможно сформулировать основной результат данной главы в виде

следующей теоремы.

Теорема 3.5.4. Пусть оператор 𝐴 ∈ Gio𝐶2𝜋(R,C) непрерывно обратим и

удовлетворяет одному из свойств 1)–7) определения 3.2.7, тогда обратный

оператор 𝐵 = 𝐴−1 ∈ Gio𝐶2𝜋(R,C) лежит в той же алгебре и

1) принадлежит подалгебре операторов, удовлетворяющих соответству­

ющему условию определения 3.2.7 (для условий 1)–5));

2) для норм его диагоналей справедливы оценки теорем 3.5.2, 3.5.3 или

3.4.1, если оператор 𝐴 удовлетворяет, соответственно, условиям 5),

6) или 7) определения 3.2.7.

В терминах наполненности пункт 1 теоремы 3.5.4 можно сформулировать

следующим образом.
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Теорема 3.5.5. Подалгебры Gio1𝐶2𝜋(R,C), Gio𝛼𝐶2𝜋(R,C), Gio𝛽𝐶2𝜋(R,C),

Gio𝑞𝐶2𝜋(R,C) и Gio𝛾𝐶2𝜋(R,C) наполнены в алгебре End𝐶2𝜋(R,C).

Доказательство теоремы 3.5.4. Так как оператор 𝐴 непрерывно обратим,

то его обратный имеет вид 𝐵 = 𝐴−1 = 1
𝑎𝐼 +

̃︀𝐾, где ̃︀𝐾 = −1
𝑎𝐾𝐴

−1 - компактный

оператор (как произведение компактного и ограниченного).

В силу того, что оператор 𝐴 ∈ Gio𝐶2𝜋(R,C) удовлетворяет одному из

условий определения 3.2.7, из теоремы 3.3.2 с учётом замечания 3.2.5 следует

абсолютная сходимость рядов Фурье операторов 𝐵 и ̃︀𝐾, то есть операторы 𝐵

и ̃︀𝐾 удовлетворяют свойству 1 определения 3.2.7. В силу компактности опера­

тора ̃︀𝐾 его коэффициенты Фурье ̃︀𝐾𝑛 также компактны. В силу леммы 3.5.4

операторы ̃︀𝐾𝑛𝐸−𝑛 компактны и перестановочны со сдвигом. По доказанному в

теореме 3.5.1 операторы ̃︀𝐾𝑛𝐸−𝑛 являются интегральными и имеют следующий

вид:

(̃︁𝐾𝑛𝐸−𝑛𝑥)(𝑡) =

2𝜋∫
0

̃︀𝒦𝑛(𝑡− 𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠,

где функции ̃︀𝒦𝑛 ∈ 𝐿1
2𝜋(R,C). Тогда оператор ̃︁𝐾𝑛 представим в виде

(̃︁𝐾𝑛𝑥)(𝑡) = (̃︁𝐾𝑛𝐸−𝑛𝐸𝑛𝑥)(𝑡) =

2𝜋∫
0

̃︀𝒦𝑛(𝑡− 𝑠)𝑒𝑖𝑛𝑠𝑥(𝑠)𝑑𝑠.

Заметим, что коэффициенты Фурье операторов 𝐾 и ̃︀𝐾 имеют сходную

структуру, то есть каждый из операторов является произведением интеграль­

ного оператора с ядром, зависящим от разности аргументов, и оператора 𝐸𝑛

(𝐾𝑛𝑥)(𝜏) =

2𝜋∫
0

𝒦0
𝑛(𝜏 − 𝑣)𝑒𝑖𝑛𝑣𝑥(𝑣)𝑑𝑣, (̃︁𝐾𝑛𝑥)(𝑡) =

2𝜋∫
0

̃︀𝒦𝑛(𝑡− 𝑠)𝑒𝑖𝑛𝑠𝑥(𝑠)𝑑𝑠.

Кроме того, ‖̃︁𝐾𝑛𝐸−𝑛‖ = ‖̃︁𝐾𝑛‖ = ‖̃︀𝒦𝑛‖1. Тогда, в силу абсолютной сходимо­

сти ряда Фурье оператора ̃︀𝐾, ряд
∑︀
𝑛∈Z

̃︀𝒦𝑛(𝑡 − 𝑠)𝑒𝑖𝑛𝑠 также абсолютно сходится.

Обозначим ̃︀𝒦(𝑡, 𝑠) =
∑︁
𝑛∈Z

̃︀𝒦𝑛(𝑡− 𝑠)𝑒𝑖𝑛𝑠. (3.13)
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С учетом данного обозначения для всех 𝑥 ∈ 𝐶2𝜋(R,C) имеем

( ̃︀𝐾𝑥)(𝑡) = (
∑︁
𝑛∈Z

̃︀𝐾𝑛𝑥)(𝑡) =
∑︁
𝑛∈Z

2𝜋∫
0

̃︀𝒦𝑛(𝑡− 𝑠)𝑒𝑖𝑛𝑠𝑥(𝑠)𝑑𝑠 =

=

2𝜋∫
0

(︃∑︁
𝑛∈Z

̃︀𝒦𝑛(𝑡− 𝑠)𝑒𝑖𝑛𝑠

)︃
𝑥(𝑠)𝑑𝑠 =

2𝜋∫
0

̃︀𝒦(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠.

Исследуем функцию ̃︀𝒦 и покажем, что она обладает теми же свойствами,

что и ядро оператора 𝐾. Так как функции ̃︀𝒦𝑛 ∈ 𝐿1
2𝜋(R) и ряд (3.13) абсолютно

сходится, то ̃︀𝒦(𝑡, ·) ∈ 𝐿1
2𝜋(R,C). Непосредственно из определения функции ̃︀𝒦

по формуле (3.13) следует, что ̃︀𝒦(𝑡 + 2𝜋, 𝑠 + 2𝜋) = ̃︀𝒦(𝑡, 𝑠) для всех 𝑡, 𝑠 ∈ R и̃︀𝒦(𝑡, ·) ∈ 𝐿1
2𝜋(R,C).

Из соотношения ̃︀𝒦𝑛(𝑡− 𝑠) = 𝑆(𝑡)̃︀𝒦𝑛(−𝑠) следует непрерывность функции̃︀𝒦(·, 𝑠) по норме пространства 𝐿1
2𝜋(R,C). Теорема доказана.

Замечание 3.5.2. Наполненность некоторых других подалгебр, порожденных

интегральными операторами, рассмотрена В.Г. Курбатовым в работе [19]. В

вышеуказанной статье была исследована алгебра 𝒥 (𝐿𝑝(𝐺,𝑋)) интегральныx

операторов 𝐽 ∈ End𝐿𝑝(𝐺,𝑋), где 𝐿𝑝(𝐺,𝑋), 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, - пространства клас­

сов совпадающих локально почти всюду относильно меры Хаара измеримых

функций 𝑓 : 𝐺 → 𝑋, 𝐺 – компактно-порожденная группа, изоморфная группе

R𝑛×Z𝑚×K, где 𝑛,𝑚 ∈ N, K – компактная абелева группа, 𝑋 – конечномерное

банахово пространство. Операторы 𝐽 ∈ 𝒥 (𝐿𝑝(𝐺,𝑋)) имеют вид

(𝐽𝑥)(𝑡) =

∫
𝐺

𝑁(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠,

(интегрирование ведется по мере Хаара), где ядро 𝑁 измеримо и при некоторых

𝑀 <∞ и 𝛾 > 0 удовлетворяет оценке

‖𝑁(𝑡, 𝑠)‖ ≤𝑀𝑒−𝛾|𝑡−𝑠|.

Для операторов из 𝒥 (𝐿𝑝(𝐺,𝑋)) справедлива следующая
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Теорема 3.5.6. Пусть оператор 𝐼 + 𝐽, где 𝐽 ∈ J(𝐿𝑝(𝐺,𝑋)), обратим в

𝐿𝑝(𝐺,𝑋), тогда обратный оператор имеет вид (𝐼 + 𝐽)−1 = 𝐼 + 𝐽1, где

𝐽1 ∈ J(𝐿𝑝(𝐺,𝑋)).
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