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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Îäíî èç îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ òåîðèè îïå-

ðàòîðîâ ñâÿçàíî ñ èçó÷åíèåì àêñèîìàòè÷åñêè âûäåëÿåìûõ êëàññîâ ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ, äîïóñêàþùèõ îïðåäåë¼ííûå àíàëîãè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé ñà-

ìîñîïðÿæ¼ííûõ è íîðìàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îïðå-

äåëÿþùèì ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå íàëè÷èÿ ó ââîäèìîãî êëàññà îïåðàòîðîâ èíâà-

ðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ òàêèõ, ÷òî ñïåêòðû ñóæåíèÿ îïåðàòîðà íà ýòè ïîä-

ïðîñòðàíñòâà ëåæàò â íàïåð¼ä çàäàííûõ êîìïàêòàõ è ïîðîæäàþùèõ â òîì èëè

èíîì ñìûñëå èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî. Íà òàêîì ïîäõîäå îñíîâàíî îïðåäåëåíèå è

èçó÷åíèå êëàññîâ íîðìàëüíûõ, ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ, ñïåêòðàëüíûõ (ïî Äàíôîð-

äó), îáîáù¼ííûõ ñïåêòðàëüíûõ, ðàçëîæèìûõ (ïî Ôîéàøó), íåêâàçèàíàëèòè÷å-

ñêèõ (ïî Ëþáè÷ó � Ìàöàåâó) è ìíîãèõ äðóãèõ êëàññîâ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Äàííàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ íåêîòîðûõ êëàññîâ ëèíåéíûõ îïå-

ðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Îñíîâíûìè ìåòîäàìè èñ-

ñëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ

áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ äîñòàòî÷íî îáøèðíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ äëÿ

ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ îïåðàòîðîâ. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç äîñòàòî÷íî øèðî-

êèõ êëàññîâ îïåðàòîðîâ, íàõîäÿùèõ ïðèìåíåíèå ïðè èçó÷åíèè äèôôåðåíöèàëü-

íûõ è ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, â äàííîé äèññåðòàöèè äåëàåò çàäà÷ó èõ èçó÷åíèÿ

àêòóàëüíîé.

Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â ðàçâèòèè ìåòîäîâ ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà ëèíåé-

íûõ îïåðàòîðîâ, äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â âåùåñòâåííûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ, îáîáùåíèè íåðàâåíñòâ Áåðíøòåéíà è Áîðà�Ôàâàðà íà áîëåå øèðîêèé

êëàññ îïåðàòîðîâ, ïîëó÷åíèè ïðèëîæåíèé óêàçàííûõ íåðàâåíñòâ, â ÷àñòíîñòè,

ê ìåòîäó ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíûìè ìåòîäàìè èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìå-

òîäû ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà, ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ, òåîðèè ôóíê-

öèé, òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï è ïîëóãðóïï ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â áàíàõî-

âûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åí ðÿä íîâûõ ðåçóëüòàòîâ.

1. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

äëÿ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â âåùåñòâåííûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

3



2. Ïîëó÷åí àáñòðàêòíûé àíàëîã íåðàâåíñòâà Áåðíøòåéíà äëÿ âåêòîðîâ è

íåêîòîðûõ êëàññîâ îïåðàòîðîâ.

3. Ïîëó÷åíû ïðèëîæåíèÿ íåðàâåíñòâà Áåðíøòåéíà ê îöåíêàì íîðì ïðîèçâîä-

íûõ ôóíêöèé èç îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ, öåëûõ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíê-

öèé, îöåíêàì íîðì îïåðàòîðîâ êîììóòèðîâàíèÿ.

4. Ïîëó÷åí àáñòðàêòíûé àíàëîã íåðàâåíñòâà Áîðà � Ôàâàðà äëÿ âåêòîðîâ è

íåêîòîðûõ êëàññîâ îïåðàòîðîâ.

5. Ïîëó÷åíû îöåíêè ïðîåêòîðîâ íà ñïåêòðàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

6. Ïîëó÷åíû ïðèëîæåíèÿ íåðàâåíñòâà Áîðà � Ôàâàðà ê ìåòîäó ïîäîáíûõ îïå-

ðàòîðîâ (òåîðåìà î ðàñùåïëåíèè), îöåíêå èíòåãðàëà îò ôóíêöèé èç îäíî-

ðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷å-

ñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ äàëü-

íåéøåãî ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà, ïîëó÷åíèÿ ïðèëîæåíèé ê

ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ, â ÷àñòíîñòè, îöåíîê òèïà Áåðíøòåéíà è Áî-

ðà � Ôàâàðà. Òàêæå ðåçóëüòàòû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ

â óíèâåðñèòåòàõ äëÿ ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé è ïðèìåíÿòü-

ñÿ ñïåöèàëèñòàìè â îáëàñòè ãàðìîíè÷åñêîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ïðè

èññëåäîâàíèè âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ òåìàòèêîé äèññåðòàöèè.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâà-

ëèñü íà Âîðîíåæñêèõ çèìíèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ Ñ. Ã. Êðåéíà (2013, 2014

ãã.), íà Êðûìñêèõ îñåííèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ (Óêðàèíà, ã. Ñåâàñòîïîëü,

2010, 2011, 2012 ã.), íà Êðûìñêîé ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè

(Óêðàèíà, ã. Ñóäàê, 2013 ã.), íà ìàòåìàòè÷åñêîì èíòåðíåò-ñåìèíàðå ISEM-2014

(Ãåðìàíèÿ, ã. Áëàóáîéðåí, 2014 ã.), íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåí-

íîé 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Á. Ì. Ëåâèòàíà (ã. Ìîñêâà, 2014 ã.), íà ñå-

ìèíàðàõ À. Ã. Áàñêàêîâà è íàó÷íûõ ñåññèÿõ Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî

óíèâåðñèòåòà.

Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèñ-

ñåðòàöèè ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [1-9]. Ðàáîòû [6,8,9] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç

ïåðå÷íÿ âåäóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàí-
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íûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ. Èç ñîâìåñòíûõ ïóáëèêàöèé [1,7,8,9] â äèññåðòàöèþ

âêëþ÷åíû ðåçóëüòàòû, ïðèíàäëåæàùèå ëè÷íî àâòîðó.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷å-

òûð¼õ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû, è áèáëèîãðàôèè, âêëþ÷àþùåé 72 íàèìå-

íîâàíèÿ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñîäåðæàòñÿ âî 2, 3 è 4 ãëàâàõ. Îáùèé îáúåì

äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 101 ñòðàíèöó.

Ãëàâà 1 ñîäåðæèò ñâîäêó øèðîêî èñïîëüçóåìûõ â äèññåðòàöèè îïðåäåëåíèé

è ðåçóëüòàòîâ èç ñïåêòðàëüíîé òåîðèè çàìêíóòûõ îïåðàòîðîâ, òåîðèè òîïîëî-

ãè÷åñêèõ ãðóïï, áàíàõîâûõ àëãåáð, áàíàõîâûõ ìîäóëåé, ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï è

ïîëóãðóïï ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Ãëàâà 2 ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû ïî ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

â âåùåñòâåííûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â áîëüøèíñòâå èçâåñòíûõ ìîíîãðà-

ôèé, â êîòîðûõ ïîäðîáíî èçëàãàåòñÿ ëèáî ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ñïåêòðàëü-

íàÿ òåîðèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, èõ àâòîðû, êàê

ïðàâèëî, ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ýòè ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ëèáî

óêàçûâàþò íà âîçìîæíîñòü êîìïëåêñèôèêàöèè âåùåñòâåííîãî áàíàõîâà ïðî-

ñòðàíñòâà. Òåì íå ìåíåå, ïðè ïîñòðîåíèè ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ëèíåéíûõ îïå-

ðàòîðîâ â âåùåñòâåííûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ èíîãäà íåîáõîäèìî ïîäðîáíî

îòñëåæèâàòü ïåðåõîä â êîìïëåêñèôèêàöèþ ïðîñòðàíñòâà è îáðàòíûé ïåðåõîä.

Äëÿ íåêâàçèàíàëèòè÷åñêîãî îïåðàòîðà â âåùåñòâåííîì áàíàõîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè íåòðèâèàëüíîãî èíâàðèàíòíîãî ïîä-

ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü X � âåùåñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, EndX � áàíàõîâà àëãåáðà

ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â X. Åñëè A ∈ EndX, òî

ñïåêòð îïåðàòîðà A ìîæåò áûòü ïóñòûì ìíîæåñòâîì. Òåì ñàìûì, âîçíèêàåò

ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ïî ñïåêòðó èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ äëÿ îïåðàòî-

ðîâ, äåéñòâóþùèõ â âåùåñòâåííûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïðè èçó÷åíèè îïåðàòîðà A îáû÷íî îñóùåñòâëÿåòñÿ êîìïëåêñèôèêàöèÿ áàíà-

õîâà ïðîñòðàíñòâàX, ò. å. ðàññìàòðèâàåòñÿ áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâîX, ñîñòîÿùåå

èç âåêòîðîâ âèäà x1 + ix2, ãäå x1, x2 ∈ X.

Îïåðàòîð A ðàñøèðÿåòñÿ íàX äî îïåðàòîðàA ∈ EndX. Îïðåäåë¼ííûå ñâîé-

ñòâà îïåðàòîðà A (íàïðèìåð, íåêâàçèàíàëèòè÷íîñòü) èíäóöèðóþò àíàëîãè÷íûå

ñâîéñòâà äëÿ îïåðàòîðà A. Ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå îïåðàòîðà A ìåòîäàìè

ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà. Çàòåì, ñëåäóÿ ïîäõîäó, ðàçðàáîòàííîìó À. Ã. Áàñêàêî-
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âûì1, ñâîéñòâà îïåðàòîðà A ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ îïåðàòîðà A.

Òàêèì ñïîñîáîì ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ðàçëîæèìîñòè ïî Ôîéàøó, à òàêæå óñòà-

íàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ äëÿ

îïåðàòîðà A. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ A, ñîîòâåòñòâóþùåå ñâîé-

ñòâî ïåðåíîñèòñÿ íà îïåðàòîð A ∈ EndX. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

íàä ïîëåì K ∈ {R,C}. Ïîäìíîæåñòâî ∆ ∈ C áóäåì íàçûâàòü ñèììåòðè÷íûì,

åñëè äëÿ ëþáûõ λ1 + iλ2 ∈ ∆ λ1 − iλ2 ∈ ∆. Ïóñòü A ∈ EndX è A ∈ EndX �

êîìïëåêñèôèêàöèÿ îïåðàòîðà A, ò. å. îïåðàòîð A îïðåäåëÿåòñÿ íà ëþáîì âåê-

òîðå x = x1+ix2 ðàâåíñòâîì Ax = Ax1+iAx2. Ñïåêòð îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ

êîìïëåêñíûì ñïåêòðîì îïåðàòîðà A è îáîçíà÷àåòñÿ σC(A). Ñèìâîëîì J îáî-

çíà÷èì îòîáðàæåíèå J : X → X, J(x + iy) = x − iy, x, y ∈ X, êîòîðîå áóäåò

àääèòèâíûì, íî íå îäíîðîäíûì. ßñíî, ÷òî J2 = I, J−1 = J.

Îïðåäåëåíèå 2.11. Îïåðàòîð A ∈ EndX íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íî ñóïåð-

ðàçëîæèìûì, åñëè äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ
n
∪
i=1

Ui ñèììåò-

ðè÷íûìè ìíîæåñòâàìè Ui, 1 6 i 6 n, êîìïëåêñíîãî ñïåêòðà σC(A) îïåðàòîðà A

ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû R1, . . . , Rn ∈ EndX ñî ñâîéñòâàìè: 1) I = R1+ · · ·+Rn;

2) îïåðàòîðû Rk, k = 1, . . . , n, ïåðåñòàíîâî÷íû ìåæäó ñîáîé, ñ îïåðàòîðîì A

è îïåðàòîðîì J; 3) σC
(
A|ImRk

)
= σk ⊂ Uk, k = 1, . . . , n, ãäå ImRk � îáðàç

îïåðàòîðà Rk.

Îäíèìè èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü X � âåùåñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, T : G →
EndX � íåêâàçèàíàëèòè÷åñêîå ñèëüíî íåïðåðûâíîå ïðåäñòàâëåíèå. Òîãäà

îïåðàòîðû T (g), g ∈ G, T (f), f ∈ Lα(G,R), ãäå îïåðàòîð T (f) îïðåäåë¼í

ôîðìóëîé T (f)x =
∫
G

f(g)T (−g), dg, x ∈ X , ñèììåòðè÷íî ñóïåððàçëîæè-

ìû.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü T ∈ EndX � îáðàòèìûé îïåðàòîð, äëÿ êîòîðîãî
∞∑

n=−∞

ln ∥Tn∥
1+n2 < ∞. Òîãäà îïåðàòîð T ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íî ñóïåððàçëîæè-

ìûì. Åñëè σC(T ) ñîäåðæèò áîëåå äâóõ òî÷åê, òî îïåðàòîð T èìååò íåòðè-

âèàëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Ïóñòü T : R → EndX � ñèëüíî íåïðåðûâíàÿ ãðóïïà îïåðàòîðîâ, óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ óñëîâèþ íåêâàçèàíàëèòè÷íîñòè
∫
R

ln ∥T (t)∥
1+t2 dt < ∞, ñ ãåíåðàòîðîì

iA : D(A) ⊂ X → X. Òîãäà èìååò ìåñòî

1Áàñêàêîâ À. Ã. Ê ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ëèíåéíûõ îòíîøåíèé íà âåùåñòâåííûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ
/ À. Ã. Áàñêàêîâ, À. Ñ. Çàãîðñêèé // Ìàòåì. çàìåòêè. � 2007. � Ò. 81. � � 1. � Ñ. 17-31.
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Òåîðåìà 2.3. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà 0 ̸= a ∈ R îïåðàòîð (A − aI)−1 ∈ EndX,

ãäå A � ãåíåðàòîð ãðóïïû T : R → EndX, ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íî ñóïåððàç-

ëîæèìûì. Åñëè ìíîæåñòâî σC(A) ñîäåðæèò áîëåå äâóõ òî÷åê, òî îïåðàòîð

A èìååò íåòðèâèàëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Ãëàâà 3 ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ ïîëó÷åíèåì íåðàâåíñòâ òèïà

Áåðíøòåéíà, ñâÿçûâàþùèõ íîðìó îïåðàòîðà (âåêòîðà) ñ åãî ñïåêòðàëüíûì ðà-

äèóñîì. Ñ. Í. Áåðíøòåéíîì2 áûëî ïîëó÷åíî íåðàâåíñòâî ∥x′∥∞ 6 2n · ∥x∥∞ äëÿ

ëþáîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà x(t) =
n∑

k=−n

αke
ikt, |α−n|+|αn| > 0,

èç ïðîñòðàíñòâà C2π(R) = C2π(R,C). Ïðàêòè÷åñêè ñðàçó îíî áûëî óòî÷íåíî

Ý. Ëàíäàó: ∥x′∥∞ 6 n · ∥x∥∞. Êîíñòàíòà n ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.

Â 1914 ãîäó Ì. Ðèññ3, èñïîëüçóÿ èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó, îáîáùèë íåðà-

âåíñòâî íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà ñ êîìïëåêñ-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Çàòåì Ñ. Í. Áåðíøòåéíîì4 áûëî ïîëó÷åíî íåðàâåíñòâî

∥x′∥∞ 6 σ · ∥x∥∞ (3.3)

äëÿ öåëîé ôóíêöèè x ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà σ > 0, ïðèíàäëåæàùåé ïðîñòðàí-

ñòâó Cb(R). Îòìåòèì ñòàòüè Â. È. Èâàíîâà5 è Ý. À. Ñòîðîæåíêî6, ãäå àíàëîãè

íåðàâåíñòâà Áåðíøòåéíà áûëè ïîëó÷åíû â äðóãèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ.

Â 70-õ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ìíîãèå àâòîðû ñòàëè ïîëó÷àòü àíàëîãè íåðà-

âåíñòâà Áåðíøòåéíà äëÿ ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðà-

òîðîâ, äåéñòâóþùèõ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â ñòàòüå À. Ï. Òåð¼õèíà7 íåðà-

âåíñòâî Áåðíøòåéíà äëÿ îïåðàòîðîâ áûëî ïîëó÷åíî ñ èñïîëüçîâàíèåì îöåí-

êè (3.3) äëÿ ôóíêöèé. Â ñòàòüå À. Ã. Áàñêàêîâà8 íåðàâåíñòâî äëÿ îöåíêè íîð-

2Bernstein S. N. Sur l'ordre de la meilleure approximation des fonctions continues par des polynomes / S. N.
Bernstein // Academie Royale de Belgique, Classe des Sciences, Memores Collection in 4., ser. II, 1922. � V. 4. �
577 p.

3Riesz M. Eine trigonometrische Interpolationsformel und einige Ungleichungen f�ur Polynome / M. Riesz //
Deutch Mat. Ver. � 1914. � V. 23. � P. 354-368.

4Bernstein S. N. Sur une propriete des fonctions entieres / S. N. Bernstein // C. R. Acad. Sci. � 1923. � V. 176.
� P. 1603-1605.

5Èâàíîâ Â. È. Íåêîòîðûå íåðàâåíñòâà äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ è èõ ïðîèçâîäíûõ â ðàçíûõ
ìåòðèêàõ / Â. È. Èâàíîâ // Ìàòåì. çàìåòêè. � 1975. � Ò. 18. � � 4. � Ñ. 489-498.

6Ñòîðîæåíêî Ý. À. Ïðÿìûå è îáðàòíûå òåîðåìû òèïà Äæåêñîíà â ïðîñòðàíñòâàõ Lp, 0 < p < 1 / Ý. À.
Ñòîðîæåíêî, Â. Ã. Êðîòîâ, Ï. Îñâàëüä // Ìàòåì. ñá. � 1975. � Ò. 98. � � 140. � Ñ. 395-415.

7Òåð¼õèí À. Ï. Îãðàíè÷åííàÿ ãðóïïà îïåðàòîðîâ è íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå / À. Ï. Òåð¼õèí // Ñàðàòîâ,
èçä-âî Ñàðàòîâñê. óí-òà. Äèôôåðåí. óð. è âû÷. ìàòåì. � 1975. � Âûï. 3. � Ñ. 3-28.

8Áàñêàêîâ À. Ã. Íåðàâåíñòâà áåðíøòåéíîâñêîãî òèïà â àáñòðàêòíîì ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå / À. Ã. Áàñ-
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ìû îïåðàòîðà áûëî ïîëó÷åíî íà îñíîâå àíàëîãà èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû

Áîàñà9, ïîëó÷åííîé äëÿ îöåíèâàåìîãî îïåðàòîðà. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå èñïîëüçî-

âàëîñü â ñòàòüå [6] äëÿ îöåíêè íîðìû âåêòîðîâ èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà. Ñðàçó

îòìåòèì, ÷òî, õîòÿ ïîëó÷åííûå çäåñü îöåíêè äëÿ âåêòîðîâ è îïåðàòîðîâ, äåé-

ñòâóþùèõ â êîìïëåêñíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñèôè-

êàöèè áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà è ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè [8] è ñòàòåé À. Ã. Áàñêàêîâà10

è Ê. Â. Ñòîðîæóêà11 îíè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ è äëÿ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â

âåùåñòâåííûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïóñòü iA � ãåíåðàòîð èçîìåòðè÷åñêîé ãðóïïû îïåðàòîðîâ T : R → EndX ,

ãäå X � êîìïëåêñíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð A ìîæåò

ÿâëÿòüñÿ íåîãðàíè÷åííûì.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ñïåêòðîì Á¼ðëèíãà âåêòîðà x èç áàíàõîâà L1(R) �

ìîäóëÿ X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Λ(x) èç R, ÿâëÿþùååñÿ äîïîëíåíèåì â R ê

ìíîæåñòâó {λ0 ∈ R | ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f0 ∈ L1(R) òàêàÿ, ÷òî f̂0(λ0) ̸= 0

è f0x = 0}. Åñëè ìíîæåñòâî Λ(x) êîìïàêòíî, òî ÷åðåç rB(x) îáîçíà÷èì ÷èñëî

rB(x) = max
λ∈Λ(x)

|λ|, íàçûâàåìîå ñïåêòðàëüíûì ðàäèóñîì âåêòîðà x ∈ X .

Òåîðåìà 3.1. Åñëè âåêòîð x èç X èìååò êîìïàêòíûé ñïåêòð Á¼ðëèíãà,

òî x ∈ D(Am) äëÿ âñåõ m ∈ N, Λ(Amx) ⊂ Λ(x) è ñïðàâåäëèâû îöåíêè ∥Amx∥ 6
rB(x)

m · ∥x∥ ïðè m > 1.

×åðåç Cb(R,X ) áóäåì îáîçíà÷àòü áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ îãðà-

íè÷åííûõ ôóíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ íà âåùåñòâåííîé îñè ñî çíà÷åíèÿìè â êîì-

ïëåêñíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X , ñ íîðìîé ∥x∥∞ = sup
t∈R

∥∥x(t)∥∥, x ∈

Cb(R,X ). Ñèìâîëîì Cbu(R,X ) áóäåì îáîçíà÷àòü ïîäïðîñòðàíñòâî ðàâíîìåð-

íî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé èç Cb(R,X ). Òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäïðîñòðàí-

ñòâî C0(R,X ) ⊂ Cbu(R,X ) ôóíêöèé, èñ÷åçàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè, à èìåííî,

x ∈ C0(R,X ), åñëè lim
|t|→∞

∥∥x(t)∥∥ = 0.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ôóíêöèþ x ∈ Cbu(R,X ) áóäåì íàçûâàòü öåëîé íà áåñ-

êîíå÷íîñòè ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà σ > 0, åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0

íàéä¼òñÿ x0 ∈ Cbu(R,X ), äîïóñêàþùàÿ ðàñøèðåíèå íà C äî öåëîé ôóíêöèè

x̃0 : C → X ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà σ+ ε òàêàÿ, ÷òî x(t) = x0(t)+ y0(t), t ∈ R,
êàêîâ // Ñèá. ìàòåì. æóðí. � 1979. � Ò. 20. � � 5. � Ñ. 942�952.

9Àõèåçåð Í. È. Ëåêöèè ïî òåîðèè àïïðîêñèìàöèè / Í. È. Àõèåçåð. � Ì.: Íàóêà, 1965. � 408 ñ.
10Áàñêàêîâ À. Ã. Ê ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ëèíåéíûõ îòíîøåíèé íà âåùåñòâåííûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

/ À. Ã. Áàñêàêîâ, À. Ñ. Çàãîðñêèé // Ìàòåì. çàìåòêè. � 2007. � Ò. 81. � � 1. � Ñ. 17-31.
11Ñòîðîæóê Ê. Â. Ñèììåòðè÷íûå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ó êîìïëåêñèôèêàöèé ëèíåéíûõ îïåðà-

òîðîâ / Ê. Â. Ñòîðîæóê // Ìàòåì. çàìåòêè. � 2012. � Ò. 91. � � 4. � Ñ. 938-940.
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ãäå y0 ∈ C0(R,X ).

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ x ∈ Cbu(R,X ) ÿâëÿåòñÿ öåëîé íà áåñêî-

íå÷íîñòè ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà σ > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0

ñóùåñòâóþò òàêàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ x0 ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà σ + ε è ôóíê-

öèÿ y0 ∈ C0(R,X ) òàêèå, ÷òî x(t) = x0(t) + y0(t), t ∈ R, è èìååò ìåñòî

îöåíêà sup
t∈R

∥∥x′0(t)∥∥ 6 (σ + ε) lim
α→∞

sup
|t|>α

∥∥x(t)∥∥.
Ïóñòü X1, X2 � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. ×åðåç Hom (X1,X2) áóäåì îáî-

çíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ (ãîìîìîðôèçìîâ),

äåéñòâóþùèõ èç X1 â X2. Ïóñòü iA1, iA2, Ak ∈ EndXk, k = 1, 2, � ãåíåðàòî-

ðû èçîìåòðè÷åñêèõ ãðóïï T1 : R → EndX1 è T2 : R → EndX2 ñîîòâåòñòâåííî.

Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Hom (X1,X2) íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé áàíàõîâà ìîäó-

ëÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ T : R → EndHom (X1,X2) âèäà T (t)X = T2(t)XT1(−t),

t ∈ R, X ∈ Hom (X1,X2). Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåë¼í ñïåêòð Á¼ðëèíãà Λ(X)

ëþáîãî îïåðàòîðà X ∈ Hom (X1,X2). Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì adA1,A2
îïåðàòîð

âèäà adA1,A2
X = A2X − XA1. Â ñëó÷àå, êîãäà A1 = A2 = A, adA1,A2

X =

adAX = AX −XA � êîììóòàòîð. Îïåðàòîð X ïðèíàäëåæèò D(adA1,A2
), åñëè

XD(A1) ⊂ D(A2) è îïåðàòîð A2X −XA1 äîïóñêàåò îãðàíè÷åííîå ðàñøèðåíèå

íà X1. Â äàëüíåéøåì ýòî ðàñøèðåíèå áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ òåì æå ñèìâîëîì

A2X −XA1.

Òåîðåìà 3.3. Åñëè ñïåêòð Á¼ðëèíãà Λ(X,T ) îïåðàòîðà X ∈ Hom (X1,X2)

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì, òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:∥∥adA1,A2
X
∥∥ 6 rB(X) · ∥X∥, ãäå rB(X) = max

λ∈Λ(X)
|λ|.

Äàëåå ñèìâîëîì L1
loc(R,X ) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî ñóì-

ìèðóåìûõ ôóíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ íà âåùåñòâåííîé îñè, ñî çíà÷åíèÿìè â êîì-

ïëåêñíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X . Ïðîñòðàíñòâîì Ñòåïàíîâà Sp, p ∈
[0,∞), áóäåì íàçûâàòü ñîâîêóïíîñòü ëîêàëüíî ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé x ∈ L1

loc

òàêèõ, ÷òî ∥x∥Sp = sup
t∈R

( 1∫
0

∥∥x(s+ t)
∥∥p ds)1/p

< ∞.

Ôóíêöèîíàëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî F = F(R,X ) áóäåì íàçûâàòü îäíî-

ðîäíûì, åñëè îíî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: 1) F íåïðåðûâíî âëîæåíî

â ïðîñòðàíñòâî Ñòåïàíîâà S1; 2) äëÿ âñåõ t ∈ R è x ∈ F èìååò ìåñòî S(t)x ∈ F,

ãäå îïåðàòîð ñäâèãà
(
S(t)x

)
(s) = x(s+ t), s, t ∈ R, x ∈ F, ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé

èç EndF; 3) äëÿ x ∈ X è C ∈ EndX ôóíêöèÿ y(t) = Cx(t), t ∈ R, ïðèíàäëå-
æèò F è èìååò ìåñòî îöåíêà ∥y∥ 6 ∥C∥ ·∥x∥; 4) äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé f ∈ L1(R),
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x ∈ F èõ ñâ¼ðòêà (f ∗ x)(t) =
∫
R
f(s)x(t− s) ds, t ∈ R, ïðèíàäëåæèò F è èìååò

ìåñòî îöåíêà ∥f ∗ x∥ 6 ∥f∥1∥x∥; 5) åñëè Ôóíêöèÿ x ∈ F òàêîâà, ÷òî f ∗ x = 0

äëÿ âñåõ f ∈ L1(R), òî x = 0 (ñâîéñòâî íåâûðîæäåííîñòè).

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî F = F(R,X ) ÿâ-

ëÿåòñÿ áàíàõîâûì L1(R) � ìîäóëåì, ñòðóêòóðà êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ïðåä-

ñòàâëåíèåì S : R → EndF.

Òåîðåìà 3.4. Åñëè ñïåêòð Á¼ðëèíãà Λ(x) ôóíêöèè x ∈ F ÿâëÿåòñÿ êîì-

ïàêòíûì ìíîæåñòâîì, òî x äîïóñêàåò ðàñøèðåíèå íà C äî öåëîé ôóíêöèè

ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà σ = rB(x) è äëÿ ïðîèçâîäíîé x(k), k > 1, èìåþò ìå-

ñòî îöåíêè
∥∥x(k)∥∥

F
6 σk∥x∥F, k > 1.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðóïïà îïåðàòîðîâ (ïðåäñòàâëåíèå) T : R → EndX, äîïóñ-

êàþùèõ îöåíêó

∥T (−t)∥ 6 α(t) = c1(1 + c2|t|)γ, t ∈ R, (3.8)

ãäå c1 > 1, c2 > 0 è γ > 0. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçî-

âàíèåì ñëåäóþùèõ âåëè÷èí: CB,α(a) = a
∞∑

k=−∞

α

(
kπ−π

a

)
(
π/2−kπ

)2 , a > 0, â ïðåäïîëîæå-

íèè, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (3.8) íà âåñ α (îòìåòèì, ÷òî CB,α(a) = a â ñëó÷àå

α = 1); CB = inf
{
∥f∥α

∣∣∣ f ∈ Lα(R), f̂(λ) = λ â îêðåñòíîñòè [−1, 1]
}
, à òàêæå

CB(a) = a sup
τ>0

α
(
τ/a

)
α(τ) CB.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü âåñ α(t) = ∥T (−t)∥, t ∈ R, óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ (3.8) ñ 0 < γ < 1. Òîãäà ëþáîé âåêòîð x ∈ X ñ êîìïàêòíûì ñïåêòðîì

Á¼ðëèíãà Λ(x) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A. Èìååò ìå-

ñòî ïðåäñòàâëåíèå Ax = rB(x)
∞∑

k=−∞

T(kπ−π
r(x) )x(

π/2−kπ
)2 è îöåíêà ∥Ax∥ 6 CB,α

(
rB(x)

)
·

∥x∥, n > 1.

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü α(t) = ∥T (−t)∥, t ∈ R, � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (3.8), è âåêòîð x ∈ X èìååò êîìïàêòíûé ñïåêòð Á¼ð-

ëèíãà. Òîãäà x ∈ D(A) è èìååò ìåñòî îöåíêà ∥Ax∥ 6 CB

(
rB(x)

)
· rB(x). Â

÷àñòíîñòè, åñëè A � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, òî ∥A∥ 6 CB

(
r(A)

)
· r(A), ãäå

r(A) = max
λ∈σ(A)

|λ| � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïåðàòîðà A.

Ãëàâà 4 ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ íåðàâåíñòâ Áîðà�Ôàâàðà äëÿ

îïåðàòîðîâ. Äëÿ ãåíåðàòîðîâ èçîìåòðè÷åñêèõ ãðóïï îïåðàòîðîâ è ãðóïï îïå-
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ðàòîðîâ ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà ïîëó÷åíû îöåíêè íîðìû îáðàòíîãî îïåðàòîðà

÷åðåç åãî ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ. Ïîëó÷åííûå îöåíêè íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â òåî-

ðèè ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé è â èññëåäîâàíèÿõ, ãäå ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïîäîáíûõ

îïåðàòîðîâ.

Â 1935 ãîäó Õ. Áîðîì12 áûëî äîêàçàíî íåðàâåíñòâî (îöåíêà íîðìû èíòå-

ãðàëüíîãî îïåðàòîðà) ∥Jx∥∞ 6 π
2n∥x∥∞ = π

2n max
t∈[0,2π]

∣∣x(t)∣∣ äëÿ ëþáîé íåïðåðûâ-

íîé 2π�ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ñ ðÿäîì Ôóðüå âèäà x(t) ∼
∑
|k|>n

ane
ikt, t ∈ R,

è èíòåãðàëà Jx = Jnx =
∑
|k|>n

1
ikane

ikt, t ∈ R. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà îöåí-

êà íîðìû ∥Jn∥ îïåðàòîðà èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå C2π,n(R) áàíàõîâà
ïðîñòðàíñòâà C2π(R) ïåðèîäè÷åñêèõ ïåðèîäà 2π ôóíêöèé, ñïåêòð êîòîðûõ ëå-

æèò âíå èíòåðâàëà (−n, n). Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, ò. å. ∥Jn∥ = π
2n .

Çàòåì ýòà îöåíêà áûëà ðàñïðîñòðàíåíà Æ. Ôàâàðîì13 è Á. Ì. Ëåâèòàíîì14 íà

ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèëüíî íåïðåðûâíîå ïðåäñòàâëåíèå T : R → EndX ,

ãäå X � êîìïëåêñíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ñ ãåíåðàòîðîì iA : D(A) ⊂
X → X . Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü ñïåêòð Á¼ðëèíãà Λ(X ) áàíàõîâà L1(R) � ìîäóëÿ

(X , T ) ïðåäñòàâèì â âèäå Λ(X ) = σ0 ∪ σ1 íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ

ìíîæåñòâ σ0 è σ1, ãäå σ0 � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà X ïðåäñòàâèìî

â âèäå X = X (σ0)⊕ X (σ1). Ýòî ðàçëîæåíèå îñóùåñòâëÿþò ïðîåêòîðû P0,

P1 = I − P0 (ò. å. ImPk = X (σk), k = 0, 1), ãäå ïðîåêòîð P0 îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé P0x = f0x, x ∈ X , ò. å. P0 = T (f0), ãäå f0 � ëþáàÿ ôóíêöèÿ

èç L1(R) ñî ñâîéñòâîì: f̂0 = 1 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè σ0 è f̂0 = 0 â íåêî-

òîðîé îêðåñòíîñòè σ1, ïðè÷¼ì ∥P0∥ 6 inf
f
∥f∥, ãäå èíôèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì

ôóíêöèÿì f ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì äëÿ f0.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü ñïåêòð Á¼ðëèíãà Λ(y) âåêòîðà y èç áàíàõîâà L1(R) �
ìîäóëÿ (X,T ) íå ñîäåðæèò íóëÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âåêòîð

x ∈ D(A) òàêîé, ÷òî: 1) Λ(x) ⊂ Λ(y); 2) x ∈ D(A); 3) Ax = y; 4) ∥x∥ 6
12Bohr H. Ein allgemeinerung Satz �uber die Integration eines trigonometrischen Polynomials / H. Bohr // Prace

Math. Fiz. � 1935. � V. 43. � P. 273�288.
13Favard J. Application de la formule sommatoire d'Euler �a la d�emonsration de quclques propertiet�es extr�emales

des int�egrales des fonctions p�eeriodiques on presque-p�eriodiques / J. Favard // Mat. Tidskr. � 1936. � P. 81-95.
14Ëåâèòàí Á. Ì. Ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ / Á. Ì. Ëåâèòàí, Â. Â.

Æèêîâ. � Ì.: Èçä-âî ÌÃÓ, 1978. � 205 ñ.
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π

2 dist
(
0,Λ(y)

)∥y∥.
Ñèìâîëîì T : L1(R) → EndX áóäåì îáîçíà÷àòü ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû

L1(R) îïåðàòîðàìè èç àëãåáðû EndX , îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâàìè T (f)x =

fx, x ∈ X , f ∈ L1(R). Îòìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå T ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð-

ôèçìîì àëãåáð, ò. å. T (f1 ∗ f2) = T (f1)T (f2). Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(R)
îïåðàòîð T (f) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì è èìååò ìåñòî

îöåíêà
∥∥T (f)∥∥ 6 ∥f∥1.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü σ0 = [−a, a], σ1 = R r (−b, b), ãäå 0 6 a < b. Òîãäà

X = X (σ0) ⊕ X (σ1) è íîðìà ïðîåêòîðà P0 äîïóñêàåò îöåíêó âèäà ∥P0∥ 6
∥P0∥ 6 4

π + 2
π ln

b+a
b−a.

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü âåêòîð y ∈ X ïðåäñòàâèì â âèäå y = y0 + y1, ãäå

Λ(y0) ⊂ [−a, a] è Λ(y1) ⊂ R r (−b, b), ãäå 0 6 a < b. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííûé âåêòîð x ∈ X ñî ñâîéñòâàìè: 1) Λ(x) ⊂ Λ(y1) ⊂ (−∞,−b]∪[b,+∞);

2) x ∈ D(A); 3) Ax = y1 = y − y0; 4) ∥x∥ 6 π
2b

(
1 + 4

π + 2
π ln

b+a
b−a

)
∥y∥.

Ïóñòü A : D(A) ⊂ X1 → X1, B : D(B) ⊂ X2 → X2 � çàìêíóòûå ëèíåé-

íûå îïåðàòîðû, C ∈ Hom (X2,X1), D ∈ Hom (X1,X2), è èìååò ìåñòî óñëîâèå

ðàâíîìåðíîé îòäåëèìîñòè ñïåêòðîâ

d = dist
(
σ(A), σ(B)

)
= inf

λ∈σ(A)
µ∈σ(B)

|λ− µ| > 0 (4.9)

σ(A), σ(B) îïåðàòîðîâ A, B.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð A : D(A) × D(B) ⊂ X1 × X2 → X1 × X2,

çàäàííûé îïåðàòîðíîé ìàòðèöåé ( A C
D B ), ò. å. A(x1, x2) = (Ax1+Cx2, Dx1+Bx2)

äëÿ ëþáîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (x1, x2) ∈ D(A) × D(B). Îïåðàòîð A ïðåäñòà-

âèì â âèäå A = A− B, ãäå îïåðàòîð A : D(A) × D(B) ⊂ X1 × X2 → X1 × X2

çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé ( A 0
0 B ), à îïåðàòîð B ∈ End (X1 × X2) îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðè-

öåé
(

0 −C
−D 0

)
. Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêèå ïðîåêòîðû P1x = (x1, 0), P2x = (0, x2),

x = (x1, x2) ∈ X1 × X2. Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà X ∈ End (X1 × X2) ðàññìîò-

ðèì îïåðàòîðû PiXPj ∈ End (X1 × X2), i, j ∈ {1, 2}. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé

îïåðàòîð X ∈ End (X1 × X2) çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé X =
(
X11 X12
X21 X22

)
, ãäå îïåðàòîðû

Xij ∈ Hom (Xj,Xi), i, j ∈ {1, 2} � ñóæåíèå îïåðàòîðà PiXPj íà Xj ñ îáëàñòüþ

çíà÷åíèé Xi. Cèìâîëîì U îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî End (X1 × X2), êîòîðîå â

äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì äîïóñòèìûõ âîçìóùåíèé. Ñèìâî-

ëàìè Uij áóäåì îáîçíà÷àòü áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà Hom (Xj,Xi), i, j ∈ {1, 2}.
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàòîðû iA è iB ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè ñèëüíî íåïðå-

ðûâíûõ ãðóïï èçîìåòðèé TA : R → EndX1 è TB : R → EndX2 ñîîòâåòñòâåí-

íî. Òðàíñôîðìàòîð J ∈ EndU (îïåðàòîð áëî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè) îïðåäå-

ëèì ôîðìóëîé JX = P1XP1 + P2XP2, (JX)x = (P1XP1 + P2XP2)(x1, x2) =

(X11x1, 0) + (0, X22x2), ãäå x = (x1, x2) ∈ X1 × X2, X ∈ U, Xii ∈ Uii, i ∈ {1, 2}.
Ðàññìîòðèì òðàíñôîðìàòîðû adAB : D(adAB) ⊂ U21 → U21, adABX = AX−XB,

X ∈ D(adAB), adBA : D(adBA) ⊂ U12 → U12, adBAX = BX − XA, X ∈
D(adBA), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè ãðóïï èçîìåòðèé TAB : R → EndU21,

TAB(t)X = TA(t)XTB(−t), t ∈ R, X ∈ U21, TBA : R → EndU12, TBA(t)X =

TB(t)XTA(−t), t ∈ R, X ∈ U12, ñîîòâåòñòâåííî. Òðàíñôîðìàòîðû adAB è adBA

îáðàòèìû. Îáðàòíûå ê íèì îïåðàòîðû îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî Γ12 ∈ EndU12

è Γ21 ∈ EndU21. Îïåðàòîðû Γ12X12 è Γ21X21 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé AY − Y A = X − JX, ãäå Y ∈ U îáëàäàåò ñâîéñòâîì JY = 0.

Ïðèìåíÿÿ ïðîåêòîðû P1, P2 ê ïîñëåäíåìó óðàâíåíèþ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ

ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé:AΓ12X12 − Γ12X12B = X12,

BΓ21X21 − Γ21X21A = −X21,
(4.11)

ãäå Γ12X12 ∈ U12, Γ21X21 ∈ U21. Â ñëó÷àå, êîãäà îïåðàòîð A èëè îïåðàòîð B

îãðàíè÷åí, èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò À. Ã. Áàñêàêîâà15 16 ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà óðàâ-

íåíèé (4.11) ðàçðåøèìà. Òðàíñôîðìàòîð Γ ∈ EndU îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: (ΓX)x =
(

0 Γ12X12
Γ21X21 0

)
( x1
x2 ) =

(
(Γ12X12)x2

(Γ21X21)x1

)
, ãäå x = (x1, x2) ∈ X1 × X2.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ òðàíñôîðìàòîðîâ J è Γ ñëåäóåò, ÷òî èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî

A(I + ΓX) = (I + ΓX)(A− JX), (4.14)

ïðîâåðÿåìîå äëÿ ìàòðèö óêàçàííûõ îïåðàòîðîâ. Óðàâíåíèå (4.14) ýêâèâàëåíòíî

15Áàñêàêîâ À. Ã. Òåîðåìà î ðàñùåïëåíèè îïåðàòîðà è íåêîòîðûå ñìåæíûå âîïðîñû àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè
âîçìóùåíèé / À. Ã. Áàñêàêîâ // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì. � 1986. � Ò. 50. � � 4. � Ñ. 435-457.

16Áàñêàêîâ À. Ã. Ðàñùåïëåíèå âîçìóù¼ííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ íåîãðàíè÷åííûìè îïåðàòîð-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè / À. Ã. Áàñêàêîâ // Ôóíäàìåíò. è ïðèêë. ìàòåì.. � 2002. � Ò. 8. � � 1. � Ñ. 1-16.
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âûïîëíåíèþ óñëîâèé 

X11 = CΓ21X21,

X12 = −(Γ12X12)DΓ12X12 + C,

X21 = −(Γ21X21)CΓ21X21 +D,

X22 = DΓ21X12,

(4.15)

ãäå âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâàõ U12 è U21 ñî-

îòâåòñòâåííî. Ñèìâîëîì γ áóäåì îáîçíà÷àòü âåëè÷èíó π
2d èç îöåíêè (4.9).

Òåîðåìà 4.5. Ïðè óñëîâèè

2γ
√

∥C∥ · ∥D∥ =
π

d

√
∥C∥ · ∥D∥ < 1 (4.16)

ñèñòåìà (4.15) ðàçðåøèìà, ïðè÷¼ì ðåøåíèÿ X
(0)
12 , X

(0)
21 ìîãóò áûòü íàéäåíû

ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ñ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè X
(1)
12 =

X
(1)
21 = 0. Ïðè ýòîì èìåþò ìåñòî îöåíêè

∥∥X(0)
12

∥∥ 6 2∥C∥
1+
√

1−4γ2∥C∥·∥D∥
,
∥∥X(0)

21

∥∥ 6
2∥D∥

1+
√

1−4γ2∥C∥·∥D∥
.

Îïðåäåëåíèå 1.20. Äâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðà Ai : D(Ai) ⊂ X → X ,

i ∈ {1, 2}, áóäåì íàçûâàòü ïîäîáíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî îáðàòè-

ìûé îïåðàòîð U ∈ EndX òàêîé, ÷òî UD(A2) = D(A1) è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

A1Ux = UA2x äëÿ âñåõ x ∈ D(A2). Ïðè ýòîì îïåðàòîð U áóäåì íàçûâàòü îïå-

ðàòîðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàòîðà A1 â A2.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôà 2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 4.6. Ïðè óñëîâèè π
d

√
∥C∥ · ∥D∥ < 1 îïåðàòîðû A è A− JX(0) ïî-

äîáíû, ãäå X(0) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.15) è JX(0) =
(

X
(0)
11 0

0 X
(0)
22

)
.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ,

ãäå A, B � ñàìîñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí

À. Ê. Ìîòîâèëîâûì è À. À. Øêàëèêîâûì.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð A, çàäàííûé îïåðàòîðíîé ìàòðèöåé ( A C
D B ), ïîäîáåí

îïåðàòîðó A− JX, çàäàííîìó îïåðàòîðíîé ìàòðèöåé
(
A−X11 0

0 B−X22

)
.

Îïèøåì ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ â òåîðåìàõ 4.5 è 4.6 ðåçóëüòàòîâ ê îöåíêàì

èíòåãðàëà îò ôóíêöèé èç îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ F(R,X ).

Òåîðåìà 4.7. Ïóñòü ñïåêòð Á¼ðëèíãà Λ(y) ôóíêöèè y èç îäíîðîäíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ôóíêöèé F = F(R,X ) íå ñîäåðæèò íóëÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèí-

14



ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ x ∈ F(1) = F(1)(R,X ) òàêàÿ, ÷òî: 1) Λ(x) ⊂ Λ(y); 2)

x′ = y; 3) ∥x∥F 6 π

2 dist
(
0,Λ(y)

)∥y∥F.
Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü ôóíêöèÿ y ïðèíàäëåæèò îäíîðîäíîìó ïðîñòðàíñòâó

ôóíêöèé F = F(R,X ) è äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå âèäà y = y0+y1, ãäå Λ(y0) ⊂
[−a, a] è Λ(y1) ⊂ R r (−b, b), ãäå 0 6 a < b. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ

ôóíêöèÿ x ∈ F(1) ñî ñâîéñòâàìè: 1) Λ(x) ⊂ Λ(y1); 2) x′ = y1 = y − y0; 3)

∥x∥F 6 π
2b

(
1 + 4

π + 2
π ln

b+a
b−a

)
∥y∥F.
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