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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Êëàññè÷åñêàÿ ñïåêòðàëüíàÿ òåî�

ðèÿ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, èìåþùàÿ äàâíþþ èñòîðèþ (íà÷èíàÿ ñ ðàáîò Í.

Âèíåðà), îòíîñèòñÿ ê ñïåêòðàëüíîé òåîðèè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå íåïðå�

ðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé Cb(R), ðàññìàòðèâàåìûõ
êàê áàíàõîâ ìîäóëü íàä àëãåáðîé L1(R) ñóììèðóåìûõ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé
R êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé (ìîäóëüíàÿ ñòðóêòóðà íà Cb(R) îïðåäåëÿåòñÿ
ñâ¼ðòêîé ôóíêöèé èç L1(R) è Cb(R)). Âïåðâûå ïîíÿòèå ñïåêòðà ôóíêöèè áûëî
ââåäåíî Í. Âèíåðîì â ìîíîãðàôèè, èçäàííîé â 1933 ãîäó. Îïðåäåëåíèå ñïåêòðà

ôóíêöèè, ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííîé íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R, áûëî äàíî

À. Á¼ðëèíãîì â ñòàòüå 1945 ãîäà êàê ñîâîêóïíîñòü âåùåñòâåííûõ òî÷åê λ ∈ R,
äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ t 7→ eiλt : R → C ïðèíàäëåæèò L1(R)-çàìûêàíèþ ëèíåé�

íûõ êîìáèíàöèé ñäâèãîâ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè. Çàòåì, ñ èñïîëüçîâàíèåì

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, Êàðëåìàíîì áûëî äàíî îïðåäåëåíèå ñïåêòðà ôóíê�

öèè. Äîêàçàòåëüñòâî ñîâïàäåíèÿ ñïåêòðîâ Á¼ðëèíãà è Êàðëåìàíà êîìïëåêñíî�

çíà÷íûõ ôóíêöèé íà R ïðåäñòàâëåíî âî âòîðîì òîìå ìîíîãðàôèè Í. Äàíôîðäà

è Äæ.Ò. Øâàðöà. Â ñâîåé ìîíîãðàôèè Â. Àðåíäò, ×.Äæ.Ê. Áýòòè, Ì. Ãèáåð è

Ô. Íîéáðàíäåð ïðîâîäÿò ñðàâíåíèå ëîêàëüíîãî ñïåêòðà, ñïåêòðà Êàðëåìàíà è

íîñèòåëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ïî ñóòè - ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ñïåêòðà Á¼ðëèíãà)

äëÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé íà R ñî çíà÷åíèÿìè â

áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêëà çàäà÷à î ðàñïðîñòðà�

íåíèè èçâåñòíûõ ñïåêòðîâ íà ñëó÷àé ôóíêöèé èç øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèî�

íàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ è, áîëåå îáùî, âåêòîðîâ èç áàíàõîâûõ L1(R)-ìîäóëåé, à
òàêæå çàäà÷à î ñðàâíåíèè ââîäèìûõ â ðàññìîòðåíèå ñïåêòðîâ.

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Í. Âèíåðà îá àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäàõ Ôóðüå

è å¼ ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ îáëàäàþò ìíîæåñòâîì ïðèìåíåíèé â ÷èñëåííîì àíà�

ëèçå, òåîðèè âåéâëåòîâ, ôðåéìîâ è ñèãíàëüíûõ îòñ÷¼òîâ, ÷àñòîòíî-âðåìåííîì

àíàëèçå, â ïðîñòðàíñòâàõ ïîëèíîìèàëüíûõ ñïëàéíîâ è èíâàðèàíòíûõ îòíîñè�

òåëüíî ñäâèãà ïî äèñêðåòíîé ðåø¼òêå ôóíêöèé è ðàñïðåäåëåíèé.

Â 90-õ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ íà÷àëîñü àêòèâíîå ðàçâèòèå òåîðèè ëè�

íåéíûõ îïåðàòîðîâ, òåñíî ñâÿçàííîé ñ îáîáùåíèåì è äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì

òåîðåìû Í. Âèíåðà î ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ ñ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì

Ôóðüå. Ïî ñ÷¼òíîé ñèñòåìå ïðîåêòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â áàíàõîâîì ïðîñòðàí�

ñòâå è îáðàçóþùèõ ðàçëîæåíèå åäèíèöû, äëÿ çàäàííîãî ëèíåéíîãî îãðàíè÷åí�

íîãî îïåðàòîðà ñòðîèòñÿ ìàòðèöà îïåðàòîðà è îïðåäåëÿåòñÿ äâóñòîðîííÿÿ ïî�
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ñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, õàðàêòåðèçóþùàÿ óáûâàíèå âíåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåí�

òîâ ìàòðèöû îïåðàòîðà. Ââîäÿòñÿ â ðàññìîòðåíèå íåñêîëüêî àëãåáð ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà óáûâàíèÿ âíåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ

ìàòðèöû èçó÷àåìîãî îïåðàòîðà (îïåðàòîðû ñ ñóììèðóåìûìè äèàãîíàëÿìè; äèà�

ãîíàëÿìè, ñóììèðóåìûìè ñ íåêîòîðûì âåñîì; äâóõ- è òð¼õäèàãîíàëüíûå è ò.ä.).

Â âûäåëåííîì ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðîâ ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå ïåðèîäè÷åñêîå

ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, îïðåäåëÿåòñÿ ðÿä Ôóðüå îïåðàòîðà.

Èñïîëüçîâàíèå ââîäèìûõ â ðàññìîòðåíèå ñïåêòðîâ ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ ïàìÿ�

òè îïåðàòîðà è ðàçâèòèþ îïðåäåë¼ííûõ àíàëîãîâ ìàòðè÷íîãî èñ÷èñëåíèÿ ëè�

íåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Äëÿ øèðîêîãî êëàññà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ À.Ã. Áàñêàêîâûì,

È.À. Êðèøòàëîì1 ñ ïîìîùüþ ñïåêòðà Á¼ðëèíãà îïåðàòîðîâ áûëî ââåäåíî ïîíÿ�

òèå ïàìÿòè îïåðàòîðà è áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè ïàìÿòè îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ.

Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êîíêðåò�

íûå îöåíêè ýëåìåíòîâ ìàòðèö îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ, äîêàçàòü íàïîëíåííîñòü

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäàëãåáð îïåðàòîðîâ. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âî�

ïðîñ îá óòî÷íåíèè èçâåñòíûõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îöåíîê ýëåìåíòîâ ìàòðèö

îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ, ïðèëîæåíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê êîíêðåòíûì êëàñ�

ñàì ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ (â ÷àñòíîñòè, ê èíòåãðàëüíûì, äèôôåðåíöèàëüíûì

è ò.ä.). Ñîâðåìåííûå èññëåäîâàíèÿ ïî òàêîé òåìàòèêå ïðîâîäèëèñü À.Ã. Áàñêà�

êîâûì, Â.Ã. Êóðáàòîâûì, È.À. Êðèøòàëîì, À. Àëüäðóáè, È.À. Áëàòîâûì.

Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè.

Öåëü ðàáîòû.

1) Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñîâïàäåíèè ñïåêòðîâ Á¼ðëèíãà, Êàðëåìàíà è

ëîêàëüíîãî ñïåêòðà âåêòîðîâ èç áàíàõîâûõ L1(R)-ìîäóëåé.

2) Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ãåíåðàòîðå íåâûðîæäåííîãî áàíàõîâà

L1(R)-ìîäóëÿ.

3) Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñîâïàäåíèè ñïåêòðîâ Á¼ðëèíãà, Êàðëåìàíà è

ëîêàëüíîãî äëÿ ôóíêöèé èç îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ.

4) Ïîëó÷åíèå îöåíîê ýëåìåíòîâ ìàòðèö äëÿ îáðàòíûõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åí�

íûõ îïåðàòîðîâ.

1 Áàñêàêîâ À.Ã., Êðèøòàë È.À. Ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç êàóçàëüíûõ îïåðàòîðîâ è èõ ñïåêòðàëüíûå

ñâîéñòâà Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì. � 2005. � Ò. 69. � � 3. � Ñ. 25.
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5) Äîêàçàòåëüñòâî íàïîëíåííîñòè àëãåáðû, ïîðîæä¼ííîé èíòåãðàëüíûìè

îïåðàòîðàìè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíûìè ìåòîäàìè èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ

ìåòîäû ãàðìîíè÷åñêîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïå�

ðàòîðîâ è òåîðèè èçîìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå

ðåçóëüòàòû:

1) Äîêàçàíà òåîðåìà î ñîâïàäåíèè ñïåêòðîâ Á¼ðëèíãà, Êàðëåìàíà è ëîêàëü�

íîãî ñïåêòðà âåêòîðîâ èç áàíàõîâûõ L1(R)-ìîäóëåé.

2) Äîêàçàíà òåîðåìà î ãåíåðàòîðå íåâûðîæäåííîãî áàíàõîâà L1(R)-ìîäóëÿ.

3) Äîêàçàíà òåîðåìà î ñîâïàäåíèè ñïåêòðîâ Á¼ðëèíãà, Êàðëåìàíà è ëîêàëü�

íîãî äëÿ ôóíêöèé èç îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ.

4) Ïîëó÷åíû îöåíêè ýëåìåíòîâ ìàòðèö äëÿ îáðàòíûõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åí�

íûõ îïåðàòîðîâ.

5) Äîêàçàíà íàïîëíåííîñòü àëãåáðû, ïîðîæä¼ííîé èíòåãðàëüíûìè îïåðàòî�

ðàìè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷å�

ñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ äàëüíåé�

øåãî ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà, ðàñøèðåíèÿ ñôåðû èõ ïðèìåíå�

íèÿ â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ, èññëåäîâàíèÿ ìåòîäîâ ðåøåíèé íåêîòî�

ðûõ êëàññîâ èíòåãðàëüíûõ, ðàçíîñòíûõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Òàê�

æå îíè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ â óíèâåðñèòåòàõ äëÿ

ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé è ïðèìåíÿòüñÿ ñïåöèàëèñòàìè â îá�

ëàñòè ãàðìîíè÷åñêîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñîâ,

ñâÿçàííûõ ñ òåìàòèêîé äèññåðòàöèè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü

íà Âîðîíåæñêèõ çèìíèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ Ñ.Ã. Êðåéíà 2010, 2012, 2013,

2014, 2016, íà Êðûìñêèõ îñåííèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ 2010, 2011, 2012

(Óêðàèíà, Ñåâàñòîïîëü), íà XV Ëåòíåé äèôôåîòîïè÷åñêîé øêîëå 2012 (Ïîëü�

øà, Ãäûíÿ), íà Êðûìñêîé ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè 2013

(Óêðàèíà, Ñóäàê), íà ìàòåìàòè÷åñêîì èíòåðíåò-ñåìèíàðå ISEM-2013 (Ãåðìà�

íèÿ, Áëàóáîéðåí), íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ ñî
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äíÿ ðîæäåíèÿ Á.Ì. Ëåâèòàíà 2014 (Ìîñêâà), íà ñåìèíàðàõ À.Ã. Áàñêàêîâà, à

òàêæå íà íàó÷íûõ ñåññèÿõ Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ

[1�15]. Ðàáîòû [1�3] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ âåäóùèõ ðåöåíçèðó�

åìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ.

Èç ñîâìåñòíîé ðàáîòû [14] â äèññåðòàöèþ âêëþ÷åíû ðåçóëüòàòû, ïðèíàäëåæà�

ùèå ëè÷íî àâòîðó.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 3

ãëàâ è áèáëèîãðàôèè. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 110 ñòðàíèö.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè èçëàãàåòñÿ ðÿä èçâåñòíûõ è øèðîêî èñïîëüçó�

åìûõ â äèññåðòàöèè ïîíÿòèé è ðåçóëüòàòîâ èç òåîðèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ,

ïðåäñòàâëåíèé, ãðóïï è ïîëóãðóïï ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ñïåêòðàëüíîé òåîðèè

ëèíåéíûõ îòíîøåíèé è îïåðàòîðîâ.

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèå è íåêîòîðûå ñâîé�

ñòâà áàíàõîâà L1(R)-ìîäóëÿ, ïîíÿòèå åãî ãåíåðàòîðà. Äëÿ èëëþñòðàöèè äàí�

íûõ îïðåäåëåíèé ïðèâîäèòñÿ ðÿä ïðèìåðîâ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé

(íåïðåðûâíûõ, ñóììèðóìûõ, ëîêàëüíî ñóììèðóåìûõ è ò.ä.).Ââîäÿòñÿ îïðåäå�

ëåíèÿ è äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñïåêòðîâ Á¼ðëèíãà, Êàðëåìàíà è

ëîêàëüíîãî ñïåêòðà âåêòîðîâ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû ñâÿçàíû ñ

äîêàçàòåëüñòâîì ñîâïàäåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñïåêòðîâ âåêòîðîâ è ôóíêöèé

(ëîêàëüíûé ñïåêòð âçÿò îòíîñèòåëüíî ãåíåðàòîðà áàíàõîâà L1(R)-ìîäóëÿ).
Ïóñòü X,Y � áåñêîíå÷íîìåðíûå êîìïëåêñíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà.

Ñèìâîëîì Hom(X,Y ) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïå�

ðàòîðîâ, îòîáðàæàþùèõ X íà Y , EndX = Hom(X, Y ) � áàíàõîâà àëãåáðà

ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå

X. Ïóñòü L1(R) = L1(R,C) � áàíàõîâà àëãåáðà èçìåðèìûõ ñóììèðóåìûõ íà

R (êëàññîâ) êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé ñî ñâåðòêîé â êà÷åñòâå óìíîæåíèÿ,

îïðåäåëÿåìîé ïî ôîðìóëå

(f ∗ g)(t) =
∫
R

f(s)g(t− s)ds, f, g ∈ L1(R), t ∈ R, (2.1)

Ïóñòü S : R → EndL1(R) - èçîìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà îïåðàòîðîâ ñäâèãà âèäà

(S(t)x)(s) = x(t+ s), s, t ∈ R. (2.2)
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Ïóñòü áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì L1(R)-ìîäóëåì, òî åñòü

äëÿ âñåõ f ∈ L1(R) è x ∈ X îïðåäåëåíî çàäàþùåå ìîäóëüíóþ ñòðóêòóðó áèëè�

íåéíîå îòîáðàæåíèå (f, x) 7→ fx : L1(R)×X → X è ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

∥fx∥ ≤ ∥f∥1∥x∥, f ∈ L1(R), x ∈ X. (2.3)

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Áàíàõîâ L1(R)-ìîäóëü X íàçîâ¼ì íåâûðîæäåííûì, åñëè

ðàâåíñòâî fx = 0 äëÿ âñåõ f ∈ L1(R) îçíà÷àåò, ÷òî x = 0.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðóêòóðà áàíàõîâà L1(R)�ìîäóëÿ X àññîöèèðîâàíà ñ

îãðàíè÷åííûì èçîìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì T : R → EndX, è èñïîëüçîâàòü

äëÿ X îáîçíà÷åíèå (X,T ), åñëè äëÿ âñåõ x ∈ X, f ∈ L1(R), t ∈ R, ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî T (t)(fx) = (S(t)f)x = f(T (t)x).

Îïðåäåëåíèå 2.1.2. Âåêòîð x ∈ X áóäåì íàçûâàòü T�íåïðåðûâíûì, åñëè

ôóíêöèÿ xT : R → X, xT (t) = T (t)x, t ∈ R, íåïðåðûâíà. Çàìêíóòîå ïîä�

ïðîñòðàíñòâî T -íåïðåðûâíûõ âåêòîðîâ èç X îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Xc.

Ðàññìàòðèâàåìûå â äèññåðòàöèè áàíàõîâû L1(R)-ìîäóëè ÿâëÿþòñÿ íåâû�

ðîæäåííûìè áàíàõîâûìè L1(R)-ìîäóëÿìè ñî ñòðóêòóðîé, àññîöèèðîâàííîé ñ

íåêîòîðûì îãðàíè÷åííûì èçîìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 2.1.3. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ôóíêöèé {fλ}, λ ∈ C\iR, èç àëãåá�
ðû ôóíêöèé L1(R), îïðåäåëåííûõ ðàâåíñòâàìè

fλ(t) =

{
eλt, t ≤ 0,

0, t > 0,
åñëè Reλ > 0,

fλ(t) =

{
0, t < 0,

−eλt, t ≥ 0,
åñëè Reλ < 0.

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ

Rλ ∈ EndX, λ ∈ C\iR, âèäà Rλx = fλx, x ∈ X. Ýòî ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ

óäîâëåòâîðÿåò ðåçîëüâåíòíîìó òîæäåñòâó Ãèëüáåðòà Rλ − Rµ = (µ − λ)RλRµ,

λ, µ ∈ C\iR.
Îïðåäåëåíèå 2.1.4. Ãåíåðàòîðîì áàíàõîâà L1(R)-ìîäóëÿ (X,T ) áóäåì íàçû�

âàòü îïåðàòîð A = i−1A, ãäå A : D(A) ⊂ X → X � çàìêíóòûé îïåðàòîð,

ðåçîëüâåíòîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ λ 7→ Rλ = T (fλ), λ ∈ C\iR.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ áàíàõîâûõ L1(R)-ìîäóëåé ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíîðîä�

íûå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ:

Îïðåäåëåíèå 2.1.5. Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî F (R, X) ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ

íà R, ñî çíà÷åíèÿìè â êîìïëåêñíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X, íàçûâàåòñÿ
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îäíîðîäíûì, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ïðîñòðàíñòâî F (R, X) ñîäåðæèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé Ñòåïàíîâà

S1(R, X), ïðè÷åì âëîæåíèå F (R, X) ⊂ S1(R, X) èíúåêòèâíî è íåïðåðûâ�

íî (èíúåêòèâíîñòü îçíà÷àåò èíúåêòèâíîñòü îïåðàòîðà âëîæåíèÿ);

2) â F (R, X) îïðåäåëåíà è îãðàíè÷åíà ãðóïïà S(t), t ∈ R, îïåðàòîðîâ ñäâè�
ãîâ ôóíêöèé (S(t)x)(s) = x(s+ t), s, t ∈ R, x ∈ F (R, X);

3) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x ∈ F (R, X) è ëþáîãî C ∈ EndX ôóíêöèÿ y(t) =

(Cx)(t) ïðèíàäëåæèò F (R, X) è ∥y∥ ≤ ∥C∥∥x∥;

4) äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé f ∈ L1(R), x ∈ F (R, X) èõ ñâåðòêà

(f ∗ x)(t) =
∫
R

f(τ)x(t− τ)dτ =

∫
R

f(τ)(S(−τ)x)(t)dτ, t ∈ R,

ïðèíàäëåæèò F (R, X) è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ∥f ∗ x∥ ≤ ∥f∥1∥x∥;

5) äëÿ x ∈ F (R, X) èç ðàâåíñòâà f ∗ x = 0 äëÿ âñåõ f ∈ L1(R) ñëåäóåò, ÷òî
x = 0.

Äëÿ âåêòîðîâ èç ðàññìàòðèâàåìûõ áàíàõîâûõ L1(R)-ìîäóëåé ââåäåíû ñëå�

äóþùèå îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðîâ Á¼ðëèíãà, Êàðëåìàíà è ëîêàëüíîãî ñïåêòðà.

Îïðåäåëåíèå 2.2.2. Ñïåêòðîì Á¼ðëèíãà âåêòîðà x èç áàíàõîâà L1(R)-ìîäóëÿ
(X,T ) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Λ(x) = {λ ∈ R : fx ̸= 0 äëÿ âñåõ f ∈ L1(R) òàêèõ, ÷òî f̂(λ) ̸= 0}.

Îïðåäåëåíèå 2.3.2. Ñïåêòðîì Êàðëåìàíà âåêòîðà x ∈ X áóäåì íàçûâàòü

ìíîæåñòâî ΛC(x) òàêèõ ÷èñåë λ0 ∈ R, ÷òî ôóíêöèÿ Rx : C\iR → X, Rx(λ) =

fλx, x ∈ X, íå èìååò ãîëîìîðôíîãî ïðîäîëæåíèÿ â íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü òî÷�

êè iλ0 ∈ iR. Ñåìåéñòâî ôóíêöèé fλ âçÿòî èç îïðåäåëåíèÿ 2.1.3.

Îïðåäåëåíèå 2.3.3.Ìíîæåñòâî ΛC(X) =
∪
x∈X

ΛC(x) áóäåì íàçûâàòü ñïåêòðîì

Êàðëåìàíà áàíàõîâà L1(R)-ìîäóëÿ (X,T ).

Îïðåäåëåíèå 2.4.1. Çàìêíóòûé îïåðàòîð B : D(B) ⊆ Y → Y îáëàäàåò ñâîé�

ñòâîì îäíîçíà÷íîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ, åñëè äëÿ ëþáîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè

f : U ⊆ C → D(B) èç ðàâåíñòâà (B − λI)f(λ) = 0, λ ∈ U , ñëåäóåò, ÷òî f ≡ 0.

Ïóñòü îïåðàòîð B : D(B) ⊆ Y → Y îáëàäàåò ñâîéñòâîì îäíîçíà÷íîãî

ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Ìíîæåñòâî òî÷åê λ0 ∈ C, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ
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îêðåñòíîñòü U0 = U(λ0) òî÷êè λ0 è ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f : U0 → D(B) ⊆
Y òàêàÿ, ÷òî f(λ) ∈ D(B) ⊆ Y , è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (B − λI)f(λ) = y,

y ∈ Y , äëÿ âñåõ λ ∈ U0, íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ðåçîëüâåíòíûì ìíîæåñòâîì

âåêòîðà y ∈ Y è îáîçíà÷àåòñÿ ρB(y). Ôóíêöèþ f áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíîé

ðåçîëüâåíòîé âåêòîðà y îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà B â îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0.

Ëîêàëüíûé ñïåêòð âåêòîðà y ∈ Y îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà B - ýòî ìíîæå�

ñòâî σB(y) = C\ρB(y).
Ãåíåðàòîð ðàññìàòðèâàåìîãî áàíàõîâà L1(R)-ìîäóëÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì

îäíîçíà÷íîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ïîýòîìó îòíîñèòåëüíî íåãî âîçìîæíî ïîñòðîå�

íèå ëîêàëüíîãî ñïåêòðà âåêòîðà.

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè âòîðîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû:

Òåîðåìà 2.5.1. Ïóñòü T : R → EndX � èçîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå, àñ�

ñîöèèðîâàííîå ñî ñòðóêòóðîé íåâûðîæäåííîãî áàíàõîâà L1(R)-ìîäóëÿ (X,T).

Òîãäà ãåíåðàòîð A ñèëüíî íåïðåðûâíîãî ñóæåíèÿ T |Xc
ãðóïïû îïåðàòîðîâ T

ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì îïåðàòîðà iA, ãäå A � ãåíåðàòîð L1(R)-ìîäóëÿ (X,T ), è

ðåçîëüâåíòà λ 7→ R(λ,A) : C\iR → EndXc äîïóñêàåò ðàñøèðåíèå äî ðåçîëü�

âåíòû λ 7→ Rλ : C\iΛC(X) → EndX îïåðàòîðà iA.

Òåîðåìà 2.5.2. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x èç áàíàõîâà L1(R)-ìîäóëÿ (X,T ) èìå�

þò ìåñòî ðàâåíñòâà Λ(x) = ΛC(x) = σA(x).

Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ −i ddt = D : D(D) ⊆ F → F ÿâëÿåòñÿ ãåíå�

ðàòîðîì áàíàõîâà L1(R)-ìîäóëÿ (F , S), ïîýòîìó â ñëó÷àå îäíîðîäíûõ ôóíêöè�

îíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ (ñì. îïðåäåëåíèå 2.1.5) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.5.3. Ïóñòü F = F (R, X)� îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé. Òî�

ãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ ∈ F ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà Λ(φ) = ΛC(φ) = σD(φ).

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ìàòðèöû è ðÿäà Ôóðüå ëè�

íåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X â

áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y . Ïðèâåäåíû ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Áîõíåðà-Ôèëëèïñà

î íàïîëíåííîñòè íåêîòîðûõ ïîäàëãåáð àëãåáðû ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðà�

òîðîâ. Ïðîâîäèòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè À.Ã. Áàñêàêî�

âà2, è ïîëó÷åíû òåîðåìû, óòî÷íÿþùèå ðåçóëüòàòû äàííîé ñòàòüè. Ðåçóëüòàòû

î íàïîëíåííîñòè ïîäàëãåáð è îá îöåíêàõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îáðàòíûõ îïåðà�

òîðîâ ïðèìåíÿþòñÿ â òåîðåìå 3.5.4 î íàïîëíåííîñòè ïîäàëãåáð àëãåáðû îïåðà�

òîðîâ, ïîðîæä¼ííûõ èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè è äåéñòâóþùèõ íà ïðîñòðàí�

ñòâå íåïðåðûâíûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé C2π(R,C).
2 Áàñêàêîâ À.Ã. Îöåíêè ýëåìåíòîâ îáðàòíûõ ìàòðèö è ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ Èçâ.

ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì. � 1997. � Ò. 61. � � 6. � Ñ. 3�26.
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ÏóñòüG � ñ÷åòíàÿ äèñêðåòíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ àääèòèâíîé ôîðìîé çàïèñè

îïåðàöèè íà ãðóïïå, à S ⊆ G � íåêîòîðîå å¼ ïîäìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Ïðîåêòîðíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ P : G → EndX, çàäàþ�

ùóþ ìíîæåñòâî ïðîåêòîðîâ {Pg = P (g)}g∈G, Pg = 0 äëÿ âñåõ g ∈ G\S, áóäåì
íàçûâàòü äèçúþíêòíîé, åñëè PiPj = 0 äëÿ ëþáîé ïàðû i, j ∈ S, i ̸= j.

Îïðåäåëåíèå 3.2.2. Äèçúþíêòíóþ ïðîåêòîðíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ P : G →
EndX áóäåì íàçûâàòü ðàçëîæåíèåì åäèíèöû íà ïðîñòðàíñòâå X, åñëè äëÿ

êàæäîãî x ∈ X áåçóñëîâíî ñõîäèòñÿ ðÿä
∑

g∈S Pgx = x è êîíå÷íà âåëè÷èíà

C(P ) = sup{αg}⊂T

∥∥∥∑g∈S αgPg

∥∥∥ ≥ 1.

Â ïðîñòðàíñòâàõ X è Y ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû P : G → EndX

è Q : G → EndY ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå 3.2.6. Äëÿ ðàçëîæåíèé åäèíèöû P èQ âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:

1) Â ñëó÷àå, êîãäà X = Y è P = Q, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ M(P ) > 0,

÷òî äëÿ ëþáûõ g ∈ G, ìíîæåñòâà G ⊆ S è îïåðàòîðà A ∈ EndX èìååò

ìåñòî îöåíêà ∥
∑

j∈G Pj+gAPj∥ ≤ M(P )maxj∈G ∥Pj+gAPj∥.

2) Äëÿ ëþáûõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ σ1, σ2,∆1,∆2 ⊂ S òàêèõ, ÷òî σ1 ∩ σ2 = ∅,
∆1 ∩∆2 = ∅, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∥(
∑
i∈σ1

Qi)A(
∑
j∈∆1

Pj) + (
∑
i∈σ2

Qi)A(
∑
j∈∆2

Pj)∥ =

max{∥(
∑
i∈σ1

Qi)A(
∑
j∈∆1

Pj)∥, ∥(
∑
i∈σ2

Qi)A(
∑
j∈∆2

Pj)∥}.

Îïðåäåëåíèå 3.2.3. Êàæäîìó îïåðàòîðó A ∈ Hom(X, Y ) ïîñòàâèì â ñîîò�

âåòñòâèå ìàòðèöó îïåðàòîðà A = (Aij)i,j∈S, ýëåìåíòû êîòîðîé èìåþò âèä

Aij = QiAPj ∈ Hom(X, Y ), i, j ∈ S.
Äèàãîíàëüþ ìàòðèöû îïåðàòîðà A ∈ Hom(X, Y ) áóäåì íàçûâàòü îïåðàòî�

ðû Ag ∈ Hom(X, Y ) (ñ ó÷¼òîì çàìå÷àíèÿ 3.2.6), g ∈ G, âèäà Ag =
∑

i−j=g
i,j∈S

QiAPj,

ãäå Ag = 0, åñëè g ∈ G íå ïðåäñòàâèìà â âèäå i− j äëÿ ëþáûõ i, j ∈ S.
Îïðåäåëåíèå 3.2.4. Êàæäîìó îïåðàòîðó A ∈ Hom(X, Y ) ñ ìàòðèöåé A =

(Aij)i,j∈S ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèþ dA : G → R+ ∪ {0} âèäà dA(g) =

supi−j=g ∥Aij∥, g ∈ G, i, j ∈ S. Âåëè÷èíó dA(g), g ∈ G, áóäåì íàçûâàòü íîðìîé

g-îé äèàãîíàëè ìàòðèöû A îïåðàòîðà A.

Îïðåäåëåíèå 3.2.5. Ïóñòü ôóíêöèÿ α : G → R+ óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì:

1) α(g) ≥ 1 äëÿ âñåõ g ∈ G,
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2) α(g1 + g2) ≤ α(g1)α(g2) äëÿ âñåõ g1, g2 ∈ G,

3) limn→∞ n−1 lnα(ng) = 0 äëÿ âñåõ g ∈ G.

Îïðåäåëåíèå 3.2.6. Ïóñòü β : G → R+ � ôóíêöèÿ, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè:

1)
∑

g∈G β(g)−1 < ∞,

2) limn→∞ n−1 ln β(ng) = 0,

3) ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C(β) > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ g ∈ G ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî
∑

j∈G(β(g − j)β(j))−1 ≤ C(β)/β(g).

Îïðåäåëåíèå 3.2.7. Ïîä õàðàêòåðèñòèêîé óáûâàíèÿ íîðì äèàãîíàëåé (ìàò�

ðèöû A) îïåðàòîðà A ∈ Hom(X, Y ) áóäåì ïîíèìàòü ïðàâèëî, îïèñûâàþùåå

ñòðåìëåíèå ê 0 âåëè÷èí dA(kg) ïðè k → ∞, g ∈ G. Âûäåëèì ñëåäóþùèå õàðàê�

òåðèñòèêè óáûâàíèÿ íîðì äèàãîíàëåé:

1)
∑

g∈G dA(g) < ∞;

2)
∑

g∈G dA(g)α(g) < ∞, ãäå ôóíêöèÿ α äàíà â îïðåäåëåíèè 3.2.5;

3) limk→∞,g∈G dA(kg)β(kg) = 0, ãäå ôóíêöèÿ β äàíà â îïðåäåëåíèè 3.2.6;

4) limk→∞,k∈Zn dA(k)(1+∥k∥)q = 0, äëÿ íåêîòîðîãî q > n (∥k∥ = max1≤i≤n |ki|,
k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn);

5) dA(k) ≤ Mγ∥k∥, k ∈ Zn\{0}, (G = Z) äëÿ íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ M =

M(A) > 0 è γ = γ(A) ∈ (0, 1);

6) dA(k) = 0 ïðè |k| > 1, k ∈ Z, (òð¼õäèàãîíàëüíûå);

7) dA(k) = 0 ïðè k ̸= 0, 1 ëèáî ïðè k ̸= 0,−1, k ∈ Z, (äâóõäèàãîíàëüíûå).

Îïðåäåëåíèå 3.2.8. Îïåðàòîðû, óäîâëåòâîðÿþùèå ëþáîìó èç óñëîâèé îïðåäå�

ëåíèÿ 3.2.7, îáðàçóþò ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà èç ïðîñòðàíñòâà Hom(X, Y ),

êîòîðûå áóäåì îáîçíà÷àòü Hom1(X, Y ), Homα(X, Y ), Homβ(X, Y ), Homq(X, Y ),

Homγ(X,Y ), ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ îïåðàòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 1),

2), 3), 4) è 5). Äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâ îïåðàòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

1)�4) îïðåäåëåíèÿ 3.2.7, ââåä¼ì ñëåäóþùèå íîðìû

∥A∥α =
∑
g∈G

α(g)dA(g), ∥A∥β = C(β) sup
g∈G

β(g)dA(g),

∥A∥1 =
∑
g∈G

dA(g), ∥A∥q = C(q) sup
k∈Zn

(1 + ∥k∥)qdA(k),
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ãäå A ∈ Hom(X,Y ) ïðèíàäëåæèò ñîîòâåòñòâóþùåìó ïîäïðîñòðàíñòâó. Îòíî�

ñèòåëüíî ââåä¼ííûõ íîðì óêàçàííûå ïîäïðîñòðàíñòâà ïîëíû. Îòìåòèì, ÷òî

Homα(X,Y ) = Hom1(X, Y ) ïðè α ≡ 1, à Homβ(X,Y ) = Homq(X,Y ) ïðè

β(k) = (1 + ∥k∥)q, k ∈ Zn. Â ñëó÷àå, êîãäà X = Y è ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíî

è òîæå ðàçëîæåíèå åäèíèöû P : G → EndX äëÿ îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ è çíà�

÷åíèé îïåðàòîðîâ, òî ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

1)�5), îáîçíà÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, End1X, EndαX, EndβX, EndqX, EndγX.

Îïðåäåëåíèå 3.2.9. Ïóñòü P̂ : Ĝ → EndX, Q̂ : Ĝ → EndY � ñèëüíî íåïðåðûâ�

íûå èçîìåòðè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ (ãðóïïû îïåðàòîðîâ), îïðåäåë¼ííûå ôîðìó�

ëàìè P̂ (γ)x =
∑
g∈S

γ(g)Pgx, x ∈ X, Q̂(γ)x =
∑
g∈S

γ(g)Qgy, y ∈ Y, ãäå P , Q �

ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3.2.2, ñîîòâåòñòâåííî, â áàíàõîâûõ

àëãåáðàõ îïåðàòîðîâ EndX è EndY , γ ∈ Ĝ � óíèòàðíûå õàðàêòåðû ãðóïïû G.
Îïðåäåëåíèå 3.2.10. Êàæäîìó îïåðàòîðó A ∈ Hom(X, Y ) ïîñòàâèì â ñîîò�

âåòñòâèå ñèëüíî íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ΦA : Ĝ → Hom(X,Y ), îïðåäåëÿåìóþ

ðàâåíñòâîì ΦA(γ) = Q̂(γ)AP̂ (−γ), γ ∈ Ĝ. Ôóíêöèè ΦA ïîñòàâèì â ñîîòâåò�

ñòâèå åå ðÿä Ôóðüå ΦA(γ) ∼
∑

g∈G γ(g)Ag, γ ∈ Ĝ, ãäå

Ag =

∫
Ĝ

ΦA(γ)γ(−g)µ(dγ), g ∈ G, (3.1)

à µ � ìåðà Õààðà íà êîìïàêòíîé ãðóïïå Ĝ, µ(Ĝ) = 1. Ðÿä
∑

g∈GAg áóäåì

íàçûâàòü ðÿäîì Ôóðüå îïåðàòîðà A, à îïåðàòîðû Ag, g ∈ G, � êîýôôèöèåíòàìè

Ôóðüå ýòîãî îïåðàòîðà (îòíîñèòåëüíî ïàðû ïðåäñòàâëåíèé (P̂ , Q̂)).

Òåîðåìà 3.4.1. Ïóñòü äëÿ íåïðåðûâíî îáðàòèìîãî îïåðàòîðà A ∈ Hom(X, Y )

îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïàðû ïðåäñòàâëåíèé (P̂ , Q̂) èìååò äâå íåíóëåâûå

äèàãîíàëè (íóëåâàÿ è ïåðâàÿ), ò.å. ôóíêöèÿ ΦA : T → Hom(X,Y ) èìååò âèä

ΦA(θ) = A0 + A1θ, θ ∈ T. (3.2)

Îáîçíà÷èì a1 = ∥A−1∥dA(1). Òîãäà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå îïåðàòîðà B =

A−1 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

dB(k) ≤

 ∥A−1∥
a1+1 (k + 1)

(
1 + 1

k

)k ( a1
a1+1

)k

≤ e∥A−1∥
a1+1 (k + 1)

(
a1

a1+1

)k

, k ≥ a1

∥A−1∥, 0 < k < a1;

(3.3)
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dB(−k) ≤


∥A−1∥
a1

k
(
1 + 1

k−1

)k−1
(
a1−1
a1

)k−1

≤ e∥A−1∥
a1

k
(
a1−1
a1

)k−1

, 1 < a1 < k

∥A−1∥, 1 < k < a1

0, a1 ≤ 1 < k;
(3.4)

dB(−1) ≤

{
∥A−1∥, a1 ≥ 1

0, a1 < 1;
dB(0) ≤ ∥A−1∥.

Ïðè ýòîì

∥B∥1 ≤



(2a1 + 1)∥A−1∥+ 2e∥A−1∥
(
(a1 + 1)

(
a1

a1+1

)a1
+ a1

(
a1−1
a1

)a1−1
)
,

åñëè a1 > 1;

(2e+ 3)∥A−1∥,
åñëè a1 = 1;

e∥A−1∥a1(a1+2)
a1+1 + ∥A−1∥,

åñëè a1 < 1.

(3.5)

Òåîðåìà 3.4.1 óòî÷íÿåò ðåçóëüòàòû À.Ã. Áàñêàêîâà3 (òåîðåìà 3).

Îïðåäåëåíèå 3.5.1. Ñèìâîëîì GioC2π(R,C) îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî îïå�

ðàòîðîâ A ∈ EndC2π(R,C) âèäà

A = aI +K, a ∈ C\{0}, (3.11)

ãäå K - èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð íà C2π(R,C) âèäà (Kx)(τ) =
∫2π
0 K(τ, u)x(u)du,

ñ ÿäðîì K : R× R → C, êîòîðîå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) K(τ + 2π, u+ 2π) = K(τ, u) äëÿ âñåõ τ, u ∈ R;

2) κ(τ) ∈ L1
2π(R,C) äëÿ âñåõ τ ∈ R, ãäå (κ(τ)) (u) = K(τ, u), u ∈ R;

3) κ ∈ C2π(R, L1
2π(R,C)) (ôóíêöèÿ κ íåïðåðûâíà ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà

L1
2π(R,C)).

Îïðåäåëåíèå 3.5.2. Ïóñòü îïåðàòîð A ∈ GioC2π(R,C) óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó
èç óñëîâèé 1)�7) óáûâàíèÿ íîðì äèàãîíàëåé èç îïðåäåëåíèÿ 3.2.7. Äëÿ ñîâîêóï�

íîñòåé îïåðàòîðîâ èç GioC2π(R,C), óäîâëåòâîðÿþùèõ òàêèì óñëîâèÿì, ââåä¼ì

îáîçíà÷åíèÿ ïî àíàëîãèè ñ îïðåäåëåíèåì 3.2.8 î ïîäïðîñòðàíñòâàõ îïåðàòîðîâ

àáñòðàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà Hom(X, Y ). Òî åñòü, áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñèìâîëàìè

3 Áàñêàêîâ À.Ã. Îöåíêè ýëåìåíòîâ îáðàòíûõ ìàòðèö è ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ Èçâ.

ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì. � 1997. � Ò. 61. � � 6. � Ñ. 12.
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Gio1C2π(R,C), GioαC2π(R,C), GioβC2π(R,C), GioqC2π(R,C), GioγC2π(R,C) äëÿ
îïåðàòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ, ñîîòâåòñòâåííî, óñëîâèÿì 1)�5).

Èç òåîðåì 2,3 ñòàòüè4 äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ èç GioC2π(R,C)
âûòåêàþò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 3.5.2. Ïóñòü íåïðåðûâíî îáðàòèì îïåðàòîð A = aI + K ∈
Gio γC2π(R,C). Ïîëîæèì κ̃(A) = Mγ∥A−1∥. Òîãäà îïåðàòîð B = A−1 ∈
Gio γC2π(R,C) è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâû îöåíêè âèäà

dB(k) ≤
(
2− 2(1− γ2)

8κ̃(A) + 3(1− γ2)

)
∥A−1∥

(
1− (1− γ)2

1− γ + 4κ̃(A)

)|k|

,

åñëè k ̸= 0, è dB(0) ≤ ∥A−1∥. Â ÷àñòíîñòè,

∥B∥1 =
∑
k∈Z

dB(k) ≤
(
16κ̃(A)
(1− γ)2

− 1 +
6 + 8γ + 2γ2

8κ̃(A) + 3(1− γ2)

)
∥A−1∥,

ïðè÷åì, åñëè κ̃(A) ≥ 1, òî

∥B∥1 ≤
(
16κ̃(A)
(1− γ)2

+
−5 + 8γ + 5γ2

8 + 3(1− γ2)

)
∥A−1∥ ≤

(
16κ̃(A)
(1− γ)2

+ 1

)
∥A−1∥.

Òåîðåìà 3.5.3. Ïóñòü íåïðåðûâíî îáðàòèìûé îïåðàòîð A = aI + K ∈
Gio γC2π(R,C) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 6) èç îïðåäåëåíèÿ 3.2.7. Îáîçíà÷èì âå�

ëè÷èíó κ̄(A) = max{∥A−1∥, ∥A1∥}∥A−1∥ ≤ κ(A) = ∥A∥∥A−1∥. òîãäà äëÿ îïå�

ðàòîðà B = A−1 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè: dB(0) ≤ ∥A−1∥,

dB(k) ≤
(
16κ̄(A) + 4

8κ̄(A) + 3

)
∥A−1∥

(
4κ̄(A)

1 + 4κ̄(A)

)|k|
≤ 2∥A−1∥

(
4κ̄(A)

1 + 4κ̄(A)

)|k|
,

∥B∥1 =
∑
k∈Z

dB(k) ≤
(
16κ̄(A) +

3− 8κ̄(A)
3 + 8κ̄(A)

)
∥A−1∥ ≤ 16κ̄(A)∥A−1∥.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì òðåòüåé ãëàâû äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.5.4. Ïóñòü îïåðàòîð A ∈ GioC2π(R,C) íåïðåðûâíî îáðàòèì è

óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç óñëîâèé 1)�7) îïðåäåëåíèÿ 3.2.7, òîãäà îáðàòíûé

îïåðàòîð B = A−1 ∈ GioC2π(R,C) (ò.å. àëãåáðà GioC2π(R,C) íàïîëíåíà) è

1) ïðèíàäëåæèò ïîäàëãåáðå îïåðàòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòâåòñòâó�

þùåìó óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ 3.2.7 (äëÿ óñëîâèé 1)�5));

4 Òàì æå. � Ñ. 12.
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2) äëÿ íîðì åãî äèàãîíàëåé ñïðàâåäëèâû îöåíêè òåîðåì 3.5.2, 3.5.3 èëè

3.4.1, åñëè îïåðàòîð A óäîâëåòâîðÿåò, ñîîòâåòñòâåííî, óñëîâèÿì 5),

6) èëè 7) îïðåäåëåíèÿ 3.2.7.
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