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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòûÀêòóàëüíîñòü òåìû. Èçâåñòíî, ÷òî ïîä ñèììåòðèåé ïîíèìàåòñÿñâîéñòâî îáúåêòà îñòàâàòüñÿ èíâàðèàíòíûì ïîä äåéñòâèåì êàêîãî-ëèáîïðåîáðàçîâàíèÿ. Ñèììåòðèÿ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíà â ïðèðîäå, èññëåäó-åòñÿ âî âñåõ îáëàñòÿõ åñòåñòâåííûõ íàóê, è å¼ èçó÷åíèå âî ìíîãèõ ñëó-÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ. Â ìàòåìàòè÷åñêîììîäåëèðîâàíèè ñèììåòðèÿ, íàðÿäó ñ çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ, èãðàåò ðîëüôóíäàìåíòàëüíîãî çàêîíà ïðèðîäû.Â îáëàñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÄÓ) ñèììåòðèéíûå ìå-òîäû âîçíèêëè â XIX âåêå, êîãäà Ñîôóñ Ëè (1842 � 1899), íàèáîëåå èç-âåñòíûå ðàáîòû êîòîðîãî îïóáëèêîâàíû â êîíöå XIX âåêà, ïðåäëîæèëðåãóëÿðíûé àëãîðèòì ãðóïïîâîãî àíàëèçà äëÿ êëàññèôèêàöèè è ïîèñêàðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ). Ê ñîæà-ëåíèþ, â íà÷àëå XX âåêà øèðîêàÿ íàó÷íàÿ îáùåñòâåííîñòü íå ïðîÿâèëàäîëæíîãî âíèìàíèÿ ê èäåÿì Ñ. Ëè, õîòÿ èçâåñòíî íåñêîëüêî ñîäåðæà-òåëüíûõ ðàáîò â ýòîé îáëàñòè. Îäíàêî ïîäëèííûé ðàñöâåò ñèììåòðèé-íîãî ïîäõîäà ê ÄÓ ïðîèçîø¼ë ïîëâåêà ñïóñòÿ, êîãäà Ë. Â. Îâñÿííèêîâóñïåøíî ïðèìåíèë ãðóïïîâîé àíàëèç ê èññëåäîâàíèþ íåëèíåéíûõ óðàâ-íåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ÷òî ïîçâîëèëî íàéòè â ÿâíîì âèäåáîëüøîå ÷èñëî ôèçè÷åñêè çíà÷èìûõ ðåøåíèé ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé âðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ïðèêëàäíîé íàóêè (ìåõàíèêà, ãèäðîäèíàìèêà, íåëè-íåéíàÿ îïòèêà è äð.). Â òåîðèè ÎÄÓ áûëà íàéäåíà ãëóáîêàÿ ñâÿçü ìåæäóðàçëè÷íûìè òèïàìè ñèììåòðèé � íåïðåðûâíûìè ãðóïïàìè ïðåîáðàçî-âàíèé (ãðóïïàìè Ëè) è ïåðâûìè èíòåãðàëàìè (çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ):ñìûñë òåîðåìû Í¼òåð â òåîðèè ÎÄÓ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè îïðåäå-ë¼ííûõ óñëîâèÿõ ñèììåòðèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ �íàñëåäóåòñÿ� ïåðâûìèíòåãðàëîì, è íàëè÷èå îäíîé âàðèàöèîííîé ñèììåòðèè ïîçâîëÿåò ïîíè-çèòü ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ ñðàçó íà äâå åäèíèöû.Îäíàêî âàðèàöèîííàÿ ñèììåòðèÿ îïðåäåëåíà ëèøü äëÿ óðàâíåíèé÷¼òíîãî ïîðÿäêà, è ïîïûòêè ââåñòè ãàìèëüòîíîâó ñòðóêòóðó íà ÎÄÓíå÷¼òíûõ ïîðÿäêîâ íå ïðèâåëè ê ïîëîæèòåëüíîìó ðåçóëüòàòó (ñ òî÷êèçðåíèÿ èíòåãðèðóåìîñòè). Ïîýòîìó ñ âðåìåíåì ñëîæèëîñü âïå÷àòëåíèå,÷òî àíàëîãè÷íîé ñòðóêòóðû ñèììåòðèè äëÿ óðàâíåíèÿ íå÷¼òíûõ ïîðÿä-êîâ íå ñóùåñòâóåò. Î÷åâèäíî, ýòî íå òàê � â êà÷åñòâå êîíòðïðèìåðà ìîæ-3



íî ïðèâåñòè ïðîñòîå óðàâíåíèå 3-ãî ïîðÿäêà
y′′′ = 2yy′, (0.0.1)êîòîðîå àâòîíîìíî è èìååò àâòîíîìíûé ïåðâûé èíòåãðàë
y′′ = y2 + C, (0.0.2)ò. å. ñèììåòðèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ àáñîëþòíî àíàëîãè÷íà âàðèàöèîííîé âòîì ñìûñëå, ÷òî ïåðâûé èíòåãðàë å¼ �íàñëåäóåò�, ïîçâîëÿÿ ñ å¼ ïîìîùüþïîíèçèòü ïîðÿäîê èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ñðàçó íà äâå åäèíèöû.Â äàííûé ìîìåíò èçâåñòíû 2 ðàáîòû, ïîñâÿù¼ííûå àíàëîãàì âà-ðèàöèîííîé ñèììåòðèè. Â 1989 ã. Ñ. Ï. Öàð¼â îïóáëèêîâàë ñòàòüþ, ãäåáûëà ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ âàðèàöèîííîé ñèììåòðèè äëÿ ìåõàíè÷åñêîé ñè-ñòåìû íå÷¼òíûõ ïîðÿäêîâ. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû èïðèâåäåíû ñòðîãèå äîêàçàòåëüñòâà ñôîðìóëèðîâàííûõ òåîðåì. Îäíàêîâñå ñîäåðæàòåëüíûå âûâîäû êàñàþòñÿ óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé ñ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé ñóùåñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷èòü íå óäàëîñü.Áîëåå èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷èë Ï. Ï. Àâðàøêîâ, êîòîðûé âñâîåé êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè, çàùèù¼ííîé â 2004 ã. â Êàçàíè, óêà-çàë íåòðèâèàëüíûå ïðèìåðû óðàâíåíèé 3-ãî ïîðÿäêà, èìåþùèå àíàëîãâàðèàöèîííîé ñèììåòðèè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî Àâðàøêîâ óñïåøíî èñ-ïîëüçîâàë ïðÿìîé ìåòîä, îïèðàþùèéñÿ íà îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå èîïðåäåëåíèå ïåðâîãî èíòåãðàëà.Çàìåòèì, ÷òî ïîëíîìàñøòàáíûå èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé íå÷¼òíûõïîðÿäêîâ äî îïðåäåë¼ííîãî âðåìåíè âîîáùå íå ïðîâîäèëèñü � ñêîëüêî-íèáóäü îáùàÿ ãðóïïîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé 3-ãî ïîðÿäêà áûëàïðîâåäåíà Ì. ß. Ëàíêåðîâè÷åì è èìåëà âñïîìîãàòåëüíîå çíà÷åíèå (òå-ìîé èññëåäîâàíèÿ áûëè óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ). Ïîýòîìóâ ðàáîòàõ Àâðàøêîâà íå ñòàâèëàñü öåëü ïîëíîìàñøòàáíîãî èññëåäîâà-íèÿ ïîäêëàññîâ óðàâíåíèé 3-ãî ïîðÿäêà, èìåþùèõ àíàëîãè âàðèàöèîí-íûõ ñèììåòðèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû áóäåì èñêàòü øèðîêèå êëàññûòàêèõ óðàâíåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèå íåêîòîðûì àïðèîðíûì óñëîâèÿì �êàê ïî ñòðóêòóðå ñàìèõ óðàâíåíèé, òàê è ïî ñòðóêòóðå ïåðâîãî èíòåãðà-ëà (çà íåìíîãèìè èñêëþ÷åíèÿìè ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåðâûå èíòåãðàëû,ÿâëÿþùèåñÿ ïîëèíîìàìè ïî âòîðîé ïðîèçâîäíîé).4



Åñëè àáñòðàãèðîâàòüñÿ îò ìåõàíè÷åñêèõ àíàëîãèé, òî ñòàíîâèòñÿî÷åâèäíûì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîå ðàçûñêàíèå è îïèñàíèå ïîäêëàññîâ ïî-äîáíûõ óðàâíåíèé âåñüìà àêòóàëüíî, ó÷èòûâàÿ âîñòðåáîâàííîñòü ÎÄÓ3-ãî ïîðÿäêà â êà÷åñòâå ýòàëîííûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ ìîäåëåé.Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûå íàïðàâ-ëåíèÿ ñèììåòðèéíîãî àíàëèçà ÎÄÓ 3-ãî ïîðÿäêà. Â ñîîòâåòñòâèå ñ ýòèììû áóäåì ðåøàòü ñëåäóþùèå çàäà÷è.1. Ðàçðàáîòàòü òåõíèêó, ïîçâîëÿþùóþ ýôôåêòèâíî ðåøàòü îáðàòíûåçàäà÷è è íàõîäèòü ïîäêëàññû óðàâíåíèé 3-ãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùèåàíàëîã âàðèàöèîííîé ñèììåòðèè.2. Íàéòè ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîäêëàññîâ ÎÄÓ 3-ãî ïîðÿäêà.3. Ïðîâåñòè ïîèñê óðàâíåíèé êëàññà y′′′ = f(y), èìåþùèõ àâòîíîì-íûé ïåðâûé èíòåãðàë, êîòîðûé îáëàäàåò îïðåäåë¼ííîé ñòðóêòóðîé� â âèäå ïîëèíîìîâ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé (ëèíåéíûé,êâàäðàòè÷íûé è êóáè÷íûé).4. Ïðîâåñòè ïîèñê óðàâíåíèé êëàññà y′′′ = f(y, y′), èìåþùèõ àâòîíîì-íûé ïåðâûé èíòåãðàë, êîòîðûé îáëàäàåò îïðåäåë¼ííîé ñòðóêòóðîé� â âèäå ïîëèíîìîâ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé (ëèíåéíûé,êâàäðàòè÷íûé è êóáè÷íûé).5. Ïðîâåñòè ïîèñê óðàâíåíèé êëàññà y′′′ = f(y, y′′) (â ñëó÷àå, êîãäà
f(y, y′′) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìàìè îòíîñèòåëüíî y′′), èìåþùèõ àâòîíîì-íûé ïåðâûé èíòåãðàë, êîòîðûé òàêæå îáëàäàåò ïîëèíîìèíàëüíîéñòðóêòóðîé ïî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé.Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ íîâû-ìè. Âïåðâûå íàéäåíû êëàññû óðàâíåíèé 3-ãî ïîðÿäêà çàäàííîé ñòðóêòó-ðû, èìåþùèå ïåðâûé èíòåãðàë, óäîâëåòâîðÿþùèé àïðèîðíûì óñëîâèÿì,ïðè÷¼ì äîêàçàíû òåîðåìû î åäèíñòâåííîñòè ýòèõ êëàññîâ ïðè ýòèõ óñëî-âèÿõ ñ òî÷íîñòüþ äî íàéäåííûõ ãðóïï ýêâèâàëåíòíîñòè.Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè ðåøåíèè ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ áûëèèñïîëüçîâàíû ìåòîäû òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé, êëàññè÷åñêîãî ãðóïïîâîãî àíàëèçà, òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, à òàêæå àïïàðàò òåîðèè ïåðâîãî èí-òåãðàëà. 5



Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåî-ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðàçðàáîòàííûå ïîäõîäû è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòûìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäå-ëèðîâàíèÿ, à íàéäåííûå êîíêðåòíûå êëàññû óðàâíåíèé � â êà÷åñòâå ìî-äåëüíûõ (ýòàëîííûõ) äëÿ ðÿäà ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ è òåñòèðîâàíèÿ ñèñòåìàíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé íà ÝÂÌ.Ðåãóëÿðíîñòü è �ïðîçðà÷íîñòü� ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ ïîçâî-ëÿåò èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è â ïåäàãîãè÷åñêîé ïðàêòè-êå, ïðè ÷òåíèè êóðñîâ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ñïåöêóðñîâ ñîâðåìåííîãî ãðóïïîâîãîàíàëèçà.Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïðîøëè àïðî-áàöèþ íà íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ �Ãåðöåíîâñêèå ÷òåíèÿ� ÐÃÏÓèì. À. È. Ãåðöåíà (LXIV�LXVI, 2011�2013 ãã.) è íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõêàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÐÃÏÓèì. À. È. Ãåðöåíà.Äîñòîâåðíîñòü è îáîñíîâàííîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.Âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå, ñòðîãî äîêàçàíû.Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèñ-ñåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1 � 6], èç êîòîðûõ [1] è [6] � â æóð-íàëàõ èç ïåðå÷íÿ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêî-ìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ. Èç ñîâìåñòíûõ ðàáîò [1], [2], [6] âäèññåðòàöèþ âêëþ÷åíû ðåçóëüòàòû, ïðèíàäëåæàùèå ëè÷íî àâòîðó.Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââå-äåíèÿ, 3 ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 8 ïàðàãðàôîâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà öèòèðó-åìîé ëèòåðàòóðû èç 43 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáú¼ì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò109 ñòðàíèö òåêñòà.Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòûÂî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû: ñèììåòðèÿ øè-ðîêî ðàñïðîñòðàíåíà â ïðèðîäå è ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ñâîéñòâîì,ïîýòîìó å¼ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè ìîäåëèðîâàíèè â ðàçëè÷íûõ îá-ëàñòÿõ åñòåñòâåííûõ íàóê; â ÷àñòíîñòè, ìîäåëüíûå äèôôåðåíöèàëüíûåóðàâíåíèÿ äîëæíû îáëàäàòü ñèììåòðèéíûìè ñâîéñòâàìè èçó÷àåìîãî6



îáúåêòà èëè ïðîöåññà. Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè àíàëîãè í¼òåðîâûõ ñèì-ìåòðèé äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íå ðàññìàò-ðèâàëèñü. Óêàçàíû ïðèìåðû, ïîäòâåðæäàþùèå ñóùåñòâîâàíèå óðàâíå-íèé íå÷¼òíûõ ïîðÿäêîâ, äîïóñêàþùèõ àíàëîã âàðèàöèîííîé ñèììåòðèè,à òàêæå ïðèâîäèòñÿ îáçîð îñíîâíûõ ðàáîò äðóãèõ àâòîðîâ ïî èññëåäóåìî-ìó íàìè íàïðàâëåíèþ. Èçëàãàåòñÿ êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû è ñôîð-ìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.Â ïåðâîé ãëàâå ñîäåðæèòñÿ 3 ïàðàãðàôà, ñîîòâåòñòâóþùèõ òð¼ìêëàññè÷åñêèì ñèììåòðèéíûì òåîðèÿì: ãðóïïîâîìó àíàëèçó, ïåðâûì èí-òåãðàëàì è âàðèàöèîííîé ñèììåòðèè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òåîðåòè÷åñêîéîñíîâîé äàííîé ðàáîòû. Ïåðâûé ïàðàãðàô ïîñâÿù¼í ãðóïïîâîìó àíà-ëèçó, â íà÷àëå ïàðàãðàôà ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð èñòîðèè âîçíèêíîâå-íèÿ ãðóïïîâîãî àíàëèçà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,êàê àíàëîãà òåîðèè Ãàëóà äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, à òàêæå èç-ëîæåíà ãëàâíàÿ èäåÿ Ëè è îñîáåííîñòü òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëè.Äàëåå, ââåä¼í ðÿä ïîíÿòèé: îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå òî÷å÷íûå ïðåîáðàçî-âàíèÿ
x̄ = ϕ(x, y, a), ȳ = ψ(x, y, a), (1.1.1)ãäå ∂ϕ

∂a

∣∣∣
a=0

= x,
∂ψ

∂a

∣∣∣
a=0

= y, îáðàçóþùèå ãðóïïó, èíôèíèòåçèìàëüíûéîïåðàòîð â �ãåîìåòðè÷åñêîé� è êàíîíè÷åñêîé ôîðìàõ
X = ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂y, X = η̂(x, y, y′)∂y, (1.1.6)à òàêæå ïîíÿòèå èíâàðèàíòíîñòè ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî ãðóïïû è íåîá-õîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, ïðè êîòîðûì ôóíêöèÿ F (x, y) èíâàðè-àíòíà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû

XF = ξ
∂F

∂x
+ η

∂F

∂y
≡ 0. (1.1.11)Íà îñíîâå ýòèõ ïîíÿòèé ñòðîèòñÿ ïðîäîëæåíèå n-ãî ïîðÿäêà èíôèíèòå-çèìàëüíîãî îïåðàòîðà

X
n

= ξ∂x + η∂y + ζ1∂y′ + . . .+ ζn∂y(n)ãäå ζi = Dx(ζi−1)−y(i)Dx(ξ), ζ0 = η, à òàêæå êðèòåðèé èíâàðèàíòíîñòèäèôôåðåíöèàëüíûõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî ãðóïïû. Öåíòðàëüíîå ìåñòî7



çàíèìàåò ïîíÿòèå è êðèòåðèé äîïóñêàåìîñòè òî÷å÷íîé ãðóïïû îáûêíî-âåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè y(n) = F (x, y, y′, . . . , y(n)):
X
n

(
y(n) − F

)∣∣∣
y(n)=F

= 0. (1.1.20)Èçëîæåí òàêæå ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ, ïîçâîëÿþùèé ýôôåêòèâíî ðå-øàòü îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå (1.1.20).Âòîðîé ïàðàãðàô ïîñâÿù¼í ïåðâûì èíòåãðàëàì ÎÄÓ. Êðàòêîïîÿñíåíà ðîëü ïåðâûõ èíòåãðàëîâ â ìàòåìàòèêå è ôèçèêå: òåñíàÿ ñâÿçü ñçàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ è ñðåäñòâî ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêîâ óðàâíåíèÿ (ìåòîäïåðâûõ èíòåãðàëîâ). Ïîäðîáíî èçëîæåíû 2 àëãîðèòìà ïîèñêà ïåðâûõèíòåãðàëîâ: ìåòîä Ýéëåðà è ïðÿìîé àëãîðèòì. Ïåðâûé àëãîðèòìîñíîâàí íà �óêîðî÷åííîì�îïåðàòîðå Ýéëåðà
En =

∂

∂y
−Dx

∂

∂y′
+ . . .+ (−1)n(Dx)

n ∂

∂y(n)
, (1.2.53)ãäå Dx = ∂x + y′∂y + . . ., êîòîðûé îáëàäàåò óíèêàëüíûì ñâîéñòâîì �àííóëèðóåò ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ. Èíûìè ñëîâàìè, äåéñòâèå îïåðàòîðàÝéëåðà íà ôóíêöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé äðóãîé ôóíêöèèäà¼ò òîæäåñòâåííûé íóëü. Èç îïðåäåëåíèÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà

DxP =
[
y(n) − f

]
R (1.2.4)ìû ìîæåì âûïèñàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ïîèñêà èíòåãðèðóþùèõ ìíî-æèòåëåé R(x, y, y′, . . . , y(n−1)), â êîòîðîé öåíòðàëüíîå ìåñòî çàíèìàåòóðàâíåíèå

En

[
(y(n) − f)R

]
= 0. (1.2.59)Äàëåå, ñ ïîìîùüþ êàæäîãî íàéäåííîãî R ìîæíî âûäåëèòü âñå ÷àñòíûåïðîèçâîäíûå îò ïåðâîãî èíòåãðàëà ïî âñåì åãî ïåðåìåííûì

Px, Py, Py′, . . . , Py(n−1).È, íàêîíåö, ñàì ïåðâûé èíòåãðàë âîññòàíîâèòñÿ ñ ïîìîùüþ êðèâîëèíåé-íîãî èíòåãðàëà
P =

∫

C

[
Pxdx+ Pydy + Py′dy′ + . . .+ Py(n−1)dy(n−1)

]
, (1.2.11)ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êðèâàÿ èç òî÷êè (

x̃, ỹ, ỹ′, . . . , ỹ(n−1)
) â òî÷êó

(x, y, y′, . . . , y(n)). 8



Â ðàáîòå àëãîðèòì Ýéëåðà (âî èçáåæàíèå èçëèøíåé àáñòðàêíîñòè)îáîñíîâàí ñíà÷àëà äëÿ äâóõ êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ n = 1, 2, çàòåì � äëÿîáùåãî ñëó÷àÿ, êîãäà n ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì.Âòîðîé àëãîðèòì (ïðÿìîé ìåòîä) ïðÿìî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿïåðâîãî èíòåãðàëà (1.2.4). Îí îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî ïðîùå è ýôôåê-òèâíåå àëãîðèòìà Ýéëåðà: îäíîâðåìåííî ïîçâîëÿåò íàéòè è ïåðâûå èí-òåãðàëû è èíòåãðèðóþùèå ìíîæèòåëÿ. Â õîäå ïîèñêà ðåøåíèÿ ïîñòàâ-ëåííîé îáðàòíîé çàäà÷è ìû èñïîëüçîâàëè èìåííî ïðÿìîé ìåòîä. Â îáîèõàëãîðèòìàõ íåîáõîäèìî ïðèíÿòü íåêîòîðûé �àíçàòö�, ò. å. çàðàíåå ïðåä-ïîëîæèòü âèä èñêîìîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà (èëè èíòåãðèðóþùåãî ìíî-æèòåëÿ), íàïðèìåð, ïåðâûé èíòåãðàë ëèíååí ïî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé
P = Q(x, y, y′, . . . , y(n−2))y(n−1) + S(x, y, y′, . . . , y(n−2)), (1.2.9)èëè êâàäðàòè÷åí ïî y(n−1)

P = Q(x, y, y′, . . . , y(n−2))
(
y(n−1)

)2

+ S(x, y, y′, . . . , y(n−2))y(n−1)+

+ T (x, y, y′, . . . , y(n−2)). (1.2.10)Äàëåå ïðîöåññ ïîèñêà ïðîäîëæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðàñùåïëå-íèÿ. Òðåòèé ïàðàãðàô ïîñâÿù¼í âàðèàöèîííîé ñèììåòðèè. Â ðàì-êàõ äàííîé äèññåðòàöèè âñå ðåçóëüòàòû òåîðèè âàðèàöèîííîé ñèììåòðèèíåïîñðåäñòâåííî íå èñïîëüçîâàíû, îäíàêî íåîáõîäèìî äàòü ÷¼òêîå ïðåä-ñòàâëåíèå î å¼ ñâîéñòâàõ è èñïîëüçîâàíèè ïðè èíòåãðèðîâàíèè îáûêíî-âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîñëå ÷åãî ñòðîèòü àíàëîã äëÿóðàâíåíèé íå÷¼òíûõ ïîðÿäêîâ. Äà¼òñÿ ïîíÿòèå âàðèàöèîííîé ôîðìóëè-ðîâêè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0, (1.3.1)è ïîêàçàíî, ÷òî âàðèàöèîííîé ñèììåòðèåé îáëàäàþò òîëüêî óðàâíåíèÿ÷¼òíûõ ïîðÿäêîâ â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè â òî÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ óðàâíå-íèÿìè Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ êàêîãî-ëèáî ëàãðàíæèàíà

F (x, y, y′, . . . , y(2n)) = En

[
L(x, y, y′, . . . , y(n))

]
. (1.3.4)Ïîäðîáíî èçëîæåí â âèäå òåîðåìû ñ äîêàçàòåëüñòâîì ñïîñîá ïîíèæå-íèÿ ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà íà 2 åäèíèöû ñ ïîìîùüþ å¼9



âàðèàöèîííîé ñèììåòðèè. Öåíòðàëüíîå ìåñòî â ïàðàãðàôå çàíèìàåò òåî-ðåìà Í¼òåð, â êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ êðèòåðèé, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãîïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ ÷¼òíîãî ïîðÿäêà �íàñëåäóåò� åãî ãðóïïó ñèì-ìåòðèé.Âî âòîðîé ãëàâå ñîäåðæàòñÿ íîâûå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â3-õ ïàðàãðàôàõ. Â íà÷àëå îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå àíàëîãà âàðèàöèîííîéñèììåòðèè. Äàëåå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîèñê øèðîêèõ êëàññîâ óðàâíåíèé 3-ãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùèõ àíàëîã âàðèàöèîííîé ñèììåòðèè è óäîâëåòâî-ðÿþùèõ íåêîòîðûì àïðèîðíûì óñëîâèÿì � êàê ïî ñòðóêòóðå ñàìèõ óðàâ-íåíèé, òàê è ïî ñòðóêòóðå ïåðâîãî èíòåãðàëà.Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìàêñèìàëüíî ýôôåêòèâíî ðåøèòü ïîñòàâëåííóþçàäà÷ó, ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä, èäåÿ êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëü-çîâàíèè ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè, ñóùåñòâåííî óïðîùàþùåé ðåøåíèå îá-ðàòíîé çàäà÷è: ñíà÷àëà çàäà÷à ðåøàåòñÿ å¼ äëÿ ñàìîãî ïðîñòîãî ñëó÷àÿ �ïåðâûå èíòåãðàëû íàñëåäóþò ãðóïïó ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ, çàòåì (ñïîìîùüþ ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè) ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ðàñïðîñòðà-íÿåòñÿ íà âåñü êëàññ.Â ïåðâîì ïàðàãðàôå 2.1 ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ãðóïïû ýêâèâà-ëåíòíîñòè. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷å÷íûå ïðåîáðàçîâà-íèÿ ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè [5] äëÿ êëàññà y′′′ = F (x, y, y′) äîëæíûóäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì



x = f(t),

y = Cf ′(t)u+ h(t),
(2.1.24)äëÿ êëàññà y′′′ = F (x, y) óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ïîäêëàññîâ ñòàíîâÿòñÿ ñëå-äóþùèìè 




x =
C1

t+ C2
+ C3,

y =
C4u

(t+ C2)2
+ h(t).

(2.1.31)È, íàêîíåö, àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ êëàññà y′′′ = F (x, y, y′′) ïðåäñòàâ-ëåíû ïîäîáíûìè æå ïðåîáðàçîâàíèÿìè




x =
C1

t+ C2
+ C3,

y =
C4u

(t+ C2)2
+ β(t).

(2.1.42)10



Âî âòîðîì ïàðàãðàôå 2.2 âåä¼òñÿ ïîèñê ëèíåéíûõ, êâàäðàòè÷-íûõ è êóáè÷íûõ ïî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé àâòîíîìíûõ ïåðâûõ èíòåãðà-ëîâ, ò. å.
P = R(y, y′)y′′ +Q(y, y′), (2.2.2)

P = R(y, y′)(y′′)2 +Q(y, y′)y′′ + S(y, y′), (2.2.5)

P = R(y, y′)(y′′)3 +Q(y, y′)(y′′)2 + S(y, y′)y′′ + T (y, y′) (2.2.27)äëÿ êëàññà àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé
y′′′ = F (y). (2.2.1)Âñå ðåçóëüòàòû ñôîðìèðîâàíû âî âèäå 3-õ òåîðåì ñ äîêàçàòåëüñòâîì.Òåîðåìà 2.2.1 Íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.2.1)(ò. å. ñ F (y) 6= 0), èìåþùåãî àâòîíîìíûé ïåðâûé èíòåãðàë âèäà (2.2.2).Òåîðåìà 2.2.2 Óðàâíåíèå

y′′′ = (ay2 + by + c)−5/4, (2.2.6)ãäå a, b, c � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì óðàâíå-íèåì êëàññà (2.2.1), èìåþùèì êâàäðàòè÷íûé ïî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîéàâòîíîìíûé ïåðâûé èíòåãðàë (2.2.5).Ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðâûé èíòåãðàë èìååò âèä
P = R(y′′)2 − 1

2
R′(y′)2y′′ +

1

8
R′′(y′)4 − 2R−1/4y′, (2.2.25)ãäå R(y, y) = ay2 + by + c.Òåîðåìà 2.2.3 Óðàâíåíèå

y′′′ = (ay + b)−5/2 (2.2.26)ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì óðàâíåíèåì êëàññà (2.2.1), èìåþùèì êóáè÷íûéïî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ïåðâûé èíòåãðàë (2.2.27).Ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðâûé èíòåãðàë ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäåëèíåéíîé êîìáèíàöèè äâóõ êóáè÷íûõ è îäíîãî êâàäðàòè÷íîãî ïî ñòàð-øåé ïðîèçâîäíîé âûðàæåíèé
P = a1P1 + a0P0 +Q, (2.2.54)
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ãäå
P1 =

(ay + b)2y

b2
(y′′)3 − (3ay + b)(ay + b)

2b2
(y′)2(y′′)2+

+

[
(3ay + 2b)a

4b2
(y′)3 − 3y

(ay + b)1/2b2

]
y′y′′ − a2

8b2
(y′)6+

+
9a3y3 + 26a2by2 + 25ab2y + 8b3

6(ay + b)7/2b2
(y′)3 − 3

2

2aby + b2

a2b3(ay + b)2
, (2.2.55)

P0 = −(2ay − b)(ay + b)2

b3
(y′′)3 +

3a2y(ay + b)

b3
(y′)2(y′′)2−

− 3

b3

[
a2(2ay + b)

4
(y′)3 − 2ay − b

(ay + b)1/2

]
y′y′′ +

a3

4b3
(y′)6−

− a(6a3y3 + 17a2by2 + 16ab2y + 5b3)

2b3(ay + b)7/2
(y′)3 +

3

2

4ay + b

ab3(ay + b)2
, (2.2.56)è

Q = (ay+ b)2(y′′)2 −a(ay+ b)(y′)2y′′ +
1

4
a2(y′)4 − 2(ay+ b)−1/2y′. (2.2.57)Èíòåðåñíî, ÷òî âñå ôóíêöèè P0, P1, Q ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìèóðàâíåíèÿ (2.2.26). Îäíàêî âìåñòå îíè ôóíêöèîíàëüíî-çàâèñèìû � èõÿêîáèàí ðàâåí íóëþ.Â òðåòüåì ïàðàãðàôå èçëîæåíû ðåçóëüòàòû ïîèñêà ïîëèíîìè-àëüíûõ àâòîíîìíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (2.2.2, 2.2.5, 2.2.27) äëÿ êëàññàóðàâíåíèé

y′′′ = F (y, y′). (2.3.1)Äîêàçàíû 2 òåîðåìû.Òåîðåìà 2.3.1 Óðàâíåíèå
y′′′ =

R′′(y′)3 − 2S ′y′

2R
, (2.3.3)ãäå R è S � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè ïåðåìåííîé y, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-íûì ïîäêëàññîì óðàâíåíèé (2.3.1), èìåþùèõ ëèíåéíûé ïî y′′ ïåðâûéèíòåãðàë (2.2.2).Íàéäåííûé ïåðâûé èíòåãðàë èìååò ñëåäóþùèé âèä

P = R(y)y′′ − 1

2
R′(y′)2 + S(y). (2.3.7)12



Òåîðåìà 2.3.2 Óðàâíåíèå
y′′′ = R−3/2y′Φ(u) +

2RR′′ − (R′)2

8R2
(y′)3 − 2RT ′ −R′T

4R2
y′, (2.3.9)ãäå u = R−1/2(y′)2 +

∫
TR−3/2 dy, R è T � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè ïå-ðåìåííîé y, Φ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé u, ÿâëÿåòñÿ åäèí-ñòâåííûì ïîäêëàññîì óðàâíåíèé (2.3.1), èìåþùèõ êâàäðàòè÷íûé ïî y′′ïåðâûé èíòåãðàë (2.2.5).Èñêîìûé ïåðâûé èíòåãðàë èìååò ñëåäóþùèé âèä

P = R(y′′)2 +

[
−1

2
R′(y′)2 + T (y)

]
y′′+

+
1

16

(R′)2

R
(y′)4 −

∫
Φ(u) du− R′T

4R
(y′)2 +

1

4

T 2

R
. (2.3.41)Ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå êóáè÷íûé ïåðâûé èíòåãðàë (2.2.27) äëÿêëàññà (2.3.1). Çäåñü íå óäà¼òñÿ âûïèñàòü êîíêðåòíûé ðåçóëüòàò â ÿâíîìâèäå, íî äîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ íåëèíåéíîãîäèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂

∂y′

(
1

y′
SGy′

)
− 2

∂

∂y
(QGy′) − y′Syy = 0. (2.3.49)Â òðåòüåé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì ïîèñê àâòîíîìíûõ ïåðâûõ èí-òåãðàëîâ äëÿ êëàññà óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ â ÿâíîì âèäå âòîðóþ ïðî-èçâîäíóþ. Çäåñü ìû ïðîâîäèì ïîèñê àíàëîãîâ âàðèàöèîííîé ñèììåòðèèíå äëÿ îáùåãî êëàññà, à òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèôè÷åñêèõ ïîäêëàñ-ñîâ, òàê êàê â îáùåì ñëó÷àå çàòðóäíèòåëüíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä ðàñ-ùåïëåíèÿ. Ïðè ýòîì àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, èçëîæåííûé âäîêàçàòåëüñòâå, ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò âûøåðàññìîòðåííûõ çàäà÷.Â ïåðâîì ïàðàãðàôå 3.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå àíàëî-ãîâ âàðèàöèîííûõ ñèììåòðèé ïîäêëàññà àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé âèäà

y′′′ = F (y, y′, y′′)G(y′′). (3.1.1)Íàéäåíû ïåðâûå èíòåãðàëû äëÿ íåñêîëüêèõ ñëó÷àåâ:1à. Ôóíêöèÿ F ëèíåéíà ïî âòîðîé ïðîèçâîäíîé, òîãäà ïåðâûé èíòåãðàëóðàâíåíèÿ (3.1.1) èìååò âèä
P =

∫
dy′′

G(y′′)
−H(y, y′).13



1á. Ôóíêöèÿ F íå çàâèñèò îò âòîðîé ïðîèçâîäíîé, òîãäà ïåðâûé èíòå-ãðàë óðàâíåíèÿ (3.1.1) èìååò âèä
P =

∫
dy′′

G(y′′)
−H(y).Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ F ëèíåéíà ïî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé: F =

= H(y)y′, ãäå H � ïðîèçâîëüíà.1â. Îòìåòèì âàæíûé ñëó÷àé ñòåïåíí�îé çàâèñèìîñòè ôóíêöèè G îò�ïðåäñòàðøåé� ïðîèçâîäíîé, êîãäà G = (y′′)n. Òîãäà
P =





(y′′)1−n − (1 − n)H(y, y′), åñëè n 6= 1,

ln y′′ −H(y, y′), åñëè n = 1.Âî âòîðîì ïàðàãðàôå 3.2 âåä¼òñÿ ïîèñê ëèíåéíîãî è êâàäðàòè÷-íîãî àâòîíîìíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (2.2.2) è (2.2.5) äëÿ äâóõ ïîäêëàññîâóðàâíåíèé
y′′′ = F (y)y′′ +G(y) (3.2.2)è

y′′′ = F (y)(y′′)2 +G(y)y′′ +H(y). (3.2.45)Âñå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â âèäå 4-õ òåîðåì ñ äîêàçàòåëüñòâîì.Òåîðåìà 3.2.1 Óðàâíåíèå
y′′′ =

cy′′

ay + b
(3.2.3)ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì óðàâíåíèåì âèäà (3.2.2), èìåþùèì ëèíåéíûéïåðâûé èíòåãðàë.Ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (3.2.3) ïðèíèìàåòâèä

P = (ay + b)y′′ − 1

2
a(y′)2 − cy′. (3.2.12)Òåîðåìà 3.2.2 Óðàâíåíèå

y′′′ =
ay′′

by + c
+

d

(by + c)5/2
(3.2.13)ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì óðàâíåíèåì âèäà (3.2.2), èìåþùèì êâàäðàòè÷-íûé ïî âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïåðâûé èíòåãðàë.14



Ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (3.2.13) ïðèíèìàåò âèä
P =

[
(by + c)y′′ − 1

2
b(y′)2 − ay′

]2

− 2bdy′ + 4ad

b
√
by + c

. (3.2.33)Ðàññìàòðèâàëñÿ òàêæå êóáè÷íûé ïåðâûé èíòåãðàë (2.2.27) äëÿêëàññà (3.2.2), äîêàçàíî,÷òî îí óäîâëåòâîðÿåò ïåðåîïðåäåë¼ííîé ñèñòå-ìå




7

24
RyyyG+

91

120
RyyGy +

2

3
RyGyy +

1

5
RGyyy = 0,

13

12
RyyG

2 +

(
47

12
RyGy +

7

4
RGyy

)
G+

7

4
RG2

y −
1

8
αyyy = 0,

−3GyRG
2 +RHyy +

5

6
αyyG−RyG

3 +
2

3
αGyy+

+
3

2
αyGy +

35

24
RyyH +

7

3
RyHy = 0,

αyG
2 +

(
2αGy +

35

6
RyH +

9

2
RHy

)
G+

11

2
HRGy = 0.

(3.2.44)
Òåîðåìà 3.2.3 Óðàâíåíèå

y′′′ = a(y′′)2 +
d

by + c
y′′, (3.2.46)ãäå a, b, c, d � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì óðàâ-íåíèåì âèäà (3.2.45), èìåþùèì ëèíåéíûé ïî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé àâ-òîíîìíûé ïåðâûé èíòåãðàë.Ïåðâûé èíòåãðàë íàéäåííîãî óðàâíåíèÿ (3.2.46) èìååò ñëåäóþùèéâèä

P =

[
(by + c)y′′ +

aby′ + ad+ b

a2

]
exp(−ay′). (3.2.62)Òåîðåìà 3.2.4 Óðàâíåíèå

y′′′ = a(y′′)2 − by′′

a(by + c)
+

d

(by + c)4
, (3.2.63)ãäå a, b, c, d � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì óðàâ-íåíèåì âèäà (3.2.45), èìåþùèì êâàäðàòè÷íûé ïî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîéàâòîíîìíûé ïåðâûé èíòåãðàë.Ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (3.2.63) èìååò âèä

P =

{[
(by + c)y′′ +

b

a
y′

]2

+
d

a(by + c)2

}
exp(−2ay′). (3.2.92)15
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