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Введение

B -потенциалами называются операторы, построенные по схеме клас-
сических потенциалов на основе специального сдвига

T y : f(x) → (T yf)(x) =

=
Γ
(
γ+1
2

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
γ
2

) π∫
0

f
(√

x2+y2−2xy cosα
)

sinγ−1 αdα , x, y≥0 ,

принадлежащего классу обобщенных сдвигов Б.М. Левитана, и приспо-
собленные для работы с сингулярным дифференциальным оператором
Бесселя.

Термин "обобщенный сдвиг" для T y одновременно появился в
работах А. Вайнштейна и Ж. Дельсарта в 30-40 -х годах, а общая теория
обобщенных сдвигов была построена Б.М. Левитаном в 40-70 -х годах
прошлого века (см. [16], [17]). Впервые потенциалы, порожденные обоб-
щенным сдвигом, изучались А. Вайнштейном. Он называл их "осесим-
метрическими" , поскольку они проявляются при исследовании задач с
элементами сферической симметрии.

Смешанный обобщенный сдвиг (по одной переменной обобщен-
ный сдвиг, а по остальным – обычный) применялся И.А. Киприяновым
(1967) для исследования уравнений, содержащих по одному из направ-
лений дифференцирования сингулярный оператор Бесселя. Таким об-
разом, B -потенциалы известны с середины прошлого века. Однако их
общая теория не построена.

4



B -потенциалы Рисса появляются в исследованиях уравнений с
оператором Бесселя. В этой связи можно отметить работы И.А. Кип-
риянова, А.Д. Гаджиева [1], В.С. Гулиева [5], Л.А. Иванова, В.В. Ка-
трахова, В.И. Кононенко Л.Н. Ляхова, Ф.Г. Мухлисова и др. Теория
B -потенциалов, отвечающих бесконечно дифференцируемой плотно-
сти, построена Л.Н. Ляховым [20], гл. 3 - 6. Известно, что классиче-
ские потенциалы Ньютона обладают замечательными (и специфиче-
скими) свойствами. То же надо сказать и о B -потенциалах Ньюто-
на, чем обусловлен интерес к их изучению. Из монографии И.А. Кип-
риянова [9] известно, что B -потенциалы Ньютона являются решени-
ями сингулярного уравнения Пуассона, если правая часть уравнения
дважды непрерывно дифференцируемая функция. Для классических
потенциалов справедлив и более тонкий результат: такими решения-
ми являются потенциалы с непрерывной по Гельдеру плотностью. В
данной диссертации обобщаются результаты И.А. Киприянова именно
в этом направлении: изучаются B -потенциалы Рисса с непрерывной
по Гельдеру плотностью. Для этого оказалось необходимым исследо-
вать дополнительные свойства B -потенциала, не изученные ранее. В
частности, возникает необходимость в формулах для вычисления пер-
вой, второй и B -производной (производной, порожденной обобщенным
сдвигом) B -потенциала Ньютона. При этом формулы первой и второй
производной аналогичны классическим. Формула для B -производной
B -потенциала принципиально отличается от классической присутстви-
ем сингулярной составляющей оператора Бесселя в подынтегральных
выражениях поверхностных интегралов. Разумеется, это приводит к
необходимости введения новых ограничений на плотность B -потен-
циала. Во всех полученных формулах производные не применяются
непосредственно к плотности. Это, как и в классическом случае, да-
ет возможность распространить результаты работы на B -потенциалы
с непрерывной по Гельдеру плотностью, подправленную понятием "чет-
ности по Киприянову" вблизи сингулярных гиперплоскостей. Но здесь
возникли трудности другого характера, преодоление которых вынуж-
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дает вводить вращения. В результате обычно вырезаемый шар с цен-
тром в особой точке превращается в тор. Такое расширение евклидова
пространства не дает возможности воспользоваться классической схе-
мой. Это создает существенные сложности в изучении теории.

Актуальность данной работы в том, что полученные в ней ре-
зультаты могут быть использованы при построении общей теории
B -потенциалов. Кроме того, результаты, полученные относительно
B -потенциалов Ньютона, могут использоваться в задачах фундамен-
тальной физики, механики и вычислительной томографии, в которых
присутствуют центральные, осевые и многоосевые симметрии.

Цель работы. Целью работы является изучение B -потенциалов
с гельдеровской плотностью и их приложений к преобразованиям Ра-
дона и Радона-Киприянова.

Для достижения поставленной цели в работе решаются следую-
щие задачи:

1. Изучение B -потенциала и B -потенциала Ньютона с кусочно-
гладкой плотностью, с гельдеровской плотностью и его основных
свойств: непрерывность, ограниченность, дифференцируемость.

2. Получение формул обращения для некоторых операторов типа
"весовая плоская волна".

3. Получение формул обращения преобразования Радона-
Киприянова гельдеровской функции для случая, когда число
|γ|=γ1+ . . .+γn — натуральное.

4. Получение формул обращения преобразования Радона непре-
рывной функции от многоосевой сферической симметрии.

Научная новизна. Следующие результаты работы являются
новыми.

1. Получены формулы второй производной и B -производной
B -потенциала с непрерывной по Гельдеру плотностью. Доказано, что
B -потенциал с удовлетворяющей условию Гельдера плотностью f яв-
ляется решением сингулярного уравнения Пуассона ∆BU = C f .

2. Получены формулы обращения некоторых интегральных опе-
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раций с ядром типа "весовая плоская волна".
3. Доказана теорема о непрерывности преобразования Радона-

Киприянова в весовых функциональных классах Лебега со специаль-
ным сингулярным весом.

4. Найдены формулы обращения преобразование Радона-
Киприянова гельдеровской функции соответствующим В-потенциалом
в случае, когда число |γ| – натуральное. Установлено, что эти же фор-
мулы справедливы для обращения преобразования Радона гельдеров-
ской функции, зависящей от многоосевой сферической симметрии.

Методы исследования. В работе используются методы тео-
рии функций, функционального анализа, а также методы, развитые
в работах научной школы И.А. Киприянова при исследовании весо-
вых функциональных пространств и сингулярных дифференциальных
уравнений.

Теоретическая и практическая значимость. Работа носит
теоретический характер. Полученные в ней результаты могут ока-
заться полезными при исследовании решений сингулярных дифферен-
циальных уравнений и могут быть включены в общую теорию B -
потенциалов. Кроме того, возможно использование результатов диссер-
тационного исследования при чтении курсов по выбору в университетах
для студентов математических специальностей.

Апробация работы. Основные результаты работы доклады-
вались и обсуждались в Воронежской зимней математической шко-
ле в 2014 г. и в 2016 г., в школе молодых ученых Липецкой обла-
сти "Актуальные проблемы естественных наук и их преподавания" в
2015 г., на международной конференции "Современные методы и про-
блемы теории операторов и гармонического анализа и их приложения"
в г. Ростове-на-Дону в 2015 г. и 2016 г., на международной конферен-
ции по математической теории управления и механике в г. Суздале в
2015 г., на международной научной конференции "Актуальные пробле-
мы теории уравнений в частных производных" , посвященной памяти
А.В. Бицадзе, в г. Москве в 2016 г.

7



Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы
в работах [34] — [47]. В совместно опубликованных работах [34] – [37]
Л.Н. Ляхову принадлежит постановка задач. Доказательства результа-
тов получены лично диссертантом.

Работы [34] – [36] опубликованы в журналах из перечня рецен-
зируемых научных журналов и изданий, рекомендованных ВАК Мино-
брнауки РФ.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из
введения, четырех глав и списка цитируемой литературы, включаю-
щего 47 наименования. Общий объем диссертации 124 страницы.

Краткое содержание диссертации.
Во введении дается обоснование актуальности выбранной темы,

приводится методика исследования, дан краткий обзор содержания дис-
сертации и приведены основные научные результаты.

Нумерация изложенных ниже определений и утверждений сов-
падает с нумерацией в диссертации.

В первой главе даются определения преобразований Радона
и Радона-Киприянова. Вводится определение смешанного обобщенного
сдвига и описываются его основные свойства. Приведены некоторые,
известные из работ Л.Н. Ляхова, Е.Г. Гоц, О.И. Поповой, свойства пре-
образования Радона-Киприянова.

Пусть натуральные числа N и n фиксированы, 1 ≤ n ≤ N . Че-
рез RN будем обозначать евклидово пространство точек x=(x′, x′′) ,

где x′ ∈ Rn , x′′ ∈ RN−n . Так же введем обозначение (x′)γ =
n∏

i=1

xγi

i ,

где мультииндекс γ = (γ1, . . . , γn) состоит из фиксированных положи-
тельных чисел, его длина |γ| = γ1 + . . .+ γn .

Функции f(x) , определенные в части пространства R+
N , будем

называть xi -четными по Киприянову (или xi -четными), если они до-
пускают четное продолжение с сохранением класса гладкости. Если
функция всего лишь непрерывна (в том числе по Гельдеру), она будет
называться xi -четной по Киприянову, когда в некоторой положитель-
ной полуокрестности координатной гиперплоскости xi = 0 она имеет
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первую непрерывную производную и выполняется условие

∀i = {1, n} , lim
xi→0

f ′
xi

= 0 . (1.1.1)

Функцию xi -четную по каждой координате вектора x′ = (x1, . . . , xn)

будем называть x′ -четной по Киприянову (чаще просто — x′ -четной
функцией).

Все рассматриваемые далее функции предполагаются x′ -четны-
ми в соответствующем классе. Носители таких функций supp f = Ω+

N

рассматриваются в области R+
N евклидова пространства RN с поло-

жительными весовыми переменными. Наибольший интерес представ-
ляют области, которые примыкают к координатным гиперплоскостям
xi = 0, i = 1, . . . , n . Части границ таких областей, принадлежащих
x1 = 0, . . . , xn = 0 , будем обозначать Γ0

N . Другую часть границы, при-
надлежащую R+

N , будем обозначать Γ+
N . Теперь отметим, что грани-

ца Γ0
N — скорее граница симметрии, а не граница области. Поэтому

всюду под областью задания x′ -четной функции нам удобно понимать
частично замкнутое множество, включающее в себя границу симмет-
рии функции, т. е. Ω+

N ∪ Γ0
N . Это множество будем обозначать тем же

символом Ω+
N .

Через Lγ
p(Ω

+
N ) (p ≥ 1, Ω+

N ⊆ R+
N ) будем обозначать множество

измеримых и x′ -четных функций, для которых конечна норма

∥f∥Lγ
p(Ω

+
N ) =

 ∫
Ω+

N

|f(x)|p (x′)γ dx


1/p

.

Пусть δ(P ) — δ -функция, сосредоточенная на (N − 1 )-мерной
поверхности P (x) = 0 в R+

N .
Преобразованием Радона-Киприянова x′ -четной функции f бу-

дем называть следующую конструкцию

Kγ [f ](ξ; p) =

∫
R+

N

f(x)Pγ
x′ δ(p− ⟨x, ξ⟩) (x′)γ dx , (1.1.4)
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где символ Pγ
x′ обозначает действие многомерного оператора Пуассона

по совокупности переменных x′ = (x1, . . . , xn) по следующей формуле:

Pγ
x′g(x

′, x′′)=

n∏
i=1

Γ
(
γi+1
2

)
Γ
(
γi

2

)
Γ
(
1
2

) ×

×
π∫

0

. . .

π∫
0

g(x1 cosα1, . . . , xn cosαn , x
′′)

n∏
i=1

sinγi−1 αi dα1 . . . dαn .

(1.1.5)

В евклидовом пространстве R+
N+n , полученном вращениями

xi→
√
z22i−1 + z22i исходного пространства R+

N на угол π , преобразо-
вание Kγ (1.1.4) примет вид

Kγ [f ](ξ̃, p) = π−n
2

n∏
i=1

Γ
(
γi+1
2

)
Γ
(
γi

2

) ∫
{⟨z, ξ̃⟩=p}+

f̃(z)

n∏
i=1

zγi−1
2i dΓ , (1.1.6)

где z = (z1, z2, x
′′) = (z1, z2, . . . , z2n−1, z2n, x

′′) ∈ R+
N+n ,

z1=(z1, z3, . . . , z2n−1)∈Rn , z2=(z2, z4, . . . , z2n)∈R+
n={z2i>0, i=1, n} ,

f̃(z) = f
(√

z21 + z22 , . . . ,
√
z22n−1 + z22n, x

′′
)

∈ R+
N+n – функция от

вращений, построенная по f(x) ∈ R+
N , {⟨z, ξ̃⟩ = p}+ – гиперплоскость,

с единичным вектором нормали ξ̃ = (ξ1, 0, . . . , ξn, 0, ξ
′′) , p — число,

модуль которого есть расстояние от плоскости до начала координат,
а элемент поверхности на гиперплоскости {⟨z, ξ̃⟩ = p}+ ∈ R+

N+n

определяется равенством

dΓ =
(−1)j−1

ξ̃j
dz1 dz2 . . . dzj−1 dzj+1 . . . dzN+n , j ̸= N + n , ξ̃j ̸= 0 .

Ориентация гиперплоскости {⟨z, ξ̃⟩ = p}+ выбрана так, чтобы она яв-
лялась границей полупространства {⟨z, ξ̃⟩ < p}+ .

Следуя Б.М. Левитану, действие смешанного обобщенного сдвига

f(x) → (T yf)(x) = (T y′

x′ f)(x′, x′′ − y′′) =
n∏

i=1

(T yi
xi
f)(x′, x′′ − y′′) на x′ -

10



четную функцию f определяем равенством

(T yf)(x) = C(γ)

π∫
0

. . .

π∫
0

f(x′ →α y′ , x′′ − y′′) sinγ−1α′dα′ , (1.2.2)

где через
x′ →α y′ =

√
x′2+y′2 − 2x′y′ cosα′ (1.2.3)

обозначен n -мерный вектор с координатами, порожденными евклидо-
выми расстояниями

√
x2
i+y2i − 2xiyi cosαi , 1 ≤ i ≤ n ≤ N , а также

C(γ) =

n∏
i=1

Γ
(
γi+1
2

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
γi

2

) , sinγ−1α′ =

n∏
i=1

sinγi−1 αi , dα′ = dα1 . . . dαn .

Во второй главе изучаются B -потенциалы и их основные свой-
ства. Доказана теорема о дифференцируемости B -потенциала ограни-
ченной функции. Основным результатом второй главы являются тео-
ремы о дифференцировании и B -дифференцировании B -потенциалов
Ньютона с гельдеровской плотностью.

Известно, что если обобщенный сдвиг отвечает порядку γ , то
B -производная с точностью до константы совпадает с сингулярным
дифференциальным оператором Бесселя, отвечающим тому же пара-
метру γ :

lim
h→0

Thf(t)− f(t)

(h/2)2
= Bγf(t) = (γ+1)−1Bγ = (γ+1)−1

(
d2

dt2
+

γ

t

d

dt

)
.

(2.1.2)

Сингулярную производную первого порядка обозначаем

B1
γi

=
1

xγi

i

∂

∂xi
xγi

i =
∂

∂xi
+

γi
xi

. (2.1.3)

Ядром B -потенциала Рисса порядка λ ∈ (0, N + |γ|) является
функция

k
(λ)
N,γ(|x|) =

{
|x|−λ , λ ̸= 2k

|x|−λ ln
∣∣ 1
x

∣∣ , λ = 2k

∣∣∣∣∣ k = 1, 2, . . . .
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Определение 2.2.1 B -потенциал Рисса порядка λ y′ -четной
по Киприянову функции f определяется выражением

Uλ
B [f ](x) =

∫
R+

N

f(y) T y
x k

(λ)
N,γ(|x|) (y

′)γdy =

=

∫
R+

N

f(y) T y′

x′ k
(λ)
(√

|x′|2 + |x′′ − y′′|2
)

(y′)γdy . (2.2.1)

Функция f называется плотностью B -потенциала.
При λ=N+|γ|−2 конструкция Uλ

B называется B -потенциа-
лом Ньютона. Для него введем обозначение

UB [f ](x) =

∫
R+

N

f(y)
(
T y|x|2−N−|γ|

)
(y′)γ dy . (2.2.2)

Пусть B+
ρ (N) =

{
x : x ∈ R+

N , |x| < ρ
}

и Xρ(x) – характеристи-
ческая функция этого шара.

Лемма 2.2.1 Для всех λ , 0 < λ < N + |γ| справедлива оценка

Uλ
B [XR](x) ≤

{
CλR

N+|γ|−λ , λ ̸= 2k

CλR
N+|γ|−λ ln 1

R , λ = 2k

∣∣∣∣∣ k = 1, 2, . . . . (2.2.8)

Класс локально интегрируемых с весом (x′)γ функций в любой
ограниченной части Ω+

N n -полупространства R+
N будем обозначать

через Lγ
1,loc(Ω

+
N ) .

Лемма 2.2.2 Пусть f(y) – y′ -четная функция. Если
supp f ∈ Ω+

N , Ω+
N — ограниченная область и f ∈ Lγ

1(Ω
+
N ) , то

Uλ
B [f ] ∈ Lγ

1,loc(R
+
N ) .

Лемма 2.2.3 Пусть f(y) – y′ -четная функция. Если
supp f ∈ Ω+

N , Ω+
N — ограниченная область и f ∈ Lγ

1(Ω
+
N ) , то при

|x| → ∞

∂βUλ
B [f ](x)

∂xβ
i

=

{
O
(
|x|−λ−|β| ) , λ ̸= 2k

O
(
|x|−λ−|β|

∣∣∣ln( 1
|x|

)∣∣∣ ) , λ = 2k

∣∣∣∣∣ k = 1, 2, . . . .

(2.2.16)
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Следующую теорему будем называть теоремой о гладкости B -
потенциалов.

Теорема 2.2.1 Пусть y′ -четная функция f ограничена и име-
ет носитель в конечной области Ω+

N , |f(y)| ≤ M почти везде в Ω+
N .

Тогда Uλ
B [f ](x)∈Cp

(
R+

N

)
, где p — наибольшее целое число такое, что

λ+p<N+|γ| . Соответствующие производные функции Uλ
B[f ] получа-

ются дифференцированием под знаком интеграла.
Теорема 2.3.1 Пусть функция f – y′ -четная, функция |f |

ограничена в области Ω+
N , тогда B -потенциал Ньютона (2.2.2) и его

первые производные всюду равномерно непрерывны, справедлива форму-
ла

∂

∂xi
UB[f ](x) =

∫
Ω+

N

f(y)
∂

∂xi
T y|x|2−N−|γ|(y′)γ dy . (2.2.28)

Теорема 2.5.1 Пусть носитель y′ -четной функции f , удо-
влетворяющей условию Гельдера, принадлежит ограниченной области
Ω+

N . Тогда B -потенциал Ньютона (2.2.2) имеет равномерно непре-
рывные первые производные, получаемые дифференцированием под зна-
ком интеграла, и непрерывные вторые производные, которые даются
формулой:

∂2

∂x2
k

UB[f ](x)=− f(x)

∫
Γ+
N

cos νk

(
∂

∂xk
T y|x|2−N−|γ|

)
(y′)γ dΓN+

+

∫
Ω+

N

(f(y)−f(x))

(
∂2

∂x2
k

T y|x|2−N−|γ|
)

(y′)γ dy , (2.4.1)

где νk — угол между направлением внешней нормали и направлением
оси Oxk .

Теорема 2.5.2 Пусть y′ -четная функция f удовлетворяет
условию Гельдера, и ее носитель принадлежит ограниченной области
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Ω+
N . Тогда B -потенциал (2.2.2) имеет равномерно непрерывные пер-

вые производные, получаемые дифференцированием под знаком инте-
грала, и непрерывные B -производные, которые даются формулой

(Bγ)xiUB [f ](x) = −f(x)

∫
Γ+
N

cos νi

(
B1
γi
T y|x|2−N−|γ|

)
(y′)γ dΓN (y)+

+

∫
Ω+

N

(f(y)−f(x))
(
(Bγ)xiT

y|x|2−N−|γ|
)
(y′)γ dy ,

где νi = ν(xi) — угол между направлением внешней нормали и оси
Oxi , B1

γ = 1
γ+1 B

1
γ , B1

γ — сингулярный дифференциальный оператор
первого порядка (2.1.3).

Третья глава посвящена задаче обращения B -потенциалов
Ньютона с гельдеровской плотностью и обращения некоторых операто-
ров типа "плоская весовая волна" для случая, когда число N + |γ| —
натуральное.

Функция одного переменного f(t) , определенная в RN в виде
функции от скалярного произведения N -мерных векторов f(⟨x , ξ⟩) ,
называется "плоской волной". Соответственно интегральная операция

Au(x) =

∫
f(⟨x , ξ⟩) u(ξ) dµ(ξ)

называется операцией типа "плоская волна".
В общем виде функция "плоская весовая волна" задается в виде

действия многомерного оператора Пуассона на функцию "плоская вол-
на": Pγ

x′f(⟨x , ξ⟩) , где оператор Пуассона Pγ
x′f(x′, x′′) отвечает муль-

тииндексу γ=(γ1, . . . , γn) , состоящему из фиксированных положитель-
ных чисел.

Теорема 3.1.1 Пусть y′ -четная функция f удовлетворяет
условию Гельдера, ее носитель принадлежит ограниченной области
Ω+

N . Тогда B -потенциал UB [f ] удовлетворяет сингулярному уравне-
нию Пуассона

∆BUB [f ](x) = (2−N − |γ|)|S+
1 (N)|γf(x) , (3.1.1)
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где |S+
1 (N)|γ – весовая площадь поверхности части единичной сфе-

ры1, ∆B =
n∑

i=1

Bγi +
N∑

j=n+1

∂2

∂x2
j
, а Bγi = ∂2

∂x2
i
+ γi

xi

∂
∂xi

– сингулярный

дифференциальный оператор Бесселя.
Имеет место следующая теорема, представляющая собой один из

вариантов теоремы о сферическом уплотнении.
Теорема 3.2.1 Если u = u(|x1|, . . . , |xn|, x′′) , где xi ∈ Rmi , то

Au(r, x′′) =
n∏

i=1

|S1(mi)|
∫

R+
n×RN−n

Pγ
r f (⟨(r, x′′), (ρ, ξ′′)⟩)u(ξ) ργ dρ dξ′′ ,

где r = (r1, . . . , rn), ri = |xi| , |S1(mi)| — площадь единичной сферы в
R+

mi
, r и ρ ∈ R+

n , Pγ
r — многомерный оператор Пуассона, отвечаю-

щий целочисленному мультииндексу γ = (m1 − 1, . . . ,mn − 1) .
Теорема 3.2.2 Пусть носитель ξ′ -четной непрерывной по

Гельдеру функции f принадлежит ограниченной области Ω+
N , чис-

ло N + |γ| > 2 натуральное нечетное и k = 1, 3, 5, . . . . Тогда

△
N+|γ|+k

2

Bη

∫
R+

N

(T−ηf)(ξ)

∫
S+
1 (N)

Pγ
ξ′ |⟨x , ξ⟩|

k (x′)γ dS(x)(ξ′)γdξ =

= 2N+|γ|−2n+1 πN−n−1
n∏

i=1

Γ2

(
γi + 1

2

)
iN+|γ|−1 k! f(η) . (3.2.6)

Теорема 3.2.3 Пусть f – ξ′ -четная непрерывная по Гельдеру
функция, носитель которой принадлежит ограниченной области Ω+

N ,
число N + |γ| > 2 натуральное четное и k = 0, 2, 4, . . . . Тогда

∆
N+|γ|+k

2

Bη

∫
R+

N

(T−ηf)(ξ)

∫
S1(N)

Pγ
ξ′ |⟨x, ξ⟩|

k ln |⟨x, ξ⟩|(x′)γ dS(x) (ξ′)γ dξ =

= −πN−n2N+|γ|−2niN+|γ|
n∏

i=1

Γ2

(
γi + 1

2

)
k ! f(η) . (3.2.13)

1Формула для вычисления содержится в [20], с. 20, формула (1.2.5).
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Четвертая глава посвящена задаче Радона об обращении ин-
тегралов по плоскостям от функций от многоосевой сферической сим-
метрии. Решение этой задачи сводится к обращению преобразования
Радона-Киприянова, когда мультииндекс этого преобразования γ яв-
ляется целочисленным. Это связано с тем, что преобразование Радона
функций от осевой или многоосевой сферических симметрий есть пре-
образование Радона-Киприянова с целочисленным мультииндексом γ .

Рассмотрим множество функций {gξ(s)} одного переменного s ,
зависящих от параметра ξ ( |ξ| = 1 ), который считается фиксирован-
ным. Предположим, что supp gξ(s) принадлежит интервалу (−R,R)

и пусть

ρ = ρ(s) =
1

(R2 − s2)
(n+γ−1) p

2q

, (4.2.1)

где числа p, q ≥ 1 связаны соотношением 1
p + 1

q = 1 . Функция
ρ будет использована в качестве сингулярного веса при определении
пространств, приспособленных для работы с преобразованием Радона-
Киприянова финитных функций, принадлежащих весовым лебеговым
классам Lp

γ(Ω
+
N ) .

Для ρ , определенного по формуле (4.2.1), и каждого фиксиро-
ванного единичного вектора ξ введем следующее множество функций

Lp([−R;R], ρ) =

gξ(s) :

 R∫
−R

|gξ(s)|p ρ(s) ds

1/p

< +∞

 .

Теорема 4.2.1 Пусть мультииндекс γ = (γ1, . . . , γn) состоит
из фиксированных положительных чисел, f ∈ Lp

γ(Ω
+
N ) (1 ≤ p < ∞) , и

пусть supp f ∈ {|x| < R}+N={x : |x| < R, xi ≥ 0, i = 1, . . . , n} , R < ∞ .

Тогда существует независимая от функции f константа C такая,
что

∥Kγ [f ]∥Lp([−R;+R],ρ) ≤ C ∥f∥Lp
γ(Ω

+
N ) ,

где сингулярный вес ρ = ρ(s) определен по формуле (4.2.1).
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Теорема 4.3.1 Пусть носитель ξ′ -четной функции f , удо-
влетворяющей условию Гельдера, принадлежит ограниченной области
Ω+

N , Kγ [f ] – преобразование Радона-Киприянова функции f . Форму-
ла обращения этого преобразования для натуральных нечетных чисел
N + |γ| > 2 имеет вид:

f(η)=
22n−|γ|−Nπn+1−N

iN+|γ|−1
n∏

i=1

Γ2
(
γi+1
2

)△N+|γ|−1
2

B

∫
S+
1 (N)

Pγ
η′Kγ [f ](x; ⟨x, η⟩)(x′)γdS(x) .

(4.3.1)

Теорема 4.3.2 Пусть носитель ξ′ -четной функции f принад-
лежит ограниченной области Ω+

N , и функция f удовлетворяет усло-
вию Гельдера, Kγ [f ] – ее преобразование Радона-Киприянова. Форму-
ла обращения этого преобразования для натуральных четных чисел
N + |γ| > 2 имеет вид:

f(η) = − 22n−|γ|−N

πN−n
n∏

i=1

Γ2
(
γi+1
2

)∆N+|γ|−2
2

B

∫
S+
1 (N)

(x′)γdS(x) ×

×
+∞∫

p=−∞

Pγ
x′

(
1

⟨x, η⟩ − p

)
dKγ [f ](x; p) . (4.3.3)

Теорема 4.4.1 Пусть mi > 1 — натуральные числа, ξi∈Rmi

и f измеримая суммируемая функция от многоосевой симметрии в
Rmi : f=f(|ξ1|, . . . , |ξn|, ξ′′) . Причем, как радиальная

f = f(r, ξ′′), r=(r1, . . . , rn), ri=|ξi|

она является r -четной по Киприянову и непрерывна по Гельдеру. Для
преобразования Радона этой функции имеют место следующие форму-
лы обращения
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a) при N+
n∑

i=1

mi−n — нечетном

f(η) =
2
3n−

n∑
i=1

mi−N
πn+1−N

i
N+

n∑
i=1

mi−n−1 n∏
j=1

Γ2
(mj

2

) n∏
j=1

|S1(mj)|
×

× △
N+

n∑
i=1

mi−n−1

2

B

∫
S+
1 (N)

Pγ
η′R[f ](x; ⟨x, η⟩)

n∏
j=1

x
mj−1
j dS(x) ;

b) при N +
n∑

i=1

mi − n — четном

f(η) = − 2
3n−

n∑
i=1

mi−N

πN−n
n∏

i=1

Γ2
(
mi

2

) n∏
i=1

|S1(mi)|
∆

N+
n∑

i=1
mi−n−2

2

B ×

×
∫

S+
1 (N)

n∏
i=1

rmi−1
i dS(x)

+∞∫
p=−∞

n∏
i=1

Pmi−1
ηi

(
1

⟨x, η⟩ − p

)
dR[f ](x; p) ,

где

∆B =
n∑

i=1

Bmi−1 +
N∑

j=n+1

∂2

∂x2
j

, Bmi−1=
∂2

∂r2i
+
mi−1

ri

∂

∂ri
, γi > 0 ,

R[f ](x; p) = R[f ](|x1|, |x2|, . . . |xn|, x′′; ⟨x, η⟩) – преобразование Радона
функции от многоосевой сферической симметрии, |xi| = xi – длина
радиуса-вектора точки xi ∈ Rmi , x = (r, x′′) ∈ R+

N .
В заключение автор выражает благодарность профессору

Л.Н. Ляхову за постановку задачи и помощь, оказанную при работе
над диссертацией.
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Глава 1

Преобразование
Радона-Киприянова и
его основные свойства

1.1 Обозначения, определения и
преобразование Радона-Киприянова

1.1.1 Основные обозначения

Пусть натуральные числа N и n фиксированы и 1 ≤ n ≤ N . Через
RN будем обозначать евклидово пространство точек x=(x′, x′′) , где
x′ ∈ Rn, x′′ ∈ RN−n. В этом пространстве рассмотрим область

R+
N=R+

n × RN−n, R+
n={x′ ∈ Rn : x1>0, . . . , xn>0} .

Далее размерность евклидова пространства может меняться, при этом
номера положительных переменных каждый раз указываются отдельно
(как правило их n ), и по смыслу рассматриваемых в работе задач эти
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переменные оказываются весовыми в соответствующих интегральных
выражениях. Так же введем обозначение

(x′)γ =

n∏
i=1

xγi

i ,

где мультииндекс γ = (γ1, . . . , γn) состоит из фиксированных положи-
тельных чисел, его длина |γ| = γ1 + . . .+ γn .

Исследования обобщенных сверток и дифференциальных урав-
нений с сингулярным дифференциальным оператором Бесселя содер-
жат либо требование четности функций, как в работе Б.М. Левитана
[16], либо (если рассматриваемые функции заданы на положительной
полуоси) возможность четного продолжения на отрицательную полу-
ось с сохранением класса принадлежности функции, как это в книге
И.А. Киприянова [9], с. 21.

Определение 1.1.1 Функции f(x) , определенные в части простран-
ства R+

N , будем называть xi -четными по Киприянову (или xi -
четными), если они допускают четное продолжение с сохранением
класса гладкости. Если функция всего лишь непрерывна (в том числе
по Гельдеру), она будет называться xi -четной по Киприянову, когда
в некоторой положительной полуокрестности каждой координатной
гиперплоскости xi = 0 она имеет первую непрерывную производную
и выполняется условие

∀i = {1, n} , lim
xi→0

f ′
xi

= 0 . (1.1.1)

Например, функция f(x) ∈ C ℓ(R+
N ) будет xi -четной по Киприянову,

если ∂2m−1f

∂x2m−1
i

∣∣∣
xi=0

= 0 для всех натуральных чисел m ≤
[
ℓ
2

]
(см. [9],

с. 21).

Определение 1.1.2 Функцию xi -четную по каждой координате век-
тора x′ = (x1, . . . , xn) будем называть x′ -четной по Киприянову (ча-
ще просто — x′ -четной функцией).
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Все рассматриваемые далее функции предполагаются x′ -четны-
ми в соответствующем классе. Носители таких функций supp f = Ω+

N

рассматриваются в области R+
N евклидова пространства RN с поло-

жительными весовыми переменными. Наибольший интерес представ-
ляют области, которые примыкают к координатным гиперплоскостям
xi = 0, i = 1, . . . , n . Части границ таких областей, принадлежащие
x1 = 0, . . . , xn = 0 , будем обозначать Γ0

N . Другую часть границы, при-
надлежащую R+

N , будем обозначать Γ+
N . Теперь отметим, что граница

Γ0
N — скорее граница симметрии, а не граница области. Поэтому всю-

ду под областью задания x′ -четной функции нам удобно понимать ча-
стично замкнутое множество, включающее в себя границу симметрии
функции, т. е. Ω+

N ∪Γ0
N . Это множество будем обозначать тем же сим-

волом Ω+
N . Подобласть ω+

N области Ω+
N будем называть s -внутренней

(симметрично внутренней), если

ω+
N = {ω+

N ∪ Γ′0
N} ⊂ {Ω+

N ∪ Γ0
N} = Ω+

N . (1.1.2)

где Γ′0
N граница области ω+

N , принадлежащая координатным гипер-
плоскостям {xi = 0, i = 1, n } .

Когда область трансформируется с изменением размерности
евклидова пространства (процедура вращения), мы используем обозна-
чение области и ее границы с нижним индексом, указывающим размер-
ность соответствующего евклидова пространства. Например, Ω+

N+n —
область, а Γ+

N+n — ее граница, принадлежащие соответствующей части
R+

N+n евклидова пространства RN+n размерности N+n .
Через Lγ

p(Ω
+
N ) (p ≥ 1, Ω+

N ⊆ R+
N ) будем обозначать множество

измеримых и x′ -четных функций, для которых конечна норма

∥f∥Lγ
p(Ω

+
N ) =

 ∫
Ω+

N

|f(x)|p (x′)γ dx


1/p

.

Известно [9], что это банахово пространство. Еще отметим, что четность
по Киприянову в пространствах интегрируемых функций означает, что
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эта функция имеет непрерывную производную в положительной полу-
окрестности границы Γ0

N , причем выполняется условие (1.1.1).

1.1.2 Преобразование Радона и Радона-Киприянова

Описание преобразования Радона и общие формулы обращения можно
найти в книге Ф. Йона [8], но теоретические исследования преобразова-
ния Радона содержатся и во многих монографиях, например, в [3] и [30].
В работе И.А. Киприянова и Л.Н. Ляхова [13] было дано определение
"специального" преобразования Радона, которое в дальнейшем полу-
чило название преобразование Радона-Киприянова. Впервые обращение
интегралов по прямым в R2 было осуществлено в [33].

Пусть δ(P ) — δ -функция, сосредоточенная на ( n − 1 )-мерной
поверхности P (x) = 0 в Rn . Преобразованием Радона функции f

называется выражение

R[f ](ξ, p) =

∫
Rn

δ(p− ⟨x , ξ⟩) f(x) dΓ =

∫
⟨x , ξ⟩=p

f(x) dΓ , (1.1.3)

где элемент поверхности на гиперплоскости ⟨x, ξ⟩ = p определяется
равенством

dΓ =
(−1)j−1

ξj
dx1 . . . dxj−1 dxj+1 . . . dxn , ξj ̸= 0 ,

а ориентация гиперплоскости ⟨x, ξ⟩ = p выбрана так, чтобы она явля-
лась границей полупространства ⟨x, ξ⟩ < p .

Преобразованием Радона-Киприянова функции f , следуя [19],
будем называть следующую конструкцию

Kγ [f ](ξ; p) =

∫
R+

N

f(x)Pγ
x′ δ(p− ⟨x, ξ⟩) (x′)γ dx , (1.1.4)

где символ Pγ
x′ обозначает действие многомерного оператора Пуассона
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по совокупности переменных x′ = (x1, . . . , xn) по следующей формуле:

Pγ
x′g(x

′, x′′)=
n∏

i=1

Γ
(
γi+1
2

)
Γ
(
γi

2

)
Γ
(
1
2

) ×

×
π∫

0

. . .

π∫
0

g(x1 cosα1, . . . , xn cosαn , x
′′)

n∏
i=1

sinγi−1 αi dα1 . . . dαn ,

(1.1.5)
а остальные обозначения те же, что и в (1.1.3).

Рассмотрим пространство R+
N+n , которое получается вращения-

ми xi →
√

z22i−1 + z22i исходного пространства R+
N на угол π . Поло-

жим
z = (z1, z2, x

′′) = (z1, z2, . . . , z2n−1, z2n, x
′′)∈R+

N+n ,

z1=(z1, z3, . . . , z2n−1) ∈ Rn,

z2=(z2, z4, . . . , z2n) ∈ R+
n={z2i > 0, i=1, n} .

∣∣∣∣∣∣∣
По функции f(x) ∈ R+

N построим функцию от вращений

f̃(z) = f

(√
z21 + z22 , . . . ,

√
z22n−1 + z22n, x′′

)
∈ R+

N+n .

В R+
N+n рассмотрим гиперплоскость {⟨z, ξ̃⟩ = p}+ , с единичным век-

тором нормали ξ̃ = (ξ1, 0, . . . , ξn, 0, ξ
′′) , p — число, модуль которого

есть расстояние от плоскости до начала координат. В этих обозначениях
преобразование Kγ (1.1.4) примет вид (см. [19])

Kγ [f ](ξ̃, p) = π−n
2

n∏
i=1

Γ
(
γi+1
2

)
Γ
(
γi

2

) ∫
{⟨z, ξ̃⟩=p}+

f̃(z)

n∏
i=1

zγi−1
2i dΓ , (1.1.6)

где элемент поверхности на гиперплоскости {⟨z, ξ̃⟩ = p}+ ∈ R+
N+n

определяется равенством

dΓ =
(−1)j−1

ξ̃j
dz1 dz2 . . . dzj−1 dzj+1 . . . dzN+n , j ̸= N + n , ξ̃j ̸= 0 ,

а ориентация гиперплоскости {⟨z, ξ̃⟩ = p}+ выбрана так, чтобы она
являлась границей полупространства {⟨z, ξ̃⟩ < p}+ .
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Важно отметить, что равенством (1.1.6) преобразование Kγ [f ]

сведено к преобразованию Радона в R+
N+n функции f̃(z) , построен-

ному по гиперплоскостям {⟨z, ξ̃⟩ = p}+ , параллельным координатным
осям Oz2i, i = 1, n , которые, как видим, являются весовыми.

Принципиальное отличие преобразования Радона-Киприянова
Kγ от классического преобразования Радона заключается в том, что
оно имеет смысл даже если n = N = 1 , поскольку вращением
x →

√
z21 + z22 преобразование Kγ функции одного переменного сво-

дится к специальному весовому преобразованию Радона функции задан-
ной в R+

2 (см. [13]).

1.2 Обобщенные сдвиги и обобщенные
свертки

Пусть f(t) локально интегрируемая на R1 функция. Выражение

(T τf)(t) =
Γ
(
γ+1
2

)
Γ
(
γ
2

)
Γ
(
1
2

) π∫
0

f
(√

t2 + τ2 − 2tτ cosα
)
sinγ−1αdα (1.2.1)

называется обобщенным сдвигом функции f , число γ > 0 называется
порядком обобщенного сдвига. Свойства изучены в работе [16], некото-
рые из свойств приведены в [24]. Такие сдвиги возникают в задачах со
сферической симметрией. Например, если

f = f(|x|), g = g(|x|), |x| =
√
x2
1 + . . .+ x2

n ,

то свертка этих функций, подправленная соответствующим поворотом
координатных осей с последующим сферическим преобразованием ко-
ординат, представляется в виде

(f ∗ g) =

∫
Rn

f(|x− y|) g(|y|) dy =
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= |S1(n)|
∞∫
0

c(n)

π∫
0

f
(√

t2 + τ2 − 2tτ cosα
)
sinn−1 αdα g(τ) τn−1 dτ ,

где |S1(n)| — площадь поверхности единичной сферы в евклидовом

пространстве точек x ∈ Rn , t = |x|, τ = |y| , c(n) =
Γ(n

2 )
Γ(n−1

2 )Γ( 1
2 )

. Как

видим, оператор справа включает в себя обобщенный сдвиг, отвечаю-
щий натуральному индексу γ = n − 1 . Полученное выражение носит
название «обобщенная свертка функций» (впервые для произвольных
положительных γ изучалась в работах [11], [12]).

Действие смешанного обобщенного сдвига

f(x) → (T yf)(x) = (T y′

x′ f)(x
′, x′′ − y′′) =

n∏
i=1

(T yi
xi
f)(x′, x′′ − y′′) ,

т. е. сдвига смешанной природы (по части переменных действует обоб-
щенный сдвиг, а по остальным – обычный) на x′ -четную функцию f

определяется равенством (см. [16])

(T yf)(x) = C(γ)

π∫
0

. . .

π∫
0

f(x′ →α y′ , x′′ − y′′) sinγ−1α′dα′ , (1.2.2)

где через
x′ →α y′ =

√
x′2+y′2 − 2x′y′ cosα′ (1.2.3)

обозначен n -мерный вектор с координатами, порожденными евклидо-
выми расстояниями

√
x2
i+y2i − 2xiyi cosαi , 1 ≤ i ≤ n ≤ N , а также

C(γ) =

n∏
i=1

Γ
(
γi+1
2

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
γi

2

) , sinγ−1α′ =

n∏
i=1

sinγi−1 αi , dα′ = dα1 . . . dαn .

Свертки

(f ∗ g)γ =

∫
R+

N

(T yf)(x) g(y) (y′)γ dy ,
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порожденные смешанным обобщенным сдвигом T y (1.2.1), будем на-
зывать обобщенными свертками (здесь мы следуем [7], [9], [11], [20]).

Свойства обобщенного сдвига f(x) → (T y′

x′ f)(x) , действующе-
го на x′ -четную функцию f(x) по формуле (1.2.1), известны (см. [9],
[16]). Приводим некоторые из них.

Симметричность:

T y′

x′ f(x) = T x′

y′ f(y) .

Самосопряженность: если x′ -четная функция f(x) непрерыв-
ная, g(x) – x′ -четная, непрерывная и ограниченная, то∫

R+
N

(
T y′

x′ f
)
(x) g(x)(x′)γ dx =

∫
R+

N

f(x)
(
T y′

x′ g
)
(x) (x′)γ dx .

Линейность:

T y′

x′ (αf(x) + βg(x)) = αT y′

x′ f(x) + βT y′

x′ g(x) .

Обобщенный сдвиг не меняет гладкости функции (если f непре-
рывная функция, то и T y′

x′ f — непрерывна).
Ограниченность обобщенного сдвига (см. [10]) в Lγ

p(RN ) (нера-
венство Киприянова-Ключанцева):

∥T y′

x′ f∥Lγ
p(R

+
N ) ≤ ∥f∥Lγ

p(R
+
N ) .

Оператор обобщенного сдвига перестановочен с оператором Бес-
селя:

BxiT
yi
xi
f(x) = T yi

xi
Bxif(x) . (1.2.4)

1.3 Основные свойства преобразования
Радона-Киприянова

Пусть f(x) — бесконечно дифференцируемая, x′ -четная, быстро убы-
вающая вместе со всеми своими производными функция. В этом случае
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для преобразования Kγ [f ](ξ, p) функции f справедливы следующие
свойства, известные по монографии [20] и работе [13].

1. Свойство однородности

Kγ [f ](αξ, αp) = |α|−1Kγ [f ](ξ, p) .

2. Функция Kγ [f ](ξ, p) бесконечно дифференцируема по ξ и по
p при ξ ̸= 0 .

3. При |p| → ∞ для любого k > 0 справедлива оценка

|Kγ [f ](ξ, p)| = O
(
|p|−k

)
равномерно по ξ , когда ξ пробегает ограниченную замкнутую область,
не содержащую точки ξ = 0 .

4. Для преобразования Радона-Киприянова обобщенного сдвига
имеет место следующая формула (см. [19]):

Kγ [(T
−yf)(x)](ξ; p) = Pγ

y′Kγ [f ](ξ, p+ ⟨y, ξ⟩) . (1.3.1)
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Глава 2

B -потенциалы Ньютона
гельдеровских функций

2.1 Предварительные сведения

Классические потенциалы (часто называемые "потенциалы Рисса")
представляют собой операторы свертки плотности f с ядром |x|−λ .
Если предположить, что плотность является функцией с осевой сим-
метрией f = f(|x′|, x′′) , x′ ∈ Rm , справедливо следующее выражение1

∫
Rn

f(|y′|, y′′)
|x−y|λ

dy=|S1(m)|
∫

Rn−m

∞∫
0

f(ρ, y′′) T r
ρ

(
1

|(ρ, x′′−y′′)|λ

)
ργ dρ dy′′ .

Здесь γ=m− 1 и обобщенный сдвиг (1.2.1), действующий по радиаль-
ной переменной, отвечает этому же индексу (порядку) γ=m − 1 . По-
тенциалы такого рода А. Вайнштейн называл «осесимметрическими»
(см. [31]). В дальнейшем потенциалы, порожденные обобщенным сдви-

1Упрощенный вариант этой формулы ( m = n = 3 ) изучался А. Вайнштейном
[31]. На эту формулу можно смотреть как на следствие из первой теоремы о сфери-
ческом уплотнении из работы [24].
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гом, отвечающим произвольному положительному индексу γ , стали
называться B -потенциалами (см. [20], гл. 4). Теория B -потенциалов
Рисса, отвечающая бесконечно дифференцируемой плотности, изложе-
на в книге [20], гл. 3 - 6. Здесь мы изучаем B -потенциалы Рисса с непре-
рывной плотностью, удовлетворяющей условию Гельдера. Это привело
к необходимости исследовать дополнительные свойства B -потенциала,
не рассмотренные в [20], и которым посвящены последующие разделы
этой главы.

B -потенциалом функции f называется (см. [20], c. 90)

Uλ
B [f ](x) =

∫
Ω+

N

f(y) T y′

x′

(
1

(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)λ

)
(y′)γdy .

Здесь функция f — плотность B -потенциала, supp f = Ω+
N ⊆ R+

N ,
число λ — порядок B -потенциала. Переменные x′ и y′ , как уже ска-
зано ранее, называются весовыми переменными.

B -потенциал порядка λ = N + |γ| − 2 называется B -потенциа-
лом Ньютона.

Классические потенциалы Ньютона отвечают параметру λ=n−2

и обладают замечательными (и специфическими) свойствами, которые
изучаются отдельно. То же надо сказать и о B -потенциалах Ньютона,
которые представляют собой обобщенную свертку с ядром |x|2−N−|γ| ,
где мультииндекс γ состоит из фиксированных положительных чисел.

В этой главе доказана теорема о гладкости B -потенциалов, по-
лучены формулы для производных первого, второго порядков и B -
производной B -потенциала. Последняя определяется как

lim
h→0

Thf(t)− f(t)

(h/2)2
= Bγf(t) . (2.1.1)

Здесь, если обобщенный сдвиг отвечает порядку γ , то B -производная
с точностью до константы совпадает с сингулярным дифференциаль-
ным оператором Бесселя, отвечающим тому же параметру γ ; более
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точно:

lim
h→0

Thf(t)− f(t)

(h/2)2
= Bγf(t) = (γ+1)−1Bγ = (γ+1)−1

(
d2

dt2
+

γ

t

d

dt

)
(2.1.2)

(в работе [16] равенство (2.1.2) — формула Тейлора-Дельзарта с одним
членом).

Замечание 2.1.1 Отметим, что B -производная в точке t = 0 чет-
ной дважды дифференцируемой функции совпадает со второй произ-
водной в этой точке:

Bγf(t)|t=0 =
1

γ + 1
Bγf(t)

∣∣∣∣
t=0

=
1

γ+1

(
f ′′(0)+γ lim

t→0

f ′(t)−f ′(0)

t

)
=f ′′(0) .

Для B -дифференцирования B -потенциала оказалось необходи-
мым выделить из оператора Бесселя сингулярную производную первого
порядка, которую обозначим

B1
γi

=
1

xγi

i

∂

∂xi
xγi

i =
∂

∂xi
+

γi
xi

, (2.1.3)

так что

Bγi =
∂2

∂x2
i

+
γi
xi

∂

∂xi
=

(
1

xγi

i

∂

∂xi
xγi

i

)
∂

∂xi
= B1

γi

∂

∂xi
. (2.1.4)

Соответственно сингулярная составляющая B -производной имеет вид

B1
γi

=
1

γi + 1
B1

γi

и
(Bγ)xi = B1

γi

∂

∂xi
=

1

γi + 1
B1

γi

∂

∂xi
. (2.1.5)

Отметим также, что рассматриваемые в этой работе B -потен-
циалы Ньютона UB [f ] с гельдеровской плотностью f удовлетворяют
сингулярному уравнению Пуассона

∆BUB [f ] = C f ,
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где

∆B =
n∑

i=1

Bγi +
N∑

j=n+1

∂2

∂x2
j

, (2.1.6)

а Bγi определяется по формуле (2.1.4). Это доказывается в данной
главе.

2.2 Определение и свойства B -потенциала

Далее положительные составляющие мультииндекса γ считаем фик-
сированными2.

Ядром B -потенциала Рисса порядка λ ∈ (0, N + |γ|) является
функция (см. [20], с. 95)

k
(λ)
N,γ(|x|) =

{
|x|−λ , λ ̸= 2k

|x|−λ ln
∣∣ 1
x

∣∣ , λ = 2k

∣∣∣∣∣ k = 1, 2, . . . .

Определение 2.2.1 B -потенциал Рисса порядка λ y′ -четной по
Киприянову функции f определяется выражением

Uλ
B [f ](x) =

∫
R+

N

f(y) T y
x k

(λ)
N,γ(|x|) (y

′)γdy =

=

∫
R+

N

f(y) T y′

x′ k
(λ)
N,γ

(√
|x′|2 + |x′′ − y′′|2

)
(y′)γdy . (2.2.1)

Функция f называется плотностью B -потенциала.
При λ=N+|γ|−2 конструкция Uλ

B называется B -потенциа-
лом Ньютона. Для него введем обозначение

UB [f ](x) =

∫
R+

N

f(y)
(
T y|x|2−N−|γ|

)
(y′)γ dy . (2.2.2)

2Во всех полученных формулах индексы γi > 0 ведут себя также, как раз-
мерности евклидовых пространств, хотя не обязаны быть целыми. Размерности же
участвующих в наших рассуждениях евклидовых пространств (натуральные числа
N и n ) мы уже ранее объявили фиксированными.
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Отметим, что при λ — четном B -потенциал Рисса называется
логарифмическим B -потенциалом.

Будем использовать и другое выражение для B -потенциала, ко-
торое получим следующим образом. Воспользовавшись определением
обобщенного сдвига (1.2.2) и обозначением (1.2.3), запишем (2.2.1) при
λ ̸= 2k , k = 1, 2, . . . в виде

UB[f ](x) = C(γ)

∫
R+

N

f(y)

π∫
0

. . .

π∫
0

(
|(x′)2+(y′)2−2x′y′ cosα′|+

+|x′′−y′′|2
)λ

2 sinγ α′ dα′(y′)γ dy′dy′′ =

= C(γ)

∫
R+

N

f(y)

π∫
0

. . .

π∫
0

(
(x′−y′ sinα′)2+(y′ cosα)2 + |x′′ − y′′|2

)λ
2 ×

× sinγ α′ dα′(y′)γ dy′dy′′ ,

где C(γ) — константа, нормирующая обобщенный сдвиг. Полагая каж-
дую пару (yi, αi) полярными координатами точки (z2i−1, z2i) , произ-
ведем совокупность антиполярных преобразований по формулам{

z2i−1 = yi cosαi

z2i = yi sinαi

, i = 1, . . . , n , 0 ≤ αi ≤ π ,

{
−∞ < z2i−1 < ∞
0 ≤ z2i < ∞

,

(2.2.3)
yγi

i sinγi−1 αi dαidyi = zγi−1
2i dz2i−1dz2i ,

которые задают отображение (набор вращений на угол π — полувра-
щений) f(y′, y′′) → f̃(z1, z2, y

′′) = f
(√

z21 + z22 , . . . ,
√

z21 + z22 , y
′′
)

, пе-

реводящее функцию, определенную в R+
N , в функцию, определенную

в R+
N+n .

В результате приходим к следующему выражению B -потенциала

Uλ
B [f ](x) = C(γ)

∫
Ω+

N+n

f̃(z1, z2, y
′′) |z − x̃|−λ

n∏
i=1

zγi−1
2i dz , (2.2.4)
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где введены обозначения:

Ω+
N+n ∈ R+

N+n =
{
z : z2i > 0, i = (1, n)

}
,

x̃ = (x1, 0, x2, 0, . . . , xn, 0, x
′′)∈R+

N+n ,

z = (z1, z2, y
′′) = (z1, z2, . . . , z2n−1, z2n, y

′′)∈R+
N+n ,

z1=(z1, z3, . . . , z2n−1) ∈ Rn,

z2=(z2, z4, . . . , z2n) ∈ R+
n={z2i > 0, i=1, n} .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.2.5)

Для логарифмического B -потенциала теми же действиями по-
лучаем выражение

Uλ
B [f ](x) = C(γ)

∫
Ω+

N+n

f̃(z1, z2, y
′′) |z − x̃|−λ ln

1

|z − x̃|

n∏
i=1

zγi−1
2i dz .

(2.2.6)
Выражения (2.2.4) и (2.2.6) будем называть B -потенциалами

от полувращений (в евклидовом пространстве, полученном враще-
ниями исходного пространства на угол π вокруг каждой гипероси
xi = 0, i = 1, . . . , n ).

Известно [20], [23], что при N + |γ| ̸= 2 фундаментальным реше-
нием оператора ∆B (определяется по формуле (2.1.6)) является функ-
ция

EN,γ(x) =
|x|2−N−|γ|

(N + |γ| − 2)|S+
1 (N)|γ

,

где |S+
1 (N)|γ – площадь поверхности части сферы единичного радиу-

са в R+
N . Таким образом, (∆BEN,γ , φ)γ = φ(0) или, что тоже самое,

∆B EN,γ(x) = δγ(x), где δγ(x) — δ -функционал Дирака-Киприянова,
действующий на непрерывную в окрестности начала координат функ-
цию φ , x′ -четную (по Киприянову), по правилу

(δγ , φ)γ =

∫
R+

N

δγ(x) φ(x) (x
′)γ dx = φ(0) .

Фундаментальное решение оператора ∆B с особенностью в произволь-
ной точке x ∈ R+

N , определяется посредством действия смешанного
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обобщенного сдвига:

EN,γ(x, y) = T yEN,γ(x) =
T y|x|2−N−|γ|

(N + |γ| − 2)|S+
1 (N)|γ

=

=
1

(N + |γ| − 2)|S+
1 (N)|γ

T y′

x′

(
1

(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)λ/2

)
, λ = N+|γ|−2 .

В частности, функция EN,γ(x, y) удовлетворяет уравнению

∆B EN,γ(x, y) = 0, x, y ∈ R+
N , x ̸= y . (2.2.7)

2.2.1 Ограниченность B -потенциалов в Lγ
1(Ω

+
N)

Пусть B+
ρ (N) =

{
x : x ∈ R+

N , |x| < ρ
}
. Через Xρ(x) будем обозначать

характеристическую функцию этого шара.

Лемма 2.2.1 Для всех λ , 0 < λ < N + |γ| справедлива оценка

Uλ
B [XR](x) ≤

{
CλR

N+|γ|−λ , λ ̸= 2k

CλR
N+|γ|−λ ln 1

R , λ = 2k

∣∣∣∣∣ k = 1, 2, . . . . (2.2.8)

Доказательство. Пусть λ ̸= 2k , k = 1, 2, . . . . Левую часть
неравенства (2.2.8), воспользовавшись полувращениями и обозначени-
ями (2.2.5), представим следующим образом

∫
B+
R(N)

T y′

x′

(
1

(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)λ
2

)
(y′)γdy = C(γ)

∫
B+
R(N+n)

n∏
i=1

zγi−1
2i dz

|x̃− z|λ
.

(2.2.9)
Рассмотрим два случая: |x̃| = |x| ≥ 2R и |x| < 2R .
Если |x| ≥ 2R , то учитывая, что переменная y ∈ BR(N+n) , т. е.

|y| < R и что |z| = |y| (т. к. yi = |(z2i−1, z2i)| ), имеем неравенство

{|x| = |x̃| ⇒ |x̃| ≥ 2R , |z| = |y| ≤ R } =⇒ |x̃− z| ≥ |x̃| − |z| ≥ R .
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В этом случае из (2.2.9) получаем

C(γ)

∫
B+
R(N+n)

∏n
i=1 z

γi−1
2i dz

|x̃− z|λ
≤ C(γ)

1

Rλ

∫
B+
R(N+n)

n∏
i=1

zγi−1
2i dz .

Воспользовавшись сферическими координатами z = rΘ, |Θ| = 1 , име-
ем

C(γ)

∫
B+
R(N+n)

∏n
i=1 z

γi−1
2i dz

|x̃− z|λ
≤ C(γ)

Rλ

R∫
0

rN+n−1 r|γ|−ndr ×

×
∫

S+
1 (N+n)

n∏
i=1

Θγi−1
2i dS = C(γ)

RN+|γ|−λ

N + |γ|

∫
S+
1 (N+n)

n∏
i=1

Θγi−1
2i dS ,

где S+
1 (N + n) = {Θ : |Θ| = 1, Θ2 > 0, . . . ,Θ2n > 0, n ≤ N} —

часть сферической поверхности, принадлежащей R+
N+n . Из формулы

площади нагруженной сферы (см. [20], c. 20, формула (1.2.5))

|S+
1 (N)|γ =

∫
S+
1 (N)

n∏
i=1

Θγi

2idS =
π

N−n
2

2n−1

∏n
i=1 Γ

(
γi+1
2

)
Γ
(

N+|γ|
2

) (2.2.10)

вытекает

C(γ)
∣∣S+

1 (N + n)
∣∣
γ−1

= C(γ)

∫
S+
1 (N+n)

n∏
i=1

Θγi−1
2i dS =

=

n∏
i=1

Γ
(
γi+1
2

)
√
π Γ

(
γi

2

) ∫
S+
1 (N+n)

n∏
i=1

Θγi−1
2i dS = |S+

1 (N)|γ .

Или3

|S+
1 (N + n)|γ−1

|S+
1 (N)|γ

= C−1(γ) =
n∏

i=1

√
π Γ

(
γi

2

)
Γ
(
γi+1
2

) , (2.2.11)

3Полученная формула весьма примечательна, поскольку дает возможность срав-
нить площади единичных сфер при расширении евклидова пространства вращения-
ми xi →

√
z22i−1 + z22i . Интересно, что поверхности таких сфер оказались связаны

между собой константой, нормирующей обобщенный сдвиг.
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где мультииндекс γ − 1 = (γ1 − 1, γ2 − 1, . . . , γn − 1) . Таким образом,∫
B+
R(N)

T y′

x′

(
1

(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)λ
2

)
(y′)γdy ≤ |S+

1 (N)|γ
N + |γ|

RN+|γ|−λ =

= CN,n,γ R
N+|γ|−λ .

Пусть теперь |x| < 2R . В этом случае

{|x| = |x̃| ⇒ |x̃| < 2R, |z| = |y| < R} ⇒ |x̃−z| ≤ |x̃|+|z| < 2R+R = 3R .

В правой части равенства (2.2.9) сделаем замену переменной:

x̃−z=η : xi−z2i−1=η2i−1, z2i=η2i, 1≤i ≤ n, xj−yj=ηj , n+ 1≤j ≤ N .

В результате получим

∫
B+
R(N)

T y′

x′

(
1

(|x′|2 + |x′′−y′′|2)λ
2

)
(y′)γdy = C(γ)

∫
B+
R(N+n)

n∏
i=1

zγi−1
2i dz

|x̃− z|λ
=

= C(γ)

∫
B+
R(N+n)

n∏
i=1

ηγi−1
2i dη

|η|λ
≤ C(γ)

∫
B+
3R(N+n)

n∏
i=1

ηγi−1
2i dη

|η|λ
.

Сферическое преобразование координат η = rΘ, |Θ| = 1 , dη =

= rN+n−1dr dS дает

C(γ)

∫
B+
3R(N+n)

n∏
i=1

ηγi−1
2i dη

|η|λ
=C(γ)

3R∫
0

∫
S+
1 (N+n)

n∏
i=1

(rΘ2i)
γi−1 rN+n−1dS dr=

= C(γ)

3R∫
0

rN+n−1 r|γ|−n

rλ
dr

∫
S+
1 (N+n)

n∏
i=1

Θγi−1
2i dS .
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Отсюда, воспользовавшись равенством (2.2.11), получим∫
B+
R(N)

T y′

x′

(
1

(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)λ
2

)
(y′)γdy ≤ (3R)N+|γ|−λ |S+

1 (N)|γ
N + |γ| − λ

=

= C ′
N,n,λ R

N+|γ|−λ .

Таким образом, для случая λ ̸= 2k , k = 1, 2, . . . и всех x ∈ R+
N нера-

венство (2.2.8) доказано.

Переходим к случаю λ = 2k k = 1, 2, . . . . Левую часть неравен-
ства (2.2.8) запишем в виде

∫
B+
R(N)

T y′

x′

 ln
(
(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)− 1

2

)
(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)λ

2

 (y′)γdy =

= C(γ)

∫
B+
R(N+n)

ln
(
|x̃− z|−1

) n∏
i=1

zγi−1
2i dz

|x̃− z|λ
. (2.2.12)

В случае |x̃| ≥ 2R имеем ln
(

1
|x̃−z|

)
≤ ln 1

R и тогда

∫
B+
R(N)

T y′

x′

 ln
(
(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)− 1

2

)
(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)λ

2

 (y′)γdy ≤

≤ |S+
1 (N)|γ
N + |γ|

RN+|γ|−λ ln
1

R
= CN,n,γ R

N+|γ|−λ ln
1

R
.

Пусть теперь |x| < 2R . В этом случае |x̃− z| ≤ 3R .
После замены переменной x̃ − z = η правая часть равенства

(2.2.12) запишется в виде

C(γ)

∫
B+
R(N+n)

ln 1
|η|

n∏
i=1

ηγi−1
2i dη

|η|λ
≤ C(γ)

∫
B+
3R(N+n)

ln 1
|η|

n∏
i=1

ηγi−1
2i dη

|η|λ
.
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Совершив сферическое преобразование координат η = rΘ, |Θ| = 1 ,
dη = rN+n−1dr dS , получим

C(γ)

∫
B+
3R(N+n)

ln 1
|η|

n∏
i=1

ηγi−1
2i dη

|η|λ
=

= C(γ)

3R∫
0

rN+n−1 r|γ|−n

rλ
ln

1

r
dr

∫
S+
1 (N+n)

n∏
i=1

Θγi−1
2i dS =

= |S1(N)|γ

3R∫
0

rN+|γ|−λ−1 ln
1

r
dr .

В последнем равенстве учли (2.2.11).
Остается вычислить интеграл в правой части последнего равен-

ства. Используя формулу интегрирования по частям, имеем

3R∫
0

rN+|γ|−λ−1 ln
1

r
dr =

∣∣∣∣∣ u = ln 1
r ⇒ du = rdr ,

dv = rN+|γ|−λ−1dr ⇒ v = rN+|γ|−λ

N+|γ|−λ

∣∣∣∣∣ =
=

rN+|γ|−λ ln 1
r

N + |γ| − λ

∣∣∣∣∣
3R

0

−
3R∫
0

rN+|γ|−λ

N + |γ| − λ
r dr =

=
(3R)N+|γ|−λ ln 1

3R

N + |γ| − λ
− (3R)N+|γ|−λ+2

(N + |γ| − λ)(N + |γ| − λ+ 2)
≤

≤
(3R)N+|γ|−λ ln 1

3R

N + |γ| − λ
=

(3R)N+|γ|−λ
(
ln 1

R − ln 3
)

N + |γ| − λ
≤

≤ 3N+|γ|−λ

N + |γ| − λ
RN+|γ|−λ ln

1

R
.

В итоге получили

∫
B+
R(N)

T y′

x′

 ln
(
(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)− 1

2

)
(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)λ

2

 (y′)γdy ≤
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≤ 3N+|γ|−λ|S1(N)|γ
N + |γ| − λ

RN+|γ|−λ ln
1

R
= C ′

N,n,λ R
N+|γ|−λ ln

1

R
.

Тем самым неравенство (2.2.8) доказано при λ = 2k , k = 1, 2, . . .

для всех x ∈ R+
N .

Доказательство закончено.

Замечание 2.2.1 Отметим, что предыдущую лемму можно дока-
зать не прибегая к вращениям, а воспользовавшись неравенством

|a− b| ≤
√
a2 + b2 − 2ab cosα (a > 0 , b > 0)

и тем фактом, что T y1 = 1 . Тогда для всех чисел µ > 1

T y′

x′

(
1

(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)µ/2

)
≤ 1

(|x′ − y′|2 + |x′′ − y′′|2)µ/2
=

1

|x− y|µ
(2.2.13)

и

T y′

x′

(∣∣ln ((|x′|2 + |x′′ − y′′|2)−1/2
)∣∣

(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)µ/2

)
≤

≤
∣∣ln ((|x′ − y′|2 + |x′′ − y′′|2)−1/2

)∣∣
(|x′ − y′|2 + |x′′ − y′′|2)µ/2

=

∣∣ln (|x− y|−1
)∣∣

|x− y|µ
. (2.2.14)

При этом левая часть неравенства (2.2.8) для нечетных и четных λ

соответственно не превосходит∫
B+
R(N)

|x− y|−λ (y′)γ dy и
∫

B+
R(N)

|x− y|−λ ln
(

1
|x−y|

)
(y′)γ dy .

Рассматривая случаи |x| ≥ 2R и |x| < R , теми же действия-
ми, что и при доказательстве предыдущей леммы, приходим к оценке
(2.2.8) или∫
B+
R(N)

|x− y|−λ (y′)γ dy ≤ CλR
N+|γ|−λ , λ ̸= 2k , k = 1, 2, . . . (2.2.15)
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и ∫
B+
R(N)

|x− y|−λ ln

(
1

|x− y|

)
(y′)γ dy ≤ CλR

N+|γ|−λ ln
1

R
,

λ = 2k , k = 1, 2, . . . .

2.2.2 Интегрируемость и дифференцируемость
B -потенциалов в Lγ

1(Ω
+
N)

Класс локально интегрируемых с весом (x′)γ функций в любой огра-
ниченной части Ω+

N n -полупространства R+
N будем обозначать через

Lγ
1,loc(Ω

+
N ) .

Лемма 2.2.2 Пусть f(y) – y′ -четная функция. Если supp f ∈ Ω+
N ,

Ω+
N — ограниченная область и f ∈ Lγ

1(Ω
+
N ) , то Uλ

B,f ∈ Lγ
1,loc(R

+
N ) .

Доказательство. Будем полагать, что функция f определена
в R+

N и f = 0 вне области Ω+
N . Сначала рассмотрим случай λ ̸= 2k ,

k = 1, 2, . . . . Из леммы 2.2.1 следует, что при всех R > 0 существует
повторный интеграл∫

Ω+
N

|f(y)| (y′)γdy
∫

B+
R(N)

T y′

x′

(
1

(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)λ
2

)
(x′)γdx ≤

≤ CλR
N+|γ|−λ

∫
Ω+

N

|f(y)| (y′)γdy .

В этом случае теорема Фубини дает возможность менять порядок ин-
тегрирования в выражении

∫
B+
R(N)

Uλ
B [f ](x) (x

′)γdx . Имеем

∫
B+
R(N)

Uλ
B [f ](x) (x

′)γdx =
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∫
B+
R(N)

∫
Ω+

N

f(y) T y′

x′

(
1

(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)λ
2

)
(y′)γdy (x′)γdx =

=

∫
Ω+

N

f(y) (y′)γdy

∫
B+
R(N)

T y′

x′

(
1

(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)λ
2

)
(x′)γdx .

Следовательно ∫
B+
R(N)

|Uλ
B [f ](x)| (x′)γdx ≤

≤
∫
Ω+

N

|f(y)| (y′)γdy
∫

B+
R(N)

T y′

x′

(
1

(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)λ
2

)
(x′)γdx .

Для интеграла по шару воспользуемся оценкой (2.2.8), тогда при
λ ̸= 2k , k = 1, 2, . . . справедливо неравенство∫

B+
R(N)

|Uλ
B[f ](x)| (x′)γdx ≤ CN,n,λR

N+|γ|−λ

∫
Ω+

N

|f(y)| (y′)γdy .

Теми же действиями для логарифмического B -потенциала ( λ ̸= 2k ,
k = 1, 2, . . . ) получаем∫

B+
R(N)

|Uλ
B [f ](x)| (x′)γdx ≤ C ′

N,n,λR
N+|γ|−λ ln

1

R

∫
Ω+

N

|f(y)| (y′)γdy .

Из двух последних неравенств заключаем, что B -потенциал
Uλ
B [f ](x) финитной абсолютно интегрируемой с весом (x′)γ функции f

существует почти всюду и представляет собой локально интегрируемую
функцию в R+

N .
Доказательство закончено.

Исследуем вопрос о поведении Uλ
B[f ](x) при условии, что аргу-

мент x не принадлежит носителю функции f .
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Лемма 2.2.3 Пусть f(y) – y′ -четная функция. Если supp f ∈ Ω+
N ,

Ω+
N — ограниченная область и f ∈ Lγ

1(Ω
+
N ) , то при |x| → ∞

∂βUλ
B [f ](x)

∂xβ
i

=

{
O
(
|x|−λ−|β| ) , λ ̸= 2k

O
(
|x|−λ−|β|

∣∣∣ln( 1
|x|

)∣∣∣ ) , λ = 2k

∣∣∣∣∣ k = 1, 2, . . . .

(2.2.16)

Доказательство. Введем обозначение

Eλ(x, y) =


T y′

x′

(
1

(|x′|2+|x′′−y′′|2)λ/2

)
, λ ̸= 2k ,

T y′

x′

(
ln((|x′|2+|x′′−y′′|2)−1/2)

(|x′|2+|x′′−y′′|2)λ/2

)
, λ = 2k

∣∣∣∣∣∣∣ k = 1, 2, . . . .

(2.2.17)
Легко видеть, что функция Eλ имеет особенность при x = y , x и
y ∈ R+

N . При x ̸= y функция Eλ бесконечно дифференцируема.
Оценим производную первого порядка. Вначале рассмотрим во-

прос о дифференцировании в направлении координат xj , не являю-
щихся весовыми. Пусть j = n+1, . . . , N . Тогда при λ ̸= 2k , k=1, 2, . . .∣∣∣∣∂Eλ(x, y)∂xj

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣λ2T y′

x′

(
2(xj − yj)

(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)(λ+2)/2

)∣∣∣∣ ≤
≤ λT y′

x′

(
1

(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)(λ+1)/2

)
,

а при λ = 2k , k = 1, 2, . . .∣∣∣∣∂Eλ(x, y)∂xj

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣T y′

x′

(
(xj − yj)

(
1− λ ln

(
(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)−1/2

))
(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)(λ+2)/2

)∣∣∣∣∣ ≤
≤ λT y′

x′

(∣∣ln ((|x′|2 + |x′′ − y′′|2)−1/2
)∣∣

(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)(λ+1)/2

)
.

Аналогично получим для нечетных и четных λ соответственно∣∣∣∣∣∂β′′Eλ(x, y)
∂(x′′)β′′

∣∣∣∣∣ ≤ C(β′′)T y′

x′

(
1

(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)(λ+|β′′|)/2

)
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и ∣∣∣∣∣∂β′′Eλ(x, y)
∂(x′′)β′′

∣∣∣∣∣ ≤ C(β′′)T y′

x′

(∣∣ln ((|x′|2 + |x′′ − y′′|2)−1/2
)∣∣

(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)(λ+|β′′|)/2

)
,

где β′′ = (βn+1, . . . , βN ) — целочисленный мультииндекс размерности
N − n . Воспользовавшись оценками (2.2.13) и (2.2.14), получим∣∣∣∣∣∂β′′Eλ(x, y)

∂(x′′)β′′

∣∣∣∣∣ ≤ 1

|x− y|λ+|β′′| , λ ̸= 2k , k = 1, 2, . . . (2.2.18)

и ∣∣∣∣∣∂β′′Eλ(x, y)
∂(x′′)β′′

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣ln (|x− y|−1

)∣∣
|x− y|λ+|β′′| , λ = 2k , k = 1, 2, . . . . (2.2.19)

Теперь оценим первую производную по одному из весовых на-
правлений xi, 1 ≤ i ≤ n . В этом случае при λ ̸= 2k , k = 1, 2, . . .

имеем ∣∣∣∣ ∂

∂xj
Eλ(x, y)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣λ2 C(γ)

π∫
0

sinγ1−1 α1 . . .

π∫
0

sinγn−1 αn ×

×
(

2(xi − yi cosαi)

(|x′ →α y′|2 + |x′′ − y′′|2)(λ+2)/2

)
dα1 . . . dαn

∣∣∣∣ =
= λC(γ)

π∫
0

sinγ1−1 α1 . . .

π∫
0

sinγn−1 αn ×

×
√
(xi − yi cosαi)2

(|x′ →α y′|2 + |x′′ − y′′|2)(λ+2)/2
dα1 . . . dαn ≤

≤ λC(γ)

π∫
0

sinγ1−1 α1 . . .

π∫
0

sinγn−1 αn ×

×

√
n∑

i=1

(x2
i + y2i − 2xiyi cosαi) + |x′′ − y′′|2

(|x′ →α y′|2 + |x′′ − y′′|2)(λ+2)/2
dα1 . . . dαn =
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= λC(γ)

π∫
0

sinγ1−1 α1 . . .

π∫
0

sinγn−1 αn ×

× 1

(|x′ →α y′|2 + |x′′ − y′′|2)(λ+1)/2
dα1 . . . dαn =

= λ T y′

x′

(
1

(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)(λ+1)/2

)
.

А при λ = 2k , k = 1, 2, . . .∣∣∣∣ ∂

∂xj
Eλ(x, y)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣C(γ)

π∫
0

sinγ1−1 α1 . . .

π∫
0

sinγn−1 αn ×

×

(
(xi − yi cosαi)

(
1− λ ln

(
(|x′ →α y′|2 + |x′′ − y′′|2)−1/2

))
(|x′ →α y′|2 + |x′′ − y′′|2)(λ+2)/2

)
×

× dα1 . . . dαn| = λC(γ)

π∫
0

sinγ1−1 α1 . . .

π∫
0

sinγn−1 αn ×

×

√
(xi − yi cosαi)2

∣∣∣1−λ ln
(

1
(|x′→αy′|2+|x′′−y′′|2)1/2

)∣∣∣
(|x′ →α y′|2 + |x′′ − y′′|2)(λ+2)/2

dα1 . . . dαn ≤

≤ λC(γ)

π∫
0

sinγ1−1 α1 . . .

π∫
0

sinγn−1 αn ×

×
λ
∣∣∣ln( 1

(|x′→αy′|2+|x′′−y′′|2)1/2

)∣∣∣
(|x′ →α y′|2 + |x′′ − y′′|2)(λ+1)/2

dα1 . . . dαn =

= λ T y′

x′


∣∣∣ln( 1

(|x′|2+|x′′−y′′|2)1/2

)∣∣∣
(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)(λ+1)/2

 .

В итоге получили оценку модуля производной функции Eλ по одному
из весовых направлений ∣∣∣∣ ∂

∂xj
Eλ(x, y)

∣∣∣∣ ≤
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≤


λ T y′

x′

(
1

(|x′|2+|x′′−y′′|2)(λ+1)/2

)
, λ ̸= 2k

λ T y′

x′

 ∣∣∣∣ln( 1

(|x′|2+|x′′−y′′|2)1/2

)∣∣∣∣
(|x′|2+|x′′−y′′|2)(λ+1)/2

 , λ = 2k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ k = 1, 2, . . . . (2.2.20)

Поступая аналогично, для производной порядка β для нечетных
и четных λ соответственно получим∣∣∣∣∣∂β′Eλ(x, y)

∂(x′)β′

∣∣∣∣∣ ≤ C(β′) T y′

x′

(
1

(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)(λ+|β′|)/2

)
и ∣∣∣∣∣∂β′Eλ(x, y)

∂(x′)β′

∣∣∣∣∣ ≤ C(β′) T y′

x′


∣∣∣ln( 1

(|x′→αy′|2+|x′′−y′′|2)1/2

)∣∣∣
(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)(λ+|β′|)/2

 ,

где β′ = (β1, . . . , βn) — целочисленный мультииндекс размерности n .
Следовательно, при λ ̸= 2k , k = 1, 2, . . .∣∣∣∣∣∂β′Eλ(x, y)

∂(x′)β′

∣∣∣∣∣ ≤ C(β′)
1

|x− y|λ+|β′| , (2.2.21)

а при λ = 2k , k = 1, 2, . . .∣∣∣∣∣∂β′Eλ(x, y)
∂(x′)β′

∣∣∣∣∣ ≤ C(β′)

∣∣∣ln( 1
|x−y|

)∣∣∣
|x− y|λ+|β′| . (2.2.22)

Объединяя неравенства (2.2.18) c (2.2.21) и (2.2.19) c (2.2.22), при-
ходим соответственно к оценкам∣∣∣∣ ∂βEλ(x, y)
∂(x′)β′ ∂(x′′)β′′

∣∣∣∣ ≤ C(β)
1

(|x− y|2)(λ+|β|)/2 , x ̸= y , λ ̸= 2k , k = 1, 2, . . .

(2.2.23)
и∣∣∣∣ ∂βEλ(x, y)
∂(x′)β′ ∂(x′′)β′′

∣∣∣∣ ≤ C(β)

∣∣∣ln( 1
|x−y|

)∣∣∣
(|x− y|2)(λ+|β|)/2 , x ̸= y , λ = 2k , k = 1, 2, . . . ,

(2.2.24)
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где β = (β′, β′′) — целочисленный мультииндекс размерности N .
Пусть точка x принадлежит внешности области Ω+

N и отстоит
от нее на расстояние > δ . Тогда функция

g(x, y) =


C(λ,δ)

(|x−y|2)(λ+|β|)/2 , λ ̸= 2k

C(λ,δ) |ln( 1
|x−y| )|

(|x−y|2)(λ+|β|)/2 , λ = 2k

∣∣∣∣∣∣∣∣ k = 1, 2, . . .

как функция аргумента y ∈ ΩN ∪ Γ0 (при x ∈ CΩ+
δ+ ) принадлежит

Lγ
1(Ω

+
N ) и является мажорантой для производной ∂βEλ(x,y)

∂xβ . По теореме
Лебега о дифференцировании под знаком интеграла, имеем

∂βUλ
B [f ](x)

∂xβ
=

∫
Ω+

N

f(y)
∂βEλ
∂xβ

(y′)γdy , ∀x ∈ CΩ+
δ+ .

Если |x| → ∞ , то можно считать, что δ > 1 и тогда этот интеграл все-
гда существует и конечен. Применив неравенство (2.2.23) или (2.2.24),
получим

∂βUλ
B [f ](x)

∂xβ
≤


C(β)

∫
Ω+

N

f(y)
|x−y|λ+|β| (y′)γdy , λ ̸= 2k

C(β)
∫

Ω+
N

f(y)|ln( 1
|x−y| )|

|x−y|λ+|β| (y′)γdy , λ = 2k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ k = 1, 2, . . . .

Пусть Ω+
N ⊂ B+

R и |x| > R , тогда

|x− y| ≥ |x| − |y| ≥ |x| −R , ∀y ∈ Ω+
N .

Отсюда при |x| → ∞

∂βUλ
B[f ](x)

∂xβ
≤



C(β)
(|x|−R)λ+|β|

∫
Ω+

N

|f(y)| (y′)γdy = O(|x|−λ−|β|) , λ ̸= 2k ,

k = 1, 2, . . .
C(β)|ln( 1

(|x|−R) )|
(|x|−R)λ+|β|

∫
Ω+

N

|f(y)| (y′)γdy =

= O
(
|x|−λ−|β|

∣∣ln (|x|−1
)∣∣) , λ = 2k , k = 1, 2, . . . .

Т. е. выполняется (2.2.16).
Доказательство закончено.

46



2.2.3 Теорема о дифференцируемости
B -потенциала ограниченной функции

В теории классических потенциалов теорема о гладкости играет важ-
ную роль, вытекающую из приложения к дифференциальным уравне-
ниям (см. [2], §1.6). В этом пункте мы докажем аналог этой теоремы,
которая имеет такое же значение для дифференциальных уравнений с
сингулярным дифференциальным оператором Бесселя. Схема доказа-
тельства, после применения процедуры вращения, классическая, поэто-
му приведем доказательство в сокращенном виде.

Через B+
x,R(N) будем обозначать часть N -мерного шара, опре-

деленную неравенствами {y1 > 0, . . . , yn > 0} , радиуса R с центром
в точке x . Этот же шар с центром в начале координат, как и раньше,
обозначаем B+

R(N) .
Для всех λ, 0 < λ < N + |γ| в случае нечетного и четного λ

соответственно справедливы неравенства∣∣∣∣∣∣∣
∫

B+
R(N)

T y′

x′

(
1

(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)λ
2

)
(y′)γ dy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C RN+|γ|−λ , (2.2.25)

∣∣∣∣∣∣∣
∫

B+
R(N)

T y′

x′

 ln
(
(|x′|2+|x′′−y′′|2)−1

2

)
(|x′|2+|x′′−y′′|2)λ

2

 (y′)γ dy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C RN+|γ|−λ ln

(
1

R

)
,

(2.2.26)
вытекающие из (2.2.8).

Известен вариант теоремы Соболева об интегралах типа B -
потенциалов4 (см. [20], с. 92): пусть N+|γ|

p′ − ν < λ < n+|γ|
p′ ; если

плотность f(x)(1 + |x|)ν ∈ Lp
γ(RN ) , то отвечающий этой плотно-

сти B -потенциал Uλ
B [f ](x) — непрерывная функция.

4Классический вариант этой теоремы известен как первая теорема Соболева о
потенциалах [29], с. 244. В книге [14], с. 248 можно найти более тонкий результат,
который, однако, потребовал более жестких условий на плотность потенциала.
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Если плотность f имеет носитель в конечной области Ω+
N , то

справедливо следующее утверждение, которое будем называть теоре-
мой о гладкости B -потенциалов.

Теорема 2.2.1 Пусть y′ -четная функция f ограничена, |f(y)| ≤ M

почти везде в Ω+
N . Тогда Uλ

B [f ](x) ∈ Cp
(
R+

N

)
, где p — наибольшее

целое число такое, что λ + p < N + |γ| . Соответствующие произ-
водные функции Uλ

B[f ] получаются дифференцированием под знаком
интеграла.

Доказательство. 1) Непрерывность функции Uλ
B[f ](x) следу-

ет из теоремы о непрерывности B -потенциалов, поскольку для огра-
ниченной и финитной функции условие f(x)(1+ |x|)ν ∈ Lp

γ(RN ) всегда
выполняется при любом ν .

2) Установим дифференцируемость B -потенциала при условии,
что λ+ 1 < N + |γ| . Разумеется, нас интересуют производные по весо-
вым переменным, поскольку для производных по другим переменным
рассуждения почти совпадут с классическими.

Для функции Eλ(x, y) , определяемой по формуле (2.2.17), точ-
ка x = y — точка разрыва, а при x ̸= y эта функция бесконечно
дифференцируема. Для производной от функции Eλ(x, y) по одному
из весовых направлений xi, 1 ≤ i ≤ n справедлива оценка (2.2.20).

Интегральный оператор с ядром ∂
∂xj

Eλ(x, y) , 1 ≤ i ≤ n обозна-
чим (Uλ

B)xi [f ](x) . Ввиду оценки (2.2.20) и условия λ + 1 < N + |γ|
заключаем, что этот оператор вновь является интегралом типа B -
потенциала (и просто B -потенциалом для функции f умноженный на
соответствующий многочлен первого порядка). Из первой части дока-
зательства теоремы заключаем, что эта функция непрерывна. Остается
доказать равенство

∂Uλ
B [f ](x)

∂xi
= (Uλ

B)xi [f ](x) . (2.2.27)
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Имеем

ξi∫
xo
i

(Uλ
B)xi [f ](x) dx =

ξi∫
xo
i

 ∫
Ω+

N

f(y)
∂

∂xi
Eλ(x, y) (y′)γdy

 dxi .

Воспользовавшись оценкой (2.2.20) и затем (2.2.25) и (2.2.26), можем
записать для нечетных и четных значений λ соответственно

ξ∫
xo
i

∫
Ω+

N

|f(y)| T y(|x|−λ−1) (y′)γdy

 dxi ≤ C RN+|γ|−λ−1 ,

и

ξ∫
xo
i

∫
Ω+

N

|f(y)| T y

(
|x|−λ−1

∣∣∣∣ln 1

|x|

∣∣∣∣) (y′)γdy

 dxi ≤ C RN+|γ|−λ−1 ln
1

R
,

где R наименьшее число, такое, что Ω+
N ⊂ B+

R(N) . Следовательно,
можно применить теорему Фубини и поменять порядок интегрирова-
ния. В результате получим

ξi∫
xo
i

(Uλ
B)xi [f ](x) dx =

∫
Ω+

N

f(y)

 ξi∫
xo
i

∂

∂xi
Eλ(x, y) dxi

 (y′)γdy =

= Uλ
B[f ](ξi, x

i)− Uλ
B [f ](x

o
i , x

i) .

Дифференцирование этого равенства по переменной ξi приводит к ра-
венству (2.2.27) для производной первого порядка. Аналогично дока-
зывается это равенство для производной любого порядка от функци,
удовлетворяющей условию теоремы.

Доказательство закончено.

Следствие 2.2.1 Пусть функция f y′ -четная, ее носитель при-
надлежит ограниченной области Ω+

N , функция |f | ограничена,
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|f(y)| ≤ M почти везде в Ω+
N . Тогда B -потенциал Ньютона (2.2.2) и

его первые производные (получаемые дифференцированием под знаком
интеграла)

∂

∂xi
UB [f ](x) =

∫
Ω+

N

f(y)
∂

∂xi
T y|x|2−N−|γ|(y′)γ dy (2.2.28)

всюду непрерывны.

Доказательство. Непрерывность функции UB [f ](x) вытекает
из первой теоремы о B -потенциалах.

Из теоремы 2.2.1 вытекает возможность дифференцирования B -
потенциала под знаком интеграла p раз, если p – наименьшее нату-
ральное число, удовлетворяющее неравенству N + |γ|−2+p < N + |γ| .
Таким числом для B -потенциала Ньютона, как видим, является p = 1 ,
следовательно, производную можем внести под знак интеграла. В ре-
зультате получим формулу (2.2.28). Здесь выражение справа снова B -
потенциал порядка λ = N + |γ| − 1 от функции с конечным носителем,
поэтому (опять по теореме 2.2.1) этот потенциал — непрерывная функ-
ция.

Доказательство закончено.

2.3 Равномерная непрерывность
B -потенциала Ньютона и его первых
производных

Замечание 2.3.1 (относительно B -потенциала Ньютона).
Если λ = N + |γ| − 2 , то учитывая (2.2.7), получим равенство

△B(U
λ
B [f ])(x) =

∫
Ω+

N

f(y)△B

(
T y′

x′

(
1

(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)λ/2

))
(y′)γdy = 0 ,

∀x /∈ Ω+
N ,
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из которого следует, что B -потенциал Ньютона финитной интег-
рируемой с весом (y′)γ функции f представляет собой B -гармони-
ческую функцию в области, находящейся вне носителя этой функции.
Далее мы увидим, что B -гармоничность B -потенциала при условии,
что λ+ 2 < N + |γ| , распространяется на все R+

N .

Доказательство равномерной непрерывности B -потенциала
Ньютона и его первой производной проведем способом, заключающемся
в замене ядра B -потенциала T y|x|2−N−|γ| в окрестности особой точ-
ки x = y на функцию непрерывную и непрерывно дифференцируе-
мую. Этот подход восходит к исследованиям А.М. Ляпунова (трехмер-
ных и двумерных) потенциалов и развит в дальнейшем в монографиях
О. Келлога и Р. Куранта — Д. Гильберта (см. соответственно [32], гл. 3;
[14], c. 248; [15], гл. 4, §1.2).

Теорема 2.3.1 Пусть функция f y′ -четная и ее носитель принад-
лежит ограниченной области Ω+

N , функция |f | ограничена в области
Ω+

N , тогда B -потенциал Ньютона (2.2.2) и его первые производные
всюду равномерно непрерывны, справедлива формула (2.2.28).

Доказательство. Воспользуемся обозначениями (2.2.5) и пред-
ставлением (2.2.4) для записи B -потенциала от полувращений. В ре-
зультате B -потенциал Ньютона функции f примет вид

UB[f ](x)=C(γ)

∫
Ω+

N+n

f̃(z) |z−x̃|2−N−|γ|
n∏

i=1

zγi−1
2i dz ,

где

f̃ (z1, z2, . . . , z2n−1, z2n, y
′′) = f

(√
z21 + z22 , . . . ,

√
z22n−1 + z22n, y

′′
)

.

Рассмотрим функцию

(UB)δ [f ](x) =

∫
Ω+

N

f(y) Eδ(x, y) (y′)γ dy ,
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которая получается из (2.2.2) при замене ядра E(x, y) = T y|x|2−N−|γ|

на Eδ(x, y) , которое отличается от E(x, y) только внутри малого N -
мерного шара |x − y| ≤ δ радиуса δ ; внутри этого шара функция
Eδ , в отличии от E , ограничена. На поверхности шара функция Eδ
переходит в E непрерывно и с непрерывной производной. Например,
можем определить Eδ следующим образом

Eδ(x, y) =

{
T y
[

1
2δN+|γ|−2

(
x2 (N+|γ|+2)

δ2 − (N + |γ|)
)]

, |x− y| ≤ δ ,

T y |x|2−N−|γ| , |x− y| > δ .

Эту функцию, воспользовавшись вращениями zi =
√
y22i−1 + y22i , запи-

шем в евклидовом пространстве точек z ∈ RN+n в виде

Eδ(x̃, z) =

{
1

2δN+|γ|−2

(
(z−x̃)2 (N+|γ|+2)

δ2 − (N + |γ|)
)
, |z − x̃| ≤ δ ,

|z − x̃|2−N−|γ| , |z − x̃| > δ .

Непрерывность функции Eδ(x̃, z) очевидна

Eδ(x̃, z)||z−x̃|=δ = δ2−N−|γ| .

Производная равна

∂

∂xi
Eδ(x̃, z) =

{
− 1

2δN+|γ|−2

(
2(zi−x̃i) (N+|γ|+2)

δ2

)
, |z − x̃| ≤ δ ,

−(2−N − |γ|)(zi − x̃i)|z − x̃|−N−|γ| , |z − x̃| > δ .

Отсюда так же следует непрерывность производной функции Eδ при
|z − x̃| = δ , то есть

∂

∂xi
Eδ(x̃, z)

∣∣∣∣
|z−x̃|=δ

= C (zi − x̃i) δ
−N−|γ| .

Поскольку ядро Eδ(x̃, z) ограничено и непрерывно (следователь-
но, тоже можно сказать и о Eδ(x, y) ), то функция (UB)δ[f ] — ограни-
ченная и непрерывная для x ∈ Ω+

N ∪ Γ0 ; ограниченность для больших
значений |x| вытекает из леммы 2.2.3, а непрерывность — из теоремы
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2.2.1. Отсюда, учитывая теорему Кантора о равномерной непрерывно-
сти и лемму 2.2.3, заключаем, что функция (UB)δ[f ](x) равномерно
непрерывна, т. е. для любого ε > 0 существует такое τ > 0 , что

|(UB)δ[f ](x)− (UB)δ[f ](y)| <
ε

3
∀ x, y : |x− y| < τ . (2.3.1)

Переходя к переменным интегрирования z ∈ RN+n , получим следую-
щее представление функции (UB)δ[f ](x) :

(UB)δ[f ](x) = C(γ) ×

×
∫

Ω+
N+n

f̃(z)
1

2δN+|γ|−2

(
|z − x̃|2 (N + |γ|+ 2)

δ2
− (N + |γ|)

) n∏
i=1

zγi−1
2i dz .

Ясно, что Eδ(x, y) − E(x, y) ̸= 0 только внутри части шара
B+
δ (N+n) , следовательно,

|(UB)δ[f ](x)− UB [f ](x)| =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫

Ω+
N+n

f̃(z) [ Eδ(x, y)− E(x, y) ]
n∏

i=1

zγi−1
2i dz

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
∫

B+
δ (N+n)

f̃(z)

[
1

2δN+|γ|−2

(
(z − x̃)2 (N + |γ|+ 2)

δ2
− (N + |γ|)

)
−

−|z − x̃|2−N−|γ|

]
n∏

i=1

zγi−1
2i dz

∣∣∣∣∣ ≤
≤ M

∫
B+
δ (N+n)

∣∣∣∣ 1

2δN+|γ|−2

(
(z − x̃)2 (N + |γ|+ 2)

δ2
− (N + |γ|)

)
−

−|z − x̃|2−N−|γ|

∣∣∣∣∣
n∏

i=1

zγi−1
2i dz ,
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где M — верхняя грань функции f̃(z) . При переходе к сферическим
координатам z − x̃ = rΘ , |Θ| = 1 , dz = rN+n−1dr dS(Θ) , получим
последнее неравенство в виде:

|(UB)δ[f ](x)− UB [f ](x)| ≤
1

2
M |S+

1 (N)| δ2 , (2.3.2)

где коэффициент |S1(N)+|γ — весовая площадь части единичной сфе-
ры, определяется по формуле (2.2.10). Из этого неравенства следует,
что последовательность (UB)δ[f ](x) при δ → 0 равномерно сходится к
B -потенциалу UB [f ](x) для всех x . Но тогда

|UB [f ](x)− UB[f ](y) | ≤ |UB [f ](x)− (UB)δ[f ](x) |+

+| (UB)δ[f ](x)− (UB)δ[f ](y) |+ | (UB)δ[f ](y)− UB [f ](y) | ≤
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
.

Здесь первое и третье слагаемые оцениваются по неравенству (2.3.2)
для достаточно малых δ , а среднее по неравенству (2.3.1) для доста-
точно близких x и y Тем самым функция UB,f (x) равномерно непре-
рывна.

Переходим к исследованию первых производных UB [f ](x) . Из
дифференцируемости функции Eδ(x, y) следует дифференцируемость
функции (UB)δ[f ](x) (по теореме Лебега). Имеем

∂

∂xi
(UB)δ[f ](x) = C(γ)

∫
Ω+

N+n

f̃(z) ×

× ∂

∂xi

[
1

2δN+|γ|−2

(
|z − x̃|2 (N + |γ|+ 2)

δ2
− (N + |γ|)

)] n∏
i=1

zγi−1
2i dz .

По следствию 2.2.1 B -потенциал Ньютона можно один раз диф-
ференцировать под знаком интеграла, т. е.

∂

∂xi
UB[f ](x) = Y(x) = C(γ)

∫
Ω+

N+n

f̃(z)
∂

∂xi
|z−x̃|2−N−|γ|

n∏
i=1

zγi−1
2i dz ,

(2.3.3)
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тогда
∂

∂xi
(UB)δ[f ](x)−

∂

∂xi
UB [f ](x) = C(γ)

∫
Ω+

N+n

f̃(z) ×

× ∂

∂xi

[
1

2δN+|γ|−2

(
|z−x̃|2 (N+|γ|+2)

δ2
−(N+|γ|)

)
−|z−x̃|2−N−|γ|

]
×

×
n∏

i=1

zγi−1
2i dz = C(γ)

∫
B+
δ (N+n)

f̃(z) ×

× ∂

∂xi

[
1

2δN+|γ|−2

(
|z−x̃|2 (N+|γ|+2)

δ2
−(N+|γ|)

)
−|z−x̃|2−N−|γ|

]
×

×
n∏

i=1

zγi−1
2i dz = C(γ)

∫
B+
δ (N+n)

f̃(z) ×

×
[
− (zi − xi) (N+|γ|+2)

δN+|γ| +(2−N−|γ|)−|z−x̃|−N−|γ|(zi − xi)

]
×

×
n∏

i=1

zγi−1
2i dz .

Следовательно∣∣∣∣ ∂

∂xi
(UB)δ[f ](x)−

∂

∂xi
UB[f ](x)

∣∣∣∣≤C(γ)M

∫
B+
δ (N+n)

∣∣∣∣− (zi−xi) (N+|γ|+2)

δN+|γ| +

+(2−N − |γ|)|z − x̃|−N−|γ|(zi − xi)

∣∣∣∣∣
n∏

i=1

zγi−1
2i dz ,

где M обозначает верхнюю грань функции f̃(z) . Переходим к сфе-
рическим координатам z − x̃ = rΘ , |Θ| = 1 , dz = rN+n−1dr dS(Θ) .
Тогда∣∣∣∣ ∂

∂xi
(UB)δ[f ](x)−

∂

∂xi
UB[f ](x)

∣∣∣∣ ≤ M

∫
|Θ|=1

Θi

∏
i=1

nΘγi−1
2i dS(Θ) ×

×
δ∫

0

[
−N + |γ|+ 2

δN+|γ|+1
+ (2−N − |γ|)r−N−|γ|

]
rN−1 dr =

55



= C(γ)M |S1(N + n)|γ−1

(
−N + |γ|+ 2

N + |γ|+ 1
− (N + |γ| − 2)

)
δ .

и, следовательно,∣∣∣∣ ∂

∂xi
UB [f ](x)−

∂

∂xi
(UB)δ[f ](x)

∣∣∣∣ ≤
≤ C(γ)N |S1(N + n)|

(
N + |γ|+ 2

N + |γ|+ 1
+ (N + |γ| − 2)

)
δ . (2.3.4)

Неравенство (2.3.4) означает, что последовательность ∂
∂xi

(UB)δ[f ](x)

равномерно сходится к функции Y(x) = ∂
∂xi

UB[f ](x) .
Функция ∂

∂xi
(UB)δ[f ](x) ограничена при x ∈ Ω+

N ∪Γ0 ; для боль-
ших значений |x| ее ограниченность следует из леммы 2.2.3; ее же
непрерывность следует из следствия 2.2.1. Таким образом, из теоремы
Кантора о равномерной непрерывности и леммы 2.2.3 следует равно-
мерная непрерывность функции ∂

∂xi
(UB)δ[f ](x) , т. е. ∀ε > 0 ∃τ > 0 ,

такое что∣∣∣∣ ∂

∂xi
(UB)δ[f ](x)−

∂

∂xi
(UB)δ[f ](y)

∣∣∣∣ < ε

3
, ∀x, y ∈ R+

N : |x− y| < τ.

(2.3.5)
Теперь равномерная оценка (2.3.4) позволяет получить резуль-

тат о равномерной непрерывности первой производной B -потенциала:
∀ε > 0 ∃τ > 0, такое что для всех x, y , таких что |x− y| < τ ⇒∣∣∣∣ ∂

∂xi
UB [f ](x)−

∂

∂xi
UB [f ](y)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ ∂

∂xi
UB[f ](x)−

∂

∂xi
(UB)δ[f ](x)

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣ ∂

∂xi
(UB)δ[f ](x)−

∂

∂xi
(UB)δ[f ](y)

∣∣∣∣+∣∣∣∣ ∂

∂xi
(UB)δ[f ](y)−

∂

∂xi
UB [f ](y)

∣∣∣∣ <
<

ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε .

Здесь первое и третье слагаемые оцениваются по неравенству (2.3.4)
для достаточно малых δ , а среднее по неравенству (2.3.5) для доста-
точно близких x и y . Тем самым функция ∂

∂xi
UB [f ](x) равномер-

но непрерывна. Совершив в (2.3.3) набор полярных преобразований по
формулам (2.2.3), получим формулу (2.2.28).

Доказательство закончено.
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2.4 Непрерывность вторых производных и
B -производных B -потенциала Ньютона
с кусочно-гладкой плотностью

Теорема 2.4.1 Пусть плотность f В-потенциала Ньютона кусоч-
но-непрерывно дифференцируемая5 y′ -четная функция, и ее носитель
принадлежит ограниченной области Ω+

N . Тогда функция ∂2

∂xk∂xm
UB [f ]

(k,m = 1, . . . , N) непрерывна в R+
N и при k = m справедлива формула

∂2

∂x2
k

UB[f ](x)=− f(x)

∫
Γ+
N

cos νk

(
∂

∂xk
T y|x|2−N−|γ|

)
(y′)γ dΓN+

+

∫
Ω+

N

(f(y)−f(x))

(
∂2

∂x2
k

T y|x|2−N−|γ|
)

(y′)γ dy , (2.4.1)

где νk — угол между направлением внешней нормали и направлением
оси Oxk .

Доказательство. Согласно следствию 2.2.1 можем один раз
продифференцировать UB [f ](x) под знаком интеграла. Перейдем к за-
писи B -потенциала от полувращений yi →

√
z22i−1 + z22i , i = 1, n , при

котором f(y′, y′′) = f
(√

z21 + z22 , . . .
√
z22n−1 + z22n, y

′′
)

= f̃(z1, z2, y
′′) .

Для удобства записи разделим переменные с четными и нечетными но-
мерами, полагая (см. (2.2.5))

z1=(z1, z3, . . . , z2n−1) ∈ Rn, z2=(z2, z4, . . . , z2n) ∈ R+
n={z2i > 0, i=1, n},

R+
N+n={z=(z′, y′′)=(z1, z2, y

′′), (z1, z2)∈R+
2n=Rn × R+

n , y′′∈RN−n },

x̃ = (x1, 0, x2, 0, . . . , xn, 0, x
′′) ∈ R+

N+n .

5Определение кусочно-непрерывно дифференцируемой (говорят также кусочно-
гладкой) функции можно найти, например, в книге [14] (см. сноску на с. 247).
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Учитывая, что выражение

∂

∂xm

(
|x′ →α y′|2 − |x′′ − y′′|2

) 2−N−|γ|
2 =

= (2−N − |γ|)
(
|x′ →α y′|2 + |x′′ − y′′|2

)−N−|γ|
2 (xm − ym cosαm)

после процедуры вращений yi →
√
z22i−1 + z22i примет вид

(2−N−|γ|) (xm−z2m−1)

(|x′−z1|2+|z2|2+|x′′−y′′|2)
−N−|γ|

2

=
∂

∂xm
|x̃− z|2−N−|γ| ,

запишем

Ik,m(x) =
∂2

∂xk ∂xm
UB [f ](x) =

= C(γ)
∂

∂xk

∫
Ω+

N+n

f̃(z1, z2, y
′′)

∂

∂xm
|z − x̃|2−N−|γ| zγ−1

2 dz′dy′′ =

= −C(γ)
∂

∂xk

∫
Ω+

N+n

f̃(z1, z2, y
′′)

∂

∂z2m−1
|z − x̃|2−N−|γ| zγ−1

2 dz′dy′′ .

Кусочная непрерывно-дифференцируемость функции f дает возмож-
ность разбить область Ω+

N на части, в каждой из которых эта функ-
ция имеет непрерывную и ограниченную производную. Условие y′ -
четности позволяет то же самое сказать о функции f̃ . Для сокращения
рассуждений будем считать, что производная плотности f̃ по любой
из N+n переменных непрерывна и ограничена во всей области Ω+

N+n .
Применяя формулу интегрирования по частям6, имеем

6Для многомерных лебеговых интегралов формула интегрирования по частям
справедлива для любых соболевских функций из W 1

p (Ωm) и W 1
q (Ωm) , таких что

1
p
+ 1

q
< 1+ 1

m
(см. [27], с. 611). В нашем случае функция f и ее производная принад-

лежит Lp для любого конечного p (например p = m+1 ), а ядро B -потенциала и
его производная принадлежит L1 , поэтому применение формулы интегрирования
по частям законно.
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Ik,m(x) =

= −C(γ)
∂

∂xk

∫
Γ+
N+n

f̃(z1, z2, y
′′) |z−x̃|2−N−|γ| cos ν2m−1 zγ−1

2 dΓN+n+

+C(γ)
∂

∂xk

∫
Ω+

N+n

∂

∂z2m−1
f̃(z1, z2, y

′′) |z − x̃|2−N−|γ| zγ−1
2 dz′dy′′ ,

где Γ+
N+n — граница полученная полувращениями границы Γ+

N . Здесь
нет граничных интегралов по Γ0

N+n , что связано с четностью функ-
ций по соответствующим переменным, поскольку изначально интегри-
рование можно проводить по объединению области Ω+

N со своими
зеркальными отражениями относительно каждой из гиперплоскостей
xi = 0 , i = 1, . . . , n (т. е. когда все точки Γ0

N — внутренние).
Учитывая ограниченность производной от f̃ и теорему 2.2.1 мо-

жем снова дифференцировать под знаком интеграла. Имеем

Ik,m(x) = −C(γ)

 ∫
Γ+
N+n

f̃(z)
∂

∂xk
|z − x̃|2−N−|γ| cos ν2m−1 z

γ−1
2 dΓN+n −

−
∫

Ω+
N+n

∂

∂z2m−1
f̃(z)

∂

∂xk
|z − x̃|2−N−|γ| zγ−1

2 dz

 ,

где f̃(z) = f(z1, z2, y
′′) .

Поскольку ∂
∂zj

f̃(z) = ∂
∂zj

(
f̃(z)− f(x)

)
, особенность ядра объ-

емного интеграла можно ослабить:

Ik,m(x) = −C(γ)

 ∫
Γ+
N+n

f̃(z)
∂

∂xk
|z − x̃|2−N−|γ| cos ν2m−1 z

γ−1
2 dΓN+n−
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−
∫

Ω+
N+n

∂

∂z2m−1

(
f̃(z)− f(x)

) ∂

∂xk
|z − x̃|2−N−|γ| zγ−1

2 dz

 .

Теперь надо выполнить обратное интегрирование по частям. Но теперь
функция

g(z) =
∂

∂xk
|z − x̃|2−N−|γ|

не принадлежит соболевскому классу W 1
1 (ее производная ∂g(z)

∂z2m−1
име-

ет сильную особенность = O(|z|−N−|γ|), |z| → ∞ ), и мы должны вос-
пользоваться классической схемой — предварительно вырезаем шар с
центром в точке x̃ достаточного малого радиуса, затем интегрируем
по частям и переходим к пределу, когда радиус вырезанного шара стре-
миться к нулю. Результат этой операции так хорошо известен из клас-
сической теории эллиптических уравнений и содержится во всех учеб-
никах по уравнениям математической физики, что позволяет нам здесь
этого не делать. Остается учесть, что функция f̃(z)−f(x) = f̃(z)−f(x̃)

в точке z = x̃ равна нулю. В результате всех этих действий получим

Ik,m(x) = −C(γ)

 ∫
Γ+
N+n

f̃(z)
∂

∂xk
|z − x̃|2−N−|γ| cos ν2m−1 zγ−1

2 dΓN+n−

−
∫

Γ+
N+n

(f̃(z)− f(x))
∂

∂xk
|z − x̃|2−N−|γ| cos ν2k−1 zγ−1

2 dΓN+n+

+

∫
Ω+

N+n

(
f̃(z)−f(x)

) ∂2

∂z2m−1 ∂xk
|z−x̃|2−N−|γ| zγ−1

2 dz

 =

= −C(γ)

f(x) ∫
Γ+
N+n

∂

∂xk
|z − x̃|2−N−|γ| cos ν2k−1 zγ−1

2 dΓN+n−
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−
∫

Ω+
N+n

(
f̃(z)−f(x)

) ∂2

∂xm ∂xk
|z−x̃|2−N−|γ| zγ−1

2 dz

 . (2.4.2)

Положим k = m , после чего совершим набор полярных преоб-
разований (2.2.3). В результате получим (2.4.1).

Непрерывность функции ∂2

∂xi ∂xj
UB [f ](x) , вытекает обычным об-

разом из первой теоремы о B -потенциалах (впрочем, этот результат
можно непосредственно получить из формулы (2.4.2)).

Доказательство закончено.
Из доказательства вытекает следующая формула, где поверх-

ностный интеграл задан в евклидовом пространстве от полувращений,
которая окажется полезной в дальнейшем: ∀k = 1, N

∂2

∂x2
k

UB [f ](x)=

∫
Ω+

N

(f(y)−f(x))

(
∂2

∂x2
k

T x|y|2−N−|γ|
)

(y′)γ dy−

−C(γ) f(x)

∫
Γ+
N+n

cos ν2k−1

(
∂

∂xk
|z − x̃|2−N−|γ|

)
zγ−1
2 dΓN+n . (2.4.3)

Теперь перейдем к вычислению B -производной B -потенциала.
Как и раньше, B1

γi
— сингулярная составляющая оператора Бесселя, а

(Bγ)xi
— B -производная (2.1.5).

Теорема 2.4.2 Пусть плотность f B -потенциала Ньютона явля-
ется кусочно-непрерывно дифференцируемой y′ -четной функцией и
supp f ∈ Ω+

N . Тогда функция (Bγ)xiUB[f ](x) , i = 1, . . . , n непрерыв-
на в области R+

N , и при xi > 0, i = 1, n справедлива формула

(Bγ)xiUB[f ](x) = −f(x)

∫
Γ+
N

cos νi

(
B1
γi
T y|x|2−N−|γ|

)
(y′)γ dΓN+

+

∫
Ω+

N

(f(y)−f(x))
(
(Bγ)xiT

y|x|2−N−|γ|
)
(y′)γ dy , (2.4.4)
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где νi = ν(xi) — угол между направлением внешней нормали и оси
Oxi , B1

γ = 1
γ+1 B

1
γ , B1

γ — сингулярный дифференциальный оператор
первого порядка (2.1.3).

Доказательство. Имеем

IB(x) = (γi + 1)(Bγ)xi UB[f ](x) =

(
∂2

∂x2
i

+
γ

xi

∂

∂xi

)
UB [f ](x) .

Для второй производной воспользуемся формулой (2.4.3), а для первой
(2.2.28). Тогда

IB(x)=− C(γ) f(x)

∫
Γ+
N+n

cos ν2i−1

(
∂

∂xi
|z − x̃|2−N−|γ|

)
z2

γ−1 dΓN+n+

+

∫
Ω+

N

(f(y)−f(x))

(
∂2

∂x2
k

T y|x|2−N−|γ|
)

(y′)γ dy+

+
γ

xi

∫
Ω+

N

f(y)
∂

∂xi
T y|x|2−N−|γ| (y′)γ dy .

Последний интеграл нам интересно записать в той же форме, что и
предыдущий, т. е. зависящий от разности f(x) − f(y) . Для этого мы
его преобразуем, используя те же приемы, что и в предыдущей теореме
в аналогичной задаче. В результате∫

Ω+
N

f(y)

(
γ

xi

∂

∂xi
T y|x|2−N−|γ|

)
(y′)γ dy =

= −C(γ) f(x)
γ

xi

∫
Γ+
N+n

cos ν2i−1

(
|z − x̃|2−N−|γ|

)
z2

γ−1 dΓN+n+

+

∫
Ω+

N

(f(y)− f(x))

(
γ

xi

∂

∂xi
T y|x|2−N−|γ|

)
(y′)γ dy .
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Отсюда вытекает формула

(Bγi)xi UB [f ](x) = +

∫
Ω+

N

(f(y)−f(x)) (Bγ)xiT
y|x|2−N−|γ| (y′)γ dy−

−C(γ) f(x)

∫
Γ+
N+n

cos ν2i−1
1

γi + 1

(
∂

∂xi
+
γi
xi

)
|z−x̃|2−N−|γ| zγ−1

2 dΓN+n ,

(2.4.5)
откуда (2.4.4) получим следующим образом: совершим полярное пре-
образование координат по каждой паре переменных (z2i−1, z2i) , затем
воспользуемся определением сингулярного дифференциального опера-
тора первого порядка B1

γ (см. (2.1.3)) и обозначением B -производной,
используемым в формулировке теоремы.

Доказательство закончено.

2.5 B -потенциалы Ньютона с Гельдеров-
ской плотностью

Предварительно сделаем следующее.

Замечание 2.5.1 Представления (2.4.1) и (2.4.4), полученные соот-
ветственно для второй производной и B -производной B -потенциала
Ньютона с кусочно-непрерывно дифференцируемой плотностью f ,
сами не содержат производных функции f . Следовательно, можно
предположить, что существует более широкий класс функций f ,
для которых теоремы 2.4.1 и 2.4.2 верны. Как и в классической тео-
рии, наиболее подходящим классом таких функций являются функ-
ции непрерывные по Гельдеру. Обсудим особенность этой работы, свя-
занную с сингулярностью используемых в работе дифференциальных
операторов. Например, пусть четная по переменной xi функция f

непрерывна, а функция ∂
∂xi

f непрерывна по Липшицу, т.е.

|f ′
xi
(xi, x

i)− f ′
xi
(yi, x

i)| ≤ Ki|xi − yi| .
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Тогда функция 1
xi

∂f
∂xi

— ограниченная. Действительно, в этом случае
f ′
xi
(xi, x

i) нечетная по xi , а так как она непрерывна, то f ′
xi
(0, xi)=0 .

Следовательно,∣∣∣∣ 1xi

∂

∂xi
f(xi, x

i)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1xi

(
f ′
xi
(xi, x

i)− f ′
xi
(0, xi)

)∣∣∣∣ ≤ Ki < ∞ .

Как видим, в этом случае не потребовалось условия существо-
вания второй производной, как это требовалось в замечании 2.1.1.

Как известно, функция f называется непрерывной по Гельдеру
в области в области Ω , если для любой пары точек x, y , принадлежа-
щих Ω , выполняется неравенство

|f(x)− f(y)| ≤ K |x− y|α .

Лемма 2.5.1 Пусть плотность f B -потенциала Ньютона y′ -чет-
ная непрерывная по Гельдеру функция, и ее носитель принадлежит
ограниченной области Ω+

N . Тогда для любой точки частично замкну-
той области x ∈ Ω+

N интеграл∫
Ω+

N

(f(y)− f(x))

(
∂2

∂x2
i

T y|x|2−N−|γ|
)
(y′)γdy (2.5.1)

абсолютно сходится.

Доказательство. Рассмотрим модуль подынтегрального выражения
в (2.5.1) ∣∣∣∣(f(y)− f(x))

(
∂2

∂x2
i

T y|x|2−N−|γ|
)∣∣∣∣ ≤

≤ |f(y)− f(x)|
∣∣∣∣ ∂2

∂x2
i

T y|x|2−N−|γ|
∣∣∣∣ .

Здесь, воспользовавшись условием Гельдера и оценкой (2.2.23), поло-
жив в ней β = 2 , приходим к выводу, что модуль подынтегрального
выражения в (2.5.1) ограничен следующим интегрируемым выражени-
ем

C(β=2) K|x− y|α−N−|γ| ,
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где α и K — константы Гельдера, C(β=2) – числовая константа.
Доказательство леммы закончено.

Следствие 2.5.1 Пусть плотность f B -потенциала Ньютона y′ -
четная непрерывная по Гельдеру функция, и ее носитель принадле-
жит ограниченной области Ω+

N . Тогда из леммы 2.5.1 следует, что
правая часть формулы (2.4.1) является вполне определенной функци-
ей, которую обозначим через V (x) :

V (x) = −f(x)

∫
Γ+
N

cos νk

(
∂

∂xk
T y|x|2−N−|γ|

)
(y′)γ dΓN (y)+

+

∫
Ω+

N

(f(y)−f(x))

(
∂2

∂x2
k

T y|x|2−N−|γ|
)

(y′)γ dy , (2.5.2)

где νk — угол между направлением внешней нормали и направлением
оси Oxk .

Теорема 2.5.1 Пусть носитель y′ -четной функции f , удовлетво-
ряющей условию Гельдера, принадлежит ограниченной области Ω+

N .
Тогда B -потенциал Ньютона UB [f ] имеет равномерно непрерывные
первые производные, которые можно получить с помощью дифферен-
цирования под знаком интеграла, и непрерывные вторые производные,
которые даются формулой (2.4.1).

Доказательство. По доказанному ранее (см. теорему 2.4.1) для
B -потенциала Ньютона с непрерывно-дифференцируемой плотностью
теорема верна.

Функцию f равномерно приближаем дифференцируемыми y′ -
четными функциями fm , удовлетворяющими равномерно по m усло-
вию Гельдера с константами α и K . Для этих функций fm опреде-
ляем их B -потенциалы Ньютона UB [fm] по формуле (2.2.2):

UB [fm](x) =

∫
Ω+

N

fm(y) T y′

x′

(
(|x′|2 + |x′′ − y′′|2)2−N−|γ|

)
(y′)γdy .
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Поскольку функция f имеет конечный носитель (∈ Ω+
N∩Γ0

N ), то на са-
мом деле интегрирование происходит по области ω+

N (см. (1.1.2)) строго
s -вложенной в область Ω+

N . При этом мы можем считать, что

расстояние между границами в R+
N равное ρ(∂ω+

N , ∂Ω+
N ) = δ > 0 .

(2.5.3)
Функции UB [fm] по теореме 2.4.1 имеют непрерывные вторые

производные, которые задаются формулой:

∂2

∂x2
i

UB [fm]f(x) = −fm(x)

∫
Γ+
N

cos νi

(
∂

∂xi
T y|x|2−N−|γ|

)
(y′)γ dΓN+

+

∫
Ω+

N

(fm(y)−fm(x))

(
∂2

∂x2
i

T y|x|2−N−|γ|
)

(y′)γ dy . (2.5.4)

Для доказательства теоремы достаточно показать, что функции
∂2

∂x2
i
UB [fm](x) (см. (2.5.4)) равномерно сходятся к V (x) , определенной

формулой (2.5.2), в любой замкнутой подобласти ω+
N области Ω+

N .
Из формул (2.5.2) и (2.5.4) имеем∣∣∣∣V (x)− ∂2

∂x2
i

UB [fm](x)

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣∣(f(x)− fm(x))

∫
Γ+
N

cos νi

(
∂

∂xi
T y|x|2−N−|γ|

)
(y′)γ dΓN−

−
∫
Ω+

N

(f(y)− f(x)− fm(y) + fm(x))

(
∂2

∂x2
i

T y|x|2−N−|γ|
)

(y′)γ dy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤

∣∣∣∣∣∣∣(f(x)− fm(x))

∫
Γ+
N

cos νi

(
∂

∂xi
T y|x|2−N−|γ|

)
(y′)γ dΓN

∣∣∣∣∣∣∣+
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+

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω+

N

(f(y)− f(x)− fm(y) + fm(x))

(
∂2

∂x2
i

T y|x|2−N−|γ|
)

(y′)γ dy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ |f(x)− fm(x)|

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Γ+
N

cos νi

(
∂

∂xi
T y|x|2−N−|γ|

)
(y′)γ dΓN

∣∣∣∣∣∣∣+
+

∫
Ω+

N

|f(y)−f(x)−fm(y)+fm(x)|
∣∣∣∣ ∂2

∂x2
i

T y|x|2−N−|γ|
∣∣∣∣ (y′)γ dy = J1 + J2 .

(2.5.5)
Рассмотрим поверхностный интеграл в (2.5.5)

J1 = |f(x)− fm(x)|

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Γ+
N

cos νi

(
∂

∂xi
T y|x|2−N−|γ|

)
(y′)γ dΓN

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
|f(x)− fm(x)|

∫
Γ+
N

T y|x|−N−|γ| (y′)γ dΓN ≤

≤ C δ−N−|γ| |f(x)− fm(x)| ,

где δ – расстояние (2.5.3), а C — весовая площадь поверхности Γ+
N . Из

полученного неравенства видим, что если точка x принадлежит неко-
торой замкнутой подобласти ω+

N , то J1 → 0 при m → ∞ независимо
от точки x (т. е. равномерно по x ).

Рассмотрим объемный интеграл в (2.5.5). Выделим в области ин-
тегрирования N -полушар B+

x,R достаточно малого радиуса R с цен-
тром в точке x , тогда

J2 =

∫
B+
x,R

|f(y)−f(x)−fm(y)+fm(x)|
∣∣∣∣ ∂2

∂x2
i

T y|x|2−N−|γ|
∣∣∣∣ (y′)γ dy+
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+

∫
Ω+

N\B+
x,R

|f(y)−f(x)−fm(y)+fm(x)|
∣∣∣∣ ∂2

∂x2
i

T y|x|2−N−|γ|
∣∣∣∣ (y′)γ dy ≤

≤ C(β=2)

2K ∫
B+

x,R

|x− y|α−N−|γ| (y′)γ dy+

+

∫
Ω+

N\B+
x,R

( |f(y)−fm(y)|+ |f(x)−fm(x)| ) |x− y|−N−|γ| (y′)γdy

 .

Здесь первое слагаемое оценили так же, как в доказательстве леммы
2.5.1 (K и α — константы Гельдера), а к подынтегральной функции
во втором слагаемом применили оценку (2.2.23),положив в ней β = 2 .

Теперь к оставшемуся интегралу по шару можем применить оцен-
ку (2.2.15), в которой нужно положить λ = N+|γ|−α , а к интегралу по
поверхности шара неравенство |x−y| ≥ R , т. е. |x−y|−N−|γ| ≤ R−N−|γ| ,
получим, что интеграл J2 не превосходит следующее выражение

C1KRα+

∫
Ω+

N\B+
x,R

( |f(y)−fm(y)|+ |f(x)−fm(x)| ) C2

RN+|γ| (y
′)γ dy ,

в котором первое слагаемое можем сделать сколь угодно малым за счет
выбора достаточно малого R , а второе при фиксированном R можно
сделать достаточно малым, при условии, что m достаточно велико.

Доказательство закончено.

Лемма 2.5.2 Пусть плотность f B -потенциала Ньютона y′ -чет-
ная непрерывная по Гельдеру функция, и ее носитель принадлежит
ограниченной области Ω+

N . Тогда для любой точки x ∈ Ω+
N , xi > 0 ,

i = 1, n интеграл вида:∫
Ω+

N

(f(y)− f(x))
(
(Bγ)xiT

y|x|2−N−|γ|
)
(y′)γdy (2.5.6)
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сходится абсолютно.

Доказательство. Оценим модуль подынтегрального выраже-
ния в (2.5.6) ∣∣∣(f(y)− f(x)) (Bγ)xiT

y|x|2−N−|γ|
∣∣∣ .

По условию Гельдера

|f(y)− f(x)| ≤ K |y − x|α ,

где α , K – константы Гельдера.
Рассмотрим модуль B -производной от функции T y|x|2−N−|γ| .

Имеем ∣∣∣(Bγ)xiT
y|x|2−N−|γ|

∣∣∣ =
=

∣∣∣∣ 1

γi + 1

(
∂2

∂x2
i

T y|x|2−N−|γ| +
γi
xi

∂

∂xi
T y|x|2−N−|γ|

)∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣ ∂2

∂x2
i

T y|x|2−N−|γ|
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣γixi

∂

∂xi
T y|x|2−N−|γ|

∣∣∣∣ .
Воспользуемся оценкой (2.2.23) с β = 2 для первого слагаемого и с
β = 1 для второго, тогда∣∣∣(Bγ)xiT

y|x|2−N−|γ|
∣∣∣ ≤

≤ C(β=2)|x− y|−N−|γ| +
γi
xi

C(β=1)|x− y|1−N−|γ| .

Здесь второе слагаемое имеет более слабую особенность в точке y = x ,
чем первое, поэтому достаточно исследовать только первое слагаемое.
Имеем ∣∣∣(Bγ)xiT

y|x|2−N−|γ|
∣∣∣ ≤ C(β=2)|x− y|−N−|γ| (2.5.7)

и модуль подынтегрального выражения в (2.5.6) ограничен следующим
выражением:

C(β=2) K |x− y|α−N−|γ| ,

где α и K — константы Гельдера. Как видим, интеграл (2.5.6) сходится
абсолютно.

Доказательство леммы закончено.
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Следствие 2.5.2 Пусть плотность f B -потенциала Ньютона y′ -
четная непрерывная по Гельдеру функция, и ее носитель принадле-
жит ограниченной области Ω+

N . Тогда из леммы 2.5.2 следует, что
при xi > 0 , i = 1, n правая часть формулы (2.4.4) является вполне
определенной функцией, которую обозначим через W (x) :

W (x) = −f(x)

∫
Γ+
N

cos νi

(
B1
γi
T y|x|2−N−|γ|

)
(y′)γ dΓN+

+

∫
Ω+

N

(f(y)−f(x))
(
(Bγ)xiT

y|x|2−N−|γ|
)
(y′)γ dy , (2.5.8)

где νi = ν(xi) — угол между направлением внешней нормали и оси
Oxi , B1

γi
= 1

γi+1 B
1
γi
, B1

γ — сингулярный дифференциальный оператор
первого порядка (2.1.3).

Теорема 2.5.2 Пусть y′ -четная функция f удовлетворяет условию
Гельдера, и ее носитель принадлежит ограниченной области Ω+

N . То-
гда B -потенциал UB,f имеет равномерно непрерывные первые про-
изводные, которые можно получить с помощью дифференцирования
под знаком интеграла и непрерывные B -производные, которые дают-
ся формулой (2.4.4).

Доказательство. Утверждение теоремы справедливо для
кусочно-гладкой плотности. Поэтому, как и в доказательстве предыду-
щей теоремы, нам достаточно доказать, что формулу (2.4.4) с непрерыв-
ной функцией f можно равномерно приблизить формулами для диф-
ференцируемых функций fm . Функцию f равномерно приближаем
дифференцируемыми функциями fm , удовлетворяющими равномерно
по m условию Гельдера с константами α и K . Для этих функций fm

определяем функции UB [fm] по формуле (2.2.2):

UB [fm](x) =

∫
Ω+

N

fm(y)T y|x|2−N−|γ| (y′)γ dy .
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Функции UB[fm] по теореме 2.4.2 имеют непрерывные B -производные,
которые задаются формулой:

(Bγ)xiUB [fm](x) = −fm(x)

∫
Γ+
N

cos νi

(
B1
γi
T y|x|2−N−|γ|

)
(y′)γ dΓN+

+

∫
Ω+

N

(fm(y)− fm(x))
(
(Bγ)xiT

y|x|2−N−|γ|
)
(y′)γ dy . (2.5.9)

Достаточно показать, что функция (Bγ)xiUm(x) равномерно сходится
к W (x) (эта функция определена в следствии 2.5.2) в любой замкнутой
подобласти Ω+

N . Из формул (2.5.8) и (2.5.9) имеем

|W (x)− (Bγ)xiUB[fm](x)| =

=

∣∣∣∣∣∣∣(f(x)− fm(x))

∫
Γ+
N

cos νi

(
B1
γi
T y|x|2−N−|γ|

)
(y′)γ dΓN−

−
∫
Ω+

N

(f(y)− f(x)− fm(y) + fm(x))
(
(Bγ)xiT

y|x|2−N−|γ|
)
(y′)γ dy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ |f(x)− fm(x)|

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Γ+
N

cos νi

(
B1
γi
T y|x|2−N−|γ|

)
(y′)γ dΓN

∣∣∣∣∣∣∣+
+

∫
Ω+

N

|f(y)− f(x)− fm(y) + fm(x)|
∣∣∣(Bγ)xiT

y|x|2−N−|γ|
∣∣∣ (y′)γ dy .

(2.5.10)
Из оценок (2.2.23) при β = 1 и того, что T y|x|−λ ≤ |x − y|−λ

следует∣∣∣∣∣∣∣
∫
Γ+
N

(
∂

∂xi
T y|x|2−N−|γ| − γi

xi
T y|x|2−N−|γ|

)
cos νi (y

′)γ dΓN

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
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≤
∫
Γ+
N

∣∣∣∣ ∂

∂xi
T y|x|2−N−|γ| − γi

xi
T y|x|2−N−|γ|

∣∣∣∣ |cos νi| (y′)γ dΓN ≤

≤
∫
Γ+
N

(∣∣∣∣ ∂

∂xi
T y|x|2−N−|γ|

∣∣∣∣+ γi
xi

∣∣∣T y|x|2−N−|γ|
∣∣∣) (y′)γ dΓN ≤

≤
∫
Γ+
N

(
C(β=1)|x− y|1−N−|γ| +

γi
xi

|x− y|2−N−|γ|
)
(y′)γ dΓN .

Отметим, что в отличии от доказательства предыдущей леммы полу-
ченное выражение определено и при xi = 0 , т. к. по условию xi -
четности (см. равенство (1.1.1)) функции f и fm совпадают в окрест-
ности гиперплоскостей xi = 0 , i = 1, n . Второе слагаемое в подынте-
гральном выражении имеет более слабую особенность в точке y = x ,
чем первое, поэтому достаточно исследовать первое слагаемое, которое
равно

C(β=1)|x− y|1−N−|γ| .

Таким образом, заключаем, что

|f(x)− fm(x)|

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Γ+
N

cos νi

(
B1
γi
T y|x|2−N−|γ|

)
(y′)γ−1 dΓN

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ C C(β=1)δ

1−N−|γ| |f(x)− fm(x)| ,

где δ определяется по формуле (2.5.3), а C — весовая площадь поверх-
ности Γ+

N . Если точка x принадлежит ω+
N (см. (1.1.2)), то полученное

выражение становится малым при m → ∞ независимо от точки x

(т. е. равномерно по x ).
Теперь рассмотрим объемный интеграл в (2.5.10). Область инте-

грирования представим следующим образом

Ω+
N = B+

x,R(N) ∪
{
Ω+

N \ B+
x,R(N)

}
,
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где B+
x,R(N) — N -полушар с центром в точке x радиуса R . Имеем∫

B+
x,R(N)

|f(y)− f(x)− fm(y) + fm(x)|
∣∣∣(Bγ)xiT

y|x|2−N−|γ|
∣∣∣ (y′)γ dy+

+

∫
Ω+

N\B+
x,R(N)

|f(y)−f(x)−fm(y)+fm(x)|
∣∣∣(Bγ)xiT

y|x|2−N−|γ|
∣∣∣ (y′)γ dy ≤

≤ C(β=2)

2K ∫
B+
x,R(N)

|x− y|α−N−|γ|(y′)γ dy+

+

∫
Ω+

N\B+
x,R(N)

|f(y)− f(x)− fm(y) + fm(x)| |x− y|−N−|γ|(y′)γ dy

 .

Здесь первое слагаемое оценили исходя из неравенства Гельдера и оцен-
ки (2.5.7). Теперь к интегралу по шару применяем оценку (2.2.15), в
которой нужно положить λ = N + |γ| − α , а в интеграле по Ω+

N \ B+
x,R

воспользуемся неравенством |x− y| ≥ R , т. е. |x− y|−N−|γ| ≤ R−N−|γ| ,
тогда получим, что интеграл по объему в (2.5.10) не превосходит сле-
дующее выражение

C3KRα+

∫
Ω+

N\B+
x,R(N)

(|f(y)−fm(y)|+ |f(x)−fm(x)|) C4

R−N−|γ| (y
′)γ dy ,

в котором первое слагаемое можем сделать достаточно малым при до-
статочно малом R , а второе — при фиксированном R и достаточно
большом m .

Доказательство закончено.
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Глава 3

Обращение B -потенциалов
Ньютона и операторов
типа «плоская весовая
волна»

Проблема обращения B -потенциалов поставлена И.А. Киприяновым.
Изучалась многими его учениками, среди которых Л.А. Иванов,
В.В. Катрахов, Л.Н. Ляхов. Наиболее полные исследования, касающи-
еся гладких плотностей, проведены Л.Н. Ляховым. Эти исследования
содержатся в книге [20].
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3.1 Обращение B -потенциала Ньютона,
отвечающего непрерывной по Гельдеру
плотности

В случае, когда плотность B -потенциала Ньютона дифференцируе-
ма, исследуемая этом пункте проблема решена в [20], с. 13-24. Здесь
мы изучаем возможность обращения B -потенциалов для плотностей
непрерывных по Гельдеру, x′ -четных и только для ньютоновских B -
потенциалов с целым |γ| .

Теорема 3.1.1 Пусть y′ -четная функция f удовлетворяет условию
Гельдера, ее носитель принадлежит ограниченной области Ω+

N ∪ Γ0
N .

Тогда B -потенциал UB[f ] удовлетворяет сингулярному уравнению
Пуассона

∆BUB [f ](x) = (2−N − |γ|)|S+
1 (N)|γf(x) , (3.1.1)

где оператор ∆B определяется по формуле (2.1.6), а |S+
1 (N)|γ – пло-

щадь поверхности части сферы, см. (2.2.10).

Доказательство. Если x — произвольная внутренняя точка
области Ω+

N , то выделим в области Ω+
N N -мерный шар B+

ε,x с цен-
тром в этой точке достаточно малого радиуса ε , чтобы этот шар лежал
внутри частично замкнутой области Ω+

N ∪Γ0
N (возможно, касаясь гра-

ницы симметрии Γ0
N ). Если же хотя бы одна из весовых координат

xi точки x равна нулю, то выделенное нами множество B+
ε,x – полу-

шар с центром на гиперплоскости xi = 0 , в соответствующей области
xi > 0, i = 1, n . Тогда

∆B UB [f ](x) = ∆B

 ∫
Ω+

N

f(y) T y|x|2−N−|γ| (y′)γdy

 =

= ∆B

 ∫
Ω+

N\B+
ε,x

+

∫
B+
ε,x

 f(y) T y|x|2−N−|γ| (y′)γdy .
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Здесь первое слагаемое — B -гармоническая функция (см. замечание
2.3.1), следовательно

∆B UB[f ](x) = ∆B

∫
B+
ε,x

f(y) T y
x |x|2−N−|γ| (y′)γdy .

Ясно, что левая и, следовательно, правая части этого равенства не за-
висят от выбора ε . Из теорем 2.5.1 и 2.5.2 следует, что формулы (2.4.3)
и (2.4.5) верны для непрерывной по Гельдеру функции f . Применяя
эти формулы, получим

∆B UB [f ](x) =

∫
B+
ε,x(N)

(f(y)−f(x))
(
∆B T y|x|2−N−|γ|

)
(y′)γ dy−

−C(γ) f(x)

∫
T+
ε,x̃(N+n)

(
N+n∑
i=1

)′

cos νi

(
∂

∂x̃i
|z−x̃|2−N−γ

)
zγ−1
2 dT(z)−

−C(γ) f(x)
n∑

k=1

γk
xk

∫
T+
ε,x̃(N+n)

cos ν2k−1|z − x̃|2−N−γ zγ−1
2 dT(z) , (3.1.2)

где T+
ε,x̃(N + n) — поверхность тора, образовавшаяся от вращений

yi →
√
z22i−1 + z22i ( i = 1, n ) N -мерного шара B+

ε,x(N) в евклидо-

вом пространстве большей размерности R+
N+n , штрих у знака суммы

означает отсутствие слагаемых с четными номерами i = 2k , когда i

принимает значения i = 1, 2, . . . , 2n (n ≤ N) , а νi — угол между на-
правлением внешней нормали к поверхности T+

ε,x̃(N + n) и оси Ozi .
Но этот тор превратится в положительный N -полушар, если точка
x принадлежит пересечению весовых координатных гиперплоскостей
{xi = 0} , т. е. когда x ∈ Γ0

N . При этом исчезнут все обобщенные сдви-
ги ( T x

0 f = f(x) ) и вычисление константы в правой части формулы
(3.1.1) станет значительно проще, чем мы и воспользуемся далее. Но
предварительно надо показать , что пределы при ε → 0 существуют и
ограничены.

76



Рассмотрим объемный интеграл в правой части (3.1.2). Подынте-
гральное выражение здесь равно нулю почти всюду1. Поэтому интеграл
по объему выбранного шара в (3.1.2) равен нулю.

Рассмотрим слагаемое, состоящее из поверхностных интегралов
в (3.1.2). Для первого из них введем обозначение I1 , для второго — I2 .
Имеем

I1=C(γ) f(x)

∫
T+
ε,x̃(N+n)

(
N+n∑
i=1

)′

cos νi

(
∂

∂x̃i
|z−x̃|2−N−|γ|

)
zγ−1
2 dT =

= (N+|γ|−2)C(γ)f(x)

∫
T+
ε,x̃(N+n)

(
N+n∑
i=1

)′

cos νi|z−x̃|−N−γ (zi−x̃i)z
γ−1
2 dT .

Тогда

I1 + I2 = C(γ) f(x) ×

×

(N+|γ|−2)

∫
T+
ε,x̃(N+n)

(
N+n∑
i=1

)′

cos νi|z−x̃|−N−γ (zi−x̃i) z
γ−1
2 dT −

−
n∑

k=1

γk
xk

∫
T+
ε,x̃(N+n)

cos ν2k−1|z − x̃|2−N−γ zγ−1
2 dT(z)

 ,

1Равенство ∆BT y|x|2−N−|γ| = 0, x ̸= 0 можно доказать непосредственно, вы-
числив соответствующие производные и интегралы обобщенного сдвига. Если пред-
варительно воспользоваться коммутируемостью обобщенного сдвига с оператором
∆B : ∆BT y′

x′ f(x
′, y′′ − x′′) = T y′

x′ ∆Bf(x′, x′′) , то доказательство сведется только к
вычислению производных △B от ядра В-потенциала |x|2−N−|γ| при x ̸= 0 , что
значительно проще. Свойство коммутируемости приведено в [9] (см. формулу 1.8.3)
для функций, представленных интегралом Фурье по j -функциям Бесселя и дока-
зано в [24] (формула (1.10)) для произвольных функций x′ -четных в R+

N и дважды
непрерывно дифференцируемых в любой области Ω+

N ∈ R+
N .
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Как видим, для доказательства формулы (3.1.1) остается по-
казать, что выражение в скобках ограничено и равно соответству-
ющей константе. Ограниченность в особенности не очевидна ввиду
присутствия во втором интеграле множителя γi/xi в каждом сла-
гаемом. Поэтому ниже мы рассматриваем предельный случай, когда
xi → 0 ∀i = 1, n . При этом поверхность тора перейдет в поверхность
сферы с центром в точке x̃0 = (0, x′′) ∈ R+

N+n . Ограниченность перво-
го интеграла (и независимость от ε ) проверяется просто: в пределе мы
получим интеграл∣∣∣∣ ∫

S+

ε,(0,x′′)(N+n)

(
N+n∑
i=1

)′

cos νi(|z1|
2+|z2|2+|y′′ − x′′|2)−N−|γ| ×

× (zi−x̃0
i ) z

γ−1
2 dS(z)

∣∣∣∣≤
≤

∫
S+
1,0(N+n)

(
N+n∑
i=1

)′

ε1−N−|γ| ε|γ|−n
n∏

k=1

Θγ−1
2k εN+n−1dS1(N+n)=AN,n,γ .

Ясно что AN,n,γ < ∞ и не зависит от ε .
Рассмотрим k -е слагаемое, входящее в I2 . По теореме Гульдена

элемент поверхности вращения равен произведению соответствующего
элемента той поверхности, которая вращается, на длину окружности,
радиусом которой служит расстояние R от оси вращения до барицен-
тра (центр тяжести) участка вращающейся поверхности. Для поверх-
ности весового тора это расстояние R принадлежит интервалу (xk+ε)

и положим его равным αxk , где число α = α(γk, ε) близко к единице
ввиду малости ε . Затем перейдем к интегрированию по тору полу-
ченному вращением единичной сферы вокруг гипероси xk = 0 . Такая
сфера касается координатной плоскости xk = 0 , поэтому радиус вра-
щения окажется тоже равным единице ("тор без дырки"). Поверхность
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такого тора обозначим T+
1,1 . Итак,

lim
xi→0

γk
xk

∣∣∣∣ ∫
T+
ε,x̃(N+n)

cos ν2k−1|z − x̃|2−N−γ zγ−1
2 dT(z)

∣∣∣∣≤
≤ lim

xi→0

γk
xk

∫
T+
1,1(N+n)

ε2−N−|γ| εN+n−2 αxk Θ
γ−1
2 dT(z) < ∞ .

Как видим, последнее выражение не зависит от xk . Отсюда следует
ограниченность правой части в формуле (3.1.2) для последнего из по-
верхностных интегралов.

Остается вычислить константу CN,n,γ и убедиться в правиль-
ности формулы (3.1.1). Мы воспользуемся тем, что эта константа не
зависит от положения точки x ∈ Ω+

N ∪ Γ0 и останется той же для точ-
ки x0 = (0, x′′) , лежащей на пересечении всех весовых координатных
плоскостей. Но в этом случае в применяемых формулах исчезнет обоб-
щенный сдвиг, процедура вращений (которая бы перевела сферу S+

1 (N)

в сферу S+
2 (N +n) ) уже не нужна, и в результате константа находится

очень просто следующим образом. Применим формулы (2.4.4) и (2.4.1),
учтем при этом, что при интегрировании по поверхности сферы исчез-
нет слагаемое, содержащее сингулярную составляющую сингулярного
дифференциального оператора первого порядка B1

γi
(2.1.3) (Это след-

ствие того, что cos ν2k−1 ведет себя как нечетная функция по отноше-
нию к точке ν2k−1 = π

2 ). Тогда

∆BUB [f ](x0) = f(x0)
N∑
i=1

∫
S+
ε (N)

cos νi
∂

∂yi

(
|y′|2+|y′′ − x′′|2

) 2−N−|γ|
2 ×

× (y′)γ dSε(y) +

∫
B+
x0

(f(y)−f(x))
(
∆B |y − x0|2−N−|γ|

)
(y′)γ dy .

Здесь объемный интеграл, как нам уже известно, равен нулю, а вы-
ражение под знаком сферического интеграла — теперь производная в
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направлении радиуса. Поэтому, переходя к интегрированию по поверх-
ности единичной сферы, получим

∆BUB [f ](x0) = (2−N−|γ|) f(x0)

∫
S+
1 (N)

(y′)γ dS1(y) =

= (2−N − |γ|) |S+
1 (N)|γ f(x0) .

Тем самым, константа, заявленная в формулировке теоремы, подтвер-
ждена.

Доказательство закончено.

3.2 Применение формулы обращения
B -потенциала для обращения операто-
ров типа «плоская весовая волна»

Функция одного переменного f(t) , определенная в RN в виде функции
от скалярного произведения N -мерных векторов f(⟨x , ξ⟩) , называет-
ся плоской волной [8]. Соответственно интегральная операция

Au(x) =

∫
f(⟨x , ξ⟩) u(ξ) dµ(ξ)

называется операцией типа плоская волна.
Термин плоская весовя волна введен в [11]. Появление такого рода

конструкций достаточно просто проследить в интегральных операциях
с функциями от сферических симметрий. Именно, пусть многомерный
оператор Пуассона, отвечающий мультииндексу γ = (γ1, . . . , γn) , со-
стоящему из фиксированных положительных чисел действует на функ-
цию f по формуле (1.1.5). Имеет место следующая теорема, представ-
ляющая собой один из вариантов теоремы о сферическом уплотнении,
приведенной в [24].
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Теорема 3.2.1 Если u = u(|x1|, . . . , |xn|, x′′) , где xi ∈ Rmi , то

Au(x) = Au(r, x′′) =

=

n∏
i=1

|S1(mi)|
∫

R+
n×RN−n

Pγ
r f (⟨(r, x′′) , (ρ, ξ′′)⟩) u(ξ) ργ dρ dξ′′ ,

где r = (r1, . . . , rn), ri = |xi| , |S1(mi)| — площадь единичной сферы в
R+

mi
, r и ρ ∈ R+

n , Pγ
r — многомерный оператор Пуассона, отвечаю-

щий целочисленному мультииндексу γ = (m1 − 1, . . . ,mn − 1) .

Доказательство. Используем схему доказательств теорем о
сферическом уплотнении, примененную в [24]. Коротко — сначала в
каждом R+

mi
совершим вращение, переводящие скалярное произведе-

ние в одно слагаемое, затем набор сферических преобразований по ко-
ординатам каждого mi -мерного вектора xi приведет к указанной в
теореме формуле.

Одним из примеров операций типа "плоская весовая волна" яв-
ляется преобразование Фурье-Ганкеля [16], [24].

В общем виде функция "плоская весовая волна" задается в ви-
де действия многомерного оператора Пуассона на функцию "плоская
волна" : Pγ

x′f(⟨x , ξ⟩) .
Введем интегральную операцию — сферическое среднее плоской

весовой волны

Mγ(f) =
1

|S+
1 (N)|γ

∫
S+
1 (N)

Pγ
ξ′f (⟨x , ξ⟩) (x′)γ dS(x) ,

где S+
1 (N) – поверхность единичной сферы в евклидовом пространстве

размерности N с центром в начале координат, |S+
1 (N)| — ее весовая

площадь (определяется по формуле (2.2.10)).
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В [20] (формула (1.7.13)) получено равенство

∫
S+
1 (N)

Pγ
ξ′f (⟨x , ξ⟩) (x′)γ dS(x) = |S+

1 (N − 1)|γ

+1∫
−1

(12−p2)
N+|γ|−3

2 f(p|ξ|) dp ,

(3.2.1)
из которого следует

Mγ(f) =
|S+

1 (N − 1)|γ
|S+

1 (N)|γ

+1∫
−1

(12−p2)
N+|γ|−3

2 f(p|ξ|) dp .

Если положить в последнем равенстве функцию f равной 1, то учи-
тывая, что Pγ(1) = 1 , получим

1 =
|S+

1 (N − 1)|γ
|S+

1 (N)|γ

+1∫
−1

(12 − p2)
N+|γ|−3

2 dp .

Здесь интеграл справа вычисляется по формуле для β -функций Эйле-
ра (см. [6], формула 855.41). Таким образом, приходим к рекуррентной
формуле

|S+
1 (N)|γ

|S+
1 (N − 1)|γ

=
Γ
(

N+|γ|−1
2

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(

N+|γ|
2

) . (3.2.2)

Для отношения площадей обычных единичных сфер в евклидовых про-
странствах размерностей N и N − 1 подобная формула приведена в
книге Ф. Йона [8] (с.16, формула (1.3)). Интересно отметить , что фор-
мула (1.3) из книги Ф. Йона получается из формулы (3.2.2), если в
последней положить γ1 = γ2 = . . . = γn = 0 .

При f(t) = |t|k из (3.2.1) получаем

1

|S+
1 (N − 1)|γ

∫
S+
1 (N)

Pγ
ξ′ |⟨x , ξ⟩|

k (x′)γ dS(x) =
Γ
(

N+|γ|−1
2

)
Γ
(
k+1
2

)
Γ
(

N+|γ|+k
2

) |ξ|k ,

(3.2.3)
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а при f(t) = |t|k ln |t|

∫
S+
1 (N)

Pγ
ξ′ |⟨x, ξ⟩|

k ln |⟨x, ξ⟩| (x′)γdS(x) =

π
N−n−1

2 Γ
(
k+1
2

) n∏
i=1

Γ
(
γi+1
2

)
2n−1Γ

(
N+|γ|+k

2

) ×

× |ξ|k
(
ln |ξ|+ F

(
k + 1

2

)
−F

(
N + |γ|+ k

2

))
, (3.2.4)

где F(z) = Γ ′(z)
Γ(z) . Здесь воспользовались формулой для вычисления

логарифмических интегралов (см. [4] с. 552 формула 4.253 ).

Здесь мы проблему обращения рассматриваем для некоторых
операторов типа "плоская весовая волна" , но исключительно для слу-
чая, когда число N + |γ| — натуральное.

3.2.1 Обращения интегральных операций с ядром
|⟨x, ξ⟩|k , когда N + |γ| — нечетное число

Формула действия полигармонического оператора на функцию |x|k ,
x ∈ RN хорошо известна (см., например, [8], с. 18; [29], с. 477), и в ее
основе лежит равенство:

∆|x|k = k(N + k − 2)|x|k−2 . (3.2.5)

В следующей лемме приведена подобная формула для B -полигар-
монического оператора △m

B . Эта формула тоже известна2, но ее до-
казательство не удалось найти. Поэтому мы приведем его в сжатой
форме.

Лемма 3.2.1 Пусть m и k — натуральные числа, x ∈ RN . Тогда
справедливо следующее равенство

△m
B |x|k = Π1 Π2 |x|k−2m ,

2Применялась в книге Л.Н. Ляхова [20].
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где

Π1 =

m∏
j=1

(k − 2(j − 1)) , Π2 =

m∏
j=1

(N + |γ|+ k − 2j) .

Доказательство. Поскольку

∆B = ∆+
n∑

i=1

γi
xi

∂

∂xi
,

где ∆ =
∑N

i=1
∂2

∂x2
i

, и

γi
xi

∂

∂xi
|x|k =

γi
xi

k

2

[
N∑
i=1

x2
i

] k
2−1

2xi = kγi |x|k−2 ,

то применяя (3.2.7), получаем

∆B |x|k = k(N + |γ|+ k − 2)|x|k−2 .

Отсюда
△m

B |x|k = k(k − 2) . . . (k − 2(m− 1)) ×

× (N + |γ|+ k − 2)(N + |γ|+ k − 4) . . . (N + |γ|+ k − 2m)|x|k−2m =

=

m∏
j=1

(k − 2(j − 1))

m∏
j=1

(N + |γ|+ k − 2j) |x|k−2m = Π1 Π2 |x|k−2m .

Доказательство закончено.

Теорема 3.2.2 Пусть носитель ξ′ -четной и удовлетворяющей усло-
вию Гельдера функции f принадлежит ограниченной области Ω+

N ,
число N + |γ| > 2 натуральное нечетное и k = 1, 3, 5, . . . . Тогда

△
N+|γ|+k

2

Bη

∫
R+

N

(T−ηf)(ξ)

∫
S+
1 (N)

Pγ
ξ′ |⟨x , ξ⟩|

k (x′)γ dS(x)(ξ′)γdξ =

= 2N+|γ|−2n+1 πN−n−1
n∏

i=1

Γ2

(
γi + 1

2

)
iN+|γ|−1 k! f(η) . (3.2.6)
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Доказательство. По условию N+ |γ| — натуральное нечетное
число. Запишем равенство (3.2.3), заменив в нем ξ′′ на ξ′′ − η′′∫
S+
1 (N)

Pγ
ξ′ |⟨x , (ξ

′, ξ′′ − η′′)⟩|k (x′)γ dS(x) = CN,n,k(γ) |(ξ′, ξ′′ − η′′)|k ,

(3.2.7)
где

CN,n,k(γ) =

π
N−n−1

2 Γ
(
k+1
2

) n∏
i=1

Γ
(
γi+1
2

)
2n−1Γ

(
N+|γ|+k

2

) . (3.2.8)

Умножим (3.2.7) на
(
T η′

ξ′ f
)
(ξ′, ξ′′) и проинтегрируем по ξ ∈ R+

N с
весом (ξ′)γ , получим∫

R+
N

(T η′

ξ′ f)(ξ)

∫
S+
1 (N)

Pγ
ξ′ |⟨x , (ξ

′, ξ′′ − η′′)⟩|k, (x′)γ dS(x) (ξ′)γdξ =

= CN,n,k(γ)

∫
R+

N

(T η′

ξ′ f)(ξ) |(ξ
′, ξ′′ − η′′)|k(ξ′)γdξ .

Здесь слева заменяем ξ′′ − η′′ на ξ′′ . Из свойства самосопряженности
обобщенного сдвига следует∫

R+
N

(T η′

ξ′ f)(ξ
′, ξ′′ + η′′)

∫
S+
1 (N)

Pγ
ξ′ |⟨x , ξ⟩|

k (x′)γ dS(x)(ξ′)γdξ =

= CN,n,k(γ)

∫
R+

N

(
T η′

ξ′ |(ξ
′, ξ′′ − η′′)|k

)
f(ξ)(ξ′)γdξ .

По определению смешанного обобщенного сдвига (1.2.2) получим∫
R+

N

(T−ηf)(ξ)

∫
S+
1 (N)

Pγ
ξ′ |⟨x , ξ⟩|

k (x′)γ dS(x)(ξ′)γdξ =

= CN,n,k(γ)

∫
R+

N

(
T η|ξ|k

)
f(ξ)(ξ′)γdξ .
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Как видим, справа имеем B -потенциал порядка −k . К полученному
равенству N+|γ|+k

2 раз применим оператор △Bη . Напомним, что по
предположению теоремы N + |γ| и k — натуральные нечетные числа,
следовательно, N+|γ|+k

2 — натуральное число. Имеем

△
N+|γ|+k

2

Bη

∫
R+

N

(T−ηf)(ξ)

∫
S+
1 (N)

Pγ
ξ′ |⟨x , ξ⟩|

k (x′)γ dS(x)(ξ′)γdξ =

= CN,n,k(γ)△
N+|γ|+k

2

Bη

∫
R+

N

(
T η|ξ|k

)
f(ξ)(ξ′)γdξ .

Возможность дифференцирования B -потенциала под знаком интегра-
ла вытекает из теоремы 2.2.1: если число p таково, что −k+p < N+|γ| ,
то B -потенциал можно дифференцировать p раз под знаком интегра-
ла. Таким числом является p = N+|γ|+k−1 . Следовательно, оператор

△
N+|γ|+k−2

2

Bη
можно внести под знак интеграла, и тогда

△
N+|γ|+k

2

Bη

∫
R+

N

(T−ηf)(ξ)

∫
S+
1 (N)

Pγ
ξ′ |⟨x , ξ⟩|

k (x′)γ dS(x)(ξ′)γdξ =

= CN,n,k(γ)△Bη

∫
R+

N

△
N+|γ|+k−2

2

Bη

(
T η|ξ|k

)
f(ξ)(ξ′)γdξ =

= CN,n,k(γ)△Bη

∫
R+

N

△
N+|γ|+k−2

2

Bξ

(
T η|ξ|k

)
f(ξ)(ξ′)γdξ =

= CN,n,k(γ)△Bη

∫
R+

N

T η

(
△

N+|γ|+k−2
2

Bξ
|ξ|k
)

f(ξ)(ξ′)γdξ .

В предпоследнем равенстве воспользовались перестановочностью сме-
шанного обобщенного сдвига с оператором ∆B (см. свойство (1.2.4)).

Поскольку число N+|γ|+k−2
2 — натуральное, то по лемме 3.2.1,

положив в ней m = N+|γ|+k−2
2 , получим

△
N+|γ|+k−2

2

Bξ
|ξ|k = Π1 Π2 |ξ|2−N−|γ| ,
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где

Π1 =

N+|γ|+k−2
2∏

j=1

(k − 2(j − 1)) , Π2 =

N+|γ|+k−2
2∏

j=1

(N + |γ|+ k − 2j) .

В произведении Π1 выделим отрицательные сомножители:

Π1 =

k+1
2∏

i=1

(k − 2(i− 1))

N+|γ|+k−2
2∏

j= k+3
2

(k − 2(j − 1))

(отрицательные сомножители входят во второе произведение в Π1 ).
Представим Π1 через произведения Γ -функций Эйлера, для чего вос-
пользуемся хорошо известной в теории Γ -функций Эйлера формулой:

Γ(z + ℓ) = (z + ℓ− 1)(z + ℓ− 2) . . . (z) Γ(z) =

ℓ∏
i=1

(z + ℓ− i) Γ(z) .

В частности, если k – нечетное натуральное число, то

Γ

(
k

2
+ 1

)
= Γ

(
k + 2

2

)
=

k

2

(
k

2
− 1

)
. . . ·

(
1

2
+ 1

)
· 1
2
Γ

(
1

2

)
; (3.2.9)

если же k – четное натуральное число, то

Γ

(
k

2
+ 1

)
=

(
k

2

)
! . (3.2.10)

Умножим и разделим второе произведение в Π1 на (2−N−|γ|) , имеем

Π1 =

k+1
2∏

i=1

(k − 2(i− 1))

N+|γ|+k
2∏

j= k+3
2

(k − 2(j − 1))

2−N − |γ|
=

= 2
k+1
2

k+1
2∏

i=1

(
k

2
− i+ 1

) (−1)
N+|γ|−1

2 2
N+|γ|−1

2

N+|γ|+k
2∏

j= k+3
2

(
−k

2 + j − 1
)

2−N − |γ|
=
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= (−1)
N+|γ|−1

2 2
N+|γ|+k

2

k+1
2∏

i=1

(
k
2 − i+ 1

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
1
2

)
N+|γ|+k

2∏
j= k+3

2

(
−k

2 + j − 1
)
Γ
(
1
2

)
(2−N − |γ|) Γ

(
1
2

) .

Теперь дважды воспользуемся формулой (3.2.9), тогда

Π1 = (−1)
N+|γ|−1

2 2
N+|γ|+k

2

Γ
(
k
2 + 1

)
Γ
(

N+|γ|
2

)
π (2−N − |γ|)

.

Рассмотрим Π2 . Учитывая, что N + |γ| + k — четное число,
запишем

Π2 =

N+|γ|+k−2
2∏

j=1

(N+|γ|+k−2j) = 2
N+|γ|+k−2

2

N+|γ|+k−2
2∏

j=1

(
N+|γ|+k

2
−j

)
.

Следовательно, можем применить формулу (3.2.10), тогда

Π2 = 2
N+|γ|+k−2

2

(
N + |γ|+ k

2
− 1

)
! = 2

N+|γ|+k−2
2 Γ

(
N + |γ|+ k

2

)
.

Из представлений Π1 и Π2 получим

△
N+|γ|+k−2

2

Bξ
|ξ|k =

=
2N+|γ|+k−1Γ

(
k+2
2

)
Γ
(

k+N+|γ|
2

)
Γ
(

N+|γ|
2

)
(2−N − |γ|)π

(−1)
N+|γ|−1

2 |ξ|2−N−|γ| .

(3.2.11)
В силу (3.2.11) для нечетных N + |γ| и k = 1, 3, 5, . . . получим

△
N+|γ|+k

2

Bη

∫
R+

N

(T−ηf)(ξ)

∫
S+
1 (N)

Pγ
ξ′ |⟨x , ξ⟩|

k (x′)γ dS(x)(ξ′)γdξ =

= C1 △Bη

∫
R+

N

(
T η|ξ|2−N−|γ|

)
f(ξ)(ξ′)γdξ , (3.2.12)

88



где

C1 =

π
N−n−1

2 Γ
(
k+1
2

) n∏
i=1

Γ
(
γi+1
2

)
2n−1Γ

(
N+|γ|+k

2

) ×

×
2N+|γ|+k−1Γ

(
k+2
2

)
Γ
(

k+N+|γ|
2

)
Γ
(

N+|γ|
2

)
(2−N − |γ|)π

(−1)
N+|γ|−1

2 =

=

2N+|γ|−2n+1 πN−n−1
n∏

i=1

Γ2
(
γi+1
2

)
(2−N − |γ|)

2n−1Γ
(

N+|γ|
2

)
π

N−n
2

n∏
i=1

Γ
(
γi+1
2

) iN+|γ|−1 k! =

=

2N+|γ|−2n+1 πN−n−1
n∏

i=1

Γ2
(
γi+1
2

)
(2−N − |γ|) |S+

1 (N)|γ
iN+|γ|−1 k! .

К правой части равенства (3.2.12) применяем терему 3.1.1, соглас-
но которой ∆B обращает В-потенциал Ньютона по следующей форму-
ле:

∆Bη

∫
R+

N

(
T η|ξ|2−N−|γ|

)
f(ξ)(ξ′)γdξ = (2−N − |γ|)|S+

1 (N)|γ f(η) ,

тогда, равенство (3.2.12) запишется в виде (3.2.6).
Доказательство теоремы закончено.

3.2.2 Обращения интегральных операций с ядром
|⟨x, ξ⟩|k ln |⟨x, ξ⟩| , когда N + |γ| — четное число

Лемма 3.2.2 Пусть k = 0, 2, 4 . . . , m ≥ k+2
2 и x ∈ RN . Тогда

∆m
B |x|k ln |x| = Π1 Π2 |x|k−2m ,

где

Π1 =
m∏
j=1

j ̸= k+2
2

(k − 2(j − 1)) , Π2 =
m∏
j=1

(k +N + |γ| − 2j) .
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Доказательство. Имеем

∆B |x|k ln |x| = ∆ |x|k ln |x|+
n∑

i=1

γi
xi

∂

∂xi
|x|k ln |x| .

Действие оператора Лапласа находится по формуле

∆ |x|k ln |x| = k(k +N − 2)|x|k−2 ln |x|+ (2k +N − 2)|x|k−2 .

Из двух последних равенств следует

∆B |x|k ln |x| =

= k(k +N + |γ| − 2)|x|k−2 ln |x|+ (2k +N + |γ| − 2)|x|k−2 .

Применяя оператор ∆B дважды, получим

∆2
B |x|k ln |x| =

= k(k+N+|γ|−2)(k−2)(k+N+|γ|−4)|x|k−4 ln |x|+C2(N, k, γ)|x|k−4 ,

где
C2(N, k, γ) = k(k +N + |γ| − 2)(2k +N + |γ| − 4)+

+(2k +N + |γ| − 2)(k − 2)(k +N + |γ| − 4) .

И так далее. Для степеней m , таких что 1 ≤ m ≤ k
2 справедлива

формула:
∆m

B |x|k ln |x| =

=
m∏
j=1

(k−2(j−1))
m∏
j=1

(k+N+ |γ|−2j)|x|k−2m ln |x|+Cm(N, k, γ)|x|k−2m ,

где Cm(N, k, γ) — числовая константа, зависящая от k, N, γ , своя для
каждого номера m .

Рассмотрим случай m = k
2

∆
k
2

B |x|k ln |x| =
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=

k
2∏

j=1

(k − 2(j − 1))

k
2∏

j=1

(k +N + |γ| − 2j)|x|0 ln |x|+ Ck/2(N, k, γ)|x|0 =

=

k
2∏

j=1

(k − 2(j − 1))

k
2∏

j=1

(k +N + |γ| − 2j) ln |x|+ Ck/2(N, k, γ) .

Следующее применение оператора ∆B дает

∆
k+2
2

B |x|k ln |x| =
k
2∏

j=1

(k − 2(j − 1))

k
2∏

j=1

(k +N + |γ| − 2j)∆B ln |x| =

=

k
2∏

j=1

(k − 2(j − 1))

k
2∏

j=1

(k +N + |γ| − 2j)(N + |γ| − 2)|x|−2 =

=

k
2∏

j=1

(k − 2(j − 1))

k+2
2∏

j=1

(k +N + |γ| − 2j)|x|−2 .

Как видим, рассмотренное сочетание чисел m и k , привело к исчез-
новению логарифма в правой части формулы.

Итак, для всех чисел m таких, что m ≥ k+2
2 справедливо сле-

дующее равенство:

∆m
B |x|k ln |x| =

m∏
j=1

j ̸= k+2
2

(k − 2(j − 1))
m∏
j=1

(k +N + |γ| − 2j)|x|k−2m =

= Π1 Π2 |x|k−2m .

Доказательство леммы закончено.

Теорема 3.2.3 Пусть f – ξ′ -четная удовлетворяющая условию
Гельдера функция, носитель которой принадлежит ограниченной об-
ласти Ω+

N , число N + |γ| > 2 натуральное четное и k = 0, 2, 4, . . . .
Тогда имеет место следующая формула обращения

∆
N+|γ|+k

2

Bη

∫
R+

N

(T−ηf)(ξ)

∫
S1(N)

Pγ
ξ′ |⟨x, ξ⟩|

k ln |⟨x, ξ⟩|(x′)γ dS(x) (ξ′)γ dξ =
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= −πN−n2N+|γ|−2niN+|γ|
n∏

i=1

Γ2

(
γi + 1

2

)
k ! f(η) . (3.2.13)

Доказательство. Доказательство проводим по той же схеме, что
и в предыдущей теореме. Но теперь по условию N + |γ| — натуральное
четное число, поэтому за исходное берем равенство (3.2.4). На опреде-
ленном этапе доказательства, после выделения из правой части равен-
ства (3.2.4) B -потенциала, получим∫

R+
N

(T−ηf)(ξ)

∫
S+
1 (N)

Pγ
ξ′ |⟨x , ξ⟩|

k ln |⟨x , ξ⟩| (x′)γ dS(x)(ξ′)γdξ =

= CN,n,k(γ)

∫
R+

N

(
T η|ξ|k (ln |ξ|+ C)

)
f(ξ)(ξ′)γdξ , (3.2.14)

где

C = F
(
k + 1

2

)
−F

(
N + |γ|+ k

2

)
, F(z) =

Γ′(z)

Γ(z)
,

а коэффициент CN,n,k(γ) определяется по формуле (3.2.8).
Равенство (3.2.14) перепишем в виде

∆
N+|γ|+k

2

Bη

∫
R+

N

(T−ηf)(ξ)

∫
S+
1 (N)

Pγ
ξ′ |⟨x , ξ⟩|

k ln |⟨x , ξ⟩| (x′)γdS(x) (ξ′)γdξ =

= CN,n,k(γ)∆
N+|γ|+k

2

Bη

∫
R+

N

(
T η|ξ|k ln |ξ|

)
f(ξ)(ξ′)γdξ+

+CN,n,k(γ)C∆
N+|γ|+k

2

Bη

∫
R+

N

(
T η|ξ|k

)
f(ξ)(ξ′)γdξ .

Здесь второе слагаемое справа — B -потенциал порядка −k , k=0, 2, . . .

с ядром |ξ|−k , что противоречит определению B -потенциала 2.2.1. Де-
лаем вывод, что

∫
R+

N

(
T η|ξ|k

)
f(ξ)(ξ′)γdξ = 0 при четном k , тогда

∆
N+|γ|+k

2

Bη

∫
R+

N

(T−ηf)(ξ)

∫
S+
1 (N)

Pγ
ξ′ |⟨x , ξ⟩|

k ln |⟨x , ξ⟩| (x′)γdS(x) (ξ′)γdξ =
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= CN,n,k(γ)∆
N+|γ|+k

2

Bη

∫
R+

N

(
T η|ξ|k ln |ξ|

)
f(ξ)(ξ′)γdξ .

К последнему равенству применим оператор ∆
N+|γ|+k

2

Bη
, и теми же рас-

суждениями, что и в предыдущей теореме, приходим к формуле

∆
N+|γ|+k

2

Bη

∫
R+

N

(T−ηf)(ξ)

∫
S+
1 (N)

Pγ
ξ′ |⟨x , ξ⟩|

k ln |⟨x , ξ⟩| (x′)γdS(x) (ξ′)γdξ =

= CN,n,k(γ)△Bη

∫
R+

N

T η

(
△

N+|γ|+k−2
2

Bξ
|ξ|k ln |ξ|

)
f(ξ)(ξ′)γdξ . (3.2.15)

В правой части (3.2.15) получили конструкцию △
N+|γ|+k−2

2

Bξ
|ξ|k ln |ξ| . По

условию, N+ |γ| > 2 — натуральное четное число и k=0, 2, 4, . . . , тогда
число k+N+|γ|−2

2 (показатель степени оператора ∆Bξ
) — натуральное,

причем k+N+|γ|−2
2 ≥ k+2

2 . Следовательно, можем воспользоваться лем-
мой 3.2.2, положив в ней m = k+N+|γ|−2

2 . Имеем

∆
k+N+|γ|−2

2

B |ξ|k ln |ξ| = Π1 Π2 |ξ|2−N−|γ| ,

где

Π1 =

k+N+|γ|−2
2∏

j=1

j ̸= k+2
2

(k − 2(j − 1)) , Π2 =

k+N+|γ|−2
2∏

j=1

(k +N + |γ| − 2j) .

Представим произведение Π1 в следующем виде Π1 = Π+
1 Π−

1 , выделив
соответственно положительные и отрицательные сомножители, тогда

Π+
1 =

k
2∏

j=1

(k − 2(j − 1)) = 2
k
2

k
2∏

j=1

(
k

2
− j + 1

)
=

= 2
k
2

(
k

2

)(
k

2
− 1

)(
k

2
− 2

)
. . . 3 · 2 · 1 = 2

k
2

(
k

2

)
! = 2

k
2 Γ

(
k

2
+ 1

)
,
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Π−
1 =

k+N+|γ|−2
2∏

j= k+4
2

(k − 2(j − 1)) =
1

2−N − |γ|

k+N+|γ|
2∏

j= k+4
2

(k − 2(j − 1)) =

=
2N+|γ|−2

2−N − |γ|

k+N+|γ|
2∏

j= k+4
2

(
k

2
− j + 1

)
=

=
(−1)

N+|γ|−2
2 2

N+|γ|−2
2

2−N − |γ|

k+N+|γ|
2∏

j= k+4
2

(
−k

2
+ j − 1

)
=

=
(−1)

N+|γ|−2
2 2

N+|γ|−2
2

2−N − |γ|
· 1 · 2 . . .

(
N + |γ|

2
− 2

)(
N + |γ|

2
− 1

)
=

=
(−1)

N+|γ|−2
2 2

N+|γ|−2
2

2−N − |γ|

(
N + |γ|

2
− 1

)
! =

=
(−1)

N+|γ|−2
2 2

N+|γ|−2
2

2−N − |γ|
Γ

(
N + |γ|

2

)
.

Заметим, что произведение Π−
1 появляется в случае m > k+2

2 , при
m ≤ k+2

2 его нет и Π1 = Π+
1 .

Переходим к произведению Π2 , имеем

Π2 =

k+N+|γ|−2
2∏

j=1

(k +N + |γ| − 2j) =

= 2
k+N+|γ|−2

2

k+N+|γ|−2
2∏

j=1

(
k +N + |γ|

2
− j

)
=

= 2
k+N+|γ|−2

2

(
k +N + |γ|

2
− 1

)(
k +N + |γ|

2
− 2

)
. . . · 2 · 1 =

= 2
k+N+|γ|−2

2

(
k +N + |γ|

2
− 1

)
! = 2

k+N+|γ|−2
2 Γ

(
k +N + |γ|

2

)
.
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Таким образом, получили

∆
k+N+|γ|−2

2

B |ξ|k ln |ξ| = Π1 Π2 |ξ|2−N−|γ| =

= (−1)
N+|γ|−2

2 2k+N+|γ|−2
Γ
(
k
2 + 1

)
Γ
(

N+|γ|
2

)
Γ
(

N+|γ|+k
2

)
2−N − |γ|

|ξ|2−N−|γ| .

(3.2.16)
Учитывая результат (3.2.16), формула (3.2.15) запишется в следующем
виде:

∆
N+|γ|+k

2

Bη

∫
R+

N

(T−ηf)(ξ)

∫
S+
1 (N)

Pγ
ξ′ |⟨x , ξ⟩|

k ln |⟨x , ξ⟩| (x′)γdS(x)(ξ′)γdξ =

= C2 ∆Bη

∫
R+

N

(
T η|ξ|2−N−|γ|

)
f(ξ) (ξ′)γ dξ . (3.2.17)

Осталось вычислить коэффициент C2 . Имеем

C2=CN,n,k(γ) (−1)
N+|γ|−2

2 2k+N+|γ|−2
Γ
(
k
2 + 1

)
Γ
(

N+|γ|
2

)
Γ
(

N+|γ|+k
2

)
2−N − |γ|

=

=

π
N−n−1

2 Γ
(
k+1
2

) n∏
i=1

Γ
(
γi+1
2

)
2n−1Γ

(
N+|γ|+k

2

) ×

×
(−1)

N+|γ|−2
2 2k+N+|γ|−2 Γ

(
k
2 + 1

)
Γ
(

N+|γ|
2

)
Γ
(

N+|γ|+k
2

)
2−N − |γ|

.

По формуле Лежандро

Γ

(
k + 1

2

)
Γ

(
k + 2

2

)
= 2−kπ

1
2Γ (k + 1) ,

тогда

C2 =

π
N−n

2 2N−n+|γ|−1
n∏

i=1

Γ
(
γi+1
2

)
Γ
(

N+|γ|
2

)
2−N − |γ|

iN+|γ|−2 k ! .
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Выделяя площадь поверхности нагруженной сферы (2.2.10), получим
C2 в следующем виде

C2 = −
πN−n2N+|γ|−2n

n∏
i=1

Γ2
(
γi+1
2

)
(2−N − |γ|) |S+

1 (N)|γ
iN+|γ| k ! . (3.2.18)

Подставляем (3.2.18) в (3.2.17)

∆
N+|γ|+k

2

Bη

∫
R+

N

(T−ηf)(ξ)

∫
S+
1 (N)

Pγ
ξ′ |⟨x , ξ⟩|

k ln |⟨x , ξ⟩| (x′)γdS(x)(ξ′)γdξ =

= −
πN−n2N+|γ|−2n

n∏
i=1

Γ2
(
γi+1
2

)
iN+|γ| k !

(2−N − |γ|) |S+
1 (N)|γ

×

× ∆Bη

∫
R+

N

T η|ξ|2−N−|γ|f(ξ) (ξ′)γ dξ .

Применив к правой части последнего равенства теорему 3.1.1 об обра-
щении B -потенциала Ньютона с гельдеровской плотностью, получим
формулу (3.2.13).

Доказательство теоремы закончено.
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Глава 4

Задача Радона об
обращении интегралов по
плоскостям от функций от
многоосевой сферической
симметрии

4.1 Преобразование Радона функций
от сферических симметрий

Решение поставленной в заглавии проблемы сводится к обращению пре-
образования Радона-Киприянова, когда мультииндекс этого преобразо-
вания γ является целочисленным. Это связано с тем, что преобразова-
ние Радона функций от осевой или многоосевой сферических симмет-
рий есть преобразование Радона-Киприянова с целочисленным мульти-
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индексом γ . Именно, справедлива следующая теорема (впервые сфор-
мулирована в [21], [22], доказательство приведено в [25]).

Теорема 4.1.1 Пусть mi > 1 — натуральные числа, xi∈Rmi и f –
измеримая суммируемая функция от многоосевой симметрии в Rmi :
f = f(|x1|, . . . , |xn|, x′′) . Преобразование Радона такой функции выра-
жается через преобразование Радона-Киприянова Kγ с целочислен-
ным мультииндексом γ = (m1−1, . . . ,mn−1) по формуле

R[f ](y; p) = R[f ](|y1|, . . . , |yn|, ξ′′ ; p) =
n∏

i=1

|S1(mi)| Kγ [f ](ξ
′, ξ′′ ; p),

(4.1.1)
где |S1(mi)| — площадь единичной сферы в Rmi , |yi| = ξi — длина
радиуса-вектора точки yi∈Rmi , i = 1, . . . , n , ξ=(ξ′, ξ′′) ∈ R+

N , n ≤ N .

Таким образом, задача обращения преобразования Радона функ-
ций от сферических симметрий сведена к задаче обращения преобразо-
вания Радона-Киприянова в случае целочисленного мультииндекса γ .
Далее мы увидим, что обращение преобразования Радона-Киприянова
осуществляется по формулам, не зависящим от того, являются ли со-
ставляющие мультииндекса γ целыми или нет, целой должна быть
только его длина, т. е. |γ| .

4.2 Непрерывность преобразования Радона-
Кипринова в весовых функциональных
классах Лебега

Преобразование Радона финитных функций находит практическое при-
менение в задачах компьютерной томографии. Теоретические исследо-
вания содержатся во многих работах, мы укажем только книги Д. Хел-
гасона [30] и Ф. Наттерера [28]. В этой главе вводится класс функций,
в который непрерывно действует преобразование Радона-Киприянова
весового пространства Лебега.
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В работе [26] изучено действие преобразования Радона-Киприя-
нова на действительные финитные функции с конечной нормой, порож-
денной весовым скалярным произведением следующего вида

(u , v)γ =

∫
R+

N

u(x) v(x) (x′)γ dx , (x′)γ =

n∏
i=1

xγi

i .

Функции u и v заданы в области R+
N∈RN и предполагаются x′ -

четными по Киприянову. Если одна из них финитна, то четность
по каждой из переменных xi, i = 1, n позволяет считать, что ее
носитель симметричен в RN относительно каждой гиперплоскости
xi = 0, i = 1, n . Будем полагать, что supp f ∈ Ω+

N – ограничен-
ная область в R+

N , прилегающая к каждой весовой гиперплоскости
xi = 0 , i = 1, n . Последнее наиболее принципиально для рассматрива-
емой здесь теории.

Преобразование Kγ [f ](ξ, p) определено для любой функции f

абсолютно интегрируемой по R+
N с весом (x′)γ . Будем предполагать,

что f(x) имеет конечный носитель, принадлежащий множеству Ω+
N ∪

Γ0
N . Таким образом, существует положительное число R такое, что

supp f=Ω+
N ∈ {|x| < R}+N= {x : |x|<R, xi≥0, i=1, . . . , n } .

Далее мы полагаем, что носитель функции f принадлежит шару с цен-
тром в начале координат и радиуса R . Тогда ее преобразование Радона-
Киприянова (как и обычное преобразование Радона) имеет смысл рас-
сматривать интегрированием по плоскостям, находящимся на расстоя-
нии |s| от начала координат при |s| ≤ R . Такие плоскости, пересекаясь
с частью шара {|x| < R}+ , образуют плоскую область, представляю-
щую собой часть шара в R+

N−1 радиуса
√
R2 − s2 .

Предположим, что вектор нормали ξ к плоскости интегрирова-
ния фиксирован. Тогда преобразование Радона-Киприянова функции
f оказывается функцией одного переменного s , что приводит к необ-
ходимости рассматривать множество функций {gξ(s)} одного перемен-
ного s , зависящих от параметра ξ ( |ξ| = 1 ), который считается фик-
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сированным. Предположим, что supp gξ(s) принадлежит интервалу
(−R,R) , числа p и q (≥ 1) связаны соотношением 1

p + 1
q = 1 и пусть

ρ = ρ(s) =
1

(R2 − s2)
(n+γ−1) p

2q

. (4.2.1)

Эта функция будет использована в качестве сингулярного веса при
определении пространств, приспособленных для работы с преобразо-
ванием Радона-Киприянова, финитных функций, принадлежащих ве-
совым лебеговым классам Lp

γ(Ω
+
N ) .

Для ρ , определенного по формуле (4.2.1), и каждого фиксиро-
ванного единичного вектора ξ введем следующее множество функций

Lp([−R;R], ρ) =

gξ(s) :

 R∫
−R

|gξ(s)|p ρ(s) ds

1/p

< +∞

 .

Теорема 4.2.1 Пусть мультииндекс γ=(γ1, . . . , γn) состоит из фик-
сированных положительных чисел, y′ -четная функция f ∈ Lp

γ(Ω
+
N )

(1 ≤ p < ∞) , и пусть

supp f ∈ {|x| < R}+N = {x : |x| < R, xi ≥ 0, i = 1, . . . , n} , R < ∞ .

Тогда существует независимая от функции f константа C , такая
что

∥Kγ [f ]∥Lp([−R;+R],ρ) ≤ C ∥f∥Lp
γ(Ω

+
N ) ,

где сингулярный вес ρ = ρ(s) определен по формуле (4.2.1).

Доказательство. Пусть γ – фиксированное положительное
число, а f ∈ Lp

γ(R
+
N ) . Согласно определения оператора Пуассона

(1.1.5), преобразование Kγ (1.1.4) запишем в следующей форме

Kγ [f ](ξ; s) =

∫
R+

N

f(x) Pγ
x′δ (s− ⟨x, ξ⟩) (x′)γ dx = π−n

2

n∏
i=1

Γ
(
γi+1
2

)
Γ
(
γi

2

) ×
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×
∫
R+

N

f(x)

π∫
0

. . .

π∫
0

δ

(
s−

(
n∑

i=1

xi cosαi ξi + ⟨x′′, ξ′′⟩

))
×

×
n∏

i=1

(xi sinαi)
γi−1

dαi

n∏
i=1

xi dx1 . . . dxn dx
′′ .

Используя процедуру вращения xi →
√

z22i−1 + z22i , получим

Kγ [f ](ξ; s) = π−n
2

n∏
i=1

Γ
(
γi+1
2

)
Γ
(
γi

2

) ×

×
∫

R+
N+n

δ

(
s−

(
n∑

i=1

z2i−1 ξi + ⟨x′′, ξ′′⟩

))
n∏

i=1

zγi−1
2i dz =

= C(γ)

∫
R+

N+n

f̃(z) δ(s− ⟨z, ξ̃⟩)
n∏

i=1

z
γi−1

2i dz.

Таким образом,

Kγ [f ](ξ; s) = C(γ)

∫
R+

N+n

f̃(z) δ(s− ⟨z, ξ̃⟩)
n∏

i=1

z
γi−1

2i dz , (4.2.2)

где C(γ) — константа, нормирующая многомерный оператор Пуассона,
а интегрирование происходит по гиперплоскости

Γ+
N+n = {z : ⟨z, ξ̃⟩ = s}+

с нормальным вектором

ξ̃ = (ξ1, 0, . . . , ξ2n−1, 0, ξ
′′), |ξ̃| = |ξ| = 1 .

Как видим, вектор нормали ξ̃ , ортогонален координатным осям
Oz2i, i = 1, . . . , n . Следовательно, плоскость интегрирования Γ+

N+n

параллельна каждой из вновь образовавшихся весовых координатных
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осей Oz2i . Уравнение плоскости Γ+
N+n (в R+

N+n ) удобно представить
в виде векторного равенства

z = s · ξ̃ + y ,

где s·ξ̃ — точка плоскости, лежащая на координатных гиперплоскостях
{z2i = 0, i = 1, n} на расстоянии s от начала координат в RN+n , а y —
текущая точка плоскости. Это позволяет на плоскости интегрирования
ввести систему координат с началом, принадлежащим пересечению ги-
перплоскостей {z2i = 0}, i = 1, n , в которых точка y запишется в
виде (N + n− 1) -мерного вектора:

y = (y1, . . . , yN+n−1), где y2i = z2i, i = 1, . . . , n .

Полученное на плоскости евклидово пространство обозначим R+
N+n−1 .

Эти преобразования приведут (4.2.2) к следующей форме

Kγ [f ](ξ; s) = C(γ)

∫
y∈R+

N+n−1

f̃(s · ξ̃ + y)
n∏

i=1

yγi−1
2i dy .

Учитывая, что носитель функции f принадлежит части шара
{|x| < R}+N , а сечение этой части шара плоскостью Γ+

N+n есть множе-
ство {

|y| ≤
√
R2 − s2

}+

N+n−1
=
{
y ∈ Γ+

N+n : |y| ≤
√
R2 − s2

}
,

представляющее собой снова часть шара радиуса
√
R2 − s2 в евкли-

довом пространстве R+
N+n−1 (на плоскости) размерности N + n − 1 ,

имеем

|Kγ [f ](ξ; s)|p =

∣∣∣∣C(γ)

∫
{|y|≤√

R2−s2 }+

N+n−1

f̃(s · ξ̃ + y)
n∏

i=1

yγi−1
2i dy

∣∣∣∣p =

=

∣∣∣∣C(γ)

∫
{|y|≤√

R2−s2 }+

N+n−1

f̃(s · ξ̃ + y)

(
n∏

i=1

yγi−1
2i

) 1
p+

1
q

dy

∣∣∣∣p ,
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где q выбираем так, чтобы выполнялось равенство 1
p + 1

q = 1 .
Оценим последнее выражение согласно неравенству Гельдера.

Получим ∣∣∣∣∣∣∣∣
∫

{|y|≤√
R2−s2 }+

N+n−1

f̃(s · ξ̃ + y)

(
n∏

i=1

yγi−1
2i

) 1
p+

1
q

dy

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤

 ∫
{|y|≤√

R2−s2 }+

N+n−1

∣∣∣f̃(s · ξ̃ + y)
∣∣∣p ( n∏

i=1

yγi−1
2i

) 1
p ·p

dy


1/p

×

×
( ∫
{|y|≤√

R2−s2 }+

N+n−1

(
n∏

i=1

yγi−1
2i

) 1
q ·q

dy

)1/q

=

=

 ∫
{|y|≤√

R2−s2 }+

N+n−1

∣∣∣f̃(s · ξ̃ + y)
∣∣∣p n∏

i=1

yγi−1
2i dy


1/p

×

×
( ∫

{|y|≤
√
R2−s2}+

N+n−1

n∏
i=1

yγi−1
2i dy

)1/q

.

Нетрудно видеть, что здесь последний сомножитель представляет собой
весовой объем (N + n− 1) -мерной части шара радиуса r =

√
R2 − s2 .

Произведя сферическое преобразование координат y = rΘ, |Θ| = 1 в
R+

N+n , находим

∫
{|y|≤(R2−s2)1/2}+

N+n−1

n∏
i=1

yγi−1
2i dy =

√
R2−s2∫
0

rN+|γ|−2dr ×

×
∫

S+
1 (N+n−1)

n∏
i=1

Θγi−1
2i dS(Θ).
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Здесь S+
1 (N + n − 1) — поверхность сферы с центром в начале коор-

динат радиуса равного единице. Весовую площадь этой поверхности
обозначим

|S1(N + n− 1)|+γ−1 =

∫
S+
1 (N+n−1)

n∏
i=1

Θγi−1
2i dS(Θ) .

Вычисляется этот интеграл по формуле (3.2.2). Ясно, что этот коэф-
фициент не зависит от функции f . Таким образом,

∫
|y|≤(R2−s2)1/2

n∏
i=1

yγi−1
2i dy =

√
R2−s2∫
0

rN+|γ|−2dr

∫
S1(N+n)

n∏
i=1

Θγi−1
2i dS(Θ) =

=
rN+|γ|−1

N + |γ| − 1

∣∣∣∣r=(R2−s2)1/2

r=0

|S1(N + n− 1)|+γ−1 =

=
|S1(N + n− 1)|γ−1

N + |γ| − 1
(R2 − s2)(N+|γ|−1)/2 .

Отсюда получаем следующую оценку

|Kγ [f ](ξ; s)|p ≤

 ∫
Γ+
N+n

|f̃(s · ξ̃ + y)|p
n∏

i=1

yγi

2idy


1
p ·p

×

×
(
|S1(N + n)|γ−1 C(γ)

N + |γ| − 1

) p
q

(R2 − s2)
(N+|γ|−1) p

2q .

Следовательно,

∥Kγ [f ]∥pLp([−R;R],ρ) =

R∫
−R

ρ(s)|Kγf(ξ; s)|pds =

=

R∫
−R

1

(R2 − s2)
(N+|γ|−1) p

2q

|Kγf(ξ; s)|pds ≤
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≤
R∫

−R

1

(R2 − s2)
(N+|γ|−1) p

2q

(
|S1(N + n− 1)|+γ−1 C(γ)

N + |γ| − 1

) p
q

×

×(R2 − s2)
(N+|γ|−1) p

2q

∫
Γ+
N+n

|f̃(s · ξ̃ + y))|p
n∏

i=1

yγi−1
2i dyds =

≤

(
|S1(N + n− 1)|+γ−1 C(γ)

N + |γ| − 1

) p
q

R∫
−R

∫
Γ+
N+n

|f̃(s · ξ̃ + y))|p
n∏

i=1

yγi−1
2i dyds =

=

(
|S1(N + n− 1)|+γ−1 C(γ)

N + |γ| − 1

) p
q ∫
R+

N+n

|f̃(z)|p
n∏

i=1

zγi−1
2i dz . (4.2.3)

Для завершения доказательства в выражении (4.2.3) необхо-
димо перейти к интегрированию по области R+

N . Учитываем,
что функция f̃(z) снабжена цилиндрическими координатами
f̃(z) = f(

√
z21 + z22 ,

√
z23 + z24 , . . . ,

√
z22n−1 + z22n, x

′′) . Произведем в
(4.2.3) цилиндрическое преобразование координат, положив

z2i−1 = xi cosφ, z2i = xi sinφ, i = 1, . . . , n

dz2i−1dz2i = xi dxi dφi, xi > 0 .

Тогда ∫
RN+n

|f̃(z)|p
n∏

i=1

zγi−1
2i dz =

=

∫
RN−n

∫
R+

n

π∫
0

. . .

π∫
0

|f(x′, x′′)|p
n∏

i=1

(xisinφi)
γi−1

n∏
i=1

xidφi dxi dx
′′ =

=

∫
RN−n

∫
R+

n

|f(x′, x′′)|p
n∏

i=1

xγi

i dxi

π∫
0

. . .

π∫
0

n∏
i=1

sinγi−1φi dφi dx
′′ =
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=

∫
RN−n

∫
R+

n

|f(x′, x′′)|p(x′)γdx′ dx′′
π∫

0

. . .

π∫
0

n∏
i=1

sinγi−1φi dφi =

=

∫
R+

N

|f(x)|p(x′)γdx

π∫
0

. . .

π∫
0

n∏
i=1

sinγi−1φi dφi .

Значение тригонометрических интегралов вычисляется по формуле для
бета-функции Эйлера:

π∫
0

. . .

π∫
0

n∏
i=1

sinγi−1φi dφi =

2n
π/2∫
0

. . .

π/2∫
0

n∏
i=1

sin2· γi2 −1φicos
2· 12−1φi dφi =

n∏
i=1

Γ
(
γi

2

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
γi+1
2

) = C−1(γ) ,

где C(γ) – константа, нормирующая оператор Пуассона.
Таким образом,∫

R+
N+n

|f(z)|p
n∏

i=1

zγi−1
2i dz = C−1(γ)

∫
R+

N

|f(x)|p (x′)γdx .

Принимая во внимание это соотношение, продолжим неравенство
(4.2.3). Имеем

R∫
−R

1

(R2 − s2)
(N+|γ|−1) p

2q

|Kγf(ξ; s)|pds ≤

≤
(
|S1(N + n− 1)|γ−1

N + |γ| − 1

) p
q

C
p
q (γ)C−1(γ)

∫
R+

N

|f(x)|p (x′)γdx =

≤
(
|S1(N + n− 1)|γ−1

N + |γ| − 1

)p−1

Cp−2(γ)

∫
R+

N

|f(x)|p (x′)γdx = C∥f∥p
Lγ

p
.
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Доказательство закончено.
Из теоремы 4.2.1 следует, что преобразование Радона-Киприя-

нова Kγ (1.1.4) является непрерывным оператором, действующим из
пространства Lp

γ(Ω
+
N ) в Lp([−R; +R], ρ) .

4.3 Обращение преобразования Радона-
Киприянова гельдеровских функций

Формулы обращения преобразования Радона-Киприянова для финит-
ных функций в случае, когда весовую нагрузку несет одна пере-
менная, были получены Л.Н. Ляховым в [19], [18] с помощью B -
гиперсингулярных интегралов. В данном параграфе получены формула
обращения преобразования Радона-Киприянова функции с ограничен-
ной гладкостью радиальной по нескольким переменным, но исключи-
тельно для случая, когда N + |γ| — натуральное число.

Замечание 4.3.1 Теоремы 4.3.1 и 4.3.2, доказанные ниже, по су-
ти, являются частным случаем (или следствием) теорем 3.2.2 (при
k = 1 ) и 3.2.3 (при k = 0 ) соответственно.

Теорема 4.3.1 Пусть носитель ξ′ -четной непрерывной по Гельдеру
функции f принадлежит ограниченной области Ω+

N , Kγ [f ] – преоб-
разование Радона-Киприянова функции f . Формула обращения этого
преобразования для натуральных нечетных чисел N + |γ| > 2 имеет
вид:

f(η)=
22n−|γ|−Nπn+1−N

iN+|γ|−1
n∏

i=1

Γ2
(
γi+1
2

)△N+|γ|−1
2

B

∫
S+
1 (N)

Pγ
η′Kγ [f ](x; ⟨x, η⟩)(x′)γdS(x).

(4.3.1)
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Доказательство. Исходим из формулы (3.2.6), в которой по-
ложим k = 1 . Имеем

△
N+|γ|+1

2

Bη

∫
R+

N

(T−ηf)(ξ)

∫
S+
1 (N)

Pγ
ξ′ |⟨x , ξ⟩| (x

′)γ dS(x) (ξ′)γdξ =

= 2N+|γ|−2n+1 πN−n−1
n∏

i=1

Γ2

(
γi + 1

2

)
iN+|γ|−1 f(η) . (4.3.2)

Обозначив левую часть равенства (4.3.2) через A и поменяв в ней по-
рядок интегрирования, запишем

A = ∆
N+|γ|+1

2

Bη

∫
S+
1 (N)

(x′)γ dS(x)

∫
R+

N

(T−ηf)(ξ)Pγ
ξ′ |⟨x , ξ⟩| (ξ

′)γdξ .

Из определения оператора Пуассона (1.1.5) следует

A = C(γ)∆
N+|γ|+1

2

Bη

∫
S+
1 (N)

(x′)γ dS(x)

∫
R+

N

(T−ηf)(ξ) ×

×
π∫

0

. . .

π∫
0

∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

xiξi cosαi +

N∑
j=n+1

xjξj

∣∣∣∣∣∣
n∏

i=1

sinγi−1 αi dα1 . . . dαn (ξ
′)γdξ .

Теперь удобно освободиться от оператора Пуассона, прибегнув к вра-
щениям ζi =

√
ξ22i−1 + ξ22i, 1 ≤ i ≤ n , задаваемым преобразованием

координат{
ζ2i−1=ξi cosαi

ζ2i = ξi sinαi

∣∣∣∣∣ 0<αi<π

i=1, . . . , n

∣∣∣∣∣ −∞ < ζ2i−1 < +∞
0 < ζ2i < +∞

,

при этом dζ ′=ξ1 . . . ξn dξ
′ dα . Будем полагать ζ = (ζ1, ζ2, . . . , ζ2n, ξ

′′) ∈
∈ R+

N+n = {ζ, ζ2i > 0, i = 1, . . . , n} . В результате получим

A = C(γ)∆
N+|γ|+1

2

Bη

∫
S+
1 (N)

(x′)γ dS(x) ×
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×
∫

R+
N+n

(
T−ηf

)(√
ζ21 + ζ22 , . . . ,

√
ζ22n−1 + ζ22n, ξ

′′
)

×

×

∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

xiζ2i−1 +
N∑

j=n+1

xjξj

∣∣∣∣∣∣
n∏

i=1

ζγi−1
2i dζ .

Введем обозначение x̃ = (x1, 0, x2, 0, . . . , xn, 0, x
′′) , тогда

A = C(γ)∆
N+|γ|+1

2

Bη

∫
S+
1 (N)

(x′)γ dS(x) ×

×
∫

R+
N+n

(T−ηf)

(√
ζ21 + ζ22 , . . . ,

√
ζ22j−1 + ζ22j , ξ

′′
)
|⟨x̃ , ζ⟩|

n∏
i=1

ζγi−1
2i dζ .

Внутренний интеграл преобразуем следующим образом. В простран-
стве R+

N+n выделим подпространство RN = (ζ1, ζ3, . . . , ζ2n−1, ζ
′′) , в

котором произведем вращение так, чтобы вектор ζ1 оказался ортого-
нален плоскости {⟨x̃ , ζ⟩ = p}+ ( |p|— расстояние от плоскости до нача-
ла координат; плоскость параллельна четным весовым координатным
осям). Ввиду инвариантности скалярного произведения относительно
вращения, подынтегральное выражение не изменится; само же скаляр-
ное произведение ⟨x̃ , ζ⟩ = ζ1|x| (напомним, что |x| = |x̃| = 1) . Пере-
менную ζ1 удобно обозначить ζ1 = p . После чего интегрирование по
R+

N+n заменится интегрированием по p ∈ (−∞,+∞) и по плоскости
{⟨x̃ , ζ⟩ = p}+ . Тогда

A = C(γ)∆
N+|γ|+1

2

Bη

∫
S+
1 (N)

(x′)γ dS(x)

+∞∫
−∞

|p| ×

×
∫

{⟨x̃ , ζ⟩=p}+

(T−ηf)

(√
ζ21 + ζ22 , . . . ,

√
ζ22j−1 + ζ22j , ξ

′′
) n∏

i=1

ζγi−1
2i dΓN+n dp .
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Внутренний интеграл, по определению (1.1.6), является преобразовани-
ем Радона-Киприянова функции (T−ηf)(ζ) . Поэтому

A = ∆
N+|γ|+1

2

Bη

∫
S+
1 (N)

(x′)γ dS(x)

+∞∫
−∞

|p|Kγ

[
(T−ηf)(ζ)

]
(x̃; p) dp .

Теперь по каждой паре переменных (ζ2i−1, ζ2i) вновь введем полярные
координаты ξi ∈ (0,+∞) в роли радиальной и αi ∈ (0, π) в роли
угловой. Имеем

A = ∆
N+|γ|+1

2

Bη

∫
S+
1 (N)

(x′)γ dS(x)

+∞∫
−∞

|p|Kγ

[
(T−ηf)(ξ)

]
(x; p) dp =

= ∆
N+|γ|−1

2

Bη
∆Bη

∫
S+
1 (N)

(x′)γ dS(x)

+∞∫
−∞

|p|Kγ

[
(T−ηf)(ξ)

]
(x; p) dp .

Для Kγ -преобразования обобщенного сдвига применим формулу
(1.3.1), тогда

A = ∆
N+|γ|−1

2

Bη

∫
S+
1 (N)

(x′)γ dS(x)

+∞∫
−∞

|p|∆Bη

(
Pγ
η′Kγ [f ](x; p+ ⟨η , x⟩)

)
dp .

Известно, что оператор Пуассона преобразует сингулярный диф-
ференциальный оператор Бесселя во вторую производную (см. [11],
формула (1.1)): BγiPγi = Pγi

∂2

∂x2
i

, откуда следует

A = ∆
N+|γ|−1

2

Bη

∫
S+
1 (N)

(x′)γ dS(x)

+∞∫
−∞

|p| |Θ|2 Pγ
η′ ∆η Kγ [f ](x; p+ ⟨η, x⟩) dp =

= ∆
N+|γ|−1

2

Bη

∫
S+
1 (N)

(x′)γ dS(x)Pγ
η′

+∞∫
−∞

|p| ∂2

∂p2
Kγ [f ](x; p+ ⟨η, x⟩) dp .
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В последнем равенстве учли, что |x| = 1 , т. к. x ∈ S+
1 (N) .

Рассмотрим интеграл по переменной p , обозначив его через B .
Имеем

B =

+∞∫
−∞

|p| ∂2

∂p2
Kγ [f ](x; p+ ⟨η, x⟩) dp .

Раскрыв модуль в подынтегральном выражении, получим

B = −
0∫

−∞

p
∂2

∂p2
Kγ [f ](x; p+ ⟨η, x⟩) dp+

+∞∫
0

p
∂2

∂p2
Kγ [f ](x; p+ ⟨η, x⟩) dp .

Каждое слагаемое проинтегрируем по частям

B = −
(
p

∂

∂p
Kγ [f ](x; p+ ⟨η, x⟩)

)∣∣∣∣p=0

p=−∞
+

0∫
−∞

∂

∂p
Kγ [f ](x; p+ ⟨η, x⟩) dp+

+

(
p

∂

∂p
Kγ [f ](x; p+ ⟨η, x⟩)

)∣∣∣∣p=∞

p=0

−
+∞∫
0

∂

∂p
Kγ [f ](x; p+ ⟨η, x⟩) dp .

Очевидно, что при p = 0 внеинтегральные члены исчезают. По усло-
вию, носитель функции f принадлежит ограниченной области Ω+

N ,
тогда далекие плоскости не пересекаются с носителем функции, по-
этому Kγ [f ](x; p) = 0 для достаточно больших |p| . Следовательно,(
p ∂

∂p Kγ [f ](x; p+ ⟨η, x⟩)
)∣∣∣

p=±∞
= 0 . И поэтому

B =

0∫
−∞

∂

∂p
Kγ [f ](x; p+ ⟨η, x⟩) dp−

−
+∞∫
0

∂

∂p
Kγ [f ](x; p+ ⟨η, x⟩) dp = 2Kγ [f ](x; ⟨η, x⟩) .

Тогда

A = 2∆
N+|γ|−2

2

B

∫
S+
1 (N)

Pγ
η′ Kγ [f ](x; ⟨η, x⟩) (x′)γ dS(x) ,
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и равенство (4.3.2) запишется в виде:

2∆
N+|γ|−2

2

B

∫
S+
1 (N)

Pγ
η′ Kγ [f ](x; ⟨η, x⟩) (x′)γ dS(x) =

= 2N+|γ|−2n+1 πN−n−1
n∏

i=1

Γ2

(
γi + 1

2

)
iN+|γ|−1 f(η) .

Отсюда вытекает формула (4.3.1).
Доказательство теоремы закончено.

.

Теорема 4.3.2 Пусть носитель ξ′ -четной непрерывной по Гельдеру
функции f принадлежит ограниченной области Ω+

N , Kγ [f ] – ее пре-
образование Радона-Киприянова. Формула обращения этого преобразо-
вания для натуральных четных чисел N + |γ| > 2 имеет вид:

f(η) = − 22n−|γ|−N

πN−n
n∏

i=1

Γ2
(
γi+1
2

)∆N+|γ|−2
2

B

∫
S+
1 (N)

(x′)γdS(x) ×

×
+∞∫

p=−∞

Pγ
x′

(
1

⟨x, η⟩ − p

)
dKγ [f ](x; p) . (4.3.3)

Доказательство. Воспользуемся той же схемой доказатель-
ства, что и в предыдущей теореме. За исходную берем формулу (3.2.13)
при k = 0 , имеем

∆
N+|γ|

2

Bη

∫
R+

N

(T−ηf)(ξ)

∫
S+
1 (N)

Pγ
ξ′ ln |⟨x , ξ⟩| (x′)γ dS(x)(ξ′)γdξ =

= −πN−n2N+|γ|−2n
n∏

i=1

Γ2

(
γi + 1

2

)
iN+|γ| f(η) . (4.3.4)
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В левой части равенства (4.3.4), которую далее обозначаем через M ,
поменяем порядок интегрирования и оператор Пуассона представим по
формуле (1.1.5), получим

M = C(γ)∆
N+|γ|

2

Bη

∫
S+
1 (N)

(x′)γ dS(x)

∫
R+

N

(T−ηf)(ξ) ×

×
π∫

0

. . .

π∫
0

ln

∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

xiξi cosαi+

N∑
j=n+1

xjξj

∣∣∣∣∣∣
n∏

i=1

sinγi−1 αi dα1 . . . dαn (ξ
′)γdξ .

Теперь освободимся от оператора Пуассона, прибегнув к вра-
щениям ξi =

√
ζ22i−1 + ζ22i , 1 ≤ i ≤ n , при этом будем полагать

ζ = (ζ1, ζ2, . . . , ζ2n, ξ
′′) ∈ R+

N+n = {ζ, ζ2i > 0, i = 1, . . . , n} . Таким
образом, выражение для M запишется в следующем виде:

M = C(γ)∆
N+|γ|

2

Bη

∫
S+
1 (N)

(x′)γ dS(x) ×

×
∫

R+
N+n

(T−ηf)

(√
ζ21 + ζ22 , . . . ,

√
ζ22j−1 + ζ22j , ξ

′′
)
ln |⟨x̃ , ζ⟩|

n∏
i=1

ζγi−1
2i dζ ,

где x̃ = (x1, 0, x2, 0, . . . , xn, 0, x
′′) .

Теми же действиями, что и при доказательстве теоремы 4.3.1,
интегрирование по R+

N+n заменяем интегрированием по p ∈ (−∞,+∞)

и по гиперплоскости {⟨x̃ , ζ⟩ = p}+ , тогда

M = ∆
N+|γ|

2

Bη

∫
S+
1 (N)

(x′)γ dS(x)

+∞∫
−∞

ln |p|C(γ) ×

×
∫

{⟨x̃ , ζ⟩=p}+

(T−ηf)

(√
ζ21+ζ22 , . . . ,

√
ζ22j−1+ζ22j , ξ

′′
) n∏

i=1

ζγi−1
2i dΓN+n dp .
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По формуле (1.1.6) внутренний интеграл является преобразованием
Радона-Киприянова функции (T−ηf)(ζ) , поэтому

M = ∆
N+|γ|

2

Bη

∫
S+
1 (N)

(x′)γ dS(x)

+∞∫
−∞

ln |p|Kγ [T
−ηf(ζ)](x̃; p) dp .

По каждой паре переменных ζ2i−1, ζ2i вновь вводим полярные коор-
динаты: ξi =

√
ζ22i−1 + ζ22i ∈ (0,+∞) в роли радиальной и αi ∈ (0, π)

в роли угловой. Имеем

M = ∆
N+|γ|

2

Bη

∫
S+
1 (N)

(x′)γ dS(x)

+∞∫
−∞

ln |p|Kγ

[
(T−ηf)(ξ)

]
(x; p) dp =

= ∆
N+|γ|−2

2

Bη
∆Bη

∫
S+
1 (N)

(x′)γ dS(x)

+∞∫
−∞

ln |p|Kγ

[
(T−ηf)(ξ)

]
(x; p) dp .

Воспользуемся формулой (1.3.1) для Kγ -преобразования обоб-
щенного сдвига и тем фактом, что оператор Пуассона преобразует син-
гулярный дифференциальный оператор Бесселя во вторую производ-
ную (см. [11] формула (1.1)), тогда

M = ∆
N+|γ|−2

2

Bη

∫
S+
1 (N)

(x′)γ dS(x) ×

×
+∞∫

−∞

ln |p|∆Bη

(
Pγ
η′Kγ [f ](x; p+ ⟨η , x⟩)

)
dp =

= ∆
N+|γ|−2

2

Bη

∫
S+
1 (N)

(x′)γ dS(x)

+∞∫
−∞

ln |p| |x|2 Pγ
η′ ∆Bη Kγ [f ](x; p+ ⟨η, x⟩) dp =

= ∆
N+|γ|−2

2

Bη

∫
S+
1 (N)

(x′)γ dS(x)Pγ
η′

+∞∫
−∞

ln |p| ∂
2

∂p2
Kγ [f ](x; p+ ⟨η, x⟩) dp .
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Преобразуем внутренний интеграл по переменной p , обозначив
его через N ,

N =

+∞∫
−∞

ln |p| ∂2

∂p2
Kγ [f ](x; p+ ⟨η, x⟩) dp .

После раскрытия модуля в подынтегральном выражении получим

N =

0∫
−∞

ln(−p)
∂2

∂p2
Kγ [f ](x; p+ ⟨η, x⟩) dp+

+

+∞∫
0

ln p
∂2

∂p2
Kγ [f ](x; p+ ⟨η, x⟩) dp .

Каждое слагаемое интегрируем по частям

N =

(
ln(−p)

∂

∂p
Kγ [f ](x; p+ ⟨η, x⟩)

)∣∣∣∣p=0

p=−∞
−

−
0∫

−∞

1

p

∂

∂p
Kγ [f ](x; p+ ⟨η, x⟩) dp+

+

(
ln p

∂

∂p
Kγ [f ](x; p+ ⟨η, x⟩)

)∣∣∣∣p=∞

p=0

−
+∞∫
0

1

p

∂

∂p
Kγ [f ](x; p+ ⟨η, x⟩) dp .

Поскольку supp f = Ω+
N , далекие плоскости не пересекаются с носи-

телем функции, поэтому Kγ [f ](x; p) = 0 для достаточно больших |p| .
Следовательно,

(
ln(±p) ∂

∂p Kγ [f ](x; p+ ⟨η, x⟩)
)∣∣∣

p=±∞
= 0 , поэтому

N = lim
p→0

ln(−p)
∂

∂p
Kγ [f ](x; p+ ⟨η, x⟩)− lim

p→0
ln p

∂

∂p
Kγ [f ](x; p+ ⟨η, x⟩)−

−
+∞∫

−∞

1

p

∂

∂p
Kγ [f ](x; p+ ⟨η, x⟩) dp .
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В последнем интеграле произведем замену p+ ⟨η, x⟩ на p , тогда

N =

+∞∫
−∞

1

⟨η, x⟩ − p

∂

∂p
Kγ [f ](x; p) dp .

Получили выражение для M в следующем виде:

M = ∆
N+|γ|−2

2

Bη

∫
S+
1 (N)

(x′)γ dS(x)Pγ
η′

+∞∫
−∞

∂
∂p Kγ [f ](x; p) dp

⟨η, x⟩ − p
.

Учитывая, что ∂
∂p Kγ [f ](x; p) dp = dKγ [f ](x; p) , имеем

M = ∆
N+|γ|−2

2

Bη

∫
S+
1 (N)

(x′)γ dS(x)Pγ
η′

+∞∫
−∞

dKγ [f ](x; p)

⟨η, x⟩ − p
.

Подставив полученное выражение для M в (4.3.4), получим (4.3.3).
Отметим, что формула (4.3.3) имеет особенность под знаком ин-

теграла и понимается (как и в классическом случае) лишь в смысле
главного значения по Коши.

Доказательство теоремы закончено.

4.4 Обращение преобразования Радона
гельдеровских функций от сфериче-
ских симметрий

Вначале отметим следующее. Согласно тереме 4.1.1 о сферическом
уплотнении, если каждое из чисел γi — натуральное, то равенство
(4.1.1) дает возможность преобразование Радона-Киприянова предста-
вить в виде преобразования Радона функций от соответствующих сфе-
рических симметрий и наоборот.

Поэтому справедлив следующий результат.
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Теорема 4.4.1 Пусть mi > 1 — натуральные числа, ξi∈Rmi и f –
измеримая суммируемая функция от многоосевой симметрии в Rmi :
f=f(|ξ1|, . . . , |ξn|, ξ′′) . Причем, как радиальная

f = f(r, ξ′′), r=(r1, . . . , rn), ri=|ξi|

она является r -четной по Киприянову и непрерывна по Гельдеру. Для
преобразования Радона этой функции имеют место следующие форму-
лы обращения

a) при N+
n∑

i=1

mi−n — нечетном

f(η) =
2
3n−

n∑
i=1

mi−N
πn+1−N

i
N+

n∑
i=1

mi−n−1 n∏
j=1

Γ2
(mj

2

) n∏
j=1

|S1(mj)|
×

× △
N+

n∑
i=1

mi−n−1

2

B

∫
S+
1 (N)

Pγ
η′R[f ](x; ⟨x, η⟩)

n∏
j=1

x
mj−1
j dS(x) ;

b) при N +
n∑

i=1

mi − n — четном

f(η) = − 2
3n−

n∑
i=1

mi−N

πN−n
n∏

i=1

Γ2
(
mi

2

) n∏
i=1

|S1(mi)|
∆

N+
n∑

i=1
mi−n−2

2

B ×

×
∫

S+
1 (N)

n∏
i=1

rmi−1
i dS(x)

+∞∫
p=−∞

n∏
i=1

Pmi−1
ηi

(
1

⟨x, η⟩ − p

)
dR[f ](x; p) ,

где

∆B =
n∑

i=1

Bmi−1 +
N∑

j=n+1

∂2

∂x2
j

, Bmi−1=
∂2

∂r2i
+
mi−1

ri

∂

∂ri
, γi > 0 ,
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R[f ](x; p) = R[f ](|x1|, |x2|, . . . |xn|, x′′; ⟨x, η⟩) – преобразование Радона
функции от многоосевой сферической симметрии, |xi| = xi – длина
радиуса-вектора точки xi ∈ Rmi , x = (r, x′′) ∈ R+

N .

Можем сделать вывод, что теоремы 4.3.1 и 4.3.2 дают формулы
обращения преобразования Радона функции от многоосевой сфериче-
ской симметрии в евклидовом пространстве

∏n
i=1 Rmi ×RN−n . Но эти

теоремы доказаны при условии что N + |γ|— натуральное, что воз-
можно и тогда, когда числа γi – дроби, но |γ| — натуральное число.
Тем самым, формулы обращения справедливы и в более общей ситуа-
ции, именно, для преобразования Радона-Киприянова Kγ , когда |γ| —
целое число.

Еще отметим, что формулы обращения могут быть получены ис-
ходя из формул обращения преобразования Фурье-Бесселя. Для беско-
нечно дифференцируемых функций и одной весовой переменной эти ре-
зультаты известны из работы [20]. Преимущество полученных формул
заключается в том, что в них входит сама функция, а не ее преобразо-
вание Фурье-Бесселя. И в том, что эта функция обладает наименьшей
возможной для обращения ее Kγ преобразования гладкостью (непре-
рывна по Гельдеру).
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