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Введение

Определение 0.1 Пусть дана пара операторов (A,B). Оператор T на-
зывается оператором преобразования (ОП, transmutation), если выпол-
няется соотношение

T A = B T. (1)

Соотношение (1) называется иначе сплетающим свойством, тогда го-
ворят, что ОП T сплетает операторы A и B (intertwining operator). Для
превращения (1) в строгое определение необходимо задать пространства
или множества функций, на которых действуют операторы A, B, и, сле-
довательно, T . Обычно в определение ОП закладывают также требова-
ния обратимости и непрерывности, которые являются желательными, но
не обязательными условиями. В конкретных реализациях операторы A

и B чаще всего (но не обязательно!) являются дифференциальными, T
— интегральный линейный непрерывный оператор на стандартных про-
странствах.

Ясно, что понятие ОП является прямым и далеко идущим обобщением
понятия подобия матриц из линейной алгебры [39], [207], [185]. Следует
отметить, что не существует эффективных методов проверки подобия
двух конечных матриц, так как не существует эффективных способов
проверки совпадения их Жордановых форм, кроме прямого вычисления.

Вместе с тем ОП не сводятся к подобным (или эквивалентным) опе-
раторам, так как сплетаемые операторы как правило являются неогра-
ниченными в естественных пространствах, к тому же обратный к ОП
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не обязан существовать, действовать в том же пространстве или быть
ограниченным. Так что спектры операторов, сплетаемых ОП, как пра-
вило не совпадают. Кроме того, сами ОП могут быть неограниченны-
ми. Так бывает, например, в теории преобразований Дарбу, предметом
которой является нахождение дифференциальных операторов преобра-
зования (подстановок или замен) между парой дифференциальных же
операторов, таким образом в этом случае все три рассматриваемых опе-
ратора являются неограниченными в естественных пространствах. При
этом теория преобразований Дарбу как соответствующий раздел теории
дифференциальных уравнений также вписывается в общую схему тео-
рии операторов преобразования при её расширенном понимании. Парой
операторов, для которых ищется ОП, не обязаны быть только дифферен-
циальные. В теории ОП встречаются задачи для следующих разнооб-
разных типов операторов: интегральных, интегро–дифференциальных,
дифференциально–разностных (например, типа Дункла), дифференци-
альных или интегро–дифференциальных бесконечного порядка (напри-
мер, в вопросах, связанных с леммой Шура о дополняемости), общих ли-
нейных в фиксированных функциональных пространствах, псевдодиф-
ференциальных и операторно–дифференциальных (абстрактных диффе-
ренциальных).

Для примера кратко изложим модельную схему, иллюстрирующую
использование операторов преобразования для получения формул свя-
зи между решениями возмущённого и невозмущённого уравнений, для
которых доказано сплетающее свойство. Пусть, например, мы изучаем
некоторый достаточно сложно устроенный оператор A. При этом нуж-
ные свойства уже известны для модельного более простого оператора
B. Тогда, если существует ОП (1), то часто удаётся перенести свойства
модельного оператора B и на A. Такова в нескольких словах примерная
схема типичного использования ОП в конкретных задачах.

В частности, если рассматривается уравнение Au = f с оператором
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A, то применяя к нему ОП T со сплетающим свойством (1), получаем
уравнение с оператором B вида Bv = g, где обозначено v = Tu, g = Tf .
Поэтому, если второе уравнение с оператором B является более про-
стым, и для него уже известны формулы для решений, то мы получаем
и представления для решений первого уравнения u = T−1v. Разумеет-
ся, при этом обратный оператор преобразования должен существовать и
действовать в рассматриваемых пространствах, а для получения явных
представлений решений должно быть получено и явное представление
этого обратного оператора. Таково одно из простейших применений тех-
ники ОП в теории дифференциальных уравнений, как обыкновенных,
так и с частными производными.

Сделаем одно терминологическое замечание. В западной литературе
принят для ОП термин "transmutation", восходящий к Ж.Дельсарту.
Как отмечает Р.Кэрролл, похожий термин "transformation" при этом за-
крепляется за классическими интегральными преобразованиями Фурье,
Лапласа, Меллина, Ханкеля и другими подобными им. Кроме того, тер-
мин "transmutation" имеет в романских языках дополнительный от-
тенок "волшебного превращения" , что довольно образно характеризу-
ет действие ОП. Приведём дословную цитату из [238]: "Such operators
are often called transformation operators by the Russian school (Levitan,
Naimark, Marchenko et. al.), but transformation seems too broad a term,
and, since some of the machinery seems "magical" at times, we have followed
Lions and Delsarte in using the word transmutation". Лучше и точнее не
скажешь.

В настоящее время теория операторов преобразования представляет
собой полностью оформившийся самостоятельный раздел математики,
находящийся на стыке дифференциальных, интегральных и интегродиф-
ференциальных уравнений, функционального анализа, теории функций,
комплексного анализа, теории специальных функций и дробного инте-
гродифференцирования, теории оптимального управления и динамиче-
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ских систем.
Необходимость теории операторов преобразования доказана большим

числом её приложений. Особую роль методы операторов преобразова-
ния играют в теории дифференциальных уравнений различных типов.
С их помощью были доказаны многие фундаментальные результаты для
различных классов дифференциальных уравнений.

В развитии теории операторов преобразования можно выделить три
основных периода. В первом начальном периоде становления теории опе-
раторов преобразования закладывались базовые идеи и определения, их
источником была теория подобия конечных матриц [39], [207], [185], от-
дельные результаты по подобию операторов, а также некоторые резуль-
таты для простейших дифференциальных уравнений. Считается, что
идея операторов преобразования в операторной формулировке была вы-
сказана Фридрихсом [201]. На самом деле метод операторов преобразо-
вания для получения представлений решений дифференциальных урав-
нений был разработан и впервые применён намного раньше в 19 веке в
работах А.В.Летникова, кроме того это было и по существу первое реаль-
ное применение дробного интегродифференцирования как ОП к задачам
дифференциальных уравнений [213], [304].

Второй период условно продолжался в течение 1940–1980 гг., его мож-
но назвать классическим. В этот период были получены многочисленные
результаты в теории операторов преобразования и их приложениям. Пе-
речислим основные направления и результаты этого периода.

Методы операторов преобразования были с успехом применены в тео-
рии обратных задач, определяя обобщённое преобразование Фурье, спек-
тральную функцию и решения знаменитого уравнения Гельфанда–
Левитана (З.С.Агранович, В.А.Марченко [4], [121]–[127], Б.М.Левитан
[98]–[105]); в теории рассеяния через операторы преобразования выпи-
сывается не менее знаменитое уравнение Марченко (Б.М.Левитан [98]–
[105], В.А.Марченко [4], [121]–[122], Л.Д.Фаддеев [195]–[196]); для обо-
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их классов обратных задач операторы преобразования являются основ-
ным инструментом, так как перечисленные классические уравнения вы-
писываются для ядер операторов преобразования, а значения ядер на
диагонали восстанавливают неизвестные потенциалы в обратной зада-
че по спектральной функции и теории рассеяния [94]–[95], [210], [81],
[142]–[143], [144], [18]. Для операторов Штурма–Лиувилля были постро-
ены ставшие классическими ОП на отрезке (Б.Я.Левин [97]) и полуоси
(А.Я.Повзнер [151]). В спектральной теории были получены известные
формулы следов и асимптотика спектральной функции (В.А.Марченко
[121]–[122], Б.М.Левитан [98]–[105]); оценки ядер операторов преобразо-
вания, отвечающие за устойчивость обратных задач и задач рассеяния
(В.А.Марченко [4], [121]–[122]); оценки решений Йоста в квантовой тео-
рии рассеяния (З.С.Агранович, В.А.Марченко [4], [121]–[122],
Б.М.Левитан [98]–[105], В.В.Сташевская [179]–[180], А.С.Сохин [175]–[178]).
В результате применения ОП можно сказать, что теория операторов
Штурма–Лиувилля была тривиализирована до уровня простейшего урав-
нения с тригонометрическими или экспоненциальными решениями. Так-
же была исследована система Дирака и другие матричные системы диф-
ференциальных уравнений (Б.М.Левитан, И.С.Саргсян [103]).

Была развита теория обобщённых аналитических функций, которую
можно трактовать как раздел теории операторов преобразования, спле-
тающих невозмущённые и возмущённые уравнения Коши–Римана (Л.Берс
[227]–[228], С.Бергман [14], И.Н. Векуа [29], [30], Б.Боярский [21],
Г.Н.Положий [152]–[154]) с приложениями в задачах механики, теории
упругости и газодинамики. На основе методов операторов преобразо-
ваний был создан новый раздел гармонического анализа, изучающий
различные модификации операторов обобщённого сдвига и обобщённых
операторных свёрток (Ж.Дельсарт [255]–[256], [261], Я.И.Житомирский
[54], Б.М.Левитан [99]–[100]). Была установлена глубокая связь опера-
торов преобразования с теоремами типа Пэли–Винера (В.В.Сташевская
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[179]–[180], А.И.Ахиезер [6], Х.Шабли [243]–[246], Х.Тримеш [348]–[349]).
Теория операторов преобразования позволила дать новую классифика-
цию специальных функций и интегральных операторов со специальными
функциями в ядрах (Р.Кэрролл [236]–[238], Т.Корвиндер). Нахождение
ядер ОП использует существование и явный вид функций Грина или Ри-
мана для различных классов дифференциальных уравнений [172], [35],
[37].

В теории нелинейных дифференциальных уравнений был разработан
метод Лакса, который использует операторы преобразования для дока-
зательства существования решений и построения солитонов [55], [56], [3],
[239], также широкие применения нашли преобразования Дарбу [325], ко-
торые можно рассматривать как операторы преобразования, в которых и
сплетаемые и сплетающий операторы являются дифференциальными; о
связи теорий преобразования Дарбу и ОП см. обзор [8]. В квантовой фи-
зике при рассмотрении уравнения Шрёдингера и задач теории рассеяния
был изучен специальный класс операторов преобразования — волновые
операторы. Рассмотрение общих задач рассеяния с точки зрения ОП из-
ложено в [195]–[196], а в работе [63] волновые операторы построены для
задач теории рассеяния с потенциалом Штарка.

В самой теории ОП были обнаружены ограничения, связанные с по-
рядком дифференциального оператора. Так, для дифференциальных опе-
раторов порядков выше третьего было показано, что классические ОП
в форме Вольтерра существуют только для аналитических коэффици-
ентов (В.И.Мацаев [130], Л.А.Сахнович [166]–[168], М.М. Маламуд [114]–
[118]), а в общем случае ОП имеют более сложную структуру (А.Ф.Леон-
тьев [108], Ю.Н.Валицкий [25], И.Г.Хачатрян [204]–[205], М.М.Маламуд
[114]–[118], А.П.Хромов [208]). Вместе с тем в пространствах аналитиче-
ских функций была доказана эквивалентность дифференциальных опе-
раторов одного порядка и изучен целый ряд задач (Д.К. Фаге [188]–[194],
В.А. Марченко [125]–[127], Ю.Ф. Коробейник [82]–[83], М.К.Фишман [200]).
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С целью применения к теории ОП была построена теория разрешимости
для известного уравнения Бианки (Д.К.Фаге [188]).

Отдельной областью применения ОП стала теория дифференциаль-
ных уравнений с особенностями в коэффициентах, особенно с операто-
рами Бесселя

Bνu(x) =
d2u

dx2
+

2ν + 1

x

du

dx
. (2)

На первоначальном этапе исследований уравнений этого класса приме-
нялась пара известных ОП Сонина и Пуассона (см. определения ). Как
ОП эти операторы впервые были введены в работах Жана Дельсарта
[255]–[258], а затем на основе идей Дельсарта их изучение продолжилось
в работах Дельсарта и Лионса [259]–[260], [261],[312]–[314]. Поэтому мы
будем называть (1.37)–(1.38) ОП Сонина–Пуассона–Дельсарта (СПД).
Об операторах СПД см. также известную статью Б.М. Левитана [104].

Ж.Дельсартом на базе ОП СПД было введено фундаментальное по-
нятие обобщённого сдвига (ООС, см. определение ). Были разработаны
многочисленные конструкции обобщённого гармонического анализа, ос-
нованные на определениях обобщённого сдвига и вводимых с его помо-
щью групповых структурах. Направление обобщённых почти–периоди-
ческих функций с использованием ОП типа СПД и ООС было заложено
в работах Ж.Дельсарта 1938 г. [255]–[256] и продолжено Дельсартом и
Лионсом в [259]–[260], [312]–[314]. Этот круг вопросов параллельно был
исчерпывающе изучен в работах Б.М. Левитана 1940, и особенно 1947–
1949 гг., результаты вошли в его классические монографии [99]–[101].
(Отметим неточности в статье Большой Советской Энциклопедии "По-
чти периодическая функция". Там имя Дельсарта не упоминается, а ра-
боты Б.М. Левитана датированы 1938 г. Насколько известно автору, пер-
вая печатная работа Б.М.Левитана на немецком языке вышла в 1940
г.). Также в работах Жана Дельсарта были впервые построены разло-
жения по обобщённым рядам Тэйлора, справедливо названных рядами
Тэйлора–Дельсарта [256], [261], [98]–[100], такие ряды изучаются до сих
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пор во многих работах, см., например, [290]. Следует отметить, что пер-
воначальным источником и прототипом большинства вариантов обоб-
щённого гармонического анализа были операторы Бесселя и связанные
с ними дифференциальные уравнения.

Огромную роль конструкции ОП и ООС сыграли в теории уравнений
с частными производными. ОП позволяют преобразовывать более слож-
ные уравнения в более простые, ООС помогают в сингулярных уравне-
ниях переносить особенность из начала в произвольную точку, а также
с помощью обобщённой свёртки находить фундаментальные решения.

Здесь следует отметить, что первой фундаментальной работой, с кото-
рой начался отсчёт изучения вырождающихся и сингулярных дифферен-
циальных уравнений в частных производных с переменными коэффици-
ентами, является статья М.В. Келдыша [64] (задача Е). Теория вырожда-
ющихся, смешанных, сингулярных и неклассических уравнений различ-
ных типов [183],[17],[67],[215],[171],[181],[159],[120],[235], [162],[135],[342],
[169]–[170] разрабатывалась Ф. Трикоми, Е.Хольмгреном, С. Геллерстедом,
М.Проттером, М. Чибрарио, Г.Фикерой, С.А. Алдашевым,
А.А.Андреевым, Ф.Т.Барановским, А.В.Бицадзе, А.А.Вашариным,
И.Н.Векуа, М.И. Вишиком, В.Ф. Волкодавовым, В.Н. Враговым,
В.П. Глушко, Г.В. Джаяни, И.Е.Егоровым, А.Н. Зарубиным,
А.М.Ильиным, Т.Ш.Кальменовым, М.В.Капилевичем, А.А.Килбасом,
А.И. Кожановым, Л.Д. Кудрявцевым, П.И. Лизоркиным, О.И. Маричевым,
Л.Г.Михайловым, С.Г.Михлиным, А.М. Нахушевым, Н.Я.Николаевым,
С.М.Никольским, О.А. Олейник, Л.С.Парасюком, С.П. Пулькиным,
Л.С.Пулькиной, Н. Раджабовым, О.А. Репиным, К.Б.Сабитовым,
М.С.Салахитдиновым, А.Л. Скубачевским, М.М.Смирновым,
С.Руткаускасом, С.А.Терсеновым, Ф.Трикоми, В.Е.Фёдоровым,
Ф.И.Франклем, Л.И. Чибриковой, А.И.Янушаускасом и многими други-
ми.

Особо отметим один класс уравнений с частными производными с осо-
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бенностями, типичным представителем которого является B–эллипти-
ческое уравнение с операторами Бесселя по каждой переменной вида

n∑
k=1

Bν,xku(x1, . . . , xn) = f, (3)

аналогично рассматриваются B–гиперболические и B–параболические
уравнения, эта удобная терминология была введена И.А.Киприяновым
[67]. Изучение этого класса уравнений было начато в работах Эйлера,
Пуассона, Дарбу, продолжено в теории обобщённого осесимметрическо-
го потенциала А.Вайнштейна (Теория GASPT — Generalized Axially
Symmetric Potential Theory,[357]–[359]), Л.Берса [227]–[229] и в трудах ма-
тематиков И.Е. Егорова, Я.И. Житомирского, А.А.Килбаса,
Л.Д.Кудрявцева, П.И. Лизоркина, О.И.Маричева, М.И. Матийчука,
Л.Г.Михайлова, М.Н. Олевского, С.П.Пулькина, М.М. Смирнова, С.А.
Терсенова, Хе Кан Чера, А.И.Янушаускаса и других. Важность урав-
нений из этих классов определяется также их использованием в при-
ложениях к задачам теории осесимметрического потенциала, уравнени-
ям Эйлера–Пуассона–Дарбу (ЭПД) [47],[38] , преобразованию Радона и
томографии [320],[138],[277], [335]–[337], газодинамики и акустики [227]–
[229], теории струй в гидродинамике (М.И.Гуревич [44]), линеаризован-
ным уравнениям Максвелла–Эйнштейна (А.В.Бицадзе [16]), механике,
теории упругости и пластичности [48] и многим другим.

Наиболее полно весь круг вопросов для уравнений с операторами Бес-
селя был изучен воронежским математиком Иваном Александровичем
Киприяновым и его учениками Л.А.Ивановым, А.В. Рыжковым,
В.В.Катраховым, В.П. Архиповым, А.Н. Байдаковым, Б.М.Богачёвым,
А.Л.Бродским, Г.А.Виноградовой, В.А. Зайцевым, Ю.В. Засориным,
Г.М.Каганом, А.А. Катраховой, Н.И.Киприяновой, В.И.Кононенко,
М.И.Ключанцевым, А.А. Куликовым, А.А.Лариным, М.А.Лейзиным,
Л.Н.Ляховым, А.Б. Муравником, И.П.Половинкиным, А.Ю.Сазоновым,
С.М.Ситником, В.П. Шацким, В.Я. Ярославцевой; основные результаты
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этого направления представлены в [67]. Для описания классов решений
соответствующих уравнений И.А. Киприяновым были введены и изуче-
ны функциональные пространства [68], позднее названные его именем
(см. монографии Х.Трибеля [184], Л.Д.Кудрявцева и С.М. Никольского
[88], в которых пространствам Киприянова посвящены отдельные па-
раграфы). Задачи для операторно–дифференциальных (абстрактных)
уравнений вида (3), берущие начало в известной монографии [235], рас-
сматривали А.В. Глушак [40]–[42], С.Б.Шмулевич и другие. Интересные
результаты по изучению псевдодифференциальных операторов на осно-
ве ОП СПД были получены В.В. Катраховым [69], они также изложены в
специально переработанном Р.Кэрролом виде в отдельной главе в [237].

Рассматривались также ОП для многочисленных обобщений опера-
тора Бесселя. Важным обобщением операторов Сонина–Пуассона–Дель-
сарта являются ОП для гипербесселевых функций. Теория таких функ-
ций была первоначально заложена в работах Куммера и Делерю. Полное
исследование гипербесселевых функций, дифференциальных уравнений
для них и соответствующих операторов преобразования было исчерпы-
вающе проведено в работах И. Димовски и его учеников [262], [263]–
[264]. Соответствующие ОП заслуженно получили в литературе назва-
ния ОП Сонина–Димовски и Пуассона–Димовски, они также изучались
в работах ученицы И. Димовски — В. Киряковой [263]–[264],[297]–[301]. В
теории гипербесселевых функций, дифференциальных уравнений и опе-
раторов преобразования для них центральную роль играет знаменитое
интегральное преобразование Обрешкова, введённое болгарским матема-
тиком Н. Обрешковым. Это преобразование, ядро которого выражается в
общем случае через G–функцию Майера, является одновременным обоб-
щением преобразований Лапласа, Меллина, синус– и косинус преобра-
зований Фурье, Ханкеля, Майера и других классических интегральных
преобразований. Различные формы гипербесселевых функций, диффе-
ренциальных уравнений и операторов преобразований для них, а также
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частные случаи преобразования Обрешкова многократно впоследствии
переоткрывались. По мнению автора, преобразование Обрешкова, наря-
ду с преобразованиями Фурье, Меллина и Лапласа относится к неболь-
шому числу фундаментальных, из которых, как из кирпичиков, скла-
дываются многие другие преобразования, а также основанные на них
конструкции и приложения.

Вместе с тем были построены аналогичные теории и для некоторых
других модельных операторов, например таких [236]–[238], [218]–[219]:

A =
1

v(x)

d

dx
v(x)

d

dx
, (4)

v(x) = sin2ν+1 x, sh2ν+1 x, (ex − e−x)2ν+1(ex + e−x)2µ+1.

Важность операторов A вида (4) для теории заключается в том, что
по знаменитой формуле Гельфанда они представляют радиальную часть
оператора Лапласа на симметрических пространствах [206]. При этом
оператор Бесселя получается при выборе в (4) v(x) = x2ν+1. Другим
модельным оператором, для которого построены ОП, является опера-
тор Эйри D2 + x, рассматривался также его возмущённый вариант, свя-
занный с эффектом Штарка из квантовой механики [63]. Были изучены
операторы сдвига по спектральному параметру Векуа–Эрдейи–Лаундеса
[317]–[319].

К третьему современному периоду развития теории ОП можно отне-
сти работы с 1990–х годов и до настоящего времени, за этот период бы-
ли получены и продолжают появляться многие важные исследования,
см., например, обзоры [129],[240],[28]–[29],[46]. Перечислим некоторые из
них. Продолжено развитие теории обобщённых аналитических функций
(А.П.Солдатов [173], С.Б.Климентов [73]–[77], В.В.Кравченко [305]). Бы-
ли найдены приложения операторов преобразования к вложениям функ-
циональных пространств и обобщению операторов Харди [112],[118],[66],
построению различных конструкций обобщённого сдвига и основанным
на них обобщённых вариантов гармонического анализа ( А.Д.Гаджиев,
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В.Гулиев, С.С.Платонов [148]–[150], Л.Н.Ляхов, Э.Л.Шишкина [340],[211]–
[212], а также [247]). Продолжилось применение ОП и родственных ме-
тодов в теории обратных задач и теории рассеяния [161], [242],[331],[214].
Для дифференциальных уравнений продолжается развитие метода Дар-
бу и его модификаций (В.Б.Матвеев [325], А.Б.Шабат), рассмотрены но-
вые классы задач для решений с существенными особенностями на ча-
сти границы во внутренних или угловых точках (В.В.Катрахов [58]–[61],
И.А.Киприянов [71]–[72]), получены точные оценки скорости убывания
решений некоторых эллиптических и ультраэллиптических уравнений
(В.З.Мешков [131]–[132], [3]). Отдельной тематикой стало использова-
ние ОП при исследовании различных операторов дробного интегродиф-
ференцирования (И.Димовски, В.Кирякова [262], [263]–[264],[297]–[301],
[220], Н.А.Вирченко [31],[354]–[355], а также [225]). Было продолжено с
использованием методов ОП изучение сингулярных и вырождающих-
ся краевых задач, псевдодифференциальных операторов (В.В.Катрахов
[58]–[61], И.А.Киприянов [71]–[72], Л.Н.Ляхов [112]–[113], О.А.Репин [162]),
операторных уравнений (А.В.Глушак [40]–[42], В.Е.Фёдоров [198]–[199]).
Уравнения с оператором Бесселя и связанные с ними вопросы изуча-
ют А.В. Глушак [40]–[42], В.С. Гулиев, Л.Н. Ляхов [112]–[113],[323]–[324],
Л.С.Пулькина [160], К.Б.Сабитов [164], В.В.Кравченко [306]–[310] со сво-
ими коллегами и учениками, а также А.Б.Муравник (дифференциально–
функциональные уравнения [136]), В.В.Волчков [356], И.П.Половинкин
(теоремы о среднем для уравнений с операторами Бесселя [324]), Э.Л.Шишкина
(B — гиперболические потенциалы и обобщённые средние [340],[211]–
[212]), В.Д.Репников (стабилизация решений) и другие.

В последнее время также разработаны эффективные численные ме-
тоды для применения операторов преобразования при расчётах реше-
ний дифференциальных уравнений, их собственных функций и спек-
тральных характеристик (В.В.Кравченко, С.Торба [306]–[310]). Отдель-
ный класс задач составляют задачи типа Дирихле–Нейман, Нейман–

17



Дирихле, при которых оператор преобразования действует на краевые
или начальные условия, сохраняя дифференциальное выражение; такие
задачи нашли важные приложения в механике (О.Э.Яремко [7], [216]–
[217]). Достаточно законченные модификации гармонического анализа
для операторов Бесселя построены в работах С.С. Платонова [148]–[150],
для возмущённого оператора типа Бесселя с переменными коэффици-
ентами — в работах Х. Тримеша [350]–[352], в последнее время активно
создаётся гармонический анализ для дифференциально–разностных опе-
раторов типа Дункла [266]–[268],[333]–[334],[353],[265], [279]–[280],[332] на
основе соответствующих обобщений операторов СПД. Наличие благода-
ря ОП соответствующих ООС позволяет также определить обобщённую
свёртку, новые алгебраические и групповые структуры, рассматривать
различные задачи аппроксимации функций [224]. Идеи М.К.Фаге, раз-
витые для уравнения Бианки в связи с построением ОП для диффе-
ренциальных уравнений высоких порядков, нашли своё продолжение в
исследовании более общих уравнений в работах В. И. Жегалова, А. Н.
Миронова, Е.А.Уткиной [52]–[53]. В теории уравнений дробного порядка
появились работы, которые можно трактовать как метод ОП для пред-
ставления решений уравнений дробного порядка через решения уравне-
ний целого порядка (А.Псху, Прусс, А.Н.Кочубей). ОП находят приме-
нения в теории преобразования Радона и математической томографии
[138], [206], [277], [335]–[337], а также при разложении функций в различ-
ные ряды по специальным функциям [290]. В работах В.А.Марченко про-
должилось применение ОП к квантовой теории [128]–[129]. Теория ОП
также связана с вопросами факторизации дифференциальных операто-
ров (Л.М.Беркович [15], А.Б.Шабат). При изучении групповых свойств
дифференциальных уравнений важное значение имеет лемма Шура о до-
полняемости, которую можно трактовать как существование формаль-
ного ОП между оператором дробного интегрирования и некоторым диф-
ференциальным оператором бесконечного порядка, подобная задача рас-

18



сматривалась ещё в учебнике Н.Бурбаки [22]. В последних работах
Р.Кэрролла была сделана попытка построения "квантовых" ОП для q

— дифференциальных операторов [241]. Разные задачи, использующие
идеи ОП или родственные методы также рассматривались в [9],[5], [202],
[284], [290],[326],[339].

Возможность, чтобы исходная и преобразованная функции принад-
лежали различным пространствам, что принято подчёркивать исполь-
зованием различных обозначений для переменных, позволяет включить
в общую схему ОП все классические интегральные преобразования: Фу-
рье, Лапласа (на самом деле Петцваля), Меллина, Ханкеля, Вейерштрас-
са, Конторовича–Лебедева, Фока, Обрешкова, Станковича и другие [10]–
[11],[145]. При вычислении интегралов, необходимых для реализации ме-
тода ОП, фундаментальные приложения нашла теорема Слейтер–Мари-
чева, соединившая методы преобразования Меллина с теорией гипергео-
метрических функций [119], [155]. В общую схему ОП также включаются
конечные интегральные преобразования Г.А. Гринберга [43]. Продолжи-
лось исследование функций Грина и Римана, которые используются в
методе ОП [109], [120], [172], . Существуют связи ОП с теорией дробных
(квадратичных) интегральных преобразований Фурье [330] и Ханкеля.
Решение В.А.Чернятиным знаменитой задачи о нахождении необходи-
мых и достаточных условий на потенциалы для обоснования метода Фу-
рье для волнового уравнения с переменным коэффициентом открывает
перспективы использования этого метода для оценки ядер в теории ОП
[209].

Коммутирующие операторы любой природы также подходят под опре-
деление ОП. Наиболее близко к духу и задачам теории ОП относит-
ся изучение операторов, коммутирующих с производными. Сами ОП в
этом случае зачастую представляются формальными рядами, псевдо–
дифференциальными операторами или дифференциальными оператора-
ми бесконечного порядка. Описание коммутантов напрямую связано с
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описанием всего семейства ОП для заданной пары по его единственно-
му представителю. В этом классе задач фундаментальные приложения
нашла теория операторных свёрток, особенно свертки Берга–Димовски
(Берг, Димовски [262], [230]). Начинают находить приложения в теории
ОП и результаты для коммутирующих дифференциальных операторов,
восходящие к классическим работам Бёчнела и Чонди (J.L. Burchnall,
T.W.Chaundy).

Важным разделом теории ОП стал специальный класс — ОП Бушмана–
Эрдейи (см. определения ). Это класс ОП, который при определённом вы-
боре параметров является одновременным обобщением ОП СПД и их со-
пряжённых, операторов дробного интегродифференцирования Римана–
Лиувилля и Эрдейи–Кобера, а также интегральных преобразований
Мелера–Фока. Интегральные операторы указанного вида с функциями
Лежандра в ядрах впервые встретились в работах E.T. Copson по урав-
нению Эйлера–Пуассона–Дарбу в конце 1950-х годов [250]–[252]. Впервые
подробное изучение разрешимости и обратимости данных операторов
было начато в 1960–х годах в работах Р.Бушмана [233]–[234] и А. Эрдейи
[272]–[276]. Операторы Бушмана–Эрдейи или их аналоги изучались так-
же в работах T.P.Higgins [287], Ta Li [346]–[347], E.R. Love [315]–[316],
G.M.Habibullah, K.N. Srivastava, Динь Хоанг Ань [51], В.И. Смирнова,
Б.Рубина, Н.А. Вирченко, И. Федотовой [354], А.А.Килбаса, О.В. Скором-
ник [66],[296] и др. При этом в основном изучались задачи о решении
интегральных уравнений с этими операторами, их факторизации и об-
ращения. Эти результаты частично упомянуты в монографии [165], хотя
случай выбранных нами пределов интегрирования считается там осо-
бым и не рассматривается, за исключением одного набора формул ком-
позиции, см. также [28]–[29],[66],[66]. Некоторые результаты для особого
выбора пределов были добавлены в английское расширенное издание мо-
нографии [338].

Термин "операторы Бушмана–Эрдейи" как наиболее исторически
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оправданный был введён автором в [66],[6], впоследствии он использовал-
ся и другими авторами. Ранее в [165] встречался предложенный О.И. Ма-
ричевым термин "операторы Бушмана". В теории преобразования Радо-
на и математической томографии также используется термин "операто-
ры Чебышёва–Гегенбауэра" [277], [335]–[337]. Наиболее полное изучение
операторов Бушмана–Эрдейи на наш взгляд было проведено в работах
автора в 1980–1990-е годы [6], [66], [2],[4],[65],[?],[68]–[72] и затем про-
должено в [7],[14],[17],[22],[28]–[29],[46]. При этом необходимо отметить,
что роль операторов Бушмана–Эрдейи как ОП до работ автора [6], [66],
[2],[4],[65],[?],[68]–[72] вообще ранее нигде не отмечалась и не рассматри-
валась.

Из относительно недавних работ, в которых изучались операторы
Бушмана–Эрдейи как интегральные операторы, отметим работы
Н.А.Вирченко [354]–[355], А.А. Килбаса, Б.Рубина, А.В.Глушака и их
учеников. Так в работах А.А. Килбаса и О.В. Скоромник [296],[66] рас-
сматривается действие операторов Бушмана–Эрдейи в весовых простран-
ствах Лебега, а также многомерные обобщения в виде интегралов по пи-
рамидальным областям. В монографии Н.А. Вирченко и И.Федотовой
[354] вводятся некоторые обобщения стандартных функций Лежандра,
а затем рассматриваются напоминающие операторы Бушмана–Эрдейи,
но не содержащие их как частные случаи, интегральные операторы с
введёнными функциями в ядрах на всей положительной полуоси (опе-
раторы Бушмана–Эрдейи определены на части положительной полу-
оси). В работах Б.Рубина среди других результатов описаны множе-
ства определения и образы интегральных операторов Бушмана–Эрдейи
(Гегенбауэра–Чебышёва) в некоторых функциональных пространствах
[277], [335]–[337] с приложениями результатов к теории преобразования
Радона и томографии. Операторы преобразования Бушмана–Эрдейи ис-
пользуются в недавних работах А.В.Глушака [41]–[42].

Важность операторов Бушмана–Эрдейи во многом обусловлена их
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многочисленными приложениями. Например, они встречаются в следу-
ющих вопросах теории уравнений с частными производными [165]: при
решении задачи Дирихле для уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу в чет-
верти плоскости и установлении соотношений между значениями ре-
шений уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу на многообразии начальных
данных и характеристике (см. лемму Копсона выше), теории преобразо-
вания Радона, так как в силу результатов Людвига [320],[138], [254], [277],
[335]–[337] действие преобразования Радона при разложении по сфери-
ческим гармоникам сводится как раз к операторам Бушмана–Эрдейи по
радиальной переменной, при исследовании краевых задач для различ-
ных уравнений с существенными особенностями внутри области, дока-
зательству вложения пространств И.А. Киприянова в весовые простран-
ства С.Л. Соболева, установлению связей между операторами преобра-
зования и волновыми операторами теории рассеяния, обобщению клас-
сических интегральных представлений Сонина и Пуассона и операторов
преобразования Сонина–Пуассона–Дельсарта.

Изложению теории ОП и их приложениям посвящены существенные
части монографий [235]–[239],[14],[281],[312],[7],[216]–[217], кроме того раз-
личные вопросы ОП рассматриваются также в [165],[248]–[249],[282]–[283]
и целом ряде других известных монографий. К сожалению, на русском
языке нет книг, полностью посвящённых ОП, таких, как содержатель-
ные книги Роберта Кэрролла на английском [235]–[239]. Но следует без-
условно отметить монографию Д.К. Фаге и Н.И. Нагнибида [188]. В этой
монографии практически никак не отражены известные к тому време-
ни результаты теории ОП, что полностью компенсируется изложением в
основном собственных результатов авторов по одной из самых трудных
задач теории ОП — их построении для дифференциальных операторов
высоких порядков с переменными коэффициентами. Кроме того, в эту
монографию вошли и многие другие вопросы: решение задачи об опера-
торах, коммутирующих с производными в пространствах аналитических
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функций (включая исправление ошибочных результатов Дельсарта и
Лионса), создание законченной теории разрешимости для уравнения Би-
анки, теория операторно–аналитических функций (первоначально воз-
никшая в работах В.А. Марченко [125]–[127]), исследование операторов
дифференцирования, интегрирования и корней из них в пространствах
аналитических функций.

Таким образом, методы теории ОП и связанные с ними задачи в той
или иной степени применялись в работах многих математиков. Пере-
числим некоторых из них: A.I. Aliev, H. Begehr, J. Betancor, A. Boumenir,
B.Braaksma, L.Bragg, R.Carroll, H.Chebli, I. Dimovski, C. Dunkl, J. Delsarte,
R.Gilbert, V. Hristov, V.Hutson, G.К.Ка1isсh, S.L.Kalla, T.H.Koornwinder,
V.Kiryakova, J. Lőffstrőm, J. Lions, J.S. Pym, B. Rubin, F. Santosa, J. Siersma,
H.S.V. de Snoo, K. Stempak, V. Thyssen, K. Trimèche, M. Voit, Vu Kim
Tuan, Агранович З.С., Андрощук А.А., БаскаковА.Г., Бритвина Л.Е., Ва-
лицкийЮ.Н., Волк В.Я., ВолчковВ.В., ГаджиевА.Д., ГлушакА.В., Гор-
бачукМ.Л., ГохбергИ.Ц., ГулиевВ.С., ГусейновИ.М., Житомирский Я.И.,
ИвановЛ.А., ЕрёминМ.С., КарпД.Б., КатраховВ.В., КачаловА.П., Кил-
басА.А, Киприянов И.А., Ключанцев М.И., КононенкоВ.И., Коробейник
Ю.Ф., КравченкоВ.В., Крейн М.Г., КулишП.П., Кушнирчук И.Ф., Лап-
тев Г.И, Левин Б.Я., ЛевитанБ.М., ЛеонтьевА.Ф., Линчук Н.Е., Линчук
С.С., ЛяховЛ.Н., ЛяховецкийГ.В., МаламудМ.М., МарченкоВ.А., Ма-
цаевВ.И., МуравникА.Б., НагнибидаН.И., НижникЛ.П., ОлевскийМ.Н.,
ПлатоновС.С., ПовзнерА.Я., Рубин Б., Рофе–БекетовФ.С., Сабитов К.Б.,
СахновичЛ.А., СохинА.С., СташевскаяВ.В., ТорбаС.М., Фаддеев Л.Д.,
ФагеД.К., Фишман К.М., ХачатрянИ.Г., Хромов А.П., Шишкина Э.Л.,
ШмулевичС.Д., ЯрославцеваВ.Я. Разумеется, этот список не полон и
может быть существенно расширен.

Из проведённого анализа следует, что метод операторов преобразова-
ния является эффективным методом в теории дифференциальных урав-
нений и смежных разделах математики, ему посвящено большое число
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работ и на его основе решаются многочисленные классы задач. Таким
образом, тема диссертационного исследования "Применение операторов
преобразования Бушмана–Эрдейи и их обобщений в теории дифферен-
циальных уравнений с особенностями в коэффициентах" является ак-
туальной для теории дифференциальных уравнений и их приложений.

Несмотря на вышеизложенное, в теории операторов преобразования
остаются существенные пробелы и многие нерешённые задачи. Так, для
операторов преобразования, сплетающих дифференциальные операторы
или решения дифференциальных уравнений с особенностями в коэф-
фициентах, включая дифференциальные операторы Бесселя, отсутству-
ет подробная классификация с описанием основных свойств. Подробно
изучены и описаны в литературе свойства и приложения простейше-
го класса ОП Сонина и Пуассона, но отсутствует систематическое из-
ложение и доказательства многих свойств для их важных обобщений
— операторов Бушмана–Эрдейи. До работ автора не отмечалось вооб-
ще, что интегральные операторы Бушмана–Эрдейи являются ОП для
дифференциальных уравнений с операторами Бесселя. Не существует
общих схем для построения ОП нужных классов, доведённых до воз-
можности построения на их основе явных формул, сплетающих реше-
ния различных дифференциальных уравнений. Практически отсутству-
ют работы, вскрывающие связь ОП с основными конструкциями дроб-
ного исчисления. Не рассматривались возможные применения ОП к до-
казательствам вложений функциональных пространств, таких, как про-
странства С.Л.Соболева и И.А.Киприянова, в том числе энергетических
пространств для сингулярных дифференциальных уравнений в частных
производных с операторами Бесселя по одной или нескольким перемен-
ным. Для операторов второго порядка с переменными коэффицентами
при построении ОП использовались методы, дающими грубые оценки
ядер ОП с неопределёнными постоянными, неточные требования на ко-
эффициенты дифференциальных уравнений приводили к сужению их
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классов, например классов допустимых потенциалов для задач Штурма–
Лиувилля и их обобщений для дифференциальных уравнений с особен-
ностями в коэффициентах. Методы ОП практически не применялись к
получению точных оценок для решений дифференциальных уравнений,
например, в таких задачах, как известная задача Е.М.Ландиса. Также
сложилась парадоксальная ситуация, когда дробные степени оператора
Бесселя, которые используются во многих работах, определяются исклю-
чительно неявно в терминах преобразования Фурье–Бесселя или Ханке-
ля, а при этом отсутствуют формулы для их явного определения в инте-
грального виде, хотя именно с таких представлений начиналась теория
классических дробных интегралов Римана-Лиувилля. Многие простые
и естественные конструкции ОП для стандартных пар дифференциаль-
ных операторов не построены в явном виде. Также не вводились и не
рассматривались общие схемы для оценок ядер ОП в широко исполь-
зуемых функциональных пространствах, требующие уточнений и обоб-
щений классических неравенств. Полученные в последнее время точные
неравенства для многих специальных функций не находили применения
для оценки ядер ОП.

Цель диссертационной работы

Целью диссертационной работы является дальнейшая разработка ме-
тода операторов преобразования и его приложения в теории дифферен-
циальных уравнений. Для достижения этой цели в диссертации рассмат-
риваются следующие основные задачи:

• Приложения метода операторов преобразования Бушмана–Эрдейи
к решению ряда задач для дифференциальных и интегро–диффе-
ренциальных уравнений с особенностями в коэффициентах.

• Получение результатов об эквивалентности норм пространств
И.А.Киприянова и весовых пространств С.Л.Соболева с использо-
ванием операторов преобразования.
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• Разработка и систематическое приложение общего композиционного
метода построения новых классов операторов преобразования.

• Получение формул факторизации для операторов преобразования
Бушмана–Эрдейи через весовые интегральные преобразования с при-
ложениями к представлению решений дифференциальных уравне-
ний в частных производных с операторами Бесселя.

• Получение явных интегральных представлений для дробных сте-
пеней дифференциального оператора Бесселя и их приложения к
решению дифференциальных и интегро–дифференциальных урав-
нений с особенностями в коэффициентах.

• Разработка метода оценок решений дифференциальных уравнений с
переменными коэффициентами на основе применения метода опера-
торов преобразования и точных неравенств для специальных функ-
ций.

• Приложение теории операторов преобразования к получению оце-
нок экспоненциального убывания решений уравнений с частными
производными эллиптического и ультрагиперболического типов.

• Приложения обобщений неравенства Коши–Буняковского к оценке
ядер операторов преобразования.

Методы исследования.

В работе используются методы теории дифференциальных уравнений,
функционального анализа, теории функций, теории специальных функ-
ций, теории неравенств, теории операторов преобразования, теории ин-
тегральных преобразований, теории дробного интегродифференцирова-
ния.

Научная новизна.

В диссертации получены следующие новые результаты:
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1. Изучены новые свойства, введены новые классы, произведена клас-
сификация операторов преобразования Бушмана–Эрдейи и рассмот-
рены их приложения к решению ряда задач для дифференциальных
и интегро–дифференциальных уравнений с особенностями в коэф-
фициентах.

2. C использованием операторов преобразования Бушмана–Эрдейи ре-
шена проблема об эквивалентности норм пространств
И.А.Киприянова и весовых пространств С.Л.Соболева.

3. Доказаны формулы обращения для различных классов операторов
преобразования Бушмана–Эрдейи в стандартных функциональных
пространствах и с их использованием получены формулы связи ре-
шений для дифференциальных уравнений с особенностями в коэф-
фициентах.

4. Предложен новый общий композиционный метод построения раз-
личных классов операторов преобразования и получения на его ос-
нове формул соответствия между классами решений дифференци-
альных уравнений с особенностями в коэффициентах.

5. Получены формулы факторизации для операторов преобразования
Бушмана–Эрдейи через весовые интегральные преобразования Фу-
рье и Ханкеля с приложениями к представлению решений диффе-
ренциальных уравнений в частных производных с операторами Бес-
селя.

6. Получены новые интегральные представления для различных мо-
дификаций дробных степеней дифференциального оператора Бес-
селя и их приложения к решению дифференциальных и интегро–
дифференциальных уравнений с особенностями в коэффициентах.

7. Разработан метод для оценок решений дифференциальных уравне-
ний с переменными коэффициентами и сингулярными потенциала-

27



ми на основе применения метода операторов преобразования и точ-
ных неравенств для специальных функций.

8. Рассмотрены приложения теории операторов преобразования к по-
лучению оценок экспоненциального убывания решений уравнений с
частными производными эллиптического и ультрагиперболического
типов, выделены классы дифференциальных уравнений, для кото-
рых известная проблема Е.М.Ландиса имеет положительное реше-
ние.

9. Разработан метод оценок ядер операторов преобразования в форму-
лах связи решений дифференциальных уравнений с особенностями
в коэффициентах на основе уточнений неравенства Коши–Буняков-
ского.

Практическая и теоретическая значимость работы.

Работа носит теоретический характер. Ее результаты могут применяться
в теории дифференциальных уравнений, включая обыкновенные, в част-
ных производных и интегродифференциальные уравнения, теории оп-
тимального управления, при рассмотрении стохастических методов для
динамических систем. Они могут также найти приложения в задачах
компьютерной томографии и преобразования Радона, теории нелиней-
ных уравнений и солитонов, изучении обратных задач и теории рассе-
яния, задачах фильтрации, геофизики, трансзвуковой газодинамики и
теоретической механики.

Степень достоверности и апробация результатов работы.

Результаты диссертации докладывались и обсуждались более чем на
70 всесоюзных, всероссийских и международных конференциях за пе-
риод 1983–2016 гг. В том числе на конференциях (начиная с 2000 г.):
Международной научной конференции «Актуальные проблемы теории
уравнений в частных производных», посвященная памяти академика А.
В. Бицадзе, (Москва, 2016); Международной конференции "Современ-
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ные методы и проблемы теории операторов и гармонического анализа
и их приложения–VI посвящённой 75-летию проф. С.Г. Самко. (Ростов–
на-Дону, 2016); Международной конференции "Колмогоровские чтения-
VII". "Общие проблемы управления и их приложения"(Тамбов, 2015); 8
международном научном семинаре AMADE (Analytic Methods of Analysis
and Differential Equations) Памяти Анатолия Александровича Килбаса,
(Минск, 2015); XII Международной научной конференции "Порядковый
анализ и смежные вопросы математического моделирования". (Влади-
кавказ,2015); Крымской международной математической конференции,
(Украина, Судак, 2013); Международной конференции "Дифференци-
альные уравнения и их приложения (Белгород, 2013); Международной
научно–практической конференции «Фундаментальное образование ххi
века: наука, практика, методика». (Украина, Харьков, 2013); Между-
народной научно–практической конференции «Математика в сучасно-
му технiчному унiверситетi», (Украина, Киев, 2013); XVII международ-
ная научно–методическая конференция учёных Украины, России, Рес-
публики Беларусь, Узбекистана и Литвы "Методы совершенствования
фундаментального образования в школах и вузах". (Украина, Севасто-
поль, 2012); Международном научном семинаре: Аналитические методы
Анализа и дифференциальных уравнений. AMADE (Analytic Methods
of Analysis and Differential Equations), (Беларусь, Минск, 2012); Spectral
theory and differential equations, International conference in honor of Vladimir
A. Marchenko’s 90th birthday. (Украина, Харьков, 2012); Международ-
ной конференции: "Современные методы и проблемы теории операторов
и гармонического анализа и их приложения Посвящена памяти Нико-
лая Карапетовича Карапетянца (Ростов-на-Дону, 2012); Международ-
ной научная конференция "Комплексный Анализ и его приложения к
дифференциальным уравнениям и теории чисел". (Белгород, 2012); XIX
международная научно–техническая конференция "Прикладные зада-
чи математики и механики (Украина, Севастополь, 2011); International

29



conference dedicated to the 70th anniversary of A.F.Grishin. V.N.Karazin
Kharkiv National University, B.Verkin Institute for Low Temperature Physics
and Engineering of NASU. (Украина, Харьков, 2011); Международном се-
минару "Современные методы и проблемы теории операторов и гармо-
нического анализа и их приложения". ( Ростов–на–Дону, 2011); Воро-
нежской весенней математической школе "Понтрягинские чтения-XXI.
Современные методы теории краевых задач" . (Воронеж, 2010); Воро-
нежской зимней математической школе, (Воронеж, 2010); Российско–
Китайском симпозиуме «Комплексный анализ и его приложения» (Бел-
город, 2009); Международной конференции "Аналитические методы ана-
лиза и дифференциальных уравнений АМАДЕ–2009,(Белоруссия, Минск,
2009); Международном Российско–Абхазском симпозиуме "Уравнения
смешанного типа и родственные проблемы Анализа и информатики".
(Нальчик, 2009); Международной школае–семинаре по геометрии и ана-
лизу памяти Николая Владимировича Ефимова. (Абрау-Дюрсо, 2008);
Международной конференции "Функциональные пространства. Диффе-
ренциальные операторы. Общая топология. Проблемы математического
образования посвящённая 85–летию Л.Д. Кудрявцева. (Москва, 2008);
Международной конференции "Анализ и особенности посвящённая 70–
летию Владимира Игоревича Арнольда. (Москва, 2008); Всероссийской
конференции «Теория операторов. Комплексный анализ и математиче-
ское моделирование» (посвящённая 70-летию Юрия Федоровича Коро-
бейника). (Волгодонск, 2006); Международной конференции "Диффе-
ренциальные уравнения и смежные вопросы посвящённой 103–летию со
дня рождения И.Г. Петровского. (Москва, 2004); Международном
Российско–Казахском симпозиуме "Уравнения смешанного типа и род-
ственные проблемы анализа и информатики". (Нальчик, 2004); Bunyakov-
sky International Conference. Международная конференция, посвящён-
ная двухсотлетию со дня рождения академика Виктора Яковлевича Бу-
няковского, (Киев, 2004); Международной конференции "Функциональ-
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ные пространства. Дифференциальные операторы. Проблемы матема-
тического образования". посвящённой 80–летию члена–корреспондента
РАН, профессора Льва Дмитриевича Кудрявцева. (Москва, 2003); 11-я
Саратовская зимняя школа, посвящённая памяти выдающихся профес-
соров МГУ Н.К. Бари и Д.Е. Меньшова. Современные проблемы теории
функций и их приложения. (Саратов, 2002); Conference in Mathematical
Analysis and Applications in Honour of Lars Inge Hedberg’s Sixtieth Birthday.
(Sweden, 1996), а также на ряде научных семинаров.

Публикации.

По теме диссертации опубликованы 151 работа, из них 27 статей, опуб-
ликованных в журналах из перечня ведущих рецензируемых научных
журналов и изданий, рекомендованных ВАК Минобрнауки РФ, а так-
же материалов и тезисов докладов на международных и всероссийских
научных конференциях. Из совместных статей [1], [5], [7]–[8], [12]–[13],
[15]–[16], [18], [20]–[21], [23]–[27] в диссертацию вошли только результаты,
полученные лично диссертантом.

Структура и объем диссертации.

Диссертация изложена на 307 страницах и состоит из введения, пяти
глав и списка цитируемой литературы, включающего 510 наименований.

Приведём краткое содержание диссертации по главам.
В первой главе "Предварительные сведения"изложены основные опре-

деления, обозначения и используемые в дальнейшем результаты по спе-
циальным функциям, функциональным пространствам, основным ин-
тегральным преобразованиям, операторам преобразования, связанным
с дифференциальным уравнением Штурма–Лиувилля, дифференциаль-
ным уравнениям и операторам преобразования, связанным с оператора-
ми Бесселя.

Во второй построена теория операторов преобразования Бушмана–
Эрдейи, их классификация, основные свойства и приложения к теории
дифференциальных уравнений с особенностями в коэффициентах. На-
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звание "операторы Бушмана–Эрдейи" было предложено автором, оно
становится общепринятым. Интегральные уравнения с подобными опе-
раторами рассматривались с середины 1950–х годов, автором было впер-
вые замечено, что операторы Бушмана–Эрдейи являются операторами
преобразования для дифференциального выражения Бесселя и изучены
их специальные свойства именно как операторов преобразования. Част-
ными случаями операторов преобразования Бушмана–Эрдейи являются
известные классические операторы преобразования Сонина и Пуассона, а
их обобщениями являются операторы преобразования Сонина–Димовски
и Пуассона–Димовски для гипербесселевых уравнений и функций.

Операторы Бушмана–Эрдейи имеют многочисленные модификации.
Автором предложена удобная классификация их различных вариантов.
Операторы Бушмана–Эрдейи первого рода содержат ядра, выражающи-
еся через функции Лежандра первого рода. Их предельным случаем яв-
ляются операторы нулевого порядка гладкости, играющие важную роль
в различных приложениях. Операторы Бушмана–Эрдейи второго рода
содержат ядра, выражающиеся через функции Лежандра второго рода.
Комбинация операторов первого и второго родов приводит к операторам
Бушмана–Эрдейи третьего рода. При специальном выборе параметров
они сводятся к унитарным операторам преобразованиям, которые автор
назвал унитарными операторами преобразования Сонина–Катрахова и
Пуассона–Катрахова, в честь Валерия Вячеславовича Катрахова, начав-
шего их изучение.

В третьей главе излагается принадлежащий автору композиционный
метод построения операторов преобразования, основанный на использо-
вании весовых композиций классических интегральных преобразований
со специальными функциями в ядрах. Этот метод позволяет воспро-
извести не только все известные ранее явные конструкции операторов
преобразования, но и построить много новых примеров для различных
классов операторов преобразования. В частности, обобщая терминоло-
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гию Р.Кэрролла, определяются и строятся классы B–гиперболических,
B–эллиптических и B–параболических операторов преобразования. По-
добные названия для соответствующих классов сингулярных уравнений
с операторами Бесселя были введены И.А. Киприяновым. Другим при-
ложением композиционного метода являются новые формулы фактори-
зации операторов преобразования Сонина–Пуассона и Бушмана–Эрдейи
через классические интегральные преобразования Ханкеля, синус– и косинус–
преобразования Фурье.

В четвёртой главе рассматриваются задачи построения операторов
преобразования для дифференциального оператора Бесселя, возмущён-
ного переменным потенциалом с возможными особенностями в начале
координат. Это классическая задача, которой ранее были посвящены
многие работы. Автором замечено, что в популярные схемы решения
этого класса задач можно внести две новые идеи. Во–первых, входящая
в доказательства основная специальная функция гипергеометрического
типа может быть упрощена и выражена через более простую функцию
Лежандра, что упрощает доказательства и делает известные оценки бо-
лее точными, позволяя заменить в них неопределённые постоянные на
явно вычисляемые. Во–вторых, кроме двух используемых ранее способов
расстановки пределов в интегральных уравнениях предлагается рассмот-
реть ещё два, которые ранее не встречались. Это позволяет в некоторых
случаях расширить класс допустимых сингулярных потенциалов.

В заключительной пятой главе изложены результаты, в основном по-
лученные в работах автора . Следует отметить, что как в этой, так и
в предыдущих главах широко используются многие специальные функ-
ции. Для их эффективного применения автором решён целый ряд за-
дач, содержащих различные свойства и оценки специальных функций.
В данной главе по необходимости кратко приведено решение ряда задач,
которые связаны с рассмотренными ранее операторами преобразования
и могут быть использованы для получения дальнейших результатов. В
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первом пункте проводится построение дробных степеней оператора Бес-
селя в явном интегральном виде, ранее эти степени вводились только
неявно в образах преобразования Ханкеля. Для дробных степеней опе-
ратора Бесселя построена также их резольвента. Во втором пункте наме-
чен принадлежащий автору метод уточнения классического неравенства
Коши–Буняковского для дискретного и интегрального случаев на основе
использования абстрактных средних значений. Полученный набор уточ-
нений интегрального неравенства Коши–Буняковского предлагается ис-
пользовать для оценки ядер операторов преобразования различных ти-
пов, а уточнения дискретного варианта этого неравенства — для оценки
приближённых методов вычисления ядер операторов преобразования. В
третьем заключительном пункте приводятся некоторые обобщения опе-
раторов Бушмана–Эрдейи, изученных во второй главе, со специальными
функциями более общего вида в качестве ядер.
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Глава 1

Предварительные сведения и
обозначения

В работе используются стандартные обозначения для числовых мно-
жеств N,Z,R,C.

1.1 Специальные функции

В этом пункте даны краткие определения и пояснения для специаль-
ных функций, которые использованы в работе, следуя монографиям и
справочникам [1], [10]–[12], [111], [321]–[322], [186], [221], [156], [328].

Функции Бесселя, названные в честь немецкого астронома Фридри-
ха Бесселя, определяются как решения дифференциального уравнения
Бесселя:

x2
d2y

dx2
+ x

dy

dx
+ (x2 − α2)y = 0,

где порядок α — произвольное комплексное число.
Функциями Бесселя первого рода, обозначаемыми Jα(x), являются

решениями, конечными в точке x = 0 при целых или неотрицательных α.
Можно определить эти функции с помощью разложения в ряд Тейлора

35



около нуля, или в более общий степенной ряд при нецелых α:

Jα(x) =
∞∑
m=0

(−1)m

m! Γ(m+ α + 1)

(x
2

)2m+α

.

Если α не является целым числом, функции Jα(x) и J−α(x) линейно
независимы и, следовательно, являются решениями уравнения. Но если
α целое, то верно следующее соотношение:

J−α(x) = (−1)αJα(x).

Оно означает, что в этом случае функции линейно зависимы. Тогда вто-
рым решением уравнения станет функция Бесселя второго рода — функ-
ция Неймана, то есть решение Nα(x) уравнения Бесселя, бесконечное в
точке x = 0. Эта функция связана с Jα(x) следующим соотношением:

Nα(x) =
Jα(x) cos(απ)− J−α(x)

sin(απ)
,

где в случае целого α берётся предел по α, вычисляемый, например, с по-
мощью правила Лопиталя. Функции Неймана также называются функ-
циями Бесселя второго рода. Линейная комбинация функций Бесселя
первого и второго родов являет собой полное решение уравнения Бессе-
ля:

y(x) = C1Jα(x) + C2Nα(x).

Часто также используется обозначение Nα(x) = Yα(x).

Модифицированные функции Бесселя, или функции Бесселя мнимого
аргумента.

Так называются функция

Iν(x) = i−νJν(x)

и функция Макдональда

Kν(x) =
π

2 sin(πν)
[I−ν(x)− Iν(x)] , ν /∈ Z.
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В случае целого ν ∈ Z функция Макдональда вычисляется предельным
переходом по индексу с помощью правила Лопиталя.

Функции Ганкеля (Ханкеля) или функции Бесселя третьего рода —
это линейные комбинации функций Бесселя первого и второго родов
и, следовательно, также решения уравнения Бесселя. Названы в честь
немецкого математика Хермана Ханкеля.

H(1)
ν (z) = Jν(z) + iNν(z)

— функция Ганкеля первого рода;

H(2)
ν (z) = Jν(z)− iNν(z)

— функция Ганкеля второго рода. Функции Ганкеля с индексом 0 явля-
ются фундаментальными решениями уравнения Гельмгольца. Представ-
ление функциями Бесселя первого рода:

H(1)
ν (z) =

J−ν(z)− e−νπiJν(z)

i sin(νπ)
,

H(2)
ν (z) =

J−ν(z)− eνπiJν(z)

−i sin(νπ)
.

Отметим, что полезные свойства функций Бесселя с приложениями
в аналитической теории чисел получены в работах Н.В.Кузнецова [89]–
[90].

Гипергеометрические функции , см. также [223], [226],
Гипергеометрическая функция Гаусса определяется как сумма гипер-

геометрического ряда при |z| < 1, z ∈ C

F (a, b, c; z) =
∞∑
k=0

(a)k(b)k
(c)k

zk

k!
, a, b, c ∈ R,

c ̸= 0,−1,−2, ..., (a)k =
n∏
k=1

(a+ k − 1),

а при |z| > 1 – как её аналитическое продолжение.
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Обобщённые функции гипергеометрического типа рассматривались
в [343],[36],[269], [278],[291]

Функции Миттаг–Лефлера, см. [49],[12],[286], [301]–[302].
Мы используем определение этой функции в виде ряда

Eα,β(z) =
∞∑
n=0

zn

Γ(αn+ β)
, z ∈ C, α, β ∈ C, Re(α) > 0, Re(β) > 0.

(1.1)
Функция была введена Гёстой Миттаг–Лефлером в 1903 г. для α = 1 и
А.Виманом в 1905 г. в общем случае. Первыми приложениями этих функ-
ций у Миттаг–Лефлера и Вимана были приложения в ТФКП (нетриви-
альные примеры целых функций с нецелыми порядками роста и обоб-
щённые методы суммирования). Самым известным применением функ-
ций Миттаг–Лефлера в теории интегродифференциальных уравнений и
дробном исчислении является тот факт, что через них в явном виде
выражается резольвента дробного интеграла Римана–Лиувилля по зна-
менитой формуле Хилле–Тамаркина–Джрбашяна [288],[271],[165],[157]. В
виду многочисленных приложений к решению дифференциальных урав-
нений дробного порядка эта функция была названа в [285] "Королевской
функцией дробного исчисления".

Функции Райта [32] являются непосредственными обобщениями функ-
ций Миттаг–Лефлера и определяются в виде рядов, аналогичным (1.1),
но с произвольным конечным числом гамма–функций в числителе и зна-
менателе дроби для общего члена ряда.

G — функции Майера [270],[341]. Общее определениеG–функции Май-
ера дается следующим интегралом в комплексной плоскости, то есть они
по существу определяются в образах преобразования Меллина:

Gm,n
p,q

(
a1, . . . , ap

b1, . . . , bq

∣∣∣∣∣ z
)

=

=
1

2πi

∫
L

∏m
j=1 Γ(bj − s)

∏n
j=1 Γ(1− aj + s)∏q

j=m+1 Γ(1− bj + s)
∏p

j=n+1 Γ(aj − s)
zs ds.
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Это интеграл так называемого типа Меллина–Барнса и его можно рас-
сматривать как обратное преобразование Меллина. Определение выпол-
няется при следующих предположениях: 0 6 m′ 6 q, 0 6 n 6 p,
m,n, p, q ∈ Z, ak − bj ̸= 1, 2, 3, ... для k = 1, 2, ..., n и j = 1, 2, ...,m,
что означает, что никакие полюса Γ(bj − s), j = 1, 2, ...,m, не совпадают
ни с какими полюсами Γ(1− ak + s), k = 1, 2, ..., n, z ̸= 0.

Функции Фокса [292]. H–функцию ввел Чарльз Фокс в 1961 г. H–
функция также определяется с помощью типа интеграла Меллина–Барнса
в образах преобразования Меллина:

H(x) = Hm,n
p,q (z) = Hm,n

p,q

[
z

∣∣∣∣
(

(ap, Ap)

(bq, Bq)

)]
=

= H m,n
p,q

[
z

∣∣∣∣∣(a1, A1) (a2, A2) . . . (ap, Ap)

(b1, B1) (b2, B2) . . . (bq, Bq)

]
=

=
1

2πi

∫
L

(
m∏
j=1

Γ(bj +Bjs)

)(
n∏
j=1

Γ(1− aj − Ajs)

)
(

q∏
j=m+1

Γ(1− bj −Bjs)

)(
p∏

j=n+1

Γ(aj + Ajs)

)z−s ds.
Здесь пустое произведение всегда интерпретируется как единица;
m,n, p, q ∈ N0, 0 6 n 6 p, 1 6 m 6 q, Ai, Bj ∈ R+, ai, bj ∈ R или C,
i = 1, ..., p; j = 1, ..., q, L — некоторый подходящий контур, отделяющий
полюса

ζjν = −
(
bj + ν

Bj

)
, j = 1, ...,m; ν = 0, 1, 2, ...

гамма-функции Γ(bj + sBj) от полюсов

ωλk =

(
1− aλ + k

Aλ

)
, λ = 1, ..., n; k = 0, 1, 2, ...

гамма-функции Γ(1− aλ − sAλ) так чтобы

Aλ(bj + ν) ̸= Bj(aλ − k − 1), j = 1, ...,m;λ = 1, ..., n; ν, k = 0, 1, 2, ...
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Особым случаем, для которого H–функция Фокса сводится к
G–функции Майера, является набор параметров Aj = Bk = C,
C > 0 для j = 1, ..., p, k = 1, ..., q:

H m,n
p,q

[
z

∣∣∣∣∣(a1, C) (a2, C) . . . (ap, C)

(b1, C) (b2, C) . . . (bq, C)

]
=

1

C
Gm,n
p,q

(
a1, . . . , ap

b1, . . . , bq

∣∣∣∣∣ z1/C
)
.

Самым известным применением функций Фокса в теории дифферен-
циальных уравнений является их использование А.Н. Кочубеем для по-
строения функции Грина для уравнения дробной диффузии [84]–[85].

1.2 Функциональные пространства

Основные определения см., например, в [80],[23], [24].
Обозначим через L2

(
E1

+

)
гильбертово пространство функций f(y),

y > 0, для которых конечна норма

∥f∥L2,ν(E1
+)

=

 ∞∫
0

|f(y)|2 dy

 1
2

. (1.2)

Обозначим через L2,ν

(
E1

+

)
, ν > −1

2 , весовое гильбертово простран-
ство функций f(y), y > 0, для которых конечна норма

∥f∥L2,ν(E1
+)

=

 ∞∫
0

|f(y)|2y2ν+1 dy

 1
2

. (1.3)

Хорошо известно, что преобразование Фурье–Бесселя унитарно в
L2,ν

(
E1

+

)
и справедливо равенство Парсеваля

∥Fνf∥L2,ν(E1
+)

= ∥f∥L2,ν(E1
+)
. (1.4)

Функциональное пространствоHs
ν,+

(
E1

+

)
(пространство И.А.Киприянова),

s > 0, ν > −1
2 , введенное в работе [68], определяется как замыкание по

норме
∥f∥Hs

ν,+(E1
+)

=
1

2ν Γ(ν + 1)
∥(1 + η2)

s
2Fνf∥L2,ν(E1

+)
(1.5)
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множества функций C̊∞
+

(
E1

+

)
. Предположение о четности здесь суще-

ственно, поскольку в противном случае норма (1.5) может быть равной
бесконечности. Для пространств Киприянова возможны и другие экви-
валентные определения нормы.

Определим пространство С.Л. Соболева H̊s(0, R), s > 0, 0 < R < ∞,
как замыкание множества C̊∞[0, R) по норме

∥f∥H̊s(0,R) = ∥Dsf∥L2,ν(0,R).

Для изучения операторов типа свёртки Меллина (1.12) автором в
[6],[66] был предложен удобный алгебраический подход, который не со-
держит ничего нового, но в удобной форме позволяет быстро получать
нужные оценки. Полезные факты будут собраны вместе как

Теорема 1.2.1 Пусть оператор A действует по формуле (1.12). Тогда
а) Для того, чтобы он допускал расширение до ограниченного оператора
в L2(0,∞) необходимо и достаточно, чтобы

sup
ξ∈R

|mA(iξ +
1

2
)| =M2 <∞, (1.6)

при этом ∥A∥L2
=M2.

б) Для того, чтобы он допускал расширение до ограниченного операто-
ра в Lp(0,∞), p > 1 при дополнительном условии неотрицательности
ядра K необходимо и достаточно, чтобы

sup
ξ∈R

|mA(iξ +
1

p
)| =Mp <∞, (1.7)

при этом ∥A∥Lp
=Mp.

в) Обратный оператор A−1 действует также по формуле (1.12) с муль-
типликатором 1

mA
, для того, чтобы он допускал расширение до ограни-

ченного оператора в L2(0,∞) необходимо и достаточно, чтобы

inf
ξ∈R

|mA(iξ +
1

2
)| = m2 <∞, (1.8)
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при этом ∥A−1∥L2
= 1

m2
.

г) Пусть операторы A,A−1 определены и ограничены в L2(0,∞). Они
унитарны тогда и только тогда, когда выполнено равенство

|mA(iξ +
1

2
)| = 1 (1.9)

для почти всех ξ.

Последняя теорема суммирует результаты многих математиков: Шу-
ра, Харди, Литтвульда, Пойа, Кобера, Михлина и Хермандера. Неизвест-
но, можно ли в формулировке пункта б) при дополнительных условиях
опустить требование неотрицательности ядра. В диапазоне 0 < p < 1

в общем случае оценок нет, на что было мне указано В.И.Буренковым
на примере операторов Харди. Впоследствии мы увидим, что операто-
ры Харди тесно связаны с ОП Бушмана–Эрдейи. Первым математиком,
использовавшим технику преобразования Меллина для оценки норм опе-
раторов Римана–Лиувилля для случая чисто мнимых степеней, был, на-
сколько мне известно, Кобер [303]. Поэтому иногда часть б) приведённой
теоремы называется леммой Кобера, что не совсем точно, так как он на
самом деле доказал формулу для нормы из части а) для случая знако-
переменных функций.

1.3 Основные интегральные преобразования

Основные определения можно найти в монографиях [49], [86], [292],[145],
[34],

Досадные ошибки в обращении некоторых интегральных преобразо-
ваний, которые допущены в [10]–[12], исправлены в [90]–[91].

Преобразование Фурье, синус и косинус преобразования, преобразова-
ние Ханкеля [182],[49].
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(Ff)(t) =
1√
2π

∫ ∞

0

exp(−ity)f(y) dy,

(Fcf)(t) =

√
2

π

∫ ∞

0

cos(ty)f(y) dy,

(Fsf)(t) =

√
2

π

∫ ∞

0

sin(ty)f(y) dy,

(Hνf)(t) =
1

tν

∫ ∞

0

Jν(ty)f(y) dy.

При введённых нормировках все эти преобразования унитарны в L2(0,∞)

и совпадают с обратными.
Преобразование Меллина, теорема Слейтер [119], [155], [156]. При

вычислении интеграла от произведения гипергеометрических функций
будем пользоваться методом из [119],[155], основанном на применении
преобразования Меллина.

Преобразованием Меллина функции f(x) называется функция g(s),
которая определяется по формуле

g(s) =Mf(s) =

∫ ∞

0

xs−1f(x) dx. (1.10)

Определим также свёртку Меллина

(f1 ∗ f2)(x) =
∫ ∞

0

f1

(
x

y

)
f2(y)

dy

y
, (1.11)

при этом оператор свёртки с ядром K действует в образах преобразова-
ния Меллина как умножение на мультипликатор

MAf(s) =

∫ ∞

0

K

(
x

y

)
f(y)

dy

y
=MK ∗ f(s) = mA(s)Mf(s), (1.12)

mA(s) =MK(s).

Заметим, что преобразование Меллина является обобщённым преоб-
разованием Фурье на полуоси по мере Хаара dy

y [206]. Его роль вели-
ка в теории специальных функций, например, гамма–функция являет-
ся преобразованием Меллина экспоненты. С преобразованием Мелли-
на связан важный прорыв в 1970–х годах, когда в основном усилиями
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О.И.Маричева была полностью доказана и приспособлена для нужд вы-
числения интегралов известная теорема Джоан Люси Слейтер, позволя-
ющая для большинства образов преобразований Меллина восстановить
оригинал в явном виде по простому алгоритму через гипергеометриче-
ские функции [119],[343],[155]. Этот результат, который несложно полу-
чить формально по общей формуле обращения Меллина–Барнса через
вычеты, для своего строгого обоснования потребовал достаточно слож-
ных и тщательных выкладок, связанных с обработкой асимптотик ги-
пергеометрических функций вблизи полюсов и на бесконечности, а та-
кие асимптотики весьма разнообразны и разнородны. Эта работа была
только начата Люси Джоан Слейтер, а в основном проведена до конца
Олегом Игоревичем Маричевым, данное обстоятельство часто недооце-
нивается. Теорема Слейтер–Маричева позволила создать универсальный
мощный метод вычисления интегралов, который впоследствии позволил
решить многие задачи в теории уравнений с частными производными, а
также воплотился в передовые технологии символьного интегрирования
пакета MATHEMATICA (О.И. Маричев работает в Wolfram Research).

Приведем теорему Слейтер (см. [343],[119],[155]). Пусть

Γ

[
a1, a2, ..., aA

b1, b2, ... bB

]
= Γ[(a), (b)] =

Γ(a1)Γ(a2)...Γ(aA)

Γ(b1)Γ(b2)...Γ(bB)
(1.13)

пустое произведение заменяется единицей,

(a) + s = a1 + s, a2 + s, ..., aA + s,

(b)′ − bk = b1 − bk, ..., bk−1 − bk, bk+1 − bk, bB − bk, (1.14)

ΣA(z) =
A∑
j=1

zajΓ

[
(a)′ − aj, (b) + aj

(c)− aj (d) + aj

]
×

× B+CFA+D−1

(
(b) + aj, 1 + aj − (c); (−1)C−Az

1 + aj − (a)′, (d) + aj

)
, (1.15)
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ΣB(1/z) =
B∑
k=1

z−bkΓ

[
(b)′ − bk, (a) + bk

(d)− bk (c) + bk

]
×

× A+DFB+C−1

(
(a) + bk, 1 + ak − (d); (−1)D−B

z

1 + bk − (b)′, (c) + bk

)
, (1.16)

| arg z| < π.

Если ряды сходятся, то функции ΣA(z), ΣB(1/z) являются функци-
ями гипергеометрического типа, причем переходят друг в друга, если
поменять местами A-мерный комплексный вектор (a) = a1, a2, ..., aA с
аналогичным B-мерным вектором (b), C-мерный вектор (c) с D-мерным
(d), а z заменить на 1/z. Эти функции аналитически зависят от ком-
плексных параметров (a), (b), (c), (d) и переменной z. Если некоторые
параметры векторов (a) (или (b)) совпадают между собой или отлича-
ются на целое число, то векторы (a)′ − aj ((b)′ − bk) содержат ненулевые
или отрицательные целые компоненты и в силу свойства Γ(−n) = ∞,
n = 0, 1, 2, ..., у функции ΣA(z), ΣB(1/z), вообще говоря, могут возник-
нуть неопределенности типа ∞−∞. В таких логарифмических случаях
под значениями ΣA(z), ΣB(1/z) будем понимать соответствующие преде-
лы "регулярных" функций ΣA(z), ΣB(1/z), когда их параметры непре-
рывно стремятся к рассматриваемым особым значениям.

Следует отметить, что без ограничения | arg z| < π функции ΣA(z),
ΣB(1/z) в общем случае являются многозначными.

Теорема Слейтер. Пусть функция K∗(s) имеет вид

K∗(s) = Γ

[
(a) + s (b)− s

(c) + s, (d)− s

]
, (1.17)

где векторы (a), (b), (c), (d) имеют соответственно A, B, C, D компонент
aj, bk, cl, dm. Тогда если выполняются следующие две группы условий:

−Re aj < Re s < Re bk, j = 1, 2, ..., A, k = 1, 2, ..., B, (1.18)
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A+B > C +D,

A+B = C +D, Re s(A+D −B − C) < −Re ν,

A = C, B = D, Reν < 0,

(1.19)

где

ν =
A∑
j=1

aj +
B∑
k=1

bk −
C∑
l=1

cl −
D∑
m=1

dm,

то для таких s справедливы равенства

K∗(s) =



∞∫
0

xs−1ΣA(x)dx, A+D > B + C;
1∫
0

xs−1ΣA(x)dx+
∞∫
1

xs−1ΣB(1/x)dx, A+D = B + C;
∞∫
0

xs−1ΣB(1/x)dx, A+D < B + C,

(1.20)
ΣA(1) = ΣB(1), если A+D = B + C, Re ν + C − A+ 1 < 0, A > C.

Следствие. При условиях (4.18)

−Re aj < Re s < Re bk, j = 1, 2, ..., A, k = 1, 2, ..., B,
A+B > C +D,

A+B = C +D, Re s(A+D −B − C) < −Re ν,

A = C, B = D, Reν < 0,

прообразом функции

K∗(s) = Γ

[
(a) + s (b)− s

(c) + s, (d)− s

]
,

является функцией K(x) гипергеометрического типа, равной одному из
следующих выражений

K(x) =


ΣA(x), x > 0, A+D > B + C;
ΣA(x), 0 < x < 1, A+D = B + C;
ΣB(1/x), x > 1, A+D = B + C;
ΣB(1/x), x > 0, A+D < B + C,

(1.21)
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K(1) = ΣA(1)−ΣB(1), если A+D = B+C, Re ν+C−A+1 < 0, A > C.
Замечание 1. Соответствующая теорема 1 из ([343] (§4.8)) содержит

ряд неточностей:
1) вместо условий

A+B > C +D,

A+B = C +D, Re s(A+D −B − C) < −Re ν,

A = C, B = D, Reν < 0,

указано лишь условие A+B > C +D;
2) вместо Re ν + C − A+ 1 < 0 приводится условие Reν < 0;
3) говорится, что при A+D = B+C функции ΣA(z), ΣB(1/z) аналити-

чески продолжают друг друга, а это верно лишь в случае A+B > C+D.
Замечание 2. В случае |A+D−B−C| > 1, A+B = C+D ограничение

на Res, указанное в (4.18б), может быть несколько ослаблено до условия

Res(A+D −B − C <
1

2
− Reν. (1.22)

Замечание 3. Если для некоторых параметров выполняется одно или
несколько условий aj = cl + n (или aj = −dm − n) [bk = dm + n (или
bk = −cl − n)], где n = 0, 1, 2, ..., и при этом векторы (a)′ − aj, (b)

′ − bk

не содержат целые компоненты, то из группы условий (4.18а) можно
устранить (или ослабить) условия, относящиеся к этим параметрам. При
aj = cl + n [bk = dm + n] соответствующие условия Re(s + aj) > 0

[Re(bk− s) > 0 ] устраняются, а при (a)′−aj, (b)′− bk они заменяются на
ослабленные требования Re(s+ aj) > −n− 1 [Re(bk− s) > −n− 1]. Если
же векторы (a)′ − aj, (b)

′ − bk содержат целые компоненты, то вопрос об
ослаблении ограничений (4.18а) требует специальных исследований.

Замечание 4. Ограничения (4.18)а — в обеспечивают, по крайней мере,
условную сходимость интегралов (1.20) в 0, ∞ (и 1). Если эти ограниче-
ния нарушаются, то интегралы (1.20) как несобственные, вообще говоря,
расходятся, однако в отдельных случаях они существуют в смысле глав-
ного значения.
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Квадратичное (дробное) преобразование Фурье [2], [57], [146],
Операторы дробного интегродифференцирования [165], [139]–[141],

[293],[31],[285],[294]–[295],
Операторы дробного интегродифференцирования играют важную роль

во многих современных разделах математики. Для теории специальных
функций важность дробного интегродифференцирования отражена в на-
звании известной статьи [300]: "Все специальные функции полу-

чаются дробным интегродифференцированием элементарных

функций"! (Замечание проф. А.А. Килбаса: кроме функций Фокса!)
Приведём список основных операторов дробного интегродифферен-

цирования.
Римана–Лиувилля определяются при α > 0 по формулам:

Iα0+,xf =
1

Γ(α)

∫ x

0

(x− t)α−1 f(t)d t, (1.23)

Iα−,xf =
1

Γ(α)

∫ ∞

x

(t− x)α−1 f(t)d t.

На остальные значения α они определяются при помощи аналитиче-
ского продолжения.

Эрдейи–Кобера определяются при α > 0 по формулам:

Iα0+; 2, yf =
2

Γ(α)
x−2(α+y)

x∫
0

(x2 − t2)α−1t2y+1f(t) dt, (1.24)

Iα−; 2, yf =
2

Γ(α)
x2y

∞∫
x

(t2 − x2)α−1t2(1−α−y)−1f(t) dt, (1.25)

а при значениях α > −n, n ∈ N по формулам

Iα0+; 2,yf = x−2(α+y)

(
d

dx2

)n
x2(α+y+n)Iα+n0+; 2, yf (1.26)

Iα−; 2,yf = x2y
(
− d

dx2

)n
x2(α−y)Iα+n−; 2, y−nf. (1.27)
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На остальные значения α они определяются при помощи аналитиче-
ского продолжения, аналогично операторам дробного интегродифферен-
цирования Римана–Лиувилля.

Отметим, что в классической монографии [165] случаи выбранных
нами пределов интегрирования 0,∞ не рассматриваются. В последую-
щей английской версии [338] эти особые случаи пределов допускаются,
но определения содержат неточности, в частности, приводящие к ком-
плексным величинам под знаком интеграла.

Дробного интеграла по произвольной функции g(x):

Iα0+,gf =
1

Γ(α)

∫ x

0

(g(x)− g(t))α−1 g′(t)f(t)d t, (1.28)

Iα−,gf =
1

Γ(α)

∫ ∞

x

(g(t)− g(x))α−1 g′(t)f(t)d t,

во всех случаях предполагается, что Reα > 0, на оставшиеся значе-
ния α формулы также без труда продолжаются [165]. При этом обычные
дробные интегралы (1.23) получаются при выборе в (1.28) g(x) = x,
Эрдейи–Кобера (1.24) при выборе g(x) = x2, Адамара при g(x) = ln x.

Связь с ОП проявляется в том, что, как видно из (1.37)–(1.38), ОП
СПД с точностью до множителей как раз и являются операторами Эрдейи–
Кобера, то есть дробными степенями ( d

dx2 )
−α. Поэтому основные свой-

ства этих ОП можно получить из теории операторов дробного интегро-
дифференцирования, а не изобретать заново, что нередко и делалось.
А.М.Джрбашян обратил моё внимание на тот факт, что операторы дроб-
ного интегрирования по функции (1.28) являются частными случаями
несколько более общих операторов, которые были введены и изучались
его отцом М.М.Джрбашяном [165].

Операторы Харди
H1, H2 – операторы Харди [329],[311].

H1f =
1

x

x∫
0

f(y)dy, H2f =

∞∫
x

f(y)

y
dy, (1.29)
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I — единичный оператор.
По поводу общих вопросов теории для различных классов операторов

и функциональных пространств см. [137], [345], [80], [87], [9], [92], [147],
[173], [197],

1.4 Операторы преобразования, связанные с диффе-

ренциальным уравнением Штурма–Лиувилля

1.5 Дифференциальные уравнения и операторы пре-

образования, связанные с операторами Бесселя

1.5.1 Основные классы дифференциальных уравнений с опе-

раторами Бесселя

В работе принята следующая терминология для названий дифференци-
альных уравнений с операторами Бесселя

Bνu(x) =
d2u

dx2
+

2ν + 1

x

du

dx
, (1.30)

в основном введённая И.А.Киприяновым [67].
B–эллиптическим называется уравнение с операторами Бесселя вида

n∑
k=1

Bν,xku(x1, . . . , xn) = f, (1.31)

иногда такое уравнение называется уравнением Лапласа–Бесселя.
B–гиперболическим называется уравнение с операторами Бесселя ви-

да

Bν,tu(t, x1, . . . , xn) =
n∑
k=1

Bν,xku(t, x1, . . . , xn) = f, (1.32)

в случае одной пространственной переменной получаем уравнение Эйлера–
Пуассона–Дарбу.
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B–параболическим называется уравнение с операторами Бесселя вида

∂

∂t
u(t, x1, . . . , xn) =

n∑
k=1

Bν,xku(t, x1, . . . , xn) = f. (1.33)

Те же названиях сохраняем для неполных уравнений, в которых один
или несколько операторов Бесселя сводятся ко вторым производным, а
также к уравнениям добавляются спектральные параметры.

1.5.2 Операторы преобразования Сонина и Пуассона.

Определим самый известный класс ОП, сплетающих дифференциальный
оператор Бесселя со второй производной:

T (Bν) f =
(
D2
)
Tf,Bν = D2 +

2ν + 1

x
D,D2 =

d2

dx2
, ν ∈ C. (1.34)

Одним из способов построения ОП является установление соответ-
ствий между решениями дифференциальных уравнений. Решениями урав-
нения вида Bνf = λf являются функции Бесселя, а уравненияD2f = λf

— тригонометрические функции или экспонента. Поэтому прообразами
ОП вида (1.34) были формулы Пуассона и Сонина:

Jν(x) =
1

√
πΓ(ν + 1

2)2
ν−1xν

∫ x

0

(
x2 − t2

)ν− 1
2 cos(t) dt, Reν >

1

2
(1.35)

Jν(x) =
2ν+1xν

√
πΓ(12 − ν)

∫ ∞

x

(
t2 − x2

)−ν− 1
2 sin(t) dt,−1

2
< Reν <

1

2
(1.36)

Интеграл (1.35) начал изучать Эйлер в 1769 г. Затем Парсеваль по-
считал интеграл при ν = 0 в 1805 г., для целых ν формулу (1.35) полу-
чил Плана в 1821 г., Пуассон вывел её для полуцелых ν в 1823 г., его
метод применим и для целых ν, но он этого не заметил. Далее этот инте-
грал встречался в работах Куммера, Лоббато и Дюамеля. Окончательно
формулу (1.35), которую мы приписываем Пуассону, установил в общем
случае Ломмель в 1868 г., а Сонин вывел формулу (1.36) в 1880 г.
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Определение 1.1 ОП Пуассона называется выражение

Pνf =
1

Γ(ν + 1)2νx2ν

∫ x

0

(
x2 − t2

)ν− 1
2 f(t) dt, Re ν > −1

2
. (1.37)

ОП Сонина называется выражение

Sνf =
2ν+

1
2

Γ(12 − ν)

d

dx

∫ x

0

(
x2 − t2

)−ν− 1
2 t2ν+1f(t) dt, Re ν <

1

2
. (1.38)

Операторы (1.37)–(1.38) действуют как ОП по формулам

SνBν = D2Sν, PνD
2 = BνPν. (1.39)

Их можно доопределить на все значения ν ∈ C.
Идею изучения операторов подобных (1.37)–(1.38) высказывал ещё

Лиувилль, их реальное использование в контексте теории функций Бес-
селя начал Н.Я. Сонин. Как ОП эти операторы впервые были введены в
работах Жана Дельсарта, а затем на основе идей Дельсарта их изучение
продолжилось в работах Дельсарта и в совместных работах Дельсарта и
Лионса. Поэтому мы будем называть (1.37)–(1.38) ОП Сонина–Пуассона–
Дельсарта (СПД). Об операторах СПД см. также статью Б.М. Левитана
[104].

Не будет преувеличением сказать, что операторы СПД (1.37)–(1.38)
являются самыми знаменитыми объектами всей теории ОП, их изуче-
нию, приложениям и обобщениям посвящены сотни работ.

Ж.Дельсартом на базе ОП СПД было введено фундаментальное по-
нятие обобщённого сдвига.

Определение 1.2 Оператором обобщённого сдвига (ООС) называется
решение u(x, y) = T yxf(x) задачи

(Bν)yu(x, y) = (
∂2

∂y2
+

2ν + 1

y

∂

∂y
) u(x, y) =

∂2

∂x2
u(x, y), (1.40)

u(x, 0) = f(x), uy(x, 0) = 0.
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Название объясняется тем, что ООС в частном случае ν = −1
2 сво-

дится к почти обычному сдвигу

T yxf(x) =
1

2
(f(x+ y) + f(x− y)) .

Для ООС (1.40) Дельсартом была получена явная формула

T yxf(x) =
Γ(ν + 1)

√
πΓ(ν + 1

2)

∫ π

0

f(
√
x2 + y2 − 2xy cos(t)) sin2ν t dt. (1.41)

Можно рассматривать в определении (1.40) и произвольные пары диф-
ференциальных (или даже любых) операторов. Например, при таком
определении получаем привычный сдвиг:

∂u

∂x
=
∂u

∂y
, u(x, 0) = f(x), T yxf(x) = f(x+ y).

Отметим, что ООС (1.40)–(1.41) явно выражаются через ОП СПД (1.37)–
(1.38) (см. [99]–[100]).

Сделаем важное для дальнейшего замечание. С точки зрения при-
ложений к исследуемым в данной работе решениям дифференциальных
уравнений в частных производных с особенностями в коэффициентах
указанные операторы СПД обладают рядом недостатков, которые не
позволяют применять во многих важных случаях. К этим недостаткам
относится следующее: во–первых, введённые выше операторы СПД яв-
ляются ОП лишь на множестве четных функций, что исключает воз-
можность рассмотрения функций с особенностями в нуле; во–вторых,
они не сохраняют финитность и быстроубываемость на бесконечности
функций; в-третьих, они изменяют гладкость преобразуемых функций.
На этот факт впервые обратили внимание Ж.–Л. Лионс [312].

Таким образом, возникает необходимость введения и изучения других
классов ОП для дифференциальных уравнений, содержащих операторы
Бесселя.
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1.5.3 Операторы преобразования Бушмана–Эрдейи различных

классов

В этом пункте мы перечислим справочную информацию, содержащую
определения ОП Бушмана–Эрдейи различных типов. Это класс ОП, ко-
торый при определённом выборе параметров является одновременным
обобщением ОП СПД и их сопряжённых, операторов дробного интегро-
дифференцирования Римана–Лиувилля и Эрдейи–Кобера, а также ин-
тегральных преобразований Мелера–Фока.

Операторами Бушмана–Эрдейи первого рода называются интеграль-
ные операторы с функциями Лежандра первого рода в ядрах

Bν,µ
0+ f =

∫ x

0

(
x2 − t2

)−µ
2 P µ

ν

(x
t

)
f(t)d t, (1.42)

Eν,µ
0+ f =

∫ x

0

(
x2 − t2

)−µ
2 Pµν

(
t

x

)
f(t)d t, (1.43)

Bν,µ
− f =

∫ ∞

x

(
t2 − x2

)−µ
2 P µ

ν

(
t

x

)
f(t)d t, (1.44)

Eν,µ
− f =

∫ ∞

x

(
t2 − x2

)−µ
2 Pµν

(x
t

)
f(t)d t. (1.45)

Здесь P µ
ν (z)—функция Лежандра первого рода [10], Pµν(z)—та же функ-

ция на разрезе −1 6 t 6 1, f(x)—локально суммируемая функция, удо-
влетворяющая некоторым ограничениям на рост при x → 0, x → ∞.
Параметры µ, ν—комплексные числа, Reµ < 1, можно ограничиться зна-
чениями Re ν > −1/2.

Операторами Бушмана–Эрдейи нулевого порядка гладкости называ-
ются следующие интегро–дифференциальные операторы
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Bν,1
0+f =

d

dx

∫ x

0

Pν

(x
t

)
f(t) dt, (1.46)

Eν,1
0+f =

∫ x

0

Pν

(
t

x

)
df(t)

dt
dt, (1.47)

Bν,1
− f =

∫ ∞

x

Pν

(
t

x

)
(−df(t)

dt
) dt, (1.48)

Eν,1
− f = (− d

dx
)

∫ ∞

x

Pν

(x
t

)
f(t) dt, (1.49)

где Pν(z) = P 0
ν (z)—функция Лежандра.

Операторами Бушмана–Эрдейи второго рода называются интеграль-
ные операторы с функциями Лежандра второго рода в ядрах

2S
νf =

2

π

−
x∫

0

(x2 − y2)−
1
2Q1

ν(
x

y
)f(y)dy +

∞∫
x

(y2 − x2)−
1
2Q1

ν(
x

y
)f(y)dy

 ,

(1.50)

2P
νf =

2

π

−
x∫

0

(x2 − y2)−
1
2Q1

ν(
y

x
)f(y)dy −

∞∫
x

(y2 − x2)−
1
2Q1

ν(
y

x
)f(y)dy

 .

(1.51)
При y → x ± 0 интегралы понимаются в смысле главного значения.

Отметим без доказательства, что эти операторы определены и являют-
ся сплетающими при некоторых условиях на функции f(x) (при этом
оператор (1.50) будет типа Сонина, (1.51) — типа Пуассона).

Унитарные операторы преобразования Сонина–Катрахова и Пуассона–
Катрахова

Такие операторы определяются по формулам:

SνUf = − sin
πν

2
2S

νf + cos
πν

2
1S

ν
−f, (1.52)

P ν
Uf = − sin

πν

2
2P

νf + cos
πν

2
1P

ν
−f. (1.53)

Для любых значений ν ∈ R они являются линейными комбинациями опе-
раторов преобразования Бушмана–Эрдейи 1 и 2 рода нулевого порядка
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гладкости. Их можно назвать операторами Бушмана–Эрдейи третьего
рода. В интегральной форме эти операторы имеют вид:

SνUf = cos
πν

2

(
− d

dx

) ∞∫
x

Pν

(
x

y

)
f(y) dy + (1.54)

+
2

π
sin

πν

2

 x∫
0

(x2 − y2)−
1
2Q1

ν

(
x

y

)
f(y) dy −

−
∞∫
x

(y2 − x2)−
1
2Q1

ν

(
x

y

)
f(y) dy

)
,

P ν
Uf = cos

πν

2

x∫
0

Pν

(y
x

)( d

dy

)
f(y) dy − (1.55)

−2

π
sin

πν

2

−
x∫

0

(x2 − y2)−
1
2Q1

ν

(y
x

)
f(y) dy −

−
∞∫
x

(y2 − x2)−
1
2Q1

ν

(y
x

)
f(y) dy

)
.

1.6 Другие типы операторов преобразований

Построение ОП тесно связано с описанием коммутантов для диффе-
ренциальных операторов в различных пространствах функций. Для ре-
шения этого класса задач была создана специальная теория обобщён-
ных операторных свёрток, отличающихся по определению от привычных
свёрток для интегральных преобразований. Теория операторных свёр-
ток, самая известная из которых была названа свёрткой Берга–Димовски,
была в основном развита в работах болгарского математика И. Димовски
и его учеников (см. введение).

Другой важный класс обобщений операторов СПД возник при изуче-
нии операторов Дункла. Операторы Дункла включаются в общую схе-

56



му ОП как специальный случай, когда один из сплетаемых операторов
является дифференциально–разностным, а второй по–прежнему диффе-
ренциальным. Построению ОП типа Сонина и Пуассона для операторов
Дункла в последнее время посвящено много работ, (см. введение).

Отметим, что некоторый способ построения ОП со свойствами (1.39)
на решениях соответствующих уравнений для частного случая целых ν
упоминается в литературе под названием метода Крама–Крейна [121]–
[122], но он приводит к длинной последовательности усложняющихся
подстановок, а результирующий ОП не может быть выписан в явном
виде. В наиболее общем виде эта теория известна как метод преобразо-
ваний Дарбу [325], к которым и относятся в частном случае подстановки
Крама–Крейна. Известно также обобщение одномерных преобразований
Дарбу на двумерный случай—преобразование Мутара [325]. На самом
деле, и подстановки Крама–Крейна, и преобразования Дарбу и Мутара,
могут быть включены в общую схему ОП. Они возникают, когда спле-
таемые операторы остаются дифференциальными, а ОП для этой пары
ищется уже не в интегральном, а в дифференциальном представлении. К
таким дифференциальным ОП формально могут быть отнесены и мно-
гие известные замены переменных типа преобразования Миуры, которые
сплетают нелинейный и линейный операторы, решая задачу линеариза-
ции.

Вместе с тем были построены аналогичные теории и для некоторых
других модельных операторов, например таких [236]–[238], [218]–[219]:

A =
1

v(x)

d

dx
v(x)

d

dx
, (1.56)

v(x) = sin2ν+1 x, sh2ν+1 x, (ex − e−x)2ν+1(ex + e−x)2µ+1.

Важность операторов A вида (1.56) для теории заключается в том, что
по знаменитой формуле Гельфанда они представляют радиальную часть
оператора Лапласа на симметрических пространствах [206]. При этом
оператор Бесселя получается при выборе в (1.56) v(x) = x2ν+1. Другим
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модельным оператором, для которого построены ОП, является опера-
тор Эйри D2 + x, рассматривался также его возмущённый вариант, свя-
занный с эффектом Штарка из квантовой механики [63]. Были изучены
операторы сдвига по спектральному параметру Векуа–Эрдейи–Лаундеса
[317]–[319].
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Глава 2

Классификация и свойства
различных классов операторов
преобразования Бушмана–Эрдейи с
приложениями к теории
дифференциальных и
интегро–дифференциальных
уравнений с особенностями в
коэффициентах

Основные теоремы работы, вынесенные в число защищаемых задач, в
этой и последующих главах даются с полными доказательствами. Часть
остальных результатов, особенно те, доказательства которых элементар-
ны, даются без доказательств или с краткими пояснениями.

Необходимо отметить, что следуя традиции теории операторов пре-
образования и соответствующей литературы, мы зачастую используем
термин "операторы" там, где более точным был бы термин "дифферен-
циальные выражения" . В основных теоремах указаны функциональные
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пространства, для которых они верны. Для результатов, содержащих
явные формулы, если конкретные классы функций не указаны, то счи-
тается, что они сформулированы для функций, финитных на положи-
тельной полуоси (бесконечно дифференцируемых функциях, отличных
от нуля на некотором отрезке (a, b), a > 0, b <∞).

2.1 Интегральные операторы преобразования Бушмана–

Эрдейи первого рода и нулевого порядка гладко-

сти

Теперь перейдём к описанию основных свойств важнейшего класса —
операторов преобразования Бушмана–Эрдейи. Это класс ОП, который
при определённом выборе параметров является одновременным обобще-
нием ОП СПД и их сопряжённых, операторов дробного интегродиффе-
ренцирования Римана–Лиувилля и Эрдейи–Кобера, а также интеграль-
ных преобразований Мелера–Фока.

Определение 2.1 Операторами Бушмана–Эрдейи первого рода назы-
ваются интегральные операторы

Bν,µ
0+ f =

∫ x

0

(
x2 − t2

)−µ
2 P µ

ν

(x
t

)
f(t)d t, (2.1)

Eν,µ
0+ f =

∫ x

0

(
x2 − t2

)−µ
2 Pµν

(
t

x

)
f(t)d t, (2.2)

Bν,µ
− f =

∫ ∞

x

(
t2 − x2

)−µ
2 P µ

ν

(
t

x

)
f(t)d t, (2.3)

Eν,µ
− f =

∫ ∞

x

(
t2 − x2

)−µ
2 Pµν

(x
t

)
f(t)d t. (2.4)

Здесь P µ
ν (z)—функция Лежандра первого рода [10], Pµν(z)—та же функ-

ция на разрезе −1 6 t 6 1, f(x)—локально суммируемая функция, удо-
влетворяющая некоторым ограничениям на рост при x → 0, x → ∞.
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Параметры µ, ν—комплексные числа, Reµ < 1, можно ограничиться зна-
чениями Re ν > −1/2.

Интегральные операторы указанного вида с функциями Лежандра в
ядрах впервые встретились в работах E.T.Copson по уравнению Эйлера-
Пуассона-Дарбу в конце 1950-х годов. А именно, в работах [250]–[251]
рассмотрено следующее утверждение, которое мы назовём

Лемма Копсона. Рассмотрим дифференциальное уравнение в част-
ных производных с двумя переменными:

∂2u(x, y)

∂x2
+

2α

x

∂u(x, y)

∂x
=
∂2u(x, y)

∂y2
+

2β

y

∂u(x, y)

∂y
(2.5)

(обобщённое уравнение Эйлера–Пуассона–Дарбу или В–гиперболическое
уравнение по терминологии И.А. Киприянова) в открытой четверти плос-
кости x > 0, y > 0 при положительных параметрах β > α > 0 с краевы-
ми условиями на осях координат (характеристиках)

u(x, 0) = f(x), u(0, y) = g(y), f(0) = g(0). (2.6)

Предполагается, что решение u(x,y) является непрерывно дифференци-
руемым в замкнутом первом квадранте, имеет непрерывные вторые про-
изводные в открытом квадранте, граничные функции f(x), g(y) являют-
ся непрерывно дифференцируемыми.

Тогда, если решение поставленной задачи существует, то для него вы-
полняются соотношения:

∂u

∂y
= 0, y = 0,

∂u

∂x
= 0, x = 0, (2.7)

2βΓ(β +
1

2
)

∫ 1

0

f(xt)tα+β+1
(
1− t2

)β−1
2 P 1−β

−α (t) dt = (2.8)

= 2αΓ(α +
1

2
)

∫ 1

0

g(xt)tα+β+1
(
1− t2

)α−1
2 P 1−α

−β (t) dt,

⇓
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g(y) =
2Γ(β + 1

2)

Γ(α + 1
2)Γ(β − α)

y1−2β

∫ y

0

x2α−1f(x)
(
y2 − x2

)β−α−1
x dx, (2.9)

где P µ
ν (z)—функция Лежандра первого рода [10].

Соотношения (2.7) были известны ранее до Копсона, они очевидны.
В работе приводится нестрогий вывод (2.8), то есть получено, что гра-
ничные функции (или значения решения на характеристиках) не могут
быть произвольными, они связаны в современной терминологии опера-
торами Бушмана–Эрдейи. Далее утверждается, что если две функции
связаны операторами Бушмана–Эрдейи указанных порядков, то на са-
мом деле выполняется (2.9)—то есть они связаны более простыми опера-
торами Эрдейи–Кобера. В этом основное содержание леммы Копсона.

Но отсюда не следует, как иногда отмечается, что теперь можно сра-
зу получить обращение соответствующего оператора Бушмана–Эрдейи,
хотя бы формально. Для этого произвольную функцию в правой ча-
сти соответствующего уравнения надо записать также в виде оператора
Бушмана–Эрдейи соответствующего порядка, чтобы подогнать под лем-
му Копсона. Но для этого уже надо уметь оператор Бушмана–Эрдейи
обращать–получается порочный круг. Таким образом, неверно припи-
сывать Копсону первый результат по обращению операторов Бушмана–
Эрдейи, хотя насколько нам известно в его работе эти операторы дей-
ствительно встречаются в явном виде впервые.

Доказательства в работах [250]–[251] скорее являются нестрогими рас-
суждениями, намечающими что и в каком порядке надо делать, хотя всё
понятно и видимо легко доводится до строгого, этот результат не вклю-
чён Копсоном в его монографию [253]. Отметим также, что в знаменитой
монографии [165] и других работах даётся не совсем точная ссылка на
работу [250], которую мы здесь исправили. Эта первая работа Копсона
нашла продолжение в совместной работе с Эрдейи [252]. Там даётся стро-
гий вывод, вводятся подходящие классы функций, явно озвучена связь
с дробными интегралами и операторами Кобера–Эрдейи.
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Перейдём к изложению результатов автора для ОП Бушмана–Эрдейи
и их приложений к дифференциальным уравнениям с особенностями в
коэффициентах.

Все рассмотрения ведутся ниже на полуоси. Поэтому будем обозна-
чать через L2 пространство L2(0,∞) и L2,k весовое пространство L2,k(0,∞).

Вначале распространим определения (2.1–2.4) на важный не иссле-
дованный ранее случай µ = 1.

Определение 2.2 Введём при µ = 1 операторы Бушмана–Эрдейи ну-
левого порядка гладкости по формулам

Bν,1
0+f = 1S

ν
0+f =

d

dx

∫ x

0

Pν

(x
t

)
f(t) dt, (2.10)

Eν,1
0+f = 1P

ν
−f =

∫ x

0

Pν

(
t

x

)
df(t)

dt
dt, (2.11)

Bν,1
− f = 1S

ν
−f =

∫ ∞

x

Pν

(
t

x

)
(−df(t)

dt
) dt, (2.12)

Eν,1
− f = 1P

ν
0+f = (− d

dx
)

∫ ∞

x

Pν

(x
t

)
f(t) dt, (2.13)

где Pν(z) = P 0
ν (z)—функция Лежандра.

Разумеется, при очевидных дополнительных условиях на функции
в (2.10)–(2.13) можно продифференцировать под знаком интеграла или
проинтегрировать по частям.

Теорема 2.1.1 Справедливы следующие формулы факторизации опера-
торов Бушмана–Эрдейи на подходящих функциях через дробные инте-
гралы Римана–Лиувилля и Бушмана–Эрдейи нулевого порядка гладко-
сти:

Bν, µ
0+ f = I1−µ0+ 1S

ν
0+f, B

ν, µ
− f = 1P

ν
− I1−µ− f, (2.14)

Eν, µ
0+ f = 1P

ν
0+ I1−µ0+ f, Eν, µ

− f = I1−µ− 1S
ν
−f. (2.15)

Доказательство. Докажем первую формулу, остальные доказываются
аналогично. С учётом определений, финитности функции f(x), согласно

63



соглашению в начале главы, и полугруппового свойства дробных инте-
гралов Римана–Лиувилля, получаем

Bν, µ
0+ f = I1−µ0+ 1S

ν
0+f = I−µ0+

∫ t

0

Pν

(
t

y

)
f(y) dy =

=
1

Γ(−µ)

∫ x

0

(x− t)−µ−1

(∫ t

0

Pν

(
t

y

)
f(y) dy

)
d t.

Теперь переставим пределы интегрирования, что возможно, ввиду фи-
нитности функции, и для вычисления внутреннего интеграла применим
формулу 7 на с. 163, т.3 из [156]. Получим нужное интегральное представ-
ление для оператора Бушмана–Эрдейи первого рода, теорема доказана.

Эти важные формулы позволяют "разделить" параметры ν и µ. Мы
докажем, что операторы (2.10)–(2.13) являются изоморфизмами про-
странств L2(0,∞), если ν не равно некоторым исключительным значени-
ям. Поэтому операторы (2.1)–(2.4) по действию в пространствах типа L2

в определённом смысле подобны операторам дробного интегродиффен-
цирования I1−µ, с которыми они совпадают при ν = 0. Далее операторы
Бушмана–Эрдейи будут доопределены при всех значениях µ. Исходя из
этого, введём следующее

Определение 2.3 Число ρ = 1 − Reµ назовём порядком гладкости
операторов Бушмана–Эрдейи (2.10)–(2.13).

Таким образом, при ρ > 0 (то есть приReµ > 1) операторы Бушмана–
Эрдейи являются сглаживающими, а при ρ < 0 (то есть при Reµ < 1)
уменьшающими гладкость в пространствах типа L2(0,∞). Операторы
(2.10)–(2.13), для которых ρ = 0, являются по данному определению
операторами нулевого порядка гладкости.

Перечислим основные свойства операторов Бушмана–Эрдейи первого
рода (2.1)–(2.4) с функцией Лежандра I рода в ядре. Приведём эти свой-
ства без доказательств, так как они все следуют из основных свойств
функций Лежандра. Будем обозначать области определения операторов
через D(Bν, µ

0+ ), D(Eν, µ
0+ ) и т.д.
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Простейшие свойства функций Лежандра приводят к тождествам, вы-
ражающим симметрию по параметрам, соотношения смежности и свой-
ство сдвига по параметрам операторов Бушмана–Эрдейи.

Bν, µ
0+ f = B−ν−1,µ

0+ f, Eν, µ
0+ f = E−ν−1, µ

0+ f,

Bν, µ
− f = B−ν−1, µ

− f, Eν, µ
− f = E−ν−1, µ

− f, (2.16)

(2ν + 1)xBν, µ
0+

1

x
f = (ν − µ+ 1)Bν+1, µ

0+ f + (ν + µ)Bν−1, µ
0+ f,

(2ν + 1)
1

x
Bν,µ

− xf = (ν − µ+ 1)Bν+1,µ
− f + (ν + µ)Bν−1,µ

− f, (2.17)

Bν−1, µ
0+ f −Bν+1, µ

0+ f = −(2ν + 1)B0, µ−1
0+

1

x
f,

Bν−1, µ
− f −Bν+1, µ

− f = −(2ν + 1)
1

x
Bν, µ−1

− f. (2.18)

Из формул разложения Lν на множители получаются тождества

Bν, µ−1
0+

(
d

dx
− ν

x

)
f = Bν−1, µ

0+ f, , (2.19)

Bν, µ−1
0+

(
d

dx
+
ν

x

)
f = Bν+1,µ

0+ f, (2.20)

справедливые при условиях Reµ < 1, Re ν > −1
2

lim
y→0

f(y)/yν = 0, f ∈ D(Bν±1, µ
0+ ),

(
d

dx
± ν

x

)
f ∈ D(Bν, µ−1

0+ )

Формулы (2.16) позволяют ограничиться случаем Re ν > −1
2 . Функ-

ции, на которые действуют операторы, должны принадлежать их обла-
стям определения. Для оператора Eν, µ

0+ справедливы те же формулы, что
и для Bν, µ

0+ .

Теорема 2.1.2 Операторы Бушмана-Эрдейи (2.1)-(2.4) определены, ес-
ли Re µ < 1 или µ ∈ N и дополнительно выполнены условия:
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а) для оператора Bν, µ
0+

x∫
0

√
y |f(y) ln y| dy <∞,

если ν = −1
2, µ ̸= 1

2, а во всех остальных случаях

x∫
0

y−Re ν |f(y)| dy <∞,

б) для оператора Eν, µ
0+ дополнительные условия не требуются;

в) для оператора Eν, µ
−

∞∫
x

y−Re ν |f(y)| dy <∞,

г) для оператора Bν, µ
−

∞∫
x

y−
1
2−Re ν | ln y · f(y)| dy <∞,

если ν = −1
2, µ ̸= 1

2, а во всех остальных случаях

∞∫
x

yRe(ν−µ) |f(y)| dy <∞.

В этой теореме предполагается, что функция f(x) является локально
суммируемой на (0,∞), x – произвольное положительное число. Доказа-
тельство следует из оценок интегралов по модулю и использования из-
вестных асимптотик для функций Лежандра в нуле и на бесконечности,
см. [10],[328] .

Важно отметить, что при некоторых специальных значениях парамет-
ров ν, µ операторы Бушмана–Эрдейи сводятся к более простым. Так при
значениях µ = −ν или µ = ν + 2 они являются операторами Эрдейи–
Кобера; при ν = 0 операторами дробного интегродифференцирования
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I1−µ0+ или I1−µ− ; при ν = −1
2 , µ = 0 или µ = 1 ядра выражаются через эл-

липтические интегралы; при µ = 0, x = 1, v = it− 1
2 оператор Bν, 0

− лишь
на постоянную отличаются от преобразования Мелера–Фока. Таким об-
разом, операторы Бушмана–Эрдейи первого рода являются обобщения-
ми всех этих указанных классов стандартных интегральных операторов.

Теорема 2.1.3 Пусть или Reµ < 0, или µ = m ∈ N, −m 6 ν 6 m− 1,
ν ∈ Z. Тогда справедливы тождества

d
dxB

ν, µ
0+ f = Bν, µ+1

0+ f, Eν, µ
0+

d f

dx
= Eν, µ+1

0+ f, (2.21)

Bν, µ
−

(
−d f

dx

)
= Bν, µ+1

− f,

(
− d

dx

)
Eν, µ

− f = Eν, µ+1
− f. (2.22)

если все указанные операторы определены.

Эта теорема позволяет доопределить операторы Бушмана–Эрдейи и
на значения Reµ > 1, переопределив их для натуральных µ.

Определение 2.4 Пусть дано число σ, Reσ > 1. Обозначим через m
наименьшее натуральное число, такое, что σ = µ+m, Reµ < 1. Тогда
операторы Бушмана–Эрдейи доопределим по формулам

Bν, σ
0+ = Bν, µ+m

0+ =

(
d

dx

)m
Bν, µ

0+ ,

Eν, σ
0+ = Eν, µ+m

0+ = Eν, µ
0+

(
d

dx

)m
, (2.23)

Bν, σ
− = Bν, µ+m

− = Bν, µ
−

(
− d

dx

)m
,

Eν, σ
− = Eν, µ+m

− =

(
− d

dx

)m
Eν, µ

− .

Отметим, что при натуральных µ операторы Бушмана–Эрдейи опре-
делены и по формулам (2.1)–(2.4). Мы переопределяем их для этих зна-
чений µ по формуле (2.23). Таким образом, символами Bν, µ

0+ , Eν, µ
0+ , Bν, µ

− ,
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Eν, µ
− далее мы будем обозначать операторы, определяемые по формулам

(2.1)–(2.4) при Reµ < 1, и по формулам (2.23) при Reµ > 1.
Будем рассматривать наряду с оператором Бесселя также тесно свя-

занный с ним дифференциальный оператор

Lν = D2 − ν(ν + 1)

x2
= (2.24)

=

(
d

dx
− ν

x

)(
d

dx
+
ν

x

)
=

(
d

dx
+
ν + 1

x

)(
d

dx
− ν + 1

x

)
,

который при ν ∈ N является оператором углового момента из квантовой
механики. Их взаимосвязь устанавливают легко проверяемые формулы
связи, приведём их.

Пусть пара ОП Xν, Yν сплетают Lν и вторую производную:

XνLν = D2Xν, YνD
2 = LνYν. (2.25)

Введём новую пару ОП по формулам

Sν = Xν−1/2x
ν+1/2, Pν = x−(ν+1/2)Yν−1/2. (2.26)

Тогда пара новых ОП Sν, Pν сплетают оператор Бесселя и вторую про-
изводную:

SνBν = D2Sν, PνD
2 = BνPν. (2.27)

Разумеется, по указанным формулам можно перейти и наоборот от
ОП для оператора Бесселя к ОП для оператора углового момента. А
именно, если дана пара ОП Sν, Pν со сплетающим свойством (2.27), то
новая пара ОП, определяемых по формулам

Xν = Sν+1/2x
−(ν+1), Yν = xν+1Pν+1/2, (2.28)

удовлетворяет соотношениям (2.25).
Преимуществом ОП, сплетающих вторую производную не с операто-

ром Бесселя, а с оператором углового момента, является тот факт, что
при определённых условиях они оказываются ограниченными в одном
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пространстве, а не в паре разных пространств. Мы сохраним за ОП,
действующим по формулам (2.25), названия ОП типа Сонина и Пуассо-
на соответственно.

Перейдём к определению условий, при которых ОП Бушмана–Эрдейи
первого рода действительно являются операторами преобразования.

Определим класс Φ(Bν, µ
0+ ) как множество функций таких, что

1) f(x) ∈ D(Bν, µ
0+ )

∩
C2(0,∞),

2) lim
y→0

∣∣∣ ln y√
y f(y) +

√
y ln y · f ′(y)

∣∣∣ = 0,

если ν = −1
2 , µ ̸= 1

2 ;

lim
y→0

(ν + 1)yνf(y)− yν+1f ′(y) = 0,

если µ = ν + 1, Re ν ̸= −1
2 ; и, наконец,

lim
y→0

(
ν
f(y)

yν+1
+
f ′(y)

yν

)
= 0

во всех остальных случаях.

Теорема 2.1.4 Пустьf(x) ∈ Φ(Bν, µ
0+ ), Reµ 6 1. Тогда оператор Bν, µ

0+

является оператором преобразования типа Сонина и удовлетворяет
соотношению (2.25) на функциях f(x).

Аналогичный результат справедлив и для других операторов Бушмана–
Эрдейи. При этом Eν, µ

− также является оператором типа Сонина, а Eν, µ
0+ и

Bν, µ
− – операторами типа Пуассона. Доказательство см. в [66], оно основа-

но на общих условиях для ядер сплетающих операторов преобразования
и асимптотик функций Лежандра.

Можно рассматривать случай, когда нижний предел в соответствую-
щих интегралах (2.1)–(2.4) равен произвольному числу a > 0, или верх-
ний предел в интегралах равен произвольному конечному числу b > 0.
При этом все результаты этого пункта сохраняются, а их формулировки
значительно упрощаются. В частности, все операторы Бушмана–Эрдейи
в этом случае определены при единственном условии Reµ < 1 в форме
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(2.1)–(2.4) и являются операторами преобразования на функциях f(x)

таких, что f(a) = f ′(a) = 0 или (f(b) = f ′(b) = 0).
Теперь сделаем важное замечание. Из полученной теоремы следует,

что ОП Бушмана–Эрдейи связывают собственные функции операторов
Бесселя и второй производной. Таким образом, половина ОП Бушмана–
Эрдейи переводят тригонометрические или экспоненциальные функции
в приведённые функции Бесселя, а другая половина наоборот. Эти фор-
мулы здесь не приводятся, их нетрудно выписать явно. Все они явля-
ются обобщениями исходных формул Сонина и Пуассона (1.34)–(1.35) и
представляют существенный интерес. Ещё раз отметим, что подобные
формулы являются непосредственными следствиями доказанных спле-
тающих свойств ОП Бушмана–Эрдейи, и могут быть непосредственно
проверены при помощи таблиц интегралов от специальных функций.

Перейдём к вопросу о различных факторизациях операторов Бушмана–
Эрдейи через операторы Эрдейи–Кобера и дробные интегралы Римана–
Лиувилля (см. определения в главе 1).

Теорема 2.1.5 Справедливы следующие формулы факторизации опера-
торов Бушмана–Эрдейи через операторы дробного интегродифференци-
рования и Эрдейи–Кобера:

Bν, µ
0+ = Iν+1−µ

0+ I
−(ν+1)

0+; 2, ν+ 1
2

(
2

x

)ν+1

, (2.29)

Eν, µ
0+ =

(x
2

)ν+1

Iν+1
0+; 2,− 1

2

I
−(ν+µ)
0+ , (2.30)

Bν, µ
− =

(
2

x

)ν+1

I
−(ν+1)
−; 2, ν+1I

ν−µ+2
− , (2.31)

Eν, µ
− = I

−(ν+µ)
− Iν+1

−; 2, 0

(x
2

)ν+1

. (2.32)

Доказательство приведено в [66], оно аналогично [59]–[60]. Ещё проще
эти формулы доказываются через мультипликаторы Меллина, см. далее.

Многие основные свойства операторов Бушмана–Эрдейи как инте-
гральных операторов (но не как операторов преобразования!) могут быть
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выведены из теоремы 2.1.5. Так можно получить, что формально обрат-
ным к оператору Бушмана–Эрдейи с параметрами (ν, µ) является тот
же оператор с параметрами (ν, 2 − µ). При этом из двух операторов —
прямого и обратного — всегда один будет иметь интегральное представ-
ление (2.1)–(2.4), а другой определяется формулами (2.23); один будет
обязательно иметь положительный порядок гладкости, а другой отри-
цательный (кроме операторов нулевого порядка гладкости). Кроме то-
го, теорема 2.1.5 позволяет доопределить операторы Бушмана–Эрдейи
на всю область значений параметров. Такое доопределение согласуется
с (2.23). Отметим, что факторизации (2.29)–(2.32) являются новыми по
сравнению с факторизациями, приведёнными в [165].

Рассмотрим связь между операторами Бушмана–Эрдейи и сплетаю-
щими операторами Сонина–Пуассона–Дельсарта (СПД). Мы предпочтём
дать новые определения для них, чтобы сохранить однообразие обозна-
чений в этом пункте.

Определение 2.5 Переопределим операторы преобразования Сонина–
Пуассона–Дельсарта (см. гл.1) по формулам

0S
ν
0+ = Bν, ν+2

0+ = I
−(ν+1)

0+; 2, ν+ 1
2

(
2

x

)ν+1

(2.33)

0P
ν
0+ = Eν,−ν

0+ =
(x
2

)ν+1

Iν+1
0+; 2,− 1

2

(2.34)

0P
ν
− = Bν, ν+2

− =

(
2

x

)ν+1

I
−(ν+1)
−; 2, ν+1 (2.35)

0S
ν
− = Eν,−ν

− = Iν+1
−; 2, 0

(x
2

)ν+1

(2.36)

Это определение в сочетании с (1.24),(1.26)–(1.27) приводит к следу-
ющим интегральным представлениям:

0S
ν
0+f =

2ν+2

Γ(−ν − 1)
x

x∫
0

(x2 − t2)−ν−2tν+1f(t) dt, Re ν < −1,
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=
2ν+1

Γ(−ν)
d

dx

x∫
0

(x2 − t2)−ν−1tν+1f(t) dt, Re ν < 0;

0P
ν
0+f =

1

2νΓ(ν + 1)
x−ν

x∫
0

(x2 − t2)νf(t) dt, Re ν > −1,

=
1

2νΓ(ν + 2)

1

xν+1

d

dx

x∫
0

(x2 − t2)ν+1f(t) dt, Re ν > −2;

0P
ν
−f =

2ν+2

Γ(−ν − 1)
xν+1

∞∫
x

(t2 − x2)−ν−2tf(t) dt, Re ν < −1,

=
2ν+1

Γ(−ν)
xν
(
− d

dx

) ∞∫
x

(t2 − x2)−ν−1tf(t) dt, Re ν < 0;

0S
ν
−f =

1

2νΓ(ν + 1)

∞∫
x

(t2 − x2)νt−νf(t) dt, Re ν > −1,

=
1

2ν+1Γ(ν + 2)

(
−1

x

d

dx

) ∞∫
x

(t2 − x2)ν+1t−νf(t) dt, Re ν > −2.

Эти операторы являются сплетающими типа Сонина или Пуассона.
Если построить новые ОП для оператора углового момента (см. выше),
то получим операторы типа Сонина

Xνf = 0S
ν− 1

2
0+ xνf =

2ν+
3
2

Γ(−ν − 1
2)
x

x∫
0

(x2 − t2)−ν−
3
2 t2ν+1f(t) dt

если Re ν < −1/2, а если Re ν < 1/2, то

Xνf = Sνf =
2ν+

1
2

Γ(12 − ν)

d

dx

x∫
0

(x2 − t2)−ν−
1
2 t2ν+1f(t) dt (2.37)

Аналогично получим оператор типа Пуассона вида
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Yνf = Pνf =
1

2νΓ(ν + 1)

1

x2ν

x∫
0

(x2 − t2)ν−
1
2f(t) dt (2.38)

при условии Re ν > −1/2.
Отметим, что из теоремы 2.1.5 выводятся и формулы (2.14)–(2.15).
Перейдём теперь к изучению операторов (2.10)–(2.13). Отметим, что

если функция f(x) допускает дифференцирование под знаком интеграла
или интегрирование по частям, то операторы (2.10)–(2.13) принимают
вид

1S
ν
0+f = f(x) +

x∫
0

∂

∂x
Pν

(
x

y

)
f(y)dy, (2.39)

1P
ν
0+f = f(x)−

x∫
0

∂

∂y
Pν

(y
x

)
f(y)dy, (2.40)

1P
ν
−f = f(x) +

∞∫
x

∂

∂y
Pν

(y
x

)
f(y)dy, (2.41)

1S
ν
−f = f(x)−

∞∫
x

∂

∂x
Pν

(
x

y

)
f(y)dy. (2.42)

При этом для справедливости (2.40) и (2.41) соответственно дополни-
тельно необходимы условия

lim
x→0

Pν(0)f(x) = 0, lim
x→∞

Pν(x)f(x) = 0.

Несложными выкладками можно доказать, что при определённых усло-
виях на функции операторы (2.10)–(2.13) являются операторами преоб-
разования. Они сплетают оператор углового момента и вторую произ-
водную.

Из теоремы 2.1.5 вытекают следующие факторизации для операторов
Бушмана–Эрдейи нулевого порядка гладкости:
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Следствие 2.1.1

1S
ν
0+ = Iν+1

0+ I
−(ν+1)

0+; 2, ν+ 1
2

(
2

x

)ν+1

(2.43)

1P
ν
0+ =

(x
2

)ν+1

Iν+1
0+; 2,− 1

2

I
−(ν+1)
0+ (2.44)

1P
ν
− =

(
2

x

)ν+1

I
−(ν+1)
−; 2, ν+1I

ν+1
− (2.45)

1S
ν
− = I

−(ν+1)
− Iν+1

−; 2, 0

(x
2

)ν+1

(2.46)

Теперь рассмотрим более подробно свойства ОП Бушмана–Эрдейи ну-
левого порядка гладкости, введённых по формулам (2.10). Подобный опе-
ратор был построен В.В.Катраховым [59]–[60] путём домножения стан-
дартного ОП Сонина на обычный дробный интеграл с целью взаимно
компенсировать гладкость этих двух операторов и получить новый, ко-
торый бы действовал в одном пространстве типа L2(0,∞). Как впослед-
ствии оказалось, это можно сделать известными средствами, так как ОП
Сонина—это частный случай операторов Эрдейи–Кобера. Существует за-
мечательная теорема А. Эрдейи, позволяющая выделить стандартный
дробный интеграл Римана–Лиувилля из дробного интеграла по любой
функции [165]. В результате получается

Теорема 2.1.6 Рассмотрим оператор дробного интегродифференциро-
вания Эрдейи–Кобера по функции g(x) = x2

Iα0+;x2f =
1

Γ(α)

x∫
0

(x2 − t2)α−12t · f(t) dt

при значениях Reα > 0. Тогда при 0 < Reα < 1
2 на подходящих функци-

ях справедливо представление оператора Эрдейи–Кобера через дробный
интеграл Римана–Лиувилля и оператор Бушмана–Эрдейи нулевого по-
рядка гладкости (2.10) при 0 < Reα < 1

2

Iα0+,x2(f)(x) = Iα0+

(
(2x)α f(x) +

∫ x

0

(
∂

∂x
P−α

(x
t

))
(2t)α f(t) dt

)
=

= Bν,1
0+ ((2x)α f) , (2.47)
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где Iα0+ — обычный дробный интеграл Римана–Лиувилля.

Доказательство. Из теоремы А.Эрдейи [165] мы получаем представ-
ление вида

(2x)αf(x) +

∫ x

0

∂

∂x
Φ(x, s)f(s) ds.

Для ядра Φ справедливо представление [165]

Φ(x, s) =
sin πα

π
2s ·

∫ x

s

(x− u)−α(u− s)α−1 (u− 1)1−α

(u2 − s2)1−α
du

=
sin πα

π
· 2s ·

∫ x

s

(x− u)−α(u2 − s2)α−1du.

Интеграл вычисляется по формуле I, с. 301 из [156]. Получаем

Φ(x, s) =
sin πα

π
· 2s · (2s)α−1 π

sin πα
2F1(α, 1− α; 1;

1

2
− 1

2

x

s
) =

= (2s)α2F1(α, 1− α; 1;
1

2
− 1

2

x

s
)

Осталось воспользоваться формулой (14) из [156], с. 129.
Операторы нулевого порядка гладкости выделяются тем, что только

для них можно доказать оценки в одном пространстве типа Lp(0,∞).
При этом, учитывая структуру этих операторов, удобно пользоваться
техникой преобразования Меллина и теоремой Слейтер (см. гл. 1).

Теорема 2.1.7 1. Операторы Бушмана–Эрдейи нулевого порядка глад-
кости действуют по правилу (1.12). Для их мультипликаторов спра-
ведливы формулы:
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m
1Sν

0+
(s) =

Γ(−s
2 +

ν
2 + 1)Γ(−s

2 −
ν
2 +

1
2)

Γ(12 −
s
2)Γ(1−

s
2)

=; (2.48)

=
2−s√
π

Γ(−s
2 −

ν
2 +

1
2)Γ(−

s
2 +

ν
2 + 1)

Γ(1− s)
, Re s < min(2 +Re ν, 1−Re ν);

m
1P ν

0+
(s) =

Γ(12 −
s
2)Γ(1−

s
2)

Γ(−s
2 +

ν
2 + 1)Γ(−s

2 −
ν
2 +

1
2)
, Re s < 1; (2.49)

m
1P ν

−(s) =
Γ(s2 +

ν
2 + 1)Γ(s2 −

ν
2)

Γ(s2)Γ(
s
2 +

1
2)

, Re s > max(Re ν,−1−Re ν); (2.50)

m
1Sν

−(s) =
Γ(s2)Γ(

s
2 +

1
2)

Γ(s2 +
ν
2 +

1
2)Γ(

s
2 −

ν
2)
, Re s > 0 (2.51)

2. Кроме того, выполняются следующие соотношения для мульти-
пликаторов:

m
1P ν

0+
(s) = 1/m

1Sν
0+
(s), m

1P ν
−(s) = 1/m

1Sν
−(s) (2.52)

m
1P ν

−(s) = m
1Sν

0+
(1− s), m

1P ν
0+
(s) = m

1Sν
−(1− s) (2.53)

3. Справедливы следующие формулы для норм операторов Бушмана–
Эрдейи нулевого порядка гладкости в L2:

∥1Sν0+∥ = ∥1P ν
−∥ = 1/min(1,

√
1− sin πν), (2.54)

∥1P ν
0+∥ = ∥1Sν−∥ = max(1,

√
1− sinπν). (2.55)

4. Нормы операторов (2.10) – (2.13) периодичны по ν с периодом 2,
то есть ∥xν∥ = ∥xν+2∥, где xν — любой из операторов (2.10) – (2.13).

5. Нормы операторов 1S
ν
0+, 1P

ν
− не ограничены в совокупности по ν,

каждая из этих норм не меньше 1. Если sin πν 6 0, то эти нормы рав-
ны 1. Указанные операторы неограничены в L2 тогда и только тогда,
когда sin πν = 1 (или ν = (2k) + 1/2, k ∈ Z).

6. Нормы операторов 1P
ν
0+, 1S

ν
− ограничены в совокупности по ν,

каждая из этих норм не больше
√
2. Все эти операторы ограничены
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в L2 при всех ν. Если sinπν > 0, то их L2 – норма равна 1. Максималь-
ное значение нормы, равное

√
2, достигается тогда и только тогда,

когда sin πν = −1 (или ν = −1/2 + (2k), k ∈ Z).

Доказательство.
Будем доказывать требуемые утверждения для первого оператора,

для остальных доказательства аналогичны.
1. Вначале докажем формулу (1.12) с нужным мультипликатором

(2.48). Используя последовательно формулы из [119] (7), с. 130, (2) с. 129,
(4) с. 130, получим

M
[
Bν,1

0+

]
(s) =

Γ(2− s)

Γ(1− s)
·M
[∫ ∞

0

{
H(

x

y
− 1)Pν(

x

y
)

}
{yf(y)} dy

y

]
(s−1) =

=
Γ(2− s)

Γ(1− s)
·M

[
(x2 − 1)0+P

0
ν (x)

]
(s− 1) ·M [f ] (s),

где использованы обозначения из [119] для функции Хевисайда и усечён-
ной степенной функции

xα+ =

{
xα, если x > 0

0, если x < 0
, H(x) = x0+ =

{
1, если x > 0

0, если x < 0.

Далее, используя формулы 14 (1) с. 234 и 4 с. 130 из [119], получаем

M
[
[(x− 1)0+P

0
ν (
√
x)
]
(s) =

Γ(12 +
ν
2 − s)Γ(−ν

2 − s)

Γ(1− s)Γ(12 − s)
,

M
[
(x2 − 1)0+P

0
ν (x)

]
(s− 1) =

1

2
·
Γ(12 +

ν
2 −

s−1
2 )Γ(−ν

2 −
s−1
2 )

Γ(1− s−1
2 )Γ(12 −

s−1
2 )

=

=
1

2
·
Γ(−s

2 +
ν
2 + 1)Γ(−s

2 −
ν
2 +

1
2)

Γ(−s
2 +

3
2)Γ(−

s
2 + 1)

при условиях Re s < min(2 +Re ν, 1−Re ν). Отсюда выводим формулу
для мультипликатора

M
[
Bν,1

0+

]
(s) =

1

2
· Γ(2− s)

Γ(1− s)
· Γ
(
−s
2
+

3

2

)
Γ
(
−s
2
+ 1
)
.
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Применяя к Γ (2− s) формулу Лежандра удвоения аргумента гамма–
функции (см., например, [10]), получим

M
[
Bν,1

0+

]
(s) =

2−s√
π
·
Γ(−s

2 +
ν
2 + 1)Γ(−s

2 −
ν
2 +

1
2)

Γ(1− s)
.

Ещё одно применение формулы удвоения Лежандра к Γ(1− s) приводит
к нужной формуле для мультипликатора (2.48).

В работе [66] показано, что за счёт рассмотрения подходящих факто-
ризаций, условия справедливости доказанной формулы, приведённые в
[119] для более общего случая, являются в рассматриваемом нами случае
завышенными, их можно несколько расширить. В частности, формула
для мультипликатора справедлива при условиях 0 < Re s < 1 при всех
значениях параметра ν, что проверяется непосредственно.

2. Теперь установим формулу для нормы (2.54). Из найденной фор-
мулы для мультипликатора в силу теоремы 1.2.1 получаем на прямой
Re s = 1/2, s = iu+ 1/2

|M
[
Bν,1

0+

]
(iu+ 1/2)| = 1√

2π

∣∣∣∣Γ(−iu2 − ν
2 +

1
4)Γ(−i

u
2 +

ν
2 +

3
4)

Γ(12 − iu)

∣∣∣∣ .
Далее будем опускать у мультипликатора указание на порождающий его
оператор. Используем формулу для модуля комплексного числа |z| =
√
zz̄ и тождество для гамма–функции Γ(z) = Γ(z̄), вытекающее из её

определения в виде интеграла. Последнее равенство справедливо для
класса так называемых вещественно–аналитических функций, к кото-
рому относится и гамма–функция. Тогда получим

|M
[
Bν,1

0+

]
(iu+ 1/2)| =

=
1√
2π

∣∣∣∣Γ(−iu2 − ν
2 +

1
4)Γ(i

u
2 −

ν
2 +

1
4)Γ(−i

u
2 +

ν
2 +

3
4)Γ(i

u
2 +

ν
2 +

3
4)

Γ(12 − iu)Γ(12 + iu)

∣∣∣∣ .
В числителе объединим крайние и средние сомножители, и три образо-
вавшиеся пары гамма–функций преобразуем по известной формуле (см.
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[10])

Γ(
1

2
+ z) Γ(

1

2
− z) =

π

cos πz
.

В результате получим

|M
[
Bν,1

0+

]
(iu+ 1/2)| =

√
cos(πiu)

2 cos π(ν2 +
1
4 + iu2) cos π(

ν
2 +

1
4 − iu2)

=

=

√
ch(πiu)

chπu− sin πν
Далее обозначим t = chπu, 1 6 t < ∞. Отсюда, применяя условие из
теоремы 1.2.1, получаем

sup
u∈R

|m(iu+
1

2
)| = sup

16t<∞

√
t

t− sin πν
.

Поэтому, если sin πν > 0, то супремум достигается при t = 1, и справед-
лива нужная формула для нормы

∥Bν,1
0+∥L2

=
1√

1− sin πν
.

Если же sin πν 6 0, то супремум достигается при t→ ∞, и справедлива
формула

∥Bν,1
0+∥L2

= 1.

Эта часть теоремы доказана.
Утверждения теоремы 3–6 теперь напрямую следуют из найденной

формулы для нормы и условий теоремы 1.2.1. Теорема полностью дока-
зана.

Важнейшим свойством операторов Бушмана–Эрдейи нулевого поряд-
ка гладкости является их унитарность при целых ν. Отметим, что при
интерпретации Lν как оператора углового момента в квантовой механи-
ке, параметр ν как раз и принимает целые неотрицательные значения.
Сформулируем один из основных результатов данной главы.

Теорема 2.1.8 Для унитарности в L2 операторов (2.10) – (2.13) необ-
ходимо и достаточно, чтобы число ν было целым. В этом случае пары
операторов (1S

ν
0+, 1P

ν
−) и (1S

ν
−, 1P

ν
0+) взаимно обратны.
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Доказательство.
При ν ∈ Z получим sin πν = 0 и модуль соответствующего мультипли-

катора в формуле (2.48) тождественно равен единице на нужной прямой
Re s = 1

2 . Поэтому, по свойству г) теоремы 1.2.1 данный оператор являет-
ся унитарным в L2(0,∞), как и его обратный. То, что соответствующие
пары операторов являются взаимно обратными, теперь следует из того,
что они являются сопряжёнными в L2(0,∞). Теорема доказана.

Эта теорема была первоначально сформулирована в [58]–[59], дока-
зательство содержало неточности (утверждалась унитарность при всех
ν), затем скорректированные в [68],[70],[4],[67],[72], см. также [6],[28]–
[29],[66].

Перед формулировкой частного случая как следствия предположим,
что операторы (2.10) – (2.13) заданы на таких функциях f(x), что спра-
ведливы представления (2.39)–(2.42) (для этого достаточно предполо-
жить, что xf(x) → 0 при x→ 0). Тогда при ν = 1

1P
1
0+f = (I −H1)f, 1S

1
−f = (I −H2)f, (2.56)

где H1, H2 – операторы Харди (см. гл. 1)

H1f =
1

x

x∫
0

f(y)dy, H2f =

∞∫
x

f(y)

y
dy, (2.57)

I — единичный оператор.

Следствие 2.1.2 Операторы (2.56) являются унитарными взаимно об-
ратными в L2 операторами. Они сплетают дифференциальные выра-
жения d2/dx2 и d2/dx2 − 2/x2.

Кроме того, можно показать, что операторы (2.56) являются преобра-
зованиями Кэли от симметричных операторов ±2i(xf(x)) при соответ-
ствующем выборе областей определения.

В унитарном случае операторы Бушмана–Эрдейи нулевого порядка
гладкости образуют пару биортогональных преобразований Ватсона, а
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их ядра образуют пары несимметричных ядер Фурье [49]. Ограничен-
ность операторов с подобными мультипликаторами изучалась ещё Лесли
Фоксом.

Отметим важность изучения унитарности для теории интегральных
уравнений. В этом случае обратный оператор необходимо искать в виде
интеграла с другими, чем у исходного, пределами интегрирования.

Рассмотрим случай ν = iα − 1
2 , α ∈ R, связанный с преобразованием

Мелера–Фока.

Теорема 2.1.9 Пусть ν = iα−1
2, α ∈ R. Тогда операторы (2.10) – (2.13)

ограничены в L2 при всех таких ν. Для их норм справедливы формулы

∥1S
iα− 1

2
0+ ∥ = ∥1P

iα− 1
2

− ∥ = 1

Доказательство такое же, как и для вещественного ν.
Далее перечислим некоторые общие свойства операторов, которые

действуют по правилу (1.12) как умножение на некоторый мультиплика-
тор в образах преобразования Меллина и одновременно являются спле-
тающими для второй производной и оператора углового момента.

Теорема 2.1.10 Пусть оператор Sν действует по формулам (1.12) и
(2.25). Тогда

а) его мультипликатор удовлетворяет функциональному уравнению

m(s) = m(s− 2)
(s− 1)(s− 2)

(s− 1)(s− 2)− ν(ν + 1)
; (2.58)

б) если функция p(s) периодична с периодом 2 (то есть p(s) = p(s−
2)), то функция p(s)m(s) является мультипликатором нового опера-
тора преобразования Sν2 , опять же сплетающего Lν и вторую произ-
водную по правилу (2.25).

Доказательство. Второй пункт следует из первого. Уравнение (2.58)
получается из (2.25) применением преобразования Меллина и использо-
ванием формул преобразования простейших операций [119].
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Последняя теорема ещё раз показывает, насколько удобно изучение
ОП в терминах мультипликаторов преобразования Меллина.

Определим преобразование Стилтьеса (см., например, [165]) по фор-
муле

(Sf)(x) =

∞∫
0

f(t)

x+ t
dt.

Этот оператор имеет вид (1.12) с мультипликатором p(s) = π/sin(πs)

и ограничен в L2. Очевидно, что p(s) = p(s − 2). Поэтому из теоремы
2.1.10 следует, что композиция преобразования Стилтьеса с ограничен-
ными сплетающими операторами (2.10)–(2.13) снова является операто-
ром преобразованием того же типа, ограниченным в L2.

Отметим, что из предыдущего изложения следует, что

∥S∥Lp
= |π/ sin π

p
|, p > 1.

С другой стороны,

∥S∥L2, k
= |π/ sinπk|, k /∈ Z.

Аналогично получаются оценки в весовых пространствах Lp, k p > 0.
Рассмотрим теперь оператор Hν вида (1.12) с мультипликатором

m(s) =

√
sin πs− sin πν

sinπs
(2.59)

Из теоремы 2.1.7 получаем, что на прямой Re s = 1
2 величина m(s) об-

ратна величине (2.59). Тогда из этой теоремы следует, что

∥Hν∥L2
= ∥1P ν

0+∥L2
= ∥1Sν−∥L2

. (2.60)

Поэтому для оператора Hν справедливо заключение теоремы 2.1.7. В
частности Hν ограничен в L2 при всех ν.

Отметим, что формально этот оператор связан с преобразованием
Стилтьеса формулой

Hν = (1− sin πν

π
S)

1
2 . (2.61)
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Одновременно с Hν введём оператор Dν с мультипликатором

mDν(s) =

√
sinπs

sin πs− sin πν

Отсюда получаем, что

∥Dν∥L2
= ∥1Sν0+∥L2

= ∥1P ν
−∥L2

. (2.62)

и кроме того, оператор Dν ограничен при sin πν ̸= 1.

Теорема 2.1.11 Рассмотрим композиции операторов

3S
ν
0+ = 1S

ν
0+H

ν, 3S
ν
− = Dν

1S
ν
−, (2.63)

3P
ν
0+ = Dν

1P
ν
0+, 3P

ν
− = 1P

ν
−H

ν. (2.64)

Тогда операторы 3S
ν
0+, 3S

ν
− являются новыми операторами преобразо-

вания типа Сонина, а 3P
ν
0+, 3P

ν
− — типа Пуассона. Все эти операторы

унитарны в L2. Кроме того, если sinπν ̸= 1, то композиции (2.63) –
(2.64) можно вычислять в любом порядке.

Доказательство этой теоремы очевидно и следует из перехода к муль-
типликаторам. Аналогичная идея применена в [320] для подправления
преобразования Радона до изометрии.

Ниже будет получено явное интегральное представление операторов
преобразования, сплетающих Lν и d2/dx2, которые являются унитар-
ными при всех ν ∈ R.

Изучим вопрос о взаимосвязи разносторонних операторов Бушмана–
Эрдейи. Полученные формулы аналогичны тем, которые связывают лево–
и правосторонние дробные интегралы Римана–Лиувилля (см. [165], с. 163–
171). С этой целью введём оператор

Cνf = f(x)− sinπν

π
Sf, (2.65)

где S — преобразование Стильтьеса. Приведём без доказательства свой-
ства Cν:

1) ∥Cν∥L2
= min(1, 1− sin πν) 6 1, ν ∈ R;

2) ∥Cν∥L2
= 1 + chπα, ν = iα− 1

2 , α ∈ R;

83



Теорема 2.1.12 При ν ∈ R справедливы тождества для композиций

Cν = 1S
ν
− 1P

ν
0+ = 1P

ν
0+ 1S

ν
−, (2.66)

1S
ν
− = 1S

ν
0+ Cν, 1P

ν
0+ = 1P

ν
− Cν, (2.67)

1S
ν
− = Cν

1S
ν
0+, 1P

ν
0+ = Cν

1P
ν
−, sin πν ̸= 1. (2.68)

2.2 Интегральные операторы преобразования

Бушмана–Эрдейи второго рода

Теперь определим и изучим операторы Бушмана–Эрдейи второго рода.
В этом пункте для краткости некоторые доказательства будут опуще-
ны, так как они в основном повторяют доказательства из предыдущего
пункта.

Введём новую пару операторов Бушмана–Эрдейи с функциями Ле-
жандра второго рода [10] в ядре

Определение 2.6

2S
νf =

2

π

−
x∫

0

(x2 − y2)−
1
2Q1

ν(
x

y
)f(y)dy +

∞∫
x

(y2 − x2)−
1
2Q1

ν(
x

y
)f(y)dy

 ,

(2.69)

2P
νf =

2

π

−
x∫

0

(x2 − y2)−
1
2Q1

ν(
y

x
)f(y)dy −

∞∫
x

(y2 − x2)−
1
2Q1

ν(
y

x
)f(y)dy

 .

(2.70)

При y → x± 0 интегралы понимаются в смысле главного значения. От-
метим без доказательства, что эти операторы определены и являются
сплетающими при некоторых условиях на функции f(x) (при этом опе-
ратор (2.69) будет типа Сонина, (2.70) — типа Пуассона).
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Теорема 2.2.1 Операторы (2.69) – (2.70) представимы в виде (1.12) с
мультипликаторами

m
2Sν(s) = p(s) m

1Sν
−(s), (2.71)

m
2P ν(s) =

1

p(s)
m

1P ν
−(s), (2.72)

где мультипликаторы операторов 1S
ν
−, 1P

ν
− определены формулами (2.50)

– (2.51), а функция p(s) ( с периодом 2) равна

p(s) =
sin πν + cos πs

sin πν − sin πs
. (2.73)

Вначале докажем лемму.

Лемма 2.2.1 Рассмотрим более общий чем (2.69) интегральный опе-
ратор при значениях Re ν < 1:

3S
ν,µf =

2

π

 x∫
0

(x2 + y2)−
µ
2 e−µπiQµ

ν(
x

y
)f(y) dy + (2.74)

+

∞∫
x

(y2 + x2)−
µ
2Qµ

ν(
x

y
)f(y) dy

 ,

где Qµ
ν(z) — функция Лежандра второго рода, Qµ

ν(z) — значение этой
функции на разрезе.

Тогда на функциях из C∞
0 (0,∞) оператор (2.74) определён и действу-

ет по формуле
M 3S

ν(s) = m(s) ·Mx1−µf(s),

m(s) = 2µ−1

(
cosπ(µ− s)− cosπν

sin π(µ− s)− sinπν

)
· (2.75)

·

(
Γ(s2)Γ(

s
2 +

1
2))

Γ(s2 +
1−ν−µ

2 )Γ(s2 + 1 + ν−µ
2 )

)
.
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Доказательство. Из асимптотики функций Лежандра [10] следует, что
оператор (2.74) определён. Записывая его как свёртку Меллина, и после-
довательно применяя формулы (2.50) с. 31, 10 с. 283, 40(1) с.251, 5 с.130
из [119], получим выражение (2.2.1) со значением мультипликатора

2µ−2

π2
· sin π(ν − µ)

sinπµ
· Γ(s

2
)Γ(

s

2
+

1

2
)Γ(

1 + µ+ ν

2
− s

2
)Γ(

µ− ν

2
− s

2
)+

+
2µ−1

sin πµ
·
Γ(1+µ+ν2 − s

2)Γ(
µ−ν
2 − s

2)

Γ(1− s
2)Γ(

1
2 −

s
2)

+

+
2µ−1 cosπµ

sin πµ
·

Γ(s2)Γ(
s
2 +

1
2)

Γ(s2 +
1−ν−µ

2 )Γ(s2 + 1 + ν−µ
2 )

.

В двух последних слагаемых "поднимем" гамма–функции в числитель
из знаменателя, переходя от Γ(z) к Γ(1− z). Получим

m(s) =
2µ−1

π2 sin πµ
A(s) · Γ(s

2
)Γ(

s

2
+

1

2
)Γ(

µ+ ν + 1− s

2
)Γ(

µ− ν − s

2
).

Выражение A(s) последовательно преобразуем по элементарным триго-
нометрическим формулам

A(s) = sin π(ν − µ)+

+2 sin
πs

2
cos

πs

2
− 2 cos πµ · cos π

2
(s− ν − µ) sin

π

2
(s+ ν − µ) =

= sin π(ν − µ) + sin πs− cosπµ(sinπν + sin π(s− µ)) =

= sin πµ · (cosπ(s− µ)− cos πν).

Подставим это выражение в m(s). Перебрасывая две последние гамма–
функции в знаменатель, получим (2.2.1). Применение указанных формул
из [119] приводит к ограничениям на значения переменной

0 < Re(ν + µ) < min(1 +Re(ν + µ), Re(µ− ν)), (2.76)

86



которые в нашем случае можно ослабить. Лемма доказана.
Перейдём к доказательству теоремы 2.2.1. Из формулы (2.2.1) следует,

что можно перейти к пределу при µ → 1 − 0. Отсюда получим (2.71) и
(2.73). Аналогичными рассуждениями доказывается (2.72).

Отметим, что в процессе доказательства построено ещё одно семей-
ство операторов преобразования типа Сонина (2.74).

Доказательства следующих результатов полностью аналогичны соот-
ветствующим утверждениям для операторов Бушмана–Эрдейи первого
рода.

Теорема 2.2.2 Справедливы формулы для норм

∥2Sν∥L2
= max(1,

√
1 + sin πν), (2.77)

∥2P ν∥L2
= 1/min(1,

√
1 + sin πν). (2.78)

Следствие. Оператор 2S
ν ограничен при всех ν. Оператор 2P

ν не яв-
ляется непрерывным тогда и только тогда, когда sinπν = −1.

Теорема 2.2.3 Для унитарности в L2 операторов 2S
ν и 2P

ν необходи-
мо и достаточно, чтобы параметр ν был целым числом.

Теорема 2.2.4 Пусть ν = iβ + 1/2, β ∈ R. Тогда

∥2Sν∥L2
=
√

1 + chπβ, ∥2P ν∥L2
= 1. (2.79)

Теорема 2.2.5 Справедливы представления

2S
0f =

2

π

∞∫
0

y

x2 − y2
f(y) dy, (2.80)

2S
−1f =

2

π

∞∫
0

x

x2 − y2
f(y) dy. (2.81)

Таким образом, в этом случае оператор 2S
ν сводится к паре известных

преобразований Гильберта на полуоси [165].
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2.3 Унитарные операторы преобразования Сонина–

Катрахова и Пуассона–Катрахова

Перейдём к построению операторов преобразования, унитарных при всех
ν. Такие операторы определяются по формулам:

SνUf = − sin
πν

2
2S

νf + cos
πν

2
1S

ν
−f, (2.82)

P ν
Uf = − sin

πν

2
2P

νf + cos
πν

2
1P

ν
−f. (2.83)

Для любых значений ν ∈ R они являются линейными комбинациями опе-
раторов преобразования Бушмана–Эрдейи 1 и 2 рода нулевого порядка
гладкости. Их можно назвать операторами Бушмана–Эрдейи третьего
рода. В интегральной форме эти операторы имеют вид:

SνUf = cos
πν

2

(
− d

dx

) ∞∫
x

Pν

(
x

y

)
f(y) dy + (2.84)

+
2

π
sin

πν

2

 x∫
0

(x2 − y2)−
1
2Q1

ν

(
x

y

)
f(y) dy −

−
∞∫
x

(y2 − x2)−
1
2Q1

ν

(
x

y

)
f(y) dy

)
,

P ν
Uf = cos

πν

2

x∫
0

Pν

(y
x

)( d

dy

)
f(y) dy − (2.85)

−2

π
sin

πν

2

−
x∫

0

(x2 − y2)−
1
2Q1

ν

(y
x

)
f(y) dy −

−
∞∫
x

(y2 − x2)−
1
2Q1

ν

(y
x

)
f(y) dy

)
.

Теорема 2.3.1 Операторы (2.82)–(2.83) или (2.84)–(2.85) при всех ν яв-
ляются унитарными, взаимно сопряжёнными и обратными в L2. Они
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являются сплетающими и действуют по формулам (2.24). При этом
SνU является оператором типа Сонина (Сонина–Катрахова), а P ν

U —
типа Пуассона (Пуассона–Катрахова).

Доказательство.
Проверим выполнение равенства (1.9) для одного из мультипликато-

ров. Аналогично случаю теоремы 2.1.7 с использованием свёртки Мел-
лина и формул для преобразования Меллина специальных функций по-
лучается следующая формула для мультипликатора:

M [SνU ] (s) = − sin(
πν

2
)

(
− cosπs− cos πν

sin πs− sinπν

)
·
(

Γ(s2)Γ(
s
2 +

1
2)

Γ(s2 −
ν
2)Γ(

s
2 +

ν
2 +

1
2)

)
+

+cos(
πν

2
) ·
(

Γ(s2)Γ(
s
2 +

1
2)

Γ(s2 −
ν
2)Γ(

s
2 +

ν
2 +

1
2)

)
=

=

(
− sin(

πν

2
)

(
− cosπs− cos πν

sin πs− sinπν

)
+ cos(

πν

2
)

)
·
(

Γ(s2)Γ(
s
2 +

1
2)

Γ(s2 −
ν
2)Γ(

s
2 +

ν
2 +

1
2)

)
.

Полностью вычисления проведены в [66]. Далее рассматриваем в соот-
ветствии с теоремой 1.2.1 с учётом выкладок из теоремы 2.1.7 величину∣∣∣∣M [SνU ] (iu+

1

2
)

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣− sin(
πν

2
)

(− cos π(iu+ 1
2)− cosπν

sin π(iu+ 1
2)− sin πν

)
+ cos(

πν

2
)

∣∣∣∣ ·
√

cos πu− sin πν

cosπu
=

=

∣∣∣∣∣sin(πν2 )− cos
(
πν
2 + πiu

)
sinπν − cos πiu

∣∣∣∣∣ ·
√

cos πu− sin πν

cosπu
=

=

∣∣∣∣∣sin πν
2 − cos πν2 chπu+ i sin πν

2 sh πu√
chπu(chπ − sin πν)

∣∣∣∣∣ .
Вычисляя модуль и заменяя затем тригонометрический и гиперболиче-
ский синусы на косинусы, получим:∣∣∣∣M [SνU ] (iu+

1

2
)

∣∣∣∣ =
√(

sin πν
2 − cos πν2 chπu

)2
+
(
sin πν

2 sh πu
)2

chπu(chπ − sin πν)
=
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=

√
ch2 πu− sin πν chπu

chπu(chπ − sin πν)
= 1.

Унитарность этим доказана. Взаимная сопряжённость следует из опре-
делений (2.82)–(2.83), если рассматривать операторы как расширения с
множества финитных функций. Следовательно, эти унитарные операто-
ры и взаимно обратны. То, что они являются ОП типа Сонина и Пуассо-
на, вытекает из проверки условий для мультипликаторов теоремы 1.2.1.
Теорема доказана.

Этим результатом завершается история построения унитарных ОП
типа Сонина и Пуассона. Унитарные операторы преобразования тесно
связаны с унитарностью оператора рассеяния в задачах квантовой меха-
ники [4],[195]–[196],[210].

Интересно рассмотреть частный случай, который вытекает из теоре-
мы 2.3.1 при ν = 1. Получаем пару очень простых операторов

B1,1
0+f = f(x)− 1

x

∫ x

0

f(y) dy, B1,1
− f = f(x)−

∫ ∞

x

f(y)

y
dy, (2.86)

связанных со знаменитыми операторами Харди

H1f =
1

x

∫ x

0

f(y) dy,H2f =

∫ ∞

x

f(y)

y
dy. (2.87)

По поводу теории неравенств Харди см. [329]. Из наших результатов сле-
дует

Теорема 2.3.2 Операторы (2.86) образуют пару взаимнообратных уни-
тарных в L2(0,∞) операторов. Они сплетают как ОП d2

dx2 и d2

dx2 −
2
x2 .

Как следует из (2.87), операторы Бушмана–Эрдейи могут рассмат-
риваться как обобщения операторов Харди, а неравенства для их норм
являются определёнными обобщениями неравенств Харди, что позволя-
ет взглянуть на этот класс операторов под новым интересным углом
зрения. Кроме того, можно показать, что операторы (2.86) являются
преобразованиями Кэли от симметричных операторов ±2i(xf(x)) при
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соответствующем выборе областей определения. Их спектром является
единичная окружность. В [6],[66] эти вопросы рассмотрены и для про-
странств со степенным весом.

Результат об унитарности из теоремы 2.3.2 рассматривался Куфне-
ром, Перссоном и Малиграндой [311], давшими его элементарное доказа-
тельство и приложения. Теорема 2.3.1 позволяет выписать ещё несколько
пар унитарных в L2(0,∞) операторов очень простого вида, которые яв-
ляются частными случаями операторов Бушмана–Эрдейи при целых ν

([6],[66]):

U3f = f +

∫ x

0

f(y)
dy

y
, U4f = f +

1

x

∫ ∞

x

f(y) dy,

U5f = f + 3x

∫ x

0

f(y)
dy

y2
, U6f = f − 3

x2

∫ x

0

yf(y) dy,

U7f = f +
3

x2

∫ ∞

x

yf(y) dy, U8f = f − 3x

∫ ∞

x

f(y)
dy

y2
,

U9f = f +
1

2

∫ x

0

(
15x2

y3
− 3

y

)
f(y) dy,

U10f = f +
1

2

∫ ∞

x

(
15y2

x3
− 3

x

)
f(y) dy.

Этот перечень можно продолжить дальше.
ОП в форме подобной (2.84–2.85), но только с ядрами, выражающими-

ся через общую гипергеометрическую функцию Гаусса, были впервые по-
строены в 1980 г. В.В. Катраховым. Поэтому автор предлагает названия:
операторы преобразования Сонина–Катрахова и Пуассона–Катрахова.
Их выражение через функции Лежандра первого и второго родов полу-
чено автором, кроме того их удаётся включить в общую схему построе-
ния операторов преобразования композиционным методом, изложенным
ниже. При этом основными становятся наиболее простые формулы фак-
торизации вида (2.82)–(2.83). На этом пути построение подобных опера-
торов перестаёт быть специальным искусным приёмом, а встраивается в
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общую методику построения целых классов подобных операторов преоб-
разования композиционным методом.
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2.4 Приложения операторов преобразования Бушмана–

Эрдейи, Сонина–Катрахова и Пуассона–Катрахова

к дифференциальным уравнениям с особенно-

стями в коэффициентах

2.4.1 Приложения операторов преобразования Бушмана–Эрдейи

к задачам для уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу и лем-

ме Копсона

Приложения операторов преобразования Бушмана–Эрдейи к обобщению
леммы Копсона

Рассмотрим теперь приложения операторов преобразования Бушмана–
Эрдейи первого рода и нулевого порядка гладкости к обобщениям и уточ-
нению леммы Копсона.

Теорема 2.4.1 Рассмотрим задачу Дирихле в четверти плоскости для
уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу в условиях леммы Копсона (2.5)–
(2.6). Тогда между данными задачи Дирихле справедливы соотноше-
ния, выражающиеся через операторы Бушмана–Эрдейи первого рода и
нулевого порядка гладкости:

cβ
xβ
E−α,1−β

0+ (yα+β+1f(y)) =
cα
xα
E−β,1−α

0+ (yα+β+1g(y)), cβ = 2Γβ + 1/2,

(2.88)
cβ
xβ

1P
−α
0+ I

β
0+(y

α+β+1f(y)) =
cα
xα

1P
−β
0+ I

α
0+(y

α+β+1g(y)), (2.89)

Данные формулы являются прямыми следствиями теоремы 2.1.1. C
другой стороны, применяя теперь полученную выше теорему 2.1.5, в
которой операторы Бушмана–Эрдейи нулевого порядка гладкости бы-
ли профакторизованы через дробные интегралы Римана–Лиувилля и
Эрдейи–Кобера, мы получаем такой результат.
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Теорема 2.4.2 Между данными задачи Дирихле в условиях леммы Коп-
сона справедливы соотношения, выражающиеся через операторы Эрдейи–
Кобера:

xα+β+1f(x) =
cα
cβ
Iα−β0+;2;−1/2(y

α+β+1g(y)). (2.90)

Последнее соотношение уточняет соответствующий результат из ори-
гинальной работы Копсона, который, по–видимому, содержит неточно-
сти в коэффициентах.

Связь между данными на осях, выраженная через операторы Бушмана–
Эрдейи нулевого порядка гладкости, позволяет установить дополнитель-
ные результаты.

Теорема 2.4.3 Рассмотрим пространство с весом L2,xk(0,∞), и пусть
α, β — целые числа. Тогда для весовых норм данных Дирихле справед-
ливы соотношения

cβ∥Iβ0+(yα+β+1f(y))∥ = cα∥Iα0+(yα+β+1g(y))∥. (2.91)

Этот результат следует из условия унитарности операторов Бушмана–
Эрдейи нулевого порядка гладкости в теореме 2.1.8. Кроме того, в этом
случае можно из той же теоремы выразить данные не через оператор
Эрдейи–Кобера, а через обратный оператор Бушмана–Эрдейи нулевого
порядка гладкости, получив новое соотношение. Для произвольных, не
являющихся целыми значений параметров, из теоремы 2.1.7 также по-
лучается соотношение между весовыми нормами данных Дирихле.

Задача Коши для уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу (ЭПД)

Рассмотрим уравнение ЭПД в полупространстве

Bα, tu(t, x) =
∂2 u

∂t2
+

2α + 1

t

∂u

∂t
= ∆xu+ F (t, x),

где t > 0, x ∈ Rn. Дадим описание процедуры, позволяющей полу-
чать различные постановки начальных условий при t = 0 единым ме-
тодом. Образуем по формулам (2.24) операторы преобразования Xα, t и
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Yα, t. Предположим, что существуют выражения Xα, tu = v(t, x), Xα, tF =

G(t, x). Пусть обычная (несингулярная) задача Коши

∂2 v

∂t2
= ∆xv +G, v|t=0 = φ(x), v′t|t=0 = ψ(x) (2.92)

корректно разрешима в полупространстве. Тогда получаем следующие
начальные условия для уравнения ЭПД:

Xαu|t=0 = a(x), (Xαu)
′|t=0 = b(x). (2.93)

При этом различному выбору операторов преобразования Xα,t (операто-
ры Сонина, Бушмана–Эрдейи, Бушмана–Эрдейи нулевого порядка глад-
кости I или 2 рода, унитарные операторы третьего рода (2.84), обоб-
щенные операторы Бушмана–Эрдейи) будут соответствовать различные
начальные условия. Следуя изложенной методике в каждом конкретном
случае их можно привести к более простым аналитическим формулам.
При этом с использованием интегральных ОП различных типов для каж-
дого конкретного ОП будут получатся некоторые нелокальные началь-
ные условия, в том числе и с возможностью рассмотрения решений с
особенностями.

Данная схема обобщается на дифференциальные уравнения с боль-
шим числом переменных, по которым могут действовать операторы Бес-
селя с различными параметрами, а также уравнения других типов. При-
менение операторов преобразований позволяет сводить сингулярные (или
иначе вырождающиеся) уравнения с операторами Бесселя по одной или
нескольким переменным (уравнения ЭПД, сингулярное уравнение тепло-
проводности, B—эллиптические уравнения по определению И.А. Кипри-
янова, уравнения обобщённой осесимметрической теории потенциала—
теории GASPT (Generalized Axially Symmetric Potential Theory)
—А.Вайнстейна и другие) к несингулярным. При этом априорные оцен-
ки для сингулярного случая получаются как следствия соответствующих
априорных оценок для регулярных уравнений, если только удалось оце-
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нить сами операторы преобразования в нужных функциональных про-
странствах. Значительное число подобных оценок было приведено выше.
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2.4.2 Приложения операторов преобразования Бушмана–Эрдейи,

Сонина–Катрахова и Пуассона–Катрахова к установле-

нию формул связи между решениями дифференциаль-

ных уравнений

Начнём с простого, но важного замечания. Любую из рассмотренных в
этой главе пар операторов преобразования, сплетающих операторы Бес-
селя и вторую производную, можно использовать для установления свя-
зей между решениями дифференциального уравнения с особенностями
в коэффициентах с операторами Бесселя вида∑

akBνk,xku(x) = f(x)

и невозмущённого уравнения с постоянными коэффициентами∑
ak
∂2v(x)

∂x2k
= g(x).

При этом если пары взаимообратных ОП действуют по каждой перемен-
ной по формулам

SνBν = D2Sν, PνD
2 = BνPν, (2.94)

то решения возмущённого и невозмущённого уравнений связаны соотно-
шениями

u(x) =
∏
k

Sνkv(x), v(x) =
∏
k

Pνku(x)

(операторы типа Сонина и Пуассона). При этом результаты об ограни-
ченности, оценках норм, унитарности операторов преобразований приво-
дят автоматически к соответствующим утверждениям для пар решений
дифференциальных уравнений. Мы ограничимся этой схемой, не выпи-
сывая соответствующих формул связи и оценок для решений дифферен-
циальных уравнений с особенностями в коэффициентах.

Рассмотрим подробно один пример, позволяющий использовать по-
строенные ОП различных классов и их оценки для построения решений
одного из нелинейных уравнений. В работе А.В.Бицадзе [16] указано,
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что в математической физике ряд задач сводятся к решению нелиней-
ных уравнений Максвелла–Эйнштейна вида

∆u+
1

x
ux −

1

u
(1− u2

A2 − u2
)(u2x + u2y) = 0, (2.95)

∆u+
1

x
ux −

1

u
(u2x + u2y) = 0, (2.96)

Используя результаты этой работы А.В.Бицадзе и развитую нами тех-
нику ОП, получаем следующее приложение рассмотренных классов ОП к
нелинейным уравнениям математической физики Максвелла–Эйнштейна.

Теорема 2.4.4 Пусть P — произвольный оператор преобразования ти-
па Пуассона, удовлетворяющий сплетающему свойству на гладких
функциях

P D2 = (
d2

dx2
+

1

x

d

dx
) P, (2.97)

g(x, y) — произвольная гармоническая функция. Тогда функция u1(x, y) =
A

ch(CPxg(x,y))
является решением нелинейного уравнения (2.95), а функция

u2(x, y) = exp(DPxg(x, y)) является решением нелинейного уравнения
(2.96), C,D — произвольные постоянные.

Нами построены различные классы ОП типа Пуассона: Бушмана–
Эрдейи первого, второго родов, нулевого порядка гладкости, Сонина–
Катрахова и Пуассона–Катрахова и тд. Теперь мы можем использовать
их в приведённой теореме для получения представлений решений нели-
нейных уравнений Максвелла–Эйнштейна через гармонические функ-
ции.
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2.5 Приложения операторов преобразования Бушмана–

Эрдейи, Сонина–Катрахова и Пуассона–Катрахова

к решению интегродифференциальных уравне-

ний

2.5.1 Приложения операторов преобразования Сонина–Катрахова

и Пуассона–Катрахова к решению одной пары интегро-

дифференциальных уравнений

Рассмотрим приложения унитарных операторов Сонина–Катрахова и Пуассона–
Катрахова к решению соответствующих интегродифференциальных урав-
нений.

Теорема 2.5.1 Пусть функции f(x), g(x) ∈ L2(0,∞) и непрерывно
дифференцируемы на полуоси. Тогда следующие интегро–дифференциальные
уравнения взаимно обратны и решаются по приведённым формулам:
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g(x) = cos
πν

2

(
− d

dx

) ∞∫
x

Pν

(
x

y

)
f(y) dy + (2.98)

+
2

π
sin

πν

2

 x∫
0

(x2 − y2)−
1
2Q1

ν

(
x

y

)
f(y) dy −

−
∞∫
x

(y2 − x2)−
1
2Q1

ν

(
x

y

)
f(y) dy

)
,

f(x) = cos
πν

2

x∫
0

Pν

(y
x

)( d

dy

)
g(y) dy − (2.99)

−2

π
sin

πν

2

−
x∫

0

(x2 − y2)−
1
2Q1

ν

(y
x

)
g(y) dy −

−
∞∫
x

(y2 − x2)−
1
2Q1

ν

(y
x

)
g(y) dy

)
.

При этом в указанном пространстве нормы решений и правых частей
равны.

Это приложение теоремы об унитарности ОП Сонина–Катрахова и
Пуассона–Катрахова. Отметим, что при специальных значениях пара-
метра ν, при которых функции Лежандра выражаются через более про-
стые функции, получается список конкретных интегро–дифференциальных
уравнений, для которых получены явные решения с их оценками. Мы не
будем приводить здесь этот список.
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2.5.2 Решение задачи об обращении операторов преобразо-

вания Бушмана–Эрдейи нулевого порядка гладкости с

приложениями к решению соответствующих интегродиф-

ференциальных уравнений

В этом пункте подробнее будет исследовано условие унитарности при
целых значениях параметра для операторов преобразования Бушмана–
Эрдейи нулевого порядка гладкости с использованием теоремы Бохне-
ра, решена задача об обращении операторов преобразования Бушмана–
Эрдейи нулевого порядка гладкости, рассмотрены решения соответству-
ющих интегродифференциальных уравнений, в том числе включающие
известные операторы Харди.

Унитарность и обращение операторов преобразования Бушмана–Эрдейи
нулевого порядка гладкости в Лебеговых пространствах

Рассмотрим операторы преобразования Бушмана–Эрдейи нулевого по-
рядка гладкости, для которых в этом пункте мы выберем более простые
обозначения

Sνu(r) = u(r)−
∞∫
r

∂

∂r
Pν− 1

2

(r
t

)
u(t) dt,

Рассмотрим с применением теоремы Бохнера вопрос об унитарности опе-
ратора Sν в L2 (0,∞) и построим обратный оператор S−1

ν , определённый
на всём L2 (0,∞).

Теорема 2.5.2 Операторы

Sνu(r) = u(r)−
∞∫
r

∂

∂r
Pν− 1

2

(r
t

)
u(t) dt,

S−1
ν u(r) = u(r)−

r∫
0

∂

∂t
Pν− 1

2

(
t

r

)
u(t) dt
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являются взаимнообратными операторами в L2 (0,∞). Для их уни-
тарности в L2 (0,∞) необходимо и достаточно, чтобы

ν − 1

2
∈ Z,Z = {0,±1,±2, . . . }

Доказательство. Непосредственным вычислением проверяются фор-
мулы

ξ∫
0

(Sνu) (r) dr =

∞∫
0

K(r, t)u(t) dt,

ξ∫
0

(
S−1
ν u
)
(r) dr =

∞∫
0

H(r, t)u(t) dt,

где введены обозначения

K(r, t) = −ϑ(t− r)Pν− 1
2

(r
t

)
,

H(r, t) = −ϑ(r − t)
∂

∂t

r∫
t

Pν− 1
2

(
t

x

)
dx.

Очевидно, что K(r, t) ∈ L2 (0,∞), H(r, t) ∈ L2 (0,∞) при каждом фик-
сированном r > 0. Поэтому в силу теоремы Бохнера [163] для доказа-
тельства теоремы требуется проверка равенств

∞∫
0

K(ξ, x)K(y, x) dx = y, (2.100)

∞∫
0

H(ξ, x)H(y, x) dx = y, (2.101)

y∫
0

K(ξ, x) dx =

ξ∫
0

H(y, x) dx, (2.102)

где для определённости положено ξ > y > 0. Так как плоская мера
точек с координатами ξ = y равна нулю, то при доказательстве примем
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ξ > y. Соотношение (5.9) получается сразу. Соотношение (5.7) после
подстановки значений K (r, t) приводится к виду

∞∫
ξ

{
Pν− 1

2

(
ξ

x

)
− Pν− 1

2
(0)

}{
Pν− 1

2

(y
x

)
− Pν− 1

2
(0)
}
dx−

−Pν− 1
2
(0)

ξ∫
y

Pν− 1
2

(y
x

)
dx = I (ξ, y) = y −

∣∣∣Pν− 1
2
(0)
∣∣∣2 ξ, (2.103)

а соотношение (5.8) принимает вид
y∫

0


ξ∫

x

∂

∂x
Pν− 1

2

(x
s

)
ds− 1




y∫
x

∂

∂x
Pν− 1

2

(x
s

)
ds− 1

 dx =

= J (ξ, y) = y. (2.104)

Перейдём к доказательству тождества (5.10). Дифференцируя, полу-
чаем

∂2I

∂y∂ξ
=

∞∫
ξ

∂

∂ξ
Pν− 1

2

(
ξ

x

)
∂

∂y
Pν− 1

2

(y
x

)
dx− ∂

∂y
Pν− 1

2

(
y

ξ

)
.

Мы покажем, что при ξ > y выполнено тождество

∂2I

∂y∂ξ
= 0 (2.105)

Перейдём к вычислению интеграла
∞∫
ξ

∂

∂ξ
Pν− 1

2

(
ξ

x

)
∂

∂y
Pν− 1

2

(y
x

)
dx = L (ξ, y) =

=

∞∫
0

{
H(1− t)

∂

∂t
Pν− 1

2
(t)

}{
H
(
1− y

x

) ∂

∂y
Pν− 1

2

(y
x

)}
dx

где обозначено t = ξ
x . Последний интеграл определён уже при всех ξ > 0;

мы покажем, что он равен обобщённой функции (распределению), носи-
тель которой по ξ лежит на отрезке [0, y], поэтому при ξ > y справедливо
(5.12).
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Отметим, что если ∂2I
∂y∂ξ ̸= 0 при ξ > y, то оператор Sν не является

унитарным в L2 (0,∞).
Получившийся интеграл будем вычислять при помощи преобразова-

ния Меллина и теоремы Слейтер [119]. Воспользуемся теоремой о преоб-
разовании Меллина свёртки

Mξ [L (ξ, y)] =M

{
H(1− x)

∂

∂x
Pν− 1

2
(x)

}
×M

{
H
(
1− y

x

) ∂

∂y
Pν− 1

2

(y
x

)}
.

Первый сомножитель вычисляем с использованием определения и фор-
мулы (5.7), см. с. 221, [119].

M

{
H(1− x)

∂

∂x
Pν− 1

2
(x)

}
=

1∫
0

∂

∂x
Pν− 1

2
(x)xs−1 dx =

= 1− (s− 1)

1∫
0

Pν− 1
2
(x)xs−2 dx =

= 1− (s− 1)

√
π 21−s Γ (s− 1)

Γ
(
s
2 −

ν
2 +

1
4

)
Γ
(
s
2 +

ν
2 +

1
4

) .
Проведённые преобразования справедливы лишь при s > 1. Но оконча-
тельная формула выражает равенство двух функций при s > 1 при этом
обе функции аналитичны по s при s > 0. Поэтому мы нашли преобразо-
вание Меллина первого сомножителя при s > 0.

Перейдём к вычислению выражения

M

[
H
(
1− y

x

) ∂

∂y
Pν− 1

2

(y
x

)]
=

=

∞∫
y

∂

∂y
Pν− 1

2

(y
x

)
xs−1 dx =

∞∫
y

Pν− 1
2

(y
x

)
xs−2 dx,

которое определено при −1 < s < 1. Поэтому мы опять вычислим этот
интеграл лишь при −1 < s < 0, а окончательную формулу распростра-
ним на 0 6 s < 1 как и выше.
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Сначала найдём, что

∞∫
y

Pν− 1
2

(y
x

)
xs−1 dx = ys

1∫
0

Pν− 1
2
(t) t−s−1 dt =

= ys
√
π 2s Γ (−s)

Γ
(
−s

2 −
ν
2 +

3
4

)
Γ
(
−s

2 +
ν
2 +

3
4

) .
В силу тождества при −1 < s < 0

∂

∂y

∞∫
y

Pν− 1
2

(y
x

)
xs−1 dx =

∞∫
y

∂

∂y
Pν− 1

2

(y
x

)
xs−1 dx− ys−1

получаем при 0 < s < 1

∞∫
y

∂

∂y
Pν− 1

2

(y
x

)
xs−1 dx = s ys−1

√
π 2s Γ (−s)

Γ
(
−s

2 −
ν
2 +

3
4

)
Γ
(
−s

2 +
ν
2 +

3
4

) + ys−1

Отсюда получаем для преобразования Меллина первого интеграла сле-
дующее выражение при 0 < s < 1

Mξ [L (ξ, y)] = ys−1(1+

+

√
π 2s · sΓ (−s)

Γ
(
−s

2 −
ν
2 +

3
4

)
Γ
(
−s

2 +
ν
2 +

3
4

)−
−

√
π 21−s(s− 1) Γ (s− 1)

Γ
(
s
2 −

ν
2 +

1
4

)
Γ
(
s
2 +

ν
2 +

1
4

)+
+

2π 21−s Γ (s) Γ (1− s)

Γ
(
−s

2 −
ν
2 +

3
4

)
Γ
(
−s

2 +
ν
2 +

3
4

)
Γ
(
s
2 −

ν
2 +

1
4

)
Γ
(
s
2 +

ν
2 +

1
4

) .
Находим прообраз суммы первых трёх слагаемых

δ (ξ − y) +H

(
1− y

ξ

)
∂

∂y
Pν− 1

2

(
y

ξ

)
− δ (ξ − y)+
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+H

(
1− ξ

y

)
∂

∂ξ
Pν− 1

2

(
ξ

y

)
− δ (ξ − y) .

Последнее слагаемое преобразуем с учётом формулы

Γ (s) Γ (1− s) =
π

sin πs
.

Для него получается следующее выражение:

2π
π

sinπs

sin π
(
s
2 +

ν
2 +

1
4

)
π

sinπ
(
s
2 −

ν
2 +

1
4

)
π

=

=
2 sin π

(
s
2 +

ν− 1
2

2 + 1
2

)
sin π

(
s
2 −

ν− 1
2

2

)
sin πs

=

=

2 sin π

(
s
2 −

(ν− 1
2)

2

)
cosπ

(
s
2 +

(ν− 1
2)

2

)
sin πs

=

=
sinπs− sinπ

(
ν − 1

2

)
sin πs

= 1−
sinπ

(
ν − 1

2

)
π

Γ (s) Γ (1− s) .

Отсюда по формуле 3(1), с. 131, [119] находим окончательно

L (ξ, y) = H

(
1− y

ξ

)
∂

∂y
Pν− 1

2

(
y

ξ

)
+H

(
1− ξ

y

)
∂

∂ξ
Pν− 1

2

(
ξ

y

)
−

−
sin π

(
ν − 1

2

)
π

1

y

(
1 +

ξ

y

)−1

=

= H

(
1− y

ξ

)
∂

∂y
Pν− 1

2

(
y

ξ

)
+H

(
1− ξ

y

)
∂

∂ξ
Pν− 1

2

(
ξ

y

)
−

−
sin π

(
ν − 1

2

)
π

1

ξ + y
. (2.106)

Таким образом, при sin π
(
ν − 1

2

)
= 0 и ξ > y тождество (5.12) дока-

зано.
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Итак, мы доказали, что для всех ν = n + 1
2 , n = 0, 1, 2, . . . и ξ >

y > 0 выполнено соотношение (5.12). Поэтому существуют функции α,
β, такие, что

I (ξ, y) = α(ξ)− β(y).

Переходя в (5.10) к пределу при y → 0, получаем

α(ξ)− β(0) = −
∣∣∣Pν− 1

2
(0)
∣∣∣2 ξ.

Отсюда
I (ξ, y) = β(0)−

∣∣∣Pν− 1
2
(0)
∣∣∣2 ξ − β(y).

Меняя местами в (5.10) ξ и y, получаем

I (y, ξ) = I (ξ, y) + (ξ − y)

(
1 +

∣∣∣Pν− 1
2
(0)
∣∣∣2) .

Отсюда определяем α, β и получаем (5.10).
Аналогично проверяется соотношение (5.11). Поэтому мы приведём

здесь лишь план доказательства. Нужно доказать, что
а)

∂2J

∂y∂ξ
= 0

Это соотношение эквивалентно равенству
y∫

0

∂

∂x
Pν− 1

2

(
x

ξ

)
∂

∂x
Pν− 1

2

(
x

y

)
dx =

∂

∂y
Pν− 1

2

(
y

ξ

)
,

которое после замены переменных по формуле t = ξy
x и переходу к диф-

ференцированию по ξ, y сводится к (2.106).
Затем проверяется, что
б)

J (ξ, y)− J (y, ξ) = y − ξ.

Доказательство аналогично доказательству (5.10).
в) Из соотношений J(ξ, y) = α(ξ) − β(y) и lim

y→0
J (ξ, y) = 0 и из б)

теперь и выводится (5.11).
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Теорема доказана.
Теперь рассмотрим пару операторов Харди

H1u =
1

r

r∫
0

u(t) dt, H2u =

∞∫
r

u(t)

t
dt.

Для них теорема даёт следующее
Следствие. Операторы

(I −H1)u = u(r)− 1

r

r∫
0

u(t) dt,

(I −H2)u = u(r)−
∞∫
r

u(t)

t
dt

являются взаимнообратными унитарными операторами в L2 (0,∞).
Для доказательства достаточно заметить, что

I −H2 = S 3
2
, I −H1 = S−1

3
2

.

Отсюда получается известный из ”фольклора” факт о расположении
спектра в L2 (0,∞) операторов H1 и H2 на окружности единичного ра-
диуса с центром в точке (1, 0).

Унитарность и обращение операторов преобразования Бушмана–Эрдейи
нулевого порядка гладкости в пространстве финитных функций

В этом пункте рассмотрим взаимообратность операторов преобразова-
ния Бушмана–Эрдейи нулевого порядка в пространстве финитных функ-
ций. Эти результаты эквивалентны решению соответствующих интегро-
дифференциальных уравнений в указанном пространстве.
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Ещё раз переопределим в этом пункте операторы

Sνu(r) = cν

rν+ 1
2u(r)−

∞∫
r

u(t)tν+
1
2
∂

∂r
Pν− 1

2

(r
t

)
dt


Pνu(r) = c−1

ν

u(r) + ∞∫
r

u(t)
∂

∂t
Pν− 1

2

(
t

r

)
dt

 r−ν− 1
2 . (2.107)

Они удовлетворяют соотношениям

SνBν =
d2

dr2
Sν, Pν

d2

dr2
= BνPν,

где Bν — дифференциальное выражение Бесселя

Bν =
d2

dr2
+

2ν + 1

r

d

dr
.

Теорема 2.5.3 О.П. Sν и Pν, определяемые по формулам (2.107), явля-
ются взаимнообратными на функциях класса C∞

0 (r > 0).

Доказательство. Покажем сначала, что Pν является правым обратным
к оператору Sν. Из (2.107) получаем

SνPνu(r) = u(r) +

∞∫
r

u(t)
∂

∂t
Pν− 1

2

(
t

r

)
dt−

−
∞∫
r

u(t)
∂

∂r
Pν− 1

2

(r
t

)
dt−

−
∞∫
r

dt

∞∫
t

u(s)
∂

∂s
Pν− 1

2

(s
t

) ∂

∂r
Pν− 1

2

(r
t

)
ds.

В повторном интеграле сначала изменим порядок интегрирования, а за-
тем поменяем местами переменные t, s; с учётом этих преобразований
получаем

∞∫
r

dt

∞∫
t

u(s)
∂

∂s
Pν− 1

2

(s
t

) ∂

∂r
Pν− 1

2

(r
t

)
ds =
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=

∞∫
r

ds

s∫
r

u(s)
∂

∂s
Pν− 1

2

(s
t

) ∂

∂r
Pν− 1

2

(r
t

)
ds =

=

∞∫
r

u(t) dt

t∫
r

∂

∂t
Pν− 1

2

(
t

s

)
∂

∂r
Pν− 1

2

(r
s

)
ds.

Поэтому достаточно убедится в справедливости тождества

∂

∂t
Pν− 1

2

(
t

r

)
− ∂

∂r
Pν− 1

2

(r
t

)
−

t∫
r

∂

∂t
Pν− 1

2

(
t

s

)
∂

∂r
Pν− 1

2

(r
s

)
ds = ∆(r, t) = 0.

Но в силу равенства

∂2

∂r∂t

t∫
r

Pν− 1
2

(
t

s

)
Pν− 1

2

(r
s

)
ds = −∆(r, t) (2.108)

достаточно показать, что интеграл

I (t, r) =

t∫
r

Pν− 1
2

(
t

s

)
Pν− 1

2

(r
s

)
ds (2.109)

является решением волнового уравнения

∂2I

∂r∂t
= 0.

Перейдём к вычислению интеграла (2.109). Преобразуем (2.109) к ви-
ду свёртки Меллина

I (t, r) =

∞∫
0

[
Pν− 1

2

(
t

s

)
H

(
t

s
− 1

)] [
sH
(
1− r

s

)
Pν− 1

2

(r
s

)] ds
s
.

Будут использованы следующие обозначения для функции Хэвисайда и
степенной функции

H(x) = 1, x > 0, H(x) = 0, x < 0;

xα+ = xα, x > 0, xα+ = 0, x < 0.
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Теперь применим преобразование Меллина по переменной t, которое бу-
дем обозначать символом M . По теореме о преобразовании Меллина
свёртки получаем

MI (t, r) =M
[
Pν− 1

2
(x)H(x− 1)

]
M
[
xH

(
1− r

x

)
Pν− 1

2

(r
x

)]
. (2.110)

Используя определение преобразования Меллина и формулу (2.109) на
с. 227 из [119], получаем

M
[
Pν− 1

2
(x)H(x− 1)

]
=

∞∫
1

x−(1−s)Pν− 1
2
(x) dx =

=
2−(s+1)

√
π

Γ
(
1
4 +

ν
2 −

s
2

)
Γ
(
1
4 −

ν
2 −

s
2

)
Γ (1− s)

.

Для нахождения второго сомножителя в (5.10) получим сначала, что

M
[
H (1− x)Pν− 1

2
(x)
]
=

1∫
0

xs−1Pν− 1
2
(x) dx =

=

√
π 2−s Γ (s)

Γ
(
3
4 +

s
2 −

ν
2

)
Γ
(
3
4 +

s
2 +

ν
2

) .
Последнее соотношение вытекает из формулы 1, на с. 221 из [119]. По-
этому из равенства 4.6 ([119], стр. 130) следует, что

M

[
xH

(
1− 1

x

)
Pν− 1

2

(
1

x

)]
(s) =M

[
H (1− x)Pν− 1

2
(x)
]
(−s− 1) =

=

√
π 2s+1 Γ (−s− 1)

Γ
(
1
4 −

s
2 −

ν
2

)
Γ
(
1
4 −

s
2 +

ν
2

) .
Теперь применим формулу 3 из [119], стр. 130. Это даёт

M
[x
r
H
(
1− r

x

)
Pν− 1

2

(r
x

)]
=

(
1

r

)−s
M

[
xH

(
1− 1

x

)
Pν− 1

2

(
1

x

)]
.

Отсюда и находим преобразование Меллина второго сомножителя в (2.110).
С учётом проведённых преобразований, получаем

MI (t, r) = r

(
1

r

)−s
Γ (−s− 1)

Γ (−s+ 1)
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Но, с другой стороны, по формуле 2, (4) ([119], c. 131) получаем

M [(t− 1)+] =
Γ (−s− 1)

Γ (−s+ 1)
.

Отсюда следует, что

M

[
r

(
t

r
− 1

)
+

]
= r

(
1

r

)−s
Γ (−s− 1)

Γ (−s+ 1)
.

Поэтому, в силу единственности преобразования Меллина

I(t, r) = r

(
t

r
− 1

)
+

= t− r (t > r)

и, следовательно,
∂2I

∂r∂t
= 0.

Аналогично, доказательство того, что Pν является левым обратным к
Sν, сводится к тождеству

t∫
r

∂

∂s
Pν− 1

2

(s
t

) ∂

∂s
Pν− 1

2

(s
r

)
ds =

∂

∂t
Pν− 1

2

(
t

r

)
− ∂

∂r
Pν− 1

2

(r
t

)
,

которое заменой переменных по формуле

x =
tr

s
, ds = − tr

x2
dx

приводится к уже доказанному.
Итак, построен о.п., обратный к Sν. Но этот оператор был определён

на функциях из C∞
0 , и его невозможно определить на всём L2(0,∞). Од-

нако оказывается, что Sν имеет другой обратный, уже определённый на
всём L2(0,∞). Отсюда вытекает, что построенные о.п. Sν и S−1

ν являют-
ся изометричными из пространств И.А. Киприянова в пространства С.Л.
Соболева. Изометричность Sν доказана впервые в [59] другим методом.

Теперь рассмотрим операторы с другими пределами интегрирования.
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Рассмотрим пару интегральных операторов Бушмана–Эрдейи нулево-
го порядка гладкости:

Sνf(x) = f(x) +

x∫
0

∂

∂x
Pν

(
x

y

)
f(y) dt (2.111)

Pνf(x) = f(x)−
x∫

0

∂

∂y
Pν

(y
x

)
f(y) dy. (2.112)

Дадим прямое доказательство тождеств

SνPνf(x) = f(x), PνSνf(x) = f(x)

на подходящем множестве функций f(x), например, финитных.

Теорема 2.5.4 Операторы преобразования Sν и Pν, определяемые по
формулам (2.111)–(2.112), являются взаимно обратными на функци-
ях из класса C∞

0 (x > 0).

Доказательство. Покажем сначала, что Pν является правым обратным
к оператору Sν.

SνPνf(x) = f(x), f(x) ∈ C∞
0 (x > 0)

Из (2.111)–(2.112) получаем

SνPνf(x) = f(x)−
x∫

0

∂

∂y
Pν

(y
x

)
f(y) dy+

+

x∫
0

∂

∂x
Pν

(
x

y

)
f(y) dy−

−
x∫

0

 y∫
0

∂

∂x
Pν

(
x

y

)
∂

∂s
Pν

(
s

y

)
f(s) ds

 dy.
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В повторном интеграле изменим порядок интегрирования

x∫
0

 y∫
0

∂

∂x
Pν

(
x

y

)
∂

∂s
Pν

(
s

y

)
f(s) ds

 dy =

x∫
0

f(s) ds

 x∫
s

∂

∂x
Pν

(
x

y

)
∂

∂s
Pν

(
s

y

) dy.

С учётом этих преобразований получаем

SνPνf(x) = f(x) +

x∫
0

K(x; s)f(s) ds, (2.113)

где для ядра справедлива формула

K(x; s) =
∂

∂x
Pν

(x
s

)
− ∂

∂s
Pν

(s
x

)
−

−
x∫
s

∂

∂x
Pν

(
x

y

)
∂

∂s
Pν

(
s

y

)
dy.

Поэтому достаточно убедиться в справедливости тождества

K(x; s) = 0.

Но в силу равенства

∂2

∂s∂x

x∫
s

Pν

(
x

y

)
Pν

(
s

y

)
dy = −K(x; s)

достаточно показать, что интеграл

I (x, s) =

x∫
s

Pν

(
x

y

)
Pν

(
s

y

)
dy (2.114)

является решением волнового уравнения

∂2I

∂s∂x
= 0.
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Но этот интеграл был подсчитан ранее. Теорема доказана.
Рассмотрим частный случай, когда операторы Бушмана–Эрдейи нуле-

вого порядка гладкости сводятся к сдвинутым операторам Харди. Этот
случай иллюстрирует неоднозначность обратного оператора, проявляю-
щегося в рассматриваемой задаче.

Рассмотрим интегральные операторы

P1f(x) = f(x)− 1

x

x∫
0

f(t)dt,

S1f(x) = f(x) +

x∫
0

f(t)

t
dt,

S2f(x) = f(x)−
∞∫
x

f(t)

t
dt

на подходящих функциях.
1) Вычислим P1S1. Имеем

(P1S1)f = S1f−
1

x

x∫
0

S1f(t)dt = f(x)+

x∫
0

f(t)

t
dt−1

x

x∫
0

f(t) + t∫
0

f(s)

s
ds

 dt =
= f(x) +

x∫
0

f(t)

t
dt− 1

x

x∫
0

f(t)dt− 1

x

x∫
0

 t∫
0

f(s)

s
ds

 dt =

= f(x) +

x∫
0

f(t)

t
dt− 1

x

x∫
0

f(t)dt− 1

x

x∫
0

 x∫
s

f(s)

s
dt

 ds =

= f(x) +

x∫
0

f(t)

t
dt− 1

x

x∫
0

f(t)dt− 1

x

x∫
0

f(s)

s
(x− s)ds =

= f(x) +

x∫
0

f(t)

t
dt− 1

x

x∫
0

f(t)dt−
x∫

0

f(s)

s
ds+

1

x
f(s)ds = f(x).
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2) Вычислим S1P1. Имеем

(S1P1)f = P1f+

x∫
0

(P1f)(t)

t
dt = f(x)−1

x

x∫
0

f(t)

t
dt+

x∫
0

1

t

f(t)− 1

t

t∫
0

f(s)ds

 dt =
= f(x)− 1

x

x∫
0

f(t)dt+

x∫
0

f(t)

t
dt−

x∫
0

 t∫
0

f(s)

t2
ds

 dt =

= f(x)− 1

x

x∫
0

f(t)dt+

x∫
0

f(t)

t
dt−

x∫
0

 x∫
s

f(s)

t2
dt

 ds =

= f(x)− 1

x

x∫
0

f(t)dt+

x∫
0

f(t)

t
dt−

x∫
0

f(s)

(
1

s
− 1

x

)
ds = f(x).

Отметим, что для функций, интеграл от которых по полуоси равен
нулю, "хороший" обратный оператор совпадает с "плохим" .

2.6 Приложения операторов преобразования Бушмана–

Эрдейи к установлению эквивалентности норм

пространств И.А.Киприянова и весовых пространств

С.Л.Соболева

Пространства И.А.Киприянова, как было показано в его работах и в
работах представителей его научной школы, идеально подходят для изу-
чения B — эллиптических уравнений с частными производными [67]–
[68]. Поэтому свойства этих пространств играют существенную роль при
изучении дифференциальных уравнений с особенностями в коэффици-
ентах. В данном пункте доказано, что в одномерном случае нормы в
пространствах И.А.Киприянова эквивалентны нормам в весовых про-
странствах С.Л.Соболева. Этот результат справедлив и для некоторых
модельных областей в многомерных пространствах. При этом соответ-
ствующие результаты по существу являются переформулировками ре-
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зультатов предыдущего параграфа об условиях ограниченности и уни-
тарности в пространствах Лебега на полуоси операторов преобразования
Бушмана–Эрдейи нулевого порядка гладкости. Таким образом, указан-
ные результаты об условиях ограниченности и унитарности в простран-
ствах Лебега на полуоси операторов преобразования Бушмана–Эрдейи
нулевого порядка гладкости имеют важное значение для теории урав-
нений с частными производными с операторами Бесселя, находя в этой
области свои как стандартные, так и неожиданные приложения. Получа-
емые результаты относятся также к энергетическим пространствам для
соответствующих дифференциальных уравнений.

Рассмотрим множество функций D(0,∞). Если f(x) ∈ D(0,∞), то
f(x) ∈ C∞(0,∞), f(x) —финитна на бесконечности. На этом множестве
функций введём полунормы

∥f∥hα2 = ∥Iα−f∥L2(0,∞) (2.115)

∥f∥ĥα2 = ∥xα(−1

x

d

dx
)αf∥L2(0,∞) (2.116)

где Iα− — дробная производная Римана–Лиувилля, оператор в (2.116)
определяется по формуле

(−1

x

d

dx
)β = 2βI−β−; 2, 0x

−2β, (2.117)

I−β−;2, 0 — оператор Эрдейи–Кобера, α — произвольное действительное чис-
ло. При β = n ∈ N0 выражение (2.117) понимается в обычном смысле,
что согласуется с определением (2.72).

Лемма 2.6.1 Пусть f(x) ∈ D(0,∞). Тогда справедливы тождества:

Iα−f = 1S
α−1
− xα(−1

x

d

dx
)αf, (2.118)

xα(−1

x

d

dx
)αf = 1P

α−1
− Iα−f. (2.119)

Таким образом, операторы Бушмана–Эрдейи нулевого порядка глад-
кости первого рода осуществляют связь между дифференциальными опе-
раторами (при α ∈ N) из определений полунорм (2.115) и (2.116).
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Лемма 2.6.2 Пусть f(x) ∈ D(0,∞). Тогда справедливы неравенства
между полунормами

∥f∥hα2 6 max(1,
√
1 + sin πα)∥f∥ĥα2 , (2.120)

∥f∥ĥα2 6 1

min(1,
√
1 + sin πα)

∥f∥hα2 , (2.121)

где α — любое действительное число, α ̸= −1
2 + 2k, k ∈ Z.

Постоянные в неравенствах (2.120)–(2.121) не меньше единицы, что
будет далее использовано. В случае sin πα = −1 или α = −1

2+2k, k ∈ Z,
оценка (2.121) не имеет места.

Приведённые леммы — это переформулировки результатов о форму-
лах факторизации и оценках норм для операторов Бушмана–Эрдейи ну-
левого порядка гладкости.

Введём на D(0,∞) соболевскую норму

∥f∥Wα
2
= ∥f∥L2(0,∞) + ∥f∥hα2 . (2.122)

Введём также другую норму

∥f∥
Ŵα

2
= ∥f∥L2(0,∞) + ∥f∥ĥα2 (2.123)

Пространства W α
2 , Ŵ

α
2 определим как замыкания D(0,∞) по нормам

(2.122) и (2.123) соответственно.

Теорема 2.6.1 а) при всех α ∈ R пространство Ŵ α
2 непрерывно вло-

жено в W α
2 , причём

∥f∥Wα
2
6 A1∥f∥Ŵα

2
, (2.124)

где A1 = max(1,
√
1 + sin πα).

б) Пусть sin πα ̸= −1 или α ̸= −1
2 + 2k, k ∈ Z. Тогда справедливо

обратное вложение W α
2 в Ŵ α

2 , причём

∥f∥
Ŵα

2
6 A2∥f∥Wα

2
, (2.125)
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где A2 = 1/min(1,
√
1 + sin πα).

в) Пусть sin πα ̸= −1, тогда пространства W α
2 и Ŵ α

2 изоморфны, а
их нормы эквивалентны.

г) Константы в неравенствах вложений (2.124)–(2.125) точные.

Эта теорема фактически является следствием результатов по огра-
ниченности операторов Бушмана–Эрдейи нулевого порядка гладкости в
L2, а именно теоремы 2.1.7. В свою очередь, из теоремы об унитарности
этих операторов 2.1.8 вытекает результат об эквивалентной нормировке
рассматриваемых нами вариантов пространств С.Л.Соболева.

Теорема 2.6.2 Нормы

∥f∥Wα
2
=

s∑
j=0

∥Dj
−f∥L2

, (2.126)

∥f∥
Ŵα

2
=

s∑
j=0

∥xj(−1

x

d

dx
)jf∥L2

(2.127)

задают эквивалентные нормировки в пространстве Соболева при це-
лых s ∈ Z. Кроме того, каждое слагаемое в (2.126) тождественно
равно соответствующему слагаемому в (2.127) с тем же индексом j.

Как уже было отмечено, И. А. Киприянов ввёл в [67]–[68] шкалу про-
странств, которые оказали существенное влияние на теорию уравнений
в частных производных с оператором Бесселя по одной или нескольким
переменным. Эти пространства можно определить следующим образом.
Рассмотрим подмножество чётных функций на D(0,∞), у которых все
производные нечётного порядка равны нулю при x = 0. Обозначим это
множество Dc(0,∞) и введём на нём норму

∥f∥
W̃ s

2,k
= ∥f∥L2,k

+ ∥B
s
2

k ∥L2,k
(2.128)

где s — чётное натуральное число, Bs/2
k — итерация оператора Бесселя.

Пространство И.А. Киприянова при чётных s определяется как замы-
кание Dc(0,∞) по норме (2.128). Известно, что эквивалентная (2.128)
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норма может быть задана по формуле [68]

∥f∥
W̃ s

2,k
= ∥f∥L2,k

+ ∥xs(−1

x

d

dx
)sf∥L2,k

(2.129)

Это позволяет доопределить норму в W̃ s
2, k для всех s. Отметим, что по су-

ществу этот подход совпадает с одним из принятых в [68], другой подход
основан на использовании преобразования Фурье–Бесселя. Далее будем
считать, что W̃ s

2,k нормируется по формуле (2.129).
Введём весовую соболевскую норму

∥f∥W s
2,k

= ∥f∥L2,k
+ ∥Ds

−f∥L2,k
(2.130)

и пространство W s
2, k как замыкание Dc(0,∞) по этой норме.

Теорема 2.6.3 а) Пусть k ̸= −n, n ∈ N. Тогда пространство W̃ s
2, k

непрерывно вложено в W s
2, k, причём существует постоянная A3 > 0

такая, что
∥f∥W s

2,k
6 A3∥f∥W̃ s

2,k
, (2.131)

б) Пусть k + s ̸= −2m1 − 1, k − s ̸= −2m2 − 2, m1 ∈ N0, m2 ∈ N0.
Тогда справедливо обратное вложение W s

2, k в W̃ s
2, k, причём существует

постоянная A4 > 0, такая, что

∥f∥
W̃ s

2,k
6 A4∥f∥W s

2,k
. (2.132)

в) Если указанные условия не выполняются, то соответствующие вло-
жения не имеют места.

Следствие 2.6.1 Пусть выполнены условия: k ̸= −n, n ∈ N; k + s ̸=
−2m1 − 1, m1 ∈ N0; k − s ̸= −2m2 − 2, m2 ∈ N0. Тогда простран-
ства И.А. Киприянова можно определить как замыкание Dc(0,∞) по
весовой соболевской норме (2.130).

Следствие 2.6.2 Точные значения постоянных в неравенствах вло-
жения (2.131)–(2.132) есть

A3 = max(1, ∥1Ss−1
− ∥L2,k

), A4 = max(1, ∥1P s−1
− ∥L2,k

).
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Очевидно, что приведённая теорема и следствия из неё вытекают из
приведённых выше результатов для операторов Бушмана–Эрдейи. От-
метим, что нормы операторов Бушмана–Эрдейи нулевого порядка глад-
кости в L2, k дают значения точных постоянных в неравенствах вложения
(2.131)–(2.132). Оценки норм операторов Бушмана–Эрдейи в банаховых
пространтсвах Lp,α позволяют рассматривать вложения для соответству-
ющих функциональных пространств.

Неравенство для полунорм, приводящее к вложению (2.131) (s — це-
лое число), получено в [110]. Вложения типа полученных в теореме 2.6.3
ранее изучались в [106]–[107]. В последней работе рассматривался случай
k > −1/2, s ∈ N, пространства W s

p, k. Мы рассматриваем гильбертовы
пространства W s

2, k, k и s — любые действительные числа. Кроме того, в
теореме 2.6.3 уточнены условия отсутствия вложений из [106]–[107], кото-
рые содержали ошибки (в качестве контрпримеров для некоторых вложе-
ний приводилась функция синуса, которая считалась чётной). Отметим,
что в теореме 2.6.3 фактически установлены более точные неравенства
между соответствующими полунормами, чем в предшествующих рабо-
тах [106]–[107]. Это стало возможным благодаря применению подробно
изученных выше ОП Бушмана–Эрдейи.

Перейдём к рассмотрению правосторонних сплетающих операторов
(2.10)–(2.13). Мы покажем, что в общем случае они осуществляют изо-
морфизм пространства С.Л. Соболева и И.А. Киприянова. Определим
пространстваH2s,H2s

α иK2s
α как замыкания множества функций D(0,∞)

по нормам

∥f∥H2s = ∥f∥L2
+ ∥I2s− f∥L2

, (2.133)

∥f∥H2s
α
= ∥f∥L2,α

+ ∥I2s− f∥L2,α
, (2.134)

∥f∥K2s
α
= ∥f∥L2,α

+ ∥Bs
αf∥L2,α

, (2.135)

s — натуральное число, α ∈ R. Определим также пару операторов типа
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(2.25)

1X
α
− = 1S

α− 1
2

− xα+
1
2 , 1Y

α
− = x−(α+ 1

2 )1P
α− 1

2
− . (2.136)

Теорема 2.6.4 Пусть α ∈ R, s ∈ N. Тогда оператор 1X
2
− действует

непрерывно из H2s
α в K2s

α , причём

∥1Xα
−f∥H2s

α
6 A5∥f∥K2s

α
, (2.137)

где A5 = ∥1Xα
−∥H2s

α →K2s
α
= ∥1S

α− 1
2

− ∥L2
= max(1,

√
1 + cos πα)

Пусть s ∈ N, α ̸= 2k + 1, k ∈ Z (или cos πα ̸= −1). Тогда оператор

1Y
α
− действует непрерывно из в K2s

α в H2s
α , причём справедливо нера-

венство
∥1Y α

− f∥K2s
α
6 A6∥f∥H2s

α
, (2.138)

с постоянной

A6 = ∥1Y α
− ∥K2s

α →H2s
α
= ∥1P

α− 1
2

− ∥L2
= 1/max(1,

√
1 + cos πα)

Все утверждения теоремы вновь следуют из результатов для свойств
норм ОП Бушмана–Эрдейи нулевого порядка гладкости.

Оператор Бесселя является радиальной частью лапласиана в Rn. При
такой интерпретации этого оператора в случае нечётномерных пространств
будет выполнено условие теоремы 2.6.4.

Теорема 2.6.5 Пусть выполнены условия α ̸= 2k + 1, k ∈ Z, α ̸=
−n, n ∈ N; α+ 2s ̸= −2m1 − 1, m1 ∈ N0; α− 2s ̸= −2m2 − 2, m2 ∈ N0.
Тогда операторы (2.136) осуществляют топологический изоморфизм
пространств Соболева H2s и весового пространства Соболева H2s

α .

Очевидно, что все условия теоремы 2.6.5 выполнены при полуцелых
α ∈ R. Поэтому справедлива

Теорема 2.6.6 Пусть s ∈ N, α − 1
2 ∈ Z. Тогда операторы (2.136) осу-

ществляют топологический изоморфизм пространств Соболева H2s и
весовых пространств Соболева H2s

α .
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Аналогично можно ввести по формулам типа (2.136) операторы 1X
α
0+

и 1Y
α
0+. В качестве приложения приведённых выше результатов можно

также рассмотреть действие операторов (2.136) в пространствах с нор-
мами (2.133)–(2.135) при произвольных весах, не согласованных с посто-
янной α в операторе Бесселя Bα.

Полученные в этом пункте результаты для одномерного случая оче-
видным образом переносятся на многомерный случай для области, кото-
рая состоит из декартового произведения положительных полуосей или
отрезков по каждой переменной. Например, в двумерном случае полу-
ченные результаты сразу могут быть применены для оценок норм и дока-
зательству вложений в первом положительном квадранте или лежащем
в нём прямоугольнике.

Таким образом в этом пункте с помощью ОП Бушмана–Эрдейи ну-
левого порядка гладкости дан положительный ответ на вопрос, который
давно обсуждался в устном "фольклоре" — пространства Киприянова
изоморфны весовым пространствам Соболева. Приведённые результаты
ни в коем случае не умаляют ни существенного значения, ни необходимо-
сти использования пространств И.А. Киприянова для подходящего круга
задач в теории дифференциальных уравнений с частными производны-
ми с операторами Бесселя. Полученные результаты также подтверждают
полезность и эффективность для теории дифференциальных уравнений
специального класса ОП — Бушмана–Эрдейи нулевого порядка гладко-
сти, по существу введённого В.В.Катраховым в 1980–х годах.
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Глава 3

Композиционный метод построения
сплетающих соотношений между
решениями дифференциальных
уравнений с особенностями в
коэффициентах

3.1 Общая схема композиционного метода построе-

ния ОП для решений дифференциальных урав-

нений с особенностями в коэффициентах

Перечисленные ранее классы ОП строились каждый своими методами.
Поэтому возникает необходимость в разработке общей схемы построе-
ния ОП. Такая схема—метод факторизации или композиционный метод—
предлагается в настоящей главе. Метод основан на представлении ОП в
виде композиции интегральных преобразований. Композиционный метод
даёт алгоритмы не только для построения новых ОП, но содержит как
частные случаи ОП СПД, Векуа–Эрдейи–Лаундеса, Бушмана–Эрдейи
различных типов, унитарные ОП Сонина–Катрахова и Пуассона–Катрахова,
обобщённые операторы Эрдейи–Кобера, а также введённые Р. Кэрро-
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лом [236]–[238] классы эллиптических, гиперболических и параболиче-
ских ОП. В работе вводятся их обобщения: классы B — эллиптических,
B — гиперболических и B — параболических ОП.

Общая схема композиционного метода следующая. На вход подаёт-
ся пара операторов произвольного вида A,B, а также связанные с ни-
ми обобщённые преобразования Фурье F (A), F (B), которые обратимы и
действуют по формулам

F (A)A = g(t)F (A), F−1(B)g(t) = BF−1(B), (3.1)

где t—двойственная переменная. В дальнейшем сделаем самый очевид-
ный выбор g(t) = −t2. На выходе получаем пару ОП, сплетающих A,B.

Действительно, определим пару формально взаимно обратных опера-
торов по формулам

S = F−1(B)
1

w(t)
F (A), P = F−1(A)w(t)F (B) (3.2)

с произвольной весовой функцией w(t). Тогда они являются ОП, которые
удовлетворяют сплетающим соотношениям SA = BS, PB = AP .

Формальная проверка получается прямой подстановкой. Основную
трудность представляет вычисление введённых композиций в явном ин-
тегральном виде, а также задание соответствующих областей определе-
ний операторов.

В композиционном методе может быть использован оператор квадра-
тичного преобразования Фурье (КПФ, дробное преобразование Фурье,
преобразование Фурье–Френеля). Это важное интегральное преобразо-
вание недостаточно широко известно (пока), оно возникло из предложе-
ния Френеля заменить стандартные плоские волны с линейными аргу-
ментами в экспонентах на более общие волны с квадратичными аргумен-
тами в экспонентах, что позволило полностью объяснить парадоксы со
спектральными линиями при дифракции Фраунгофера. Математически
операторы КПФ являются дробными степенями F α обычного преобразо-
вания Фурье, достраивая его до полугруппы по параметру α, они были
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определены Н. Винером и А. Вейлем. В теории всплесков, в которой при-
нято каждую формулу считать новой и называть по–новому давно из-
вестные вещи, КПФ называется преобразованием Габора. Изложенный
выше композиционный метод позволяет с помощью этого преобразова-
ния строить ОП для одномерного оператора Шрёдингера из квантовой
механики. При этом может быть использовано и более общее квадратич-
ное преобразование Ханкеля.

3.2 Операторы преобразования Бушмана–Эрдейи тре-

тьего рода и их обобщения

3.2.1 Введение

В данном пункте реализована описанная выше общая схема компози-
ционного метода для конкретных весовых функций. Наиболее богатое
семейство ОП получается при выборе степенной функции. Чтобы не
усложнять изложение мы будем проводить все выкладки для финитных
функций. Вместе с тем результаты можно выразить и в весовых про-
странствах, так как для используемых классических интегральных пре-
образований известны двухвесовые оценки, по крайней мере в простран-
ствах со степенными весами. Как приложения композиционного метода
вводится ещё один класс ОП Бушмана–Эрдейи — третьего рода. Полу-
ченные различные классы ОП могут быть применены для получения
формул связи между решениями дифференциальных уравнений с опе-
раторами Бесселя и их невозмущённых аналогов по обычной для теории
ОП схеме. Кроме того, в этом пункте в качестве приложения композици-
онного метода построено большое число решений для различных инте-
гродифференциальных уравнений со специальными функциями в ядрах.
Подобные уравнения находят приложения в различных прикладных за-
дачах.

Ссылки на формулы в этом пункте даются на справочники [156] с
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указанием тома.

3.2.2 Классические интегральные преобразования

Рассмотрим синус и косинус-преобразования Фурье и обратные к ним
преобразования

Fcf =

√
2

π

∞∫
0

f(y) cos(ty) dy, (3.3)

F−1
c = Fc,

Fsf =

√
2

π

∞∫
0

f(y) sin(ty) dy, (3.4)

F−1
s = Fs.

Определим преобразование Фурье-Бесселя по формулам

Fνf =
1

2νΓ(ν + 1)

∞∫
0

f(y) jν(ty) y
2ν+1 dy =

=

∞∫
0

f(y)
Jν(ty)

(ty)ν
y2ν+1 dy =

1

tν

∞∫
0

f(y)Jν(ty) y
ν+1 dy, (3.5)

F−1
ν f =

1

(y)ν

∞∫
0

f(t)Jν(yt) t
ν+1 dt. (3.6)

Операторы (3.2.10)-(3.4) самосопряженные унитарные в L2(0,∞). Опе-
раторы (3.5)-(3.6) самосопряженные унитарные в L2, ν(0,∞).

3.2.3 Введение о.п. в образах преобразований типа Фурье.

Введём первую пару ОП по формулам
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S(φ)
ν, c = F−1

c

(
1

φ(t)
Fν

)
, (3.7)

P (φ)
ν, c = F−1

ν (φ(t)Fc) , (3.8)

и другую пару

S(φ)
ν, s = F−1

s

(
1

φ(t)
Fν

)
, (3.9)

P (φ)
ν, s = F−1

ν (φ(t)Fs) . (3.10)

Формально введенные пары операторов взаимнообратны. Дальней-
шие выкладки проводятся на финитных функциях, что, в частности,
позволяет производить перестановку порядка интегрирования.

Получим интегральные представления ОП (3.7)-(3.8).

(S(φ)
ν, cf)(x) =

√
2

π

∞∫
0

{
1

φ(t)
(Fνf)(t)

}
cos(tx) dt =

=

√
2

π

∞∫
0

cos(xt)

φ(t)


∞∫
0

1

tν
f(λ)Jν(tλ)λ

ν+1dλ

 dt =

=

√
2

π

∞∫
0

f(λ)λν+1

 ∞∫
0

cos(xt)

φ(t)tν
Jν(tλ)dt

 dλ =

=

√
2

π

∞∫
0

K(x, λ)f(λ) dλ =

√
2

π

∞∫
0

K(x, y)f(y) dy,

K(x, y) = yν+1

∞∫
0

cos(xt)

φ(t) tν
Jν(yt) dt.

Займемся обратным оператором
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(P (φ)
ν, c f)(x) =

1

xν

∞∫
0

Jν(xt) t
ν+1

φ(t)
√

2

π

∞∫
0

f(y) cos(ty) dy

 dt =

=

√
2

π

1

xν

∞∫
0

f(y)


∞∫
0

Jν(xt) t
ν+1φ(t) cos(ty) dt

 dy =

=

√
2

π

∞∫
0

G(x, y)f(y) dy,

где

G(x, y) =
1

xν

∞∫
0

φ(t)tν+1 cos(yt)Jν(xt) dt.

Аналогично с заменой cos ξ → sin ξ получаем вторую пару формул.
Суммируем это в виде теоремы.

Теорема 3.2.1 Определим операторы преобразования, сплетающие Bν

и D2, по формулам

S
(φ)

ν,


s

c


= F−1

s

c



(
1

φ(t)
Fν

)
,

P
(φ)

ν,


s

c


= F−1

ν

φ(t)Fsc


 .

Тогда для оператора типа Сонина справедливо представлениеS(φ)

ν,


s

c


f

 (x) =

√
2

π

∞∫
0

K(x, y)f(y) dy, (3.11)
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где

K(x, y) = yν+1

∞∫
0

{
sin(xt)

cos(xt)

}
φ(t) tν

Jν(yt)dt.

Представление для оператора типа Пуассона имеет видP (φ)

ν,


s

c


f

 (x) =

√
2

π

∞∫
0

G(x, y)f(y) dy, (3.12)

где

G(x, y) =
1

xν

∞∫
0

φ(t) tν+1

{
sin(yt)

cos(yt)

}
Jν(xt)dt.

Чтобы было удобно считать, сделаем преобразование для
K(x, y)

x→ b, y → c, t→ x =⇒ K(b, c) = cν+1

∞∫
0

1

φ(x)xν

{
sin(bx)

cos(bx)

}
Jν(cx) dx,

а для G(x, y)

x→ c, y → b, t→ x =⇒ G(b, c) = cν
∞∫
0

φ(x)xν+1

{
sin(bx)

cos(bx)

}
Jν(cx) dx.

Рассмотрим далее возможные случаи выбора функции φ(·).

3.2.4 Случай φ = xα.

В этом случае назовём ОП данного класса операторами Бушмана–Эрдейи
третьего рода.
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Вычисление ядер ОП в случае φ(x) = xα (sin-преобразование )

В этом случае получим

K(b, c) = cν+1

∞∫
0

1

xα+νφ(x)

{
sin(bx)

cos(bx)

}
Jν(cx) dx,

а) Выбираем sin–преобразование

K(b, c) = cν+1

∞∫
0

x−(α+ν) sin(bx)Jν(cx) dx =

= [Т.2, с.192, ф. 3–4]

∣∣∣∣∣ δ′ = 1, α′ − 1 = −α− ν

α′ = 1− α− ν

∣∣∣∣∣ =
= cν+12

1−α−ν+1−1b

c1−α−ν+1

Γ
(
1−α−ν+ν+1

2

)
Γ
(
1 + ν−1+α+ν−1

2

) ·
·2F1

(
1− α− ν + ν + 1 + ν

2
,
1− α− ν + 1− ν

2
;
3

2
;
b2

c2

)
при условиях 0 < b < c,

−1−Re ν < Re (1− α− ν) <
3

2
⇔ −2 < Re (−α) < Re ν +

1

2
⇔

⇔ −1

2
−Re ν < Reα < 2

имеет смысл когда по крайней мере

−1

2
−Re ν < 2, Re ν > −5

2
.

=
21−α−νb

c1−α−2ν

Γ
(
1− α

2

)
Γ
(
ν + α

2

)2F1

(
1− α

2
, 1− ν − α

2
;
3

2
;
b2

c2

)

−Re
(
ν +

1

2

)
< Reα < 2

(
Reν > −5

2

)
.
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Отсюда, меняя b→ x, c→ y ⇒

K(x, y) =
21−α−νx

y1−α−2ν

Γ
(
1− α

2

)
Γ
(
ν + α

2

) 2F1

(
1− α

2
, 1− ν − α

2
;
3

2
;

(
x

y

)2
)

−Re
(
ν + 1

2

)
< Reα < 2

(
Re ν > −5

2

)
. x < y

Рассмотрим второй случай b > c.

K(x, y) =
cν+1cν sin π

2 (1− α− ν + ν)

2νbν+1−α−ν
Γ (ν + 1− α− ν)

Γ (ν + 1)
×

×2F1

(
1− α− ν + ν

2
,
1− α− ν + ν + 1

2
; ν + 1;

c2

b2

)
−1−Re ν < Re (1− α− ν) < 3

2

=
c2ν+1 sin π

2 (1− α)

2νb1−α
Γ (1− α)

Γ (ν + 1)
2F1

(
1

2
− α

2
, 1− α

2
; ν + 1;

c2

b2

)
.

Меняя b→ x, c→ y ⇒

K(x, y) =
y2ν+1

x1−α
sin π

2 (1− α)

2ν
Γ (1− α)

Γ (ν + 1)
2F1

(
1

2
− α

2
, 1− α

2
; ν + 1;

y2

x2

)
.

y < x, −Re
(
ν + 1

2

)
< Reα < 2

(
Reν > −5

2

)
.

Окончательно получаем

(
Sx

α

ν, sf
)
(x) =

√
2

π

∞∫
0

K(x, y)f(y) dy =

√
2

π
×

×

sin π
2 (1− α) Γ (1− α)

2νΓ (ν + 1)

1

x1−α

x∫
0

2F1

(
1

2
− α

2
, 1− α

2
; ν + 1;

y2

x2

)
f(y)y2ν+1 dy+

+
21−α−νΓ

(
1− α

2

)
Γ
(
ν + α

2

) x

∞∫
x

2F1

(
1− α

2
, 1− ν − α

2
;
3

2
;
x2

y2

)
y2+2ν−1f(y) dy

 (3.13)
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при −Re
(
ν + 1

2

)
< Reα < 2

(
Reν > −5

2

)
.

Рассмотрим соответствующий обратный.

G(c, b) =
1

cν

∞∫
0

xα+ν+1 sin(bx)Jν(cx) dx =

∣∣∣∣∣ δ = 1

α′ = α + ν + 2

∣∣∣∣∣
при b < c

=
1

cν
2α+ν+2b

cα+ν+2+1

Γ
(
α+ν+2+ν+1

2

)
Γ
(
1 + ν−α−ν−2−1

2

)×
×2F1

(
α + ν + 2 + 1 + ν

2
,
α + ν + 2 + 1− ν

2
;
3

2
;
b2

c2

)
=

=
2α+ν+2b

cα+2ν+3

Γ
(
ν + α

2 +
3
2

)
Γ
(
−1

2 −
α
2

) 2F1

(
ν +

α

2
+

3

2
,
1

2
+
α

2
;
3

2
;
b2

c2

)
−1−Re ν < Re (ν + α+ 2) < 3

2 ; −3− 2Re ν < Reα < 3
2 − 2−Re ν =

−Re ν − 1
2 = −Re (ν + 1

2).

В частности −3− 2Re ν < −Re ν − 1
2 , Re ν > −5

2 .
Второй случай c < b

K(x, y) =
1

cν
cν

2νbν+α+ν+2

sin π
2 (2ν + α + 2)Γ (2ν + α + 2)

Γ (ν + 1)
×

×2F1

(
ν + 1 +

α

2
, ν +

3

2
+
α

2
; ν + 1;

c2

b2

)
=

=
sin π

2 (2ν + α + 2)Γ (2ν + α + 2)

2νΓ (ν + 1) bν+α+ν+2 2F1

(
ν + 1 +

α

2
, ν +

3

2
+
α

2
; ν + 1;

c2

b2

)
=

= −
sin π

2 (2ν + α) Γ (2ν + α + 2)

2νΓ (ν + 1) b2ν+α+2 2F1

(
ν + 1 +

α

2
, ν +

3

2
+
α

2
; ν + 1;

c2

b2

)
.

(те же условия на α.)
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Сделаем замены c→ x, b→ y. Тогда получим

(
P (φ)
ν, s f

)
(x) =

√
2

π
×

×

2α+ν+2Γ
(
ν + α

2 +
3
2

)
Γ
(
−1

2 −
α
2

)
xα+2ν+3

x∫
0

2F1

(
ν +

α

2
+

3

2
,
α

2
+

3

2
;
3

2
;
y2

x2

)
yf(y) dy −

−
sin π

2 (2ν + α) Γ (2ν + α + 2)

2νΓ (ν + 1)
·

·
∞∫
x

2F1

(
ν + 1 +

α

2
, ν +

3

2
+
α

2
; ν + 1;

x2

y2

)
f(y) dy

y2ν+α+2

 (3.14)

при условиях −3−2Re ν < Reα < −Re
(
ν + 1

2

)
. В частности

{
Re ν > −5

2

}
.

Замечание 3.2.1 Из условий на Reα (3.13)-(3.14) видно, что они несов-
местны. В каждом конкретном случае есть надежда, что их можно
расширить.

Теперь соберем формулы (3.13)-(3.14) вместе.

Теорема 3.2.2 Справедливы формулы

(
S(xα)
ν, s f

)
(x) =

√
2

π
×

×

sin π
2 (1− α) Γ (1− α)

2νΓ (ν + 1)

1

x1−α

x∫
0

2F1

(
1

2
− α

2
, 1− α

2
; ν + 1;

y2

x2

)
y2ν+1 f(y) dy+

+
21−α−νΓ

(
1− α

2

)
Γ
(
ν + α

2

) x

∞∫
x

2F1

(
1− α

2
, 1− ν − α

2
;
3

2
;
x2

y2

)
yα+2ν−1f(y) dy

 (3.15)

при условии −Re
(
ν + 1

2

)
< Reα < 2 и
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(
P (xα)
ν, s f

)
(x) =

√
2

π
×

×

2α+ν+2Γ
(
ν + α

2 +
3
2

)
Γ
(
−1

2 −
α
2

)
xα+2ν+3

x∫
0

2F1

(
ν +

α

2
+

3

2
,
α

2
+

3

2
;
3

2
;
y2

x2

)
yf(y) dy −

−
sin π

2 (2ν + α) Γ (2ν + α + 2)

2νΓ (ν + 1)
·

·
∞∫
x

2F1

(
ν + 1 +

α

2
, ν +

3

2
+
α

2
; ν + 1;

x2

y2

)
f(y) dy

y2ν+α+2

 (3.16)

при условии −3− 2Re ν < Reα < −Re
(
ν + 1

2

)
.

Во всех случаях Re ν > −5
2.

3.2.5 Сведение к функциям Лежандра

Выразим ядра этих ОП через функции Лежандра.
а) ОП S

2F1

(
1

2
− α

2
, 1− α

2
; ν + 1;

y2

x2

)
=


ИР-3,
с.460

ф. 102


∣∣∣∣∣ a = 1

2 −
α
2 ,

c = ν + 1

∣∣∣∣∣ =
= e(ν+1−1+α− 1

2 )πi
Γ(1 + ν)

Γ(1− α)
· 2

ν+ 1
2

√
π

(
y2

x2

) 1−2ν−2
4

·

·
(
1− y2

x2

) 2ν+2−1
4 − 1

2+
α
2

Q
1−α−ν−1+ 1

2

ν− 1
2

(
1
y
x

)
=

=
Γ(1 + ν)

Γ(1− α)
· 2

ν+ 1
2

√
π
e(ν+α−

1
2 )πi
(y
x

)−ν− 1
2

(
1− y2

x2

)ν
2+

α
2−

1
4

Q
1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
=

= e(ν+α−
1
2 )πi

2ν+
1
2 Γ(1 + ν)√
π Γ(1− α)

1

xα−1

(x2 − y2)
ν
2+

α
2−

1
4

yν+
1
2

Q
1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
.
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2F1

(
1− α

2
, 1− ν − α

2
;
3

2
;
x2

y2

)
=


ИР-3,
с.458
ф. 78


∣∣∣∣∣ a = 1− α

2

b = 1− ν − α
2

∣∣∣∣∣ =

=
1

2

22−ν−α−
5
2

√
π x
y

Γ

(
1

2
− α

2

)
Γ

(
1

2
− α

2
− ν

)(
1− x2

y2

) (3−2+α−2+2ν+α)
4

×

×

[
P

3
2−1+α

2−1+ν+α
2

1−α
2−1+ν+α

2−
1
2

(
−

√
x2

y2

)
− Pα+ν−

1
2

ν− 1
2

(
x

y

)]
=

=
1

2ν+α+
3
2

√
π
Γ

(
1

2
− α

2

)
Γ

(
1

2
− α

2
− ν

)
y

x

(
1− x2

y2

)α
2+

ν
2−

1
4

×

×
{
Pα+ν−

1
2

ν− 1
2

(
−x
y

)
− Pα+ν−

1
2

ν− 1
2

(
x

y

)}
=

=
Γ
(
1
2 −

α
2

)
Γ
(
1
2 −

α
2 − ν

)
√
π 2ν+α+

3
2

(y2 − x2)
α
2+

ν
2−

1
4

x yα+ν−
3
2

×

×
{
Pα+ν−

1
2

ν− 1
2

(
−x
y

)
− Pα+ν−

1
2

ν− 1
2

(
x

y

)}
.

Подставим все это в формулировку теоремы.

(
S(xα)
ν, s f

)
(x) =

√
2

π

{
cos πα2 Γ (1− α)

2νΓ (ν + 1)

2ν+
1
2

x1−α
Γ(ν + 1)

xα−1

e(ν+α−
1
2 )πi

√
π Γ(1− α)

×

×
x∫

0

y2ν+1 f(y) · (x
2 − y2)

ν
2+

α
2−

1
4

yν+
1
2

Q
1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
dy+

+
21−α−νΓ

(
1− α

2

)
Γ
(
ν + α

2

) x
Γ
(
1
2 −

α
2

)
Γ
(
1
2 −

α
2 − ν

)
√
π 2ν+α+

3
2 x

·
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·
∞∫
x

yα+2ν−1f(y)
(y2 − x2)

α
2+

ν
2−

1
4

yα+ν−
3
2

{
Pα+ν−

1
2

ν− 1
2

(
−x
y

)
− Pα+ν−

1
2

ν− 1
2

(
x

y

)}
dy

 =

=
2

π

cos
πα

2
e(ν+α−

1
2 )πi

x∫
0

(x2 − y2)
ν
2+

α
2−

1
4Q

1
2−α−ν
ν+ 1

2

(
x

y

)
yν+

1
2f(y) dy +

+
Γ
(
1− α

2

)
Γ
(
1
2 −

α
2

)
Γ
(
1
2 −

α
2 − ν

)
Γ
(
ν + α

2

)
22α+2ν+1

×

×
∞∫
x

(y2 − x2)
α
2+

ν
2−

1
4

{
Pα+ν−

1
2

ν− 1
2

(
−x
y

)
− Pα+ν−

1
2

ν− 1
2

(
x

y

)}
yν+

1
2 f(y)dy

 .

Выразим значения формулы Лежандра через положительное значе-
ние аргумента (см. [10], с.145, ф. 14)

Pα+ν−
1
2

ν− 1
2

(
−x
y

)
= P

α+ν− 1
2

ν− 1
2

(
x

y

)
cos π

(
ν − 1

2
+ α + ν − 1

2

)
−

−2

π
Qα+ν− 1

2

ν− 1
2

(
x

y

)
sinπ(α + 2ν − 1)

Получим

cos(z − π) = − cos z; sin(z − π) = − sin z ⇒

(
S(xα)
ν, s f

)
(x) =

2

π

(
−i cos πα

2
e(ν+α)πi ×

×
x∫

0

(x2 − y2)
ν
2+

α
2−

1
4Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
yν+

1
2f(y) dy+

+(−1)
Γ
(
1− α

2

)
Γ
(
1
2 −

α
2

)
Γ
(
1
2 −

α
2 − ν

)
Γ
(
ν + α

2

)
22α+2ν+1

×
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×

(1 + cos π(α + 2ν))

∞∫
x

(y2 − x2)
α
2+

ν
2−

1
4Pα+ν−

1
2

ν− 1
2

(
x

y

)
yν+

1
2 f(y)dy −

−2

π
sin π(α + 2ν)

∞∫
x

(y2 − x2)
α
2+

ν
2−

1
4Qα+ν− 1

2

ν− 1
2

(
x

y

)
yν+

1
2 f(y)dy

 .

Теорема 3.2.3 Справедливы интегральные представления для опера-
тора типа Сонина

(
S(xα)
ν, s f

)
(x) =

2

π

[
−i cos πα

2
· e(ν+α)πi ·

·
x∫

0

(x2 − y2)
ν
2+

α
2−

1
4Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
yν+

1
2f(y) dy+

+
Γ
(
1− α

2

)
Γ
(
1
2 −

α
2

)
Γ
(
1
2 −

α
2 − ν

)
22α+2ν+1Γ

(
ν + α

2

) · (3.17)

·
∞∫
x

(y2 − x2)
α
2+

ν
2−

1
4

(
Pα+ν−

1
2

ν− 1
2

(
−x
y

)
− Pα+ν−

1
2

ν− 1
2

(
x

y

))
yν+

1
2 f(y)dy

 =

=
2

π

−i e(ν+α)πi cos πα
2

x∫
0

(x2 − y2)
ν
2+

α
2−

1
4Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
yν+

1
2f(y) dy +

+
Γ
(
1− α

2

)
Γ
(
1
2 −

α
2

)
Γ
(
1
2 −

α
2 − ν

)
22α+2ν+1Γ

(
ν + α

2

) · (3.18)

·

2

π
sinπ(α + 2ν)

∞∫
x

(y2 − x2)
α
2+

ν
2−

1
4Qα+ν− 1

2

ν− 1
2

(
x

y

)
yν+

1
2 f(y)dy −
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− (1 + cos π(α + 2ν))

∞∫
x

(y2 − x2)
α
2+

ν
2−

1
4Pα+ν−

1
2

ν− 1
2

(
x

y

)
yν+

1
2 f(y)dy

 .

−Re
(
ν +

1

2

)
< Realpha < 2.

Выведем ещё одно представление, в котором заменим верхний индекс
у функций Лежандра на противоположный. (см. [10], с.145, ф. 17-18).

Qα+ν− 1
2

ν− 1
2

(z) =

(
Γ
(
ν − 1

2 + 1− α− ν + 1
2

)
Γ
(
ν − 1

2 + 1 + α + ν − 1
2

))−1

·
[
Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(z) · cos π(α + ν − 1

2
)− π

2
P

1
2−α−ν
ν− 1

2

(z) · sin π(α + ν − 1

2
)

]
=

=

(
Γ (1− α)

Γ (α + 2ν)

)−1 [
sin π(α + ν)Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(z) +
π

2
cos π (α + ν)P

1
2−α−ν
ν− 1

2

(z)
]
.

Pα+ν−
1
2

ν− 1
2

(z) =

(
Γ (1− α)

Γ (α + 2ν)

)−1

·

·
[
P

1
2−α−ν
ν− 1

2

(z) cos π

(
1

2
− α− ν

)
− 2

π
sin π

(
1

2
− α− ν

)
Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(z)

]
=

=

(
Γ (1− α)

Γ (α + 2ν)

)−1 [
sin π(α + ν)P

1
2−α−ν
ν− 1

2

(z)− 2

π
cos π(α + ν)Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(z)

]
.

Преобразуем выражение в круглых скобках в (3.18).

2

π
sin π(α + 2ν)

∞∫
x

(y2 − x2)
α
2+

ν
2−

1
4

{
sin π(α + ν)Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
+
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+
π

2
cosπ(α + ν)P

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)}(
Γ (1− α)

Γ (α + 2ν)

)−1

f(y) yν+
1
2 dy−

−(1 + cos π(α + 2ν))

(
Γ (1− α)

Γ (α + 2ν)

)−1
∞∫
x

yν+
1
2 f(y)(y2 − x2)

α
2+

ν
2−

1
4 ·

·
{
sin π(α + ν)P

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
− 2

π
cos π(α + ν)Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)}
dy =

(
Γ (1− α)

Γ (α + 2ν)

)−1

·

·
{(

2

π
sin π(α + 2ν) sin π(α + ν) +

2

π
cos π(α + ν)(1 + cos π(α + 2ν))

)
·

·
∞∫
x

(y2 − x2)
α
2+

ν
2−

1
4Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
yν+

1
2 f(y) dy+

+(sinπ(α + 2ν) cos π(α + ν)− (1 + cos π(α + 2ν)) sin π(α + ν))·

·
∞∫
x

(y2 − x2)
α
2+

ν
2−

1
4P

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
yν+

1
2 f(y) dy

 =

=

(
Γ (1− α)

Γ (α + 2ν)

)−1

·

·

2
π
(cosπ(α + ν) + cos πν)

∞∫
x

(y2 − x2)
α
2+

ν
2−

1
4Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
yν+

1
2 f(y) dy +
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+ (sinπν − sin π(α + ν))

∞∫
x

(y2 − x2)
α
2+

ν
2−

1
4P

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
yν+

1
2 f(y) dy

 =

= 2

(
Γ (1− α)

Γ (α + 2ν)

)−1

cos
π

2
(α + 2ν)·

·

2
π
cos

πα

2

∞∫
x

(y2 − x2)
α
2+

ν
2−

1
4Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
yν+

1
2 f(y) dy −

− sin
πα

2

∞∫
x

(y2 − x2)
α
2+

ν
2−

1
4P

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
yν+

1
2 f(y) dy

 .
Преобразуем const.

2 cos
π

2
(α+2ν)

Γ (α + 2ν)

Γ (1− α)

Γ
(
1− α

2

)
Γ
(
1
2 −

α
2

)
Γ
(
1
2 −

α
2 − ν

)
22α+2ν+1Γ

(
ν + α

2

) = 2 cos
π

2
(α+2ν)·

·
Γ
(
1− α

2

)
Γ
(
1
2 −

α
2

)
Γ
(
1
2 −

α
2 − ν

)
2α+2ν−1π−

1
2Γ
(
ν + α

2

)
Γ
(
ν + 1

2 +
α
2

)
22α+2ν+1Γ

(
ν + α

2

)
2−απ−

1
2Γ
(
1
2 −

α
2

)
Γ
(
1− α

2

) =

=
1

2
cos

π

2
(α + 2ν)Γ

(
ν +

1

2
+
α

2

)
Γ

(
1

2
− α

2
− ν

)
=

=
1

2
cos

π

2
(α + 2ν)

π

cosπ
(
ν + α

2

) = π

2
.

В результате оператор примет вид

(
S(xα)
ν, s f

)
(x) =

2

π

(
−i e(ν+α)πi cos πα

2
·

·
x∫

0

(x2 − y2)
α
2+

ν
2−

1
4Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
yν+

1
2 f(y) dy+
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+cos
πα

2

∞∫
x

(y2 − x2)
α
2+

ν
2−

1
4Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
yν+

1
2 f(y) dy−

−π
2
sin

πα

2

∞∫
x

(y2 − x2)
α
2+

ν
2−

1
4P

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
yν+

1
2 f(y) dy

 .

Теорема 3.2.4 Пусть −Re (ν + 1
2) < Reα < 2. Тогда

(
S(xα)
ν, s f

)
(x) =

2

π
cos

πα

2
·

·

−i e(ν+α)πi
x∫

0

(x2 − y2)
α
2+

ν
2−

1
4Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
yν+

1
2 f(y) dy +

+

∞∫
x

(y2 − x2)
α
2+

ν
2−

1
4Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
yν+

1
2 f(y) dy

−

− sin
πα

2

∞∫
x

(y2 − x2)
α
2+

ν
2−

1
4P

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
yν+

1
2 f(y) dy.

Перейдем к вычислению ядер для оператора типа Пуассона через
функции Лежандра.

Займемся оператором P
(xα)
ν, s .

2F1

(
ν + 1 +

α

2
, ν +

α

2
+

3

2
; ν + 1;

x2

y2

)
=


ИР-3,
с.460

ф. 102


∣∣∣∣∣a = ν + α

2 + 1,

c = ν + 1

∣∣∣∣∣ =
= e(ν+1−2ν−α−2− 1

2 )πi
Γ(1 + ν)

Γ(α + 2ν + 2)
· 2

ν+ 1
2

√
π

(
x2

y2

) 1−2ν−2
4

×

×
(
1− x2

y2

) 2ν+2−1
4 −ν−α

2−1

Q
2ν+α+2−ν−1+ 1

2

ν− 1
2

 1√
x2

y2

 =
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=
Γ(1 + ν)2ν+

1
2

Γ(α + 2ν + 2)
√
π
e(−ν−α−

3
2 )πi

(
x

y

)−(ν+ 1
2 )

·

·(y
2 − x2)−

ν
2−

α
2−

3
4

y−ν−α−
3
2

Q
ν+α+ 3

2

ν− 1
2

(y
x

)
=

=
Γ(1 + ν)2ν+

1
2

Γ(α + 2ν + 2)
√
π
i e(−ν−α)πi

y2ν+α+2

xν+
1
2

(y2 − x2)−
ν
2−

α
2−

3
4 Q

ν+α+ 3
2

ν− 1
2

(y
x

)
.

2F1

(
ν +

α

2
+

3

2
,
α

2
+

3

2
;
3

2
;
y2

x2

)
=


ИР-3,
с.458
ф. 78


∣∣∣∣∣ a = α

2 +
3
2 ,

b = ν + α
2 +

3
2

∣∣∣∣∣ =

=
1

2

2ν+α+3− 5
2√

π y
2

x2

Γ(
α

2
+ 1)Γ(ν +

α

2
+ 1)

(
1− y2

x2

) 3−2ν−2α−6
4

·

·

(
P

3
2−ν−α−3
α
2+

3
2−ν−

α
2−

3
2−

1
2

(
−
√
y2

x2

)
− P−ν−α− 3

2

−ν− 1
2

(y
x

))
=

=
2ν+α−

1
2

√
π

Γ(
α

2
+ 1) Γ(ν +

α

2
+ 1)

x

y

(x2 − y2)−
ν
2−

α
2−

3
4

x−ν−α−
3
2

·

·
(
P−ν−α− 3

2

−ν− 1
2

(
−y
x

)
− P−ν−α− 3

2

−ν− 1
2

(y
x

))
.

Подставим все это в оператор Pν, s(
P (xα)
ν, s f

)
(x) =

√
2

π
·

·

2α+ν+2Γ
(
ν + α

2 +
3
2

)
Γ
(
−1

2 −
α
2

) 1

xα+2ν+3

x∫
0

y
2ν+α−

1
2

√
π

Γ
(α
2
+ 1
)
Γ
(
ν +

α

2
+ 1
)
·

·x
ν+α+ 5

2

y
(x2 − y2)−

ν
2−

α
2−

3
4

(
P−ν−α− 3

2

−ν− 1
2

(
−y
x

)
− P−ν−α− 3

2

−ν− 1
2

(y
x

))
f(y) dy−
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−
sin π

2 (2ν + 2)Γ(2ν + α + 2)

2ν Γ(ν + 1)

∞∫
x

iΓ(ν + 1)2ν+
1
2e−(ν+α)πi

y2ν+α+2Γ(2ν + α + 2)
√
π

y2ν+α+2

xν+
1
2

·

· (y2 − x2)−
ν
2−

α
2−

3
4Q

ν+α+ 3
2

ν− 1
2

(y
x

)
f(y) dy

)
=

= −2

π
i e−(ν+α)πi sin

π

2
(2ν+2)

1

xν+
1
2

∞∫
x

(y2−x2)−
ν
2−

α
2−

3
4Q

ν+α+ 3
2

ν− 1
2

(y
x

)
f(y) dy+

+
2

π
·
22α+2ν+1Γ

(
ν + α

2 +
3
2

)
Γ
(
α
2 + 1

)
Γ
(
ν + α

2 + 1
)

Γ
(
−1

2 −
α
2

) 1

xν+
1
2

·

·
x∫

0

[
P−ν−α− 3

2

−ν− 1
2

(
−y
x

)
− P−ν−α− 3

2

−ν− 1
2

(y
x

)]
(x2 − y2)−

ν
2−

α
2−

3
4f(y) dy

Разность функций Лежандра преобразуем в следующем порядке: 1)
сменим нижний индекс; 2) у первой функции перейдем к положительно-
му аргументу; 3) поменяем знак верхнего индекса на противоположный.
(см. [10], с.145)

P−ν−α− 3
2

ν− 1
2

(
−y
x

)
− P−ν−α− 3

2

ν− 1
2

(y
x

)
= P−ν−α− 3

2

ν− 1
2

(y
x

)
cos π(−α− 2)−

−2

π
Q−ν−α− 3

2

ν− 1
2

(y
x

)
sin π(−α− 2)− P−ν−α− 3

2

ν− 1
2

(y
x

)
=

=
2

π
sin π(α)Q−ν−α− 3

2

ν− 1
2

(y
x

)
− (1− cos πα)P−ν−α− 3

2

ν− 1
2

(y
x

)
=

=
2

π
sin πα

Γ
(
ν − 1

2 − ν − α− 3
2 + 1

)
Γ
(
ν − 1

2 + ν + α + 3
2 + 1

) [Qν+α+ 3
2

ν− 1
2

(y
x

)
cosπ

(
ν + α +

3

2

)
+
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+
π

2
sin π

(
ν + α +

3

2

)
Pν+α+

3
2

ν− 1
2

(y
x

)]
−

−(1− cos πα)
Γ(−α− 1)

Γ(2ν + α + 1)

[
cosπ

(
ν + α +

3

2

)
Pν+α+

3
2

ν− 1
2

(y
x

)
−

− 2

π
sinπ

(
ν + α +

3

2

)
Qν+α+ 3

2

ν− 1
2

(y
x

)]
=

Γ(−α− 1)

Γ(2ν + α + 2)
·

·
[
(sinπα(− cosπ(ν + α)) + (cos πα− 1) sin π(ν + α))Pν+α+

3
2

ν− 1
2

(y
x

)
+

+
2

π
(sinπα sinπ(ν + α)− (1− cos πα) cos π(ν + α))Qν+α+ 3

2

ν− 1
2

(y
x

)]
.

Преобразуем тригонометрические выражения

sin π(ν + α) cos πα− cosπ(ν + α) sin πα− sin π(ν + α) =

= sin πν − sin π(ν + α) = 2 cos
π

2
(2ν + α) sin

π(ν − ν − α)

2
=

= −2 sin
πα

2
cosπ

(
ν +

α

2

)
cos π(ν + α) cos πα + sin π(ν + α) sin πα− cosπ(ν + α) =

= cos πν − cos π(ν + α) = 2 sin π
(
ν +

α

2

)
sin

πα

2

Теперь преобразуем const

2

π

22α+2ν+1Γ
(
ν + α

2 +
3
2

)
Γ
(
α
2 + 1

)
Γ
(
ν + α

2 + 1
)

Γ
(
−1

2 −
α
2

) · Γ(−α− 1)

Γ(2ν + α + 2)
2 =
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=
22α+2ν+3

π

Γ
(
ν + α

2 + 1
)
Γ
(
ν + α

2 +
3
2

)
Γ
(
α
2 + 1

)
Γ
(
−1

2 −
α
2

)
22ν+α+1

√
π Γ
(
ν + α

2 + 1
) ·

·
2−α−2

√
π Γ
(
−α

2 −
1
2

)
Γ
(
−α

2

)
Γ
(
ν + α

2 +
3
2

) =

=
Γ
(
1 + α

2

)
Γ
(
−α

2

)
π

=
π

π sin π
(
−α

2

) = − 1

sin π
(
α
2

) .
Подставляем во второй интеграл

1

xν+
1
2

(−1)

x∫
0

(x2 − y2)−
ν
2−

α
2−

3
4

{
− cos π

(
ν +

α

2

)
Pν+α+

3
2

ν− 1
2

(y
x

)
+

+
2

π
sinπ

(
ν +

α

2

)
Qν+α+ 3

2

ν− 1
2

(y
x

)}
f(y) dy =

1

xν+
1
2

·

·

cos π
(
ν +

α

2

) x∫
0

Pν+α+
3
2

ν− 1
2

(y
x

)
(x2 − y2)−

ν
2−

α
2−

3
4f(y) dy−

− 2

π
sin π

(
ν +

α

2

) x∫
0

Qν+α+ 3
2

ν− 1
2

(y
x

)
(x2 − y2)−

ν
2−

α
2−

3
4f(y) dy

 .

Теорема 3.2.5 Справедливо представление

(P (xα)
ν, s f)(x) =

1

xν+
1
2

·

·

cosπ(ν +
α

2
)

x∫
0

(x2 − y2)−
ν
2−

α
2−

3
4Pν+α+

3
2

ν− 1
2

(y
x

)
f(y) dy −

−2

π
sin π(ν +

α

2
)


x∫

0

Qν+α+ 3
2

ν− 1
2

(y
x

)
(x2 − y2)−

ν
2−

α
2−

3
4f(y) dy +

+ i e−(ν+α)πi

∞∫
x

(y2 − x2)−
ν
2−

α
2−

3
4Qν+α+ 3

2

ν− 1
2

(y
x

)
f(y) dy


 .
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при условии −3− 2Re ν < Reα < −Re
(
ν + 1

2

) (
Re ν > −5

2

)
.

Теорема 3.2.6 Положим β = −(2ν + α+ 1). Подправим операторы по
стандарту на x±(ν+ 1

2 ). Тогда(
S

′(xβ)
ν, s

)∗
= P

′(xα)
ν, s . (Im (ν + β) = 0)

( ′ означает подправленные операторы, ∗ — сопряжение в L2(0,∞)).
при этом, если −

(
Re ν + 1

2

)
< Reβ < 2, то −3 − 2Re ν < Reα <

−Re
(
ν + 1

2

)
.

Доказательство.

(S
′(xβ)
ν, s f)(x) =

2

π
cos

πβ

2
·

·

−i e−(ν+β)πi

x∫
0

(x2 − y2)
ν
2+

β
2−

1
4Q

1
2−β−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
f(y) dy +

+

∞∫
x

(y2 − x2)
β
2+

ν
2−

1
4Q

1
2−β−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
f(y) dy

−

− sin
πβ

2

∞∫
x

(y2 − x2)
β
2+

ν
2−

1
4P

1
2−β−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
f(y) dy.

Перейдём к сопряжённым и подставим β.

S∗ =
2

π
cos

πβ

2
·

·

−i e(ν+β)πi
∞∫
x

(y2 − x2)
ν
2+

β
2−

1
4Q

1
2−β−ν
ν− 1

2

(y
x

)
f(y) dy +

+

x∫
0

(x2 − y2)
β
2+

ν
2−

1
4Q

1
2−β−ν
ν− 1

2

(y
x

)
f(y) dy

−

− sin
πβ

2

x∫
0

(x2 − y2)
β
2+

ν
2−

1
4P

1
2−β−ν
ν− 1

2

(y
x

)
f(y) dy =
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cos
π

2
(−2ν − α− 1) = cos

π

2
(2ν + α + 1) = − sinπ

(
ν +

α

2

)
,

sin
π

2
(−2ν − α− 1) = − sin

π

2
(2ν + α + 1) = − cos π

(
ν +

α

2

)
,

ν+β = ν−(2ν+α+1) = −(ν+α)−1;
1

2
−β−ν =

1

2
+(2ν+α+1)−ν = ν+α+

3

2
.

С сопряжением Q возникает сложность. Во–первых,

−i + e(ν+β)πi = i e−(ν+β)πi = i e−(ν+(−2ν−α−1))πi = i e−(ν+α+1)πi = −i e(ν+α)πi.

Q вне разреза — комплексная функция. Из БЭ-I, с.140, ф. 4 и из веще-
ственности P µ

ν (x) (выражается через 2F1(x) )(x — вещественно) следует,
что Qµ

ν(x) = eµπif(x), f — вещественно =⇒

Qµ
ν(x) = e−µπif(x) = e−2µπieµπif(x) = e−2µπiQµ

ν(x),

−i e(ν+β)πiQ
1
2−β−ν
ν− 1

2

(y
x

)
= −ie(ν+α)πie−2( 1

2−β−ν)πiQ
1
2−β−ν
ν− 1

2

(y
x

)
=

= i eπi(3ν+α+2β)Q
1
2−β−ν
ν− 1

2

(y
x

)
= i eπi(3ν+α−4ν−2α−2)Q

ν+α+ 3
2

ν− 1
2

(y
x

)
=

= i e−πi(ν+α)Q
ν+α+ 3

2

ν− 1
2

(y
x

)
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Получим

S∗ =
2

π
(−1) sin π

(
ν +

α

2

)
·

·

i e−(ν+α)πi

∞∫
x

(y2 − x2)−
ν
2−

α
2−

3
4Q

ν+α+ 3
2

ν− 1
2

(y
x

)
f(y) dy +

+

x∫
0

(x2 − y2)−
ν
2−

α
2−

3
4Qν+α+ 3

2

ν− 1
2

(y
x

)
f(y) dy

+

+cos π
(
ν +

α

2

) x∫
0

(x2 − y2)−
ν
2−

α
2−

3
4Pν+α+

3
2

ν− 1
2

(y
x

)
f(y) dy = P

′(xα)
ν, s .

Соотношение между операторами доказано. Нужное неравенство оче-
видно.

3.2.6 Случай cos — преобразования

Начинаем с теоремы 1. Ядра считаем по доказанным формулам.

K(b, c) = cν+1

∞∫
0

x−(α+ν) cos(bx)Jν(cx) dx =

= [ИР-2, с.192, ф. 3-4]

∣∣∣∣∣ δ′ = 0

α′ = 1− α− ν

∣∣∣∣∣ =
Пусть 0 < b < c, −Re ν < Reα′ < 3

2 .

= cν+1 2
−ν−α

c1−α−ν
Γ
(
1−α−ν+ν

2

)
Γ
(
ν−(1−α−ν)

2 + 1
)·

·2F1

(
1− α− ν + ν

2
,
1− α− ν − ν

2
;
1

2
;
b2

c2

)
=

=
Γ
(
1
2 −

α
2

)
cα+2ν

Γ
(
1
2 +

α
2 + ν

)
2α+ν

2F1

(
1

2
− α

2
,
1

2
− α

2
− ν;

1

2
;
b2

c2

)
=
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=


ИР-3,
с. 458
ф. 74

 =
Γ
(
1
2 −

α
2

)
cα+2ν

Γ
(
1
2 +

α
2 + ν

)
2α+ν

· 2
1−α−ν− 3

2

√
π

Γ
(
1− α

2

)
Γ
(
1− α

2
− ν
)
·

·
(
1− b2

c2

) 1−2(1−α−ν)
4

[
P

1
2+

α
2−

1
2+ν+

α
2−

1
2

1
2−

α
2+

α
2+ν−

1
2−

1
2

(√
b2

c2

)
+ Pα+ν−

1
2

ν− 1
2

(
b

c

)]
=

=
1

22α+2ν+ 1
2

√
π

Γ
(
1
2 −

α
2

)
Γ
(
1− α

2

)
Γ
(
1− α

2 − ν
)

Γ
(
1
2 +

α
2 + ν

) cα+2ν (c
2 − b2)

α
2+

ν
2−

1
4

cα+ν−
1
2

·

·
(
Pα+ν−

1
2

ν− 1
2

(
b

c

)
+ Pα+ν−

1
2

ν− 1
2

(
−b
c

))
.

Сделаем маленькое отступление — проверим ф. 74 при x = 0.

2a+b−
3
2

√
π

Γ

(
a+

1

2

)
Γ

(
b+

1

2

)[
P

1
2−a−b
a−b− 1

2

(0) + P
1
2−a−b
a−b− 1

2

(0)
]
=

=
2a+b−

1
2

√
π

Γ

(
a+

1

2

)
Γ

(
b+

1

2

)
2

1
2−a−b

1√
π
cos

π

2
(−2b)·

·
Γ
(
1
2 − b

)
Γ
(
1 +

a−b− 1
2−

1
2+a+b

2

) =
1

π
cos bπ

Γ
(
a+ 1

2

)
Γ
(
1
2 − b

)
Γ
(
1
2 + b

)
Γ
(
1
2 + a

) =

=
1

π
cos bπ

π

cos bπ
= 1.

Проверка сходится.

−Re ν < Re (1− α− ν) <
3

2
;

−ν < 1− α− ν; α < 1, Re α < 1.
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1− α− ν <
3

2
; α > −

(
ν +

1

2

)
.

Все это требует по крайней мере −Re ν < 3
2 , Re ν > −3

2 . Итак,

−
(
ν +

1

2

)
< Reα < 1

(
Re ν > −3

2

)
.

Пусть теперь 0 < c < b, те же условия.

K(b, c) = cν+1 cν

2νbν+1−ν−α cos
π

2
(1− α− ν + ν)

Γ (ν + 1− α− ν)

Γ (ν + 1)
·

·2F1

(
1

2
− α

2
, 1− α

2
; ν + 1;

c2

b2

)
=

Γ (1− α)

2νΓ (ν + 1)
cos

π

2
(1− α)

c2ν+1

b1−α
·

·2
ν+ 1

2Γ (ν + 1)√
π Γ (1− α)

(−i)e(ν+α)πi 1

bα−1

(b2 − c2)
ν
2+

α
2−

1
4

cν+
1
2

Q
1
2−α−ν
ν− 1

2

(
b

c

)
=

=

√
2

π
(−i)e(ν+α)πi sin π

2
α · cν+

1
2 (b2 − c2)

ν
2+

α
2−

1
4Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
b

c

)
.

Теперь вспомним, что b→ x, c→ y.

(
S(xα)
ν, c f

)
(x) =

√
2

π

 x∫
0

√
2

π
(−i)e(ν+α)πi sin π

2
α·

·yν+
1
2 (x2 − y2)

ν
2+

α
2−

1
4Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
f(y) dy+

+

x∫
0

√
2

π

1

22α+2ν+1

Γ
(
1
2 −

α
2

)
Γ
(
1− α

2

)
Γ
(
1− α

2 − ν
)

Γ
(
1
2 +

α
2 + ν

) yν+
1
2 ·

· (y2 − x2)
α
2+

ν
2−

1
4

{
Pα+ν−

1
2

ν− 1
2

(
−x
y

)
− Pα+ν−

1
2

ν− 1
2

(
x

y

)}
f(y) dy

)
=
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=
2

π

sin
π

2
(−i)e(ν+α)πi

x∫
0

(x2 − y2)
ν
2+

α
2−

1
4Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
yν+

1
2 f(y) dy+

+
Γ
(
1
2 −

α
2

)
Γ
(
1− α

2

)
Γ
(
1− α

2 − ν
)

22α+2ν+1Γ
(
1
2 +

α
2 + ν

) ·

·
∞∫
x

(y2 − x2)
α
2+

ν
2−

1
4

{
Pα+ν−

1
2

ν− 1
2

(
−x
y

)
− Pα+ν−

1
2

ν− 1
2

(
x

y

)}
yν+

1
2 f(y)dy

 .

Стандартная процедура с функцией Лежандра

Pα+ν−
1
2

ν− 1
2

(
x

y

)
+ cos π(α + 2ν − 1)Pα+ν−

1
2

ν− 1
2

(
x

y

)
− 2

π
sin π(α + 2ν − 1)·

·Qα+ν− 1
2

ν− 1
2

(
x

y

)
=

2

π
sinπ(α + 2ν)Qα+ν− 1

2

ν− 1
2

(
x

y

)
+

+(1− cos π(α + 2ν))Pα+ν−
1
2

ν− 1
2

(
x

y

)
=

=
2

π
sin π(α + 2ν)

Γ
(
ν − 1

2 + α + ν − 1
2 + 1

)
Γ
(
ν − 1

2 +
1
2 − α− ν + 1

) ·
·
[
Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
cosπ

(
1

2
− α− ν

)
+
π

2
sinπ

(
1

2
− α− ν

)
P

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)]
+

+(1− cosπ(α + 2ν))
Γ (α + 2ν)

Γ (1− α)

[
P

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
sin π (α + ν)−

−2

π
sin π

(
1

2
− α− ν

)
Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)]
=

Γ (α + 2ν)

Γ (1− α)
·
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·
{
(sinπ(α + 2ν) cos π(α + ν) + (1− cos π(α + 2ν)) sin π(α + ν))P

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
+

+
2

π
(sin π(α + 2ν) sin π(α + ν)− (1− cosπ(α + 2ν)) cos π(α + ν))Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)}
=

=
Γ (α + 2ν)

Γ (1− α)

{
(sin πν + sin π(α + ν))P

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
+

+
2

π
(cosπν − cosπ(α + ν))Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)}
=

(
sin πν + sin π(α + ν) = 2 sin π

2 (α + 2ν) cos πα2
cos πν − cos π(α + ν) = 2 sin π

(
ν + α

2

)
sin πα

2

)

=
2Γ (α + 2ν)

Γ (1− α)
sinπ

(
ν +

α

2

)
·

·
[
cos

πα

2
P

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
+

2

π
sin

πα

2
Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)]
Теперь преобразуем const

Γ
(
1
2 −

α
2

)
Γ
(
1− α

2

)
Γ
(
1− α

2 − ν
)

22α+2ν+1Γ
(
1
2 +

α
2 + ν

) · 2 Γ (α + 2ν)

Γ (1− α)
sinπ

(
ν +

α

2

)
=

=
Γ
(
1
2 −

α
2

)
Γ
(
1− α

2

)
Γ
(
1− α

2 − ν
)

22α+2νΓ
(
1
2 +

α
2 + ν

) sinπ
(
ν +

α

2

)
·

·
2α+2ν−1π−

1
2 Γ
(
ν + α

2

)
Γ
(
ν + α

2 +
1
2

)
2−απ−

1
2 Γ
(
1
2 −

α
2

)
Γ
(
1− α

2

) =
1

2
Γ
(
ν +

α

2

)
Γ
(
1− ν − α

2

)
·

· sin π
(
ν +

α

2

)
=

1

2
sin π

(
ν +

α

2

) π

sinπ
(
ν + α

2

) = π

2
.

Подставляем всё
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(
S(xα)
ν, c f

)
(x) = (−i)e(ν+α)πi 2

π
sin

πα

2
·

·
x∫

0

(x2 − y2)
ν
2+

α
2−

1
4Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(y
x

)
yν+

1
2f(y) dy+

+
2

π
sin

πα

2

∞∫
x

(y2 − x2)
α
2+

ν
2−

1
4Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
yν+

1
2f(y) dy+

+cos
πα

2

∞∫
x

P
1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
(y2 − x2)

α
2+

ν
2−

1
4yν+

1
2f(y) dy =

=
2

π
sin

πα

2
·

·

−i e(ν+α)πi
x∫

0

(x2 − y2)
ν
2+

α
2−

1
4Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(y
x

)
yν+

1
2f(y) dy +

+

∞∫
x

(y2 − x2)
α
2+

ν
2−

1
4Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
yν+

1
2f(y) dy

+

+cos
πα

2

∞∫
x

P
1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
(y2 − x2)

α
2+

ν
2−

1
4yν+

1
2f(y) dy.

б) Перейдём к обратному оператору.

G(c, b) =
1

cν

∞∫
0

xα+ν+1 cos(bx)Jν(cx) dx|δ=0
α′=α+ν+2

Пусть 0 < b < c, −Re ν < Reα′ < 3
2

G =
1

cν
2α+ν+1

cα+ν+2

Γ
(
α+2ν+2

2

)
Γ
(
1 + ν−α−ν−2

2

) ·
·2F1

(
1 + ν +

α

2
;
α + ν + 2− ν

2
;
1

2
;
b2

c2

)
=
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=
2α+ν+1

cα+2ν+2Γ
(
−α

2

) 2F1

(
1 +

α

2
; 1 +

α

2
+ ν;

1

2
;
b2

c2

)
.

Пусть теперь 0 < c < b, условия те же

G =
1

cν
cν

2νbα+2ν+2
cos

π

2
(α + 2ν + 2)

Γ (α + 2ν + 2)

Γ (ν + 1)
·

·2F1

(
1 +

α

2
+ ν;

3

2
+
α

2
+ ν; ν + 1;

c2

b2

)
.

Условия на α:

−Re ν < Re(α + ν + 2) <
3

2
;

−ν < α + ν + 2; α > −2ν − 2;

α + ν + 2 < 3
2 ; α < −

(
ν + 1

2

)}⇒ −Re(2ν+2) < Reα < −Re(ν+1

2
);

(
Re ν > −3

2

)
, c→ x, b→ y ⇒

(
P (xα)
ν, c f

)
(x) =

√
2

π

2α+ν+1Γ
(
1 + ν + α

2

)
Γ
(
−α

2

) x∫
0

f(y)

xα+2ν+2
·

·2F1

(
1 +

α

2
; 1 +

α

2
+ ν;

1

2
;
y2

x2

)
dy + cos

π

2
(α + 2ν + 2)

Γ(α + 2ν + 2)

2νΓ(ν + 1)
·

·
∞∫
x

f(y)

yα+2ν+2 2F1

(
1 +

α

2
+ ν;

3

2
+
α

2
+ ν; ν + 1;

x2

y2

)
dy


Выразим 2F1 в первом интеграле

2α+ν+1Γ
(
1 + α

2 + ν
)

Γ
(
−α

2

)
xα+2ν+2 2F1

(
1 +

α

2
; 1 +

α

2
+ ν;

1

2
;
y2

x2

)
=
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=


ИР-3,
с.458
ф. 74

 =
2α+ν+1Γ

(
1 + α

2 + ν
)

Γ
(
−α

2

)
xα+2ν+2

22+α+ν−
3
2

√
π

Γ

(
α

2
+

3

2

)
Γ

(
α

2
+ ν +

3

2

)
·

·
(
1− y2

x2

) 1−2(2+α+ν)
4 (

P
1
2−2−α−ν
1+α

2−1−α
2−ν−

1
2

(
−y
x

)
+ P−α−ν− 3

2

ν− 1
2

(y
x

))
=

=
22α+2ν+ 3

2

√
π

1

xα+2ν+2

Γ
(
1 + α

2 + ν
)
Γ
(
3
2 +

α
2

)
Γ
(
3
2 +

α
2 + ν

)
Γ
(
−α

2

) ·

·(x
2 − y2)−

α
2−

ν
2−

3
4

x−α−ν−
3
2

(
P−α−ν− 3

2

ν− 1
2

(
−y
x

)
+ P−α−ν− 3

2

ν− 1
2

(y
x

))
.

На стр. 29-30 выведена формула (β = α)

Pβ+ν−
1
2

ν− 1
2

(
−y
x

)
+ Pβ+ν−

1
2

ν− 1
2

(y
x

)
=

2Γ(β + 2ν)

Γ(1− β)
sin π

(
ν +

β

2

)
·

·
[
cos

πβ

2
P

1
2−β−ν
ν− 1

2

(y
x

)
+

2

π
sin

πβ

2
Q

1
2−β−ν
ν− 1

2

(y
x

)]
.

Подставив β = −2ν − α− 1, z → 1
z , получим

P−α−ν− 3
2

ν− 1
2

(
−y
x

)
+ P−α−ν− 3

2

ν− 1
2

(y
x

)
=

2Γ(−α− 1)

Γ(α + 2ν + 2)
sin π

(
ν − ν − α

2
− 1

2

)
·

·
[
cos

π

2
(−2ν − α− 1)P

1
2−ν+2ν+α+1

ν− 1
2

(y
x

)
+

+
2

π
sin

π

2
(−2ν − α− 1)Qν+α+ 3

2

ν− 1
2

(y
x

)]
=

=
2Γ(−α− 1)

Γ(α + 2ν + 2)
(−1) sin π (1 + α)

[
sin

π

2
(2ν + α)(−1)Pν+α+

3
2

ν− 1
2

(y
x

)
−
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− 2

π
cos

π

2
(α + 2ν)Qν+α+ 3

2

ν− 1
2

(y
x

)]
=

=
2Γ(−α− 1)

Γ(α + 2ν + 2)
cos

πα

2
·
[
sinπ(ν +

α

2
)Pν+α+

3
2

ν− 1
2

(y
x

)
−

− 2

π
cos π(ν +

α

2
)Qν+α+ 3

2

ν− 1
2

(y
x

)]
Подсчитаем const

2Γ(−α− 1) cos πα2
Γ(α + 2ν + 2)

22α+2ν+ 3
2

√
π

Γ
(
1 + α

2 + ν
)
Γ
(
3
2 +

α
2

)
Γ
(
3
2 +

α
2 + ν

)
Γ
(
−α

2

) =

=
2−α−2Γ

(
−1

2 −
α
2

)
Γ
(
−α

2

)
Γ
(
1 + α

2 + ν
)
Γ
(
3
2 +

α
2

)
Γ
(
3
2 +

α
2 + ν

)
2α+2ν+1Γ

(
1 + ν + α

2

)
Γ
(
3
2 +

α
2 + ν

)
Γ
(
−α

2

)√
π

·

· cos πα
2

22α+2ν+ 3
2 =

1√
2π

cos
πα

2
Γ

(
1

2
+ 1 +

α

2

)
Γ

(
1

2
− 1− α

2

)
=

=
1√
2π

cos
πα

2

π

cosπ
(
1 + α

2

) = −
√
π

2
.

Второй же интеграл уже найден (с заменой cos на sin).

(P (xα)
ν, c f)(x) = −2

π
cos π(ν +

α

2
) i e−(ν+α)πi 1

xν+
1
2

·

·
∞∫
x

(y2 − x2)−
ν
2−

α
2−

3
4Qν+α+ 3

2

ν− 1
2

(y
x

)
f(y) dy −

− sin
π

2
(α + 2ν)

1

xν+
1
2

x∫
0

(x2 − y2)−
α
2−

ν
2−

3
4Pν+α+

3
2

ν− 1
2

(y
x

)
f(y) dy −

− 1

xν+
1
2

2

π
cos

π

2
(α + 2ν)

x∫
0

(x2 − y2)−
α
2−

ν
2−

3
4Qν+α+ 3

2

ν− 1
2

(y
x

)
f(y) dy.
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Теорема 3.2.7 Справедливы представления через функцию Гаусса

(
S(xα)
ν, c f

)
(x) =

√
2

π
×

×

Γ (1− α) sin πα
2

Γ (ν + 1) 2ν
xα−1

x∫
0

y2ν+1
2F1

(
1

2
− α

2
, 1− α

2
; ν + 1;

y2

x2

)
f(y) dy+

+
Γ
(
1
2 −

α
2

)
Γ
(
1
2 +

α
2 + ν

)
2α+ν

∞∫
x

yα+2ν
2F1

(
1

2
− α

2
,
1

2
− α

2
− ν;

1

2
;
x2

y2

)
f(y) dy

 .

−Re
(
ν + 1

2

)
< Reα < 1,

(
Re ν > −3

2

)
.

(
P (xα)
ν, c f

)
(x) =

√
2

π
×

×

2α+ν+1Γ
(
1 + ν + α

2

)
Γ
(
−α

2

) x∫
0

f(y)

xα+2ν+2 2F1

(
1

2
+
α

2
, 1 +

α

2
+ ν;

1

2
;
y2

x2

)
dy −

− sin
π

2
(α + 2ν)

Γ (2 + α + 2ν)

2νΓ (ν + 1)

∞∫
x

f(y)

yα+2ν+2 2F1

(
1 +

α

2
+ ν,

3

2
+
α

2
+ ν; ν + 1;

x2

y2

)
dy


−Re (2ν + 2) < Reα < −Re

(
ν + 1

2

)
,
(
Re ν > −3

2

)
.

Теорема 3.2.8 Справедливы представления: при −Re
(
ν + 1

2

)
< Reα <

1 (
S(xα)
ν, c f

)
(x) =

2

π
sin

πα

2
·

·

−i e(ν+α)πi
x∫

0

(x2 − y2)
ν
2+

α
2−

1
4Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
yν+

1
2f(y) dy +

+

∞∫
x

(y2 − x2)
α
2+

ν
2−

1
4Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
yν+

1
2f(y) dy

+

+cos
πα

2

x∫
0

P
1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
(y2 − x2)

α
2+

ν
2−

1
4yν+

1
2f(y) dy.
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при −Re (2ν + 2) < Reα < −Re
(
ν + 1

2

)
(
P (xα)
ν, c f

)
(x) =

1

xν+
1
2

[(
−2

π

)
cos

π

2
(α + 2ν) ·

·

 x∫
0

(x2 − y2)−
α
2−

ν
2−

3
4Qν+α+ 3

2

ν− 1
2

(y
x

)
f(y) dy +

+ i e−(ν+α)πi

∞∫
x

(y2 − x2)−
α
2−

ν
2−

3
4Q

ν+α+ 3
2

ν− 1
2

(y
x

)
f(y) dy

−

− sin
π

2
(α + 2ν)

x∫
0

(x2 − y2)−
α
2−

ν
2−

3
4Pν+α+

3
2

ν− 1
2

(y
x

)
f(y) dy

 .
Re ν > −3

2.
α = β = −2ν − α− 1. ⇒ ν + β + 3

2 = ν + 3
2 − 2ν − α− 1 = 1

2 − α− ν.
Вычислим

(
P ′(xβ)

ν, c f
)∗

(x) =

(
−2

π

)
cos

π

2
(−2ν − α− 1 + 2ν) ·

·

 ∞∫
x

(y2 − x2)
α
2+

ν
2−

1
4Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
f(y) dy +

+ (−i)e(ν+α)πi
x∫

0

(x2 − y2)
ν
2+

α
2−

1
4Q

1
2−α−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
f(y) dy

−

− sin
π

2
(2ν − 2ν − α− 1)

∞∫
x

(y2 − x2)
α
2+

ν
2−

1
4P

1
2−α−ν
ν− 1

2

(y
x

)
f(y) dy =

(
S ′(xα)
ν, c f

)
(x).

Теорема 3.2.9 Пусть β = −2ν −α− 1. Тогда операторы P
(xβ)′

ν, c и S(xα)′

ν, c

взаимно сопряжены в L2(0,∞).

Исследование сдвинутого cos-преобразования

Рассмотрим пару ОП типа Сонина S
(xα)
ν, s и S

(xα)
ν, c . Введём обозначения

µ = 1
2 − α− ν;
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S1f =
2

π

e−µπi x∫
0

(x2 − y2)−
µ
2Qµ

ν− 1
2

(
x

y

)
yν+

1
2f(y) dy +

+

∞∫
x

(y2 − x2)−
µ
2Qµ

ν− 1
2

(
x

y

)
yν+

1
2f(y) dy

 ,

S2f =

∞∫
x

(y2 − x2)−
µ
2Pµ

ν− 1
2

(
x

y

)
yν+

1
2f(y) dy.

Тогда две теоремы объединятся


(
S
(xα)
ν, s f

)
= cos πα2 S1 f − sin πα

2 S2 f.(
S
(xα)
ν, c f

)
= sin πα

2 S1 f + cos πα2 S2 f.

∣∣∣∣∣∣−Re

(
ν +

1

2

)
< Reα < 1

U =

(
cos πα2 − sin πα

2

sin πα
2 cos πα2

)(
S1

S2

)
=

(
S
(xα)
ν, s

S
(xα)
ν, c

)
U — унитарная матрица; (U−1 = U ∗ при действительных α.)(

cos πα2 sin πα
2

− sin πα
2 cos πα2

)(
S
(xα)
ν, s

S
(xα)
ν, c

)
=

(
S1

S2

)
Это же верно и при всех других α. Можно сказать, что одна из пар

о.п. получается из другой поворотом.{
S1 = cos πα2 S

(xα)
ν, s + sin πα

2 S
(xα)
ν, c

S2 = − sin πα
2 S

(xα)
ν, s + cos πα2 S

(xα)
ν, c

На функциях

S1f = cos
πα

2
S(xα)
ν, s f − sin

πα

2
S(xα)
ν, c f =

= cos
πα

2
F−1
s

(
1

tα
Fνf

)
+ sin

πα

2
F−1
c

(
1

tα
Fνf

)
=
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= cos
πα

2

∞∫
0

sin(xt)
1

tα
g(t) dt+ sin

πα

2

∞∫
0

cos(xt)
1

tα
g(t) dt =

=

∞∫
0

sin
(
xt+

πα

2

) 1

tα
g(t) dt.

Окончательно

Sα1 f =
∞∫
0

sin
(
xt+ πα

2

) (Fνf)(t)
tα dt

Аналогично

Sα2 f =
∞∫
0

cos
(
xt+ πα

2

) (Fνf)(t)
tα g(t) dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ввели верхний индекс

Следовательно,

Sα+1
1 f =

∞∫
0

sin
(
xt+

πα

2
+
π

2

) Fνf dt
tα+1

=

=

∞∫
0

cos
(
xt+

πα

2

) 1

tα

(
1

t
Fνf

)
dt

Теорема 3.2.10 Введём обозначения

S1f =
2

π

e−µπi x∫
0

(x2 − y2)−
µ
2Qµ

ν− 1
2

(
x

y

)
yν+

1
2f(y) dy +

+

∞∫
x

(y2 − x2)−
µ
2Qµ

ν− 1
2

(
x

y

)
yν+

1
2f(y) dy

 ,

S2f =

∞∫
x

(y2 − x2)−
µ
2Pµ

ν− 1
2

(
x

y

)
yν+

1
2f(y) dy.
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µ = 1
2 − α− ν, −Re (ν + 1

2) < Reα < 1.

Тогда {
S
(xα)
ν, s f = cos πα2 S1 f − sin πα

2 S2 f

S
(xα)
ν, c f = sin πα

2 S1 f + cos πα2 S2 f.

Отсюда получаем

S1f = cos
πα

2
S(xα)
ν, s f − sin

πα

2
S(xα)
ν, c f = (3.19)

=

∞∫
0

sin(xt+
πα

2
)
(Fνf)(t)

tα
dt. (3.20)

S2f = − sin
πα

2
S(xα)
ν, s f + cos

πα

2
S(xα)
ν, c f = (3.21)

=

∞∫
0

cos(xt+
πα

2
)
(Fνf)(t)

tα
dt. (3.22)

По формулам (3.19), (3.21) можно распространить операторы S1 и S2

на другие значения параметров.
Рассмотрим пару операторов типа Пуассона. Обозначим σ = ν+α+ 3

2 ,
(Reσ < 1).

P1f =
1

xν+
1
2

x∫
0

(x2 − y2)−
σ
2Pσν− 1

2

(y
x

)
f(y) dy,

P2f =
2

π

1

xν+
1
2

 x∫
0

Qσ
ν− 1

2

(y
x

)
(x2 − y2)−

σ
2 f(y) dy +

+e−σπi
∞∫
x

(y2 − x2)−
σ
2Qσ

ν− 1
2

(y
x

)
f(y) dy


Тогда две теоремы объединятся при условиях −Re(2ν + 2) < Reα <

−Re(ν + 1
2)
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{
P

(xα)
ν, s = cos π2 (α + 2ν)P1 − sin π

2 (α + 2ν)P2

P
(xα)
ν, c = − sin π

2 (α + 2ν)P1 − cos π2 (α + 2ν)P2(
cos π2 (α + 2ν) − sin π

2 (α + 2ν)

− sin π
2 (α + 2ν) − cos π2 (α + 2ν)

)(
P1

P2

)
=

(
P

(xα)
ν, s

P
(xα)
ν, c

)
Матрица унитарная, да ещё и симметричная.(

cos π
(
ν + α

2

)
− sin π

(
ν + α

2

)
− sin π

(
ν + α

2

)
− cos π

(
ν + α

2

))(P (xα)
ν, s

P
(xα)
ν, c

)
=

(
P1

P2

)

P1f = cos π
(
ν +

α

2

)
P (xα)
ν, s f − sinπ

(
ν +

α

2

)
P (xα)
ν, c f =

= F−1
ν

(
tα
[
cos π

(
ν +

α

2

)
Fsf − sin π

(
ν +

α

2

)
Fcf
])

=

= F−1
ν tα

 ∞∫
0

sin
(
xt− π

(
ν +

α

2

))
f(x) dx



P2f = −
(
sin π

(
ν +

α

2

)
P (xα)
ν, s f + cos π

(
ν +

α

2

)
P (xα)
ν,c f

)
=

= −F−1
ν tα

 ∞∫
0

cos
(
xt− π

(
ν +

α

2

))
f(x) dx

 .

Важное замечание. В частности, мы получили новую факторизацию
операторов Бушмана–Эрдейи.

Теорема 3.2.11 Введём обозначения
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P1f =
1

xν+
1
2

x∫
0

(x2 − y2)−
σ
2Pσν− 1

2

(y
x

)
f(y) dy,

P2f =
2

π

1

xν+
1
2

 x∫
0

Qσ
ν− 1

2

(y
x

)
(x2 − y2)−

σ
2 f(y) dy +

+e−σπi
∞∫
x

(y2 − x2)−
σ
2Qσ

ν− 1
2

(y
x

)
f(y) dy


при −Re (2ν+2) < Reα < −Re (ν+ 1

2), Reσ < 1 , σ = ν+α+ 3
2 = 2−µ.

Тогда
P (xα)
ν, s = cos

π

2
(α + 2ν)P1 − sin

π

2
(α + 2ν)P2 (3.23)

P (xα)
ν, c = − sin

π

2
(α + 2ν)P1 − cos

π

2
(α + 2ν)P2 (3.24)

P1f = cos π
(
ν +

α

2

)
P (xα)
ν, s f − sinπ

(
ν +

α

2

)
P (xα)
ν, c f = (3.25)

= F−1
ν tα

 ∞∫
0

sin
(
xt− π

(
ν +

α

2

))
f(x) dx

 (3.26)

P2f = − sinπ
(
ν +

α

2

)
P (xα)
ν, s f + cos π

(
ν +

α

2

)
P (xα)
ν, c f = (3.27)

= (−1)F−1
ν tα

 ∞∫
0

cos
(
xt− π

(
ν +

α

2

))
f(x) dx

 (3.28)

По формулам (3.25), (3.27) можно распространить операторы P1 и P2

на другие значения параметров.

3.2.7 Сдвиги по параметру α

Научимся сдвигать множество значений α влево и вправо.
а) P (xα+1)

ν, s = P
(xβ)
ν, s = F−1

ν

(
tα+1Fs

)
= F−1

ν tαFcD = P
(xα)
ν, c D, так как

tFs = FcD.
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ОДЗ: P (xα)
ν, c определен, если −Re (2ν+2) < Reα < −Re (ν+ 1

2) ⇒ 1−
Re (2ν + 2) < Reβ < −Re (ν + 1

2) + 1.
Вывод: мы сдвинули область определения по α. При этом правая гра-

ница интервала ОДЗ сдвинулась на 1 единицу, а левая — на 2.
б) P (xα+1)

ν, c = P
(xβ)
ν, c = P

(xα)
ν, s (−D).

ОДЗ: была −Re (2ν + 2) < Reβ < −Re (ν + 1
2)

стала −3− 2Re ν < Reα < −Re (ν + 1
2) ⇒

−Re (2ν + 2) < Reβ < −Re
(
ν +

1

2

)
+ 1

Вывод: Сдвиг вправо. Правая граница интервала ОДЗ сдвинулась на
1 единицу, а левая — не изменилась.

Следствие. P (xα+2)
ν, c = P

(xα+1)
ν, s (−D) = P

(xα)
ν, c

(
−D2

)
. ОДЗ сдвигается

вправо на две единицы.

P (xα+2)
ν, s = P (xα+1)

ν, c D = P (xα)
ν, s

(
−D2

)
.

Вывод:
P

(xα+2)

ν,


s

c


= P

(xα)

ν,


s

c


(−D2).

ОДЗ сдвигается вправо на две единицы.
Все это на функциях C∞

0 (0,∞) — и в 0, и в ∞.
в) S(xα−1)

ν, s = F−1
s

1
tα−1Fν = (−D)S

(xα)
ν, c ,

так как (−D)F−1
c = F−1

s t, F−1
s

c


= F

s

c


.

ОДЗ: была −Re
(
ν + 1

2

)
< Reβ < 2 (β = α− 1)

стала −Re
(
ν + 1

2

)
< Reα < 1 ⇒

−Re
(
ν +

1

2

)
− 1 < Reβ < 0.

165



Вывод: Сдвиг влево. Нижняя граница сдвинулась на 1 единицу, верх-
няя на 2 единицы.

г) S(xα−1)
ν, c = DS

(xα)
ν, s .

ОДЗ: была −Re
(
ν + 1

2

)
< Reβ < 1

стала −Re
(
ν + 1

2

)
< Reα < 2 ⇒

−Re
(
ν +

1

2

)
− 1 < Reβ < 1

Вывод: Сдвиг влево. Нижняя граница сдвинулась на 1 единицу, пра-
вая — не сдвинулась.

Следствие.
S
(xα−2)

ν,


s

c


= (−D2)S

(xα)

ν,


s

c


.

Замечание: вот теперь, последоопределения, можно увидеть, что S и
P взаимно обратны!

P1Df = cos π
(
ν +

α

2

)
P α
ν, sDf − sinπ

(
ν +

α

2

)
P α
ν, cDf =

= cos π
(
ν +

α

2

)
(−1)P α+1

ν, c f − sin π
(
ν +

α

2

)
P α+1
ν, s f =

= cos π

(
ν +

α + 1

2

)
P α+1
ν, s f − sin π

(
ν +

α + 1

2

)
P α+1
ν, c f = P α+1

1 f

P2Df = − sin π
(
ν +

α

2

)
P α
ν, sDf − cos π

(
ν +

α

2

)
P α
ν, cDf =

= sin π
(
ν +

α

2

)
P α+1
ν, c f − cosπ

(
ν +

α

2

)
P α+1
ν, s f =

= − sin π

(
ν +

α + 1

2

)
P α+1
ν, s f − cosπ

(
ν +

α + 1

2

)
P α+1
ν, c f = P α+1

2 Df.
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3.2.8 Унитарность

Рассмотрим частное значение α = −
(
ν + 1

2

)
.

Sν = S
(x−(ν+

1
2 ))

ν,


s

c


= F−1

s

c



(
tν+

1
2Fν

)

Pν = P
(x−(ν+

1
2 ))

ν,


s

c


= F−1

ν

t−(ν+ 1
2)F

s

c




Для "подправления"о.п. получим

∥S ′
νf∥L2(0,∞) = ∥Sν x−(ν+

1
2) f∥L2(0,∞) =

= ∥F−1
(
tν+

1
2Fν

(
x−(ν+

1
2)f
))

∥L2(0,∞) = ∥tν+
1
2Fν

(
x−(ν+

1
2)f
)
∥L2(0,∞) =

= ∥Fν
(
x−(ν+

1
2)f
)
∥L2,ν

= ∥x−(ν+
1
2)f∥L2,ν

= ∥f∥L2(0,∞).

Итак, все эти операторы — изометрии.

Теорема 3.2.12 все изометрии имеют вид

Sν = F−1U
(
tν+

1
2Fν x

−(ν+ 1
2)
)

Pν = xν+
1
2F−1

ν t−(ν+
1
2)UF.

Доказательство. Пусть Sν — изометрия.
Sν = A1UA2 — где A1, A2 — изометрии.
U = A−1

1 SνA
−1
2 — композиция трех изометрий.
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Теорема 3.2.13 Если U — изометрия L2, коммутирующая с умноже-
нием на t2, то Sν — о.п.

Теорема 3.2.14 Пусть SνLν = D2Sν на плотном в L2 множестве.
Тогда ξ2U = Ux2.

Доказательство. SνLν = A1UA2Lν = A1Ux
2A2;

D2Sν = D2A1UA2 = A1ξ
2UA2.

A1

(
Ux2 − ξ2U

)
A2 = 0;

Из изометричности A1 ⇒

∥A1

(
Ux2 − ξ2U

)
A2f∥ = ∥

(
Ux2 − ξ2U

)
A2f∥ = 0.

f — плотное. A2 — унитарное ⇒ v = A2f — плотное.

∥
(
Ux2 − ξ2U

)
v∥ = 0 ∀v.⇒ Ux2 = ξ2U.

Рассмотрим пару с cos — преобразованием.

1Sν = S

(
x−(ν+

1
2 )
)

ν, c , 1Pν = P

(
x−(ν+

1
2 )
)

ν, c .

α = −
(
ν + 1

2

)
— недопустимое значение.

S
(xα−1)
ν, c = DS(xα)

ν, s

S

(
x−(ν+

1
2 )
)

ν, c = DS

(
x
1
2−ν

)
ν, s .

ОДЗ: −Re
(
ν + 1

2

)
< Re

(
1
2 − ν

)
< 2, Re ν > −3

2 ,
1
2 − α − ν = 1

2 −
1
2 +

ν − ν = 0.

1S
′

νf =
2

π
cos

π

2

(
1

2
− ν

) d

dx

x∫
0

Qν− 1
2

(
x

y

)
f(y) dy+
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+
d

dx

∞∫
x

Qν− 1
2

(
x

y

)
f(y) dy

− sin
π

2

(
1

2
− ν

)
d

dx

∞∫
x

Pν− 1
2

(
x

y

)
f(y) =

=
d

dx

sin
π

2

(
ν − 1

2

) ∞∫
x

Pν− 1
2

(
x

y

)
f(y) dy +

2

π
cos

π

2

(
ν − 1

2

)
·

·

 x∫
0

Qν− 1
2

(
x

y

)
f(y) dy +

∞∫
x

Qν− 1
2

(
x

y

)
f(y) dy

 .

Новая пара ОП

Рассмотрим sin — преобразование, φ(x) = (x2+z2)
x

K(b, c) = cν+1

∞∫
0

x

(x2 + z2)xν
sin(bx)Jν(cx) dx

Пусть c 6 b, Re z > 0, Re ν > −1
2 . См. ИР-2, стр. 195, ф.2.

K(b, c) = cν+1π

2
z−νe−zbIν(cz).

Пусть b 6 c, Re z > 0. (см. ф. 3)

ν + 2n = 1− ν; ν =
1

2
− n;⇒ x1−ν

x2 + z2
=

xν+2n

x2 + zn
;

1

2
− n > −1

2
. n < 1. − n− 1 <

1

2
− n <

5

2
− 2n; n < 2.

Итак, пусть ν = 1
2 − n; n < 2, b 6 c, Re z > 0.

K(b, c) = cν+1(−1)nz
1
2−n+2n−1 sh(bz)K 1

2−n
(cz) =

= cν+1(−1)nzn−
1
2 sh(bz)K 1

2−n
(cz).
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Строго говоря — остался один случай u = 0, ν = 1
2 , так как в ИР-I

говорится, что n = 0, 1, 2, . . .

K(b, c) =
π

2
z−

1
2 c

3
2e−zbI 1

2
(cz), c 6 b

K(b, c) = z−
1
2 c

3
2 sh(bz)K 1

2−n
(cz), b 6 c.

K(b, c) =
π

2
z−

1
2 c

3
2 e−zb

√
2

π
(cz)−

1
2 sh(cz) =

√
π

2

c

z
e−zb sh(cz) = (c 6 b)

= z−
1
2c

3
2 sh(bz)

√
π

2cz
e−cz =

√
π

2

c

z
e−zb sh(bz) (b 6 c).

(см. ИР-2, приложение).
Теперь b→ x, c→ y.

S
(φ=... )
1
2 , s

f =

√
2

π

 x∫
0

√
π

2

y

z
e−zx sh(zy)f(y) dy+

+

√
π

2

∞∫
x

y

z
e−zy sh(zx)f(y) dy

 =

=
1

z

e−zx x∫
0

sh(zy) (yf(y)) dy + sh(zx)

∞∫
x

e−zy (yf(y)) dy

 .

y = yν+
1
2 , Re z > 0. В частности можно взять z = 1.

Ядро "обратного"о.п.

G(c, b) =
1

cν

∞∫
0

(x2 + z2)

x
· xν+1 sin(bx)Jν(cx) dx =

=
1

cν

∞∫
0

(
x+

z2

x

)
· xν+1 sin(bx)Jν(cx) dx =
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= Ker P x(1)

ν, s + z2Ker P x(−1)

ν, s .

первое ядро определено при (α = 1): −3 − 2Re ν < 1 < −Re
(
ν + 1

2

)
,

второе — −3− 2Re ν < −1 < −Re
(
ν + 1

2

)
.

−Re
(
ν + 1

2

)
> 1

−3− 2Re ν < 1

−3− 2Re ν < −1

−1 < −Re
(
ν + 1

2

)


ν < −3

2

ν > −2

ν > −1

ν < 1
2

⇔ ∅

и Re z > 0 — его не определить по интегральным формулам без сдвига
по параметру с дифференцированием.

Теперь с cos — преобразованием, φ(x) = x2 + z2.

K(b, c) = cν+1

∞∫
0

x−ν

(x2 + z2)
cos(bx)Jν(cx) dx.

Пусть c 6 b, Re z > 0, Re ν > −3
2 ;

K(b, c) = cν+1π

2
z−1−νe−bzIν(cz).

Пусть b 6 c, −ν = ν + 2n+ 1; ν = −1
2 − n;{

−1
2 − n > −3

2 ⇒ n < 1 ⇒ n = 0

−n− 1 < −1
2 − n < 3

2 − 2n ⇒ n < 2

}
n = 0, ν = −1

2
.

K(b, c) = c
1
2z−

1
2 ch(bz)K− 1

2
(cz)

c 6 b; K(b, c) = c
1
2
π

2
z−

1
2 e−bz

√
2

πcz
ch(cz) =

=

√
π

2

1

z
e−bz ch(cz).

b 6 c; K(b, c) = c
1
2z−

1
2 ch(bz) ·

√
π

2cz
e−cz =

√
π

2

1

z
e−cz ch(bz).
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Теперь b→ x, c→ y.

S
(φ)

− 1
2 , s
f =

1

z

 x∫
0

e−zx ch(zy)f(y) dy +

∞∫
x

e−zy ch(zx)f(y) dy

 .

(
1 = y0 = yν+

1
2

)
.

3.3 Применения композиционного метода для реше-

ния интегродифференциальных уравнений

Следующие формулы из ИР-2 можно использовать для получения явных
формул о.п.

стр. ф.
192 2, 5− 6

193 7, 8− 9, 10− 11, 12, 13, 14− 15 и далее
204 1, 2, 4, 5

209 7, 8

2. стр. 192 ф. 2. Приводит к интегрируемой особенности 1√
x2−y2

!

Положим φ(x) = x−ν; α = −ν;

K(b, c) = cν+1

∞∫
0

sin(bx)Jν(cx) dx = cν+1(c2 − b2)−
1
2 sin

(
ν arcsin

b

c

)
=

b < c, Re ν > −2;

= cν+1 cν√
b2 − c2

(b+
√
b2 − c2)−ν cos

πν

2
, c < b.

b→ x, c→ y
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(
S(x−ν)
ν, s f

)
(x) =

√
2

π

cos
πν

2

x∫
0

y2ν+1√
x2 − y2

(x+
√
x2 − y2)−νf(y) dy+

+

∞∫
x

yν+1 1√
y2 − x2

sin

(
ν arcsin

x

y

)
f(y) dy.

Re ν > −2.

Аналогично строится Sν, s по той же формуле.

P
(x(−ν−1)+1)
ν, s = P

(x(−ν−1))
ν, s Df ;

G(c, b) =
1

cν

∞∫
0

cos(bx)Jν(cx) dx =

=

{
1
cν (c

2 − b2)−
1
2 cos

(
ν arcsin b

c

)
, b < c, Re ν > −1

− (b+
√
b2−c2)−ν

√
b2−c2 sin πν

2 c < b

c→ x, b→ y

(
P (x−ν)
ν, s f

)
(x) =

√
2

π

 1

xν

x∫
0

1√
x2 − y2

cos
(
ν arcsin

y

x

)
(Df(y)) dy−

− sin
πν

2

∞∫
x

(y +
√
y2 − x2)−ν√
y2 − x2

(
d

dy
f(y)

)
dy.

Re ν > −1.

Аналогично строится и обращается вторая пара.
3. с.192 ф. 5-6
Начнем с sin — преобразования

P
(x0)
ν, s , α = 0; φ(x) = 1.
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G(c, b) =
1

cν

∞∫
0

xν+1 sin(bx) Jν(cx) dx =

=

{
1
cν

2ν+1
√
π
(−b) cν Γ

(
ν + 3

2

)
(c2 − b2)−ν−

3
2 , b < c

1
cν (−1)2

ν+1
√
π
b cν Γ

(
ν + 3

2

)
sinπν (b2 − c2)−ν−

3
2 c < b

−3

2
< Re ν < −1

2

c→ x, b→ y

(
P
(x0)
ν, s f

)
(x) =

√
2

π

−
2ν+1 Γ

(
ν + 3

2

)
√
π

x∫
0

y(x2 − y2)−ν−
3
2f(y) dy−

−
2ν+1 Γ

(
ν + 3

2

)
√
π

sin πν

∞∫
x

y(y2 − x2)−ν−
3
2f(y) dy

 =

= −
2ν+

3
2 Γ
(
ν + 3

2

)
π

 x∫
0

(x2 − y2)−ν−
3
2yf(y) dy+

+ sin πν

∞∫
x

(y2 − x2)−ν−
3
2yf(y) dy


−3

2
< Re ν < −1

2

Обратный получаем по теореме, его не упростить.

P
(x0)
ν, c , α = 0; φ(x) = 1.

G(c, b) =
1

cν

∞∫
0

xν+1 cos(bx) Jν(cx) dx =

∣∣∣∣∣с. 193
ф. 7

∣∣∣∣∣ =
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=
1

cν
2ν+1

√
πcνb

Γ
(
−ν − 1

2

)(b2 − c2)
−ν− 3

2
+ =

(
−1 < Re ν < −1

2

)

=
2ν+1

√
π

Γ
(
−ν − 1

2

) b (b2 − c2)
−ν− 3

2
+

(
P
(x0)
ν, c f

)
(x) =

√
2

π

2ν+1
√
π

Γ
(
−ν − 1

2

) ∞∫
x

(y2−x2)−ν−
3
2yf(y) dy

(
−1 < Re ν < −1

2

)

S
(x0)
ν, c , α = 0; φ(x) = 1.

K(b, c) = cν+1
∞∫
0

x−ν cos(bx) Jν(cx) dx — не считается непосредственно.

Но можно выразить обратный по т. 8 (с.36).
Пусть Re ν > −1

2(
S
(x0)
ν, c f

)
(x) =

∞∫
x

P
1
2−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
(y2 − x2)

ν
2−

1
4yν+

1
2f(y) dy

P
1
2−ν
ν− 1

2

(
x

y

)
=

2
1
2−ν

Γ
(
ν + 1

2

) (−(x
y

)2

−+1

)ν
2−

1
4

=
2

1
2−ν

Γ
(
ν + 1

2

) (y2 − x2)
ν
2−

1
4

yν−
1
2

(
S
(x0)
ν, c f

)
(x) =

1

2ν−
1
2 Γ
(
ν + 1

2

) ∞∫
x

(y2 − x2)ν−
1
2yf(y) dy.

Re ν > −1
2 .

4. φ = x−(2ν+1), α = − (2ν + 1), Sν, s.

K(b, c) = cν+1

∞∫
0

1

x−(2ν+1) xν
sin(bx) Jν(cx) dx =

= cν+1

∞∫
0

1

x−(2ν+1)xν
sin(bx) Jν(cx) dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
с. 192
ф. 5
δ = 1.

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
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=

{
1
cν

cν+1 2ν+1
√
π

(−b) cν Γ
(
ν + 3

2

)
(c2 − b2)−ν−

3
2 , b < c

−cν+1 2ν+1
√
π

b cν Γ
(
ν + 3

2

)
sin πν (b2 − c2)−ν−

3
2 c < b

−3

2
< Re ν < −1

2[
Sx

−(2ν+1)

ν, s f
]
(x) =

√
2

π
(−1)

2ν+1 Γ
(
ν + 3

2

)
√
π

·

·

 x∫
0

sin πν x y2ν+1(x2 − y2)−ν−
3
2f(y) dy+

+

∞∫
x

x y2ν+1(y2 − x2)−ν−
3
2f(y) dy

 =

= −
2ν+

3
2 Γ
(
ν + 3

2

)
π

x·

·

sinπν

x∫
0

(x2 − y2)−ν−
3
2y2ν+1f(y) dy +

∞∫
x

(y2 − x2)−ν−
3
2f(y) dy


−3

2
< Re ν < −1

2

Обратный: P x−(2ν+1)

ν, s , α = −(2ν + 1).

G(c, b) = 1
cν

∞∫
0

x−ν sin(bx) Jν(cx) dx — просто не считается.

ν + α
2 = ν − ν − 1

2 = −1
2 — обратный по т. 5 выражается через 2

интеграла от Q.
5. φ = x−2ν, α = −2ν, S(

x−2ν)
ν, c .

K(b, c) = cν+1

∞∫
0

xν cos(bx) Jν(cx) dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ИР-2
с. 192
ф. 5
δ = 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
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=

{
cν+1 2ν√

π
cν Γ

(
ν + 1

2

)
(c2 − b2)−ν−

1
2 , (b < c)

−cν+1 2ν√
π
cν Γ

(
ν + 1

2

)
sin πν (b2 − c2)−ν−

1
2 (c < b)

− 1

2
< Re ν <

1

2

(
S
(x−2ν)
ν, c f

)
(x) =

√
2

π

2ν Γ
(
ν + 1

2

)
√
π

·

·

 x∫
0

(− sin πν) (x2 − y2)−ν−
1
2y2ν+1f(y) dy +

+

∞∫
x

(y2 − x2)−ν−
1
2y2ν+1f(y) dy

 =

=
2ν+

1
2 Γ
(
ν + 1

2

)
π

·

·

− sin πν

x∫
0

(x2 − y2)−ν−
1
2y2ν+1f(y) dy +

∞∫
x

(y2 − x2)−ν−
1
2y2ν+1f(y) dy


−1

2
< Re ν <

1

2

Обратный: P x−(2ν)

ν, c .

G(c, b) = 1
cν

∞∫
0

x1−ν cos(bx) Jν(cx) dx — просто не считается. Подстанов-
ка дает то же, что и для предыдущего.

6. α = −(ν + 1), Pφ
ν, s.

G(c, b) =


sin(ν arcsin b

c)
cν

√
c2−b2 , (b < c)

cos πν2
(b+

√
b2−c2)−ν

√
b2−c2 , (c < b)

∣∣∣∣∣∣ Re ν > −2

Пусть Re ν > −2

(
P x−(ν+1)

ν, s f
)
(x) =

√
2

π

 x∫
0

sin
(
ν arcsin y

x

)
xν
√
x2 − y2

f(y) dy +
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+cos
πν

2

∞∫
x

(y +
√
y2 − x2)−ν√
x2 − y2

f(y) dy


Обратный S(

x−(ν+1))
ν, s

S
(x−(ν+1))
ν, s = (−D)S(x−ν)

ν, c

K(b, c) = cν+1

∞∫
0

cos(bx) Jν(cx) dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
с. 192
ф. 2
δ = 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
=

{
cν+1 1√

c2−b2 cos
(
ν arcsin b

c

)
, b < c

− c2ν+1
√
b2−c2 (b+

√
b2 − c2)−ν sin πν

2 , c < b

∣∣∣∣∣ Re ν > −1.

(
Sx

−(ν+1)

ν, s f
)
(x) =

(
− d

dx

)√
2

π
·

·

− sin
πν

2

x∫
0

(x+
√
x2 − y2)−ν√
x2 − y2

y2ν+1f(y) dy +

+

∞∫
x

cos
(
ν arcsin x

y

)
√
y2 − x2

yν+1f(y) dy

 Re ν > −1.

7. α = −(ν + 1), Pφ
ν, c.

G(c, b) =
1

cν

∞∫
0

cos(bx) Jν(cx) dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
с. 192
ф. 2
δ = 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
=

{
1
cν

1√
c2−b2 cos

(
ν arcsin b

c

)
, b < c

− (b+
√
b2−c2)−ν

√
b2−c2 sin πν

2 , c < b

∣∣∣∣∣ Re ν > −1.
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(
P
(x−(ν+1))
ν, c f

)
(x) =

√
2

π

 x∫
0

1

xν
1√

x2 − y2
cos
(
ν arcsin

y

x

)
f(y) dy −

−
∞∫
x

sin
πν

2

(y +
√
y2 − x2)−ν√
y2 − x2

f(y) dy

 Re ν > −1.

Обратный Sν, c.(
S
(x−(ν+1))
ν, c f

)
(x) — ?

K(b, c) = cν+1

∞∫
0

1

x
cos(bx) Jν(cx) dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
с. 193
ф. 10
δ = 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
=

{
cν+1 1

ν cos
(
ν arcsin b

c

)
, b 6 c

cν+1 cν

ν(b+
√
b2−c2)ν cos

πν
2 , c 6 b

∣∣∣∣∣ Re ν > 0.

(
S
(x−(ν+1))
ν, c f

)
(x) =

1

ν

√
2

π

cos
πν

2

x∫
0

y2ν+1f(y) dy

(y +
√
x2 − y2)ν

+

+

∞∫
x

cos

(
ν arcsin

x

y

)
yν+1f(y) dy

 Re ν > 0.

8. с. 193, ф.7 α = −2ν, S(
x−2ν)
ν, s .

K(b, c) = cν+1

∞∫
0

xν sin(bx) Jν(cx) dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
с. 193
ф. 7
δ = 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= cν+1 2ν

√
πcν

Γ
(
1
2 − ν

)(b2 − c2)
−ν− 1

2
+

(
−1 < Re ν <

1

2

)
(
S
(x−2ν)
ν, s f

)
(x) =

2ν+
1
2

Γ
(
1
2 − ν

) x∫
0

(x2 − y2)−ν−
1
2y2ν+1f(y) dy
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(
−1 < Re ν <

1

2

)
Обратный P (

x−2ν)
ν, s

G(c, b) =
1

cν

∞∫
0

x1−ν sin(bx) Jν(cx) dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
с. 193
ф. 12
δ = 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
=

21−ν
√
π b

Γ
(
ν − 1

2

)(c2 − b2)
ν− 3

2
+ Re ν >

1

2

(
P
(x−2ν)
ν, s f

)
(x) =

2
3
2−ν

Γ
(
ν − 1

2

) x∫
0

(x2 − y2)ν−
3
2yf(y) dy

Re ν >
1

2

Это ОП СПД
9. с. 193, ф.7 φ(x) = 1

x ; α = −1; P (
1
x)

ν, s .

G(c, b) =
1

cν

∞∫
0

xν sin(bx) Jν(cx) dx =

=
1

cν
2ν
√
πcν

Γ
(
1
2 − ν

)(b2 − c2)
−ν− 1

2
+ , −1 < Re ν <

1

2

c→ x, y → y(
P
( 1
x)

ν, s f

)
(x) =

√
2

π

 ∞∫
x

2ν
√
π

Γ
(
1
2 − ν

)(y2 − x2)−ν−
1
2f(y) dy

 =

=
2ν+

1
2

Γ
(
1
2 − ν

) ∞∫
x

(y2 − x2)−ν−
1
2f(y) dy

−1 < Re ν < 1
2 . Это ОП, родственный СПД.
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Теперь обратный

K(b, c) = cν+1

∞∫
0

x1−ν sin(bx) Jν(cx) dx =

=
21−νcν+1

√
π b

Γ
(
1
2 − ν

) cν(c2 − b2)
ν− 3

2
+ , Re ν >

1

2
.

(
S
( 1
x)

ν, s f

)
(x) =

√
2

π

21−ν
√
π

Γ
(
ν − 1

2

) ∞∫
x

x y2ν+1(y2 − x2)ν−
3
2f(y) dy

Re ν >
1

2
.

10. α = −(2ν + 1), S(
x−(2ν+1))
ν, c .

K(b, c) = cν+1

∞∫
0

xν+1 cos(bx) Jν(cx) dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
с. 193
ф. 7
δ = 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= cν+1 2

ν+1
√
πcνb

Γ
(
−ν − 1

2

)(b2 − c2)
−ν− 3

2
+ , −1 < Re ν < −1

2

(
Sx

−(2ν+1)

ν, c f
)
(x) =

√
2

π

2ν+1
√
π

Γ
(
−ν − 1

2

) x x∫
0

(x2 − y2)−ν−
3
2y2ν+1f(y) dy =

=
2ν+

3
2

Γ
(
−ν − 1

2

) x x∫
0

(x2 − y2)−ν−
3
2y2ν+1f(y) dy

−1 < Re ν < −1

2
.(

P x−(2ν+1)

ν, c

)
— ? G(c, b) = 1

cν

∞∫
0

x−ν cos(bx) Jν(cx) dx — не считается про-

сто, можно подставить в т. 8 (с.36). Сдвиг то же не помогает: В т. 8 ⇒
!!!

α + 2ν = −1; −(2ν + 1) < −
(
ν +

1

2

)
, 2ν + 1 >

(
ν +

1

2

)
, ν > −1

2
.
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(
P x−(2ν+1)

ν, c f
)
(x) =

x∫
0

(x2 − y2)
ν
2−

1
4P

1
2−ν
ν− 1

2

(y
x

)
f(y) dy =

ν + α +
3

2
= ν +

3

2
− 2ν − 1 =

1

2
− ν

=

x∫
0

(x2 − y2)
ν
2−

1
4

2
1
2−ν

Γ
(
ν + 1

2

) (1− y2

x2

)ν
2−

1
4

f(y) dy =

=
2

1
2−ν

Γ
(
ν + 1

2

) 1

xν−
1
2

x∫
0

(x2 − y2)ν−
1
2f(y) dy

Re ν > −1

2
.

Это СПД.
11. стр. 193, ф. 8-9. α = 2− ν, S(

x2−ν)
ν, s .

K(b, c) = cν+1

∞∫
0

1

x2
sin(bx) Jν(cx) dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
с. 193
ф. 8
δ = 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

c
ν+1
(√

c2−b2
ν2−1 sin

(
ν arcsin b

c

)
− b

ν(ν2−1) cos
(
ν arcsin b

c

))
, (b < c)

cν+1(−1) cν(b+ν
√
b2−c2)

ν(ν2−1)(b+
√
b2−c2)ν cos

πν
2 , (c < b)

Re ν > 0.

(
S
(x2−ν)
ν, s f

)
(x) =

√
2

π

1

(ν2 − 1)

−cos πν2
ν

x∫
0

(x+ ν
√
x2 − y2)

(x+
√
x2 − y2)ν

y2ν+1f(y) dy+

+

∞∫
x

(√
y2 − x2 sin

(
ν arcsin

x

y

)
− x

ν
cos

(
ν arcsin

x

y

))
yν+1f(y) dy
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Re ν > 0

Обратный P (
x2−ν)

ν, s — не выражается. Но можно сдвинуть (см. с. 44)(
P
(x2−ν)
ν, s f

)
(x) =

[
P

(x−ν)
ν, s

(
−D2f

)]
(x) и см. с. 52-53 Вообще этот слу-

чай можно не рассматривать! Аналогично можно не рассматривать α =

−ν − 3.
12. с. 192, ф.10-11 α = 1− ν, S(

x1−ν)
ν, s .

K(b, c) = cν+1

∞∫
0

1

x
sin(bx) Jν(cx) dx =

=

{
cν+1

ν sin
(
ν arcsin b

c

)
, b 6 c

cν+1

ν
cν

(b+
√
b2−c2)ν sin

πν
2 , c 6 b

∣∣∣∣∣ Re ν > −1

(
S
(x1−ν)
ν, s f

)
(x) =

√
2

π

1

ν

sin πν
2

x∫
0

y2ν+1f(y)

(x+
√
x2 − y2)ν

dy+

+

∞∫
x

sin

(
ν arcsin

x

y

)
yν+1f(y) dy

 Re ν > −1

Обратный P
(x1−ν)
ν, s — не считается. Сбросим две (можно одну) произ-

водные(
P
(x1−ν)
ν, s f

)
(x) =

(
P
(x−(ν+1))
ν, s

(
− d2

dx2
f

))
(x) = . . . (см. с. 58)

Аналогично разбирается S(
x1−ν)
ν, c . ф. 12 на стр. 192 не дает нового

13. с. 193, ф.13 S(
x1)

0, s , ν = 0, α = 1.

K(b, c) = c

∞∫
0

1

x
sin(bx) J0(cx) dx =

=

{
arcsin b

c , b < c
π
2 , c < b
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(
S
(x1)
0,s f

)
(x) =

√
2

π

 x∫
0

π

2
f(y)dy +

∞∫
x

arcsin
x

y
f(y) dy

 =

=

√
π

2

x∫
0

f(y) dy +

√
2

π

∞∫
x

(
arcsin

x

y

)
f(y) dy.

Это красиво!
Обратный P (

x1)
0, s — сразу не идёт.(

P
(x1)
0, s f

)
(x) =

(
P x0

0, cDf
)
(x) =

(
см. с. 55
Re ν < −1

2

)
= мало =

=
(
P x−1

0, s

(
−D2f

))
(x) = (см. с. 61) =

√
2

π

∞∫
x

(y2 − x2)−
1
2

(
− d2

dy2

)
f(y) dy

Re ν = 0 — допустимо. Мы получили интересную пару взаимно обратных
ОП.

14. {
α = −2

ν = 0
P
(x−2)
0,s −?

G(c, b) =

∞∫
0

1

x
sin(bx) J0(cx) dx =

{
arcsin b

c , b < c
π
2 , c < b

(
P
(x−2)
0, s f

)
(x) =

√
2

π

 x∫
0

arcsin
y

x
f(y) dy +

π

2

∞∫
x

f(y) dy

 =

=

√
2

π

x∫
0

arcsin
y

x
f(y) dy +

√
π

2

∞∫
x

f(y) dy.

(
S
(x−2)
0, s f

)
(x) = (−D)S

(x−1)
0, c f =

∣∣∣ с. 61
∣∣∣
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выразить в явном виде не получается — нельзя подставить ν = 0.
Формулы 14-18 на с. 193-195 можно также использовать. Самая эле-

гантная такая

φ(x) = x
1
2 , α =

1

2
. S

(
x
1
2

)
0, s

K(b, c) = c

∞∫
0

x−
1
2 sin(bx) J0(cx) dx = cA0

0

(
с. 193
ф. 18

)
=

=
c√
πc

{
K(k)−K(

√
1− k2), b < c

1
k K

(
1
k

)
, c < b

K =

√
b+ c√
2c

, 1− k2 = 1− b+ c

2c
=
c− b

2c

(
S

(
x
1
2

)
0, s f

)
(x) =

√
2

π
· 1√

π

 x∫
0

√
2y

x+ y
K

(√
2y

x+ y

)
√
yf(y) dy +

+

∞∫
x

[
K

(√
x+ y

2y

)
−K

(√
y − x

2y

)]
√
yf(y) dy

 =

=
2

π

x∫
0

1√
x+ y

K

(√
2y

x+ y

)
yf(y) dy+

+

√
2

π

∞∫
x

[
K

(√
x+ y

2y

)
−K

(√
y − x

2y

)]
√
yf(y) dy.

Аналогично остальные
16. Пусть φ(x) = ln(ax)

xν+1 , Pφ
0, c.

G(c, b) =

∞∫
0

ln(ax) cos(bx) J0(cx) dx =

=

{
−π

2 (b
2 − c2)−

1
2 , c < b

−(c2 − b2)−
1
2

[
C − ln ac

2 + ln(c2 − b2)
]
, b < c
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(
P
( ln(ax)

xν+1 )
0, s f

)
(x) =

√
2

π
(−1)

 x∫
0

1√
x2 − y2

[
γ − ln

ax

2
+ ln(x2 − y2)

]
f(y) dy +

+
π

2

∞∫
x

f(y)√
y2 − x2

dy


C, γ — постоянные Эйлера.

3.4 Расширение композиционного метода на другие

классы дифференциальных операторов

В этом пункте на основе композиционного метода строятся гиперболи-
ческие, эллиптические и параболические по Р. Кэрролу операторы пре-
образования, обобщенные операторы Эрдейи–Кобера и другие.

Мы используем классификацию операторов преобразования,
предложенную Р. Кэрролом и связанную с типом уравнения в частных
производных, которому удовлетворяет ядро этого оператора. Так вводят-
ся эллиптические и параболические операторы преобразования, класси-
ческие же сплетающие операторы Сонина–Пуассона–Дельсарта по этому
определению являются гиперболическими. Мы также используем есте-
ственные обобщения этих понятий: B — эллиптические, B — гипербо-
лические и B — параболические операторы преобразования. При этом
используются определения для соответствующих классов сингулярных
уравнений в частных производных, которые были введены И.А. Кипри-
яновым.

3.4.1 B-гиперболические операторы преобразования.

Так будем называть операторы сдвига по параметру оператора Бесселя,
удовлетворяющие соотношению

TBν = BµT. (3.29)
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Будем искать такие операторы в факторизованном виде

T (φ)
ν, µ = F−1

µ (φ(t)Fν) . (3.30)

Если ν = −1
2 или µ = −1

2 , то такие операторы сводятся к уже изучен-
ным. Будем полагать φ(t) = tα, T (φ) = T (α).

Теорема 3.4.1 Пусть выполнены условия

−2− 2Reµ < Reα < Re(ν − µ).

Тогда справедливо интегральное представление(
T (α)
ν, µf

)
(x) =

C1

x2µ+α+2

x∫
0

y2ν+1
2F1

(
µ+

α

2
+ 1,

α

2
+ 1; ν + 1;

y2

x2

)
f(y) dy +

+C2

∞∫
x

y−2µ+2ν−α−1
2F1

(
µ+

α

2
+ 1, µ− ν +

α

2
+ 1;µ+ 1;

x2

y2

)
f(y) dy,(3.31)

C1 =
2µ−ν+α+1Γ

(
µ+ α

2 + 1
)

Γ
(
−α

2

)
Γ (ν + 1)

, C2 =
2µ−ν+α+1Γ

(
µ+ α

2 + 1
)

Γ
(
ν − µ− α

2

)
Γ (µ+ 1)

,

где 2F1 — гипергеометрическая функция Гаусса.

Рассмотрим несколько частных случаев оператора (3.31).
а) Пусть α = −1− 2µ+ ν, Re ν > −1, Reµ > −1. Тогда(
T (−1−2µ+ν)
ν, µ f

)
(x) = 2−µ

1

xµ

∞∫
x

yν(y2 − x2)
µ
2P−µ

ν
2−

1
2

(
1− 2

x2

y2

)
f(y) dy +

+21−µeiµπ
Γ
(
µ+ ν

2 +
1
2

)
Γ
(
µ− ν

2 +
1
2

) 1

xµ

x∫
0

yν(x2 − y2)
µ
2Qµ

ν
2−

1
2

(
2
x2

y2
− 1

)
f(y) dy.

б) Пусть α = 0; −1 < Reµ < Re ν. В этом случае получается замеча-
тельный оператор "спуска"по параметру, который не зависит от началь-
ного и конечного значений параметров ν, µ, а зависит лишь от величины
"спуска"γ = ν − µ:(

T (0)
ν, µf

)
(x) =

21−(ν−µ)

Γ(ν − µ)

∞∫
x

y(y2 − x2)ν−µ−1f(y) dy.

187



Этот оператор лишь числовым множителем отличается от дробного ин-
теграла I−,x2 по функции g(x) = x2. В такой форме он был открыт А.
Эрдейи, это частный случай операторов Эрдейи–Кобера или Дж. Лаун-
деса .

в) Пусть α = 2ν, −1 < Re(ν + µ) < 0. Тогда

(
T (2ν)
ν, µ f

)
(x) =

sin(πµ)

π
2µ+ν+1Γ(ν+µ+1)

∞∫
x

y2ν+1(y2−x2)−µ−ν−1f(y) dy−

−sin(πν)

π
2µ+ν+1Γ(ν + µ+ 1)

x∫
0

y2ν+1(x2 − y2)−µ−ν−1f(y) dy.

г) Пусть µ = ν, −2Re ν − 2 < Reα < 0. Тогда получаем семейство
операторов перестановочных с Bν:(

T (α)
ν, ν f

)
(x) =

=
2α+2

√
π

e−i
πα
2

Γ
(
−1

2 −
α
2

) 1

xν+
1
2

∞∫
0

yν+
3
2 |x2 − y2|−

α
2−1Q

α
2+1

ν− 1
2

(
x2 + y2

2xy

)
f(y) dy.

д) Пусть µ = −ν, 2Re ν − 2 < Reα < Re 2ν. Тогда(
T

(α)
ν,−νf

)
(x) = 2−2ν+α+1Γ

(
−ν + α

2 + 1
)

Γ
(
2ν − α

2

) xν·

·
∞∫
0

|y2 − x2|ν−
α
2−1yν+1P ν

ν−α
2−1

(
x2 + y2

|x2 − y2|

)
f(y) dy.

Другой подход к построению операторов сдвига по параметру заклю-
чается в следующем. Пусть по формуле (3.22) построен оператор типа
Сонина, для которого выбрано φ = φ1, а по формуле (3.23) — опера-
тор типа Пуассона при значениях ν = µ, φ = φ2. Тогда их композиция
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T = PµSν и будет искомым оператором. При этом в случае, если од-
новременно выбраны или синус или косинус — преобразования Фурье,
получится в точности конструкция (3.30), где φ = φ2

φ1
. Поэтому вопрос

об ограниченности такого оператора в лебеговых пространствах со сте-
пенным весом Lp,γ(0,∞) сводится к задаче о возможности деления в
пространствах мультипликаторов. В случае если выбраны разные пре-
образования, мы приходим к следующей факторизации:

T (φ1,φ2)
ν, µ = F−1

µ · φ2(t) · F
s

c


· F−1

c

s


1

φ1(t)
Fν. (3.32)

Несложно показать, что композиция преобразований Фурье сводится к
так называемым преобразованиям Гильберта на полуоси

(FsFcf)(x) =

∞∫
0

x

x2 − y2
f(y) dy, (3.33)

(FcFsf)(x) =

∞∫
0

y

y2 − x2
f(y) dy, (3.34)

где интеграл понимается в смысле главного значения, причем указан-
ные преобразования унитарны в L2(0,∞). Таким образом, в рассматри-
ваемом случае оператор (3.32) факторизуется через два преобразования
Фурье–Бесселя и одно из двухвесовых преобразований

(A1f)(x) = xφ2(x)

∞∫
0

f(y)

(x2 − y2)
· dy

φ1(x)
,

(A2f)(x) = φ2(x)

∞∫
0

y

φ1(x)
· f(y)

(y2 − x2)
dy.

Вопрос об ограниченности (3.32) в этом случае сводится к задаче об оцен-
ках с двумя весами для полуосевых преобразований Гильберта в соот-
ветствующих пространствах.
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Другие классы B–гиперболических операторов преобразования мож-
но построить, если использовать вместо преобразования Фурье–Бесселя
Fν преобразование с функцией Неймана Yν(z) в ядре.

3.4.2 B-эллиптические операторы преобразования.

Эти операторы удовлетворяют соотношению

TBν = −D2T. (3.35)

Этот необычный класс ОП осуществляет связь между решениями B —
эллиптических и B — гиперболических дифференциальных уравнений,
выражая их решения друг через друга.

Построение таких операторов основано на замене в факторизациях
(3.22)–(3.23) синус и косинус–преобразований Фурье на преобразование
Лапласа или на замене преобразования Фурье–Бесселя на одно из пре-
образований с функциями Макдональда и Неймана

(Kνf)(t) =
1

tν

∞∫
0

yν+1Kν(ty)f(y) dy, (3.36)

(Yνf)(t) =
1

tν

∞∫
0

yν+1Yν(ty)f(y) dy. (3.37)

Возможно также использование преобразования с функцией Струве в
ядре.

Теорема 3.4.2 Пусть |Re ν|+Re(α + ν) < 1. Тогда оператор

(Aα
νf) (x) = F−1

c t−αKνf

является B–эллиптическим, удовлетворяющим соотношению (3.35).
Для него справедливо интегральное представление

(Aα
νf)(x) =

πΓ(1− α)

4 sin π
2 (1− α− 2ν)

∞∫
0

yν+1(x2 + y2)
α+ν−1

2 ·
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·

[
P−ν
−α−ν

(
x√

x2 + y2

)
+ P−ν

−α−ν

(
− x√

x2 + y2

)]
f(y) dy.

Определим оператор, удовлетворяющий соотношению (3.35), по фор-
муле

(Cα
ν f)(x) = L(t−αFνf),

где L — преобразование Лапласа.

Теорема 3.4.3 Пусть Reα < 1. Тогда справедливо интегральное пред-
ставление

(Aα
νf)(x) = Γ(1− α)

∞∫
0

yν+1(x2 + y2)
α+ν−1

2 P−ν
−α−ν

(
x√

x2 + y2

)
f(y) dy.

Аналогичное представление при |Re ν| + Re(α + ν) < 1 справедливо
и для оператора

L(t−αYνf)(x) =

= −2

π
Γ(1− α)

∞∫
0

yν+1(x2 + y2)
α+ν−1

2 Q−ν
−α−ν

(
x√

x2 + y2

)
f(y) dy.

Подобные формулы выведены и для более широкого классаB–эллипти-
ческих операторов преобразования, сплетающих Bν и (−Bµ).

Рассмотрим простейшие из введенных выше операторов Aα
ν и Cα

ν при
значениях ν = ±1

2 . Эти операторы будут определяться по формулам

(
Aβf

)
(x) =

F−1
s

c


tβL

 f,
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(
Cβf

)
(x) =

Lt−βFsc


 f,

где L— преобразование Лапласа. Они сплетаютD2 и −D2. В этом случае
проще вычислить ядра интегральных операторов непосредственно. Это
приводит к формулам

(
Cβf

)
(x) =

√
2

π
Γ(1− β)

∞∫
0

f(y)

(x2 + y2)
1−β
2

{
sin

cos

}
[(1− β) arctg

y

x
]dy,

Re β < 1 + δ, δ = 1 при выборе синуса, δ = 0 при выборе косинуса.

(
Aβf

)
(x) =

√
2

π
Γ(1 + β)

∞∫
0

f(y)

(x2 + y2)
1+β
2

{
sin

cos

}
[(1 + β) arctg

x

y
]dy,

где Reβ > −δ− 1, δ определенно выше. В частности, при β = 0 получа-
ем пару операторов преобразования, связанную с интегралами Пуассона
для полупространства:

(
C0f

)
(x) =

√
2

π

∞∫
0

yf(y)

x2 + y2
dy,

(
A0f

)
(x) =

√
2

π

∞∫
0

xf(y)

x2 + y2
dy.

Эти операторы и операторы Cβ, Aβ для частных значений β ∈ N постро-
ены в [236].

3.4.3 B–параболические операторы преобразования.

Этот необычный класс ОП позволяет выражать решения параболиче-
ских уравнений через гиперболические и наоборот.
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Введем интегральные преобразования по формулам

(F ′
cf) (x) = (Fcf) (

√
x), (F ′

sf) (x) = (Fsf) (
√
x),

(Pf) (x) =

Lφ(t)F ′
s

c



 (x).

Тогда на финитных функциях оператор P сплетает вторую и первую
производные по формулам

PD2f = DPf.

Таким образом, этот оператор является параболическим по терминоло-
гии Р.Кэррола.

3.4.4 Операторы сдвига по параметру типа Лаундеса.

Операторы этого типа появились при установлении формул, выражаю-
щих решения уравнений Гельмгольца через гармонические функции. Их
изучение, начатое в работах И.Н. Векуа и А. Эрдейи было продолжено
в работах Дж. Лаундеса.

Рассмотрим оператор

T1 = F−1
ν

(
φ(t)F ′

µ

)
,

где введено преобразование с параметром λ

(
F ′
µf
)
(t) =

1

tν

∞∫
0

yν+1Jν(y
√
t2 + λ2)f(y) dy.

Оператор T1 удовлетворяет соотношению

T1Bµ = (Bν − λ2)T1. (3.38)
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Теорема 3.4.4 При условиях −1 < Re ν < Reµ и выборе
φ(x) = xµ(x2 + λ2)−

µ
2 справедливо интегральное представление

(T1f) (x) = λ1+ν−µ
∞∫
0

y(y2 − x2)
µ−ν−1

2 Jν−µ−1(λ
√
y2 − x2)f(y) dy.

Приведем ряд других операторов, получаемых в факторизованном ви-
де.

а) Пусть ν = 1, φ(x) = xµ−2(x2 + λ2)
µ
2 .

Тогда оператор T2 = F−1
1 φ(t)F ′

µ, удовлетворяющий соотношению

T2Bµ = (B1 − λ2)T2,

при Reλ > 0, Reµ > −1 может быть представлен в виде

(T2f)(x) =
1

x2λ2

∞∫
0

yν+1Jµ(λy)f(y) dy−

− 1

x2λ2

∞∫
x

y(y2 − x2)
µ
2Jµ(λ

√
y2 − x2)f(y) dy.

б) Пусть φ(x) = xµ(x
µ
2 + λ2)2, Reλ > 0, и пусть T3 = F−1

ν φF ′
µ. Тогда

если −1 < Re ν < −Reµ, то

(T3f)(x) =
2 sin(πµ)

π
λµ+ν+1·

·
x∫

0

y2µ+1(x2 − y2)−
µ+ν+1

2 Kµ+ν+1(λ
√
x2 − y2)f(y) dy+

+λν+µ+1

∞∫
x

y2µ+1(y2 − x2)−
µ+ν+1

2

[
sin(πν)Yµ+ν+1(λ

√
y2 − x2)−

− cos(πν)Jν+µ+1(λ
√
y2 − x2)

]
f(y) dy.
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в) Пусть φ(x) = xµ−1/(x2 + λ2)(x2 + λ
2

2
)
µ
2 .

Положим T4 = Y −1
ν φF ′

µ. Тогда если Reλ > 0, −1
2 < Re ν < 3 + Reµ, то

справедливо соотношение

(T4f)(x) = −λ
ν−µ−1

2−
µ
2

· Kν(λx)

xν

∞∫
0

yµ+1Jµ

(
λy√
2

)
f(y) dy.

Приведенные примеры демонстрируют важность свободы выбора функ-
ции φ.

Аналогично осуществляется построение операторов T , удовлетворяю-
щих соотношению

TBµ = (Bµ + λ2)T. (3.39)

Например, оператор вида

T5 = (F ′
µ)

−1φFν

для одной из функций φ является также оператором Дж. Лаундеса

(T4f)(x) =
λν−µ+1

x2µ

∞∫
0

y2ν+1(x2 − y2)
µ−ν−1

2 Jµ−ν−1(λ
√
y2 − x2)f(y) dy.

Отметим, что соотношения (3.38)–(3.39) ввиду линейности входящих
в них операторов могут быть переписаны в форме

T1(Bµ + λ2) = BνT, T (Bν − λ2) = BµT.

Кроме того, во всех операторах можно обосновать замену λ→ iλ. Соот-
ношение для наиболее общих операторов преобразования вида

T (Bν + α) = (Bµ + β)T (3.40)

эквивалентно уже рассмотренным

T (Bν + α− β) = BµT, (Bµ + β − α)T = TBν.
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Впрочем, операторы, для которых выполнено (??), могут быть получе-
ны и непосредственно. Таким же образом строятся и B–эллиптические
операторы типа Лаундеса, удовлетворяющие соотношению

T (Bν + λ) = (−Bµ + β)T.

При выборе значений параметров ν = µ = −1
2 получаем операторы,

сплетающие D2 и D2 ± λ2.
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Глава 4

Приложения метода операторов
преобразования к интегральным
представлениям и оценкам решений
для дифференциальных уравнений с
переменными коэффициентами

Сначала в главе излагается решение нескольких задач, связанных с из-
вестной задачей Е.М.Ландиса об экспоненциальных оценках решений
стационарного уравнения Шрёдингера. Несмотря на отрицательное ре-
шение этой проблемы в общей ситуации, полученное В.З.Мешковым,
для ряда дифференциальных уравнений простой структуры эта гипоте-
за оказывается верной, что и доказано в работе. Далее рассматривается
усовершенствованный метод получения оценок решений для уравнений с
сингулярным потенциалом. Улучшения оценок получаются, во–первых,
за счёт более точного выражения ядер ОП и функции Грина в терминах
специальных функций, что приводит к избавлению от неэффективных
постоянных, и, во–вторых, за счёт нестандартных вариантов расстановки
пределов в интегральном уравнении для ядер ОП, что позволяет расши-
рить класс допустимых потенциалов.
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4.1 Приложение метода операторов преобразования

к оценкам решений для дифференциальных урав-

нений с переменными коэффициентами и задаче

Е.М.Ландиса

В статье Е.М. Ландиса [93] поставлена следующая задача: доказать, что
решение стационарного уравнения Шрёдингера с ограниченным потен-
циалом

∆u(x)− q(x)u(x) = 0, x ∈ Rn, |x| > R0 > 0, (4.1)

|q(x)| 6 λ2, λ > 0, u(x) ∈ C2 (|x| > R0) ,

удовлетворяющее оценке вида

|u(x)| 6 const · e−(λ+ε)|x|, ε > 0,

тождественно равно нулю.
В.З.Мешковым в известных работах [131]–[132] был дан отрицатель-

ный ответ на данный вопрос. Тем не менее, для некоторых классов диф-
ференциальных уравнений проблема решается положительно. При этом
используется метод операторов преобразования специального вида.

Далее эта задача решена для случая потенциала, зависящего только
от одной переменной: q(x) = q(xi), где 1 6 i 6 n; далее для определённо-
сти считается, что i = 1. Для этого случая в работе доказано обобщение
утверждения (4.1) для уравнения

∆u− q(x1)u = 0, (4.2)

в котором потенциал q(x1) ограничен произвольной неубывающей функ-
цией. Решение основано на использовании операторов преобразования,
сводящих уравнение (4.2) к уравнению Лапласа.

1. Условия задачи (4.1) выполнены в полупространстве x1 > R0 и ин-
вариантны относительно замены переменных z = x1 − R0. Поэтому мы
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будем рассматривать задачу (4.1) в полупространстве z > 0 или, сохра-
няя для переменной x1 прежнее обозначение, x1 > 0. Будет доказано, что
решение задачи (4.1) равно нулю в полупространстве x1 > 0, а тогда в
силу теоремы Кальдерона о единственности продолжения (см. [134], гл.
6, С. 14) такое решение тождественно равно нулю во всём пространстве
Rn.

Обозначим через T (δ) множество функций, удовлетворяющих в по-
лупространстве Rn

+ = {x ∈ Rn, x1 > 0} следующим условиям (4.3)–(4.5):

u(x) ∈ C2 (Rn
+) , (4.3)

|u(x)| 6 c1 e
−δ|x|, δ > 0, (4.4)∣∣∣∣ ∂u∂x1

∣∣∣∣ 6 c2 e
−δ|x|. (4.5)

Построим для функций из T (λ+ ε) оператор преобразования вида (см.
[?])

Su(x) = u(x) +

∞∫
x1

K(x1, t)u(t, x
1) dt, (4.6)

чтобы выполнялось равенство

S

(
∂2u

∂x21
− q(x1)u

)
=

∂2

∂x21
Su, |q(x1)| 6 λ2, (4.7)

где, как обычно, через (x1, x
1) обозначено (x1, x2, . . . , xn). Подстановка

выражения (4.6) в формулу (4.7) приводит к равенствам

∂2K

∂t2
− ∂2K

∂x21
= q(t)K, (4.8)

3
∂K(x1, x1)

∂x1
= q(x1), (4.9)

lim
t→∞

K(x1, t)
∂u(t, x1)

∂t
− lim

t→∞

∂K(x1, t)

∂t
u(t, x1) = 0. (4.10)

Выполняя стандартную замену переменных w = t+x1
2 , v = t−x1

2 , мы сво-
дим систему (4.8)–(4.9) к более простой (выполнение условия (4.10) на
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решениях задачи (4.1) будет показано позже)

∂2K

∂w∂v
= q(w + v)K, (4.11)

K(w, 0) =
1

3

w∫
0

q(s) ds, (4.12)

которая, в свою очередь, является следствием одного интегрального урав-
нения

K(w, v) =
1

3

w∫
0

q(s) ds+

+

w∫
0

dα

v∫
0

q(α + β)K(α, β) dβ, |q| 6 λ2, w > v > 0. (4.13)

Уравнение (4.13) отличается от обычно используемого при рассмотре-
нии операторов преобразования на бесконечном интервале интегрально-
го уравнения изменением области интегрирования с полуоси (w,∞) на
отрезок (0, w), что влечёт экспоненциальный рост ядра K (x1, t). Далее
доказывается, что такое ядро существует и оператор преобразования с
таким ядром (4.6) определён на множестве T (λ+ ε). Возможность све-
дения задачи (4.8)–(4.10) к неэквивалентным интегральным уравнениям
вытекает из недоопределённости задачи Коши (4.11)–(4.12).

Лемма 4.1.1 Существует единственное непрерывное решение уравне-
ния (4.13), удовлетворяющее неравенству

|K(w, v)| 6 λ

3

√
w

v
I1
(
2λ

√
wv
)
, (4.14)

где I1(x) — модифицированная функция Бесселя. При этом на допусти-
мом потенциале q(x1) ≡ λ2 в (4.14) достигается знак равенства.

Замечание 4.1.1 В дальнейшем символом c обозначаются абсолют-
ные положительные постоянные, величина которых не играет роли.
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Доказательство. Введём обозначения

K0(w, v) =
1

3

w∫
0

q(s) ds,

PK(w, v) =

w∫
0

dα

v∫
0

q(α + β)K(α + β) dβ.

Тогда уравнение (4.13) запишется в виде K = K0 + PK. Будем искать
его решение в виде ряда Неймана

K = K0 + PK0 + P 2K0 + . . . (4.15)

Для слагаемых ряда (??) с учётом условия |q(x1)| 6 λ2 получаем

|P nK0(w0v)| 6
1

3

(
λ2
)n+1 wn+1

(n+ 1)!

vn

n!
, n = 0, 1, 2, . . . (4.16)

Отсюда вытекает неравенство (4.14), если использовать представление
функции I1(x) в виде ряда

1

x
I1(x) =

∞∑
k=0

x2k

k!(k + 1)!
.

Оценка (4.14) является точной, так как при q(x1) ≡ λ2, неравенства (4.16)
превращаются в равенства для всех целых n > 0. Лемма доказана.

Лемма 4.1.2 В терминах переменных x1, t справедлива оценка

|K(x1, t)| 6 c t eλt.

Доказательство. Рассмотрим неравенство∣∣∣∣1xI1(x)
∣∣∣∣ 6 c ex, x > 0,

для проверки истинности которого надо разобрать случаи а) x > 1;
б) 0 6 x 6 1 и использовать известную асимптотику функции I1(x) при
x→ ∞ и x→ +0 (см. [11]). Отсюда с помощью очевидных неравенств

x1 + t

2
6 t, 2

√
wv =

√
t2 − x21 6 t
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из оценки (4.14) следует утверждение леммы.
Из леммы следует, что выражение (4.6) определено на функциях из

T (λ+ ε). Покажем, что выражение (4.6) в действительности задаёт опе-
ратор преобразования на T (λ+ ε). Для этого осталось проверить со-
отношение (4.10). Из того, что u(x) ∈ T (λ+ ε) и из леммы вытекает
равенство

lim
t→∞

K(x1, t)
∂u(t, x1)

∂t
= 0.

Поэтому осталось доказать, что если u(x) ∈ T (λ+ ε), то

lim
t→∞

∂K(x1, t)

∂t
u(x1, t) = 0,

Последнее соотношение следует из оценки∣∣∣∣∂K(x1, t)

∂t

∣∣∣∣ 6 c t eλt. (4.17)

Для доказательства неравенства (4.17) нужно перейти к переменным w,
v и с использованием уже установленных оценок для ядра K(x1, t) оце-
нить производные ∂K

∂w , ∂K
∂v ,дифференцируя уравнение (4.13). Так как

∂K

∂t
=

1

2

(
∂K

∂w
+
∂K

∂v

)
то мы придём к (4.17).

2. Покажем, что любое решение задачи (4.1) принадлежит T (λ+ ε) и,
следовательно, на таких решениях определён оператор (4.6). Для этого
необходимо проверить выполнение условия (4.5).

Лемма 4.1.3 Пусть функция u(x) ∈ C2 (|x| > R0) есть решение зада-
чи (4.1). Тогда найдётся такая постоянная c > 0, что∣∣∣∣ ∂u∂x1

∣∣∣∣ 6 c e−(λ+ε)|x|.

Доказательство. В силу априорных оценок Шаудера, в замкнутом
шаре B(x, 1) единичного радиуса с центром в точке x, |x| > R0+1, имеем
([133], теорема 33, II)

u1 6 c
(
u1,λ1

1
1+λ1 · u0

λ1
λ1+1 + u0

)
,
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где обозначено

u0 = ∥u(x)∥C0(B(x,1)), u1 = ∥u(x)∥C1(B(x,1));

u1,λ1 есть сумма коэффициентов Гёльдера функции u(x) и её производ-
ных первого порядка ∂u

∂xi
, 1 6 i 6 n. Отсюда следует, что∣∣∣∣∂u(x)∂x1

∣∣∣∣ 6 c
(
u1,λ1

1
1+λ1 · u0

λ1
λ1+1 + u0

)
, (4.18)

Отметим, что так как выполнены все условия утверждения 33, V из [?],
то константа c в формуле (4.18) не зависит от x.

Из результатов Морри (см. [134], теорема 39, IV) вытекает оценка для
величины u1,λ1

u1,λ1 6 c
[
∥u∥L2(B(x,1)) + ∥q u∥L2(B(x,1))

]
, (4.19)

причём постоянная в (4.19) по-прежнему не зависит от x. Из условий
задачи |q(x1)| 6 λ2, следовательно, с помощью теоремы о среднем полу-
чаем из (4.19)

u1,λ1 6 c

 ∫
B(x,1)

|u(y)|2 dy


1/2

6 c1 e−(λ+ε)|x|.

Подставляя последнее неравенство в (4.18), получаем∣∣∣∣ ∂u∂x1
∣∣∣∣ 6 c

[(
e−(λ+ε)|x|

) 1
1+λ+

λ
1+λ

+ e−(λ+ε)|x|
]
6 c e−(λ+ε)|x|.

Таким образом, требуемое неравенство установлено для |x1| > R0+1.
Так как множество R0 6 |x| 6 R0 + 1 является компактом в Rn, то это
неравенство справедливо и при |x| > R0. Лемма 3 доказана.

Выполняя опять замену координат z = x1 −R0, получаем, что лемма
3 справедлива в полупространстве x1 > 0 (мы переобозначим z через
x1).
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3. Применим к уравнению (4.2) оператор S. Из тождества (4.7) и пе-
рестановочности S с производными ∂2u

∂x2i
, 2 6 i 6 n, получаем, что в

полупространстве Rn
+

S (∆u− q(x1)u) = ∆Su = 0.

Обозначим функцию Su через v. Из (4.6), (4.13) следует, что если
u(x) ∈ C2 (Rn

+), q(x) ∈ C (Rn
+), то v(x) ∈ C2 (Rn

+). Покажем, что v(x)

экспоненциально убывает в Rn
+ при |x| → ∞ и, следовательно, равна

нулю.

Лемма 4.1.4 Пусть u(x) ∈ T (λ+ ε). Тогда для x ∈ Rn
+

|v| = |Su| 6 c |x| e−ε|x|, ε > 0.

Доказательство. Из представления (4.6) и леммы 3 получаем

|Su| 6 |u(x)|+
∞∫
x1

t eλtc e−(λ+ε)
√
t2+|x1|2 dt 6

6 c

e−(λ+ε)|x| +

∞∫
x1

t e−(λ+ε)
√
t2+|x1|2 dt

 .

Вычисляя интеграл с помощью замены переменных по формуле
y =

√
t2 + |x1|2 с последующим интегрированием по частям, получаем

требуемую оценку. Лемма доказана.
Итак, v(x) = 0 в Rn

+. Определим на T (λ+ ε) обратный к S оператор
P по формуле

Pu(x) = u(x) +

∞∫
x1

N(x1, t)u(t, x
1) dt.

Тогда для ядра N (x1, t) справедливы утверждения лемм 1–3. Кроме то-
го, если Su ∈ T (λ+ ε), то

PSu(x) = u(x). (4.20)
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Так как, очевидно, 0 ∈ T (λ+ ε), то применяя (4.20) к обеим частям
установленного в Rn

+ равенства Su = 0, получим u = 0 в Rn
+. Выше было

показано, что это влечёт u ≡ 0 во всём Rn.

Замечание 4.1.2 Переход к полупространству Rn
+ использовался при

доказательстве потому, что выражение (4.6) не определено в области,
получаемой пересечением шара |x| 6 R0 и бесконечного полуцилиндра
{|x1| 6 R0, |x1| 6 R0}.

Итак доказана

Теорема 4.1.1 Любое решение u(x) ∈ C2 (|x| > R0) стационарного урав-
нения Шрёдингера с ограниченным потенциалом

∆u(x)− q(x1)u = 0, x ∈ Rn, |x| > R0 > 0,

q(x1) ∈ C (|x| > R0) , |q(x1)| 6 λ2, λ > 0,

удовлетворяющее оценке

|u(x)| 6 const e−(λ+ε)|x|, ε > 0,

есть тождественный ноль.

4. Использованная техника операторов преобразования позволяет уси-
лить полученный результат. Будем обозначать через L2, loc (x1 > R0) мно-
жество функций, для которых при любом x1 > R0 конечен интеграл
x1∫
R0

ψ2(s) ds. Пусть далее, задана неотрицательная функция g(x), для ко-

торой интеграл
∞∫
x1

t g(t, x1) dt = p(x) конечен при любом x1 > R0 и для

некоторой постоянной α > 0

|p(x)| 6 c · exp
(
−α|x|δ

)
, δ > 0.

Тогда по схеме доказательства предыдущей теоремы может быть уста-
новлена
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Теорема 4.1.2 Пусть ψ(x1) ∈ L2, loc (x1 > R0), ψ(x1) — неубывающая
функция, функция g(x) удовлетворяет перечисленным выше требова-
ниям. Тогда любое решение уравнения

∆u(x)− q(x1)u = 0, x ∈ Rn, |x| > R0 > 0,

|q(x1)| 6 ψ2(x1),

для которого выполнено неравенство

ψ(x1)|u(x)| 6 const e−ψ(x1)|x|g(x), g(x) > 0,

есть тождественный ноль.

В условиях теоремы 1 g(x) = e−ε|x|. Примером другой допустимой
g(x) является функция g(x) = exp

(
−ε|x|δ

)
, 0 < δ < 1.

4.2 Приложения метода операторов преобразования

для дифференциальных уравнений с перемен-

ными коэффициентами

Рассматривается задача о построении интегральной формулы для реше-
ний дифференциального уравнения с определённой асимптотикой

Bαu(x)− q(x)u(x) = 0, (1)

где Bα — оператор Бесселя вида

Bαu = u′′(x) +
2α

x
u′(x), α > 0. (2)

Данная задача решается методом операторов преобразования. Для
этого достаточно построить оператор преобразования Sα вида

Sαu(x) = u(x) +

∞∫
x

P (x, t)u(t) dt, (3)
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с некоторым ядром P (x, t), который сплетает операторы Bα− q(x) и Bα

по формуле
Sα(Bα − q(x))u = BαSαu. (4)

на функциях u ∈ C2(0,∞). В результате получится формула, выражаю-
щая решения уравнения (1) со спектральным параметром вида

Bαu(x)− q(x)u(x) = λ2u(x)

через решения невозмущённого уравнения, то есть через функции Бес-
селя.

Оригинальная методика для решения поставленной задачи была раз-
работана В.В. Сташевской [179]–[180], что позволило ей включить в рас-
смотрение сингулярные потенциалы с оценкой в нуле |q(x)| 6 cx−3/2+ε, ε >

0 при целых α, это методика получила широкое развитие. Случай непре-
рывной q, α > 0 рассмотрен в работах А.С. Сохина [175]–[178], а также
[33].

Вместе с тем во многих математических и физических задачах необ-
ходимо рассматривать сильно сингулярные потенциалы, например, до-
пускающие произвольную степенную особенность в нуле. В настоящей
работе сформулированы результаты по интегральному представлению
решений уравнений с подобными сингулярными потенциалами. От по-
тенциала требуется лишь мажорируемость определенной функцией, сум-
мируемой на бесконечности. В частности, к классу допустимых в данной
работе относятся сингулярный потенциал q = x−2, сильно сингулярный
потенциал со степенной особенностью q = x−2−ε, ε > 0, потенциалы
Юкавы типа q = e−αx/x, потенциалы Баргмана и Батмана–Шадана [210]
и ряд других. При этом на функцию q(x) не накладывается никаких до-
полнительных условий типа быстрой осцилляции в начале координат или
знакопостоянства, что позволяет изучать притягивающие и отталкиваю-
щие потенциалы единым методом.

Следует отметить, что в данной работе построены операторы преоб-
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разования специального вида, отличающиеся от ранее известных неко-
торыми деталями. До этого рассматривались лишь случаи одинаковых
пределов (оба вида [0; a] или [a;∞]) в основном интегральном уравне-
нии для ядра оператора преобразования. В данной работе показано, что
можно рассматривать случай различных пределов в основном интеграль-
ном уравнении. Именно такая расстановка пределов и позволила охва-
тить более широкий класс потенциалов с особенностями в нуле. Кроме
того, по сравнению с рассуждениями по образцу классической работы
Б.М. Левитана [104] мы вносим усовершенствование в эту схему. Исполь-
зуемую в доказательстве функцию Грина как оказалось можно выразить
не только через общую гипергеометрическую функцию Гаусса, но и бо-
лее конкретно через функцию Лежандра, что позволяет избавиться от
неопределённых постоянных в оценках из предыдущих работ.

2. Решение основного интегрального уравнения для ядра

оператора преобразования.

Введем новые переменные и функции по формулам:

ξ =
t+ x

2
, η =

t− x

2
, ξ > η > 0;

K(x, t) =
(x
t

)α
P (x, t), u(ξ, η) = K(ξ − η, ξ + η). (5)

Обозначим ν = α − 1. Таким образом, для обоснования представления
(3) для решения уравнения (1) достаточно определить функцию u(ξ, η).
Известно [175]–[178], что если существует дважды непрерывно диффе-
ренцируемое решение u(ξ, η) интегрального уравнения

u(ξ, η) = −1

2

∞∫
ξ

Rν(s, 0; ξ, η)q(s) ds−
∞∫
ξ

ds

η∫
0

q(s+τ)Rν(s, τ ; ξ, η)u(s, τ) dτ,

при условиях 0 < τ < η < ξ < s, то искомая функция P (x, t) опреде-
ляется по формулам (5) через это решение u(ξ, η). Функция Rν = Rα−1
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является функцией Римана, возникающей при решении некоторой зада-
чи Гурса для сингулярного гиперболического уравнения

∂2u(ξ, η)

∂ξ∂η
+

4α(α− 1)ξη

(ξ2 − η2)2
u(ξ, η) = q(ξ + η)u(ξ, η).

Эта функция известна в явном виде, см. [175]–[178], она выражается че-
рез гипергеометрическую функцию Гаусса 2F1 по формуле

Rν =

(
s2 − η2

s2 − τ 2
· ξ

2 − τ 2

ξ2 − η2

)ν
2F1

(
−ν,−ν; 1; s

2 − ξ2

s2 − η2
· η

2 − τ 2

ξ2 − τ 2

)
. (6)

Это выражение упрощено в [8], где показано, что функция Римана в рас-
сматриваемом случае выражается через функцию Лежандра по формуле

Rν(s, τ, ξ, η) = Pν

(
1 + A

1− A

)
, A =

η2 − τ 2

ξ2 − τ 2
· s

2 − ξ2

s2 − η2
. (7)

Основное содержание этого пункта составляет

Теорема 4.2.1 Пусть функция q(r) ∈ C1(0,∞) удовлетворяет усло-
вию

|q(s+ τ)| 6 |p(s)|, ∀s, ∀τ, 0 < τ < s,

∞∫
ξ

|p(t)| dt <∞,∀ξ > 0. (8)

Тогда существует интегральное представление вида (3), ядро которого
удовлетворяет оценке

|P (r, t)| 6
(
t

r

)α
1

2

∞∫
t+r
2

Pα−1

(
y2(t2 + r2)− (t2 − r2)

2try2

)
|p(y)| dy·

· exp

(t− r

2

)
1

2

∞∫
t+r
2

Pα−1

(
y2(t2 + r2)− (t2 − r2)

2try2

)
|p(y)| dy

 .
При этом ядро оператора преобразования P (x, t), а также решение
уравнения (1) являются дважды непрерывно дифференцируемыми на
(0,∞) функциями по своим аргументам.
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Доказательство.
Разобьем доказательство теоремы на ряд лемм.
Введем обозначения:

Iq(ξ, η) =
1

2

∞∫
ξ

Rν(y, 0; ξ, η)|p(y)| dy =
1

2

∞∫
ξ

Pν

(
y2(ξ2 + η2)− 2ξ2η2

y2(ξ2 − η2)

)
|p(y)| dy,

(9)

u0(ξ, η) = −1

2

∞∫
ξ

Rν(s, 0; ξ, η)|p(s)| ds,

Au0(ξ, η) = −
∞∫
ξ

ds

η∫
0

q(s+ τ)Rν(s, τ ; ξ, η)u0(s, τ) dτ.

Докажем равномерную сходимость операторного ряда Неймана
∞∑
k=0

Aku0(ξ, y) (10)

и возможность его двукратного дифференцирования.

Лемма 4.2.1 Справедлива оценка

|u0(ξ, η)| 6 Iq(ξ, η).

Доказательство сразу следует из определения (9).

Лемма 4.2.2 Пусть 0 < τ < η < ξ < s. Тогда справедливо неравенство

Iq(s, t) 6 Iq(ξ, η). (11)

Доказательство.
По условию дано 0 < τ < η < ξ < s < y. Покажем, что тогда

τ 2

s2
· (y

2 − s2)

(y2 − τ 2)
6 η2

ξ2
· (y

2 − ξ2)

(y2 − η2)
(6 1).

Действительно, это неравенство эквивалентно следующему:

τ 2ξ2(y2 − s2)(y2 − η2) 6 η2s2(y2 − ξ2)(y2 − τ 2),
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которое очевидно, так как каждый из сомножителей слева не превос-
ходит соответствующего сомножителя справа. Далее, рассмотрим при
0 < x < 1 функцию

f(x) =
1 + x

1− x
> 1, f ′(x) =

2

(1− x)2
> 0, 0 < x < 1.

Следовательно, эта функция возрастает по x. Поэтому

1 + τ2

s2 ·
(y2−s2)
(y2−τ2)

1− τ2

s2 ·
(y2−s2)
(y2−τ2)

6
1 + η2

ξ2 ·
(y2−ξ2)
(y2−η2)

1− η2

ξ2 ·
(y2−ξ2)
(y2−η2)

Функция Лежандра Pν(x) на интервале x ∈ (1,∞) при ν > −1 монотон-
но возрастает, кроме того, Pν(x) > 1. Поэтому

Pν

1 + τ2

s2 ·
(y2−s2)
(y2−τ2)

1− τ2

s2 ·
(y2−s2)
(y2−τ2)

 6 Pν

1 + η2

ξ2 ·
(y2−ξ2)
(y2−η2)

1− η2

ξ2 ·
(y2−ξ2)
(y2−η2)

 .

Последнее неравенство можно записать иначе

Pν

(
y2(s2 + τ 2)− 2s2τ 2

y2(s2 − τ 2)

)
6 Pν

(
y2(ξ2 + η2)− 2ξ2η2

y2(ξ2 − η2)

)
.

Заметим, что мы фактически доказали неравенство для функции Ри-
мана

Rν(y, 0; s, τ) 6 Rν(y, 0; ξ, η) , (12)

при условиях 0 < τ < η < ξ < s < y.
Из проведенных вычислений получаем оценку

Iq(s, τ) =
1

2

∞∫
s

Rν(y, 0; s, τ)|p(y)| dy 6 1

2

∞∫
ξ

Rν(y, 0; s, τ)|p(y)| dy

Заменяя нижний предел интегрирования s на ξ < s, мы можем лишь
увеличить значение интеграла, так как функция Римана положительна,
Rν > 0. В результате приходим к оценке (11).

Лемма доказана.
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Лемма 4.2.3 Для n–го члена ряда Неймана (10) справедлива оценка

|un(ξ, η)| 6 Iq(ξ, η) ·
[ηIq(ξ, η)]

n

n!
. (13)

Доказательство.
Применим метод математической индукции. Для n = 0 неравенство

(13) сводится к уже доказанному неравенству из леммы 1. Пусть вы-
полнено (13) для некоторого n = k. Тогда для очередного члена ряда
Неймана получаем

|uk+1(ξ, η)| 6 |
∞∫
ξ

ds

η∫
0

Rν(s, τ ; ξ, η)uk(s, τ)q(s+ τ) dτ | 6

6
∞∫
ξ

ds

η∫
0

Rν(s, τ ; ξ, η)|q(s+ τ)|Iq(s, τ)
[ηIq(s, τ)]

k

k!
dτ.

Повторяя рассуждения предыдущей леммы, получаем

Rν(s, τ ; ξ, η) 6 Rν(s, 0; ξ, η), (14)

так как

Rν(s, τ ; ξ, η) = Pν

(
1 + A

1− A

)
, A =

η2 − τ 2

ξ2 − τ 2
· s

2 − ξ2

s2 − η2
,

а максимальное по τ значение A достигается при τ = 0. Учитывая нера-
венство (14) и предполагаемое неравенство (13), приходим к оценке

|uk+1(ξ, η)| 6 Iq(ξ, η)
[τIq(ξ, η)]

k

k!
·

∞∫
ξ

Rν(s, 0; ξ, η)

η∫
0

|q(s+ τ)|τ k dτ ds.

Мы рассматриваем потенциалы, для которых верно неравенство |q(s +
τ)| 6 |p(s)|, 0 < τ < s. Окончательно получаем

|uk+1(ξ, η)| 6 Iq(ξ, η)
[Iq(ξ, η)]

k+1

k!
· ηk+1

(k + 1)
.

что и доказывает оценку (13) для всех n.
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Лемма доказана.
Завершим доказательство теоремы 1. Суммируя все оценки (13), по-

лучаем, что ряд Неймана сходится равномерно в области 0 < η < ξ, и его
сумма есть некоторая непрерывная функция, удовлетворяющая неравен-
ству

|u(ξ, η)| 6 Iq(ξ, η) exp[η · Iq(ξ, η)]. (15)

Из (15) следует, что мы смогли бы доказать сходимость ряда (10) для
суммируемого потенциала q, который можно приблизить непрерывными
потенциалами.

Возвращаясь к функциям K и P , получаем неравенства

|K(x, t)| 6 Iq

(
t+ x

2
,
t− x

2

)
exp

[(
t− x

2

)
Iq

(
t+ x

2
,
t− x

2

)]
,

|P (x, t)| 6
(
t

x

)α
Iq

(
t+ x

2
,
t− x

2

)
exp

[(
t− x

2

)
Iq

(
t+ x

2
,
t− x

2

)]
.

Преобразуем величину Iq, входящую в оценки

Iq

(
t+ x

2
,
t− x

2

)
=

1

2

∞∫
t+x
2

Pα−1

(
y2(t2 + x2)− (t2 − x2)

2txy2

)
|p(y)| dy.

Таким образом, мы приходим к оценке (9).
Для завершения доказательства теоремы 1 осталось обосновать суще-

ствование вторых непрерывных производных функции P (x, t) по пере-
менным x, t при условии q ∈ C1(x > 0). Очевидно, что это эквивалентно
существованию вторых непрерывных производных функции u(ξ, η) по
переменным ξ, η. Доказательство последнего утверждения проводится
по приведенному выше образцу методом последовательных приближе-
ний и полностью повторяет соответствующий фрагмент доказательства
из [175].

Теорема доказана.
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Перечислим классы потенциалов, для которых выполнены условия
(8). Если |q(x)| монотонно убывает, то можно принять p(x) = |q(x)|.
Для потенциалов с произвольной особенностью в начале координат и
возрастающих при 0 < x < M (например, кулоновских q = − 1

x), которые
обрезаны нулем на бесконечности, q(x) = 0, x > M , можно принять
p(x) = |q(M)|, x < M , p(x) = 0, x > M . Условию (8) будут также
удовлетворять потенциалы с оценкой q(x + τ) 6 c|q(x)| = |p(x)|. На
возможность подобного усиления теоремы 1 внимание автора обратил
В. В. Катрахов.

В частности, приведенным условиям удовлетворяют следующие по-
тенциалы, встречающиеся в приложениях: сильно сингулярный потенци-
ал со степенной особенностью вида q(x) = x−2−ε, различные потенциалы
Баргмана

q1(x) = − e−ax

(1 + βe−ax)2
, q2(x) =

c2
(1 + c3x)2

, q3(x) =
c4

ch2(c5x)
,

и Юкавы

q4(x) = −e
−ax

x
, q5(x) =

∞∫
x

e−at dc(t).

(см., например, [210]).

Замечание 4.2.1 Фактически при доказательстве приведенной тео-
ремы не нужен явный вид функции Римана (7). Используется толь-
ко существование функции Римана, ее положительность и некоторое
специальное свойство монотонности (14). Эти факты являются до-
вольно общими, поэтому полученные результаты можно распростра-
нить на достаточно широкий класс дифференциальных уравнений.

Оценку из теоремы 1 для потенциалов общего вида можно преобра-
зовать в более грубую, но зато и более обозримую.

Теорема 4.2.2 Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда для ядра
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оператора преобразования P (x, t) справедлива оценка

|P (x, t)| 6 1

2

(
t

x

)α
Pα−1

(
t2 + x2

2tx

) ∞∫
x

|p(y)| dy·

· exp

1
2

(
t− x

2

)
Pα−1

(
t2 + x2

2tx

) ∞∫
x

|p(y)| dy

 .
Отметим, что при x → 0 ядро интегрального представления может

иметь экспоненциальную особенность.

3. Оценки для случая степенного сингулярного в нуле

потенциала.

Для класса потенциалов со степенной сингулярностью вида

q(x) = x−(2β+1), β > 0 (16)

полученные оценки можно упростить, не снижая их точности. Ограни-
чение на β вызвано условием суммируемости на бесконечности.

Теорема 4.2.3 Рассмотрим потенциал вида (16). Тогда теорема 1 вы-
полняется с оценкой

|P (x, t)| 6
(
t

x

)α
Γ(β)4β−1

(t2 − x2)β
· P−β

α−1

(
t2 + x2

2tx

)
·

· exp
[(

t− x

x

)
Γ(β)4β−1

(t2 − x2)β
P−β
α−1

(
t2 + x2

2tx

)]
,

где P µ
ν (·) — функция Лежандра, величина β определяется из (16), а

величина α — из (2).

Предваряя доказательство отметим, что данная оценка получается
после довольно длинных вычислений с использованием знаменитой тео-
ремы Слейтер–Маричева [119], которая помогает вычислить в терминах
гипергеометрических функций необходимые интегралы после их сведе-
ния к свертке Меллина.
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Доказательство.
Для этого класса потенциалов мы упростим оценку (15), составля-

ющую содержание теоремы 1, не снижая её точности. Для этого будет
вычислена в явном виде величина Iq, входящая в оценку (15). Доказа-
тельство теоремы 3 разобъём на две леммы.

Лемма 4.2.4 Для потенциала вида (16) справедливо соотношение

Iq(ξ, η) =
1

4ξ2β

1∫
0

Pν(2αz + 1)(1− z)β−1 dz, (17)

где Pν — функция Лежандра, α = η2/(ξ2 − η2).

Доказательство.
Рассмотрим величину

Iq(ξ, η) =
1

2

∞∫
ξ

Pν

(
t2(ξ2 + η2)− 2ξ2η2

t2(ξ2 − η2)

)
dt

t2β+1
.

Выполним замену переменных, обозначив аргумент функции Лежандра
через x,

x =
t2(ξ2 + η2)− 2ξ2η2

t2(ξ2 − η2)
, dx =

4ξ2η2

t3(ξ2 − η2)
dt.

При такой замене новыми пределами интегрирования станут числа

1, 1 +
2η2

ξ2 − η2
=
ξ2 + η2

ξ2 − η2
= B > 1,

а переменная t будет вычисляться по формуле

t = ξη

(
2

ξ2 + η2 − x(ξ2 − η2)

) 1
2

.

Это приводит к следующему выражению для Iq:

Iq(ξ, η) =
1

2

B∫
1

Pν(x)
t3(ξ2 − η2)

4ξ2η2
dt

t2β+1
=
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=
1

2

B∫
1

Pν(x)

[
ξ2 − η2

4ξ2η2

]
·
[
ξ2 + η2 − x(ξ2 − η2)

2ξ2η2

]β−1

dx.

В последнем интеграле выполним еще одну замену переменной по фор-
муле

z = (x− 1)
ξ2 − η2

2η2
,

(
dz =

ξ2 − η2

2η2

)
dx.

В результате получим

Iq(ξ, η) =
1

2

(
ξ2 − η2

4ξ2η2

) 1∫
0

Pν(2αz + 1)
2η2

ξ2 − η2
·

·

ξ2 + η2 − (ξ2 − η2)
(

2η2

ξ2−η2z + 1
)

2ξ2η2

β−1

dz =
1

4ξ2β

1∫
0

Pν(2αz+1)(1−z)β−1 dz,

где введено обозначение α = η2/(ξ2 − η2). Мы получили формулу (17)
Лемма доказана.

Лемма 4.2.5 Пусть выполнены условия a > 0, β > 0. Тогда справед-
лива формула:

1∫
0

Pν(2αx+ 1)(1− x)β−1 dx = Γ(β)

[
1 + α

α

]β
2

P−β
ν (2α + 1). (18)

Доказательство.
При доказательстве мы будем использовать обозначения и технику,

основанную на теореме Слейтер–Маричева [119].
Произведем в интеграле из (18) замену переменных t = 1/x. Получим:

1∫
0

Pν(2αx+ 1)(1− x)β−1 dx =

∞∫
1

Pν

(
2
α

t
+ 1
)
(t− 1)β−1t−β

dt

t
=
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=

∞∫
0

Pν

(
2
α

t
+ 1
)
(t− 1)β−1

+ t−β
dt

t
= I(α),

где использовано обозначение для усеченной степенной функции xλ+. При-
меним к функции I(α) преобразование Меллина по переменной α (α >

0). Используя теорему о свертке Меллина [19], получим:

M [I(α)](s) =M [Pν(2x+ 1)](s) ·M [x−β(x− 1)β−1
+ ](s).

Используя последовательно соотношения 6(1), (4), 2(4) из [119], прихо-
дим к выражению:

M [I(α)](s) = −sinπν

π

Γ(s)Γ(−ν − s)Γ(1 + ν − s)Γ(β)Γ(1− s)

Γ(1− s)Γ(1 + β − s)
=

= −sin πν

π
Γ(β) Γ

[
s, −ν − s, 1 + ν − s

1 + β − s

]
,

где использовано обозначение Слейтер для гамма–функций. В обозначе-
ниях теоремы Слейтер–Маричева мы имеем:

(a) = (0), (b) = (−ν, 1 + ν), (c) = ∅, (d) = (1 + β),

A = 1, B = 2, C = 0, D = 1.

Применяя теорему Слейтер–Маричева, получаем формулы для I(α)
при 0 < α < 1:

I(α) = −sin πν

π

Γ(1 + ν)Γ(−ν)
Γ(1 + β)

2F1(−ν, 1 + ν; 1 + β;−α) =

= Γ(β)α−β
2 (1 + α)

β
2P−β

ν (1 + 2α), (19)

где использована формула (3) из ([10], с. 126) и тождество для гамма–
функций (см. [10])

Γ(−ν) = π

ν Γ(ν) sin πν
.
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При α > 1 получаем по виду другое выражение:

I(α) = −sinπν

π
Γ(β)·

·

{
αν Γ

[
1 + ν + ν, −ν
1 + β + ν

]
2F1(−ν, 1− 1− β − ν; 1− 1− ν − ν;− 1

α
)+

+α−1−νΓ

[
−ν − 1− ν, 1 + ν

1 + β − 1− ν

]
2F1(1 + ν, 1− 1− β + 1 + ν; 1 + ν;− 1

α
)

}
=

= −sin πν

π
Γ(β) ·

{
αν

Γ(2ν + 1)Γ(−ν)
Γ(1 + β + ν)

2F1(−ν,−β − ν;−2ν;− 1

α
)+

+α−1−νΓ(−1− 2ν)Γ(1 + ν)

Γ(β − ν)
2F1(1 + ν, 1 + ν − β; 1 + ν;− 1

α
)

}
.

Но из ([10], с. 131, формула (19) ) следует, что выражения, полученные
для I(α) при 0 < α < 1 и при α > 1, совпадают.

Из (19) следует, что нами получена искомая формула (18), однако ее
вывод не является полностью строгим, так как мы не проверяли закон-
ность применения преобразования Меллина и условия справедливости
теоремы Слейтер–Маричева (в нашем случае довольно сложные). Одна-
ко теперь мы можем применить преобразование Меллина к обеим частям
полученного формального равенства (18). В результате доказываем, что
при α > 0, β > 0 соотношение (18) является тождеством.

Лемма доказана.
Как следствие, теперь получаем нужную оценку для теоремы 3.
Теорема доказана.
Простейшая подобная оценка была получена в работе [8] для потенци-

ала q(x) = cx−2, для которого β = 1
2 . Как следует из [20], в этом случае

функция Лежандра P− 1
2

ν (z) может быть выражена через элементарные

219



функции. Поэтому и соответствующая оценка может быть выражена че-
рез элементарные функции.

Другим потенциалом, для которого полученная оценка может быть
ещё упрощена и выражена через элементарные функции, является по-
тенциал вида q(x) = x−(2β+1), когда параметры связаны соотношением
β = α− 1.

Следствие 4.2.1 Пусть выполнено соотношение между параметрами
β = α− 1. Тогда оценка из теоремы 3 принимает вид

|P (x, t)| 6
(
t

x

)β+1
2β−2

β

[
t2 + x2

2tx

]β
· exp

[(
t− x

2

)
2β−2

β

[
t2 + x2

2tr

]β]
=

=
1

4β

1

x2β+1
(t2 + x2)β exp

[
2β−2

β

(
t− x

2

)(
t2 + x2

2tx

)β]
. (20)

Доказательство.
В этом случае преобразуем оценку из теоремы 3 так:

Γ(β)4β−1

(t2 − x2)β
P−β
β

(
t2 + x2

2tx

)
=

Γ(β)4β−1

(t2 − x2)β
2−β

Γ(β + 1)

[(
t2 + x2

2tx

)2

− 1

]β
2

=

=
2β−2

β

1

(t2 − x2)β
(t2 − x2)β(t2 + x2)β

(2tx)β
=

2β−2

β

[
t2 + x2

2tx

]β
, (21)

где при преобразованиях использована формула (см. [10])

P−ν
ν (z) =

2−ν

Γ(ν + 1)
(z2 − 1)

ν
2 , z > 1.

Поэтому неравенство для ядра при β = α− 1 принимает вид (20).
Следствие доказано.
Отметим, что при α = 0 в формулах (1)–(2), теорема 1 сводится к из-

вестным оценкам для ядра интегрального представления решений Йоста
для уравнения Штурма–Лиувилля.

220



Изложенная техника полностью переносится и на задачу о построе-
нии неклассических операторов обобщенного сдвига. Данная задача по
существу эквивалентна выражению решений уравнения

Bα,xu(x, y)− q(x)u(x, y) = Bβ,yu(x, y) (22)

через решения невозмущенного уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу (в
несингулярном случае — волнового) при наличии дополнительных усло-
вий, обеспечивающих корректность. Такие представления получаются
уже из факта существования операторов преобразования и изучались
для несингулярного случая (α = β = 0) в [98]–[100] как следствия теории
обобщенного сдвига. Интересная оригинальная методика для получения
подобных представлений также в несингулярном случае разработана в
работах А. В. Боровских [19]–[20]. Из результатов настоящей работы сле-
дуют интегральные представления некоторого подкласса решений урав-
нения (22) в общем сингулярном случае для достаточно произвольных
потенциалов с особенностями в начале координат. При этом оценки для
решений не содержат никаких неопределенных постоянных, а для ядер
интегральных представлений в явном виде выписываются интегральные
уравнения, которым они удовлетворяют.
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Глава 5

Некоторые приложения метода
операторов преобразования и
родственные задачи

Следует отметить, что как в этой, так и в предыдущих главах широ-
ко используются многие специальные функции. Для их эффективного
применения автором решён целый ряд задач, содержащих различные
свойства и оценки специальных функций, соответствующие результаты
опубликованы в работах .

В данной главе по необходимости кратко приведено решение ряда за-
дач, которые связаны с рассмотренными ранее операторами преобразо-
вания и могут быть использованы для получения дальнейших результа-
тов. В первом пункте проводится построение дробных степеней опера-
тора Бесселя в явном интегральном виде, ранее эти степени вводились
только неявно в образах преобразования Ханкеля. Для дробных степеней
оператора Бесселя построена также их резольвента. Во втором пункте
намечен принадлежащий автору метод уточнения классического нера-
венства Коши–Буняковского для дискретного и интегрального случаев
на основе использования абстрактных средних значений. Полученный
набор уточнений интегрального неравенства Коши–Буняковского пред-
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лагается использовать для оценки ядер операторов преобразования раз-
личных типов, а уточнения дискретного варианта этого неравенства —
для оценки приближённых методов вычисления ядер операторов пре-
образования. В третьем заключительном пункте приводятся некоторые
обобщения операторов Бушмана–Эрдейи, изученных во второй главе, со
специальными функциями более общего вида в качестве ядер.

5.1 Явное построение дробных степеней оператора

Бесселя с приложениями к решению интегро–

дифференциальных уравнений дробного поряд-

ка

Методы дробного интегродифференцирования в настоящее время явля-
ются одним из наиболее плодотворных и активно развивающихся раз-
делов современной математики, они широко применяются как в мно-
гочисленных задачах теории, так и в практических приложениях [165],
[139]–[141], [293],[31],[285],[294]–[295].

В данном пункте построены в явном интегральном виде дробные сте-
пени дифференциального оператора Бесселя

Bν = D2 +
ν

x
D, Re ν > 0

заданного на подходящих гладких функциях. Безусловно, по аналогии
с обычными производными, можно определить такие дробные степени
на полуоси при помощи естественного свойства, что они действуют как
умножение на степень в образах преобразования Ханкеля. Такой под-
ход оправдан за неимением лучшего и позволяет получить ряд интерес-
ных результатов, хотя на этом пути невозможно, по–видимому, полу-
чить явные представления дробных степеней. Но представим на минуту,
что мы умеем определять обычные операторы дробного интегрирования
Римана–Лиувилля только через их действие в образах преобразований
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Лапласа или Меллина, а интегральные формулы для этих операторов
нам неизвестны. Тогда сразу становится ясным, что подобная теория бу-
дет достаточно бедной и лишится большинства своих наиболее полезных
и красивых результатов. Примерно в таком состоянии сейчас находится
теория дробных степеней оператора Бесселя, поэтому их построение в
явном интегральном виде является актуальной и интересной задачей.

Определение 5.1 Пусть f(x) ∈ C2k(0, b]. Определим правосторонний
оператор дробного интегрирования Бесселя при условии f (i)(b) = 0, 0 6
i 6 2k − 1, k ∈ N по формуле

(Bν,k
b− f)(x) =

1

Γ(2k)

∫ b

x

(
y2 − x2

2y

)2k−1

2F1(k +
ν − 1

2
, k; 2k; 1− x2

y2
) ·

·f(y) dy =

√
π

22k−1Γ(k)

∫ b

x

(y2 − x2)k−
1
2

(y
x

)ν
2

P
1
2−k
ν
2−1

(
1

2

(
x

y
+
y

x

))
· (5.1)

·f(y) dy.

Определение 5.2 Определим левосторонний оператор дробного инте-
грирования Бесселя при условии f (i)(a) = 0, 0 6 i 6 2k − 1, k ∈ N по
формуле

(Bν,k
a+f)(x) =

1

Γ(2k)

∫ x

a

(x2 − y2

2x

)2k−1

2F1(k +
ν − 1

2
, k; 2k; ; 1− y2

x2
) ·

·f(y) dy =

√
π

22k−1Γ(k)

∫ x

a

(x2 − y2)(k−
1
2)
(
x

y

)ν
2

P
1
2−k
ν
2−1

(
1

2

(
x

y
+
y

x

))
· (5.2)

·f(y) dy,

где 2F1 - гипергеометрическая функция Гаусса, P µ
ν (z) - функция Ле-

жандра.

Введённые операторы и являются интегральными реализациями от-
рицательных целых степеней оператора Бесселя (Bν)

−k. Их распростра-
нение на произвольные комплексные значения параметра k проводится
аналогично классическому случаю [165]. При ν = 0 оператор Бесселя
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сводится ко второй производной, а введённые операторы — к дробным
интегралам Римана-Лиувилля

B0,k
b− f = I2kb−f, B0,k

a+f = I2ka+f.

Определённые выше дробные степени оператора Бесселя (1)–(2) в яв-
ном виде как одна из разновидностей операторов дробного интегродиф-
ференцирования были определены автором в [131], и затем в [18]. При
этом в качестве наводящих соображений были существенно использова-
ны результаты работы [344], в которой рассматривалось решение в явном
виде обыкновенных дифференциальных уравнений с целыми степенями
операторов Бесселя, а также результаты [262] по теории гипербесселе-
вых операторов. При этом автором было замечено, что выражение ги-
пергеометрических функций Гаусса в формулах (1)–(2) через функции
Лежандра существенно упрощает вычисления.

Многочисленные приложения операторов дробного интегродифферен-
цирования Римана–Лиувилля основаны на их вхождении в остаточный
член формулы Тэйлора. Поэтому после определения дробных степеней
оператора Бесселя сразу возникает задача о построении обобщённой фор-
мулы Тэйлора, в которой функция раскладывается по степеням опера-
тора Бесселя. Эта задача возникла достаточно давно и имеет некоторую
историю.

Впервые формулы разложения по степеням оператора Бесселя бы-
ли получены Жаном Дельсартом (ряды Тэйлора–Дельсарта) [256],[99]—
[101]. Общий способ их построения изложен в [188] в терминах операторно–
аналитических функций. Но ряды Тэйлора–Дельсарта позволяют разло-
жить по степеням оператора Бесселя не обычный, а обобщённый сдвиг.
По существу такие разложения являются операторными вариантами ря-
дов для функции Бесселя, так же как обычные ряды Тэйлора являют-
ся операторными версиями разложения в ряд экспоненты. Разумеется,
ряды Тэйлора–Дельсарта имеют свою область приложений. Но для чис-
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ленного решения дифференциальных уравнений в частных производных
нужны обобщённые формулы и ряды Тэйлора несколько другой при-
роды. При пересчёте решения со слоя на слой, например, методом се-
ток формулы для обобщённого сдвига совершенно бесполезны, а нужны
именно формулы для обычного сдвига, выражающие решение на оче-
редном рассчитываемом слое через его значения на предыдущих слоях.
Оказалось, что строить такие формулы для обычного сдвига намного
труднее, чем для обобщённого, так как они уже не являются прямыми
аналогами известных тождеств для специальных функций.

Впервые с указанной мотивацией для применения к численному ре-
шению уравнений с оператором Бесселя методом конечных элементов
формула Тэйлора нужного типа была рассмотрена в работе В.В. Катра-
хова [62]. Но полученный там результат может рассматриваться только
как первое приближение для желаемых формул в явном виде, так как ко-
эффициенты выражались неопределёнными постоянными, задаваемыми
системой рекуррентных соотношений, а ядро остаточного члена пред-
ставлялось некоторым многократным интегралом. Это не случайно, уга-
дать одновременно явный вид ядер и остаточных членов невозможно,
пока не известны конкретные выражения для остатка в виде дробных
степеней оператора Бесселя.

Мы находимся в другой ситуации, когда нужные выражения для дроб-
ных степеней уже введены в явном виде (1)–(2), поэтому перейдём к опи-
санию задачи о явном построении обобщённой формулы Тэйлора для
разложения обычного сдвига в ряд по степеням оператора Бесселя. По-
добная формула в простейшем случае была анонсирована ранее в [139].

Предложение 5.1.1 Справедлива формула Тэйлора разложения про-
извольной достаточно гладкой функции по степеням дифференциаль-
ного оператора Бесселя при x = b с остаточным членом в интеграль-
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ной форме

f(x) =
k∑
i=1

{
1

Γ(2i− 1)

(b2 − x2

2b

)2i−2

2F1(i+
ν − 1

2
, i− 1; 2i− 1;

1− x2

b2
)(Bi−1f)|b −

1

Γ(2i)

(b2 − x2

2b

)2i−1

2F1(i+
ν − 1

2
, i; 2i; 1− x2

b2
) · (5.3)

·(DBi−1f)|b

}
+Bν,k

b− (Bkf),

где Bν,k
b− есть оператор левостороннего дробного интегрирования Бес-

селя (1), 2F1 — гипергеометрическая функция Гаусса.

Также справедлива двойственная формула, использующая формаль-
но сопряжённый к Bν оператор

Cνf = D2f −D(
ν

y
f) = D2 − ν

y
Df +

ν

y2
.

Предложение 5.1.2 Справедлива формула Тэйлора разложения про-
извольной достаточно гладкой функции по степеням дифференциаль-
ного оператора Cν при x = a с остаточным членом в интегральной
форме

f(x) =
k∑
i=1

{
1

Γ(2i− 1)

(x2 − a2

2x

)2i−2

(
a

x
) 2F1(i+

ν − 1

2
, i; 2i− 1;

1− a2

x2
)(C i−1

ν f)|a +
1

Γ(2i)

(x2 − a2

2x

)2i−1

· (5.4)

· 2F1(i+
ν − 1

2
, i; 2i; 1− a2

x2
) aν (Dx−νC i−1

ν f)|a

}
+Bν,k

a+(C
k
ν f),

где Bν,k
a+ есть оператор правостороннего дробного интегрирования Бес-

селя (2), 2F1 — гипергеометрическая функция Гаусса.

Гипергеометрические функции в формулах Тэйлора могут быть вы-
ражены через функции Лежандра аналогично определениям (1)–(2). Из
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формул (3)–(4) сразу следуют модификации операторов дробного инте-
гродифференцирования Бесселя (1)–(2) по Капуто [293]. Для этого нуж-
но в определениях (1)–(2) вычесть из функций начальный отрезок их
разложения по соответствующей обобщённой формуле Тэйлора.

Могут быть рассмотрены и более общие комбинированные дробные
степени для пары операторов ( 1xD)m(Bν)

k. Это семейство операторов
интересно тем, что содержит обычные операторы Римана –Лиувилля
(m = 0, ν = 0), дробное интегродифференцирование Бесселя (m=0),
операторы Эрдейи–Кобера (k=0). В этом случае также доказаны соот-
ветствующие формулы Тэйлора.

Далее приведём выражение для резольвенты дробных степеней опе-
ратора Бесселя. Оно обобщает знаменитую формулу для дробных ин-
тегралов Римана–Лиувилля, написанную без доказательства Э.Хилле и
Я.Д.Тамаркиным в работе 1930 года [288]. В этой работе указывалось,
что формула для резольвенты может быть выведена методом преобразо-
вания Лапласа с использованием нового на тот момент понятия свёртки
в духе работ Дёйтча, но этот способ похоже не был никогда реализо-
ван. Формула Тамаркина–Хилле была на самом деле впервые доказана
в монографии М.М. Джрбашяна [49] обычным для теории интегральных
уравнений методом последовательных приближений, хотя в монографии
Мхитара Мкртитевича нет упоминания, что доказательство даётся им
впервые, что характеризует этого замечательного математика. Поэтому,
возможно, исторически правильным было бы называть формулу для ре-
зольвенты операторов дробного интегрирования Римана–Лиувилля фор-
мулой Тамаркина–Хилле–Джрбашяна. Кроме того, в [49] впервые были
подробно изучены свойства функции Миттаг–Лефлёра, из этой книги
отечественные математики узнали о существовании подобной функции.

Формула Тамаркина–Хилле–Джрбашяна является самым известным
применением функций Миттаг–Лефлёра, а также основой огромного чис-
ла работ по приложениям дробного исчисления к дифференциальным
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уравнениям, итальянские математики R. Gorenflo и F. Mainardi предло-
жили называть функцию Миттаг–Лефлёра королевской функцией тео-
рии дробного исчисления (Queen function of the fractional calculus) [285].

Предложение 5.1.3 Для резольвенты оператора дробного интегриро-
вания Бесселя (2) при a = 0, 0 6 ν < 1 на подходящих функциях
справедливо интегральное представление

Rλf = −1

λ
f − 1

λ

∫ x

0

K(x, y)f(y) dy, (5.5)

где ядро K(x, y) выражается по формулам

K(x, y) =
2y

x2 − y2

∫ 1

0

Sα,ν(z(t))
dt

(t (1− t))
ν+1
2

, (5.6)

z(t) =

 t(1− t)
(
x2 − y2

)2(
1−

(
1− x2

y2

)
t
)
4y2

α

,

Sα,ν(z) =
∞∑
k=1

zk

Γ(αk + ν−1
2 )Γ(αk − ν−1

2 )

—разновидность гипергеометрической функции Райта или Фокса ([300]–
[302],[292]).

Подобные функции также встречались в работах А. В. Псху [157], это
специальные случаи более общих функций Райта, G–функций Мейера
и H–функций Фокса, которые первоначально вводились как обобщения
функций Бесселя ([300]–[302],[292]). Интересной задачей является даль-
нейшее упрощение представления ядра (6), если оно возможно.

Полученная формула для резольвенты дробных степеней оператора
Бесселя позволяет рассматривать задачи для обыкновенного интегро–
дифференциального уравнения вида

Bα
ν u(x)− λu(x) = f(x),

при различных краевых условиях. По аналогии с известными результа-
тами возможно также рассмотрение уравнений в частных производных с
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дробными степенями оператора Бесселя и их модификациями по Капу-
то. К числу таких уравнений относится обобщение B–эллиптического по
терминологии И.А.Киприянова [67] дробного уравнения Лапласа–Бесселя

n∑
k=1

Bαk
νk
u(x1, x2, . . . xn) = f(x1, x2, . . . xn),

нестационарное уравнение вида

Bα
ν,tu(x, t) = ∆xu(x, t) + f(x, t).

Отметим, что рассмотрение спектральных свойств подобных уравне-
ний нуждается в изучении асимптотики функции K(x, y) из формулы
(6) в комплексной плоскости, а также распределения её корней.

5.2 Приложения обобщений неравенств Коши–Буняковского

и неравенств для специальных функций к оцен-

кам ядер интегральных операторов преобразова-

ния, сплетающих решения дифференциальных

уравнений с особенностями в коэффициентах

Известно много обобщений и уточнений неравенства Коши–Буняковского,
см., например, [203],[327]. В работах автора был развит метод средних
значений для построения некоторых классов таких уточнений. Кратко
говоря, суть этого метода заключается в том, что по каждому абстракт-
ному среднему, удовлетворяющему набору естественных аксиом, выпи-
сываются в явном виде уточнения дискретного или интегрального нера-
венств Коши–Буняковского. Указанная методика возникла из анализа
одного неравенства Милна [203] и теоремы Карлица–Дэйкина–Элиезера
(CDE theorem) для дискретного случая. Изложим кратко основные ре-
зультаты этого метода и его применения к оценкам интегральных опе-
раторов преобразования.
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Определение 1. Пусть даны два числа x > 0, y > 0. Назовём функ-
цию M(x, y) средним этих чисел, если для неё выполнены следующие
свойства (аксиомы).

1. Свойство промежуточности:

min(x, y) 6M(x, y) 6 max(x, y).

2. Свойство несмещённости:

M(x, x) = x.

3. Свойство однородности:

M(ax, ay) = a ·M(x, y).

4. Свойство монотонности: если x1 6 x2 и y1 6 y2, то

M(x1, y) 6M(x2, y), M(x, y1) 6M(x, y2).

Аксиоматическое определение средних используется во многих рабо-
тах, начиная с Коши. Отметим, что свойства симметричности среднего
для наших результатов не требуется, допускаются несимметричные сред-
ние.

Среди множества средних наиболее известными являются средние
арифметическое, геометрическое, квадратичное, полуквадратичное, гар-
моническое:

A(x, y) =
x+ y

2
, G(x, y) =

√
x, y,Q(x, y) =

√
x2 + y2

2
,

S(x, y) =

(√
x+

√
y

2

)2

, H(x, y) = A(
1

x
,
1

y
) =

2xy

x+ y
, x, y > 0.

Нам понадобится понятие дополнительного среднего.
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Определение 2. Для среднего M(x, y) дополнительное к нему сред-
нее определяется по формуле

M ∗(x, y) =
xy

M(x, y)
; x, y > 0. (5.7)

Первым из наиболее известных классов средних, зависящих от пара-
метра, являются степенные средние

M(x, y) =Mα(x, y) =

(
xα + yα

2

) 1
α

,−∞ 6 α 6 ∞ , α ̸= 0 ; (5.8)

M−∞(x, y) = min(x, y) , M0 =
√
xy , M∞(x, y) = max(x, y) .

Они образуют параметрическую шкалу

α1 > α2 ⇒Mα1
(x, y) >Mα2

(x, y) , ∀ x, y .

Три исключительных значения {α = −∞, 0,+∞} получаются из неис-
ключительных при помощи предельных переходов.

Классические средние выражаются через степенные, при этом спра-
ведливы известные неравенства

M−1(x, y) = H(x, y) 6M0(x, y) = G(x, y) 6M 1
2
(x, y) = S(x, y) 6

6M1(x, y) = A(x, y) 6M2(x, y) = Q(x, y).

Для степенных средних от положительных чисел дополнительное сред-
нее находится по формуле

(Mα)
∗ =M−α.

Вторым известным классом параметрических средних являются сред-
ние Радо

Rβ(x, y) =

(
xβ+1 − yβ+1

(β + 1)(x− y)

) 1
β

,−∞ 6 β 6 ∞, β ̸= 0,−1; (5.9)

R−∞(x, y) = min(x, y), R∞(x, y) = max(x, y).
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Очевидно
R−2(x, y) =M0(x, y), R1(x, y) =M1(x, y).

Исключительные значения приводят к логарифмическому среднему

R−1(x, y) = L(x, y) =
y − x

ln y − lnx
(5.10)

и идентрическому среднему (автор предпочитает термин "многоэтажно–
показательное")

R0(x, y) =
1

e

(
yy

xx

) 1
y−x

. (5.11)

Средние Радо также образуют параметрическую шкалу

β1 > β2 ⇒ Rβ1(x, y) > Rβ2(x, y), ∀x, y;

с четырьмя исключительными значениями β = {−∞,−1, 0,+∞}. До-
полнительным средним в этом случае является

R∗
β(x, y) =

1

Rβ(
1
x ,

1
y)
.

Перед формулировкой дальнейших результатов примем соглашение
о том, что все далее встречающиеся функции являются непрерывными,
а интегралы понимаются в смысле Римана и существуют, эти условия
в формулировках будем опускать, они предполагаются выполненными.
В конце работы указано, от каких ограничений можно избавиться. Мы
также не будем исследовать важный вопрос, когда в рассматриваемых
неравенствах достигается равенство, за исключением основного резуль-
тата работы.

Одним из основных результатов теории, развитой автором, является
следующее уточнение интегрального неравенства Коши–Буняковского.

Теорема 1. Пусть M - произвольное абстрактное среднее, удовлетво-
ряющее перечисленным выше в определении 1 аксиомам 1–4,M ∗ - допол-
нительное к нему среднее. Тогда справедливо обобщение интегрального
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неравенства Коши–Буняковского вида(∫ b

a

f(x)g(x) dx

)2

6
∫ b

a

(M(f, g))2 dx ·
∫ b

a

(M ∗(f, g))2 dx 6 (5.12)

6
∫ b

a

(f(x))2 dx ·
∫ b

a

(g(x))2 dx,

Таким образом, мы получаем переформулированный согласно рабо-
там автора в терминах средних результат, что справедлив интегральный
аналог достаточной части теоремы CDE Карлица–Дэйкина–Элиезера
для дискретного случая. Также доказан неожиданный результат, что в
интегральном случае аналог необходимой части этой известной теоремы
не выполняется.

Сделаем важное для дальнейшего замечание, что левое неравенство
из (5.12) в силу определения дополнительного среднего (5.7) очевидно,
так как оно само сводится к обычному неравенству Коши–Буняковского.
Таким образом, содержательным в теореме 1 является правое неравен-
ство между произведениями интегралов.

Теперь выбор любых различных средних и дополнительных к ним
при помощи теоремы 1 порождает разнообразные обобщения вида (5.12)
интегрального неравенства Коши–Буняковского. Например, при выборе
степенных средних получается

Теорема 2. Для неотрицательных непрерывных функций f(x), g(x),
не обращающихся в ноль на [a, b], справедливо следующее обобщение
неравенства Коши–Буняковского:(∫ b

a

f(x)g(x)dx

)2

6
∫ b

a

[Mα(f, g)]
2dx ·

∫ b

a

[M−α(f, g)]
2dx = (5.13)

=

∫ b

a

(fα + gα)2/αdx ·
∫ b

a

f 2g2(fα + gα)−2/αdx 6
∫ b

a

f 2dx ·
∫ b

a

g2dx.

Выпишем наиболее эффектные из приведённых неравенств с частны-
ми случаями степенных средних явно. Они соответствуют выбору сред-
него полуквадратичного, арифметического и квадратичного:
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(∫ b

a

f(x)g(x) dx

)2

6
∫ b

a

(√
f(x) +

√
g(x)

)4
dx ·

·
∫ b

a

f 2g2/
(√

f(x) +
√
g(x)

)4
dx 6

∫ b

a

f 2(x) dx ·
∫ b

a

g2(x) dx,(∫ b

a

f(x)g(x) dx

)2

6
∫ b

a

(f(x) + g(x))2 dx ·

·
∫ b

a

f 2g2/(f(x) + g(x))2 dx 6
∫ b

a

f 2(x) dx ·
∫ b

a

g2(x) dx,(∫ b

a

f(x)g(x) dx

)2

6
∫ b

a

(
f 2(x) + g2(x)

)
dx ·

·
∫ b

a

f 2g2/
(
f 2(x) + g2(x)

)
, dx 6

∫ b

a

f 2(x) dx ·
∫ b

a

g2(x) dx.

При α = 2 получаем интегральный вариант известного неравенства
Милна.

При выборе средних Радо получается
Теорема 3. Справедливо следующее уточнение неравенства Коши-

Буняковского:

(∫ b

a

f(x)g(x)dx

)2

6
∫ b

a

[Rβ(f, g)]
2 dx ·

∫ b

a

 1

Rβ

(
1
f ,

1
g

)
2

dx 6 (5.14)

6
∫ b

a

f 2(x)dx

∫ b

a

g2(x)dx.

Выпишем наиболее эффектные из неравенств теоремы 3 с частными
случаями средних Радо явно. Они включают выбор среднего логариф-
мического и многоэтажно–показательного.
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(∫ b

a

f(x)g(x)dx

)2

6
∫ b
a

(
f−g
ln f

g

)2

dx ·
∫ b
a f

2g2/

(
f−g
ln f

g

)2

dx 6

6
∫ b
a f

2(x) dx ·
∫ b
a g

2(x) dx,(∫ b

a

f(x)g(x)dx

)2

6
∫ b
a

[
ff

gg

] 2
f−g

dx ·
∫ b
a f

2g2/
(
ff

gg

) 2
f−g

dx 6

6
∫ b
a f

2(x) dx ·
∫ b
a g

2(x) dx,(∫ b

a

f(x)g(x)dx

)2

6
∫ b
a

(
f 2 + fg + g2

)
dx ·

∫ b
a

f2g2

f2+fg+g2 dx 6

6
∫ b
a f

2(x) dx ·
∫ b
a g

2(x) dx.

При выборе арифметико–геометрического среднего Гаусса получаем
Следствие. Справедливо следующее уточнение неравенства Коши -

Буняковского:

(∫ b

a

f(x)g(x)dx

)2

6
∫ b

a

 max(f, g)

K

(√
1−

(
min(f,g)
max(f,g)

)2)

2

dx ·

·
∫ b

a

(min(f, g))2

(
K

√1−
(
min(f, g)

max(f, g)

)2
)2

dx 6
∫ b

a

f 2 dx

∫ b

a

g2 dx,

где K(x) есть полный эллиптический интеграл Лежандра 1 рода, см.
[328].

Отметим совершенно экзотический характер последнего неравенства:
это неравенство между произвольными функциями, но которые стоят
под знаком конкретной специальной функции — эллиптического инте-
грала Лежандра! Вместе с тем неравенства, в которых произвольные
функции стоят под знаками элементарных функций, например, экспо-
ненты или логарифма, широко используются в математике. Так, подоб-
ный вид имеют неравенства Джона–Ниренберга в теории пространств
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ВМО и неравенства Зигмунда в гармоническом анализе. Подобные нера-
венства описывают как правило предельно точные свойства некоторых
объектов, таких, как предельные допустимые пространства в теоремах
вложения или теоремах существования и единственности для диффе-
ренциальных уравнений, а также при исследовании различных видов
сходимости тригонометрических рядов.

Для оценок интегральных ОП мы получаем следующий результат.

Теорема 5.2.1 Пусть дан некоторый ОП в интегральном виде

Tf =

∫ b

a

K(x, t)f(t)dt (5.15)

. Тогда справедливо уточнение для его нормы в L2(a, b)

∥Tf∥2 6
∫ b

a

M 2(K, f)dt

∫ b

a

(M ∗)2(K, f) (5.16)

dt, где M — произвольное абстрактное среднее, M ∗ — сопряжённое к
нему.

Теперь можно выписать многочисленные частные случаи с использо-
ванием различных средних. Подобные результаты позволяют применять
уточнения классических неравенств для оценок норм операторов преоб-
разования.

5.3 Обобщения операторов Бушмана–Эрдейи

Рассмотрим оператор 1S
ν
0+. Он имеет вид

1S
ν
0+ =

d

dx

x∫
0

K

(
x

y

)
f(y) dy, (5.17)

где ядро K выражается по формуле K(z) = Pν(z). Простейшие свойства
специальных функций позволяют показать, что 1S

ν
0+ можно рассматри-

вать как частный случай оператора вида (5.17) с функцией Гегенбауэра
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в ядре

K(z) =
Γ(α + 1) Γ(2β)

2p−
1
2Γ(α + 2β) Γ(β + 1

2)
(zα − 1)β−

1
2Cβ

α(z) (5.18)

при значениях параметров α = ν, β = 1
2 или с функцией Якоби в ядре

K(z) =
Γ(α + 1)

2ρΓ(α + ρ+ 1)
(z − 1)ρ(z + 1)σP (ρ,σ)

α (z) (5.19)

при значениях параметров α = ν, ρ = σ = 0. Более общим являются опе-
раторы с гипергеометрической функцией Гаусса 2F1 или с G — функцией
Майера в ядрах. Перейдём к их определению.

Операторы с функцией Гаусса 2F1(a, b; c; z) изучались в большом чис-
ле работ, см. [165]. Для исследования таких операторов оказываются по-
лезными различные неравенства для гипергеометрических функций.

Введём ещё один класс подобных операторов, обобщающих операторы
Бушмана–Эрдейи (2.1)–(2.4).

Определим операторы Гаусса–Бушмана–Эрдейи по следующим фор-
мулам:

1F0+(a, b, c)[f ] =
1

2c−1Γ(c)
. (5.20)

x∫
0

(
x

y
− 1

)c−1(
x

y
+ 1

)a+b−c
2F1

(
a,b
c |1

2
− 1

2

x

y

)
f(y) dy,

2F0+(a, b, c)[f ] =
1

2c−1Γ(c)
. (5.21)

x∫
0

(y
x
− 1
)c−1 (y

x
+ 1
)a+b−c

2F1

(
a,b
c |1

2
− 1

2

y

x

)
f(y) dy,

1F−(a, b, c)[f ] =
1

2c−1Γ(c)
. (5.22)

x∫
0

(y
x
− 1
)c−1 (y

x
+ 1
)a+b−c

2F1

(
a,b
c |1

2
− 1

2

y

x

)
f(y) dy,

2F−(a, b, c)[f ] =
1

2c−1Γ(c)
. (5.23)
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x∫
0

(
x

y
− 1

)c−1(
x

y
+ 1

)a+b−c
2F1

(
a,b
c |1

2
− 1

2

x

y

)
f(y) dy,

3F0+[f ] =
d
dx1F0+[f ], 4F0+[f ] = 2F0+

d

dx
[f ], (5.24)

3F−[f ] = 1F−(− d
dx)[f ], 4F−[f ] = (− d

dx
)2F−[f ]. (5.25)

Операторы (5.20)–(5.23) обобщают операторы Бушмана–Эрдейи (2.1)–
(2.4) соответственно. Они сводятся к последним при выборе параметров
a = −(ν+µ), b = 1+ν−µ, c = 1−µ. На операторы (5.20)–(5.23) с соот-
ветствующими изменениями переносятся все полученные выше резуль-
таты. В частности они факторизуются через более простые операторы
(5.24)–(5.25) при специальном выборе параметров.

Операторы (5.24)–(5.25) обобщают операторы Бушмана–Эрдейи нуле-
вого порядка гладкости (2.10)–(2.13). Для них справедлива

Теорема 5.3.1 Операторы (5.24)–(5.25) могут быть расширены до изо-
метричных в L2(0,∞) тогда и только тогда, когда они совпадают с
операторами Бушмана–Эрдейи нулевого порядка гладкости I рода (2.10)–
(2.13) соответственно при целых значениях параметра ν = 1

2(b−a−1).

Эта теорема выделяет операторы Бушмана–Эрдейи нулевого порядка
гладкости среди их возможных обобщений по крайней мере вида (5.20)–
(5.25). Сами операторы (5.20)–(5.23) интересны как новый класс преобра-
зований, обобщающих операторы дробного интегродифференцирования.
Аналогичные обобщения можно проделать и для других операторов.

Более общими являются операторы с G–функцией Майера в ядре.
Например, один из таких операторов имеет вид

1G0+(α, β, δ, γ)[f ] =
2δ

Γ(1− α)Γ(1− β)
· (5.26)

x∫
0

(
x

y
− 1)−δ(

x

y
+ 1)1+δ−α−βG1 2

2 2

(
x

2y
− 1

2
|α, βγ, δ

)
f(y) dy.
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Остальные получаются при изменении промежутка интегрирования и
значений аргумента G – функции. При значениях параметров α = 1 −
a, β = 1 − b, δ = 1 − c, γ = 0 (5.26) сводится к (5.20), а при значениях
α = 1 + ν, β = −ν, δ = γ = 0 (5.26) сводится к оператору Бушмана–
Эрдейи I рода нулевого порядка гладкости 1S

ν
0+.

Дальнейшие обобщения возможны в терминах функций Райта или
Фокса (см. введение). На этом пути после операторов преобразования
Бушмана–Эрдейи и Гаусса–Бушмана–Эрдейи вводятся операторы преоб-
разования Майера–Бушмана–Эрдейи, Райта–Бушмана–Эрдейи и Фокса–
Бушмана–Эрдейи различных родов. Отметим, что вводимые конструк-
ции связаны с операторами преобразования для гипербесселевых диффе-
ренциальных операторов типа Сонина–Димовски и Пуассона–Димовски
[262], [263]–[264], а также обобщёнными интегродифференциальными опе-
раторами дробного порядка, которые были введены В. Киряковой [297]–
[298].
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K. Trimeche // Jour. Math. Pures Appl. — 1981. — No. 60. — P. 51–98.

[349] Trimeche K. Transformation intégrale de Riemann–Liouville
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