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Èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ

Ìû èñïîëüçóåì êîîðäèíàòíîå îïèñàíèå âåêòîðîâ (êàê ñòîëáöîâ) è

ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ (êàê ìàòðèö). Åñëè X � âåêòîð-ñòîëáåö, òî

òðàíñïîíèðîâàííûé âåêòîð (ñòðîêà) îáîçíà÷àåòñÿ X∗. Àíàëîãè÷íûé

ñèìâîë ∗ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèö. Ïîäîáíûå

îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿ è äëÿ íåêîòîðûõ îáúåêòîâ íà ãëàäêèõ

ìíîãîîáðàçèÿõ.

Ïðîñòðàíñòâî n × n ìàòðèö îáîçíà÷àåòñÿ L(Rn,Rn). Ñèìâîëîì

S(n) ìû îáîçíà÷àåì ïðîñòðàíñòâî ñèììåòðè÷åñêèõ n × n ìàòðèö �

ïîäïðîñòðàíñòâî â L(Rn,Rn). Ñèìâîë S+(n) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáî-

çíà÷åíèÿ ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ

n× n ìàòðèö, êîòîðûå îáðàçóþò îòêðûòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî

â S(n). Åãî çàìûêàíèå � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ

ìàòðèö � îáîçíà÷àåòñÿ S̄+(n). Äëÿ ãðóïïû óíèìîäóëÿðíûõ (ò.å. èìå-

þùèõ åäèíè÷íûå îïðåäåëèòåëü) n× n ìàòðèö ìû èñïîëüçóåì ñòàí-

äàðòíîå îáîçíà÷åíèå SL(n).

Ñèìâîë SLC(n) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷åñêèõ n× n ïî-

ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö ñ ïîñòîÿííûì (ðàâíûì C > 0)

îïðåäåëèòåëåì.

Âåçäå äàëåå äëÿ ìíîæåñòâà B â Rn èëè â L(Rn,Rn) ñèìâîë ∥B∥

îçíà÷àåò sup
y∈B

∥y∥. Ýòî ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå òåîðèè ìíîãîçíà÷-

4



íûõ îòîáðàæåíèé, êîòîðîå, êîíå÷íî, íå îçíà÷àåò, ÷òî íàáîðû ìíî-

æåñòâ îáðàçóþò íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

Âñþäó â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ñîãëàøåíèå Ýéíøòåéíà î ñóììèðî-

âàíèè ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ âåðõíåìó è íèæíåìó èíäåêñó.
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Ââåäåíèå

Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì áûëî ââåäåíî Ý.Íåëüñîíîì (ñì.

[26, 27, 28]) â øåñòèäåñÿòûõ ãîäàõ äâàäöàòîãî âåêà äëÿ íóæä

ñòîõàñòè÷åñêîé ìåõàíèêè ( âàðèàíòà êâàíòîâîé ìåõàíèêè ). Óðàâ-

íåíèå äâèæåíèÿ, â ýòîé òåîðèè, áûëî ïåðâûì ïðèìåðîì óðàâíåíèé

ñ ïðîèçâîäíûìè â ñðåäíåì. Çàòåì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â òåðìèíàõ

óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíûìè â ñðåäíåì îïèñûâàåòñÿ äâèæåíèå âÿç-

êîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (ñì., íàïðèìåð, [20, 21, 22]), à òàêæå

âèõðè â íåé (íàïðèìåð â [19]), íåêîòîðûå ìîäåëè ýêîíîìèêè [18] è

ìíîãèå äðóãèå. Â ðàáîòàõ Þ.Å. Ãëèêëèõà [5] áûëî íà÷àòî èçó÷åíèå

óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíûìè â ñðåäíåì êàê îòäåëüíîãî êëàññà ñòîõà-

ñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ý.Íåëüñîíîì áûëè ââåäåíû ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíûõ ñëåâà, ïðîèç-

âîäíûõ ñïðàâà, ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ è àíòèñèììåòðè÷å-

ñêèõ ïðîèçâîäíûõ. Òåêóùàÿ ñêîðîñòü � ýòî ñèììåòðè÷åñêàÿ ïðî-

èçâîäíàÿ â ñðåäíåì ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Îíà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåí-

íûì àíàëîãîì îáû÷íîé ôèçè÷åñêîé ñêîðîñòè äåòåðìèíèðîâàííîé

êðèâîé. Îñìîòè÷åñêèå ñêîðîñòè ïîêàçûâàþò êàê áûñòðî èçìåíÿåò-

ñÿ "ñëó÷àéíîñòü"ïðîöåññà. Ïðîèçâîäíàÿ ñïðàâà äàåò èíôîðìàöèþ î

ñíîñå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.

Â ðàáîòàõ Ñ. Àçàðèíîé èÞ.Å. Ãëèêëèõà, ïîñòðîåíà äîïîëíèòåëü-
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íî òàê íàçûâàåìàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ñðåäíåì, ñâÿçàííàÿ

ñ êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè, ÷òî ïîçâîëèëî êîððåêòíî ïîñòàâèòü

çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ïðîöåññà ïî åãî ïðîèçâîäíûì â ñðåäíåì.

Òåîðèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé, íà÷èíàÿ

ñ ðàáîò Ý.Ä. Êîíâåÿ [17], Êðè [24], Æ.Ï. Îáåíà è Äæ. Äà Ïðàòî

[15] è äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè, àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ (ñì., íàïðèìåð,

ñòàòüè Ì. Êèñåëåâè÷à, Ì. Ìèõòû è Å. Ìîòûëÿ è ëèòåðàòóðó â íèõ

â ñïåöèàëüíîì âûïóñêå æóðíàëà Dynamic Systems and Applications

2007 ã., [23, 25]).

Íà÷èíàÿ ñ ðàáîò Ñ. Àçàðèíîé è Þ.Å. Ãëèêëèõà (ñì. íàïðèìåð

[12], [14], [13]) , äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ ñ ïðîèçâîäíûìè â

ñðåäíåì, ðàññìàòðèâàëèñü êàê îòäåëüíûé êëàññ âêëþ÷åíèé.

Â ñâÿçè ñ çàäàíèåì ñëîæíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ óðàâíåíèÿ-

ìè è âêëþ÷åíèÿìè ñ ïðîèçâîäíûìè â ñðåäíåì, âîçíèêëà çàäà÷à îá

îïèñàíèè âêëþ÷åíèé ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè (â òåðìèíàõ, òàê íàçû-

âàåìûõ, ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì) è î ðàçðåøèìîñòè ýòèõ âêëþ÷åíèé.

Â ðàáîòàõ Ñ. Àçàðèíîé è Þ.Å. Ãëèêëèõà [12, 13] áûëî ïîêàçàíî,

÷òî åñëè çàäàíû òåêóùàÿ ñêîðîñòü è êâàäðàòè÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ â

ñðåäíåì (äàþùàÿ èíôîðìàöèþ î êîýôôèöèåíòå äèôôóçèè ïðîöåñ-

ñà), òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîöåññ, èìåþùèé

çàäàííóþ òåêóùóþ ñêîðîñòü è êâàäðàòè÷íóþ ïðîèçâîäíóþ. Åñëè çà-

äàíû ìíîãîçíà÷íàÿ òåêóùàÿ ñêîðîñòü è êâàäðàòè÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ,

òî óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ âî âêëþ÷åíèå. Äëÿ òàêîé çàäà÷è ó Ñ.

Àçàðèíîé è Þ.Å. Ãëèêëèõà (ñì. [12]) áûëî ïîëó÷åíî óòâåðæäåíèå î

ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà çàäàíû ìíîãîçíà÷íàÿ òå-

êóùàÿ ñêîðîñòü è îäíîçíà÷íàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðè íåêî-

òîðûõ î÷åíü ñòðîãèõ óñëîâèÿõ. Ïîýòîìó áûëî âàæíî äàëüíåéøåå èñ-
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ñëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè ïîäîáíîãî ðîäà âêëþ÷åíèé, â áîëåå îáùèõ

ñëó÷àÿõ äëÿ òåêóùåé ñêîðîñòè è êâàäðàòè÷íîé ïðîèçâîäíîé.

Â êà÷åñòâå áàçîâîé òåîðåìû ìû èñïîëüçóåì òåîðåìó î ñóùåñòâî-

âàíèè ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèé ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè, êîòîðàÿ áû-

ëà ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòå [13]. Äàííàÿ òåîðåìà òðåáóåò ãëàäêîñòü

ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé, ÷òî ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò èçó÷åíèå

âêëþ÷åíèé ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèé. Îò-

ìåòèì, ÷òî äðóãèå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèé

ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå èçâåñòíû.

×òîáû èçáåæàòü òåõíè÷åñêèõ ñëîæíîñòåé, ìû ðàññìîòðèì âêëþ-

÷åíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè íà ïëîñêîì n-ìåðíîì

òîðå Tn (ò.å. ðèìàíîâà ìåòðèêà íà Tn íàñëåäóåòñÿ èç Rn ïðè ôàê-

òîðèçàöèè ïî öåëî÷èñëåííîé ðåø¼òêå). Óäîáñòâî èñïîëüçîâàíèÿ Tn

îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî Tn ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìíîãîîáðàçèåì è,

ñëåäîâàòåëüíî, âñå ãëàäêèå îáúåêòû íà í¼ì îãðàíè÷åíû, è ïðè ýòîì

ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà èññëåäóåìûõ îáúåêòîâ òàêèå æå, êàê â Rn.

Öåëü ðàáîòû. Èññëåäîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ

òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè è äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ èõ ðåøåíèé.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèé ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ñîâðåìåííî-

ãî ãëîáàëüíîãî è ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà, èäåé è ìåòîäîâ ôóíêöè-

îíàëüíîãî àíàëèçà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿ-

þòñÿ íîâûìè. Íàèáîëåå âàæíûìè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

Íàéäåíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé

ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ

ñ êâàäðàòè÷íîé ïðîèçâîäíîé àâòîíîìíà
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1. â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ ìíîãîçíà÷íûõ òåêóùåé ñêîðîñòè è êâàä-

ðàòè÷íîé ïðîèçâîäíîé ñ òåëåñíûìè âûïóêëûìè çàìêíóòûìè

îáðàçàìè, à òàêæå ñ íåòåëåñíûìè, ëåæàùèìè â ïîäïðîñòðàí-

ñòâàõ ïîñòîÿííîé ðàçìåðíîñòè;

2. â ñëó÷àå, êîãäà ïðàâûå ÷àñòè èìåþò ãëàäêèå ε-àïïðîêñèìàöèè ñ

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûìè ïåðâûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè;

3. â ñëó÷àå ïîëóíåïðåðûâíûõ ñâåðõó ïðàâûõ ÷àñòåé ñ âûïóêëûìè

çàìêíóòûìè îãðàíè÷åííûìè îáðàçàìè;

4. â ñëó÷àå ïîëóíåïðåðûâíûõ ìíîãîçíà÷íûõ òåêóùèõ ñêîðîñòåé è

ìíîãîçíà÷íûõ êâàäðàòè÷íûõ ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì ñî çíà÷å-

íèÿìè â ìíîæåñòâå ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö ñ ïîñòîÿííûì îïðå-

äåëèòåëåì;

5. â ñëó÷àå ïîëóíåïðåðûâíûõ ñíèçó ïðàâûõ ÷àñòåé ñ âûïóêëûìè

çàìêíóòûìè îãðàíè÷åííûìè îáðàçàìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò

òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû âàæíû

äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ýêîíîìèêè è äð.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü

íà ìåæäóíàðîäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ-ñèìïîçèóìàõ ÊÐÎÌØ-

2009, ÊÐÎÌØ-2011, ÊÐÎÌØ-2015 (Ñåâàñòîïîëü 2009,2011,2015);

íà IV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè �Ñîâðåìåííûå ïðîáëå-

ìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêî-

ãî ìîäåëèðîâàíèÿ� (Âîðîíåæ 2011); Êðûìñêîé Ìåæäóíàðîäíîé Ìà-

òåìàòè÷åñêîé Êîíôåðåíöèè ÊÌÌÊ-2013 (Ñóäàê 2013); Ðîññèéñêîé

Øêîëû-Êîíôåðåíöèè �Ìàòåìàòèêà, èíôîðìàòèêà, èõ ïðèëîæåíèÿ è
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ðîëü â îáðàçîâàíèè� (Ìîñêâà 2009); íà �Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåí-

öèè ïî ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäàì� Ðîñòîâ-íà-Äîíó - 2016; íà íàó÷íûõ

ñåññèÿõ Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà 2011-2015 ãî-

äîâ.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ

[29] � [41]. Èç ñîâìåñòíûõ ðàáîò [31, 32, 36, 40] â äèññåðòàöèþ âîøëè

ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå òîëüêî ëè÷íî äèññåðòàíòîì. Ðàáîòû [31, 32]

îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóð-

íàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç

ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 14 ïàðàãðàôîâ, è ñïèñêà ëèòåðà-

òóðû. Îáùèé îáú¼ì ðàáîòû � 80 ñòðàíèö. Áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò

41 íàèìåíîâàíèå.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Ïåðâàÿ ãëàâà ðàáîòû íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð è ñîäåð-

æèò íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé,

ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà. Â ÷àñòíîñòè, äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ êëàññè-

÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì, çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ.

Ïóñòü T n � ïëîñêèé n-ìåðíûé òîð. Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àéíûå

ïðîöåññû â T n çàäàííûå íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå

(Ω,F ,P), t ∈ [0, T ] ⊂ R. Ïóñòü ξ(t) � òàêîé ïðîöåññ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ξ
t σ-ïîäàëãåáðó F ïîðîæäåííóþ ïðîîáðàçà-

ìè áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â T n îòîáðàæåíèåì ξ(t) : Ω → T n; N ξ
t

íàçûâàåòñÿ �íàñòîÿùèì� äëÿ ξ(t).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Eξ
t óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îòíîñè-

òåëüíî N ξ
t äëÿ ξ(t).
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Îïðåäåëåíèå 1.7 (i) Ïðîèçâîäíàÿ ñïðàâà Dξ(t) çàäàåòñÿ ôîðìó-

ëîé

Dξ(t) = lim
△t→+0

Eξ
t (
ξ(t+△t)− ξ(t)

△t
),

ãäå ïðåäåë ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâóþùèì â L1(Ω,F ,P) è△t → +0

îçíà÷àåò, ÷òî △t ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è ïðè ýòîì △t > 0.

Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ξ(t) çíà÷åíèåDξ(t) ðàâ-

íî ñíîñó ýòîãî ïðîöåññà, â êîòîðûé ïîäñòàâëåíî ξ(t). Àíàëîãè÷íî

ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé ñëåâà D∗ξ(t).

Îïðåäåëåíèå 1.8 (ii) ïðîèçâîäíàÿ ñëåâà D∗ξ(t) çàäàåòñÿ ôîð-

ìóëîé

D∗ξ(t) = lim
∆t→+0

Eξ
t (
ξ(t)− ξ(t−∆t)

∆t
)

ãäå ïðåäåë ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâóþùèì â L1(Ω,F ,P) è△t → +0

îçíà÷àåò, ÷òî △t ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è ïðè ýòîì △t > 0.

Ñëåäóÿ [5], çàäàäèì äèôôåðåíöèðîâàíèå D2 ôîðìóëîé

D2ξ(t) = lim
△t→+0

Eξ
t (
(ξ(t+△t)− ξ(t))(ξ(t+△t)− ξ(t))∗

△t
), (1.6)

ãäå (ξ(t+△t)− ξ(t)) � âåêòîð-ñòîëáåö (âåêòîð â Rn), à (ξ(t+△t)−

ξ(t))∗ � âåêòîð ñòðîêà (òðàíñïîíèðîâàííûé èëè ñîïðÿæåííûé âåê-

òîð). Ðåçóëüòàò ýòîãî ìàòðè÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ � ìàòðèöà ðàíãà 1,

íî ïîñëå âçÿòèÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è ïåðåõîäà ê

ïðåäåëó D2ξ(t) ñòàíîâèòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé íåîòðèöàòåëüíî îïðåäå-

ëåííîé ìàòðè÷íîé ôóíêöèåé íà [0, T ] × Rn. D2 íàçûâàåòñÿ êâàäðà-

òè÷íîé ïðîèçâîäíîé â ñðåäíåì. Îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ìíîæå-

ñòâå ñèììåòðè÷åñêèõ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ òåíçîðîâ (ìàò-

ðèö) òèïà (2, 0).

Îïðåäåëåíèå 1.9 Ââåäåì ñèììåòðè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ â ñðåä-
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íåì DS = 1
2(D +D∗) è àíòèñèììåòðè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ â ñðåä-

íåì DA = 1
2(D −D∗)

Ðàññìîòðèì òàêæå âåêòîðû vξ(t, x) = 1
2 (aξ(t, x) + aξ∗(t, x)) è

uξ(t, x) = 1
2 (aξ(t, x)− aξ∗(t, x)).

Îïðåäåëåíèå 1.10 Âåêòîð vξ(t)) = vξ(t, ξ(t)) = DSξ(t) íàçû-

âàåòñÿ òåêóùåé ñêîðîñòüþ ïðîöåññà ξ(t), à uξ(t) = uξ(t, ξ(t)) =

DAξ(t) íàçûâàåòñÿ îñìîòè÷åñêîé ñêîðîñòüþ ïðîöåññà ξ(t).

Â ðàáîòàõ Ý.Íåëüñîíà ïîêàçàíî, ÷òî ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè

çðåíèÿ èìåííî òåêóùàÿ ñêîðîñòü ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì îáû÷íîé

ñêîðîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîöåññîâ.

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ òåêóùèìè

ñêîðîñòÿìè:

Ïóñòü v(t,m) � âåêòîðíîå ïîëå, α(t,m) � ñèììåòðè÷åñêîå íåîò-

ðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå íà òîðå T n. Ñèñòåìà

âèäà  DSξ(t) = v(t, ξ(t))

D2ξ(t) = α(t, ξ(t))
(1.7)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 1.11 Ãîâîðÿò, ÷òî (1.7) íà T n èìååò ðåøåíèå

íà [0, T ] ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ξ(0) = ξ0 åñëè ñóùåñòâóåò âå-

ðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F ,P) è ïðîöåññ, ξ(t) çàäàííûé íà

(Ω,F ,P) è ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ â T n, òàêîé, ÷òî ξ(0) = ξ0 è

äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, T ] óðàâíåíèå (1.7) âûïîëíÿåòñÿ P-ï.í. äëÿ

ξ(t).

Îòìåòèì ñëåäóþùåå âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî. Â ðàáîòå ìû èñïîëü-

çåì òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.7), äîêàçàííóþ

Ñ.Â. Àçàðèíîé è Þ.Å. Ãëèêëèõîì, â ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî ïðàâûå
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÷àñòè (1.7) ãëàäêè è îãðàíè÷åíû, à òàêæå ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-

ëåíèÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ãëàäêà è íèãäå íå ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó

ïðè èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè âêëþ÷åíèé ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿ-

ìè ñòàíäàðòíûå ïðèåìû, èñïîëüçóþùèå ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâ-

íûõ ñåëåêòîðîâ èëè íåïðåðûâíûõ ε-àïïðîêñèìàöèé òðåáóþò ìîäè-

ôèêàöèè.

Âòîðàÿ ãëàâà ñîäåðæèò ïîëó÷åííûå àâòîðîì òåõíè÷åñêèå óò-

âåðæäåíèÿ, øèðîêî èñïîëüçóåìû â äàëüíåéøåì. Îñíîâíûì ðåçóëü-

òàòîì �2.1 ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ëþáîé ìàòðèöû èç SLC(n) ñ èñïîëüçî-

âàíèåì ìàòðèö èç ñïåöèàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà ìàò-

ðèö L(Rn,Rn) � ïðîñòðàíñòâî T−(n) íèæíå-òðåóãîëüíûõ n× n ìàò-

ðèö ñ íóëÿìè íà äèàãîíàëè � è L0(n) � ïðîñòðàíñòâî äèàãîíàëüíûõ

ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì. Ñâÿçü ñ ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñ SLC(n)

îñóùåñòâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûìè îòîáðàæåíèÿìè, êîòîðûå îáîçíà÷à-

þòñÿ T è LC, ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò èñïîëü-

çîâàòü àïïàðàò ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ñ âûïóêëûìè îáðàçà-

ìè, â òî âðåìÿ êàê ìíîæåñòâî SLC(n) íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðî-

ñòðàíñòâîì è â íåì ïîíÿòèå âûïóêëîãî ïîäìíîæåñòâà íå êîððåêòíî.

Êðîìå ýòîãî îïèñûâàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà òîðå,

ïîðîæäåííîé ãëàäêîé íåâûðîæåííîé ïðàâîé ÷àñòüþ äëÿ êâàäðàòè÷-

íîé ïðîèçâîäíîé â ñðåäíåì â óðàâíåíèè ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè, à

òàêæå ôîðìû îáúåìà ýòîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè .

Â �2.2 äîêàçûâàåòñÿ îäíî óòâåðæäåíèå î ñëàáîé êîìïàêòíîñòè

ìåð íà ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ êðèâûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøå-

íèÿì óðàâíåíèé ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè.

Â òðåòüåé ãëàâå îò óðàâíåíèé ìû ïåðåõîäèì ê âêëþ÷åíèÿì ñ

òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè. Ïóñòü v(t,m) � ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå,
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α(t,m) � ìíîãîçíà÷íîå ñèììåòðè÷åñêîå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå

(2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå íà T n. Ñèñòåìà âèäà DSξ(t) ∈ v(t, ξ(t)),

D2ξ(t) ∈ α(t, ξ(t)).
(3.1)

íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèåì ñ òåêóùèìè ñêîðî-

ñòÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîíÿòèå ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (3.1) â òî÷íî-

ñòè àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ ðåøåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ñ òåêóùèìè ñêîðî-

ñòÿìè, ââåäåííîìó â Îïðåäåëåíèè (1.11).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì �3.1 ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùèõ

òåîðåì:

Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü v(t,m) � ìíîãîçíà÷íîå ðàâíîìåðíî îãðàíè-

÷åííîå âåêòîðíîå ïîëå íà T n, èìåþùåå ãëàäêèé ñåëåêòîð, à α(m)

� ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå, òàêæå èìåþùåå ãëàäêèé ñå-

ëåêòîð, ñî çíà÷åíèÿìè â S+(n). Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ñî

çíà÷åíèÿìè â T n, ÷üÿ ïëîòíîñòü ρ0 ãëàäêà è íèãäå íå ðàâíà íó-

ëþ. Òîãäà äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ξ(0) = ξ0 âêëþ÷åíèå (3.1) èìååò

ðåøåíèå, êîòîðîå ñóùåñòâóåò íà âñåì èíòåðâàëå t ∈ [0, T ].

Äàëåå äëÿ òåëåñíîãî çàìêíóòîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà A è âåêòî-

ðà V â Rn ìû ââîäèì òàê íàçûâàåìóþ îïîðíóþ ôóíêöèþ Ψ(A, V ) =

sup
y∈A

(y, V ), ãäå (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ðàññìàòðèâàåì ìíî-

ãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå v(t,m) íà T n, ó êîòîðîãî îáðàçû òåëåñ-

íû, âûïóêëû è çàìêíóòû. Ïîñêîëüêó êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ê òîðó

òðèâèàëüíî, ìû ðàññìàòðèâàåì ïîñòîÿííîå âåêòîðíîå ïîëå V íà òî-

ðå. ×åðåç Ψ(t,m, V ) îáîçíà÷èëè îïîðíóþ ôóíêöèþ Ψ(v(t,m), V ).

Ïóñòü òàêæå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå α(t,m) íà T n ñ òåëåñíûìè, âû-

ïóêëûìè, çàìêíóòûìè îáðàçàìè. Òàê êàê α(t,m) ïðèíèìàåò çíà÷å-
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íèÿ â S+(n) ⊂ L(Rn,Rn), ÷òî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì,

ìû ñòðîèì îïîðíóþ ôóíêöèþ Ψ1(t,m, V1) äëÿ α(t,m), ïî àíàëîãèè

ñ ïðèâåäåííîé âûøå ñõåìîé, ãäå V1 ïîñòîÿííîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå

íà T n.

Ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ ìû äîêàçûâàåì òåîðåìû ñóùåñòâîâà-

íèÿ ðåøåíèé äëÿ ñëó÷àÿ òåëåñíûõ, âûïóêëûõ çàìêíóòûõ îáðàçîâ:

Óñëîâèå 3.2 Ïðè ëþáîì V è V1 ôóíêöèè Ψ(t,m, V ) è

Ψ1(t,m, V1) ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè.

Òåîðåìà 3.3 Ïóñòü v(t,m) � ìíîãîçíà÷íîå ðàâíîìåðíî îãðà-

íè÷åííîå íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå íà T n èìåþùåå òåëåñíûå,

âûïóêëûå çàìêíóòûå îáðàçû è óäîâëåòâîðÿþùåå Óñëîâèþ (3.2), à

α(m) � ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå òàê æå èìåþùåå òå-

ëåñíûå, çàìêíóòûå, âûïóêëûå îáðàçû, è òàê æå óäîâëåòâîðÿþùåå

Óñëîâèþ (3.2). Êðîìå òîãî, ïóñòü ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ξ, ñî çíà-

÷åíèÿìè â T n, èìååò ïëîòíîñòü ãëàäêóþ, íèãäå íå ðàâíóþ íóëþ.

Òîãäà äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ξ(0) = ξ0 âêëþ÷åíèå (3.1) èìååò ðå-

øåíèå, êîòîðîå ñóùåñòâóåò íà âñåì èíòåðâàëå t ∈ [0, T ].

Äàëåå, ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà îáðàçû v(t,m) è α(t,m)

íå òåëåñíû. Âìåñòî ýòîãî ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êàæäîå îòîáðàæå-

íèå v(t,m) (α(t,m)), ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó â TmT n (ïîä-

ïðîñòðàíñòâó â ïðîñòðàíñòâå (2, 0)-òåíçîðîâ â m, ñîîòâåòñòâåííî),

ïðè÷åì, óêàçàííûå ïîäïðîñòðàíñòâà èìåþò ïîñòîÿííóþ ðàçìåð-

íîñòü k (k1, ñîîòâåòñòâåííî) íå çàâèñÿùóþ îò m ∈ T n. Åñëè,

ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå, êàæäîìóm ∈ T n, âûøåóêàçàííîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî, òî ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå Φ èç T n â ìíîãîîáðàçèå àôèí-

íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñ ðàçìåðíîñòüþ k êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà

TmT n (îòîáðàæåíèå Φ1 â ìíîãîîáðàçèå àôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ,
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ïðîñòðàíñòâà (2, 0)- òåíçîðîâ)

Óñëîâèå 3.4 Îòîáðàæåíèÿ Φ è Φ1 ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè

Òåîðåìà 3.5 Ïóñòü v(t,m) (α(t,m)) � ìíîãîçíà÷íîå ðàâíîìåð-

íî îãðàíè÷åííîå íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå ((2, 0) - òåíçîðíîå

ïîëå ñî çíà÷åíèÿìè â S+(n)) íà T n òàêîå, ÷òî êàæäûé îáðàç

v(t,m) ëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâå â TmT n (êàæäûé îáðàç α(t,m)

ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå, ïðîñòðàíñòâà (2, 0)-òåíçîðîâ, ñî-

îòâåòñòâåííî), ïðè÷åì óêàçàííûå ïîäïðîñòðàíñòâà èìåþò

ïîñòîÿííóþ ðàçìåðíîñòü k < n (k1 < n, ñîîòâåòñòâåííî), íå

çàâèñÿùóþ îò m ∈ T n, è âûïîëíåíî Óñëîâèå 3.4. Òîãäà äëÿ

íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ξ(0) = ξ0 âêëþ÷åíèå (3.1) èìååò ðåøåíèå,

êîòîðîå ñóùåñòâóåò íà âñåì èíòåðâàëå t ∈ [0, T ].

Â �3.2 ïîëó÷åí ðåçóëüòàò äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñóùåñòâóþò ε-àïïðî-

êñèìàöèè ïðàâîé ÷àñòè âêëþ÷åíèÿ ñ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûìè

ïåðâûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Òåîðåìà 3.6 Ïóñòü ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå v(m) íà Tn

è ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå α íà T n àâòîíîìíû, ðàâíî-

ìåðíî îãðàíè÷åíû è èìåþò çàìêíóòûå îáðàçû. Ïóñòü ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë εk → 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ

ëþáîãî εk ïîëå v(m) (α(m), ñîîòâåòñòâåííî)èìååò ãëàäêóþ εk-

àïïðîêñèìàöèþ vk(m) (αk(m), ñîîòâåòñòâåííî)è âñå ýòè àïïðîê-

ñèìàöèè èìåþò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå îäíîé è òîé æå êîí-

ñòàíòîé ïî ñîâîêóïíîñòè t ∈ [0, T ] è m ∈ Tn ïåðâûå ÷àñòíûå ïðî-

èçâîäíûå ∂vi

∂mk (
∂αij

∂qk
, ñîîòâåòñòâåííî). Òîãäà äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ

ξ(0) = ξ0, âêëþ÷åíèå (3.1) èìååò ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà âñåì

èíòåðâàëå t ∈ [0, T ]

Â �3.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ïîëóíåïðåðûâíûõ ñâåðõó ïðàâûõ
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÷àñòåé.

Òåîðåìà 3.7 Ïóñòü ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå v(m) íà Tn

è ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå α, ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèÿ â

S+(n), íà T n àâòîíîìíû, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, èìåþò çàìêíó-

òûå âûïóêëûå îáðàçû è ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó. Òîãäà äëÿ íà÷àëü-

íîãî óñëîâèÿ ξ(0) = ξ0 ñ ãëàäêîé ïëîòíîñòüþ íèãäå íå ðàâíîé íóëþ,

âêëþ÷åíèå (3.1) èìååò ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà âñåì èíòåðâàëå

t ∈ [0, T ].

�3.4 ïîñâÿùåí âàæíîìó äëÿ ïðèëîæåíèé ñëó÷àþ, êîãäà ïðàâàÿ

÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ ñ êâàäðàòè÷íîé ïðîèçâîäíîé ïðèíèìàåò çíà÷å-

íèÿ â ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèöàõ ñ ïîñòîÿííûì îïðåäåëèòåëåì. Ìû

ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå.

Óñëîâèå 3.8

(i) Ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå α íà T n ïðèíèìàåò çíà-

÷åíèÿ â SLC(n); îíî àâòîíîìíî è ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

(ii) Çíà÷åíèÿ α çàìêíóòû è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû.

(iii) äëÿ êàæäîãî m ∈ T n ìíîæåñòâî T(α(m)) âûïóêëî â T−(n)

è ìíîæåñòâî LC(α(m)) âûïóêëî â L0(n).

Òåîðåìà 3.9 Ïóñòü v(t,m) � ìíîãîçíà÷íîå ðàâíîìåðíî îãðàíè-

÷åííîå âåêòîðíîå ïîëå íà T n, èìåþùåå ãëàäêèé ñåëåêòîð v(t,m), à

α(m) � ìíîãîçíà÷íî (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-

âèþ 3.8. Ïóñòü òàêæå ξ0 � ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ñî çíà÷åíèÿìè â

T n,÷üå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, îòíîñèòåëüíî ôîðìû îáúåìà

ΛE ðàâíî
√
Cρ0 ãäå ρ0 ãëàäêî è íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Òîãäà

äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ξ(0) = ξ0 âêëþ÷åíèå (3.1) èìååò ðåøåíèå,

îïðåäåëåííîå ïðè t ∈ [0, T ].

×àñòíûì ñëó÷àåì ðàññìîòðåííîé âûøå â ýòîì ðàçäåëå ñèòóàöèè
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ÿâëÿåòñÿ Òåîðåìà 3.10, â óñëîâèè êîòîðîé v èìååò ãëàäêèé ñå-

ëåêòîð (íàïðèìåð, îäíîçíà÷íî è ãëàäêî), à ïîëå α ìíîãîçíà÷íî è

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèöàõ ñ åäèíè÷íûì îïðå-

äåëèòåëåì, òî åñòü â SL(n)
∩

S+(n).

Â �3.4.2 äîêàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòü âêëþ÷åíèÿ (3.1) â ñëó÷àå,

êîãäà ó ïîëÿ v íåò ãëàäêîãî ñåëåêòîðà, íî ñóùåñòâóþò ãëàäêèå ε-

àïïðîêñèìàöèè.

Óñëîâèå 3.11 Ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå v(m) íà Tn àâòî-

íîìíî, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî è èìååò çàìêíóòûå îáðàçû. Ñóùå-

ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë εk → 0 òàêàÿ,

÷òî äëÿ ëþáîãî εk ïîëå v(m) èìååò ãëàäêóþ εk-àïïðîêñèìàöèþ

vi(m) è âñå ýòè àïïðîêñèìàöèè èìåþò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå

îäíîé è òîé æå êîíñòàíòîé ïî ñîâîêóïíîñòè t ∈ [0, T ] è m ∈ Tn

ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂vi
∂mj

.

Òåîðåìà 3.13 Ïóñòü ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå v(t,m) íà

T n óäîâëåòâîðÿåò Óñëîâèþ 3.11, à ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)-òåíçîðíîå

ïîëå α(m) óäîâëåòâîðÿåò Óñëîâèþ 3.8.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ξ0 ñî çíà÷åíèÿìè â T n, ó êî-

òîðîãî ðàñïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíî ôîðìû îáúåìà ΛE ðàâíî
√
Cρ0,

ãäå ρ0 ãëàäêî è íèãäå íå ðàâíî íóëþ. Òîãäà äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ

ξ(0) = ξ0 âëþ÷åíèå (3.1) èìååò ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà âñåì èí-

òåðâàëå t ∈ [0, T ].

Â �3.4.3 ïîëó÷åí ðåçóëüòàò äëÿ ñëó÷àÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðå-

ðûâíûõ ε-àïïðîêñèìàöèé ïîëåé v è α.

Â ýòîì ñëó÷àå ìû íàêëàäûâàåì íà v(t,m) ñëåäóþùåå óñëîâèå:

Óñëîâèå 3.14 Ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå v(m) íà Tn àâòî-

íîìíî, ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííî ñ çàìêíó-
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òûìè âûïóêëûìè îáðàçàìè.

Òåîðåìà 3.15 Ïóñòü ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå v(t,m) íà

T n óäîâëåòâîðÿåò Óñëîâèþ 3.14 è ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)- òåíçîðíîå

ïîëå α(m) óäîâëåòâîðÿåò Óñëîâèþ 3.8. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé

ýëåìåíò ξ0 ñî çíà÷åíèÿìè â T n, ÷üÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ,

îòíîñèòåëüíî ôîðìû îáúåìà ΛE ðàâíà
√
Cρ0 ãäå ρ0 ãëàäêà è íè-

ãäå íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Òîãäà äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ξ(0) = ξ0

âêëþ÷åíèå (3.1) èìååò ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà âñåì èíòåðâàëå

t ∈ [0, T ].

È íàêîíåö, â �3.5 ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ ïîëóíåïðå-

ðûâíîñòè ñíèçó ïðàâîé ÷àñòè âêëþ÷åíèÿ (3.1).

Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùèé ñëó÷àé.

Òåîðåìà 3.16.Ïóñòü ïîëÿ v è α àâòîíîìíû, ïîëóíåïðåðûâ-

íû ñíèçó, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû â ñîîòâåñòâóþùèõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ ïîëåé è èìåþò âûïóêëûå çàìêíóòûå îáðàçû.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ξ0 ñî çíà÷åíèÿìè â T n, ó êî-

òîðîãî ïëîòíîñòü ρ0 îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâîé ôîðìû îáúåìà ΛE

ãëàäêà è íèãäå íå ðàâíà íóëþ. Òîãäà äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ξ(0) =

ξ0 âëþ÷åíèå (3.1) èìååò ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà âñåì èíòåðâàëå

t ∈ [0, T ].

Çàòåì ðàññìàòðèâàåíòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïîëå α ïðèíèìàåò çíà÷å-

íèÿ â SLC(n).

Ïóñòü α(t,m) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

Óñëîâèå 3.17 (i) Ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå α íà T n

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â SLC(n); îíî àâòîíîìíî è ïîëóíåïðåðûâíî

ñíèçó.

(ii) Çíà÷åíèÿ α çàìêíóòû è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû.
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(iii) äëÿ êàæäîãî m ∈ T n ìíîæåñòâî T(α(m)) âûïóêëî â T−(n)

è ìíîæåñòâî LC(α(m)) âûïóêëî â L0(n).

Òåîðåìà 3.18 Ïóñòü ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå v(m) íà T n

àâòîíîìíî, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî, ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó è èìååò

âûïóêëûå îáðàçû, à ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå α(m)

óäîâëåòâîðÿåò Óñëîâèþ 3.17. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ξ0

ñî çíà÷åíèÿìè â T n, ó êîòîðîãî ïëîòíîñòü ρ0 îòíîñèòåëüíî åâ-

êëèäîâîé ôîðìû îáúåìà ΛE ãëàäêà è íèãäå íå ðàâíà íóëþ. Òîãäà

äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ξ(0) = ξ0 âëþ÷åíèå (3.1) èìååò ðåøåíèå,

îïðåäåëåííîå íà âñåì èíòåðâàëå t ∈ [0, T ].
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Ãëàâà 1

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â ýòîé ãëàâå, íà îñíîâàíèè ïóáëèêàöèé [26, 27, 28, 20, 4, 2] ïðèâîäÿò-

ñÿ íåîáõîäèìûå ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ

îòîáðàæåíèé è ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà. Â ÷àñòíîñòè, äàþòñÿ îïðå-

äåëåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì ïî Íåëüñîíó è

ïîíÿòèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ-

÷åíèé â òåðìèíàõ, òàê íàçûâàåìûõ, òåêóùèõ ñêîðîñòåé(ïðÿìûõ

àíàëîãîâ îáû÷íîé ñêîðîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèñòåì) è êâàäðà-

òè÷íûõ ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì (äàþùèõ èíôîðìàöèþ íà êîýôôè-

öèåíò äèôôóçèè). Äàåòñÿ ïîíÿòèå ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè.

1.1 Ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

Ðàññìîòðèì ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà X è Y . Ïóñòü F îáîçíà÷àåò

ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå èç X â Y .

Îïðåäåëåíèå 1.1 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðè çàäàííîì ε > 0 íåïðå-

ðûâíîå îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå fε : X → Y ÿâëÿåòñÿ ε-àïïðî-

êñèìàöèåé ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F : X → Y , åñëè ãðàôèê
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îòîáðàæåíèÿ f , êàê ìíîæåñòâî â X×Y , ëåæèò â ε-îêðåñòíîñòè

ãðàôèêà îòîáðàæåíèÿ F .

Îïðåäåëåíèå 1.2 Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : x → Y íàçûâà-

åòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó â òî÷êå x ∈ X, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(x) òàêàÿ, ÷òî èç x′ ∈ U(x) ñëåäóåò,

÷òî F (x) ëåæèò â ε-îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà F (x′). F íàçûâàåò-

ñÿ ïîóëíåïðåðûâíûì ñíèçó íà X, åñëè îíî ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó â

êàæäîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 1.3 Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ïîëó-

íåïðåðûâíûì ñâåðõó â òî÷êå x ∈ X, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñó-

ùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(x) òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî èç x′ ∈ U(x)

ñëåäóåò, ÷òî F (x′) ëåæèò â ε-îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà F (x). F

íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó íà X, åñëè îíî ïîëóíåïåðå-

ðûâíî ñâåðõó â êàæäîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 1.4 Åñëè îòîáðàæåíèå F îäíîâðåìåííî ïîëóíåïðå-

ðûâíî ñíèçó è ñâåðõó, òî îíî íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì ïî Õàóñäîð-

ôó (èëè ïðîñòî íåïðåðûâíûì).

Äëÿ ìíîæåñòâ A è B óêëîíåíèå è ìåòðèêà Õàóñäîðôà ââîäÿòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì

H̄(A,B) = sup
a∈A

dist(a,B) è H(A,B) = max{H̄(A,B), H̄(B,A)}.

Îòîáðàæåíèÿ íåïðåðûâíûå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.4 íåïðåðûâíû

îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè Õàóñäîðôà.

Îïðåäåëåíèå 1.5 Îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâà-

åòñÿ ñå÷åíèåì ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F , åñëè äëÿ êàæäîãî

x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå f(x) ∈ F (x).
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Òåîðåìà 1.6 (Ìàéêëà) Åñëè X � ïðîèçâîëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî, à Y � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, òî ïîëóíåïðåðûâíîå ñíè-

çó îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî îáðàç ëþáîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ âûïóê-

ëûì çàìêíóòûì ìíîæåñòîâì, èìååò íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå.

Èçâåñòíî, ÷òî ïîëóíåïðåðûâíûå ñâåðõó îòîáðàæåíèÿ ñ âûïóêëû-

ìè çàìêíóòûìè çíà÷åíèÿìè îáëàäàþò ε-àïïðîêñèìàöèÿìè äëÿ ëþ-

áîãî ε > 0 (ñì. [2] )

1.2 Ïðîèçâîäíûå â ñðåäíåì. Òåêóùèå ñêîðîñòè

Ïóñòü ξ(t) � ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ â Rn ïðè t ∈ [0;T ], îïðåäåë¼í-

íûé íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P) òàêîé, ÷òî

ξ(t) ÿâëÿåòñÿ L1-ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé äëÿ âñåõ t. Èçâåñòíî, ÷òî êàæ-

äûé òàêîé ïðîöåññ îïðåäåëÿåò òðè ñåìåéñòâà σ-ïîäàëãåáð σ-àëãåáðû

F :

(i) �ïðîøëîå� Pξ
t � ïîðîæäåííîå ïðîîáðàçàìè áîðåëåâñêèõ ìíî-

æåñòâ â Rn ïðè âñåõ îòîáðàæåíèÿõ ξ(s) : Ω → Rn äëÿ 0 < s < t;

(ii) �áóäóùåå� F ξ
t � ïîðîæäåííîå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ t < s <

T ;

(iii) �íàñòîÿùåå� N ξ
t � ïîðîæäåííîå ñàìèì îòîáðàæåíèåì ξ(t).

Âñå ñåìåéñòâà äîëæíû áûòü ïîëíûìè, òî åñòü ñîäåðæàòü âñå ìíî-

æåñòâà âåðîÿòíîñòè íóëü.

Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì Eξ
t � óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäà-

íèåì. E(·|N ξ
t ) îòíîñèòåëüíî �íàñòîÿùåãî� N

ξ
t äëÿ ξ(t).

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èñïîëüçóåì ïîíÿòèÿ ïðîøëîãî, áóäóùåãî è

íàñòîÿùåãî, ââåäåííûå â �1.2. Èòàê, ó÷èòûâàÿ èçëîæåííîå â �1.2,

ïóñòü T n � ïëîñêèé n-ìåðíûé òîð. Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àéíûå
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ïðîöåññû â T n çàäàííûå íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå

(Ω,F ,P), t ∈ [0, T ] ⊂ R. Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Eξ
t îáîçíà÷åíî óñëîâ-

íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îòíîñèòåëüíî íàñòîÿùåãî ïðîöåññà

ξ(·) â ìîìåíò âðåìåíè t. Ñëåäóÿ [26, 27, 28, 20, 4, 2] âåäåì ñëåäó-

þùèå ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.7 Ïðîèçâîäíàÿ â ñðåäíåì ñïðàâà Dξ(t) ñòî-

õàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà ξ(t) â ìîìåíò âðåìåíè t åñòü L1-

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà âèäà

Dξ(t) = lim
△t↓0

Eξ
t

(ξ(t+△t)− ξ(t)

△t

)
, (1.1)

ãäå ïðåäåë ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâóþùèì â L1(Ω,F ,P) è △t ↓ 0

îçíà÷àåò, ÷òî △t ñòðåìèòñÿ ê 0 è △t > 0.

Îïðåäåëåíèå 1.8 Ïðîèçâîäíîé â ñðåäíåì ñëåâà D∗ξ(t) ñòîõàñòè-

÷åñêîãî ïðîöåññà ξ(t) â ìîìåíò âðåìåíè t íàçîâ¼ì L1- ñëó÷àé-

íóþ âåëè÷èíó âèäà

D∗ξ(t) = lim
△t↓0

Eξ
t

(ξ(t)− ξ(t−△t)

△t

)
, (1.2)

ãäå ïðåäåë ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâóþùèì â L1(Ω,F ,P) è △t ↓ 0

îçíà÷àåò, ÷òî △t ñòðåìèòñÿ ê 0 è △t > 0.

Êàê îáû÷íî, (ñì., íàïðèìåð, [10]), ñóùåñòâóþò èçìåðèìûå ïî Áî-

ðåëþ âåêòîðíûå ïîëÿ (íàçûâàåìû ðåãåðåñèÿìè) aξ(t,m) è aξ∗(t,m)

òàêèå, ÷òî Dξ(t) = aξ(t, ξ(t)) è D∗ξ(t) = aξ∗(t, ξ(t)), ñîîòâåòñòâåííî.)

Îïðåäåëåíèå 1.9 Ââåäåì ñèììåòðè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ â ñðåä-

íåì DS = 1
2(D +D∗) è àíòèñèììåòðè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ â ñðåä-

íåì DA = 1
2(D −D∗)
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Ðàññìîòðèì òàêæå âåêòîðû vξ(t, x) = 1
2 (aξ(t, x) + aξ∗(t, x)) è

uξ(t, x) = 1
2 (aξ(t, x)− aξ∗(t, x)).

Îïðåäåëåíèå 1.10 Âåêòîð vξ(t)) = vξ(t, ξ(t)) = DSξ(t) íàçûâàåò-

ñÿ òåêóùåé ñêîðîñòüþ ïðîöåññà ξ(t), à uξ(t) = uξ(t, ξ(t)) = DAξ(t)

íàçûâàåòñÿ îñìîòè÷åñêîé ñêîðîñòüþ ïðîöåññà ξ(t).

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîëåé vξ è uξ � ñëåäóþùèé (ñì.[28] ). Äîïó-

ñòèì, ξ(t) îïèñûâàåò äâèæåíèå ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà, íàïðèìåð,

äâèæåíèå ÷àñòèöû (òàê êàê ëþáîé ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ

ñëó÷àéíûì ñ ìàëåíüêîé äèñïåðñèåé íàñòîëüêî, ÷òî åãî ìîæíî íå

ñ÷èòàòü ñëó÷àéíûì). Òåêóùàÿ ñêîðîñòü vξ ÿâëÿåòñÿ òåì, ÷òî îáû÷íî

íàçûâàþò ôèçè÷åñêîé ñêîðîñòüþ, òîãäà êàê îñìîòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü

uξ ïîêàçûâàåò íàñêîëüêî áûñòðî ÷àñòèöà "äèôôóíäèðóåò"â îêðó-

æàþùåì ïðîñòðàíñòâå, ò.å. ïîêàçûâàåò íàñêîëüêî áûñòðî ìåíÿåòñÿ

"ñëó÷àéíîñòü"ïðîöåññà. Ýòà èíòåðïðåòàöèÿ îñíîâàíà íà ñëåäóþùåé

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîòèâàöèè.

Ðàññìîòðèì àâòîíîìíîå ãëàäêîå ïîëå íåâûðîæäåííûõ ëèíåíéûõ

îïåðàòîðîâ A(t, x) : R × Rn → Rn, t ∈ R è x ∈ T n. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî ξ(t) � ïðîöåññ äèôôóçèîííîãî òèïà, ó êîòîðîãî â äèôôóçè-

îííîì ñëàãàåìîì ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà A(t, ξ(t)). Òîãäà

åãî êîýôôèöèåíò äèôôóçèè A(t, x)A∗(t, x) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîëåì

ñèììåòðè÷åñêèõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ òåíçîðîâ òèïà (2, 0) ñ

ìàòðèöàìè α(t, x) = (αij(t, x)). Òàê êàê âñå ýòè ìàòðèöû íåâûðîæ-

äåíû, ïîëå îáðàòíûõ ìàòðèö (αij) ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì,

êðîìå òîãî â êàæäîì (t, x) ìàòðèöà (αij)(t, x) ñèììåòðè÷íà è ïî-

ëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Òàêèì îáðàçîì, íà T n çàäàåì íîâóþ ðè-

ìàíîâó ìåòðèêó (ãëàäêîå ïîëå ñèììåòðè÷åñêèõ ïîëîæèòåëüíî îïðå-
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äåëåííûõ (0, 2) òåíçîðîâ) α(·, ·) = αijdx
idxj. Ðàññìîòðèì åå ôîðìó

îáúåìà Λα =
√

det(αij)dx
1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρξ(t, x) âåðîÿòíîñòíóþ ïëîòíîñòü ïðîöåññà ξ(t)

îòíîñèòåëüíî ôîðìû îáúåìà dt ∧ Λα =
√
det(αij)dt ∧ dx1 ∧ dx2 ∧

· · · ∧ dxn íà [0, T ] × T n, ò.å. äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé îãðàíè÷åííîé

ôóíêöèè f : [0, T ]× T n → R âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

T∫
0

E(f(t, ξ(t))) dt =

T∫
0

(

∫
Ω

f(t, ξ(t))dP)dt

=

∫
[0,T ]×Rn

f(t, x)ρξ(t, x)dt ∧ Λαdt (1.3)

Òîãäà

uξ(t, x) =
1

2

∂
∂xj (α

ij(t, x)ρξ(t, x))

ρξ(t, x)

∂

∂xi
(1.4)

ãäå (αij) ìàòðè÷íûé îïåðàòîð AA∗. Ôîðìóëà (1.4) äîêàçàíà â [16].

Äëÿ vξ(t, x) è ρξ(t, x) âûïîëíÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîé óðàâíåíèå

íåïðåðûâíîñòè

∂ρξ(t, x)

∂t
= −Div(vξ(t, x)ρξ(t, x)) (1.5)

ãäå Div îáîçíà÷àåò äèâåðãåíöèþ îòíîñèòåëüíî ðèìàíîâîé ìåòðèêè

α(·, ·).

Ñëåäóÿ [5], çàäàäèì äèôôåðåíöèðîâàíèå D2 ôîðìóëîé

D2ξ(t) = lim
△t→+0

Eξ
t (
(ξ(t+△t)− ξ(t))(ξ(t+△t)− ξ(t))∗

△t
), (1.6)

ãäå (ξ(t+△t)− ξ(t)) � âåêòîð-ñòîëáåö (âåêòîð â Rn), à (ξ(t+△t)−

ξ(t))∗ � âåêòîð ñòðîêà (òðàíñïîíèðîâàííûé èëè ñîïðÿæåííûé âåê-

òîð). Ðåçóëüòàò ýòîãî ìàòðè÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ � ìàòðèöà ðàíãà 1,

íî ïîñëå âçÿòèÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è ïåðåõîäà ê
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ïðåäåëó D2ξ(t) ñòàíîâèòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé íåîòðèöàòåëüíî îïðåäå-

ëåííîé ìàòðè÷íîé ôóíêöèåé íà [0, T ] × Rn. D2 íàçûâàåòñÿ êâàäðà-

òè÷íîé ïðîèçâîäíîé â ñðåäíåì. Îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ìíîæå-

ñòâå ñèììåòðè÷åñêèõ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ òåíçîðîâ (ìàò-

ðèö) òèïà (2, 0).

×òîáû èçáåæàòü òåõíè÷åñêèõ ñëîæíîñòåé, ìû áóäåì ðàññìàòðè-

âàòü âêëþ÷åíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè íà ïëîñêîì

n-ìåðíîì òîðå Tn (ò.å. ðèìàíîâà ìåòðèêà íà Tn íàñëåäóåòñÿ èç Rn

ïðè ôàêòîðèçàöèè ïî öåëî÷èñëåííîé ðåø¼òêå). Îáû÷íî ýòî ïîçâî-

ëÿåò ðàññìàòðèâàòü, ïîñòàâëåííóþ íàìè çàäà÷ó, êàê çàäà÷ó â Rn ñ

ïåðèîäè÷åñêèìè äàííûìè. Ïðîñòîòà èñïîëüçîâàíèÿ Tn îáúÿñíÿåòñÿ

òåì, ÷òî Tn ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìíîãîîáðàçèåì è, ñëåäîâàòåëüíî,

âñå ãëàäêèå îáúåêòû íà í¼ì îãðàíè÷åíû.

Çàìåòèì, ÷òî êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå TTn ê Tn òðèâèàëüíî, òî

åñòü TTn = T× Rn, à çíà÷èò âñå âåêòîðíûå ïîëÿ íà Tn ìîãóò áûòü

ðàññìîòðåíû êàê îòîáðàæåíèÿ èç Tn â Rn, òîãäà êàê ñèììåòðè÷åñêèå

íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûå (2, 0)-òåíçîðíûå ïîëÿ (òàêèå êàê α)

ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê îòîáðàæåíèÿ èç Tn â S+(n)

1.3 Óðàâíåíèÿ ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè

Ïóñòü v(t,m) � âåêòîðíîå ïîëå, α(t,m) � ñèììåòðè÷åñêîå íåîòðèöà-

òåëüíî îïðåäåëåííîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå íà òîðå T n. Ñèñòåìà DSξ(t) = v(t, ξ(t))

D2ξ(t) = α(t, ξ(t))
(1.7)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà.
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Îïðåäåëåíèå 1.11 Ãîâîðÿò, ÷òî (1.7) íà T n èìååò ðåøåíèå íà

[0, T ] ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ξ(0) = ξ0 åñëè ñóùåñòâóåò âåðîÿò-

íîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F ,P) è ïðîöåññ, ξ(t) çàäàííûé íà

(Ω,F ,P) è ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ â T n, òàêîé, ÷òî ξ(0) = ξ0

è äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, T ] óðàâíåíèå (1.7) âûïîëíÿåòñÿ P-ï.í. äëÿ

ξ(t).

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [13] à òàêæå èç òîãî ôàêòà, ÷òî íà êîìïàêò-

íîì ìíîãîîáðàçèè T n ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.7) è ÷àñòíûå ïðîèç-

âîäíûå ∂aij

∂xi ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.12 Ïóñòü v : [0, T ] × T n → Rn � ãëàäêî è α : T n →

S+(n) � ãëàäêî è àâòîíîìíî (òàê ÷òî îíî îïðåäåëÿåò ðèìàíîâó

ìåòðèêó α(·, ·) íà T n, ââåäåííóþ âûøå). Ïóñòü ξ0 � ñëó÷àéíûé

ýëåìåíò ñî çíà÷åíèÿìè â T n, ó êîòîðîãî âåðîÿòíîñòíàÿ ïëîò-

íîñòü ρ0 îòíîñèòåëüíî ôîðìû îáúåìà Λα ìåòðèêè α(·, ·) íà T n

(ñì. âûøå) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé è íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Òîãäà

äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ξ(0) = ξ0 óðàâíåíèå (1.7) èìååò ðåøåíèå,

êîòîðîå ñóùåñòâóåò íà âñåì èíòåðâàëå t ∈ [0, T ].

Ââåäåì p0 = ln ρ0 è ðàññìîòðèì p(t,m) = ln ρξ(t,m), ãäå ρξ(t,m)

� ïëîòíîñòü (1.3), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåøåíèþ ξ(t) óðàâíåíèÿ (1.7).

Â äîêàçàòåëüñòâå [13, Òåîðåìà 3] ïîêàçàíî, ÷òî p(t,m) êîððåêòíî

îïðåäåëåíî è èìååò âèä

p(t,m) = p0(g−t(m))−
∫ t

0

(Div v)(s, gs(g−t(m)) ds, (1.8)

ãäå Div � äèâåðãåíöèÿ îòíîñèòåëüíî α(·, ·), à gt � ïîòîê ãëàäêîãî

âåêòîðíîãî ïîëÿ v(t,m).
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Ãëàâà 2

Íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå

êîíñòðóêöèè

2.1 Ìàòðè÷íûå êîíñòðóêöèè

Ëåììà 2.1 Ïóñòü α(t, x) íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èç [0, T ]×Rn

â S+(n). Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå A(t, x) èç

[0, T ]×Rn â ïðîñòðàíñòâî L(Rn,Rn) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ R,

x ∈ Rn âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî A(t, x)A∗(t, x) = α(t, x)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû α(t, x) ïî-

ëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû, âñå èõ óãëîâûå ìèíîðû ïîëîæèòåëüíû è

íèãäå íå îáðàùàþòñÿ â íîëü. Òîãäà íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ Ãàóññà

(ñì. [12]): α = ζδz, ãäå ζ � íèæíå-òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíèöà-

ìè íà äèàãîíàëè, z � åå òðàíñïîíèðîâàííàÿ, ò.å. âåðõíå-òðåóãîëüíàÿ

ìàòðèöà ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè, è δ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.

In addition the elements of ζ, δ è z âíîâü ðàöèîíàëüíî âûðàæàþò-

ñÿ ÷åðåç ýëåìåíòû α, ò.å., ýòè ìàòðèöû íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíî-

ñòè ïåðåìåííûõ t, x. èç òîãî, ÷òî α ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, âèä-

íî, ÷òî z = ζ∗. Ñëåäîâàòåëüíî,ìîæåì çàìåòèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
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ýëåìåíòû äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû δ ïîëîæèòåëüíû. Òîãäà äèàãîíàëü-

íàÿ ìàòðèöà
√
δ ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè

√
δ1, . . . ,

√
δn íà ãëàâ-

íîé äèàãîíàëè, êîððåêòíà. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A(t, x) = ζ
√
δ. Ïî

ïîñòðîåíèþ A(t, x) íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ t, x è

A(t, x)A∗(t, x) = ζ(t, x)δ(t, x)z(t, x) = α(t, x). �

Ñëåäñòâèå 2.2 Åñëè â óñëîâèÿõ Ëåììû 2.1 α(t, x) ÿâëÿåòñÿ ãëàä-

êîé èëè èçìåðèìîé ïî Áîðåëþ, ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå A(t, x)

ãëàäêîå èëè èçìåðèìîå ïî Áîðåëþ, ñîîòâåòñòâåííî, èç [0, T ]×

Rn â ïðîñòðàíñòâî L(Rn,Rn) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ R è

x ∈ Rn âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî A(t, x)A∗(t, x) = α(t, x).

Âåçäå äàëåå ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç S+(n) ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷å-

ñêèõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ n× n ìàòðèö.

Ïóñòü, êàê ïîêàçàíî âûøå, êàæäàÿ ìàòðèöà α ∈ S+(n) ïðåäñòàâè-

ìà â âèäå α = ζδζ∗, ãäå ζ � íèæíå-òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíèöàìè

íà äèàãîíàëè, ζ∗ � åå òðàíñïîíèðîâàííàÿ, ò.å. âåðõíå-òðåóãîëüíàÿ

ìàòðèöà ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè, è δ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà,

÷üè ïîëîæèòåëüíûå óãëîâûå ìèíîðû ñîâïàäàþò ñ óãëîâûìè ìèíî-

ðàìè ìàòðèöû α. À äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû δ ýòî δ1, . . . δn.

Òîãäà ïî Ëåììå 2.1 è Ñëåäñòâèþ 2.2 A = ζ
√
δ òàêîâà, ÷òî α = AA∗.

Åñëè ïðè t ∈ R è m ∈ T n ïîëå α(t,m), íåïðåðûâíî (èçìåðèìî,

ãëàäêî), òî A(t,m) òîæå íåïðåðûâíî (èçìåðèìî, ãëàäêî, ñîîòâåò-

ñòâåííî).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T−(n) ìíîæåñòâî íèæíå-òðåóãîëüíûõ n×n ìàò-

ðèö ñ íóëÿìè íà äèàãîíàëè. Ýòî ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â ïðî-

ñòðàíñòâå Rn2

âñåõ n×n ìàòðèö. Î÷åâèäíî, ÷òî ζ, îïèñàííîå âûøå,

ïðèíàäëåæèò ëèíåéíîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ T−(n) + I â Rn2

, ãäå I

30



� åäèíè÷íàÿ n × n ìàòðèöà.Îáîçíà÷èì ÷åðåç T : S+(n) → T−(n)

ãëàäêîå îòîáðàæåíèå α ∈ S+(n) â

Tα = ζ − I ∈ T−(n). (2.1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç SLC(n) ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷åñêèõ n × n ïî-

ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö ñ ïîñòîÿííûì (ðàâíûì C > 0)

îïðåäåëèòåëåì. Òî åñòü δ1 · ... · δn = const = C ,à
√
δ1 · ... ·

√
δn =

√
C,

ãäå òî÷êà îáîçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå.

Ïóñòü L0(n) � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn, ñîñòîÿùåå èç âåê-

òîðîâX = (X1, . . . , Xn) òàêèõ, ÷òîX1+...+Xn = 0. Ââåäåì ãëàäêîå

îòîáðàæåíèå LC : SLC(n) → L0, ïåðåâîäÿùåå ñèììåòðè÷åñêóþ ìàò-

ðèöó α ∈ SLC(n) â

LC(α) = (ln

√
δ1√
C
, ..., ln

√
δ1√
C
) ∈ L0(n). (2.2)

×àñòíûì ñëó÷àåì, âûøå èçëîæåííîãî, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåä-

ïîëîæåíèå, ÷òî α ∈ S+(n)
∩
SL(n), ò.å. ñèììåòðè÷åñêàÿ è èìååò

îïðåäåëèòåëü ðàâíûé 1. Òî åñòü, êàê è âûøå δ1 · ... · δn =
√
δ1 ·

... ·
√
δn = 1, ãäå òî÷êà îáîçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå. Àíàëîãè÷íî, ïóñòü

L0(n) � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn, ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ X =

(X1, . . . , Xn) òàêèõ, ÷òî X1+ ...+Xn = 0. Ââåäåì ãëàäêîå îòîáðàæå-

íèå L : S+(n)
∩

SL(n) → L0,ïåðåâîäÿùåå ñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó

α ∈ S+(n)
∩

SL(n) â

L(α) = (log
√
δ1, ..., log

√
δn) ∈ L0(n). (2.3)

Ñîáñòâåííî, îòìåòèì, ÷òî T−(n) è L0(n) � ëèíåéíûå ïðîñòðàí-

ñòâà, ò.å. ïîíÿòèå âûïóêëîãî ìíîæåñòâà â íèõ êîððåêòíî îïðåäåëå-

íî.
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Ðàññìîòðèì ãëàäêîå ïîëå ñèììåòðè÷åñêèõ (2, 0) - òåíçî-

ðîâ α(m) = (αij(m)) íà òîðå. Íàïîìíèì, òàê êàê âñå ýòè

ìàòðèöû íåâûðîæäåíû, ïîëå îáðàòíûõ ìàòðèö (αij) ñóùåñòâó-

åò è ãëàäêî. Êðîìå òîãî äëÿ êàæäîãî m ìàòðèöà (αij)(m) ñèì-

ìåòðè÷åñêàÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Ñîîòâåòñòâåí-

íî ýòî ïîëå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê íîâóþ Ðèìàíîâó ìåòðèêó íà

T n ( ïîëå ãëàäêèõ ñèììåòðè÷åñêèõ, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ

(0, 2)- òåíçîðîâ) α(·, ·) = αijdq
i ⊗ dqj. Åå ôîðìà îáúåìà èìååò âèä

Λα =
√
det(αij)dq

1∧dq2∧· · ·∧dqn. Íàïîìíèì, ÷òî ôîðìà îáúåìà ìåò-

ðèêè, óíàñëåäîâàííîé èç åâêëèäîâîé ìåòðèêè íà Rn ïðè ôàêòîðèçà-

öèè ïî öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå, èìååò âèä ΛE = dq1∧dq2∧ · · · ∧dqn.

Ëåììà 2.3 Äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî àâòîíîìíîãî (2, 0)-òåíçîðíîãî

ïîëÿ α(m) íà ïëîñêîì òîðå T n ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå SLC(n)

ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö ñ ïîñòîÿííûì îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì

C > 0:

(i) Ôîðìà îáúåìà Λα ñîîòâåòñòâóþùåé ðèìàíîâîé ìåòðèêè

α(·, ·) (ñì. âûøå) ðàâíà
√
CΛE, ãäå ΛE � ôîðìà îáúåìà åâêëè-

äîâîé ìåòðèêè íà T n, óíàñëåäîâàííîé èç Rn ïðè ôàêòîðèçàöèè ïî

öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå.

(ii) Äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ v(t,m) íà T n åãî äèâåð-

ãåíöèÿ Div v îòíîñèòåëüíî Λα ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé äèâåðãåíöèåé

div v (ò.å. îòíîñèòåëüíî ΛE).

(iii) Äëÿ ëþáîãî ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà ñî çíà÷åíèÿìè â T n åãî

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíî Λα ðàâíà ïëîòíîñòè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíî ΛE, äåëåííîé íà
√
C.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, Λα =
√

det(αij)dq
1 ∧ · · · ∧ dqn

è ïîñêîëüêó det(αij) = C, òî Λα =
√
CΛE = Cdq1 ∧ · · · ∧ dqn.

Íàïîìíèì, ÷òî äèâåðãåíöèÿ Div v íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâà

LvΛα = (Divv)Λα,

ãäå Lv � ïðîèçâîäíàÿ Ëè âäîëü v (ñì. ïîäðîáíîñòè, íàïðèìåð, â [5]).

Íàïîìíèì òàêæå , ÷òî LvΛα = d(v⌋Λα), ãäå ⌋ îáîçíà÷àåò âíóòðåííåå

ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ è äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì. Ïîñêîëüêó C

ïîñòîÿííî, òî d(v⌋Λα) =
∂vi

∂qi

√
CΛE = ∂vi

∂qiΛα. Ñëåäîâàòåëüíî, Divv =

∂vi

∂qi = divv.

Óòâåðæäåíèå (iii) âûòåêàåò èç (i). �
Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àé ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö ñ åäèíè÷-

íûì îïðåäåëèòåëåì, òî åñòü ìàòðèö èç SL(n)
∩

S+(n).

Ëåììà 2.4 Äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî àâòîíîìíîãî (2, 0)-òåíçîðíîãî

ïîëÿ α(m) íà ïëîñêîì òîðå T n ñî çíà÷åíèÿìè â S+(n)
∩

SL(n):

(i) Ôîðìà îáúåìà Λα ñîîòâåòñòâóþùåé ðèìàíîâîé ìåòðè-

êè α(·, ·) (ñì. âûøå) ðàâíà ΛE, ãäå ΛE � ôîðìà îáúåìà åâêëèäîâîé

ìåòðèêè íà T n, óíàñëåäîâàííîé èç Rn ïðè ôàêòîðèçàöèè ïî öåëî-

÷èñëåííîé ðåøåòêå.

(ii) Äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ v(t,m) íà T n åãî äèâåð-

ãåíöèÿ Div v îòíîñèòåëüíî Λα ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé äèâåðãåíöèåé

div v (ò.å. îòíîñèòåëüíî ΛE).

(iii) Äëÿ ëþáîãî ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà ñî çíà÷åíèÿìè â T n åãî

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíî Λα ðàâíà ïëîòíîñòè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíî ΛE.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, Λα =
√

det(αij)dq
1 ∧ · · · ∧ dqn

è ïîñêîëüêó det(αij) = 1, òî ΛE = dq1 ∧ · · · ∧ dqn.
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Äèâåðãåíöèÿ Div v âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû v è Λα,

ãäå Λα = ΛE, Div v = div v. Óòâåðæäåíèå (iii) âûòåêàåò òàêæå èç

ñîâïàäåíèÿ ôîðìû îáúåìà. blacksquare

2.2 Ñëàáàÿ êîìïàêòíîñòü ìåð, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ðåøåíèÿì óðàâíåíèé ñ òåêóùèìè ñêîðîñòìè

Â ñëó÷àå,êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü (3.1) íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, íî ïî-

ëóíåïðåðûâíà ñíèçó èëè ñâåðõó ìû ñòðîèì êîíñòðóêöèè ñ ãëàäêèìè

ε � àïïðîêñèìàöèÿìè â ïåðâîì ñëó÷àå èëè ãëàäêèìè ñåëåêòîðàìè

âî âòîðîì (ñì., íàïðèìåð, [2]). Èñïîëüçóÿ ýòè àïïðîêñèìàöèè ìû

ñòðîèì óðàâíåíèÿ ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè âèäà (1.7) è ïîñëå ýòîãî

ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèé ñõîäÿòñÿ

ê ðåøåíèþ (3.1). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ìîæåò áûòü ïîëåçíà â ýòîì

ñëó÷àå.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé (1.7) íà T n, ÷üÿ ïðà-

âàÿ ÷àñòü ãëàäêà è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííà äëÿ ëþáîãî k îäíîé

è òîé æå êîíñòàíòîé. Äëÿ k-ãî óðàâíåíèÿ îáîçíà÷èì µk ìåðó íà

ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ òðàåêòîðèé (C0([0, T ], T n), C), ãäå C σ-

àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè, ñîîòâåòñòâó-

þùóþ ðåøåíèþ ξk(t) k-ãî óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà 2.5 Ìíîæåñòâî ìåð µk íà (C0([0, T ], T n), C) ñëàáî êîì-

ïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî òàê êàê âñå ïðî-

öåññû ξk(t) ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ íà êîìïàêòíîì òîðå, âñå óñëîâíûå

ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ Eξk(t) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû.
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Ïî Ëåììå 2.1 A = ζ
√
δ, òàêîâà, ÷òî α = AA∗. Òàê êàê ìû èìå-

åì äåëî ñ ãëàäêèì ïîëåì αk(t,m), t ∈ R è m ∈ T n, âûøå óïî-

ìÿíóòûå àïïðîêñèìàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö Ak(t,m) òàêæå

ãëàäêèå. Òàê êàê αk(t,m) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû òîé æå êîíñòàí-

òîé äëÿ âñåõ k, âñå Ak(t,m) îáëàäàþò òåì æå ñâîéñòâîì. Âûáå-

ðåì äâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëà 0 ≤ s < t ≤ T ñ äîñòàòî÷íî ìà-

ëîé ðàçíîñòüþ t − s. Òîãäà äëÿ ëþáîãî k ïðèðàùåíèå ξk íà [s, t]

àïïðîêñèìèðóåòñÿ âûðàæåíèåì vk(
s+t
2 )(t − s) + Ak(s)(w(t) − w(s)).

Ðàññìîòðèì E
(
(vk(

s+t
2 )(t − s) + Ak(s)(w(t) − w(s)))(vk(

s+t
2 )(t − s)

+Ak(s)(w(t) − w(s)))∗
)
. Òàê êàê vk è Ak ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû

äëÿ âñåõ k åäèíñòâåííîé êîíñòàíòîé, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñðåäè ýëå-

ìåíòîâ â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè, òîëüêî αk(t − s) ÿâëÿåòñÿ áåñêî-

íå÷íî ìàëîé âåëè÷èíîé òîãîæå ïîðÿäêà t−s, â òî âðåìÿ êàê îñòàëü-

íûå ýëåìåíòû, ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿä-

êà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ h1, òàêàÿ ÷òî ðàçíîñòü

t− s äîñòàòî÷íî ìàëà, âûøå óïîìÿíóòîå âûðàæåíèå íå áîëüøå ÷åì

h1(t − s). Èíòåãðèðóÿ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ

h > 0 ,çàâèñèìàÿ îò T è îò êîíñòàíòû, êîòîðàÿ îãðàíè÷èâàåò íîðìû

vk è αk, òàêîé,÷òî äëÿëþáûõ 0 ≤ t1 < t2 ≤ T è êàæäîãî k âûïîë-

íåíî íåðàâåíñòâî E(ξk(t2) − ξk(t1))
4 < h(t2 − t1)

2. Òàêèì îáðàçîì,

óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç [3, Òåîðåìà èç �4 Ãëàâû VI]. �
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Ãëàâà 3

Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé

äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ

òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè

Ïóñòü v(t,m) � ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå, α(t,m) � ìíîãîçíà÷-

íîå ñèììåòðè÷åñêîå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïî-

ëå íà T n. Ñèñòåìà âèäà DSξ(t) ∈ v(t, ξ(t)),

D2ξ(t) ∈ α(t, ξ(t)).
(3.1)

íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèåì ñ òåêóùèìè ñêîðî-

ñòÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîíÿòèå ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (3.1) â òî÷íî-

ñòè àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ ðåøåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ñ òåêóùèìè ñêîðî-

ñòÿìè, ââåäåííîìó â Îïðåäåëåíèè 1.11.

Â [12, Òåîðåìà 4.3] ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ äëÿ (3.1) äîêàçàíî ïðè

óñëîâèè α = σ2I ãäå I åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà (ò.å. áûëî îäíîçíà÷íûì,

â ÷àñòíîñòè, âòîðîå âêëþ÷åíèå (3.1) ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå), à

v áûëî àâòîíîìíûì,óäîâëåòâîðÿþùèì íåêîòîðûì î÷åíü îãðàíè÷è-

òåëüíûì óñëîâèÿì. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïëîòíîñòè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ íèãäå íå ðàâíà íóëþ. Íàìè äîêà-
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çàíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ äëÿ íåñêîëüêî èíîãî òèïà

âêëþ÷åíèé.

3.1 Ñëó÷àé ãëàäêèõ ñåëåêòîðîâ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îáå ÷àñòè òåêóùèõ ñêîðîñòåé ìíîãîçíà÷-

íû è èìåþò ãëàäêèé ñåëåêòîð (óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýòî ñòàíîâèòñÿ

âîçìîæíûì, ïðèâåäåíû â [1, 11]).

Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü v(t,m) � ìíîãîçíà÷íîå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí-

íîå âåêòîðíîå ïîëå íà T n, èìåþùåå ãëàäêèé ñåëåêòîð, à α(m)

� ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå, èìåþùåå ãëàäêèé ñåëåêòîð

òàêæå, ñî çíà÷åíèÿìè â S+(n). Ïóñòü òàêæå ξ0 � ñëó÷àéíûé ýëå-

ìåíò ñî çíà÷åíèÿìè â T n, ÷üÿ ïëîòíîñòü ρ0 ãëàäêà è íèãäå íå ðàâ-

íà íóëþ. Òîãäà äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ξ(0) = ξ0 âêëþ÷åíèå (3.1)

èìååò ðåøåíèå, êîòîðîå ñóùåñòâóåò íà âñåì èíòåðâàëå t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ãëàäêèé ñåëåêòîð α(m) ÷åðåç

α(t,m) è ãëàäêèé ñåëåêòîð v(t,m) ÷åðåç v(t,m). Î÷åâèäíî, ÷òî

ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà ξ0, ïîñòðîåííàÿ îòíîñèòåëüíî

Ðèìàíîâîé ôîðìû îáúåìà èç α(t,m), êàê ïîêàçàíî âûøå, íèãäå íå

ðàâíà íóëþ. Òîãäà ïî òåîðåìå 1.12 ðàâåíñòâî DSξ(t) = v(t, ξ(t))

D2ξ(t) = α(t, ξ(t))

èìååò ðåøåíèå íà âñåì èíòåðâàëå t ∈ [0, T ],à ýòî è åñòü, èñêîìîå

íàìè ðåøåíèå äëÿ (3.1)�
Äëÿ òåëåñíîãî çàìêíóòîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà A è âåêòîðà V â

Rn ââåäåì òàê íàçûâàåìóþ îïîðíóþ ôóíêöèþ Ψ(A, V ) = sup
y∈A

(y, V ),
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ãäå (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íîå âåê-

òîðíîå ïîëå v(t,m) íà T n, ó êîòîðîãî îáðàçû òåëåñíû, âûïóêëû

è çàìêíóòû. Ïîñêîëüêó êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ê òîðó òðèâèàëü-

íî, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ïîñòîÿííîå âåêòîðíîå ïîëå V íà òîðå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ(t,m, V ) îïîðíóþ ôóíêöèþ Ψ(v(t,m), V ). Ïóñòü

òàêæå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå α(t,m) íà T n ñ òåëåñíûìè, âûïóêëû-

ìè, çàìêíóòûìè îáðàçàìè. Òàê êàê α(t,m) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â

S+(n) ⊂ L(Rn,Rn), ÷òî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, ìû ìî-

æåì ïîñòðîèòü îïîðíóþ ôóíêöèþ Ψ1(t,m, V1) äëÿ α(t,m), ïî àíàëî-

ãèè ñ ïðèâåäåííîé âûøå ñõåìîé, ãäå V1 ïîñòîÿííîå (2, 0)-òåíçîðíîå

ïîëå íàT n.

Óñëîâèå 3.2 Ïðè ëþáîì V è V1 ôóíêöèè Ψ(t,m, V ) è Ψ1(t,m, V1)

ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè.

Òåîðåìà 3.3 Ïóñòü v(t,m) � ìíîãîçíà÷íîå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí-

íîå íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå íà T n èìåþùåå òåëåñíûå, âûïóê-

ëûå çàìêíóòûå îáðàçû è óäîâëåòâîðÿþùåå Óñëîâèþ 3.2, à α(m)

� ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå òàê æå èìåþùåå òåëåñíûå,

çàìêíóòûå, âûïóêëûå îáðàçû, è òàêæå óäîâëåòâîðÿþùåå Óñëîâèþ

3.2. Êðîìå òîãî, ïóñòü ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ξ0, ñî çíà÷åíèÿìè â

T n, èìååò ïëîòíîñòü ãëàäêóþ, íèãäå íå ðàâíóþ íóëþ. Òîãäà äëÿ

íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ξ(0) = ξ0 âêëþ÷åíèå (3.1) èìååò ðåøåíèå, êî-

òîðîå ñóùåñòâóåò íà âñåì èíòåðâàëå t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàáîòå [1] äîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè

Óñëîâèÿ 3.2 íåïðåðûâíîå ìíîãîçíà÷íîå, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí-

íîå âåêòîðíîå ïîëå ñ çàìêíóòûìè âûïóêëûìè îáðàçàìè èìååò
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ãëàäêèé ñåëåêòîð. Òàê ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç Òåîðå-

ìû 3.1.�
Äàëåå, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îáðàçû v(t,m) è α(t,m) íå òå-

ëåñíû. Âìåñòî ýòîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäîå îòîáðàæåíèå v(t,m)

(α(t,m)), ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó â TmT n (ïîäïðîñòðàíñòâó

â ïðîñòðàíñòâå (2, 0)-òåíçîðîâ â m, ñîîòâåòñòâåííî), ïðè÷åì, óêà-

çàííûå ïîäïðîñòðàíñòâà èìåþò ïîñòîÿííóþ ðàçìåðíîñòü k (k1,

ñîîòâåòñòâåííî) íå çàâèñÿùóþ îò m ∈ T n. Åñëè, ïîñòàâèòü â

ñîîòâåòñòâèå, êàæäîìó m ∈ T n, âûøåóêàçàííîå ïîäïðîñòðàíñòâî,

òî ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå Φ èç T n â ìíîãîîáðàçèå àôèííûõ ïîäïðî-

ñòðàíñòâ ñ ðàçìåðíîñòüþ k êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TmT n (îòîá-

ðàæåíèå Φ1 â ìíîãîîáðàçèå àôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ïðîñòðàíñòâà

(2, 0)- òåíçîðîâ)

Óñëîâèå 3.4 Îòîáðàæåíèÿ Φ è Φ1 ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè.

Òåîðåìà 3.5 Ïóñòü v(t,m) (α(t,m)) � ìíîãîçíà÷íîå ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åííîå íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå ((2, 0) - òåíçîðíîå

ïîëå ñî çíà÷åíèÿìè â S+(n)) íà T n òàêîå, ÷òî êàæäûé îá-

ðàç v(t,m) ëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâå â TmT n (êàæäûé îáðàç α(t,m)

ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå, ïðîñòðàíñòâà (2, 0) - òåíçîðîâ, ñî-

îòâåòñòâåííî), ïðè÷åì óêàçàííûå ïîäïðîñòðàíñòâà èìåþò

ïîñòîÿííóþ ðàçìåðíîñòü k < n (k1 < n, ñîîòâåòñòâåííî), íå

çàâèñÿùóþ îò m ∈ T n, è âûïîëíåíî Óñëîâèå 3.4. Òîãäà äëÿ íà÷àëü-

íîãî óñëîâèÿ ξ(0) = ξ0 âêëþ÷åíèå ( (3.1)) èìååò ðåøåíèå, êîòîðîå

ñóùåñòâóåò íà âñåì èíòåðâàëå t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî.Â ðàáîòå [11] äîêàçàíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì

ñëó÷àå ïðè âûïîëíåíèè Óñëîâèÿ 3.4 íåïðåðûâíîå ìíîãîçíà÷íîå ðàâ-
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íîìåðíî îãðàíè÷åííîå âåêòîðíîå ïîëå ñ çàìêíóòûìè âûïóêëûìè îá-

ðàçàìè èìååò ãëàäêèé ñåëåêòîð. Òàê ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëå-

äóåò èç Òåîðåìû 3.1.�

3.2 Ñëó÷àé ε-àïïðîêñèìàöèé ñ ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åííûìè ïåðâûìè ÷àñòíûìè ïðîèç-

âîäíûìè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ãëàä-

êèõ ñåëåêòîðîâ ïðàâûõ ÷àñòåé íåò, íî ñóùåñòâóþò ãëàäêèå ε-àïïðî-

êñèìàöèè ñ ñ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûìè ïåðâûìè ÷àñòíûìè ïðîèç-

âîäíûìè. Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè

èìåþò íåïðåðûâíûå ñåëåêòîðû.

Òåîðåìà 3.6 Ïóñòü ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå v(m) íà Tn è

ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå α íà T n àâòîíîìíû, ðàâíîìåð-

íî îãðàíè÷åíû è èìåþò çàìêíóòûå îáðàçû. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë εk → 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ

ëþáîãî εk ïîëå v(m) (ñîîòâåñòâåííî, α(m)) èìååò ãëàäêóþ εk-

àïïðîêñèìàöèþ vi(m) (αi(m), ñîîòâåòñòâåííî) è âñå ýòè àïïðîê-

ñèìàöèè èìåþò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå îäíîé è òîé æå êîí-

ñòàíòîé ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂vi

∂xj (
∂αij

∂xl , ñîîòâåòñòâåííî).

Òîãäà äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ξ(0) = ξ0 ñ ãëàäêîé ïëîòíîñòüþ íè-

ãäå íå ðàâíîé íóëþ, âêëþ÷åíèå (3.1) èìååò ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå

íà âñåì èíòåðâàëå t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ äàííîé òåîðåìû äëÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë εi → 0 ñóùåñòâóþò ïîñëåäî-
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âàòåëüíîñòè vi(m) (αi(m), ñîîòâåòñòâåííî) εi-àïïðîêñèìàöèé è âñå

îíè ãëàäêèå. Òîãäà ïî òåîðåìå Àñêîëè ýòè íàáîðû àïïðîêñèìàöèé

êîìïàêòíû îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíîé íîìû, òî åñòü ìîæíî âûäå-

ëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè vk (ñîîòâåòñòâåííî, αk) ñõîäÿùèåñÿ

ê íåïðåðûâíûì ñåëåêòîðàì v(m) (α(m), ñîîòâåòñòâåííî) â v(m)

(α(m), ñîîòâåòñòâåííî).

Îáîçíà÷èì êîìïîíåíòû ïîëÿ αk(m) ÷åðåç αij
k . Èç òåíçîðíûõ

ïîëåé αk(m) ïîñòðîèì Ðèìàíîâû ìåòðèêè αk(·, ·).

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé òèïà (1.7): DSξ(t) = vk(ξ(t))

D2ξ(t) = αk(ξ(t))
.

Äëÿ âñåõ ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îäíî è òî æå íà-

÷àëüíîå óñëîâèå ξ0.

Àïïðîêñèìàöèè vk è αk ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû îäíîé è òîé æå

êîíñòàíòîé, òàê êàê îíè ÿâëÿþòñÿ εk � àïïðîêñèìàöèÿìè ðàâíîìåð-

íî îãðàíè÷åííûõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. Òàêæå âñå ýòè εk �

àïïðîêñèìàöèè, çàäàííûå íà êîìïàêòíîì òîðå, äëÿ ëþáîãî k, èìåþò

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå îäíîé è òîé æå êîíñòàíòîé ïåðâûå ÷àñò-

íûå ïðîèçâîäíûå ∂vi

∂xj (∂α
ij

∂xl , ñîîòâåòñòâåííî). Òàêèì îáðàçîì óðàâíå-

íèÿ (1.7) óäîâëåòâîðÿþò òåîðåìå 1.12, òî åñòü äëÿ êàæäîãî óðàâíå-

íèÿ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå. Ïóñòü ξk � ðåøåíèå k-ãî óðàâíåíèÿ.

Íà Áàíàõîâîì ìíîãîîáðàçèè C0([0, T ], T n) íåïðåðûâíûõ êðèâûõ

â T n ââåäåì σ� àëãåáðó C ïîðîæäåííóþ öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæå-

ñòâàìè, è îáîçíà÷èì ÷åðåç µk ìåðó íà (C0([0, T ], T n), C), ïîðîæäåí-

íóþ ðåøåíèåì ξk(t). Òàêæå ââåäåì ñåìåéñòâî ïîëíûõ σ - ïîä - àë-

ãåáð Pt, ïîðîæäåííûõ öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè ñ îñíîâàíè-
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ÿìè íàä [0, t], t ∈ [0, T ], è ñåìåéñòâî ïîëíûõ σ- ïîä - àëãåáð Nt,

ïîðîæäåííûõ ïðîîáðàçàìè Áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â T n ïðè îòîáðà-

æåíèè x(·) 7→ x(t). ßñíî, ÷òî Nt ÿâëÿåòñÿ σ-ïîäàëãåáðîé â Pt è ÷òî

Pt åñòü �ïðîøëîå�, à Nt � �íàñòîÿùåå� äëÿ êîîðäèíàòíîãî ïðîöåññà

íà (C0([0, T ], T n), C, µk).

Ïî Òåîðåìå 2.5 ìíîæåñòâî ìåð {µk} íà (C0([0, T ], T n), C) ñëàáî

êîìïàêòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,

êîòîðàÿ ñëàáî ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ìåðå µ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-

íîñòè, ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µk ñëàáî

ñõîäèòñÿ ê µ. Ðàññìîòðèì êîîðäèíàòíûé ïðîöåññ ξ(t) íà âåðîÿò-

íîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (C0([0, T ], T n), C, µ), òî åñòü äëÿ êàæäî-

ãî ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ x(·) ∈ C0([0, T ], T n) ïî îïðåäåëåíèþ

ξ(t, x(·)) = m(t). Íàïîìíèì Pt � "ïðîøëîå"ξ(t), à Nt � "íàñòîÿ-

ùåå"äëÿ ýòîãî æå êîîðäèíàòíîãî ïðîöåññà.

Ïî ïîñòðîåíèþ ξk(t) åãî êâàäðàòè÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà

αk(ξk(t)). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé íåïðå-

ðûâíîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè f íà C0([0, T ], T n), èçìåðèìîé

îòíîñèòåëüíî Nt, ïðè âñåõ k âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
∆t→0

∫
C0([0,T ],T n)

[
(m(t+∆t)−m(t))(m(t+∆t)−m(t))∗

∆t

−αk(m(t))]f(m(·))dµk = 0

Òàê êàê αk(t,m) ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ê α(t,m) ïðè k → ∞, âûâî-

äèì, ÷òî αk(t,m(t)) ñòðåìèòñÿ ê α(t,m(t)) ðàâíîìåðíî äëÿ âñåõ µk

âêëþ÷àÿ µ.

Ïîëå α(m(t)) íåïðåðûâíî íà C0([0, T ], T n) òàê êàê α(m) íåïðå-

ðûâíî íà T n.
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Èç-çà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè äëÿ âñåõ k, ÷òî áûëà îïèñàíà âû-

øå, èç îãðàíè÷åííîñòè f(m(·)) âûâîäèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-

øèõ k

∥
∫
C0([0,T ],T n)

[αk(m(t))− α(m(t))]f(m(·))dµk∥ < δ.

Ïîñêîëüêó f(m(·)) îãðàíè÷åíî, èìååòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëî Ξ > 0 òà-

êîå, ÷òî |f(m(·))| < Ξ äëÿ âñåõ m(·). Íàïîìíèì, ÷òî âñå αk(m) è

α(m) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, òî åñòü , èõ íîðìû íå ïðåâîñõîäÿò

íåêîòîðîãî ÷èñëà Q > 0. Òîãäà

∥
∫
C0([0,T ],T n)

[αk(m(t))− α(m(t))]f(m(·))dµk∥ < 2δQΞ

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k. Òàê êàê δ - ïðîèçâîëüíîå ïîëîæè-

òåëüíîå ÷èñëî, òî

lim
k→∞

∫
C0([0,T ],T n)

[αk(m(t))− α(m(t))]f(m(·))dµk = 0.

Ôóíêöèÿ α(m(t)) � µ -ï. í. íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà

C0 ([0, T ], T n) (êàê ïîêàçàíî âûøå). Íó è òàê êàê ìåðû µk

ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê µ, ïî Ëåììå [4, ïàðàãðàô VI.1]

lim
k→∞

∫
C0([0,T ],T n)

α(m(t))f(m(·))dµk =

∫
C0([0,T ],T n)

α(m(t))f(m(·))dµ.

Î÷åâèäíî

lim
k→∞

∫
C0([0,T ],T n)

[(m(t+∆t)−m(t))(m(t+∆t)−m(t))∗]f(m(·))dµk

=

∫
C0([0,T ],T n)

[(m(t+∆t)−m(t))(m(t+∆t)−m(t))∗]f(m(·))dµ.

Òàêèì îáðàçîì,

lim
∆t→0

∫
C0([0,T ],T n)

[
(m(t+∆t)−m(t))(m(t+∆t)−m(t))∗

∆t
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−α(m(t))]f(m(·))dµ = 0.

Òàê êàê f(m(·)) ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,

èçìåðèìàÿ îòíîñèòåëüíî Nt, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî D2ξ(t) = α(ξ(t)). Íî

ïî ïîñòðîåíèþ α(ξ(t)) ∈ α(ξ(t)) µ-ï.í.

Äàëåå íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü òåêóùàÿ ñêîðîñòü ðåøåíèÿ.

Ïî ïîñòðîåíèþ DSξk(t) = vk(t, ξk(t)) äëÿ âñåõ k. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîé îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

f íà C0([0, T ], T n), èçìåðèìîé îòíîñèòåëüíî Nt, ïðè ëþáîì k âû-

ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
∆t→0

∫
C0([0,T ],T n)

[
m(t+∆t)−m(t−∆t)

∆t
− vk(m(t))]f(m(·))dµk = 0.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ò.ê. µk ñëàáî ñõîäèòñÿ ê µ, ñóùå-

ñòâóåò K(ε) òàêîå,÷òî ïðè k > K(ε)

∥
∫
C0([0,T ],T n)

[m(t+∆t)−m(t−∆t)]f(m(·))dµk

−
∫
C0([0,T ],T n)

[m(t+∆t)−m(t−∆t)]f(m(·))dµ∥ < ε

è

∥
∫
C0([0,T ],T n)

f(m(·))v(m(t))dµk −
∫
C0([0,T ],T n)

f(m(·))v(m(t))dµ∥ < ε.

Òàêèìè æå ðàññóæäåíèÿìè, êàê è âûøå, äîêàæåì, ÷òî

lim
k→∞

∫
C0([0,T ],T n)

[vk(m(t))− v(m(t))]f(m(·))dµk = 0.

è ÷òî v íåïðåðûâíà. Íàïîìíèì, ÷òî v îãðàíè÷åíî, êàê ñåëåêòîð îãðà-

íè÷åííîãî ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ.

Òîãäà ïî Ëåììå [4, ïàðàãðàô VI.1] ïîëó÷àåì

lim
k→∞

∫
C0([0,T ],T n)

v(m(t))f(m(·))dµk =

∫
C0([0,T ],T n)

v(m(t))f(m(·))dµ.
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Î÷åâèäíî, ÷òî

lim
k→∞

∫
C0([0,T ],T n)

[(m(t+∆t)−m(t−∆t))]f(m(·))dµk

=

∫
C0([0,T ],T n)

[(m(t+∆t)−m(t−∆t))]f(m(·))dµ.

Òàêèì îáðàçîì,

lim
∆t→0

∫
C0([0,T ],T n)

[
(m(t+∆t)−m(t−∆t)

∆t
−

−v(m(t))]f(m(·))dµ = 0.

Òàê êàê f(m(·)) ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíê-

öèÿ, èçìåðèìàÿ îòíîñèòåëüíîNt, Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîDSξ(t) = v(ξ(t)).

Íî ïî ïîñòðîåíèþ v(ξ(t)) ∈ v(ξ(t)) µ-ï.í. �

3.3 Ñëó÷àé ïîëóíåïðåðûâíûõ ñâåðõó ïðàâûõ ÷à-

ñòåé

Òåîðåìà 3.7 Ïóñòü ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå v(m) íà Tn è

ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå α, ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèÿ â

S+(n), íà T n àâòîíîìíû, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, èìåþò çàìêíó-

òûå âûïóêëûå îáðàçû è ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó. Òîãäà äëÿ íà÷àëü-

íîãî óñëîâèÿ ξ(0) = ξ0 ñ ãëàäêîé ïëîòíîñòüþ íèãäå íå ðàâíîé íóëþ,

âêëþ÷åíèå (3.1) èìååò ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà âñåì èíòåðâàëå

t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî [20, Òåîðåìà 4.11] â óñëîâèÿõ òåîðåìû äëÿ

ëþáîé ïîñëåîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë εi → 0 ñóùåñòâó-

þò ïîëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ εi-àïïðîêñèìàöèé vi è αi ìíî-

ãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé v è α ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå ïîòî÷å÷íî
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ñõîäÿòñÿ ê áîðåëåâñêèì ñåëåêòîðàì ýòèõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæå-

íèé. Ïðè÷åì, ïîñêîëüêó S+(n) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì â

ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå S(n), òî εi-àïïðîêñèìàöèè αi ïðèìàþò çíà-

÷åíèÿ â S+(n). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü vi è αi

ãëàäêèìè, òàê êàê ëþáóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ìîæíî àïïðîêñè-

ìèðîâàòü ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ãëàäêîé.

Îáîçíà÷èì ïðåäåëüíûå áîðåëåâñêèå ñåëåêòîðû ñèìâîëàìè v è α

ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿ-

ìè  DSξi(t) = vi(ξi(t))

D2ξi(t) = αi(ξi(t))
. (3.2)

Òàê êàê âñå vi è αi ãëàäêè è T n êîìïàêòíî, ïåðâûå ÷àñòíûå ïðî-

èçâîäíûå óêàçàííûõ ïîëåé îãðàíè÷åíû íåêîòîðûì ïîëîæèòåëüíûì

÷èñëîì, ñâîèì äëÿ êàæäîãî k. Çíà÷èò âñå óðàâíåíèÿ (3.2) óäîâëåòâî-

ðÿþò óñëîâèÿì Òåîðåìû 1.12, òî åñòü êàæäîå èç íèõ èìååò ðåøåíèå

ξi(t) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ξ0, ñóùåñòâóþùåå íà âñåì ïðîìåæóòêå

[0, T ].

Íà Áàíàõîâîì ìíîãîîáðàçèè C0([0, T ], T n) íåïðåðûâíûõ êðèâûõ

â T n ââåäåì σ� àëãåáðó C ïîðîæäåííóþ öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæå-

ñòâàìè, è îáîçíà÷èì ÷åðåç µk ìåðó íà (C0([0, T ], T n), C), ïîðîæäåí-

íóþ ðåøåíèåì ξk(t). Òàêæå ââåäåì ñåìåéñòâî ïîëíûõ σ - ïîä - àë-

ãåáð Pt, ïîðîæäåííûõ öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè ñ îñíîâàíè-

ÿìè íàä [0, t], t ∈ [0, T ], è ñåìåéñòâî ïîëíûõ σ- ïîä - àëãåáð Nt,

ïîðîæäåííûõ ïðîîáðàçàìè Áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â T n ïðè îòîáðà-

æåíèè x(·) 7→ x(t). ßñíî, ÷òî Nt ÿâëÿåòñÿ σ-ïîäàëãåáðîé â Pt è ÷òî

Pt åñòü �ïðîøëîå�, à Nt � �íàñòîÿùåå� äëÿ êîîðäèíàòíîãî ïðîöåññà
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íà (C0([0, T ], T n), C, µk).

Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ âñå vi è αi îãðàíè÷åíû îäíîé è òîé æå

êîíñòàíòîé, ïî Òåîðåìå 2.5 ìíîæåñòâî ìåð {µk} íà (C0([0, T ], T n), C)

ñëàáî êîìïàêòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü, êîòîðàÿ ñëàáî ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ìåðå µ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè, ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µk ñëà-

áî ñõîäèòñÿ ê µ. Ðàññìîòðèì êîîðäèíàòíûé ïðîöåññ ξ(t) íà âåðî-

ÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (C0([0, T ], T n), C, µ), òî åñòü äëÿ êàæ-

äîãî ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ x(·) ∈ C0([0, T ], T n) ïî îïðåäåëåíèþ

ξ(t, x(·)) = x(t). Íàïîìíèì Pt � �ïðîøëîå� ξ(t), à Nt � �íàñòîÿùåå�

äëÿ ýòîãî æå êîîðäèíàòíîãî ïðîöåññà.

Ïî ïîñòðîåíèþ ξk(t) åãî êâàäðàòè÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà

αk(ξk(t)). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé íåïðå-

ðûâíîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè f íà C0([0, T ], T n), èçìåðèìîé

îòíîñèòåëüíî Nt, ïðè âñåõ k âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
∆t→0

∫
C0([0,T ],T n)

[
(m(t+∆t)−m(t))(m(t+∆t)−m(t))∗

∆t

−αk(m(t))]f(m(·))dµk = 0

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü vi ê v è αi ê α îçíà÷àåò

ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå ïî ëþáîé ìåðå µk èç íàøåé ñîâîêóï-

íîñòè è ïî ìåðå µ. Ïî Òåîðåìå Åãîðîâà (ñìîòðè, íàïðèìåð, [8] )

äëÿ ëþáîãî i ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî K̃ i
δ ⊂ C0([0, T ], T n) òàêîå,

÷òî (µi)(K̃
i
δ) > 1 − δ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αk(m(t)) íà K̃ i

δ ñõî-

äèòñÿ ê α(m(t)) ðàâíîìåðíî. Ââåäåì K̃δ =
∞∪
i=0

K̃ i
δ. Ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü αk(m(t)) íà K̃δ äëÿ âñåõ i ñõîäèòñÿ ê α(m(t)) ðàâíîìåðíî è

µ(K̃δ) > 1− δ.
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Ïîëå α(m(t)) íåïðåðûâíî íà ìíîæåñòâå ïîëíîé ìåðû µ

íà C0([0, T ], T n). Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

δi → 0 è ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü K̃δi. Ïî ïîñòðîå-

íèþ, α(m(t)) � ðàâíîìåðíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâ-

íûõ ôóíêöèé íà êàæäîì K̃δi. Ïîýòîìó α(m(t)) íåïðåðûâíî íà êàæ-

äîì K̃δi, òî åñòü íà ëþáîì êîíå÷íîì îáúåäèíåíèè
n∪

i=1

K̃δi. Î÷åâèäíî

lim
n→∞

µ(
n∪

i=1

K̃δi) = 1.

Èç-çà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà K̃δ äëÿ âñåõ k, ÷òî áûëà îïèñà-

íà âûøå, èç îãðàíè÷åííîñòè f(m(·)) âûâîäèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ k

∥
∫
K̃δ

[αk(m(t))− α(m(t))]f(m(·))dµk∥ < δ.

Ïîñêîëüêó f(m(·)) îãðàíè÷åíî, èìååòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëî Ξ > 0 òà-

êîå, ÷òî |f(m(·))| < Ξ äëÿ âñåõ m(·). Íàïîìíèì, ÷òî âñå αk(m) è

α(m) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, òî åñòü , èõ íîðìû íå ïðåâîñõîäÿò

íåêîòîðîãî ÷èñëà Q > 0. Òîãäà, òàê êàê

µk(C
0([0, T ], T n)\K̃δ) < δ

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k, òî

∥
∫
C0([0,T ],T n)\K̃δ

[αk(m(t))− α(m(t))]f(m(·))dµk∥ < 2δQΞ

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k. Òàê êàê δ - ïðîèçâîëüíîå ïîëîæè-

òåëüíîå ÷èñëî, òî

lim
k→∞

∫
C0([0,T ],T n)

[αk(m(t))− α(m(t))]f(m(·))dµk = 0.

Ôóíêöèÿ α(m(t)) � µ -ï. í. íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà

C0 ([0, T ], T n) (êàê ïîêàçàíî âûøå). Íó è òàê êàê ìåðû µk
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ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê µ, ïî Ëåììå [4, ïàðàãðàô VI.1]

lim
k→∞

∫
C0([0,T ],T n)

α(m(t))f(m(·))dµk =

∫
C0([0,T ],T n)

α(m(t))f(m(·))dµ.

Î÷åâèäíî

lim
k→∞

∫
C0([0,T ],T n)

[(m(t+∆t)−m(t))(m(t+∆t)−m(t))∗]f(m(·))dµk

=

∫
C0([0,T ],T n)

[(m(t+∆t)−m(t))(m(t+∆t)−m(t))∗]f(m(·))dµ.

Òàêèì îáðàçîì,

lim
∆t→0

∫
C0([0,T ],T n)

[
(m(t+∆t)−m(t))(m(t+∆t)−m(t))∗

∆t

−α(m(t))]f(m(·))dµ = 0.

Òàê êàê f(m(·)) ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,

èçìåðèìàÿ îòíîñèòåëüíî Nt, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî D2ξ(t) = α(ξ(t)). Íî

ïî ïîñòðîåíèþ α(ξ(t)) ∈ α(ξ(t)) µ-ï.í.

Äàëåå íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü òåêóùàÿ ñêîðîñòü ðåøåíèÿ.

Ïî ïîñòðîåíèþ DSξk(t) = vk(t, ξk(t)) äëÿ âñåõ k. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîé îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

f íà C0([0, T ], T n), èçìåðèìîé îòíîñèòåëüíî Nt, ïðè ëþáîì k âû-

ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
∆t→0

∫
C0([0,T ],T n)

[
m(t+∆t)−m(t−∆t)

∆t
− vk(m(t))]f(m(·))dµk = 0.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ò.ê. µk ñëàáî ñõîäèòñÿ ê µ, ñóùå-

ñòâóåò K(ε) òàêîå,÷òî ïðè k > K(ε)

∥
∫
C0([0,T ],T n)

[m(t+∆t)−m(t−∆t)]f(m(·))dµk

−
∫
C0([0,T ],T n)

[m(t+∆t)−m(t−∆t)]f(m(·))dµ∥ < ε
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è

∥
∫
C0([0,T ],T n)

f(m(·))v(m(t))dµk −
∫
C0([0,T ],T n)

f(m(·))v(m(t))dµ∥ < ε.

Òàêèìè æå ðàññóæäåíèÿìè, êàê è âûøå, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Åãî-

ðîâà äîêàæåì, ÷òî

lim
k→∞

∫
C0([0,T ],T n)

[vk(m(t))− v(m(t))]f(m(·))dµk = 0.

è ÷òî v íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå ïîëíîé ìåðû. Íàïîìíèì, ÷òî v

îãðàíè÷åíî, êàê ñåëåêòîð îãðàíè÷åííîãî ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæå-

íèÿ.

Òîãäà ïî Ëåììå [4, ïàðàãðàô VI.1] ïîëó÷àåì

lim
k→∞

∫
C0([0,T ],T n)

v(m(t))f(m(·))dµk =

∫
C0([0,T ],T n)

v(m(t))f(m(·))dµ.

Î÷åâèäíî, ÷òî

lim
k→∞

∫
C0([0,T ],T n)

[(m(t+∆t)−m(t−∆t))]f(m(·))dµk

=

∫
C0([0,T ],T n)

[(m(t+∆t)−m(t−∆t))]f(m(·))dµ.

Òàêèì îáðàçîì,

lim
∆t→0

∫
C0([0,T ],T n)

[
(m(t+∆t)−m(t−∆t)

∆t
−

−v(m(t))]f(m(·))dµ = 0.

Òàê êàê f(m(·)) ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíê-

öèÿ, èçìåðèìàÿ îòíîñèòåëüíîNt, Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîDSξ(t) = v(ξ(t)).

Íî ïî ïîñòðîåíèþ v(ξ(t)) ∈ v(ξ(t)) µ-ï.í. �
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3.4 Ñëó÷àé, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ ñ

êâàäðàòè÷íîé ïðîèçâîäíîé ïðèíèìàåò çíà÷å-

íèÿ â ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèöàõ ñ ïîñòîÿí-

íûì îïðåäåëèòåëåì

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìàòðèâàåì âàæíûé äëÿ ïðèëîæåíèé ñëó-

÷àé, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ ñ êâàäðàòè÷íîé ïðîèçâîäíîé â

ñèñòåìå (3.1) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ âî ìíîæåñòâå SLC(n) ñèììåòðè-

÷åñêèõ ìàòðèö, èìåþùèõ ïîñòîÿííûé îïðåäåëèòåëü, ðàâíûé C > 0.

Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçóåò ïîëó÷åííîå â ðàáîòå [14] óòâåðæäå-

íèå, ÷òî äëÿ ïîëóíåïðåðûâíîãî ñâåðõó ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ

ñ âûïóêëûìè, çàìêíóòûìè, îãðàíè÷åííûìè îáðàçàìè äëÿ ëþáîãî

ε > 0 ñóùåñòâóåò ε-àïïðîêñèìàöèÿ, òàêàÿ, ÷òî ïðè ε → 0 ýòè àï-

ïðîêñèìàöèè ïîòî÷å÷íî ñõîäÿòñÿ ê ñåëåêòîðó ìíîãîçíà÷íîãî îòîá-

ðàæåíèÿ. Îäíàêî, ìíîæåñòâî ìàòðèö SLC(n) íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

ïðîñòðàíñòâîì è ïîýòîìó òðåáîâàòü âûïóêëîñòü îáðàçîâ ìíîãîçíà÷-

íîãî îòîáðàæåíèÿ íå êîððåêòíî. ×òîá ïðèìåíèòü êîíñòðóêöèè èç

[14], ìû èñïîëüçóåì êîíñòðóêöèè ñ ñèììåòðè÷åñêèìè ìàòðèöàìè,

ïðèâåäåííûå â ðàçäåëå 2.1.

3.4.1 Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé � íàëè÷å ó ïîëÿ v ãëàäêîãî ñå-

ëåêòîðà

Ìû íàêëàäûâàåì íà ïðàâóþ ÷àñòü (3.1) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

Óñëîâèå 3.8 (i) Ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå α íà T n ïðè-

íèìàåò çíà÷åíèÿ â SLC(n); îíî àâòîíîìíî è ïîëóíåïðåðûâíî ñâåð-

õó.
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(ii) Çíà÷åíèÿ α çàìêíóòû è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû.

(iii) äëÿ êàæäîãî m ∈ T n ìíîæåñòâî T(α(m)) âûïóêëî â T−(n)

è ìíîæåñòâî LC(α(m)) âûïóêëî â L0(n).

Òåîðåìà 3.9 Ïóñòü v(t,m) � ìíîãîçíà÷íîå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí-

íîå âåêòîðíîå ïîëå íà T n, èìåþùåå ãëàäêèé ñåëåêòîð v(t,m), à

α(m) � ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-

âèþ 3.8. Ïóñòü òàêæå ξ0 � ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ñî çíà÷åíèÿìè â

T n,÷üå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, îòíîñèòåëüíî ôîðìû îáúåìà

ΛE ðàâíî
√
Cρ0 ãäå ρ0 ãëàäêî è íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Òîãäà

äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ξ(0) = ξ0 âêëþ÷åíèå (3.1) èìååò ðåøåíèå,

îïðåäåëåííîå ïðè t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëü-

íûõ ÷èñåë εk → 0. Òàê êàê îòîáðàæåíèÿ T è LC ãëàäêè, ìíî-

ãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ Tα ñî çíà÷åíèÿìè â T−(n) è LCα ñî çíà-

÷åíèÿìè â L0(n) ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó, ïîñêîëüêó òàêîâî α. Ïî

Óñëîâèþ 3.8 èõ çíà÷åíèÿ âûïóêëû, çàìêíóòû è ðàâíîìåðíî îãðàíè-

÷åíû. Òîãäà ïî [14, Òåîðåìà 2] (ñì. òàêæå [5, Òåîðåìà 4.11]) äëÿ ëþ-

áîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë εq → 0 ñóùåñòâóþò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäíîçíà÷íûõ íåïðåðûâíûõ εq-àïïðîêñèìàöèé,

êîòîðûå ïîòî÷å÷íî ñõîäÿòñÿ ê áîðåëåâñêèì ñåëåêòîðàì ïîëåé Tα è

LCα, ñîîòâåòñòâåííî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè âñå ýòè àïïðîêñè-

ìàöèè ìîæíî ñ÷èòàòü ãëàäêèìè (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå àïïðîêñèìèðó-

åì èç ãëàäêèìè). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αk

îäíîçíà÷íûõ ãëàäêèõ è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ (2, 0)-òåíçîðíûõ

ïîëåé èç SLC(n), êîòîðàÿ ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê áîðåëåâñêîìó ñåëåê-

òîðó α(m) ìíîãîçíà÷íîãî ïîëÿ α(m). Êîìïîíåíòû ïîëÿ αk(m) ìû
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îáîçíà÷àåì αij
k .

Ïîñòðîèì ðèìàíîâû ìåòðèêè αk(·, ·) èç òåíçîðíûõ ïîëåé αk(m).

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé òèïà (1.7): DSξ(t) = v(t, ξ(t))

D2ξ(t) = αk(ξ(t))
. (3.3)

Îòìåòèì, ÷òî ïî Ëåììå 2.3 äëÿ âñåõ ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü îäíî è òî æå íà÷àëüíîå óñëîâèå ξ0, ïîñêîëüêó åãî ïëîò-

íîñòè îòíîñèòåëüíî âñåõ αk(·, ·) ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé. Êàæäîå èç

ýòèõ óðàâíåíèé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Òåîðåìû 1.12, òàê ÷òî äëÿ

êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå. Ðåøåíèå k-ãî óðàâíåíèÿ

îáîçíà÷èì ξk(t).

Èç Ëåììû 2.3 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè p(t,m), îïðåäåëåííûå â (1.8)

äëÿ âñåõ ξk(t) ñîâïàäàþò.

Íà áàíàõîâîì ìíîãîîáðàçèè C0([0, T ], T n) íåïðåðûâíûõ êðèâûõ â

T n ââåäåì σ-àëãåáðó C, ïîðîæäåííóþ öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâà-

ìè, è îáîçíà÷èì ÷åðåç µk ìåðó íà (C0([0, T ], T n), C), ïîðîæäåííóþ

ðåøåíèåì ξk(t). Òàêæå ââåäåì ñåìåéñòâî ïîëíûõ ïîä-σ-àëãåáð Pt, ïî-

ðîæäåííûõ öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè ñ îñíîâàíèÿìè íàä [0, t],

t ∈ [0, T ]. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìåð µk âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ Òåîðåìû 2.5, òî åñòü ìíîæåñòâî ìåð {µk} ñëàáî êîìïàêòíî.

Âûäåëèì ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé ìåðå µ ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü (äëÿ êîòîðîé ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèå µk).

Ðàññìîòðèì êîîðäèíàòíûé ïðîöåññ ξ(t) íà âåðîÿòíîñòíîì ïðî-

ñòðàíñòâå (C0([0, T ], T n), C, µ), ò.å. äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî ñî-

áûòèÿ x(·) ∈ C0([0, T ], T n) ïî îïðåäåëåíèþ ξ(t, x(·)) = x(t). Îòìå-

òèì, ÷òî Pt ÿâëÿåòñÿ �ïðîøëûì� äëÿ ξ(t), à Nt � �íàñòîÿùèì�. Ïî
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ïîñòðîåíèþ DSξk(t) = v(t, ξk(t)) ïðè ëþáîì k. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè f íà

C0([0, T ], T n), èçìåðèìîé îòíîñèòåëüíî Nt, ïðè âñåõ k âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî

lim
∆t→0

∫
C0([0,T ],T n)

[
x(t+∆t)− x(t−∆t)

2∆t
− v(t, x(t))]f(x(·))dµk = 0

Îïðåäåëèì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Òàê êàê µk ñëàáî ñõîäèòñÿ ê µ,

ñóùåñòâóåò K(ε) òàêîå, ÷òî ïðè k > K(ε)

∥
∫
C0([0,T ],T n)

[
x(t+∆t)− x(t−∆t)

2∆t
− v(t, x(t))]f(x(·))dµk

−
∫
C0([0,T ],T n)

[
x(t+∆t)− x(t−∆t)

2∆t
− v(t, x(t))]f(x(·))dµ∥ < ε.

è

∥ lim
∆t→0

∫
C0([0,T ],T n)

[
x(t+∆t)− x(t−∆t)

2∆t
− v(t, x(t))]f(x(·))dµ∥ < ε.

Òàê êàê ε ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî è f ïðîèçâîëüíàÿ

ôóíêöèÿ, èçìåðèìàÿ îòíîñèòåëüíî N ξ
t , òî

DSξ(t) = v(t, ξ(t)). (3.4)

Ïî ïîñòðîåíèþ äëÿ ëþáîãî ξk(t), êâàäðàòè÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâ-

íà αk(ξk(t)), à ýòî îçíà÷àåò,÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x(·)) êàê è

âûøå ìû ïîëó÷èëè:

lim
∆t→0

∫
C0([0,T ],T n)

[
(x(t+∆t)− x(t))(x(t+∆t)− x(t))∗

∆t

−αk(x(t))]f(x(·))dµk = 0.

Òàê êàê αk(t,m) ñòðåìèòñÿ ê α(t,m) ïðè k → ∞ ïîòî÷å÷íî, αk(t,m)

ñòðåìèòñÿ ê α(t,m) ï.í. îòíîñèòåëüíî âñåõ ìåð µk è îòíîñèòåëüíî µ.
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Âûáåðåì δ > 0. Ïî òåîðåìå Åãîðîâà (ñì., íàïðèìåð, [8]) äëÿ ëþáîãî i

ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî K̃ i
δ ⊂ C0([0, T ], T n) òàêîå, ÷òî (µi)(K̃

i
δ) >

1 − δ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αk(x(t)) ñõîäèòñÿ ê α(x(t)) ðàâíîìåðíî

íà K̃ i
δ. Ââåäåì K̃δ =

∞∪
i=0

K̃ i
δ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αk(x(t)) ñõîäèòñÿ ê

α(x(t)) ðàâíîìåðíî íà K̃δ ïðè âñåõ i è µ(K̃δ) > 1− δ.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëå α(x(t)) íåïðåðûâíî íà ìíîæåñòâå ïîëíîé ìåðû

µ íà C0([0, T ], T n). Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

δi → 0 è ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü K̃δi. Ïî ïîñòðîåíèþ

α(x(t)) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèé íà êàæäîì K̃δi. Ïîýòîìó α(x(t)) íåïðåðûâíî íà

êàæäîì K̃δi, ò.å. è íà ëþáîì êîíå÷íîì îáúåäèíåíèè
n∪

i=1

K̃δi. Î÷åâèä-

íûì îáðàçîì lim
n→∞

µ(
n∪

i=1

K̃δi) = 1. Èç-çà îïèñàííîé âûøå ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè íà K̃δ ïðè âñåõ k ìû âûâîäèì èç îãðàíè÷åííîñòè f(x(·)),

÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì k

∥
∫
K̃δ

[αk(x(t))− α(x(t))]f(x(·))dµk∥ < δ.

Òàê êàê f(x(·)) îãðàíè÷åíî, èìååòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëî Ξ > 0 òàêîå,

÷òî |f(x(·))| < Ξ for all x(·). Íàïîìíèì, ÷òî âñå αk(m) è α(m) ðàâíî-

ìåðíî îãðàíè÷åíû, ò.å. èõ íîðìû íå ïðåâîñõîäÿò íåêîòîðîãî ÷èñëà

Q > 0. Òîãäà, ïîñêîëüêó

µk(C
0([0, T ], T n)\K̃δ) < δ

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k, òî

∥
∫
C0([0,T ],T n)\K̃δ

[αk(x(t))− α(x(t))]f(x(·))dµk∥ < 2δQΞ
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ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k. Òàê êàê δ � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæè-

òåëüíîå ÷èñëî, òî

lim
k→∞

∫
C0([0,T ],T n)

[αk(x(t))− α(x(t))]f(x(·))dµk = 0.

Ôóíêöèÿ α(x(t)) � µ-ï.í. íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà C0([0, T ], T n)

(ñì. âûøå). Òàê êàê ê òîìó æå ìåðû µk ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê µ, òî ïî

ëåììå èç [4, ïàðàãðàô VI.1]

lim
k→∞

∫
C0([0,T ],T n)

α(x(t))f(x(·))dµk =

∫
C0([0,T ],T n)

α(x(t))f(x(·))dµ.

Î÷åâèäíî, ÷òî

lim
k→∞

∫
C0([0,T ],T n)

[
(x(t+∆t)− x(t))(x(t+∆t)− x(t))∗

∆t
]f(x(·))dµk

=

∫
C0([0,T ],T n)

[
(x(t+∆t)− x(t))(x(t+∆t)− x(t))∗

∆t
]f(x(·))dµ.

Òàêèì îáðàçîì

lim
∆t→0

∫
C0([0,T ],T n)

[
(x(t+∆t)− x(t))(x(t+∆t)− x(t))∗

∆t

−α(x(t))]f(x(·))dµ = 0.

Ïîñêîëüêó f(x(·)) � ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíê-

öèÿ, èçìåðèìàÿ îòíîñèòåëüíî Nt, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî D2ξ(t) = α(ξ(t)).

Íî ïî ïîñòðîåíèþ α(ξ(t)) ∈ α(ξ(t)) µ-ï.í.

Âìåñòå ñ (3.4) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ξ(t) ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðåøåíèåì

âêëþ÷åíèÿ (3.1). �
×àñòíûì ñëó÷àåì ðàññìîòðåííîé âûøå â ýòîì ðàçäåëå ñèòóàöèè

ÿâëÿåòñÿ âàæíûé äëÿ ïðèëîæåíèé ñëó÷àé, êîãäà ïîëå v èìååò ãëàä-

êèé ñåëåêòîð (íàïðèìåð, îäíîçíà÷íî è ãëàäêî), à ïîëå α ìíîãîçíà÷-

íî è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèöàõ ñ åäèíè÷íûì

îïðåäåëèòåëåì, òî åñòü â SL(n)
∩

S+(n).
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Òåîðåìà 3.10 Ïóñòü v(t,m) ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå íà T n,

èìåþùåå ãëàäêèé ñåëåêòîð, à ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå

α(m) óäîâëåòâîðÿåò òàêîâî, ÷òî (i) îíî ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â

S+(n)
∩

SL(n); îíî àâòîíîìíî è ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

(ii) Çíà÷åíèÿ α çàìêíóòû è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû.

(iii) äëÿ êàæäîãî m ∈ T n ìíîæåñòâî T(α(m)) âûïóêëî â T−(n)

è ìíîæåñòâî L(α(m)) âûïóêëî â L0(n).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ξ0 ñî çíà÷åíèÿìè â T n, ó

êîòîðîãî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ρ0 îòíîñèòåëüíî ôîðìû îáú-

åìà ΛE ãëàäêà è íèãäå íå ðàâíî íóëþ. Òîãäà äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ

ξ(0) = ξ0 âëþ÷åíèå  DSξ(t) = v(t, ξ(t)),

D2ξ(t) ∈ α(ξ(t)).

èìååò ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà âñåì èíòåðâàëå t ∈ [0, T ].

Òåîðåìà 3.10 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì Òåîðåìû 3.9.

3.4.2 Ñëó÷àé ãëàäêèõ ε-àïïðîêñèìàöèé ïîëÿ v

Â ýòîì ðàçäåëå, ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçäåëîì 3.4.1, ìû ðïàññìàòðèâà-

åì áîëåå îáùèé ñëó÷àé: âìåñòî íàëè÷èÿ ãëàäêîãî ñåëåêòîðà ïîëÿ v,

ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæè-

òåëüíûõ ÷èñåë εk → 0 ñóùåñòâóþò ãëàäêèå εk-àïïðîêñèìàöèè ïîëÿ

v, ó êîòîðûõ ïåðâûéå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷å-

íû îäíîé è òîé æå êîíñòàíòîé. Íåïðåðûâíîñòü, ïîëóíåïðåðûâíîñòü

ïîëÿ v ñâåðõó èëè ñíèçó íå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ

óïðîùàþùàÿ èíôîðìàöèÿ, îïèñàííàÿ â Ëåììå 2.4.

Ìû íàêëàäûâàåì íà v(t,m) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
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Óñëîâèå 3.11 Ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå v(m) íà Tn àâòîíîì-

íî, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî è èìååò çàìêíóòûå îáðàçû. Ñóùåñòâó-

åò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë εk → 0 òàêàÿ, ÷òî

äëÿ ëþáîãî εk ïîëå v(m) èìååò ãëàäêóþ εk-àïïðîêñèìàöèþ vi(m) è

âñå ýòè àïïðîêñèìàöèè èìåþò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå îäíîé è

òîé æå êîíñòàíòîé ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂vi
∂mj

.

Ëåììà 3.12 Ïðè âûïîëíåíèè Óñëîâèÿ 3.11 ìíîãîçíà÷íîå âåê-

òîðíîå ïîëå v(t,m) èìååò íåïðåðûâíûé ñåëåêòîð, ê êîòîðîìó

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

àïïðîêñèìàöèé vi(m) ïðè i → ∞.

Äåéñòâèòåëüíî, èç òåîðåìû Àñêîëè (ñì. [9]) íåòðóäíî âûâåñòè,

÷òî ïðè âûïîëíåíèè Óñëîâèÿ 3.11 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vi(t,m) êîì-

ïàêòíà â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà T n.

Òåîðåìà 3.13 Ïóñòü ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå v(t,m) íà T n

óäîâëåòâîðÿåò Óñëîâèþ 3.11, à ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå

α(m) óäîâëåòâîðÿåò Óñëîâèþ 3.8.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ξ0 ñî çíà÷åíèÿìè â T n, ó êî-

òîðîãî ðàñïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíî ôîðìû îáúåìà ΛE ðàâíî
√
Cρ0,

ãäå ρ0 ãëàäêî è íèãäå íå ðàâíî íóëþ. Òîãäà äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ

ξ(0) = ξ0 âëþ÷åíèå (3.1) èìååò ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà âñåì èí-

òåðâàëå t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îòîáðàæåíèÿ T è LC ãëàäêè, ìíîãî-

çíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ Tα ñî çíà÷åíèÿìè â T−(n) è LCα ñî çíà÷åíèÿ-

ìè â L0(n) ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó, ïîñêîëüêó òàêîâî α. Ïî Ïî óñëî-

âèþ òåîðåìû èõ çíà÷åíèÿ âûïóêëû, çàìêíóòû è ðàâíîìåðíî îãðàíè-
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÷åíû. Òîãäà ïî [14, Òåîðåìà 2] (ñì. òàêæå [5, Òåîðåìà 4.11]) äëÿ ëþ-

áîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë εq → 0 ñóùåñòâóþò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäíîçíà÷íûõ íåïðåðûâíûõ εq-àïïðîêñèìàöèé,

êîòîðûå ïîòî÷å÷íî ñõîäÿòñÿ ê áîðåëåâñêèì ñåëåêòîðàì ïîëåé Tα

è LCα, ñîîòâåòñòâåííî. Âûáåðåì óêàçàííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àï-

ïðîêñèìàöèé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè εk → 0 èç Óñëîâèÿ 3.11. Áåç

îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè âñå ýòè àïïðîêñèìàöèè ìîæíî ñ÷èòàòü ãëàä-

êèìè. Òàê ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αk(m) îäíîçíà÷íûõ

ãëàäêèõ è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ (2, 0)-òåíçîðíûõ ïîëåé èç

SLC(n), êîòîðàÿ ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê áîðåëåâñêîìó ñåëåêòîðó α(m)

ìíîãîçíà÷íîãî ïîëÿ α(m). Êîìïîíåíòû ïîëÿ αk(m) ìû îáîçíà÷àåì

αij
k .

Ïîñòðîèì ðèìàíîâû ìåòðèêè αk(·, ·) èç òåíçîðíûõ ïîëåé αk(m),

êàê âûøå.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé òèïà (1.7) DSξ(t) = vk(ξ(t))

D2ξ(t) = αk(ξ(t))
. (3.5)

Îòìåòèì, ÷òî ïî Ëåììå 2.3 äëÿ âñåõ ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü îäíî è òî æå íà÷àëüíîå óñëîâèå ξ0, ïîñêîëüêó åãî ïëîò-

íîñòè îòíîñèòåëüíî âñåõ αk(·, ·) ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé. Âñå óðàâ-

íåíèÿ (3.5) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Òåîðåìû 1.12, òàê ÷òî äëÿ êàæ-

äîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå. Ðåøåíèå k-ãî óðàâíåíèÿ îáî-

çíà÷èì ξk(t).

Íà áàíàõîâîì ìíîãîîáðàçèè C0([0, T ], T n) íåïðåðûâíûõ êðèâûõ â

T n ââåäåì σ-àëãåáðó C, ïîðîæäåííóþ öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâà-

ìè, è îáîçíà÷èì ÷åðåç µk ìåðó íà (C0([0, T ], T n), C), ïîðîæäåííóþ
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ðåøåíèåì ξk(t). Òàêæå ââåäåì ñåìåéñòâî ïîëíûõ ïîä-σ-àëãåáð Pt, ïî-

ðîæäåííûõ öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè ñ îñíîâàíèÿìè íàä [0, t],

t ∈ [0, T ], è ñåìåéñòâî ïîëíûõ ïîä-σ-àëãåáð Nt, ïîðîæäåííûõ ïðî-

îáðàçàìè áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â T n ïðè îòîáðàæåíèè x(·) 7→ x(t).

Ïîíÿòíî, ÷òî Nt ÿâëÿåòñÿ ïîä-σ-àëãåáðîé â Pt.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ óðàâíåíèé (3.5) ïðèìåíèìà Òåîðåìà

2.5, òî åñòü ìíîæåñòâî ìåð {µk} ñëàáî êîìïàêòíî. Ñëåäîâàòåëüíî,

èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüáíîñòè ìåð ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü, ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé ìåðå µ. Äëÿ ýòîé ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ìû äëÿ óäîáñòâà ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèå µk. Ïîêà-

æåì, ÷òî êîîðäèíàòíûé ïðîöåññ ξ(t) íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå

(C0([0, T ], T n), C, µ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (3.1).

Íàïîìíèì, ÷òî êîîðäèíàòíûé ïðîöåññ ξ(t) íà âåðîÿòíîñòíîì ïðî-

ñòðàíñòâå (C0([0, T ], T n), C, µ) îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé: äëÿ êàæäî-

ãî ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ m(·) ∈ C0([0, T ], T n) èìååì ξ(t,m(·)) =

m(t). Îòìåòèì, ÷òî Pt ÿâëÿåòñÿ �ïðîøëûì� äëÿ ξ(t), à Nt � �íàñòî-

ÿùèì�.

Ïî ïîñòðîåíèþ DSξk(t) = vk(t, ξk(t)) ïðè ëþáîì k. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè

f íà C0([0, T ], T n), èçìåðèìîé îòíîñèòåëüíî Nt, ïðè âñåõ k âûïîë-

íÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
∆t→0

∫
C0([0,T ],T n)

[
m(t+∆t)−m(t−∆t)

2∆t
− vk(m(t))]f(m(·))dµk = 0.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Òàê êàê µk ñëàáî ñõîäèòñÿ ê µ,

ñóùåñòâóåò K(ε) òàêîå, ÷òî ïðè k > K(ε)
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∥
∫
C0([0,T ],T n)

[
m(t+∆t)−m(t−∆t)

2∆t
]f(m(·))dµk

−
∫
C0([0,T ],T n)

[
m(t+∆t)−m(t−∆t)

2∆t
]f(m(·))dµ∥ < ε

è

∥
∫
C0([0,T ],T n)

f(·)v(m(t))dµk −
∫
C0([0,T ],T n)

f(·)v(m(t))dµ∥ < ε.

Íàêîíåö, òàê êàê vk(t,m) ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê v(t,m), òî ðàâ-

íîìåðíî äëÿ âñåõ µi, âêëþ÷àÿ µ, è ðàâíîìåðíî ïî t∫
C0([0,T ],T n)

f(m(·))vk(m(t))dµi →
∫
C0([0,T ],T n)

f(m(·))v(m(t))dµi

ïðè k → ∞, ò.å. äëÿ ëþáîãî ε1 > 0 ñóùåñòâóåò K1 òàêîå, ÷òî ïðè

k > K1 ïðè âñåõ i è ïðè âñåõ t ∈ [0, T ]

∥
∫
[0,T ]×Ω

f(m(·))vk(m(t))dµi −
∫
[0,T ]×Ω

f(m(·))v(m(t))dµi∥ < ε1

Òîãäà ïðè k > max(K,K1)

∥
∫
C0([0,T ],T n)

[
m(t+∆t)−m(t−∆t)

2∆t
− v(m(t))]f(m(·))dµk−

−
∫
C0([0,T ],T n)

[
m(t+∆t)−m(t−∆t)

2∆t
− vk(m(t))]f(m(·))dµ∥ <

∥
∫
C0([0,T ],T n)

[
m(t+∆t)−m(t−∆t)

2∆t
]f(m(·))dµk−

−
∫
C0([0,T ],T n)

[
m(t+∆t)−m(t−∆t)

∆t
]f(m(·))dµ∥+

+∥
∫
[0,T ]×Ω

f(m(·))vk(m(t))dµk −
∫
[0,T ]×Ω

f(m(·))v(m(t))dµk∥+

∥
∫
C0([0,T ],T n)

f(·)v(m(t))dµk −
∫
C0([0,T ],T n)

f(·)v(m(t))dµ∥ < 2ε+ ε1.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
∆t→0

∫
C0([0,T ],T n)

[
m(t+∆t)−m(t−∆t)

2∆t
− v(m(t))]f(m(·))dµ = 0.

Òàê êàê f(m(·)) � ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíê-

öèÿ, èçìåðèìàÿ îòíîñèòåëüíî Nt, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

DSξ(t) = v(ξ(t)). (3.6)

Íàïîìíèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ v(ξ(t)) ∈ v(ξ(t)) µ-ï.í.

Òîò ôàêò, ÷òî D2ξ(t) = α(ξ(t)) è α(ξ(t)) ∈ α(ξ(t)) ï.í., äîêàçû-

âàåòñÿ â òî÷íîñòè òàê æå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 3.9. �

3.4.3 Ñëó÷àé ïîëóíåïðåðûâíîãî ñâåðõó ïîëÿ v ñ çàìêíó-

òûìè âûïóêëûìè îáðàçàìè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû íå ïðåäïîëàãàåì íè íàëè÷èÿ ó ïîëÿ v ãëàäêîãî

ñåëåêòîðà, íè ñóùåêñòâîâàíèÿ åãî ãëàäêèõ εk-àïïðîêñèìàöèé ñ ðà-

íîìåðíî îãðàíè÷åííûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Âìåñòî ýòîãî ìû

ïðåäïîëàåì, ÷òî v ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõ, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî è

èìååò âûïóêëûå çàìêíóòûå îáðàçû.

Òàêèì îáðàçîì, ïóñòü v(t,m) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëî-

âèþ:

Óñëîâèå 3.14 Ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå v(m) íà Tn àâòîíîì-

íî, ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííî ñ çàìêíóòûìè

âûïóêëûìè îáðàçàìè

Òåîðåìà 3.15 Ïóñòü ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå v(t,m) íà T n

óäîâëåòâîðÿåò Óñëîâèþ 3.14, à è ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)- òåíçîðíîå

ïîëå α(m) óäîâëåòâîðÿåò Óñëîâèþ 3.8. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé
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ýëåìåíò ξ0 ñî çíà÷åíèÿìè â T n, ÷üÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ,

îòíîñèòåëüíî ôîðìû îáúåìà ΛE ðàâíà
√
Cρ0 ãäå ρ0 ãëàäêà è íè-

ãäå íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Òîãäà äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ξ(0) = ξ0

âêëþ÷åíèå (3.1) èìååò ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà âñåì èíòåðâàëå

t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, ñîãëàñíî [20, Theorem 4.11]

â Óñëîâèÿõ 3.14 äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ

÷èñåë εq → 0 ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäíîçíà÷íûõ íåïðå-

ðûâíûõ εq � àïïðîêñèìàöèé vq ïîëÿ v(t,m), êîòîðûå ïîòî÷å÷íî ñõî-

äÿòñÿ ê èçìåðèìîìó ïî Áîðåëþ ñåëåêòîðó v(t,m). Áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè ýòè εq-àïïðîêñèìàöèè ìîæíî ñ÷èòàòü ãëàäêèìè.

Òàê êàê îòîáðàæåíèÿ T è LC ãëàäêèå, ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæå-

íèÿ Tα ñî çíà÷åíèÿìè â T−(n) è LCα ñî çíà÷åíèÿìè â L0(n) ïî-

ëóíåïðåðûâíû ñâåðõó, ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû òàêîâî α. Ïî

Óñëîâèþ 3.8 èõ çíà÷åíèÿ âûïóêëû, çàìêíóòû è ðàâíîìåðíî îãðà-

íè÷åíû. Òîãäà ïî [20, Theorem 4.11] äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë εq → 0 ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäíî-

çíà÷íûõ íåïðåðûâíûõ εq� àïïðîêñèìàöèé, ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùèõñÿ ê

èçìåðèìûì ïî Áîðåëþ ñåëåêòîðàì Tα è LCα, ñîîòâåòñòâåííî. Âû-

áåðåì óêàçàííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àïïðîêñèìàöèé äëÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè εk → 0 êàê óêàçàíî âûøå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè,

áóäåì ñ÷èòàòü âñå ýòè àïïðîêñèìàöèè ãëàäêèìè. Òàêèì îáðàçîì, ñó-

ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αk(m) îäíîçíà÷íî ãëàäêèõ è ðàâíî-

ìåðíî íåïðåðûâíûõ (2, 0)� òåíçîðíûõ ïîëåé èç SLC(n), ïîòî÷å÷íî

ñõîäÿùàÿñÿ ê èçìåðèìîìó ïî Áîðåëþ ñåëåêòîðó α(m) ìíîãîçíà÷íî-

ãî ïîëÿ α(m). Êîìïîíåíòû ïîëÿ αk(m) îáîçíà÷èì αij
k .
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Ïîñòðîèì Ðèìàíîâû ìåòðèêè αk(·, ·) èç òåíçîðíûõ ïîëåéαk(m),

êàê âûøå.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé òèïà (1.7): DSξ(t) = vk(ξ(t))

D2ξ(t) = αk(ξ(t))
. (3.7)

Çàìåòèì, ÷òî ïî Ëåììå 2.3 äëÿ âñåõ ýòèõ óðàâíåíèé ìû ìîæåì

ðàññìàòðèâàòü îäíî è òîæå íà÷àëüíîå óñëîâèå ξ0,òàê êàê åãî ïëîò-

íîñòè îòíîñèòåëüíî âñåõ αk(·, ·) ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé. Òàêæå çà-

ìåòèì, ÷òî âñå vk è αk ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû îäíîé è òîé æå

êîíñòàíòîé, òàê êàê îíè ÿâëÿþòñÿ ε� àïïðîêñèìàöèÿìè ðàâíîìåð-

íî îãðàíè÷åííûõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. Ïîñîêîëüêó âñå ýòè

ε-àïïðîêñèìàöìì ãëàäêè è çàäàíû íà êîìïàêòíîì òîðå, èõ ïåðâûå

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äëÿ êàæäîãî k ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû êîí-

ñòàíòîé, çàâèñÿùåé îò k. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (3.7) óäîâëå-

òâîðÿåò Òåîðåìå 1.12, òî åñòü äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò

ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ξk(t) ðåøåíèå k-ãî óðàâíåíèÿ.

Êàê ñêàçàíî â ïàðàãðàôå 2.1, êàæäîå αk(m) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåíî â âèäå αk(m) = Ak(m)A∗
k(m), ãäå Ak(m) ãëàäêî è ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åíî.

Íà áàíàõîâîì ìíîãîîáðàçèè C0([0, T ], T n) íåïðåðûâíûõ êðèâûõ

â T n ââåäåì σ� àëãåáðó C ïîðîæäåííóþ öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæå-

ñòâàìè, è îáîçíà÷èì ÷åðåç µk ìåðó íà (C0([0, T ], T n), C), ïîðîæäåí-

íóþ ðåøåíèåì ξk(t). Òàêæå ââåäåì ñåìåéñòâî ïîëíûõ σ - ïîä - àë-

ãåáð Pt, ïîðîæäåííûõ öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè ñ îñíîâàíè-

ÿìè íàä [0, t], t ∈ [0, T ], è ñåìåéñòâî ïîëíûõ σ- ïîä - àëãåáð Nt,

ïîðîæäåííûõ ïðîîáðàçàìè Áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â T n ïðè îòîá-
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ðàæåíèè x(·) 7→ x(t). ßñíî, ÷òî Nt ÿâëÿåòñÿ σ- ïîä - àëãåáðîé â

Pt è ÷òî Pt åñòü �ïðîøëîå� îòíîñèòåëüíî Nt ÿâëÿþùèìñÿ �íàñòîÿ-

ùèì� äëÿ êîîðäèíàòíîãî ïðîöåññà íà (C0([0, T ], T n), C, µk). Íàïîì-

íèì, ÷òî ïðîöåññ ζ(t), ïîðîæäåííûé ìåðîé µζ íà (C0([0, T ], T n), C),

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ïðîöåññ íà (C0([0, T ], T n), C, µk) êàê,

òàê íàçûâàåìûé, êîîðäèíàòíûé ïðîöåññ ζ(t, x(·)) = x(t).

Òàê êàê, ñîãëàñíî Òåîðåìå 2.5, ïðèâåäåííîé â ïàðàãðàôå 2.2 ìíî-

æåñòâî ìåð - {µk} íà (C0([0, T ], T n), C) ñëàáî êîìïàêòíî. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñëàáî ñõî-

äèòñÿ ê íåêîòîðîé ìåðå µ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìû ìîæåì

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µk ñëàáî ñõîäèòñÿ ê µ. Ðàñ-

ñìîòðèì êîîðäèíàòíûé ïðîöåññ ξ(t) íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàí-

ñòâå (C0([0, T ], T n), C, µ), òî åñòü äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî

ñîáûòèÿ x(·) ∈ C0([0, T ], T n) ïî îïðåäåëåíèþ ξ(t, x(·)) = m(t).

Íàïîìíèì Pt � "ïðîøëîå"äëÿ ξ(t), à Nt � "íàñòîÿùåå"äëÿ ýòîãî æå

êîîðäèíàòíîãî ïðîöåññà.

Ïî ïîñòðîåíèþDSξk(t) = vk(t, ξk(t)) äëÿ âñåõ k. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîé îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f íà

C0([0, T ], T n), èçìåðèìîé îòíîñèòåëüíî Nt, ïðè ëþáîì k ðàâåíñòâî

lim
∆t→0

∫
C0([0,T ],T n)

[
m(t+∆t)−m(t−∆t)

∆t
− vk(m(t))]f(m(·))dµk = 0

âûïîëíÿåòñÿ.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ò.ê. µk ñëàáî ñõîäèòñÿ ê µ, ñóùå-
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ñòâóåò K(ε) òàêîå,÷òî ïðè k > K(ε)

∥
∫
C0([0,T ],T n)

[m(t+∆t)−m(t−∆t)]f(m(·))dµk

−
∫
C0([0,T ],T n)

[m(t+∆t)−m(t−∆t)]f(m(·))dµ∥ < ε

è

∥
∫
C0([0,T ],T n)

f(m(·))v(m(t))dµk −
∫
C0([0,T ],T n)

f(m(·))v(m(t))dµ∥ < ε.

Ïî Òåîðåìå Åãîðîâà (ñìîòðè, íàïðèìåð, [8] ) äëÿ ëþáîãî i ñóùå-

ñòâóåò ïîäìíîæåñòâî K̃ i
δ ⊂ C0([0, T ], T n) òàêîå, ÷òî (µi)(K̃

i
δ) > 1− δ

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αk(m(t)) íà K̃ i
δ ñõîäèòñÿ ê α(m(t)) ðàâíîìåð-

íî. Ââåäåì K̃δ =
∞∪
i=0

K̃ i
δ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αk(m(t)) íà K̃δ äëÿ

âñåõ i ñõîäèòñÿ ê α(m(t)) ðàâíîìåðíî è µ(K̃δ) > 1− δ.

Ïîëå v(m(t)) íåïðåðûâíî íà ìíîæåñòâå ïîëíîé ìåðû µ

íà C0([0, T ], T n). Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

δi → 0 è ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü K̃δi. Ïî ïîñòðîå-

íèþ, v(m(t)) � ðàâíîìåðíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâ-

íûõ ôóíêöèé íà êàæäîì K̃δi. Ïîýòîìó v(m(t)) íåïðåðûâíî íà êàæ-

äîì K̃δi, òî åñòü íà ëþáîì êîíå÷íîì îáúåäèíåíèè
n∪

i=1

K̃δi. Î÷åâèäíî

lim
n→∞

µ(
n∪

i=1

K̃δi) = 1.

Èç-çà, îïèñàííîé âûøå, ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà K̃δ äëÿ âñåõ k

è èç îãðàíè÷åííîñòè f(m(·)) âûâîäèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

k

∥
∫
K̃δ

[vk(m(t))− v(m(t))]f(m(·))dµk∥ < δ.

Ïîñêîëüêó f(m(·)) îãðàíè÷åíî, èìååòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëî Ξ > 0 òà-

êîå, ÷òî |f(m(·))| < Ξ äëÿ âñåõ m(·). Íàïîìíèì, ÷òî âñå vk(m) è
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v(m) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, òî åñòü , èõ íîðìû íå ïðåâîñõîäÿò

íåêîòîðîãî ÷èñëà Q > 0. Òîãäà, òàê êàê

µk(C
0([0, T ], T n)\K̃δ) < δ

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k, òî

∥
∫
C0([0,T ],T n)\K̃δ

[vk(m(t))− v(m(t))]f(m(·))dµk∥ < 2δQΞ

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k. Òàê êàê δ - ïðîèçâîëüíîå ïîëîæè-

òåëüíîå ÷èñëî, òî

lim
k→∞

∫
C0([0,T ],T n)

[vk(m(t))− v(m(t))]f(m(·))dµk = 0.

Òîãäà ïî Ëåììå [3, ïàðàãðàô VI.1] ïîëó÷àåì

lim
k→∞

∫
C0([0,T ],T n)

v(m(t))f(m(·))dµk =

∫
C0([0,T ],T n)

v(m(t))f(m(·))dµ.

Î÷åâèäíî, ÷òî

lim
k→∞

∫
C0([0,T ],T n)

[(m(t+∆t)−m(t−∆t))]f(m(·))dµk

=

∫
C0([0,T ],T n)

[(m(t+∆t)−m(t−∆t))]f(m(·))dµ.

Òàêèì îáðàçîì,

lim
∆t→0

∫
C0([0,T ],T n)

[
(m(t+∆t)−m(t−∆t)

2∆t
−

−v(m(t))]f(m(·))dµ = 0.

Òàê êàê f(m(·)) ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíê-

öèÿ, èçìåðèìàÿ îòíîñèòåëüíîNt, Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîDSξ(t) = v(ξ(t)).

Íî ïî ïîñòðîåíèþ v(ξ(t)) ∈ v(ξ(t)) µ-ï.í.

Òîò ôàêò, ÷òî D2ξ(t) = α(ξ(t)) è α(ξ(t)) ∈ α(ξ(t)) ï.í., äîêàçû-

âàåòñÿ â òî÷íîñòè òàê æå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 3.9.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �
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3.5 Ñëó÷àé ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èññëåäóåì âêëþ÷åíèé òèïà (3.1) ñ ïîëóíåïðå-

ðûâíèìè ñíèçó òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñó÷àé

âêëþ÷åíèé îáùåãî òèïà.

Òåîðåìà 3.16 Ïóñòü ïîëÿ v è α àâòîíîìíû, ïîëóíåïðåðûâíû

ñíèçó, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû â ñîîòâåñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ

ïîëåé è èìåþò âûïóêëûå çàìêíóòûå îáðàçû.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ξ0 ñî çíà÷åíèÿìè â T n, ó êî-

òîðîãî ïëîòíîñòü ρ0 îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâîé ôîðìû îáúåìà ΛE

ãëàäêà è íèãäå íå ðàâíà íóëþ. Òîãäà äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ξ(0) =

ξ0 âëþ÷åíèå (3.1) èìååò ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà âñåì èíòåðâàëå

t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Ìàéêëà â óñëîâèÿõ òåîðåìû ñóùå-

ñòâóþò íåïðåðûâíûå ñåëåêòîðû v(m) è α(m) ìíîãîçíà÷íûõ ïîëåé

v è α, ñîîòâåòñòâåííî. Àïïðîêñèìèðóåì ýòè ñåëåêòîðû ãëàäêèìè

ïîëÿìè vk(m) è αk(m), ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìèñÿ ê v(m) è α(m),

ñîîòâåòñòâåííî, ïðè k → ∞. Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ñîâïàäàåò

ñ äîêàçàòåëüñòâîì Òåîðåìû 3.6. Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó â íàøåé

ñèòóàöèè ïðåäåëüíûå ñåëåêòîðû óæå ñóùåñòâóåò, íå íàäî òðåáîâàòü

ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ àïïðîêñèìàöèé

� ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 3.6 ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå ïîçâîëÿëî

íàéòè íåïðåðûâíûå ïðåäåëüíûå ñåëåêòîðû. �
Òåïåðü ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ, êîãäà ïîëó α ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â

SLC(n).
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Óñëîâèå 3.17 (i) Ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå α íà T n ïðè-

íèìàåò çíà÷åíèÿ â SLC(n); îíî àâòîíîìíî è ïîëóíåïðåðûâíî ñíè-

çó.

(ii) Çíà÷åíèÿ α çàìêíóòû è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû.

(iii) äëÿ êàæäîãî m ∈ T n ìíîæåñòâî T(α(m)) âûïóêëî â T−(n)

è ìíîæåñòâî LC(α(m)) âûïóêëî â L0(n).

Òåîðåìà 3.18 Ïóñòü ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå v(m) íà T n

àâòîíîìíî, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî, ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó è èìååò

âûïóêëûå îáðàçû, à ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå α(m)

óäîâëåòâîðÿåò Óñëîâèþ 3.17. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ξ0

ñî çíà÷åíèÿìè â T n, ó êîòîðîãî ïëîòíîñòü ρ0 îòíîñèòåëüíî åâ-

êëèäîâîé ôîðìû îáúåìà ΛE ãëàäêà è íèãäå íå ðàâíà íóëþ. Òîãäà

äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ξ(0) = ξ0 âëþ÷åíèå (3.1) èìååò ðåøåíèå,

îïðåäåëåííîå íà âñåì èíòåðâàëå t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îòîáðàæåíèÿ T è LC ìíîãîçíà÷íûå

îòîáðàæåíèÿ è Tα ñî çíà÷åíèÿìè â T−(n) è LCα ñî çíà÷åíèÿìè â

L0(n) ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó; ïîñêîëüêó òàêîâî α. Ïî Óñëîâèþ 3.17

èõ çíà÷åíèÿ âûïóêëû, çàìêíóòû è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû. Òîãäà ïî

òåîðåìå Ìàéêëà ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ñå÷åíèÿ ïîëåé Tα è Lα.

Àïðïðîêñèìèðóåì ýòè ñåëåêòîðû ãëàäêèìè ïîëÿìè, ñõîäÿùèìèñÿ ê

íèì ïî ðàâíîìåðíîé íîðìå. Òàêèì îáðàçîì ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü αk(m) îäíîçíà÷íûõ ãëàäêèõ è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ

(2, 0)-òåíçîðíûõ ïîëåé, êîòîðàÿ ïðè k → ∞ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê

íåïðåðûâíîìó ñå÷åíèþ α(m) ìíîãîçíà÷íîãî ïîëÿ α(m). Êîìïîíåí-

òû ïîëÿ αk(m) ìû îáîçíà÷àåì αij
k .
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Òàêæå ïî òåîðåìå Ìàéêëà ìíîãîçíà÷íîå ïîëå v èìååò íåïðåðûâ-

íûé ñåëåêòîð v(m). Àïïðîêñèìèðóåì ýòîò ñåëåêòîð ãëàêèìè ïîëÿìè

vk, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìèñÿ ê v ïðè k → ∞.

Ïîñòðîèì ðèìàíîâû ìåòðèêè αk(·, ·) èç òåíçîðíûõ ïîëåé αk(m),

êàê âûøå.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé òèïà (1.7): DSξ(t) = vk(ξ(t))

D2ξ(t) = αk(ξ(t))
. (3.8)

Îòìåòèì, ÷òî ïî Ëåììå 2.3 äëÿ âñåõ ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü îäíî è òî æå íà÷àëüíîå óñëîâèå ξ0, ïîñêîëüêó åãî ïëîò-

íîñòè îòíîñèòåëüíî âñåõ αk(·, ·) ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé. Âñå óðàâ-

íåíèÿ (3.8) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Òåîðåìû 1.12, òàê ÷òî äëÿ êàæ-

äîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå. Ðåøåíèå k-ãî óðàâíåíèÿ îáî-

çíà÷èì ξk(t).

Íà áàíàõîâîì ìíîãîîáðàçèè C0([0, T ], T n) íåïðåðûâíûõ êðèâûõ â

T n ââåäåì σ-àëãåáðó C, ïîðîæäåííóþ öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâà-

ìè, è îáîçíà÷èì ÷åðåç µk ìåðó íà (C0([0, T ], T n), C), ïîðîæäåííóþ

ðåøåíèåì ξk(t). Òàêæå ââåäåì ñåìåéñòâî ïîëíûõ σ-ïîäàëãåáð Pt, ïî-

ðîæäåííûõ öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè ñ îñíîâàíèÿìè íàä [0, t],

t ∈ [0, T ], è ñåìåéñòâî ïîëíûõ σ-ïîäàëãåáð Nt, ïîðîæäåííûõ ïðîîá-

ðàçàìè áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â T n ïðè îòîáðàæåíèè x(·) 7→ x(t).

Ïîíÿòíî, ÷òî Nt ÿâëÿåòñÿ ïîä-σ-àëãåáðîé â Pt.

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (3.8) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Òåîðåìû

2.5, è ïîýòîìó ìíîæåòñâî ìåð {µk} ñëàáî êîìïàêòíî. Âûáåðåì ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð, ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé ìåðå µ. Äëÿ

óäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µk ñëàáî ñõî-
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äèòñÿ ê µ.

Ðàññìîòðèì êîîðäèíàòíûé ïðîöåññ ξ(t) íà âåðîÿòíîñòíîì ïðî-

ñòðàíñòâå (C0([0, T ], T n), C, µ), ò.å. äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî ñî-

áûòèÿ m(·) ∈ C0([0, T ], T n) ïî îïðåäåëåíèþ ξ(t,m(·)) = m(t). Îò-

ìåòèì, ÷òî Pt ÿâëÿåòñÿ �ïðîøëûì� äëÿ ξ(t), à Nt � �íàñòîÿùèì�.

Ïî ïîñòðîåíèþ DSξk(t) = vk(t, ξk(t)) ïðè ëþáîì k. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè

f íà C0([0, T ], T n), èçìåðèìîé îòíîñèòåëüíî Nt, ïðè âñåõ k âûïîë-

íÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
∆t→0

∫
C0([0,T ],T n)

[
m(t+∆t)−m(t−∆t)

2∆t
− vk(m(t))]f(m(·))dµk = 0.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Òàê êàê µk ñëàáî ñõîäèòñÿ ê µ,

ñóùåñòâóåò K(ε) òàêîå, ÷òî ïðè k > K(ε)

∥
∫
C0([0,T ],T n)

[m(t+∆t)−m(t−∆t)]f(m(·))dµk

−
∫
C0([0,T ],T n)

[m(t+∆t)−m(t−∆t)]f(m(·))dµ∥ < ε

è

∥
∫
C0([0,T ],T n)

f(·)v(m(t))dµk −
∫
C0([0,T ],T n)

f(·)v(m(t))dµ∥ < ε.

Íàêîíåö, òàê êàê vk(t,m) ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê v(t,m), òî ðàâ-

íîìåðíî äëÿ âñåõ µi, âêëþ÷àÿ µ, è ðàâíîìåðíî ïî t∫
C0([0,T ],T n)

f(m(·))vk(m(t))dµi →
∫
C0([0,T ],T n)

f(m(·))v(m(t))dµi

ïðè k → ∞, ò.å. äëÿ ëþáîãî ε1 > 0 ñóùåñòâóåò K1 òàêîå, ÷òî ïðè

k > K1 ïðè âñåõ i è ïðè âñåõ t ∈ [0, T ]

∥
∫
[0,T ]×Ω

f(m(·))vk(m(t))dµi −
∫
[0,T ]×Ω

f(m(·))v(m(t))dµi∥ < ε1
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Òîãäà ïðè k > max(K,K1)

∥
∫
C0([0,T ],T n)

[
m(t+∆t)−m(t−∆t)

2∆t
− v(m(t))]f(m(·))dµk−

−
∫
C0([0,T ],T n)

[
m(t+∆t)−m(t−∆t)

2∆t
− vk(m(t))]f(m(·))dµ∥ <

∥
∫
C0([0,T ],T n)

[
m(t+∆t)−m(t−∆t)

2∆t
]f(m(·))dµk−

−
∫
C0([0,T ],T n)

[
m(t+∆t)−m(t−∆t)

2∆t
]f(m(·))dµ∥+

+∥
∫
[0,T ]×Ω

f(m(·))vk(m(t))dµk −
∫
[0,T ]×Ω

f(m(·))v(m(t))dµk∥+

∥
∫
C0([0,T ],T n)

f(·)v(m(t))dµk −
∫
C0([0,T ],T n)

f(·)v(m(t))dµ∥ < 2ε+ ε1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
∆t→0

∫
C0([0,T ],T n)

[
m(t+∆t)−m(t−∆t)

2∆t
− v(m(t))]f(m(·))dµ = 0.

Ïîñêîëüêó f(m(·)) � ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ, èçìåðèìàÿ îòíîñèòåëüíî Nt, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

DSξ(t) = v(ξ(t)). (3.9)

Íàïîìíèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ v(ξ(t)) ∈ v(ξ(t)) µ-ï.í.

Ïî ïîñòðîåíèþ, äëÿ ëþáîãî ξk(t) åãî êâàäðàòè÷íàÿ ïðîèçâîä-

íàÿ ðàâíà αk(ξk(t)). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(m(·))

êàê âûøå

lim
∆t→0

∫
C0([0,T ],T n)

[
(m(t+∆t)−m(t))(m(t+∆t)−m(t))∗

∆t

−αk(m(t))]f(m(·))dµk = 0.

Òàê êàê αk(t,m) ñòðåìèòñÿ ê α(t,m) ïðè k → ∞ ïîòî÷å÷íî,

αk(t,m) ñòðåìèòñÿ ê α(t,m) ï.í. îòíîñèòåëüíî âñåõ ìåð µk è îò-

íîñèòåëüíî µ. Âûáåðåì δ > 0. Ïî òåîðåìå Åãîðîâà (ñì., íàïðèìåð,
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[8]) äëÿ ëþáîãî i ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî K̃ i
δ ⊂ C0([0, T ], T n) òà-

êîå, ÷òî (µi)(K̃
i
δ) > 1 − δ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αk(m(t)) ñõîäèòñÿ

ê α(m(t)) ðàâíîìåðíî íà K̃ i
δ. Ââåäåì K̃δ =

∞∪
i=0

K̃ i
δ. Ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü αk(m(t)) ñõîäèòñÿ ê α(m(t)) ðàâíîìåðíî íà K̃δ ïðè âñåõ i è

µ(K̃δ) > 1− δ.

Ïîëå α(m(t)) íåïðåðûâíî íà ìíîæåñòâå ïîëíîé ìåðû µ íà

C0([0, T ], T n). Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü δi →

0 è ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü K̃δi. Ïî ïîñòðîåíèþ

α(m(t)) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå-

ïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà êàæäîì K̃δi. Ïîýòîìó α(m(t)) íåïðåðûâíî

íà êàæäîì K̃δi, ò.å. è íà ëþáîì êîíå÷íîì îáúåäèíåíèè
n∪

i=1

K̃δi. Î÷å-

âèäíûì îáðàçîì lim
n→∞

µ(
n∪

i=1

K̃δi) = 1.

Èç-çà îïèñàííîé âûøå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà K̃δ ïðè âñåõ k

ìû âûâîäèì èç îãðàíè÷åííîñòè f(m(·)), ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-

øîì k

∥
∫
K̃δ

[αk(m(t))− α(m(t))]f(m(·))dµk∥ < δ.

Òàê êàê f(m(·)) îãðàíè÷åíî, èìååòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëî Ξ > 0 òàêîå,

÷òî |f(m(·))| < Ξ for all m(·). Íàïîìíèì, ÷òî âñå αk(m) è α(m)

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, ò.å. èõ íîðìû íå ïðåâîñõîäÿò íåêîòîðîãî

÷èñëà Q > 0. Òîãäà, ïîñêîëüêó

µk(C
0([0, T ], T n)\K̃δ) < δ

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k, òî

∥
∫
C0([0,T ],T n)\K̃δ

[αk(m(t))− α(m(t))]f(m(·))dµk∥ < 2δQΞ
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ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k. Òàê êàê δ � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæè-

òåëüíîå ÷èñëî, òî

lim
k→∞

∫
C0([0,T ],T n)

[αk(m(t))− α(m(t))]f(m(·))dµk = 0.

Ôóíêöèÿ α(m(t)) � µ-ï.í. íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà C0([0, T ], T n)

(ñì. âûøå). Òàê êàê ê òîìó æå ìåðû µk ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê µ, òî ïî

ëåììå èç [4, ïàðàãðàô VI.1]

lim
k→∞

∫
C0([0,T ],T n)

α(m(t))f(m(·))dµk =

∫
C0([0,T ],T n)

α(m(t))f(m(·))dµ.

Î÷åâèäíûì îáðàçîì

lim
k→∞

∫
C0([0,T ],T n)

[(m(t+∆t)−m(t))(m(t+∆t)−m(t))∗]f(m(·))dµk

=

∫
C0([0,T ],T n)

[(m(t+∆t)−m(t))(m(t+∆t)−m(t))∗]f(m(·))dµ.

Òàêèì îáðàçîì,

lim
∆t→0

∫
C0([0,T ],T n)

[
(m(t+∆t)−m(t))(m(t+∆t)−m(t))∗

∆t

−α(m(t))]f(m(·))dµ = 0.

Ïîñêîëüêó f(m(·)) � ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ, èçìåðèìàÿ îòíîñèòåëüíî Nt, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî D2ξ(t) =

α(ξ(t)). Íî ïî ïîñòðîåíèþ α(ξ(t)) ∈ α(ξ(t)) µ-ï.í.

Âìåñòå ñ (3.9) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ξ(t) ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðåøåíèåì

âêëþ÷åíèÿ (3.1). �

74



Ëèòåðàòóðà

[1] Àñååâ Ñ.Ì. Ñóùåñòâîâàíèå äèôôåðåíöèðóåìîé îäíîçíà÷íîé

âåòâè ó ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ // Íåêîòîðûå âîïðîñû

ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ ÝÂÌ.-

Ìîñêâà.- 1982.- Ñ. 36-39

[2] Áîðèñîâè÷ Þ.Ã. Ââåäåíèå â òåîðèþ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé

è äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé / Þ.Ã. Áîðèñîâè÷, Á.Ä. Ãåëü-

ìàí Á.Ä., À.Ä. Ìûøêèñ, Â.Â. Îáóõîâñêèé.- Ì: Êîìêíèãà, 2005.-

215ñ.

[3] Ãèõìàí È.È. Òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ / È.È. Ãèõìàí, À.Â.

Ñêîðîõîä.- Òîì 1. Ì.: Ôèçìàòëèò, 1971.- 664 ñ.

[4] Ãèõìàí È.È. Òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ / È.È. Ãèõìàí, À.Â.

Ñêîðîõîä.- - Ò.3. Ì.: Ôèçìàòëèò, 1975.- 496 ñ.

[5] Ãëèêëèõ, Þ.Å. Ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â ïðîèçâîäíûõ â

ñðåäíåì è èõ ïðèëîæåíèÿ. I / Þ.Å. Ãëèêëèõ // Èçâåñòèÿ ÐÀÅÍ,

Ñåðèÿ ÌÌÌÈÓ.- 1997.- Ò. 1, N 4.- Ñ. 26-52.

[6] Ãëèêëèõ, Þ.Å. Ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â ïðîèçâîäíûõ â

ñðåäíåì è èõ ïðèëîæåíèÿ. II / Þ.Å. Ãëèêëèõ // Èçâåñòèÿ ÐÀ-

ÅÍ, Ñåðèÿ ÌÌÌÈÓ.- 2000.- Ò. 4, N 4.- Ñ. 17-36.

75



[7] Æåëîáåíêî Ä.Ï. Êîìïàêòíûå ãðóïïû Ëè è èõ ïðåäñòàâëåíèÿ/

Ä.Ï. Æåëîáåíêî.- Ì.: Ôèçìàòëèò, 1970.- 674 ñ.

[8] Èîñèäà Ê. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç / Ê. Èîñèäà.- Ì.: Ìèð,

1967.- 624 ñ.

[9] Êåëëè Äæ. Ë. Îáùàÿ òîïîëîãèÿ / Äæ.Ë. Êåëëè.- Ì.: Íàóêà,

1968.- 432 ñ.

[10] Ïàðòàñàðàòè Ê.Ð. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è òåîðèþ

ìåðû / Ê.Ð. Ïàðòàñàðàòè. - Ì.: Ìèð, 1988.- 344 ñ.

[11] Ôàðáåð Ì.Ø. Î ãëàäêèõ ñå÷åíèÿõ ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ

îòîáðàæåíèé. Èçâåñòèÿ àêàäåìèè íàóê Àçåðáàéäæàíñêîé ÑÑÐ.-

1979.- N 6.- Ñ. 23-28.

[12] Azarina S.V. Di�erential inclusions with mean derivatives / S.V.

Azarina, Yu.E. Gliklikh // Dynamic Sysytems and Applications

16, No. 1 (2007), pp. 49�72

[13] Azarina S.V. On existence of solutions to stochastic di�erential

equations with current velocities / S.V. Azarina, Yu.E. Gliklikh

// Bulletin of the South Ural State University. Series Mathematical

Modelling, Programming & Computer Software.- 2015.- Vol. 8.- No.

4.- P. 100 � 106.

[14] Azarina S.V. Solvability of Langevin di�erential inclusions with set-

valued di�usion terms on Riemannian manifolds / S.V. Azarina,

Yu.E. Gliklikh, A.V. Obukhovskii // Applicable Analysis, 86, No.

9 (2007), pp. 1105�1116

76



[15] Aubin J.P. Stochastic viability and invariance /J.P. Aubin, G. Da

Prato // Annali Scuola Normale Superiore di Pisa. - 1990. Vol. 17.-

P. 595-613.

[16] Cresson J. Stochastic embedding of dynamical systems / J. Cresson,

S. Darses // Journal of Mathematical Physics.- 2007.- Vol. 48.- P.

072703-1 � 072303-54

[17] Conway, E.D. Stochastic equations with discontinuous drift /

E.D. Conway // Trans. Amer. Math. Soc.- 1971.- vol. 157, N 1.-

P. 235-245.

[18] Farinelli S. Geometric arbitrage theory and market dynamics / S.

Farinelly // Journal of geometric mechanics.- 2015/- Vol. 7.- No.

4.- P. 431 � 471.

[19] He X.: A probabilistic method for Navier-Stokes vorticies. J. Appl.

Probab. (2001).- P. 1059-1066.

[20] Gliklikh Yu.E. Global and Stochastic Analysis with Applications to

Mathematical Physics /Yu.E. Gliklikh // Springer-Verlag London,

2011.- 460 p.

[21] Gliklikh, Yu.E. Ordinary and Stochastic Di�erential Geometry as

a Tool for Mathematical Physics. Dordrecht: Kluwer, 1996.- 205 p.

[22] Gliklikh, Yu.E. Global Analysis in Mathematical Physics.

Geometric and Stochastic Methods / Yu.E. Gliklikh. � New York:

Springer-Verlag, 1997.- 229 p.

77



[23] Kisielewicz, M.L. Backward Stochastic Di�erential Inclusions /

M.L. Kisielewicz // Dynamic Systems and Applications.-2007.-

Vol.16.- No. 1.- P. 121-139.

[24] Kree P. Di�usion equation for multivalued stochastic di�erential

equation /P. Kree // J Func Anal.- 1982.- Vol. 49.- P. 73�90

[25] Michta M. Set Valued Stratonovich Integral and Stratonovich Type

Stochastic Inclusion / M. Michta, J. Motyl // Dynamic Systems

and Applications.-2007.- Vol.16.- No. 1.- P. 141-154.

[26] Nelson E. Derivation of the Schr�odinger equation from Newtonian

mechanics / E. Nelson // Phys. Reviews, 1966.- Vol. 150, No. 4.- P.

1079-1085.

[27] Nelson E. Dynamical theory of Brownian motion / E. Nelson. �

Princeton: Princeton University Press, 1967.- 142 p.

[28] Nelson E. Quantum �uctuations / E. Nelson.- Princeton: Princeton

University Press, 1985.- 147 p.

[29] Makarova A.V. On solvability di�erential inclusions with current

velocities /A.V. Makarova // International conference modern

stochastics: Theory and applications II September 7-11, 2010, Kyiv,

Ukraine. Abstracts.-Kyiv University, 2010-P.102

[30] Ìàêàðîâà À.Â. Îäíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé äëÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè/À.Â. Ìà-

êàðîâà// Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, òåî-

ðèè óïðàâëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ÏÌÒÓÌÌ

78



-2011) Ìàòåðèàëû IV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè.

Âîðîíåæ -2011-. Ñ.186-188 3.

[31] Gliklikh Yu.E. On solvability of stochastic di�erential inclusions

with current velocities / Yu. E. Gliklikh, A.V. Makarova //

Applicable Analysis, 2012, Vol. 91, Issue 9, P. 1731 - 1739

[32] Ãëèêëèõ Þ.Å. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé äëÿ ñòîõàñòè-

÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè

/Þ.Å. Ãëèêëèõ, À.Â. Ìàêàðîâà // Íàó÷íûå âåäîìîñòè Áåëãî-

ðîäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ìàòåìàòèêà Ôèçèêà.-

2012.- N 17(136).- Âûï. 28.- Ñ. 5-15

[33] Makarova A.V. Î ðàçðåøèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé

ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè //Spectral and Evoluation Problems.-

2012.- Vol. 22.- P. 125-128.

[34] Makarova A.V. On solvability of stochastic di�erential inclusions

with current velocities. II / A.V. Makarova // Global and Stochastic

Analysis.- 2012.- Vol. 2.- No. 1.- P. 101-112.

[35] Ìàêàðîâà À.Â. Íîâàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé äëÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè /À. Â. Ìà-

êàðîâà// Êðûìñêàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîíôåðåí-

öèÿ. Ñáîðíèê òåçèñîâ. Ñóäàê, Óêðàèíà, 22 ñåíòÿáðÿ - 4 îêòÿáðÿ

2013.- Ò.2.- Ñ. 75

[36] Gliklikh Yu.E., Makarova A.V. On stochastic di�erential inclusions

with current velocities / Yu.E. Gliklikh, A.V. Makarova // Journal

of Computational and Engineering Mathematics. - 2015. - Vol. 2,

No. 3.- P. 25-33.

79



[37] Ìàêàðîâà À.Â. Íåêîòîðûå ìàòðè÷íûå êîíñòðóêöèè/ À. Â. Ìà-

êàðîâà // Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè-

÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ: òåçèñû äîêëàäîâ XII Ìåæäóíàðîäíîé

íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (ñ. Öåé 12-18 èþëÿ 2015ãîäà).- Âëàäèêàâ-

êàç: ÞÌÈ ÂÍÖ ÐÀÍ- 2015. Ñ.149-150

[38] Ìàêàðîâà À.Â. Î ðàçðåøèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé

ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè ñ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó ïðàâîé ÷à-

ñòüþ /À.Â. Ìàêàðîâà // Âåñòíèê Ëèïåöêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî

ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ ÌÈÔÅ.-2015. Âûï. 1(16).-

Ñ. 22-29

[39] Ìàêàðîâà À.Â. Íåêîòîðûå êîíñòðóêöèè ñ ñèììåòðè÷åñêèìè

ìàòðèöàìè I / À. Â. Ìàêàðîâà // XXVI Êðûìñêàÿ Îñåííÿÿ Ìà-

òåìàòè÷åñêàÿØêîëà- ñèìïîçèóì ïî ñïåêòðàëüíûì è ýâîëáöèîí-

íûì çàäà÷àì(ÊÐÎÌØ-2015): ñáîðíèê òåçèñîâ.-Ñèìôåðîïîëü.-

2015. Ñ.114-115

[40] Gliklikh Yu.E. On existence of solutions to stochastic di�erential

inclusions with current velocities II / Yu.E. Gliklikh, A.V. Makarova

// Journal of Computational and Engineering Mathematics.- 2016.-

Vol. 3.- No. 1.- P. 48-60

[41] Ìàêàðîâà À. Â. Î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè I/ À.Â. Ìà-

êàðîâà // XXIV Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ìàòåìàòèêà.

Ýêîíîìèêà, Îáðàçîâàíèå". IX Ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì "Ðÿ-

äû Ôóðüå è èõ ïðèëîæåíèÿ". Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî

ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäàì. Ìàòåðèàëû.Ðîñòîâ í/Ä. -2016. Ñ. 63

80


