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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè. B-ïîòåíöèàëàìè íàçûâàþòñÿ îïåðà-

òîðû, ïîñòðîåííûå ïî ñõåìå êëàññè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ íà îñíîâå ñïåöèàëü-

íîãî ñäâèãà
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ïðèíàäëåæàùåãî êëàññó îáîáùåííûõ ñäâèãîâ Á.Ì. Ëåâèòàíà, è ïðèñïîñîá-

ëåííûå äëÿ ðàáîòû ñ ñèíãóëÿðíûì äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì Áåññåëÿ.

Òåðìèí "îáîáùåííûé ñäâèã" äëÿ T y îäíîâðåìåííî ïîÿâèëñÿ â ðàáîòàõ

À. Âàéíøòåéíà è Æ. Äåëüñàðòà â 30-40 -õ ãîäàõ, à îáùàÿ òåîðèÿ îáîáùåííûõ

ñäâèãîâ áûëà ïîñòðîåíà Á.Ì. Ëåâèòàíîì â 40-70 -õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà. Âïåð-

âûå ïîòåíöèàëû, ïîðîæäåííûå îáîáùåííûì ñäâèãîì, èçó÷àëèñü À. Âàéí-

øòåéíîì. Îí íàçûâàë èõ "îñåñèììåòðè÷åñêèìè" , ïîñêîëüêó îíè ïðîÿâëÿþòñÿ

ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ ñ ýëåìåíòàìè ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè.

Ñìåøàííûé îáîáùåííûé ñäâèã (ïî îäíîé ïåðåìåííîé îáîáùåííûé ñäâèã, à

ïî îñòàëüíûì � îáû÷íûé) ïðèìåíÿëñÿ È.À. Êèïðèÿíîâûì (1967) äëÿ èññëåäî-

âàíèÿ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ïî îäíîìó èç íàïðàâëåíèé äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ ñèíãóëÿðíûé îïåðàòîð Áåññåëÿ. Òàêèì îáðàçîì, B-ïîòåíöèàëû èçâåñòíû

ñ ñåðåäèíû ïðîøëîãî âåêà. Îäíàêî èõ îáùàÿ òåîðèÿ íå ïîñòðîåíà.

B-ïîòåíöèàëû Ðèññà ïîÿâëÿþòñÿ â èññëåäîâàíèÿõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì

Áåññåëÿ. Â ýòîé ñâÿçè ìîæíî îòìåòèòü ðàáîòû È.À. Êèïðèÿíîâà, À.Ä. Ãàäæè-

åâà, Â.Ñ. Ãóëèåâà, Ë.À. Èâàíîâà, Â.Â. Êàòðàõîâà, Â.È. Êîíîíåíêî, Ë.Í. Ëÿ-

õîâà, Ô.Ã. Ìóõëèñîâà è äð. Òåîðèÿ B-ïîòåíöèàëîâ, îòâå÷àþùèõ áåñêîíå÷íî

äèôôåðåíöèðóåìîé ïëîòíîñòè, ïîñòðîåíà Ë.Í. Ëÿõîâûì. Èçâåñòíî, ÷òî êëàñ-

ñè÷åñêèå ïîòåíöèàëû Íüþòîíà îáëàäàþò çàìå÷àòåëüíûìè (è ñïåöèôè÷åñêè-

ìè) ñâîéñòâàìè. Òî æå íàäî ñêàçàòü è îB-ïîòåíöèàëàõ Íüþòîíà, ÷åì îáóñëîâ-

ëåí èíòåðåñ ê èõ èçó÷åíèþ. Èç ìîíîãðàôèè È.À. Êèïðèÿíîâà "Ñèíãóëÿðíûå

ýëëèïòè÷åñêèå êðàåâûå çàäà÷è" (1997) èçâåñòíî, ÷òî B-ïîòåíöèàëû Íüþòîíà

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèíãóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü

óðàâíåíèÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ êëàññè÷å-

ñêèõ ïîòåíöèàëîâ ñïðàâåäëèâ è áîëåå òîíêèé ðåçóëüòàò: òàêèìè ðåøåíèÿìè

ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëû ñ íåïðåðûâíîé ïî Ãåëüäåðó ïëîòíîñòüþ. Â äàííîé äèñ-

ñåðòàöèè îáîáùàþòñÿ ðåçóëüòàòû È.À. Êèïðèÿíîâà èìåííî â ýòîì íàïðàâëå-

íèè: èçó÷àþòñÿ B-ïîòåíöèàëû Ðèññà ñ íåïðåðûâíîé ïî Ãåëüäåðó ïëîòíîñòüþ.

Äëÿ ýòîãî îêàçàëîñü íåîáõîäèìûì èññëåäîâàòü äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà
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B-ïîòåíöèàëà, íå èçó÷åííûå ðàíåå. Â ÷àñòíîñòè, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â

ôîðìóëàõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâîé, âòîðîé è B-ïðîèçâîäíîé (ïðîèçâîäíîé,

ïîðîæäåííîé îáîáùåííûì ñäâèãîì) B-ïîòåíöèàëà Íüþòîíà. Ïðè ýòîì ôîð-

ìóëû ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíîé àíàëîãè÷íû êëàññè÷åñêèì. Ôîðìóëà äëÿ

B-ïðîèçâîäíîé B-ïîòåíöèàëà ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîé

ïðèñóòñòâèåì ñèíãóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé îïåðàòîðà Áåññåëÿ â ïîäûíòåãðàëü-

íûõ âûðàæåíèÿõ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ. Ðàçóìååòñÿ, ýòî ïðèâîäèò ê

íåîáõîäèìîñòè ââåäåíèÿ íîâûõ îãðàíè÷åíèé íà ïëîòíîñòü B-ïîòåíöèàëà. Âî

âñåõ ïîëó÷åííûõ ôîðìóëàõ ïðîèçâîäíûå íå ïðèìåíÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ê

ïëîòíîñòè. Ýòî, êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, äàåò âîçìîæíîñòü ðàñïðîñòðà-

íèòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû íà B-ïîòåíöèàëû ñ íåïðåðûâíîé ïî Ãåëüäåðó ïëîò-

íîñòüþ, ïîäïðàâëåííóþ ïîíÿòèåì "÷åòíîñòè ïî Êèïðèÿíîâó" âáëèçè ñèíãó-

ëÿðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé. Íî çäåñü âîçíèêëè òðóäíîñòè äðóãîãî õàðàêòåðà,

ïðåîäîëåíèå êîòîðûõ âûíóæäàåò ââîäèòü âðàùåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå îáû÷íî

âûðåçàåìûé øàð ñ öåíòðîì â îñîáîé òî÷êå ïðåâðàùàåòñÿ â òîð. Òàêîå ðàñøè-

ðåíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íå äàåò âîçìîæíîñòè âîñïîëüçîâàòüñÿ êëàññè-

÷åñêîé ñõåìîé. Ýòî ñîçäàåò ñóùåñòâåííûå ñëîæíîñòè â èçó÷åíèè òåîðèè.

Àêòóàëüíîñòü äàííîé ðàáîòû â òîì, ÷òî ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòû ìî-

ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïîñòðîåíèè îáùåé òåîðèè B-ïîòåíöèàëîâ. Êðîìå

òîãî, ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå îòíîñèòåëüíî B-ïîòåíöèàëîâ Íüþòîíà, ìîãóò

èñïîëüçîâàòüñÿ â çàäà÷àõ ôóíäàìåíòàëüíîé ôèçèêè, ìåõàíèêè, èíòåãðàëüíîé

ãåîìåòðèè è âû÷èñëèòåëüíîé òîìîãðàôèè â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóþò öåíòðàëü-

íûå, îñåâûå è ìíîãîîñåâûå ñèììåòðèè.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå B-ïîòåíöèàëîâ ñ ãåëüäå-

ðîâñêîé ïëîòíîñòüþ è èõ ïðèëîæåíèé ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ðàäîíà è Ðàäîíà-

Êèïðèÿíîâà.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè â ðàáîòå ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Èçó÷åíèå B-ïîòåíöèàëà è B-ïîòåíöèàëà Íüþòîíà ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé

ïëîòíîñòüþ, ñ ãåëüäåðîâñêîé ïëîòíîñòüþ è åãî îñíîâíûõ ñâîéñòâ: íåïðåðûâ-

íîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, äèôôåðåíöèðóåìîñòü.

2. Ïîëó÷åíèå ôîðìóë îáðàùåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ îïåðàòîðîâ òèïà "ïëîñêàÿ

âåñîâàÿ âîëíà".

3. Ïîëó÷åíèå ôîðìóë îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà-Êèïðèÿíîâà

ãåëüäåðîâñêîé ôóíêöèè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ÷èñëî |γ| = γ1 + . . . + γn � íà-

òóðàëüíîå.

4. Ïîëó÷åíèå ôîðìóë îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà íåïðåðûâíîé

ôóíêöèè îò ìíîãîîñåâîé ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

1. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû âòîðîé ïðîèçâîäíîé è B-ïðîèçâîäíîéB-ïîòåíöèàëà

ñ íåïðåðûâíîé ïî Ãåëüäåðó ïëîòíîñòüþ. Äîêàçàíî, ÷òî B-ïîòåíöèàë ñ óäîâëå-

òâîðÿþùåé óñëîâèþ Ãåëüäåðà ïëîòíîñòüþ f ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèíãóëÿðíîãî

óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ∆B u = C f .

2. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû îáðàùåíèÿ íåêîòîðûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàöèé ñ

ÿäðîì òèïà "âåñîâàÿ ïëîñêàÿ âîëíà".

3. Äîêàçàíà òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà-Êèïðèÿíîâà

â âåñîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññàõ Ëåáåãà ñî ñïåöèàëüíûì ñèíãóëÿðíûì âå-

ñîì.

4. Íàéäåíû ôîðìóëû îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà-Êèïðèÿíîâà ãåëü-

äåðîâñêîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþùèì Â-ïîòåíöèàëîì â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî

|γ| � íàòóðàëüíîå. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòè æå ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû äëÿ îáðà-

ùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà ãåëüäåðîâñêîé ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò ìíîãî-

îñåâîé ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ôóíê-

öèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, à òàêæå ìåòîäû, ðàçâèòûå â ðàáîòàõ íàó÷íîé

øêîëû È.À. Êèïðèÿíîâà ïðè èññëåäîâàíèè âåñîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ è ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷å-

ñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòû ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè ïðè

èññëåäîâàíèè ðåøåíèé ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ìîãóò

áûòü âêëþ÷åíû â îáùóþ òåîðèþ B-ïîòåíöèàëîâ. Êðîìå òîãî, âîçìîæíî èñ-

ïîëüçîâàíèå ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ ïðè ÷òåíèè êóðñîâ

ïî âûáîðó â óíèâåðñèòåòàõ äëÿ ñòóäåíòîâ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëü-

íîñòåé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è îá-

ñóæäàëèñü â Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå â 2014 ã. è â 2016 ã.,

â øêîëå ìîëîäûõ ó÷åíûõ Ëèïåöêîé îáëàñòè "Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû åñòå-

ñòâåííûõ íàóê è èõ ïðåïîäàâàíèÿ" â 2015 ã., íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåí-

öèè "Ñîâðåìåííûå ìåòîäû è ïðîáëåìû òåîðèè îïåðàòîðîâ è ãàðìîíè÷åñêîãî

àíàëèçà è èõ ïðèëîæåíèÿ" â ã. Ðîñòîâå-íà-Äîíó â 2015 ã. è 2016 ã., íà Ìåæ-

äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ìåõàíèêå

â ã. Ñóçäàëå â 2015 ã., íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Àêòóàëüíûå

ïðîáëåìû òåîðèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ" , ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè

À.Â. Áèöàäçå, â ã. Ìîñêâå â 2016 ã.

5



Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáî-

òàõ [1] � [14]. Â ñîâìåñòíî îïóáëèêîâàííûõ ðàáîòàõ [1] � [4] Ë.Í. Ëÿõîâó

ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷. Äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åíû ëè÷íî

äèññåðòàíòîì. Ðàáîòû [1] � [3] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ðåöåíçè-

ðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè

ÐÔ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

÷åòûðåõ ãëàâ è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 47 íàèìåíîâà-

íèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 124 ñòðàíèöû.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Âî ââåäåíèè äàåòñÿ îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè âûáðàííîé òåìû, ïðèâî-

äèòñÿ ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ, äàí êðàòêèé îáçîð ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè è

ïðèâåäåíû îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû.

Íóìåðàöèÿ èçëîæåííûõ íèæå îïðåäåëåíèé è óòâåðæäåíèé ñîâïàäàåò ñ íó-

ìåðàöèåé â äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ðàäîíà è Ðàäîíà-

Êèïðèÿíîâà. Ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ñìåøàííîãî îáîáùåííîãî ñäâèãà è îïè-

ñûâàþòñÿ åãî îñíîâíûå ñâîéñòâà. Ïðèâåäåíû íåêîòîðûå, èçâåñòíûå èç ðà-

áîò Ë.Í. Ëÿõîâà, Å.Ã. Ãîö, Î.È. Ïîïîâîé, ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà-

Êèïðèÿíîâà.

Ïóñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëàN è nôèêñèðîâàíû, 1 ≤ n ≤ N . ×åðåç RN áóäåì

îáîçíà÷àòü åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî òî÷åê x=(x′, x′′), ãäå x′ ∈ Rn, x
′′ ∈ RN−n.

Òàê æå ââåäåì îáîçíà÷åíèå (x′)γ =
n∏

i=1
xγii , ãäå ìóëüòèèíäåêñ γ = (γ1, . . . , γn)

ñîñòîèò èç ôèêñèðîâàííûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, åãî äëèíà |γ| = γ1+. . .+γn.

Ôóíêöèè f(x), îïðåäåëåííûå â ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà R+
N , áóäåì íàçûâàòü

xi-÷åòíûìè ïî Êèïðèÿíîâó (èëè xi-÷åòíûìè), åñëè îíè äîïóñêàþò ÷åòíîå

ïðîäîëæåíèå ñ ñîõðàíåíèåì êëàññà ãëàäêîñòè. Åñëè ôóíêöèÿ âñåãî ëèøü

íåïðåðûâíà (â òîì ÷èñëå ïî Ãåëüäåðó), îíà áóäåò íàçûâàòüñÿ xi-÷åòíîé ïî

Êèïðèÿíîâó, êîãäà â íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîêðåñòíîñòè êîîðäèíàò-

íîé ãèïåðïëîñêîñòè xi = 0 îíà èìååò ïåðâóþ íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ è

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∀i = {1, n} , lim
xi→0

f ′
xi
= 0 . (1.1.1)

Ôóíêöèþ xi-÷åòíóþ ïî êàæäîé êîîðäèíàòå âåêòîðà x′ = (x1, . . . , xn) áóäåì

íàçûâàòü x′-÷åòíîé ïî Êèïðèÿíîâó (÷àùå ïðîñòî � x′-÷åòíîé ôóíêöèåé).

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå ôóíêöèè ïðåäïîëàãàþòñÿ x′-÷åòíûìè â ñîîò-

âåòñòâóþùåì êëàññå. Íîñèòåëè òàêèõ ôóíêöèé supp f = Ω+
N ðàññìàòðèâàþò-
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ñÿ â îáëàñòè R+
N åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà RN ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåñîâûìè

ïåðåìåííûìè. Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò îáëàñòè, êîòîðûå ïðèìû-

êàþò ê êîîðäèíàòíûì ãèïåðïëîñêîñòÿì xi = 0, i = 1, . . . , n. ×àñòè ãðàíèö

òàêèõ îáëàñòåé, ïðèíàäëåæàùèõ x1 = 0, . . . , xn = 0, áóäåì îáîçíà÷àòü Γ0
N .

Äðóãóþ ÷àñòü ãðàíèöû, ïðèíàäëåæàùóþ R+
N , áóäåì îáîçíà÷àòü Γ+

N . Òåïåðü

îòìåòèì, ÷òî ãðàíèöà Γ0
N � ñêîðåå ãðàíèöà ñèììåòðèè, à íå ãðàíèöà îáëàñòè.

Ïîýòîìó âñþäó ïîä îáëàñòüþ çàäàíèÿ x′-÷åòíîé ôóíêöèè íàì óäîáíî ïîíè-

ìàòü ÷àñòè÷íî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ ãðàíèöó ñèììåòðèè

ôóíêöèè, ò. å. Ω+
N ∪ Γ0

N . Ýòî ìíîæåñòâî áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå ñèìâîëîì

Ω+
N .

×åðåç Lγ
p(Ω

+
N) (p ≥ 1, Ω+

N ⊆ R+
N) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî èçìåðè-

ìûõ è x′-÷åòíûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà

∥f∥Lγ
p(Ω

+
N ) =

 ∫
Ω+

N

|f(x)|p (x′)γ dx


1/p

.

Ïóñòü δ(P ) � δ-ôóíêöèÿ, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà (N −1)-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè

P (x) = 0 â R+
N .

Ïðåîáðàçîâàíèåì Ðàäîíà-Êèïðèÿíîâà x′-÷åòíîé ôóíêöèè f áóäåì íàçû-

âàòü ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ

Kγ[f ](ξ; p) =

∫
R+

N

f(x)Pγ
x′ δ(p− ⟨x, ξ⟩) (x′)γ dx , (1.1.4)

ãäå ñèìâîë Pγ
x′ îáîçíà÷àåò äåéñòâèå ìíîãîìåðíîãî îïåðàòîðà Ïóàññîíà ïî ñî-

âîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ x′ = (x1, . . . , xn) ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

Pγ
x′g(x′, x′′)=

n∏
i=1

Γ
(
γi+1
2

)
Γ
(
γi
2

)
Γ
(
1
2

) ×

×
π∫

0

. . .

π∫
0

g(x1 cosα1, . . . , xn cosαn , x
′′)

n∏
i=1

sinγi−1 αi dα1 . . . dαn . (1.1.5)

Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R+
N+n, ïîëó÷åííîì âðàùåíèÿìè

xi→
√
z22i−1 + z22i èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà R+

N íà óãîë π, ïðåîáðàçîâàíèå

Kγ (1.1.4) ïðèìåò âèä

Kγ[f ](ξ̃, p) = π−n
2

n∏
i=1

Γ
(
γi+1
2

)
Γ
(
γi
2

) ∫
{⟨z, ξ̃⟩=p}+

f̃(z)
n∏

i=1

zγi−1
2i dΓ , (1.1.6)
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ãäå z = (z1, z2, x
′′) = (z1, z2, . . . , z2n−1, z2n, x

′′) ∈ R+
N+n ,

z1 = (z1, z3, . . . , z2n−1) ∈ Rn , z2 = (z2, z4, . . . , z2n) ∈ R+
n = {z2i > 0, i = 1, n},

f̃(z) = f
(√

z21 + z22, . . . ,
√
z22n−1 + z22n, x

′′
)
∈ R+

N+n � ôóíêöèÿ îò âðàùåíèé,

ïîñòðîåííàÿ ïî f(x) ∈ R+
N , {⟨z, ξ̃⟩ = p}+ � ãèïåðïëîñêîñòü, ñ åäèíè÷íûì

âåêòîðîì íîðìàëè ξ̃ = (ξ1, 0, . . . , ξn, 0, ξ
′′), p � ÷èñëî, ìîäóëü êîòîðîãî åñòü

ðàññòîÿíèå îò ïëîñêîñòè äî íà÷àëà êîîðäèíàò, à ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè íà ãè-

ïåðïëîñêîñòè {⟨z, ξ̃⟩ = p}+ ∈ R+
N+n îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

dΓ = (−1)j−1

ξ̃j
dz1 dz2 . . . dzj−1 dzj+1 . . . dzN+n , j ̸= N + n , ξ̃j ̸= 0 .

Îðèåíòàöèÿ ãèïåðïëîñêîñòè {⟨z, ξ̃⟩ = p}+ âûáðàíà òàê, ÷òîáû îíà ÿâëÿëàñü

ãðàíèöåé ïîëóïðîñòðàíñòâà {⟨z, ξ̃⟩ < p}+.

Ñëåäóÿ Á.Ì. Ëåâèòàíó, äåéñòâèå ñìåøàííîãî îáîáùåííîãî ñäâèãà f(x) →
(T yf)(x) = (T y′

x′ f)(x′, x′′ − y′′) =
n∏

i=1
(T yi

xi
f)(x′, x′′ − y′′) íà x′-÷åòíóþ ôóíêöèþ

f îïðåäåëÿåì ðàâåíñòâîì

(T yf)(x) = C(γ)

π∫
0

. . .

π∫
0

f(x′ →α y′ , x′′ − y′′) sinγ−1α′dα′ , (1.2.2)

ãäå ÷åðåç

x′ →α y′ =
√
x′2+y′2 − 2x′y′ cosα′ (1.2.3)

îáîçíà÷åí n-ìåðíûé âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè, ïîðîæäåííûìè åâêëèäîâûìè

ðàññòîÿíèÿìè
√
x2i+y2i − 2xiyi cosαi , 1 ≤ i ≤ n ≤ N , à òàêæå

C(γ) =
n∏

i=1

Γ
(
γi+1
2

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
γi
2

) , sinγ−1α′ =
n∏

i=1

sinγi−1 αi , dα′ = dα1 . . . dαn .

Âî âòîðîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ B-ïîòåíöèàëû è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà. Äî-

êàçàíà òåîðåìà î äèôôåðåíöèðóåìîñòè B-ïîòåíöèàëà îãðàíè÷åííîé ôóíê-

öèè. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì âòîðîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû î äèôôåðåíöè-

ðîâàíèè è B-äèôôåðåíöèðîâàíèè B-ïîòåíöèàëîâ Íüþòîíà ñ ãåëüäåðîâñêîé

ïëîòíîñòüþ. Ââîäèòñÿ óñëîâèå ãåëüäåðîâñêîé íåïðåðûâíîñòè äëÿ ôóíêöèé îò

âðàùåíèé.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè îáîáùåííûé ñäâèã îòâå÷àåò ïîðÿäêó γ, òî B-ïðîèçâîä-

íàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû ñîâïàäàåò ñ ñèíãóëÿðíûì äèôôåðåíöèàëüíûì

îïåðàòîðîì Áåññåëÿ, îòâå÷àþùèì òîìó æå ïàðàìåòðó γ:

lim
h→0

T hf(t)− f(t)

(h/2)2
= Bγf(t) = (γ+1)−1Bγ = (γ+1)−1

(
d2

dt2
+

γ

t

d

dt

)
. (2.1.2)
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Ñèíãóëÿðíóþ ïðîèçâîäíóþ ïåðâîãî ïîðÿäêà îáîçíà÷àåì

B1
γi
=

1

xγii

∂

∂xi
xγii =

∂

∂xi
+

γi
xi

. (2.1.3)

ßäðîì B-ïîòåíöèàëà Ðèññà ïîðÿäêà λ ∈ (0, N + |γ|) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

k
(λ)
N,γ(|x|) =

{
|x|−λ , λ ̸= 2k

|x|−λ ln
∣∣ 1
x

∣∣ , λ = 2k

∣∣∣∣∣ k = 1, 2, . . . .

Îïðåäåëåíèå 2.2.1 B-ïîòåíöèàë Ðèññà ïîðÿäêà λ y′-÷åòíîé ïî Êèïðè-

ÿíîâó ôóíêöèè f îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Uλ
B[f ](x) =

∫
R+

N

f(y) T yk
(λ)
N,γ(|x|) (y

′)γdy =

=

∫
R+

N

f(y) T y′

x′ k(λ)
(√

|x′|2 + |x′′ − y′′|2
)

(y′)γdy . (2.2.1)

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ B-ïîòåíöèàëà. Ïðè λ=N+|γ|−2 êîí-

ñòðóêöèÿ Uλ
B íàçûâàåòñÿ B-ïîòåíöèàëîì Íüþòîíà. Äëÿ íåãî ââåäåì îáî-

çíà÷åíèå

UB[f ](x) =

∫
Ω+

N

f(y)
(
T y|x|2−N−|γ|

)
(y′)γ dy . (2.2.2)

Ïóñòü B+
ρ (N) =

{
x : x ∈ R+

N , |x| < ρ
}
è Xρ(x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ ýòîãî øàðà.

Ëåììà 2.2.1 Äëÿ âñåõ λ , 0 < λ < N + |γ| ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Uλ
B[XR](x) ≤

{
CλR

N+|γ|−λ , λ ̸= 2k

CλR
N+|γ|−λ ln 1

R , λ = 2k

∣∣∣∣∣ k = 1, 2, . . . . (2.2.8)

Êëàññ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ ñ âåñîì (x′)γ ôóíêöèé â ëþáîé îãðàíè-

÷åííîé ÷àñòè Ω+
N n-ïîëóïðîñòðàíñòâà R+

N áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Lγ
1,loc(Ω

+
N).

Ëåììà 2.2.2 Ïóñòü f(y) � y′-÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè supp f ∈ Ω+
N , Ω

+
N �

îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü è f ∈ Lγ
1(Ω

+
N), òî Uλ

B[f ] ∈ Lγ
1,loc(R

+
N).

Ëåììà 2.2.3 Ïóñòü f � y′-÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè supp f ∈ Ω+
N , Ω

+
N �

îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü è f ∈ Lγ
1(Ω

+
N), òî ïðè |x| → ∞

∂βUλ
B[f ](x)

∂xβi
=

{
O
(
|x|−λ−|β| ) , λ ̸= 2k

O
(
|x|−λ−|β|

∣∣∣ln( 1
|x|

)∣∣∣ ) , λ = 2k

∣∣∣∣∣ k = 1, 2, . . . .

(2.2.16)
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Ñëåäóþùóþ òåîðåìó áóäåì íàçûâàòü òåîðåìîé î ãëàäêîñòè B-ïîòåíöèàëîâ.

Òåîðåìà 2.2.1 Ïóñòü y′-÷åòíàÿ ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà è èìååò íî-

ñèòåëü â êîíå÷íîé îáëàñòè Ω+
N , |f(y)| ≤ M ïî÷òè âåçäå â Ω+

N . Òîãäà

Uλ
B[f ](x)∈Cp

(
R+

N

)
, ãäå p � íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî λ+p<N+|γ|.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Uλ
B[f ] ïîëó÷àþòñÿ äèôôåðåíöèðî-

âàíèåì ïîä çíàêîì èíòåãðàëà.

Òåîðåìà 2.3.1 Ïóñòü ôóíêöèÿ f � y′-÷åòíàÿ, ôóíêöèÿ |f | îãðàíè÷åíà â
îáëàñòè Ω+

N , òîãäà B-ïîòåíöèàë Íüþòîíà (2.2.2) è åãî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå

âñþäó ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

∂

∂xi
UB[f ](x) =

∫
Ω+

N

f(y)
∂

∂xi
T y|x|2−N−|γ|(y′)γ dy . (2.2.28)

Òåîðåìà 2.5.1 Ïóñòü íîñèòåëü y′-÷åòíîé ôóíêöèè f , óäîâëåòâîðÿþùåé

óñëîâèþ Ãåëüäåðà, ïðèíàäëåæèò îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω+
N . Òîãäà B-ïîòåí-

öèàë Íüþòîíà (2.2.2) èìååò ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå,

ïîëó÷àåìûå äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïîä çíàêîì èíòåãðàëà è íåïðåðûâíûå âòî-

ðûå ïðîèçâîäíûå, êîòîðûå äàþòñÿ ôîðìóëîé:

∂2

∂x2k
UB[f ](x)=− f(x)

∫
Γ+
N

cos νk

(
∂

∂xk
T y|x|2−N−|γ|

)
(y′)γ dΓN+

+

∫
Ω+

N

(f(y)−f(x))

(
∂2

∂x2k
T y|x|2−N−|γ|

)
(y′)γ dy , (2.4.1)

ãäå νk � óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì âíåøíåé íîðìàëè è íàïðàâëåíèåì îñè

Oxk.

Òåîðåìà 2.5.2 Ïóñòü y′-÷åòíàÿ ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Ãåëüäåðà, è åå íîñèòåëü ïðèíàäëåæèò îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω+
N . Òîãäà B-

ïîòåíöèàë Íüþòîíà (2.2.2) èìååò ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûå ïåðâûå ïðîèç-

âîäíûå, ïîëó÷àåìûå äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïîä çíàêîì èíòåãðàëà è íåïðåðûâ-

íûå B-ïðîèçâîäíûå, êîòîðûå äàþòñÿ ôîðìóëîé

(Bγ)xi
UB[f ](x) = −f(x)

∫
Γ+
N

cos νi
(
B1
γi
T y|x|2−N−|γ|

)
(y′)γ dΓN+

+

∫
Ω+

N

(f(y)−f(x))
(
(Bγ)xi

T y|x|2−N−|γ|
)
(y′)γ dy ,
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ãäå νi = ν(xi) � óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì âíåøíåé íîðìàëè è îñè Oxi,

B1
γ = 1

γ+1 B
1
γ , B1

γ � ñèíãóëÿðíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà (2.1.3).

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà çàäà÷å îáðàùåíèÿ B-ïîòåíöèàëîâ Íüþòîíà ñ

ãåëüäåðîâñêîé ïëîòíîñòüþ è îáðàùåíèÿ íåêîòîðûõ îïåðàòîðîâ òèïà "ïëîñêàÿ

âåñîâàÿ âîëíà" äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ÷èñëî N + |γ| � íàòóðàëüíîå.

Ôóíêöèÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî f(t), îïðåäåëåííàÿ â RN â âèäå ôóíêöèè îò

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ N -ìåðíûõ âåêòîðîâ f(⟨x , ξ⟩), íàçûâàåòñÿ ïëîñêîé
âîëíîé. Ñîîòâåòñòâåííî èíòåãðàëüíàÿ îïåðàöèÿ

Au(x) =

∫
f(⟨x , ξ⟩) u(ξ) dµ(ξ)

íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé òèïà ïëîñêàÿ âîëíà.

Â îáùåì âèäå ôóíêöèÿ "ïëîñêàÿ âåñîâàÿ âîëíà" çàäàåòñÿ â âèäå äåé-

ñòâèÿ ìíîãîìåðíîãî îïåðàòîðà Ïóàññîíà íà ôóíêöèþ "ïëîñêàÿ âîëíà":

Pγ
x′f(⟨x , ξ⟩) , ãäå îïåðàòîð Ïóàññîíà Pγ

x′f(x′, x′′) îòâå÷àåò ìóëüòèèíäåêñó

γ=(γ1, . . . , γn), ñîñòîÿùåìó èç ôèêñèðîâàííûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 3.1.1 Ïóñòü y′-÷åòíàÿ ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Ãåëüäåðà, åå íîñèòåëü ïðèíàäëåæèò îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω+
N . Òîãäà B-

ïîòåíöèàë UB,f óäîâëåòâîðÿåò ñèíãóëÿðíîìó óðàâíåíèþ Ïóàññîíà

∆BUB[f ](x) = (2−N − |γ|)|S+
1 (N)|γf(x) , (3.1.1)

ãäå |S+
1 (N)|γ � âåñîâàÿ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè åäèíè÷íîé ñôåðû â R+

N ,

∆B =
n∑

i=1
Bγi+

N∑
j=n+1

∂2

∂x2
j
, à Bγi =

∂2

∂x2
i
+ γi

xi

∂
∂xi

� ñèíãóëÿðíûé äèôôåðåíöèàëüíûé

îïåðàòîð Áåññåëÿ.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé îäèí èç âàðèàí-

òîâ òåîðåìû î ñôåðè÷åñêîì óïëîòíåíèè.

Òåîðåìà 3.2.1 Åñëè u = u(|x1|, . . . , |xn|, x′′), ãäå xi ∈ Rmi
, òî

Au(x) = Au(r, x′′) =
n∏

i=1

|S1(mi)|
∫

R+
n×RN−n

Pγ
r f (⟨(r, x′′), (ρ, ξ′′)⟩)u(ξ) ργ dρ dξ′′ ,

ãäå r = (r1, . . . , rn), ri = |xi|, |S1(mi)| � ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñôåðû â R+
mi
, r

è ρ ∈ R+
n , Pγ

r � ìíîãîìåðíûé îïåðàòîð Ïóàññîíà, îòâå÷àþùèé öåëî÷èñëåí-

íîìó ìóëüòèèíäåêñó γ = (m1 − 1, . . . ,mn − 1) .

Òåîðåìà 3.2.2 Ïóñòü íîñèòåëü ξ′-÷åòíîé íåïðåðûâíîé ïî Ãåëüäåðó

ôóíêöèè f ïðèíàäëåæèò îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω+
N , ÷èñëî N + |γ| > 2 íà-
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òóðàëüíîå íå÷åòíîå è k = 1, 3, 5, . . . . Òîãäà

△
N+|γ|+k

2

Bη

∫
R+

N

(T−ηf)(ξ)

∫
S+
1 (N)

Pγ
ξ′|⟨x , ξ⟩|

k (x′)γ dS(x)(ξ′)γdξ =

= 2N+|γ|−2n+1 πN−n−1
n∏

i=1

Γ2

(
γi + 1

2

)
iN+|γ|−1 k! f(η) . (3.2.6)

Òåîðåìà 3.2.3 Ïóñòü f � ξ′-÷åòíàÿ íåïðåðûâíàÿ ïî Ãåëüäåðó ôóíêöèÿ,

íîñèòåëü êîòîðîé ïðèíàäëåæèò îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω+
N , ÷èñëî N+ |γ| >

2 íàòóðàëüíîå ÷åòíîå è k = 0, 2, 4, . . . . Òîãäà

∆
N+|γ|+k

2

Bη

∫
R+

N

(T−ηf)(ξ)

∫
S1(N)

Pγ
ξ′|⟨x, ξ⟩|

k ln |⟨x, ξ⟩|(x′)γ dS(x) (ξ′)γ dξ =

= −πN−n2N+|γ|−2niN+|γ|
n∏

i=1

Γ2

(
γi + 1

2

)
k ! f(η) . (3.2.13)

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà çàäà÷å Ðàäîíà îá îáðàùåíèè èíòåãðàëîâ ïî

ïëîñêîñòÿì îò ôóíêöèé îò ìíîãîîñåâîé ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè. Ðåøåíèå

ýòîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê îáðàùåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà-Êèïðèÿíîâà, êî-

ãäà ìóëüòèèíäåêñ ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ γ ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííûì. Ýòî ñâÿ-

çàíî ñ òåì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà ôóíêöèé îò îñåâîé èëè ìíîãîîñåâîé

ñôåðè÷åñêèõ ñèììåòðèé åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà-Êèïðèÿíîâà ñ öåëî÷èñ-

ëåííûì ìóëüòèèíäåêñîì γ.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ôóíêöèé {gξ(s)} îäíîãî ïåðåìåííîãî s, çàâèñÿùèõ
îò ïàðàìåòðà ξ (|ξ| = 1), êîòîðûé ñ÷èòàåòñÿ ôèêñèðîâàííûì. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî supp gξ(s) ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (−R,R) è ïóñòü

ρ = ρ(s) =
1

(R2 − s2)
(n+γ−1) p

2q

, (4.2.1)

ãäå 1
p + 1

q = 1. Ýòà ôóíêöèÿ áóäåò èñïîëüçîâàíà â êà÷åñòâå ñèíãóëÿðíîãî

âåñà ïðè îïðåäåëåíèè ïðîñòðàíñòâ, ïðèñïîñîáëåííûõ äëÿ ðàáîòû ñ ïðåîáðà-

çîâàíèåì Ðàäîíà-Êèïðèÿíîâà ôèíèòíûõ ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ âåñîâûì

ëåáåãîâûì êëàññàì Lp
γ(Ω

+
N).

Äëÿ ρ, îïðåäåëåííîãî ïî ôîðìóëå (4.2.1), è êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî åäè-

íè÷íîãî âåêòîðà ξ ââåäåì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî ôóíêöèé

Lp([−R;R], ρ) =

gξ(s) :

 R∫
−R

|gξ(s)|p ρ(s) ds

1/p

< +∞

 .
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Òåîðåìà 4.2.1 Ïóñòü ìóëüòèèíäåêñ γ = (γ1, . . . , γn) ñîñòîèò èç ôèê-

ñèðîâàííûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, f ∈ Lp
γ(Ω

+
N) (1 ≤ p < ∞), è ïóñòü

supp f ∈ {|x| < R}+N={x : |x| < R, xi ≥ 0, i = 1, . . . , n} , R < ∞ . Òîãäà

ñóùåñòâóåò íåçàâèñèìàÿ îò ôóíêöèè f êîíñòàíòà C òàêàÿ, ÷òî

∥Kγ[f ]∥Lp([−R;+R],ρ) ≤ C ∥f∥Lp
γ(Ω

+
N ) ,

ãäå ñèíãóëÿðíûé âåñ ρ = ρ(s) îïðåäåëåí ïî ôîðìóëå (4.2.1).

Òåîðåìà 4.3.1 Ïóñòü íîñèòåëü ξ′-÷åòíîé ôóíêöèè f , óäîâëåòâîðÿþùåé

óñëîâèþ Ãåëüäåðà, ïðèíàäëåæèò îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω+
N , Kγ[f ] � ïðåîá-

ðàçîâàíèå Ðàäîíà-Êèïðèÿíîâà ôóíêöèè f . Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ ýòîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ äëÿ íàòóðàëüíûõ íå÷åòíûõ ÷èñåë N + |γ| > 2 èìååò âèä:

f(η)=
22n−|γ|−Nπn+1−N

iN+|γ|−1
n∏

i=1
Γ2

(
γi+1
2

)△N+|γ|−1
2

B

∫
S+
1 (N)

Pγ
η′Kγ[f ](x; ⟨x, η⟩)(x′)γdS(x) . (4.3.1)

Òåîðåìà 4.3.2 Ïóñòü íîñèòåëü ξ′-÷åòíîé ôóíêöèè f ïðèíàäëåæèò

îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω+
N , è ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà,

Kγ[f ] � åå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà-Êèïðèÿíîâà. Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ ýòîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷åòíûõ ÷èñåë N + |γ| > 2 èìååò âèä:

f(η) = − 22n−|γ|−N

πN−n
n∏

i=1
Γ2

(
γi+1
2

)∆N+|γ|−2
2

B

∫
S+
1 (N)

(x′)γdS(x) ×

×
+∞∫

p=−∞

Pγ
x′

(
1

⟨x, η⟩ − p

)
dKγ[f ](x; p) . (4.3.3)

Òåîðåìà 4.4.1 Ïóñòü mi > 1 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ξi∈Rmi
è f èçìåðè-

ìàÿ ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ îò ìíîãîîñåâîé ñèììåòðèè â Rmi
:

f=f(|ξ1|, . . . , |ξn|, ξ′′). Ïðè÷åì, êàê ðàäèàëüíàÿ

f = f(r, ξ′′), r=(r1, . . . , rn), ri=|ξi|

îíà ÿâëÿåòñÿ r-÷åòíîé ïî Êèïðèÿíîâó è íåïðåðûâíà ïî Ãåëüäåðó. Äëÿ ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà ýòîé ôóíêöèè èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû îáðà-

ùåíèÿ
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a) ïðè N+
n∑

i=1
mi−n � íå÷åòíîì

f(η) =
2
3n−

n∑
i=1

mi−N
πn+1−N

i
N+

n∑
i=1

mi−n−1 n∏
j=1

Γ2
(mj

2

) n∏
j=1

|S1(mj)|
×

× △
N+

n∑
i=1

mi−n−1

2

B

∫
S+
1 (N)

Pγ
η′R[f ](x; ⟨x, η⟩)

n∏
j=1

x
mj−1
j dS(x) ;

b) ïðè N +
n∑

i=1
mi − n � ÷åòíîì

f(η) = − 2
3n−

n∑
i=1

mi−N

πN−n
n∏

i=1
Γ2

(
mi

2

) n∏
i=1

|S1(mi)|
∆

N+
n∑

i=1
mi−n−2

2

B ×

×
∫

S+
1 (N)

n∏
i=1

rmi−1
i dS(x)

+∞∫
p=−∞

n∏
i=1

Pmi−1
ηi

(
1

⟨x, η⟩ − p

)
dR[f ](x; p) ,

ãäå

∆B =
n∑

i=1

Bmi−1 +
N∑

j=n+1

∂2

∂x2j
, Bmi−1=

∂2

∂r2i
+
mi−1

ri

∂

∂ri
, γi > 0 ,

R[f ](x; p) = R[f ](|x1|, |x2|, . . . |xn|, x′′; ⟨x, η⟩) � ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà ôóíê-

öèè îò ìíîãîîñåâîé ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè, |xi| = xi � äëèíà ðàäèóñà-

âåêòîðà òî÷êè xi ∈ Rmi
, x = (r, x′′) ∈ R+

N .
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