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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ìíîãèå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ïðèâî-

äÿò ê èçó÷åíèþ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

îïåðàòîðîâ. Íàèáîëåå èçâåñòíûì îáúåêòîì â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðà-

òîðîâ ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûé îïåðàòîð Øð�åäèíãåðà, êîòîðûé îïðåäåëÿåò-

ñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì −y′′ − qy, ãäå q � ïîòåíöèàë. Ïðè

èññëåäîâàíèè îïåðàòîðîâ, ïîðîæäàåìûõ òàêèì äèôôåðåíöèàëüíûì âû-

ðàæåíèåì, íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå [0, ω], ω > 0, ñòàíäàðòíûì óñëîâèåì

íà ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ åãî íåïðåðûâíîñòü. Â ïîñëåäíèå ãîäû, ïîä âëè-

ÿíèåì ðàáîòû À.Ì. Ñàâ÷óêà è À.À. Øêàëèêîâà1, ñòàëà àêòèâíî ðàçâè-

âàòüñÿ ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ îïåðàòîðà Øð�åäèíãåðà ñ ñèíãóëÿðíûì ïîòåí-

öèàëîì. Äðóãèì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ òåî-

ðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ íåãëàäêèì (ïðèíàäëåæàùèì êëàññó

L2[0, ω]) ïîòåíöèàëîì. Îïåðàòîðû ñ òàêèìè ïîòåíöèàëàìè èçó÷àëèñü â ðà-

áîòàõ Â.À. Ìàð÷åíêî, Ì.À. Íàéìàðêà, À.Ì. Ñàâ÷óêà, À.À. Øêàëèêîâà,

Ï. Äæàêîâà, Á.Ñ. Ìèòÿãèíà è äð. Îáçîð íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ

â ýòîé îáëàñòè ïðèâåäåí â ñòàòüå Ï. Äæàêîâà è Á.Ñ. Ìèòÿãèíà2.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî ïðîâîäÿòñÿ èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ ñ íåãëàäêèìè ïîòåíöèàëà-

ìè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî òàêèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû øèðîêî

èñïîëüçóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ ìåõàíèêè (íàïðèìåð, îïåðàòîð ÷åò-

âåðòîãî ïîðÿäêà îïèñûâàåò äâèæåíèå áàëêè èëè ïëàñòèíû ñ ðàçëè÷íûì

çàêðåïëåíèåì3), à òàêæå â òåîðèè áèôóðêàöèé 4. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðà-

áîò ïîñâÿùåíî èçó÷åíèþ àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïîâåäåíèÿ
1Ñàâ÷óê À.Ì. Îïåðàòîðû Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè / À.Ì. Ñàâ÷óê,

À.À. Øêàëèêîâ // Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. � 1999. � Ò. 66, � 6. � Ñ. 897�912.
2Äæàêîâ Ï. Çîíû íåóñòîé÷èâîñòè îäíîìåðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ Øð�åäèíãåðà è Äèðàêà /

Ï. Äæàêîâ, Á.Ñ. Ìèòÿãèí // Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. � 2006. � Ò. 61, � 4. � Ñ. 77�182.
3Êîëëàòö Ë. Çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ òåõíè÷åñêèìè ïðèëîæåíèÿìè / Ë. Êîëëàòö. � Ì.:

Íàóêà, 1968. � 504 ñ.
4Áîëîòèí Â.Â. Íåêîíñåðâàòèâíûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîé óñòîé÷èâîñòè / Â.Â. Áîëîòèí. � Ì.: Ãîñ.

èçä-âî ôèç-ìàò. ëèò-ðû, 1961. � 341 ñ.
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ñïåêòðàëüíûõ çîí, îöåíîê äëèíû ñïåêòðàëüíûõ çîí îïåðàòîðîâ ÷åòâåðòî-

ãî è áîëåå âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Îòìåòèì âàæíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â

ýòîì íàïðàâëåíèè À.Â. Áàäàíèíûì, Å.Ë. Êîðîòÿåâûì, Â.À. Ìèõàéëåöîì,

Â.Í. Ìîëèáîãîé, Î.À. Âåëèåâûì è äð.

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà äâóõ

êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ: äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà îáùåãî âèäà ñ íåãëàäêèìè êîìïëåêñíîçíà÷íûìè ïî-

òåíöèàëàìè è ÷åòûðüìÿ òèïàìè êðàåâûõ óñëîâèé è îäíîìåðíîãî îïåðàòî-

ðà Øð�åäèíãåðà ñ íåãëàäêèì êîìïëåêñíîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì ñ êðàåâûìè

óñëîâèÿìè Äèðèõëå.

Öåëü ðàáîòû. 1) Ïîñòðîåíèå ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ â àäàïòèðî-

âàííîì äëÿ èññëåäóåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âèäå. 2) Èññëå-

äîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ÷åòâåðòî-

ãî ïîðÿäêà ñ íåãëàäêèì êîìïëåêñíîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì, îïðåäåëÿåìîãî

íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå ïåðèîäè÷åñêèìè, àíòèïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâû-

ìè óñëîâèÿìè, à òàêæå êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå è Íåéìàíà-Äèðèõëå.

3) Èññëåäîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðàØð�åäèíãåðà ñ íåãëàäêèì

êîìïëåêñíîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì, îïðåäåëÿåìîãî íà îòðåçêå [0, ω], ω > 0,

êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ. Ìå-

òîä îñíîâàí íà ïðåîáðàçîâàíèè ïîäîáèÿ èçó÷àåìîãî îïåðàòîðà â îïåðàòîð

áîëåå ïðîñòîé ñòðóêòóðû, ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà êîòîðîãî ëåãêî âû÷èñëÿ-

þòñÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâû-

ìè. Èç íèõ âûäåëèì ñëåäóþùèå:

1) Ïîñòðîåíû äâà âàðèàíòà ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ äëÿ àáñòðàêò-

íûõ îïåðàòîðîâ, ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà êîòîðûõ áëèçêè ê èçó÷àåìûì äèô-

ôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðàì ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà è îïåðàòîðó Øð�åäèíãåðà.
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2) Óñòàíîâëåíû ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ íåãëàäêèì ïîòåíöèàëîì, îïðåäåëÿåìîãî ïåðèîäè÷å-

ñêèìè, àíòèïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè è êðàåâûìè óñëîâèÿìè

Äèðèõëå è Íåéìàíà-Äèðèõëå. À èìåííî, ïîëó÷åíû àñèìïòîòèêà ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé, îöåíêè îòêëîíåíèé ñïåêòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ, îöåíêè ðàâ-

íîñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé. Èçó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâå-

äåíèå ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ, ãåíåðàòîðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âçÿòûé ñî

çíàêîì ìèíóñ èññëåäóåìûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð.

3) Óñòàíîâëåíû ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà Øð�åäèíãåðà ñ íåãëàä-

êèì ïîòåíöèàëîì, îïðåäåëÿåìîãî êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå. Ïîëó÷å-

íà àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, îöåíêè îòêëîíåíèé ñïåêòðàëüíûõ

ïðîåêòîðîâ, îöåíêè ðàâíîñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé. Äîêàçà-

íà ñïåêòðàëüíîñòü îïåðàòîðà Øð�åäèíãåðà. Èçó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïî-

âåäåíèå ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ, ãåíåðàòîðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âçÿòûé ñî

çíàêîì ìèíóñ èññëåäóåìûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðåçóëüòàòû äèññåðòà-

öèè íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èçó-

÷åíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïðèìåíÿåìûé â äèññåð-

òàöèè àäàïòèðîâàííûé âàðèàíò ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ ìîæåò áûòü

èñïîëüçîâàí äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ äðóãèõ êëàññîâ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæ-

äàëèñü àâòîðîì íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ: Êðûìñêèõ Îñåííèõ ìà-

òåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ�ñèìïîçèóìàõ (Óêðàèíà�Ðîññèÿ, Ëàñïè�Áàòèëèìàí,

2010-2012, 2015), ¾15th Internet Seminar: Operator Semigroups for Numerical

Analysis¿ (Germany, Blaubeuren, 2012), Êðûìñêîé îñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé

êîíôåðåíöèè (Óêðàèíà, Êðûì, Ñóäàê, 2013), íà êîíôåðåíöèè ¾Spectral

theory and di�erential Equations¿, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäå-

íèÿ Á.Ì. Ëåâèòàíà (Ðîññèÿ, Ìîñêâà, ÌÃÓ, 2014), ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå
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è ôóíêöèîíàëüíî�äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ (Ðîññèÿ, Ìîñêâà, 2014),

¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿ (Ðîñ-

ñèÿ, Óëàí-Óäý, Áàéêàë, 2015), ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû è ïðîáëåìû òåîðèè

îïåðàòîðîâ è ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà è èõ ïðèëîæåíèÿ � VI¿ (Ðîññèÿ,

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, 2016), íà ñåìèíàðå ïîä ðóêîâîäñòâîì Ã.Â. Äåìèäåíêî â

Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, íà ñåìèíàðå ïîä ðóêî-

âîäñòâîì Ò.À. Ñóñëèíîé â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåð-

ñèòåòå, íà ñåìèíàðàõ ÍÈÈ ìàòåìàòèêè (ÂÃÓ, 2012�2016); íà ñåìèíàðå ïîä

ðóêîâîäñòâîì À. Ã. Áàñêàêîâà; íà íàó÷íûõ ñåññèÿõ ÂÃÓ (2011�2016).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðà-

áîòàõ [1] � [10]. Ðàáîòû [1], [5] � [8] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ

ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìè-

íîáðíàóêè ÐÔ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäå-

íèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, ðàçäåëåííûõ íà ïàðàãðàôû, è áèáëèîãðàôèè, ñîäåðæà-

ùåé 51 íàèìåíîâàíèå. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè - 114 ñòðàíèö.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ îáçîð ëèòåðàòóðû è ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå

ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ èç ñïåêòðàëü-

íîé òåîðèè îïåðàòîðîâ, òåîðèè ïîëóãðóïï, à òàêæå îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ

ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ.

Âî âòîðîé ãëàâå ïðîâîäèòñÿ ñïåêòðàëüíûé àíàëèç äèôôåðåíöèàëüíîãî

îïåðàòîðà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè è àíòèïåðèîäè÷åñêèìè

êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð Lbc : D(Lbc) ⊂ L2[0, 1] →
L2[0, 1], êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíè-

åì

l(y) = yIV − a(t)y′′ − b(t)y, ãäå a, b ∈ L2[0, 1]. (1)
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Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ îäíèì èç êðàåâûõ óñëîâèé bc:

(a) ïåðèîäè÷åñêèå bc = per : y(j)(0) = y(j)(1), j = 0, 1, 2, 3;

(b) àíòèïåðèîäè÷åñêèå bc = ap : y(j)(0) = −y(j)(1), j = 0, 1, 2, 3.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëàãàåòñÿ, ÷òî D(Lbc) = {y ∈ W 4
2 [0, 1] : y óäîâëåò-

âîðÿåò óñëîâèþ bc}. Åñëè a = b = 0, òî ïîëó÷åííûé îïåðàòîð ÷åòâåðòî-

ãî ïîðÿäêà áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç L0
bc, bc ∈ {per, ap}.

Òàê êàê ïîòåíöèàëû a, b ∈ L2[0, 1], òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàçëîæå-

íèÿ: a(t) =
∑
l∈Z

ale
i2πlt, b(t) =

∑
l∈Z

ble
i2πlt, ãäå al, bl � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå

ôóíêöèé a, b ñîîòâåòñòâåííî.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû. Ïåðâàÿ òåîðåìà ïî-

ñâÿùåíà àñèìïòîòèêå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà Lbc.

Òåîðåìà 2.3.1. Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Lbc, bc ∈ {per, ap}, ÿâëÿ-
åòñÿ îïåðàòîðîì ñ êîìïàêòíîé ðåçîëüâåíòîé è åãî ñïåêòð ïðåäñòàâèì

â âèäå σ(Lbc) = σ̃m ∪ {λ̃∓
n , n > m + 1} äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ N, ãäå σ̃m �

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñ ÷èñëîì òî÷åê, íå ïðåâîñõîäÿùèì m.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ̃∓
n , n > m+1, îïåðàòîðà Lbc äîïóñêàþò ñëåäó-

þùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå:

λ̃∓
n =

(
π(2n+ θ)

)4
+ (π(2n+ θ))2a0 − (2n+ θ)2·

·
∞∑
l=0

(an+l+θa−n−l−θ + an−lal−n)(2l + θ)2

(2l + θ)4 − (2n+ θ)4
∓ (π(2n+ θ))2

(
a−2n−θa2n+θ+

+
4

π4

( ∞∑
l=0
l ̸=n

al−na−n−l−θ(2l + θ)2

(2l + θ)4 − (2n+ θ)4

)( ∞∑
l=0
l ̸=n

an+l+θan−l(2l + θ)2

(2l + θ)4 − (2n+ θ)4

)
−

− 2a−2n−θ

π2

∞∑
l=0
l ̸=n

an+l+θan−l(2l + θ)2

(2l + θ)4 − (2n+ θ)4
− 2a2n+θ

π2

∞∑
l=0
l ̸=n

al−na−n−l−θ(2l + θ)2

(2l + θ)4 − (2n+ θ)4

) 1
2

+

+ γ̃nn
2, n > m+ 1.

Èëè â êðàòêîé ôîðìå

λ̃∓
n =

(
π(2n+ θ)

)4
+ (π(2n+ θ))2a0 + γ̃∓

n n
2, n > m+ 1,
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ãäå θ = 0 äëÿ ñëó÷àÿ bc = per è θ = 1 äëÿ bc = ap. Çäåñü (γ̃n), (γ̃
∓
n ) �

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñóììèðóåìûå ñî ñòåïåíüþ 4
3 è 2 ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 2.3.2. Åñëè ôóíêöèè a è b ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îãðàíè÷åííîé

âàðèàöèè, òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ̃∓
n äîïóñêàþò ñëåäóþùóþ àñèìïòî-

òèêó

λ̃∓
n =

(
π(2n+ θ)

)4
+ (π(2n+ θ))2a0 +O(1),

ãäå θ = 0 äëÿ ñëó÷àÿ bc = per è θ = 1 äëÿ bc = ap.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ñèìâîë P̃n, n > m + 1 (÷èñëî m ∈ N âçÿòî èç

òåîðåìû 2.3.1), îáîçíà÷àåò ïðîåêòîð Ðèññà, ïîñòðîåííûé ïî ìíîæåñòâàì

{λ̃∓
n } èç ñïåêòðà σ(Lbc) îïåðàòîðà Lbc. ×åðåç Pn, n ∈ N, îáîçíà÷àåòñÿ îð-

òîãîíàëüíûé ïðîåêòîð Ðèññà, ïîñòðîåííûé ïî ìíîæåñòâó {λn}, n ∈ N, ãäå
λn � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L0

bc. Åñëè Ω � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíî-

æåñòâî èç N \ {1, . . . ,m}, òî P̃ (Ω) =
∑
k∈Ω

P̃k � ïðîåêòîð Ðèññà, ïîñòðîåí-

íûé ïî ìíîæåñòâó {λ̃∓
k , k ∈ Ω}. Àíàëîãè÷íî P (Ω) =

∑
k∈Ω

Pk. Äàëåå, ÷åðåç

P̃(m) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ïðîåêòîð Ðèññà, ïîñòðîåííûé äëÿ îïåðàòîðà Lbc

ïî ñïåêòðàëüíîìó ìíîæåñòâó σ̃m, è ÷åðåç P(m) � ïðîåêòîð P1 + · · ·+ Pm.

Ïóñòü H � êîìïëåêñíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, EndH � áàíàõîâà

àëãåáðà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â H è S2(H) �

èäåàë îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà-Øìèäòà. ×åðåç ∥ · ∥2 áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ íîð-
ìà Ãèëüáåðòà-Øìèäòà.

Òåîðåìà 2.4.1. Ñèñòåìà ïðîåêòîðîâ Ðèññà P̃n, n ∈ N, îáëàäàåò ñëåäóþ-

ùèì ñâîéñòâîì

∥P̃ (Ω)− P (Ω)∥2 6
M̃ (ln k(Ω))

1
2

k(Ω)
,

ãäå k(Ω) = min
k∈Ω

k è M̃ > 0 � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò k(Ω).

Ñëåäñòâèå 2.4.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.4.1 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåí-

êà

∥P̃n − Pn∥2 6
M1

n
, n ∈ N,

ãäå M1 > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Â ýòîì ñëó÷àå Ω � îäíîòî÷å÷íîå
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ìíîæåñòâî {n}.
Òåîðåìà 2.4.2. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè ðàâíîñõîäèìîñòè ñïåê-

òðàëüíûõ ðàçëîæåíèé îïåðàòîðîâ Lbc è L0
bc, bc ∈ {per, ap}:

∥P̃(m) +
n∑

k=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

k=m+1

Pk∥2 6
M̃(lnn)

1
2

n
, n > m+ 1,

ãäå M̃ > 0 � êîíñòàíòà èç òåîðåìû 2.4.1.

Ñëåäñòâèå 2.4.3. Èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñïåêòðàëüíûõ

ðàçëîæåíèé îïåðàòîðîâ Lbc è L0
bc:

lim
n→∞

∥P̃(m) +
n∑

k=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

k=m+1

Pk∥2 = 0.

Ïîñëåäíèì îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì âòîðîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà îá

àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè àíàëèòè÷åñêîé ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ, ãåíå-

ðàòîðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð −Lbc.

Òåîðåìà 2.5.1. Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð −Lbc, bc ∈ {per, ap}, ÿâ-
ëÿåòñÿ ñåêòîðèàëüíûì è ãåíåðèðóåò àíàëèòè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó îïåðà-

òîðîâ T : R+ → EndL2[0, 1]. Áîëåå òîãî, ýòà ïîëóãðóïïà ïîäîáíà ïîëó-

ãðóïïå âèäà T(m)(t) ⊕ T (m)(t), äåéñòâóþùåé â L2[0, 1] = H(m) ⊕ H(m), ãäå

H(m) = ImP(m), H(m) = Im (I − P(m)). Ïîëóãðóïïà T (m)(t) äîïóñêàåò ïðåä-

ñòàâëåíèå âèäà:

T (m)(t)x =
∞∑

k=m+1

eCktPkx, x ∈ L2[0, 1], Ck ∈ EndHk, Hk = ImPk.

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå è Íåéìàíà-Äèðèõëå.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàòîðû Li : D(Li) ⊂ L2[a,b] → L2[a,b], êîòîðûå

îïðåäåëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì (1) ñ êîýôôèöèåíòàìè a,

b ∈ L2[a,b]. Â êà÷åñòâå îòðåçêà [a,b] äëÿ îïåðàòîðà L1 áóäåò èñïîëüçîâàòü-

ñÿ îòðåçîê [0, 1], à äëÿ îïåðàòîðà L2 � îòðåçîê [−1, 1]. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

îïåðàòîðà L1 çàäàåòñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè
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(bc)1 : Äèðèõëå y(0) = y(1) = 0, y′′(0) = y′′(1) = 0;

à L2 � êðàåâûìè óñëîâèÿìè:

(bc)2 : Íåéìàíà-Äèðèõëå y(−1) = y(1) = 0, y′(−1) = y′(1) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, D(Li) = {y ∈ W 4
2 [a,b] : y óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (bc)i},

i = 1, 2. Åñëè a = b = 0, òî ïîëó÷åííûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç L0i, i = 1, 2.

Ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû. Ïåðâàÿ òåîðå-

ìà ïîñâÿùåíà àñèìïòîòèêå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ Li, i = 1, 2.

Òåîðåìà 3.3.2. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû Li, i = 1, 2, ÿâëÿþòñÿ îïå-

ðàòîðàìè ñ êîìïàêòíîé ðåçîëüâåíòîé, è èõ ñïåêòð ïðåäñòàâèì â âèäå

σ(Li) = σ̃m ∪ {λ̃n, n > m + 1} äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ N, ãäå σ̃m � êîíå÷-

íîå ìíîæåñòâî, ñ ÷èñëîì òî÷åê íå ïðåâîñõîäÿùèì m. Âñå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ λ̃m+1, λ̃m+2, . . . îïåðàòîðà L1 ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè è äîïóñêàþò

ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó

λ̃n = (πn)4 + (πn)2
∫ 1

0

a(t) dt− (πn)2
∫ 1

0

a(t) cos 2πnt dt−

− n2
∞∑
l=1
l ̸=n

anlalnl
2

l4 − n4
+ ζnn

2, n > m+ 1,

ãäå (ζn) � ñóììèðóåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è anl =
∫ 1

0 a(t) cos π(l −
n)t dt−

∫ 1

0 a(t) cos π(l + n)t dt, n, l > 1.

Äëÿ îïåðàòîðà L2 àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ íå÷åòíûõ

n èìååò âèä:

λ̃n =
(
− π

4 + πn
)4 − (

− π
4 + πn

)2( 1

2e−
π
2 +2πn

∫ 1

−1 a(t)(e
(−π

2+2πn)t+

+e(
π
2−2πn)t) dt−

∫ 1

−1 a(t) dt−
1
2

∫ 1

−1 a(t) cos
(
− π

2 + 2πn
)
t dt

)
−

−
(
− π

4
+ πn

)2 ∞∑
l=1
l ̸=n

anlaln(−π
4 + πl)2

λl − λn
+ γnn

2, n > m+ 1,
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ãäå λn = (−π
4 + πn)4. Äëÿ ÷åòíûõ n àñèìïòîòèêà äîïóñêàåò ñëåäóþùåå

ïðåäñòàâëåíèå:

λ̃n =
(
π
4 + πn

)4 − (π
4
+ πn

)2( 1

2e
π
2 +2πn

∫ 1

−1 a(t)(e
(π2+2πn)t+

+e−(π2+2πn)t) dt−
∫ 1

−1 a(t)dt−
1
2

∫ 1

−1 a(t) cos
(
π
2 + 2πn

)
t dt

)
−

−
(π
4
+ πn

)2 ∞∑
l=1
l ̸=n

anlaln(
π
4 + πl)2

λl − λn
+ γnn

2, n > m+ 1,

ãäå (γn) � ñóììèðóåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, λn = (π4 + πn)4, anl =∫ 1

−1 a(t)en(t)el(t) dt, n, l > 1, è en � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà L02.

Ñëåäñòâèå 3.3.1. Îïåðàòîðû L1, L2 ñïåêòðàëüíû ïî Äàíôîðäó.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà áóäåò ïîñâÿùåíà îöåíêàì îòêëîíåíèé ñïåêòðàëü-

íûõ ïðîåêòîðîâ. Ïðè ôîðìóëèðîâêå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òå æå îáî-

çíà÷åíèÿ äëÿ ñïåêòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ, ÷òî è ïðè îïèñàíèè ïðåäûäóùåé

ãëàâû.

Òåîðåìà 3.4.1. Ñèñòåìà ïðîåêòîðîâ Ðèññà P̃n, n ∈ N, îáëàäàåò ñëåäóþ-

ùèì ñâîéñòâîì

∥P̃ (Ω)− P (Ω)∥2 6
M (ln k(Ω))

1
2

k(Ω)
,

ãäå k(Ω) = min
k∈Ω

k è M > 0 � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò k(Ω).

Ñëåäñòâèå 3.4.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.4.1 èìååò ìåñòî îöåíêà

∥P̃n − Pn∥ 6 M3

n
, n ∈ N,

ãäå M3 > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â ýòîì ñëó÷àå Ω � îäíîòî÷å÷íîå

ìíîæåñòâî {n}.
Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ðàâíîñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàç-

ëîæåíèé.

Òåîðåìà 3.4.2. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè ðàâíîñõîäèìîñòè ñïåê-

òðàëüíûõ ðàçëîæåíèé îïåðàòîðîâ Li è L0i, i = 1, 2:

∥P̃(m) +
n∑

k=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

k=m+1

Pk∥2 6
M(lnn)

1
2

n
, n > m+ 1,
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ãäå M > 0 � ïîñòîÿííàÿ èç òåîðåìû 3.4.1.

Ñëåäñòâèå 3.4.3. Èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñïåêòðàëüíûõ

ðàçëîæåíèé îïåðàòîðîâ Li è L0i, i = 1, 2:

lim
n→∞

∥P̃(m) +
n∑

k=m+1

P̃k − P(m) −
n∑

k=m+1

Pk∥2 = 0.

Òåîðåìà 3.5.1. Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð −Li, i = 1, 2, ÿâëÿåòñÿ

ñåêòîðèàëüíûì è ãåíåðèðóåò àíàëèòè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó îïåðàòîðîâ T :

R+ → EndL2[a,b]. Áîëåå òîãî, ýòà ïîëóãðóïïà ïîäîáíà ïîëóãðóïïå âèäà

T(m)(t)⊕T (m)(t), äåéñòâóþùåé â L2[a,b] = H(m)⊕H(m), ãäå H(m) = ImP(m),

H(m) = Im (I − P(m)). Ïîëóãðóïïà T (m)(t) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå âèäà:

T (m)(t)x =
∞∑

k=m+1

e−λ̃ktPkx, x ∈ L2[a,b],

ãäå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ̃n, n > m + 1, è ÷èñëî m îïðåäåëåíû â òåîðå-

ìå 3.3.2.

×åòâåðòàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñïåêòðàëüíûõ

ñâîéñòâ îäíîìåðíîãî îïåðàòîðà Øð�åäèíãåðà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð

S : D(S) ⊂ L2[0, ω] → L2[0, ω], ïîðîæäåííûé íà ïðîìåæóòêå [0, ω], ω > 0,

äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

s(y) = −y′′ − vy, v ∈ L2[0, ω].

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì D(S) = {y ∈ W 2
2 [0, ω] :

y(0) = y(ω) = 0}. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîòåíöèàë v ïðèíàäëåæèò ãèëü-

áåðòîâó ïðîñòðàíñòâó L2[0, ω], è âñþäó èñïîëüçóåòñÿ åãî ðàçëîæåíèå â ðÿä

Ôóðüå: v(t) =
√
2

∞∑
k=1

vk cos
πk
ω t, t ∈ [0, ω]. Åñëè v = 0, òî îïåðàòîð âòîðîãî

ïîðÿäêà S ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç S0.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì

α(n) =

(
∥v∥22
n2

+
∑

16p6n

|vn−p|2

p2

) 1
2

, n ∈ N.
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Îòìåòèì, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóììèðóåìà ñ êâàäðàòîì.

Ïåðâàÿ òåîðåìà ÷åòâåðòîé ãëàâû ïîñâÿùåíà àñèìïòîòè÷åñêîìó ïîâåäå-

íèþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà S.

Òåîðåìà 4.3.1. Îïåðàòîð S ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñ êîìïàêòíîé ðåçîëü-

âåíòîé. Åãî ñïåêòð äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå âèäà

σ(S) = σ(m)

∪( ∪
n>m+1

σn

)
, (2)

ãäå σ(m) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñ ÷èñëîì òî÷åê, íå ïðåâîñõîäÿùèì m, à

ìíîæåñòâà σn = {λ̃n}, n > m + 1, îäíîòî÷å÷íû. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

λ̃n, n > m+ 1, ïðåäñòàâèìû â âèäå

λ̃n =

(
πn

ω

)2

− 1

ω

∫ ω

0

v(t) dt+
1

ω

∫ ω

0

v(t) cos
2πn

ω
t dt+ η(n), n > m+ 1,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü η : {n ∈ N | n > m + 1} → [1,∞) äîïóñêàåò

îöåíêè âèäà |η(n)| 6 Mdir

n
α(2n), n > m + 1, äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé

Mdir > 0.

Ñëåäñòâèå 4.3.1. Îïåðàòîð S ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíûì (ïî Äàíôîðäó).

Òåîðåìà 4.3.2. Åñëè v � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, òî äëÿ ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé λ̃n èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåä-

ñòàâëåíèå

λ̃n =

(
πn

ω

)2

− 1

ω

∫ ω

0

v(t) dt+
1

ω

∫ ω

0

v(t) cos
2πn

ω
t dt+O

(
1

n2

)
, n > m+1.

Ïåðåéäåì ê òåîðåìå îá îòêëîíåíèÿõ ñïåêòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ. Â ñëå-

äóþùåé òåîðåìå ÷èñëî m âçÿòî òàêèì æå, êàê è â òåîðåìå 4.3.1. ×åðåç P(m)

îáîçíà÷àåòñÿ ïðîåêòîð
m∑
k=1

Pk. Ïóñòü Ω ⊂ N \ {1, . . . ,m}. Ïðîåêòîð Ðèññà

P (∆, S0), ïîñòðîåííûé ïî ìíîæåñòâó ∆ = ∆(Ω) = {λk, k ∈ Ω}, ãäå λk �

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà S0, îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì P (∆, S0)x =∑
n∈Ω

Pnx, x ∈ L2[0, ω].

Òåïåðü ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ∆̃ = ∆̃(Ω) = ∪k∈Ωσk, ãäå σk îïðåäåëÿåò-

ñÿ â òåîðåìå 4.3.1. Ñèìâîëîì P̃n îáîçíà÷èì ïðîåêòîð Ðèññà, ïîñòðîåííûé
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ïî ìíîæåñòâó σn, n > m+ 1. Òîãäà ïðîåêòîð P (∆̃, S) çàäàäèì ðàâåíñòâîì

P (∆̃, S)x =
∑
k∈Ω

P̃kx, x ∈ L2[0, ω].

Òåîðåìà 4.4.1. Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà Ω èç N \ {1, . . . ,m} èìåþò

ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè îòêëîíåíèé ñïåêòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ, ïîñòðî-

åííûõ ïî îïåðàòîðàì S è S0:

∥P (∆̃, S)− P (∆, S0)∥2 6
M

k
1
2 (Ω)

,

ãäå M > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ è k(Ω) = min
k∈Ω

k.

Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-Øìèäòà U ñ íîðìîé

∥U∥2 6 1
2 òàêîé, ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥P (∆̃, S)− (I + U)−1P (∆, S0)(I + U)∥2 6
M1

k(Ω)
,

ãäå M1 > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ñëåäñòâèå 4.4.1. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè ðàâíîñõîäèìîñòè

ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé îïåðàòîðîâ S è S0:∥∥∥∥P (σ(m), S) +
n∑

k=m+1

P̃k −
n∑

k=0

Pk

∥∥∥∥
2

6 M2

n
1
2

, n > m+ 1,

ãäå M2 > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Òàê æå êàê è ïðè îïèñàíèè ïðåäûäóùèõ ãëàâ, ìû ïðèâåäåì ðåçóëüòàò

îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ.

Òåîðåìà 4.5.1. Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð −S ÿâëÿåòñÿ ñåêòîðèàëü-

íûì è ãåíåðèðóåò àíàëèòè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó îïåðàòîðîâ T : R+ →
EndL2[0, ω]. Áîëåå òîãî, ýòà ïîëóãðóïïà ïîäîáíà ïîëóãðóïïå âèäà T(m)(t)⊕
T (m)(t), äåéñòâóþùåé â L2[0, ω] = H(m) ⊕ H(m), ãäå H(m) = ImP(m),

H(m) = Im (I − P(m)). Ïîëóãðóïïà T (m)(t) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå âèäà:

T (m)(t)x =
∞∑

k=m+1

e−λ̃ktPkx, x ∈ L2[0, ω],

ãäå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ̃n, n > m+ 1, îïðåäåëÿþòñÿ â òåîðåìå 4.3.1.
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Àâòîð âûðàæàåò ñàìóþ èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðó-

êîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó À. Ã. Áàñêàêîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, âíèìàíèå è

ïîìîùü íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé. Òàêæå àâòîð õî-

òåë áû ïîáëàãîäàðèòü ïðîôåññîðà Â. Ã. Çâÿãèíà çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ è

âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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