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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçî-

âàíèÿ (ÎÏ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíîñòüþ îôîðìèâøèéñÿ ñàìîñòîÿòåëüíûé

ðàçäåë ìàòåìàòèêè, íàõîäÿùèéñÿ íà ñòûêå äèôôåðåíöèàëüíûõ, èíòåãðàëü-

íûõ è èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåî-

ðèè ôóíêöèé, êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, òåîðèè ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé è äðîáíî-

ãî èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ, òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è äèíàìè-

÷åñêèõ ñèñòåì. Íåîáõîäèìîñòü òåîðèè îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ äîêàçàíà

áîëüøèì ÷èñëîì å¼ ïðèëîæåíèé. Îñîáóþ ðîëü ìåòîäû îïåðàòîðîâ ïðåîáðà-

çîâàíèÿ èãðàþò â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Ñ

èõ ïîìîùüþ áûëè äîêàçàíû ìíîãèå ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ðàç-

ëè÷íûõ êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ìåòîäû îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ áûëè ñ óñïåõîì ïðèìåíåíû â òåîðèè

îáðàòíûõ çàäà÷, îïðåäåëÿÿ îáîáù¼ííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ñïåêòðàëüíóþ

ôóíêöèþ è ðåøåíèÿ çíàìåíèòîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüôàíäà�Ëåâèòàíà, â òåîðèè

ðàññåÿíèÿ ÷åðåç îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïèñûâàåòñÿ íå ìåíåå çíàìåíè-

òîå óðàâíåíèå Ìàð÷åíêî, â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè áûëè ïîëó÷åíû èçâåñòíûå

ôîðìóëû ñëåäîâ è àñèìïòîòèêà ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè, îöåíêè ÿäåð îïåðà-

òîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, îòâå÷àþùèå çà óñòîé÷èâîñòü îáðàòíûõ çàäà÷ è çàäà÷

ðàññåÿíèÿ(Ç.Ñ.Àãðàíîâè÷, Â.À.Ìàð÷åíêî 1 2 3 Á.Ì.Ëåâèòàí 4 5 6); äëÿ îáî-

èõ êëàññîâ îáðàòíûõ çàäà÷ îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì

èíñòðóìåíòîì, òàê êàê ïåðå÷èñëåííûå êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âûïèñûâàþò-

ñÿ äëÿ ÿäåð îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, à çíà÷åíèÿ ÿäåð íà äèàãîíàëè âîñ-

ñòàíàâëèâàþò íåèçâåñòíûå ïîòåíöèàëû â îáðàòíîé çàäà÷å ïî ñïåêòðàëüíîé

ôóíêöèè èëè äàííûì ðàññåÿíèÿ. Äëÿ îïåðàòîðîâ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ áûëè

ïîñòðîåíû ñòàâøèå êëàññè÷åñêèìè ÎÏ íà îòðåçêå (Á.ß.Ëåâèí 7) è ïîëóîñè

(À.ß.Ïîâçíåð 8). Òàêæå áûëà èññëåäîâàíà ñèñòåìà Äèðàêà è äðóãèå ìàòðè÷-

íûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (Á.Ì.Ëåâèòàí, È.Ñ.Ñàðãñÿí 9).

Â ýòî æå âðåìÿ áûëà ðàçâèòà òåîðèÿ îáîáù¼ííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-

öèé, êîòîðóþ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ðàçäåë òåîðèè îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâà-

1Àãðàíîâè÷ Ç. Ñ., Ìàð÷åíêî Â. À. Îáðàòíàÿ çàäà÷à òåîðèè ðàññåÿíèÿ. Õàðüêîâ : èçä. ÕÃÓ, 1960.
2Ìàð÷åíêî Â. À. Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ îïåðàòîðîâ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ. Êèåâ : Íàóêîâà Äóìêà, 1972.
3Ìàð÷åíêî Â. À. Îïåðàòîðû Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ. Êèåâ : Íàóêîâà Äóìêà, 1977.
4Ëåâèòàí Á. Ì. Îïåðàòîðû îáîáù¼ííîãî ñäâèãà è íåêîòîðûå èõ ïðèìåíåíèÿ. Ì. : ÃÈÔÌË, 1962.
5Ëåâèòàí Á. Ì. Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ îáîáù¼ííîãî ñäâèãà. Ì. : Íàóêà, 1973.
6Ëåâèòàí Á. Ì. Îáðàòíûå çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ. Ì. : Íàóêà, 1984.
7Ëåâèí Á. ß. Ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà Ôóðüå è Ëàïëàñà ïðè ïîìîùè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1956. � Ò. 106. � � 2. � Ñ. 187�190.
8Ïîâçíåð À. ß. Î äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ òèïà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ íà ïîëóîñè // Ìàòåì. ñáîð-

íèê. � 1948. � Ò. 23 (65). � � 1. � Ñ. 3�52.
9Ëåâèòàí Á. Ì., Ñàðãñÿí È.Ñ. Îïåðàòîðû Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ è Äèðàêà. Ì. : Íàóêà, 1988.
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íèÿ, ñïëåòàþùèõ íåâîçìóù¼ííûå è âîçìóù¼ííûå óðàâíåíèÿ Êîøè�Ðèìàíà

(Ë.Áåðñ 10 11, Ñ.Áåðãìàí 12, È.Í. Âåêóà 13 14) ñ ïðèëîæåíèÿìè â çàäà÷àõ ìå-

õàíèêè, òåîðèè óïðóãîñòè è ãàçîäèíàìèêè. Íà îñíîâå ìåòîäîâ îïåðàòîðîâ ïðå-

îáðàçîâàíèé áûë ñîçäàí íîâûé ðàçäåë ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà, èçó÷àþùèé

ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè îïåðàòîðîâ îáîáù¼ííîãî ñäâèãà è îáîáù¼ííûõ îïå-

ðàòîðíûõ ñâ¼ðòîê (Æ.Äåëüñàðò 15 16 17, ß.È.Æèòîìèðñêèé 18, Á.Ì.Ëåâèòàí
19 20). Áûëà óñòàíîâëåíà ãëóáîêàÿ ñâÿçü îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ òåîðå-

ìàìè òèïà Ïýëè�Âèíåðà (Â.Â.Ñòàøåâñêàÿ 21, Õ.Òðèìåø 22 23). Òåîðèÿ îïå-

ðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëèëà äàòü íîâóþ êëàññèôèêàöèþ ñïåöèàëüíûõ

ôóíêöèé è èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñî ñïåöèàëüíûìè ôóíêöèÿìè â ÿäðàõ

(Ð.Êýððîëë 24 25 26, Ò.Êîðâèíäåð).

Â òåîðèè íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áûë ðàçðàáîòàí ìå-

òîä Ëàêñà, êîòîðûé èñïîëüçóåò îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé è ïîñòðîåíèÿ ñîëèòîíîâ 27, òàêæå øèðîêèå ïðè-

ìåíåíèÿ íàøëè ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó 28, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ, â êîòîðûõ è ñïëåòàåìûå è ñïëåòàþùèé îïåðàòî-

ðû ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè. Â êâàíòîâîé ôèçèêå ïðè ðàññìîòðåíèè

óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà è çàäà÷ òåîðèè ðàññåÿíèÿ áûë èçó÷åí ñïåöèàëüíûé

10Bers L., Gelbart A. On a class of functions de�ned by partial di�erential equations // Trans. Amer. Math.

Soc. � 1944. � V. 56. � P. 67�93.
11Bers L. A remark on an applications of pseudo�analytic functions // Amer. J. Math. � 1956. � V. 78. �

No. 3. � P. 486�496.
12Áåðãìàí Ñ. Èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû â òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ì. : Ìèð, 1964.
13Âåêóà È. Í. Íîâûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ì.-Ë. : ÃÈÒÒË, 1948.
14Âåêóà È. Í. Îáîáù¼ííûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè. Ì. : Íàóêà, 1988.
15Delsarte J. Sur certaines transformation fonctionnelles relative aux �equations lin�eares aux d�eriv�ees partielles

du seconde ordre. // Paris : C. R. Acad. Sci. � 1938. � 206. � P. 1780�1782.
16Delsarte J. Sur une extension de la formule de Taylor. // Journ. Math. pures et appl. � 1938. � 17. � P.

217�230.
17Delsarte J. Lectures on Topics in Mean Periodic Functions And The Two-Radius Theorem. // Bombay:

Tata Institute of Fundamental Research,1961.
18Æèòîìèðñêèé ß.È. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ äèôôå-

ðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè òèïà Áåññåëÿ. // Ìàòåì. ñá. � 1955. � Ò. 36(78). � � 2. � Ñ. 299�310.
19Ëåâèòàí Á. Ì. Îïåðàòîðû îáîáù¼ííîãî ñäâèãà è íåêîòîðûå èõ ïðèìåíåíèÿ. Ì. : ÃÈÔÌË, 1962.
20Ëåâèòàí Á. Ì. Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ îáîáù¼ííîãî ñäâèãà. Ì. : Íàóêà, 1973.
21Ñòàøåâñêàÿ Â. Â. Îá îáðàòíîé çàäà÷å ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ

îñîáåííîñòüþ â íóëå // Õàðüêîâ :Ó÷. çàï. Õàðüêîâñêîãî ìàòåì. îá�âà. � 1957. � � 5. � Ñ. 49�86.
22Trimeche K. Transformation int�egrale de Weil et th�eor�eme de Paley�Winer associ�es �a un op�erateur

di��erentiel singulier sur (0,∞). // Jour. Math. Pures Appl. � 1981. � No. 60. � P. 51�98.
23Trimeche Kh. Transmutation Operators and Mean-Periodic Functions Associated with Di�erential

Operators. // Mathematical Reports. � V. 4, Part 1. � USA : Harwood Academic Publishers, 1988.
24Carroll R. Transmutation and Operator Di�erential Equations. North Holland, 1979.
25Carroll R. Transmutation, Scattering Theory and Special Functions. North Holland, 1982.
26Carroll R. Transmutation Theory and Applications. North Holland, 1986.
27Carroll R. Topics in Soliton Theory. North Holland, 1991.
28MatveevV. B., Salle M. I. Darboux�Backlund transformations and applications. NY, Springer, 1991.
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êëàññ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ � âîëíîâûå îïåðàòîðû 29 30.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîäû òåîðèè ÎÏ è ñâÿçàííûå ñ íèìè çàäà-

÷è â òîé èëè èíîé ñòåïåíè ïðèìåíÿëèñü â ðàáîòàõ ìíîãèõ ìàòåìà-

òèêîâ. Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûõ èç íèõ: A.I. Aliev, H.Begehr, J. Betancor,

A.Boumenir, R.Carroll, H.Chebli, I. Dimovski, C.Dunkl, J.Delsarte, R.Gilbert,

T.H.Koornwinder, V.Kiryakova, J. Lions, B.Rubin, K. Stempak, K.Trim�eche,

Àãðàíîâè÷Ç.Ñ., ÁàñêàêîâÀ.Ã., ÂàëèöêèéÞ.Í., ÂîëêÂ.ß., Âîë÷êîâÂ.Â., Ãà-

äæèåâÀ.Ä., ÃëóøàêÀ.Â., Ãîðáà÷óêÌ.Ë., ÃóëèåâÂ.Ñ., Æèòîìèðñêèéß.È.,

ÊàòðàõîâÂ.Â., Êà÷àëîâÀ.Ï., ÊèëáàñÀ.À, ÊèïðèÿíîâÈ.À., Êëþ÷àíöåâÌ.È.,

ÊîíîíåíêîÂ.È., Êðàâ÷åíêîÂ.Â., ËåâèíÁ.ß., ËåâèòàíÁ.Ì., ËåîíòüåâÀ.Ô.,

ËÿõîâË.Í., ÌàëàìóäÌ.Ì., Ìàð÷åíêîÂ.À., ÌàöàåâÂ.È., ÍàãíèáèäàÍ.È.,

ÏëàòîíîâÑ.Ñ., ÏîâçíåðÀ.ß., ÑîõèíÀ.Ñ., ÑòàøåâñêàÿÂ.Â., ÒîðáàÑ.Ì., Ôàä-

äååâË.Ä., ÔàãåÄ.Ê., Õà÷àòðÿíÈ.Ã., ÕðîìîâÀ.Ï., ØèøêèíàÝ.Ë., Øìóëå-

âè÷Ñ.Ä., ßðîñëàâöåâàÂ.ß. Ðàçóìååòñÿ, ýòîò ñïèñîê íå ïîëîí è ìîæåò áûòü

ñóùåñòâåííî ðàñøèðåí.

Îòäåëüíîé îáëàñòüþ ïðèìåíåíèÿ ÎÏ ñòàëà òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè â êîýôôèöèåíòàõ, îñîáåííî ñ îïåðàòîðàìè Áåññå-

ëÿ

Bνu(x) =
d2u

dx2
+

2ν + 1

x

du

dx
. (1)

Íà ïåðâîíà÷àëüíîì ýòàïå èññëåäîâàíèé óðàâíåíèé ýòîãî êëàññà ïðèìåíÿëàñü

ïàðà èçâåñòíûõ ÎÏ Ñîíèíà è Ïóàññîíà. Êàê ÎÏ ýòè îïåðàòîðû âïåðâûå áû-

ëè ââåäåíû â ðàáîòàõ Æàíà Äåëüñàðòà 31 32 33 34, à çàòåì íà îñíîâå èäåé

Äåëüñàðòà èõ èçó÷åíèå ïðîäîëæèëîñü â ðàáîòàõ Äåëüñàðòà è Ëèîíñà 35 36 37

29Ôàääååâ Ë. Ä. Îáðàòíàÿ çàäà÷à êâàíòîâîé òåîðèè ðàññåÿíèÿ-1. // ÓÌÍ. � 1959. � Ò. 14. � � 4. �

Ñ. 57�119.
30Ôàääååâ Ë. Ä. Îáðàòíàÿ çàäà÷à êâàíòîâîé òåîðèè ðàññåÿíèÿ-2 . // "Èòîãè íàóêè è òåõíèêè" , Ñîâðå-

ìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè. Ò. 3. � ÂÈÍÈÒÈ. � 1974. � Ñ. 93�180.
31Delsarte J. Sur certaines transformation fonctionnelles relative aux �equations lin�eares aux d�eriv�ees partielles

du seconde ordre. Paris : C. R. Acad. Sci. � 1938. � 206. � P. 1780�1782.
32Delsarte J. Sur une extension de la formule de Taylor. // Journ. Math. pures et appl. � 1938. � 17. � P.

217�230.
33Delsarte J. Une extension nouvelle de la th�eory de fonction presque p�eriodiques de Bohr. // Acta Math. �

1939. � 69. � P. 259�317.
34Delsarte J.Hypergroupes et operateurs de permutation et de transmutation. // Colloques Internat. Nancy.

� 1956. � P. 29�44.
35Delsarte J., J. L. Lions. Transmutations d'op�erateurs di��erentiels dans le domaine complexe. // Comm.

Math. Helv. � 1957. � No. 32. � P. 113�128.
36Delsarte J., J. L. Lions. Moyennes g�en�eralis�ees.// Comm. math. Helv. � 1959. � No. 34. � P. 59�69.
37Delsarte J. Lectures on Topics in Mean Periodic Functions And The Two-Radius Theorem. // Bombay:

Tata Institute of Fundamental Research,1961.
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38 39 40, ñì. òàêæå èçâåñòíóþ ñòàòüþ Á.Ì.Ëåâèòàíà 41.

Æ.Äåëüñàðòîì íà áàçå ÎÏ ÑÏÄ áûëî ââåäåíî ôóíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå

îáîáù¼ííîãî ñäâèãà. Áûëè ðàçðàáîòàíû ìíîãî÷èñëåííûå êîíñòðóêöèè îáîá-

ù¼ííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà, îñíîâàííûå íà îïðåäåëåíèÿõ îáîáù¼ííîãî

ñäâèãà è ââîäèìûõ ñ åãî ïîìîùüþ ãðóïïîâûõ ñòðóêòóðàõ. Íàïðàâëåíèå îáîá-

ù¼ííûõ ïî÷òè�ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ÎÏ òèïà ÑÏÄ è

îïåðàòîðîâ îáîáù¼ííîãî ñäâèãà áûëî çàëîæåíî â ðàáîòàõ Æ.Äåëüñàðòà 1938

ã. è ïðîäîëæåíî Äåëüñàðòîì è Ëèîíñîì â ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ðàáîòàõ, à

òàêæå Á.Ì.Ëåâèòàíîì. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíûì èñòî÷íèêîì

è ïðîòîòèïîì áîëüøèíñòâà âàðèàíòîâ îáîáù¼ííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà

áûëè îïåðàòîðû Áåññåëÿ è ñâÿçàííûå ñ íèìè äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Òåîðèÿ âûðîæäàþùèõñÿ, ñìåøàííûõ, ñèíãóëÿðíûõ è íåêëàññè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé ðàçëè÷íûõ òèïîâ ðàçðàáàòûâàëàñü ìíîãèìè ìàòåìà-

òèêàìè, â òîì ÷èñëå Ô.Òðèêîìè, Å.Õîëüìãðåíîì, Ñ. Ãåëëåðñòåäîì,

Ì.Ïðîòòåðîì, Ì.×èáðàðèî, Ã.Ôèêåðîé, Ñ.À.Àëäàøåâûì, À.À.Àíäðååâûì,

Ô.Ò.Áàðàíîâñêèì, À.Â.Áèöàäçå, À.À.Âàøàðèíûì, È.Í.Âåêóà,

Ì.È.Âèøèêîì, Â.Ô.Âîëêîäàâîâûì, Â.Í.Âðàãîâûì, Â.Ï. Ãëóøêî, Ã.Â. Äæà-

ÿíè, È.Å.Åãîðîâûì, À.Í. Çàðóáèíûì, À.Ì.Èëüèíûì, Ò.Ø.Êàëüìåíîâûì,

Ì.Â.Êàïèëåâè÷åì, À.À.Êèëáàñîì, À.È. Êîæàíîâûì, Ë.Ä.Êóäðÿâöåâûì,

Ï.È.Ëèçîðêèíûì, Î.È.Ìàðè÷åâûì, Ë.Ã.Ìèõàéëîâûì, Ñ.Ã.Ìèõëèíûì,

À.Ì.Íàõóøåâûì, Í.ß.Íèêîëàåâûì, Ñ.Ì.Íèêîëüñêèì, Î.À.Îëåéíèê,

Ë.Ñ.Ïàðàñþêîì, Ñ.Â.Ïîïîâûì, Ñ.Ï.Ïóëüêèíûì, Ë.Ñ.Ïóëüêèíîé,

Í.Ðàäæàáîâûì, Î.À.Ðåïèíûì, Ê.Á.Ñàáèòîâûì, Ì.Ñ.Ñàëàõèòäèíîâûì,

À.Ë. Ñêóáà÷åâñêèì, Ì.Ì.Ñìèðíîâûì, Ñ.Ðóòêàóñêàñîì, Ñ.À.Òåðñåíîâûì,

Â.Å.Ô¼äîðîâûì, Ô.È.Ôðàíêëåì, Ë.È.×èáðèêîâîé, À.È.ßíóøàóñêàñîì è

ìíîãèìè äðóãèìè.

Îñîáî îòìåòèì îäèí êëàññ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ñ îñî-

áåííîñòÿìè, òèïè÷íûì ïðåäñòàâèòåëåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ B�ýëëèïòè÷åñêîå

óðàâíåíèå ñ îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé âèäà

n∑
k=1

Bν,xku(x1, . . . , xn) = f, (2)

àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ B�ãèïåðáîëè÷åñêèå è B�ïàðàáîëè÷åñêèå

38Lions J. L. Op�erateurs de Delsarte et probl�eme mixte. // France : Bull. Soc. Math. France. � 1956. �

No. 84. � P. 9�95.
39Lions J. L. Equations di�erentielles operationnelles et probl�emes aux limites. Springer, 1961.
40Lions J. L. Quelques applications d'op�erateurs de transmutations. // Colloques Internat. Nancy. � 1956.

� P. 125�142.
41Ëåâèòàí Á. Ì. Ðàçëîæåíèÿ ïî ôóíêöèÿì Áåññåëÿ â ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå. // Ì. : ÓÌÍ. � 1951.

� Ò. 6. � Âûï. 2. � Ñ. 102�143.
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óðàâíåíèÿ, ýòà óäîáíàÿ òåðìèíîëîãèÿ áûëà ââåäåíà È.À.Êèïðèÿíîâûì
42. Èçó÷åíèå ýòîãî êëàññà óðàâíåíèé áûëî íà÷àòî â ðàáîòàõ Ýéëå-

ðà, Ïóàññîíà, Äàðáó, ïðîäîëæåíî â òåîðèè îáîáù¼ííîãî îñåñèììåò-

ðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà À.Âàéíøòåéíà (òåîðèÿ GASPT � Generalized

Axially Symmetric Potential Theory), Ë.Áåðñà è â òðóäàõ ìàòåìàòè-

êîâ È.Å. Åãîðîâà, ß.È.Æèòîìèðñêîãî, À.À.Êèëáàñà, Ë.Ä.Êóäðÿâöåâà,

Ï.È.Ëèçîðêèíà, Î.È.Ìàðè÷åâà, Ì.È.Ìàòèé÷óêà, Ë.Ã.Ìèõàéëîâà,

Ì.Í.Îëåâñêîãî, Ñ.Ï.Ïóëüêèíà, Ì.Ì.Ñìèðíîâà, Ñ.À.Òåðñåíîâà, Õå Êàí

×åðà, À.È.ßíóøàóñêàñà è äðóãèõ. Âàæíîñòü óðàâíåíèé èç ýòèõ êëàññîâ

îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå èõ èñïîëüçîâàíèåì â ïðèëîæåíèÿõ ê çàäà÷àì òåîðèè

îñåñèììåòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, óðàâíåíèÿì Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó

(ÝÏÄ) , ïðåîáðàçîâàíèþ Ðàäîíà è òîìîãðàôèè, ãàçîäèíàìèêè è àêóñòèêè,

òåîðèè ñòðóé â ãèäðîäèíàìèêå, ëèíåàðèçîâàííûì óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà�

Ýéíøòåéíà, ìåõàíèêå, òåîðèè óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè è ìíîãèì äðóãèì.

Íàèáîëåå ïîëíî âåñü êðóã âîïðîñîâ äëÿ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðàìè

Áåññåëÿ áûë èçó÷åí âîðîíåæñêèì ìàòåìàòèêîì Èâàíîì Àëåêñàíäðîâè-

÷åì Êèïðèÿíîâûì è åãî ó÷åíèêàìè Ë.À.Èâàíîâûì, À.Â. Ðûæêîâûì,

Â.Â.Êàòðàõîâûì, Â.Ï.Àðõèïîâûì, À.Í.Áàéäàêîâûì, Á.Ì.Áîãà÷¼âûì,

À.Ë.Áðîäñêèì, Ã.À.Âèíîãðàäîâîé, Â.À. Çàéöåâûì, Þ.Â. Çàñîðèíûì,

Ã.Ì.Êàãàíîì, À.À.Êàòðàõîâîé, Í.È.Êèïðèÿíîâîé, Â.È.Êîíîíåíêî,

Ì.È.Êëþ÷àíöåâûì, À.À.Êóëèêîâûì, À.À.Ëàðèíûì, Ì.À.Ëåéçèíûì,

Ë.Í.Ëÿõîâûì, À.Á.Ìóðàâíèêîì, È.Ï.Ïîëîâèíêèíûì, À.Þ.Ñàçîíîâûì,

Ñ.Ì.Ñèòíèêîì, Â.Ï.Øàöêèì, Â.ß.ßðîñëàâöåâîé; îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â ìîíîãðàôèè 43. Äëÿ îïèñàíèÿ êëàññîâ

ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé È.À.Êèïðèÿíîâûì áûëè ââåäåíû è

èçó÷åíû ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà 44, ïîçäíåå íàçâàííûå åãî èìåíåì.

Çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðíî�äèôôåðåíöèàëüíûõ (àáñòðàêòíûõ) óðàâíåíèé âèäà

(2), áåðóùèå íà÷àëî â èçâåñòíîé ìîíîãðàôèè 45, ðàññìàòðèâàëè À.Â. Ãëóøàê,

Ñ.Á.Øìóëåâè÷ è äðóãèå. Âàæíûå ðåçóëüòàòû ïî èçó÷åíèþ ïñåâäîäèôôåðåí-

öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà îñíîâå ÎÏ ÑÏÄ áûëè ïîëó÷åíû Â.Â.Êàòðàõîâûì
46, îíè òàêæå èçëîæåíû â ñïåöèàëüíî ïåðåðàáîòàííîì Ð.Êýððîëîì âèäå â

îòäåëüíîé ãëàâå â 47.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ è ñâÿçàí-

42Êèïðèÿíîâ È. À. Ñèíãóëÿðíûå ýëëèïòè÷åñêèå êðàåâûå çàäà÷è. Ì. : Íàóêà�Ôèçìàòëèò, 1997.
43Êèïðèÿíîâ È. À. Ñèíãóëÿðíûå ýëëèïòè÷åñêèå êðàåâûå çàäà÷è. Ì. : Íàóêà-Ôèçìàòëèò, 1997.
44Êèïðèÿíîâ È. À. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå�Áåññåëÿ è òåîðåìû âëîæåíèÿ äëÿ âåñîâûõ êëàññîâ.

// Ì. : Òðóäû ìàòåì. èí�òà ÀÍ ÑÑÑÐ èì. Â.À.Ñòåêëîâà. � 1967. � Ò. 89. � Ñ. 130�213.
45Carroll R. W., Showalter R. E. Singular and Degenerate Cauchy problems. N.Y. : Academic Press, 1976.
46KiKa1
47Carroll R. Transmutation, Scattering Theory and Special Functions. North Holland, 1982.
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íûå ñ íèìè âîïðîñû èçó÷àþò À.Â. Ãëóøàê, Â.Ñ. Ãóëèåâ, Ë.Í.Ëÿõîâ,

Ë.Ñ.Ïóëüêèíà, Ê.Á.Ñàáèòîâ, Â.Â.Êðàâ÷åíêî ñî ñâîèìè êîëëåãàìè è ó÷åíè-

êàìè, à òàêæå À.Á.Ìóðàâíèê (äèôôåðåíöèàëüíî�ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíå-

íèÿ), Â.Â.Âîë÷êîâ, È.Ï.Ïîëîâèíêèí (òåîðåìû î ñðåäíåì äëÿ óðàâíåíèé ñ

îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ), Ý.Ë.Øèøêèíà (B � ãèïåðáîëè÷åñêèå ïîòåíöèàëû è

îáîáù¼ííûå ñðåäíèå), Â.Ä.Ðåïíèêîâ (ñòàáèëèçàöèÿ ðåøåíèé) è äðóãèå.

Âàæíûì ðàçäåëîì òåîðèè ÎÏ ñòàë ñïåöèàëüíûé êëàññ � ÎÏ Áóøìàíà�

Ýðäåéè. Ýòî êëàññ ÎÏ, êîòîðûé ïðè îïðåäåë¼ííîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ ÿâ-

ëÿåòñÿ îäíîâðåìåííûì îáîáùåíèåì ÎÏ ÑÏÄ è èõ ñîïðÿæ¼ííûõ, îïåðàòîðîâ

äðîáíîãî èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ è Ýðäåéè�Êîáåðà,

à òàêæå èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ìåëåðà�Ôîêà. Èíòåãðàëüíûå îïåðà-

òîðû óêàçàííîãî âèäà ñ ôóíêöèÿìè Ëåæàíäðà â ÿäðàõ âïåðâûå âñòðåòèëèñü

â ðàáîòàõ E.T.Copson ïî óðàâíåíèþ Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó â êîíöå 1950-õ

ãîäîâ 48. Âïåðâûå ïîäðîáíîå èçó÷åíèå ðàçðåøèìîñòè è îáðàòèìîñòè äàííûõ

îïåðàòîðîâ áûëî íà÷àòî â 1960�õ ãîäàõ â ðàáîòàõ Ð.Áóøìàíà 49 50 è À.Ýðäåéè
51 52 53 54 55. Îïåðàòîðû Áóøìàíà�Ýðäåéè èëè èõ àíàëîãè èçó÷àëèñü òàê-

æå â ðàáîòàõ T.P.Higgins, Ta Li, E.R. Love, G.M.Habibullah, K.N. Srivastava,

Äèíü Õîàíã Àíü, Â.È.Ñìèðíîâà, Á.Ðóáèíà, Í.À.Âèð÷åíêî, È.Ôåäîòîâîé,

À.À.Êèëáàñà, Î.Â.Ñêîðîìíèê è öåëîì ðÿäå äðóãèõ. Ïðè ýòîì â îñíîâíîì

èçó÷àëèñü çàäà÷è î ðåøåíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ýòèìè îïåðàòîðàìè,

èõ ôàêòîðèçàöèè è îáðàùåíèÿ. Ýòè ðåçóëüòàòû ÷àñòè÷íî óïîìÿíóòû â ìîíî-

ãðàôèè 56, õîòÿ ñëó÷àé âûáðàííûõ íàìè ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ñ÷èòàåòñÿ

òàì îñîáûì è íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ îñîáîãî âûáîðà

ïðåäåëîâ áûëè äîáàâëåíû â àíãëèéñêîå ðàñøèðåííîå èçäàíèå ýòîé ìîíîãðà-

ôèè 57.

48Copson E. T. On a Singular Boundary Value Problem for an Equation of Hyperbolic Type. // Arch.

Ration.Mech. and Analysis 1. � 1957. No. 1. � P. 349�356.
49Buschman R. G. An inversion integral for a general Legendre transformation. // SIAM Review. � 1963. �

Vol. 5. � No. 3. � P. 232�233.
50Buschman R. G. An inversion integral for a Legendre transformation. // Amer. Math. Mon. � 1962. �

V. 69. � No. 4. � P. 288�289.
51Erdelyi A. Some applications of fractional integration. // Boeing Sci. Res. Labor. Docum. Math. Note

D1�82�0286. � 1963. � No 316. � 23 p.
52Erdelyi A. An integral equation involving Legendre functions. // SIAM Review. � 1964. � V. 12. � No. 1.

� P. 15�30.
53Erdelyi A. An application of fractional integrals. // J. Analyse Math. � 1965. � V. 14. � P. 113�126.
54Erdelyi A. Some integral equations involving �nite parts of divergent integrals. // Glasgow Math. J. �

1967. � V. 8. � No. 1. � P. 50�54.
55Erdelyi A. On the Euler�Poisson�Darboux equation. // J. Analyse Math. � 1970. � V. 23. � P. 89�102.
56Ñàìêî Ñ. Ã., Êèëáàñ À. À., Ìàðè÷åâ Î. È. Èíòåãðàëû è ïðîèçâîäíûå äðîáíîãî ïîðÿäêà è íåêîòîðûå

èõ ïðèëîæåíèÿ. Ìèíñê : Íàóêà è òåõíèêà, 1987.
57Samko S. G.,Kilbas A. A., Marichev O. I. Fractional integrals and derivatives: theory and applications.

Gordon and Breach Science Publishers, 1993.
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Òåðìèí "îïåðàòîðû Áóøìàíà�Ýðäåéè" êàê íàèáîëåå èñòîðè÷åñêè

îïðàâäàííûé áûë ââåä¼í àâòîðîì â 58 59, âïîñëåäñòâèè îí èñïîëüçîâàëñÿ è

äðóãèìè àâòîðàìè.

Èç îòíîñèòåëüíî íåäàâíèõ ðàáîò, â êîòîðûõ èçó÷àëèñü îïåðàòî-

ðû Áóøìàíà�Ýðäåéè êàê èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû, îòìåòèì ðàáîòû

Í.À.Âèð÷åíêî, À.À.Êèëáàñà, Á.Ðóáèíà, À.Â.Ãëóøàêà è èõ ó÷åíèêîâ. Òàê â

ðàáîòàõ À.À.Êèëáàñà è Î.Â.Ñêîðîìíèê 60 61 ðàññìàòðèâàåòñÿ äåéñòâèå îïå-

ðàòîðîâ Áóøìàíà�Ýðäåéè â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà, à òàêæå ìíîãî-

ìåðíûå îáîáùåíèÿ â âèäå èíòåãðàëîâ ïî ïèðàìèäàëüíûì îáëàñòÿì. Â ìî-

íîãðàôèè Í.À.Âèð÷åíêî è È.Ôåäîòîâîé 62 ââîäÿòñÿ íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ

ñòàíäàðòíûõ ôóíêöèé Ëåæàíäðà, à çàòåì ðàññìàòðèâàþòñÿ íàïîìèíàþùèå

îïåðàòîðû Áóøìàíà�Ýðäåéè, íî íå ñîäåðæàùèå èõ êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè, èíòå-

ãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ ââåä¼ííûìè ôóíêöèÿìè â ÿäðàõ íà âñåé ïîëîæèòåëü-

íîé ïîëóîñè (îïåðàòîðû Áóøìàíà�Ýðäåéè îïðåäåëåíû íà ÷àñòè ïîëîæèòåëü-

íîé ïîëóîñè). Â ðàáîòàõ Á.Ðóáèíà ñðåäè äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ îïèñàíû ìíî-

æåñòâà îïðåäåëåíèÿ è îáðàçû èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Áóøìàíà�Ýðäåéè

(Ãåãåíáàóýðà�×åáûø¼âà) â íåêîòîðûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ 63 64

65 66 ñ ïðèëîæåíèÿìè ðåçóëüòàòîâ ê òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà è òîìî-

ãðàôèè. Îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà�Ýðäåéè èñïîëüçóþòñÿ òàêæå

â íåäàâíèõ ðàáîòàõ À.Â.Ãëóøàêà 67 68.

Íåñìîòðÿ íà âûøåèçëîæåííîå, â òåîðèè îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ îñòà-

þòñÿ ñóùåñòâåííûå ïðîáåëû è ìíîãèå íåðåø¼ííûå çàäà÷è. Òàê, äëÿ îïåðàòî-

58Ñèòíèê Ñ.Ì. Óíèòàðíîñòü è îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðîâ Áóøìàíà-Ýðäåéè íóëåâîãî ïîðÿäêà ãëàäêî-

ñòè. // Ïðåïðèíò. Èíñòèòóò àâòîìàòèêè è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ ÄÂÎ ÐÀÍ. � Âëàäèâîñòîê : � 1990. �

44 ñ.
59Ñèòíèê Ñ.Ì. Ôàêòîðèçàöèÿ è îöåíêè íîðì â âåñîâûõ ëåáåãîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ îïåðàòîðîâ Áóøìàíà-

Ýðäåéè. // ÄÀÍ ÑÑÑÐ. � 1991. � Ò. 320. � � 6. � Ñ. 1326�1330.
60Êèëáàñ À. À., Ñêîðîìíèê Î. Â. Ðåøåíèå ìíîãîìåðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðîäà ñ ñ

ôóíêöèåé Ëåæàíäðà ïî ïèðàìèäàëüíîé îáëàñòè. // M. : Äîêëàäû àêàäåìèè íàóê ÐÀÍ. � 2009. Ò. 429. �

4. � Ñ. 442�446.
61Kilbas A. A., O. V. Skoromnik. Integral transforms with the Legendre function of the �rst kind in the

kernels on Lν,r- spaces. // Integral Transforms and Special Functions. � 2009. V. 20. Issue 9. � P. 653�672.
62Virchenko N., Fedotova I. Generalized Associated Legendre Functions and Their Applications. // � World

Scienti�c, 2001.
63Estrada R., Rubin B. Null Spaces Of Radon Transforms // arXiv:1504.03766v1. � 2015. � 24 P.
64Rubin B. Radon transforms and Gegenbauer�Chebyshev integrals, I // Anal. Math. Phys. � 2016.
65Rubin B. Gegenbauer�Chebyshev Integrals And Radon Transforms. // arXiv:1410.4112v2. � 2015. � 58 P.
66Rubin B. On the Funk�Radon�Helgason inversion method in integral geometry. // Contemp. Math. � 2013.

� V. 599. � P. 175�198.
67Ãëóøàê À. Â., Ïîêðó÷èí Î. À. Êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ àáñòðàêòíîãî óðàâíåíèÿ

Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó. // Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. � 2016. � Ò.52. � � 1. � Ñ. 41�59.
68Ãëóøàê À. Â. Íà÷àëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ñëàáî íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó // Ìàò.

Ìåæä. íàó÷. êîíô.: "Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû òåîðèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ". � Ì. : ÌÃÓ. �

2016. � Ñ. 101.
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ðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñïëåòàþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû èëè ðåøå-

íèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè â êîýôôèöèåíòàõ, âêëþ-

÷àÿ äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû Áåññåëÿ, îòñóòñòâóåò ïîäðîáíàÿ êëàññè-

ôèêàöèÿ ñ îïèñàíèåì îñíîâíûõ ñâîéñòâ. Ïîäðîáíî èçó÷åíû è îïèñàíû â ëè-

òåðàòóðå ñâîéñòâà è ïðèëîæåíèÿ ïðîñòåéøåãî êëàññà ÎÏ Ñîíèíà è Ïóàññîíà,

íî îòñóòñòâóåò ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå è äîêàçàòåëüñòâà ìíîãèõ ñâîéñòâ

äëÿ èõ âàæíûõ îáîáùåíèé � îïåðàòîðîâ Áóøìàíà�Ýðäåéè. Äî ðàáîò àâòîðà

íå îòìå÷àëîñü, ÷òî èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû Áóøìàíà�Ýðäåéè ÿâëÿþòñÿ ÎÏ

äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ. Íå ñóùåñòâóåò

îáùèõ ñõåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÎÏ íóæíûõ êëàññîâ, äîâåä¼ííûõ äî âîçìîæ-

íîñòè ïîñòðîåíèÿ íà èõ îñíîâå ÿâíûõ ôîðìóë, ñïëåòàþùèõ ðåøåíèÿ ðàç-

ëè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò ðàáîòû,

âñêðûâàþùèå ñâÿçü ÎÏ ñ îñíîâíûìè êîíñòðóêöèÿìè äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Íå ðàññìàòðèâàëèñü âîçìîæíûå ïðèìåíåíèÿ ÎÏ ê äîêàçàòåëüñòâàì âëîæå-

íèé ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, òàêèõ, êàê ïðîñòðàíñòâà Ñ.Ë.Ñîáîëåâà è

È.À.Êèïðèÿíîâà, â òîì ÷èñëå ýíåðãåòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ äëÿ ñèíãóëÿðíûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ îïåðàòîðàìè Áåññå-

ëÿ ïî îäíîé èëè íåñêîëüêèì ïåðåìåííûì. Äëÿ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà

ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöåíòàìè ïðè ïîñòðîåíèè ÎÏ èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû,

äàþùèå ãðóáûå îöåíêè ÿäåð ÎÏ ñ íåîïðåäåë¼ííûìè ïîñòîÿííûìè, íåòî÷-

íûå òðåáîâàíèÿ íà êîýôôèöèåíòû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèâîäèëè

ê ñóæåíèþ èõ êëàññîâ, íàïðèìåð, êëàññîâ äîïóñòèìûõ ïîòåíöèàëîâ äëÿ çà-

äà÷ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ è èõ îáîáùåíèé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ñ îñîáåííîñòÿìè â êîýôôèöèåíòàõ. Ìåòîäû ÎÏ ïðàêòè÷åñêè íå ïðèìåíÿëèñü

ê ïîëó÷åíèþ òî÷íûõ îöåíîê äëÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

íàïðèìåð, â òàêèõ çàäà÷àõ, êàê èçâåñòíàÿ çàäà÷à Å.Ì.Ëàíäèñà. Òàêæå ñëî-

æèëàñü ïàðàäîêñàëüíàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà äðîáíûå ñòåïåíè îïåðàòîðà Áåññå-

ëÿ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, îïðåäåëÿþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî

íåÿâíî â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå�Áåññåëÿ èëè Õàíêåëÿ, à ïðè ýòîì

îòñóòñòâóþò ôîðìóëû äëÿ èõ ÿâíîãî îïðåäåëåíèÿ â èíòåãðàëüíîãî âèäå, õî-

òÿ èìåííî ñ òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé íà÷èíàëàñü òåîðèÿ êëàññè÷åñêèõ äðîáíûõ

èíòåãðàëîâ Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ. Ìíîãèå ïðîñòûå è åñòåñòâåííûå êîíñòðóêöèè

ÎÏ äëÿ ñòàíäàðòíûõ ïàð äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íå ïîñòðîåíû â ÿâ-

íîì âèäå. Òàêæå íå ââîäèëèñü è íå ðàññìàòðèâàëèñü îáùèå ñõåìû äëÿ îöåíîê

ÿäåð ÎÏ â øèðîêî èñïîëüçóåìûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, òðåáóþ-

ùèå óòî÷íåíèé è îáîáùåíèé êëàññè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ. Ïîëó÷åííûå â ïîñëåä-

íåå âðåìÿ òî÷íûå íåðàâåíñòâà äëÿ ìíîãèõ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé íå íàõîäèëè

ïðèìåíåíèÿ äëÿ îöåíêè ÿäåð ÎÏ. Ïåðå÷èñëåííûå ïðîáëåìû è îãðàíè÷åíèÿ â

çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ñíÿòû â äàííîé äèññåðòàöèè.
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Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâ-

ëÿåòñÿ äàëüíåéøàÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäà îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ è åãî ïðè-

ëîæåíèÿ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè

â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå çàäà÷è:

• Ïðèëîæåíèÿ ìåòîäà îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà�Ýðäåéè

ê ðåøåíèþ ðÿäà çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðî�äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè â êîýôôèöèåíòàõ.

• Ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòîâ îá ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì ïðîñòðàíñòâ

È.À.Êèïðèÿíîâà è âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñ.Ë.Ñîáîëåâà ñ èñïîëüçîâàíè-

åì îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ.

• Ðàçðàáîòêà è ñèñòåìàòè÷åñêîå ïðèëîæåíèå îáùåãî êîìïîçèöèîííîãî ìå-

òîäà ïîñòðîåíèÿ íîâûõ êëàññîâ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ.

• Ïîëó÷åíèå ôîðìóë ôàêòîðèçàöèè äëÿ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Áóøìàíà�Ýðäåéè ÷åðåç âåñîâûå èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ïðè-

ëîæåíèÿìè ê ïðåäñòàâëåíèþ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ.

• Ïîëó÷åíèå ÿâíûõ èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ äðîáíûõ ñòåïåíåé

äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Áåññåëÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ ê ðåøåíèþ

äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îñîáåí-

íîñòÿìè â êîýôôèöèåíòàõ.

• Ðàçðàáîòêà ìåòîäà îöåíîê ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïå-

ðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà îïåðàòîðîâ

ïðåîáðàçîâàíèÿ è òî÷íûõ íåðàâåíñòâ äëÿ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé.

• Ïðèëîæåíèå òåîðèè îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ïîëó÷åíèþ îöåíîê

ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-

íûìè ýëëèïòè÷åñêîãî è óëüòðàãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïîâ.

• Ïðèëîæåíèÿ îáîáùåíèé íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ê îöåíêå ÿäåð

îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè ôóíêöèé, òåîðèè

ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, òåîðèè íåðàâåíñòâ, òåîðèè îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâà-

íèÿ, òåîðèè èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, òåîðèè äðîáíîãî èíòåãðîäèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëü-

òàòû:

1. Èçó÷åíû íîâûå ñâîéñòâà, ââåäåíû íîâûå êëàññû, ïðîèçâåäåíà êëàñ-

ñèôèêàöèÿ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà�Ýðäåéè è ðàññìîòðå-

íû èõ ïðèëîæåíèÿ ê ðåøåíèþ ðÿäà çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ è

èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè â êîýôôèöè-

åíòàõ.

2. C èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà�Ýðäåéè ðåøå-

íà ïðîáëåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì ïðîñòðàíñòâ È.À.Êèïðèÿíîâà è

âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñ.Ë.Ñîáîëåâà.

3. Äîêàçàíû ôîðìóëû îáðàùåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ îïåðàòîðîâ ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà�Ýðäåéè â ñòàíäàðòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ è ñ èõ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åíû ôîðìóëû ñâÿçè ðåøåíèé

äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè â êîýôôèöèåíòàõ.

4. Ïðåäëîæåí íîâûé îáùèé êîìïîçèöèîííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðàçëè÷-

íûõ êëàññîâ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïîëó÷åíèÿ íà åãî îñíîâå ôîð-

ìóë ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó êëàññàìè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè â êîýôôèöèåíòàõ.

5. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû ôàêòîðèçàöèè äëÿ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Áóøìàíà�Ýðäåéè ÷åðåç âåñîâûå èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

è Õàíêåëÿ ñ ïðèëîæåíèÿìè ê ïðåäñòàâëåíèþ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ.

6. Ïîëó÷åíû íîâûå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ìî-

äèôèêàöèé äðîáíûõ ñòåïåíåé äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Áåññå-

ëÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ ê ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðî�

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè â êîýôôèöèåíòàõ.

7. Ðàçðàáîòàí ìåòîä äëÿ îöåíîê ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ

ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè íà îñíî-

âå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ è òî÷íûõ íåðàâåíñòâ

äëÿ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé.

8. Ðàññìîòðåíû ïðèëîæåíèÿ òåîðèè îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ïîëó-

÷åíèþ îöåíîê ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ ÷àñò-

íûìè ïðîèçâîäíûìè ýëëèïòè÷åñêîãî è óëüòðàãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïîâ,

âûäåëåíû êëàññû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ èçâåñò-

íàÿ ïðîáëåìà Å.Ì.Ëàíäèñà èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå.
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9. Ðàçðàáîòàí ìåòîä îöåíîê ÿäåð îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ â ôîðìóëàõ

ñâÿçè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè â êîýô-

ôèöèåíòàõ íà îñíîâå óòî÷íåíèé íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Ðàáîòà íîñèò

òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ â òåîðèè äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âêëþ÷àÿ îáûêíîâåííûå, â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

è èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ,

ïðè ðàññìîòðåíèè ñòîõàñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Îíè

ìîãóò òàêæå íàéòè ïðèëîæåíèÿ â çàäà÷àõ êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè è ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà, òåîðèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ñîëèòîíîâ, èçó÷åíèè

îáðàòíûõ çàäà÷ è òåîðèè ðàññåÿíèÿ, çàäà÷àõ ôèëüòðàöèè, ãåîôèçèêè, òðàíñ-

çâóêîâîé ãàçîäèíàìèêè è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû. Ðåçóëü-

òàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü áîëåå ÷åì íà 70 âñåñîþçíûõ,

âñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ çà ïåðèîä 1983�2016 ãã., à

òàêæå íà ðÿäå íàó÷íûõ ñåìèíàðîâ.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáî-

òàõ [1 � 45], èç íèõ ðàáîòû [1 � 27] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ âå-

äóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ

Ìèíîáðíàóêè ÐÔ. Èç ñîâìåñòíûõ ñòàòåé [1], [5], [7], [8], [12], [13], [15], [16],

[18], [20], [21], [23]�[27] â äèññåðòàöèþ âîøëè òîëüêî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå

ëè÷íî äèññåðòàíòîì.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 307 ñòðà-

íèöàõ è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, ðàçáèòûõ â îáùåé ñëîæíîñòè íà 21

ïàðàãðàô, è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 359 íàèìåíîâà-

íèé.
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ÎÁÇÎÐ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈß ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Ïåðâàÿ ãëàâà ñîäåðæèò ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, êî-

òîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ðàáîòå, êàñàþùèåñÿ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, ôóíêöèî-

íàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è îñíîâíûõ èçâåñòíûõ

êëàññîâ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèé.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà êëàññèôèêàöèè è ñâîéñòâàì ðàçëè÷íûõ êëàñ-

ñîâ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà�Ýðäåéè ñ ïðèëîæåíèÿìè ê òåîðèè

äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòÿ-

ìè â êîýôôèöèåíòàõ.

Îïðåäåëåíèå 1. Îïåðàòîðàìè Áóøìàíà�Ýðäåéè ïåðâîãî ðîäà íàçûâàþòñÿ
èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû

Bν,µ
0+ f =

∫ x

0

(
x2 − t2

)−µ
2 P µ

ν

(x
t

)
f(t)d t, (3)

Eν,µ
0+ f =

∫ x

0

(
x2 − t2

)−µ
2 Pµ

ν

(
t

x

)
f(t)d t, (4)

Bν,µ
− f =

∫ ∞

x

(
t2 − x2

)−µ
2 P µ

ν

(
t

x

)
f(t)d t, (5)

Eν,µ
− f =

∫ ∞

x

(
t2 − x2

)−µ
2 Pµ

ν

(x
t

)
f(t)d t. (6)

Çäåñü P µ
ν (z)�ôóíêöèÿ Ëåæàíäðà ïåðâîãî ðîäà, Pµν(z)�òà æå ôóíêöèÿ íà

ðàçðåçå −1 ≤ t ≤ 1, f(x)�ëîêàëüíî ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ íåêîòîðûì îãðàíè÷åíèÿì íà ðîñò ïðè x → 0, x → ∞. Ïàðàìåòðû µ, ν�

êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ℜµ < 1, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ çíà÷åíèÿìè ℜν ≥ −1/2.

Îïðåäåëåíèå 2. Ââåä¼ì ïðè µ = 1 îïåðàòîðû Áóøìàíà�Ýðäåéè íóëåâîãî
ïîðÿäêà ãëàäêîñòè ïî ôîðìóëàì

Bν,1
0+f = 1S

ν
0+f =

d

dx

∫ x

0

Pν

(x
t

)
f(t) dt, (7)

Eν,1
0+f = 1P

ν
−f =

∫ x

0

Pν

(
t

x

)
df(t)

dt
dt, (8)

Bν,1
− f = 1S

ν
−f =

∫ ∞

x

Pν

(
t

x

)
(−df(t)

dt
) dt, (9)

Eν,1
− f = 1P

ν
0+f = (− d

dx
)

∫ ∞

x

Pν

(x
t

)
f(t) dt, (10)

ãäå Pν(z) = P 0
ν (z)�ôóíêöèÿ Ëåæàíäðà.

Ïðèâåä¼ì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü èëè Reµ < 0, èëè µ = m ∈ N, −m ≤ ν ≤ m− 1, ν ∈ Z.
Òîãäà ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà

d
dxB

ν, µ
0+ f = Bν, µ+1

0+ f, Eν, µ
0+

d f

dx
= Eν, µ+1

0+ f, (11)

Bν, µ
−

(
−d f

dx

)
= Bν, µ+1

− f,

(
− d

dx

)
Eν, µ

− f = Eν, µ+1
− f. (12)

åñëè âñå óêàçàííûå îïåðàòîðû îïðåäåëåíû.

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò äîîïðåäåëèòü îïåðàòîðû Áóøìàíà�Ýðäåéè è íà

çíà÷åíèÿ Reµ ≥ 1, ïåðåîïðåäåëèâ èõ äëÿ íàòóðàëüíûõ µ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íàðÿäó ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ òàêæå òåñíî ñâÿçàí-

íûé ñ íèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

Lν = D2 − ν(ν + 1)

x2
, (13)

êîòîðûé ïðè ν ∈ N ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì óãëîâîãî ìîìåíòà èç êâàíòîâîé ìå-

õàíèêè. Èõ âçàèìîñâÿçü óñòàíàâëèâàþò ëåãêî ïðîâåðÿåìûå ôîðìóëû ñâÿçè,

ïðèâåä¼ì èõ.

Ïóñòü ïàðà ÎÏ Xν, Yν ñïëåòàåò Lν è âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ:

XνLν = D2Xν, YνD
2 = LνYν. (14)

Ââåä¼ì íîâóþ ïàðó ÎÏ ïî ôîðìóëàì

Sν = Xν−1/2x
ν+1/2, Pν = x−(ν+1/2)Yν−1/2. (15)

Òîãäà ïàðà íîâûõ ÎÏ Sν, Pν ñïëåòàåò îïåðàòîð Áåññåëÿ è âòîðóþ ïðîèçâîä-

íóþ:

SνBν = D2Sν, PνD
2 = BνPν. (16)

Òåîðåìà 2. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû ôàêòîðèçàöèè îïåðàòîðîâ

Áóøìàíà�Ýðäåéè ÷åðåç îïåðàòîðû äðîáíîãî èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ è

Ýðäåéè�Êîáåðà:

Bν, µ
0+ = Iν+1−µ

0+ I
−(ν+1)

0+; 2, ν+ 1
2

(
2

x

)ν+1

, Eν, µ
0+ =

(x
2

)ν+1

Iν+1
0+; 2,−1

2

I
−(ν+µ)
0+ , (17)

Bν, µ
− =

(
2

x

)ν+1

I
−(ν+1)
−; 2, ν+1I

ν−µ+2
− , Eν, µ

− = I
−(ν+µ)
− Iν+1

−; 2, 0

(x
2

)ν+1

. (18)
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Îïåðàòîðû íóëåâîãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòè âûäåëÿþòñÿ òåì, ÷òî òîëüêî äëÿ

íèõ ìîæíî äîêàçàòü îöåíêè â îäíîì ïðîñòðàíñòâå òèïà Lp(0,∞). Ïðè ýòîì,

ó÷èòûâàÿ ñòðóêòóðó ýòèõ îïåðàòîðîâ, óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ òåõíèêîé ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà è òåîðåìîé Ñëåéòåð (ñì. ãë. 1).

Òåîðåìà 3. 1). Îïåðàòîðû Áóøìàíà�Ýðäåéè íóëåâîãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòè

äåéñòâóþò â îáðàçàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà êàê óìíîæåíèå íà ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ìóëüòèïëèêàòîð. Äëÿ èõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ ñïðàâåäëèâû ôîð-

ìóëû:

m
1Sν

0+
(s) =

Γ(−s
2 +

ν
2 + 1)Γ(−s

2 −
ν
2 +

1
2)

Γ(12 −
s
2)Γ(1−

s
2)

= (19)

=
2−s√
π

Γ(−s
2 −

ν
2 +

1
2)Γ(−

s
2 +

ν
2 + 1)

Γ(1− s)
, Re s < min(2 +Re ν, 1−Re ν);

m
1P ν

0+
(s) =

Γ(12 −
s
2)Γ(1−

s
2)

Γ(−s
2 +

ν
2 + 1)Γ(−s

2 −
ν
2 +

1
2)
, Re s < 1; (20)

m
1P ν

−(s) =
Γ(s2 +

ν
2 + 1)Γ(s2 −

ν
2)

Γ(s2)Γ(
s
2 +

1
2)

, Re s > max(Re ν,−1−Re ν); (21)

m
1Sν

−(s) =
Γ(s2)Γ(

s
2 +

1
2)

Γ(s2 +
ν
2 +

1
2)Γ(

s
2 −

ν
2)
, Re s > 0. (22)

2). Êðîìå òîãî, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìóëüòèïëè-

êàòîðîâ:

m
1P ν

0+
(s) = 1/m

1Sν
0+
(s), m

1P ν
−(s) = 1/m

1Sν
−(s) (23)

m
1P ν

−(s) = m
1Sν

0+
(1− s), m

1P ν
0+
(s) = m

1Sν
−(1− s) (24)

3). Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ íîðì îïåðàòîðîâ Áóøìàíà�

Ýðäåéè íóëåâîãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòè â L2:

∥1Sν0+∥ = ∥1P ν
−∥ = 1/min(1,

√
1− sinπν), (25)

∥1P ν
0+∥ = ∥1Sν−∥ = max(1,

√
1− sin πν). (26)

4). Íîðìû îïåðàòîðîâ (7) � (10) ïåðèîäè÷íû ïî ν ñ ïåðèîäîì 2, òî åñòü

∥xν∥ = ∥xν+2∥, ãäå xν � ëþáîé èç îïåðàòîðîâ (7) � (10).

5). Íîðìû îïåðàòîðîâ 1S
ν
0+, 1P

ν
− íå îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè ïî ν,

êàæäàÿ èç ýòèõ íîðì íå ìåíüøå 1. Åñëè sinπν ≤ 0, òî ýòè íîðìû ðàâ-

íû 1. Óêàçàííûå îïåðàòîðû íåîãðàíè÷åíû â L2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

sin πν = 1 (èëè ν = (2k) + 1/2, k ∈ Z).

16



6). Íîðìû îïåðàòîðîâ 1P
ν
0+, 1S

ν
− îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè ïî ν, êàæäàÿ

èç ýòèõ íîðì íå áîëüøå
√
2. Âñå ýòè îïåðàòîðû îãðàíè÷åíû â L2 ïðè âñåõ ν.

Åñëè sin πν ≥ 0, òî èõ L2 � íîðìà ðàâíà 1. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå íîðìû,

ðàâíîå
√
2, äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà sin πν = −1 (èëè ν =

−1/2 + (2k), k ∈ Z).

Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì îïåðàòîðîâ Áóøìàíà�Ýðäåéè íóëåâîãî ïîðÿäêà

ãëàäêîñòè ÿâëÿåòñÿ èõ óíèòàðíîñòü ïðè öåëûõ ν. Îòìåòèì, ÷òî ïðè èíòåðïðå-

òàöèè Lν êàê îïåðàòîðà óãëîâîãî ìîìåíòà â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, ïàðàìåòð ν

êàê ðàç è ïðèíèìàåò öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ñôîðìóëèðóåì îäèí

èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äàííîé ãëàâû.

Òåîðåìà 4. Äëÿ óíèòàðíîñòè â L2 îïåðàòîðîâ (7) � (10) íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ÷èñëî ν áûëî öåëûì. Â ýòîì ñëó÷àå ïàðû îïåðàòîðîâ

(1S
ν
0+, 1P

ν
−) è (1S

ν
−, 1P

ν
0+) âçàèìíî îáðàòíû.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò èçâåñòíûé ôàêò îá óíèòàðíîñòè ñäâèíóòûõ îïå-

ðàòîðîâ Õàðäè, òàê êàê ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ

1P
1
0+f = (I −H1)f, 1S

1
−f = (I −H2)f, (27)

ãäå H1, H2 � îïåðàòîðû Õàðäè.

Ñëåäñòâèå 1. Îïåðàòîðû (27) ÿâëÿþòñÿ óíèòàðíûìè âçàèìíî îáðàòíûìè

â L2 îïåðàòîðàìè. Îíè ñïëåòàþò äèôôåðåíöèàëüíûå âûðàæåíèÿ d2/dx2 è

d2/dx2 − 2/x2.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðû Áóøìàíà�Ýðäåéè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ îïåðàòîðîâ Õàðäè. Îòìåòèì òàêæå âàæíîñòü èçó÷åíèÿ

óíèòàðíîñòè äëÿ òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå îáðàòíûé

îïåðàòîð íåîáõîäèìî èñêàòü â âèäå èíòåãðàëà ñ äðóãèìè, ÷åì ó èñõîäíîãî,

ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïîäðîáíî èçó÷åí íîâîé êëàññ ÎÏ Áóøìàíà�Ýðäåéè

âòîðîãî ðîäà ñ ôóíêöèÿìè Ëåæàíäðà âòîðîãî ðîäà â ÿäðå. Äëÿ ýòîãî êëàññà

ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû, êàê è äëÿ ÎÏ Áóøìàíà�Ýðäåéè ïåðâîãî

ðîäà, ìû íå áóäåì èõ ïðèâîäèòü.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ââåäåíû óíèòàðíûå îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ñîíèíà�Êàòðàõîâà è Ïóàññîíà�Êàòðàõîâà, êîòîðûå óæå ÿâëÿþòñÿ óíèòàð-

íûìè äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà.

SνUf = − sin
πν

2
2S

νf + cos
πν

2
1S

ν
−f, (28)

P ν
Uf = − sin

πν

2
2P

νf + cos
πν

2
1P

ν
−f. (29)
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Äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ν ∈ R îíè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè îïåðàòî-

ðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà�Ýðäåéè 1 è 2 ðîäà íóëåâîãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòè.

Òåîðåìà 5. Îïåðàòîðû (28)�(29) ïðè âñåõ ν ÿâëÿþòñÿ óíèòàðíûìè, âçà-
èìíî ñîïðÿæ¼ííûìè è îáðàòíûìè â L2. Îíè ÿâëÿþòñÿ ñïëåòàþùèìè è
äåéñòâóþò ïî ôîðìóëàì (13). Ïðè ýòîì SνU ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì òèïà Ñî-
íèíà (Ñîíèíà�Êàòðàõîâà), à P ν

U � òèïà Ïóàññîíà (Ïóàññîíà�Êàòðàõîâà).
Äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Sν
Uf = cos

πν

2

(
− d

dx

) ∞∫
x

Pν

(
x

y

)
f(y) dy ++

2

π
sin

πν

2

 x∫
0

(x2 − y2)−
1
2Q1

ν

(
x

y

)
f(y) dy −

−
∞∫
x

(y2 − x2)−
1
2Q1

ν

(
x

y

)
f(y) dy

)
, (30)

P ν
Uf = cos

πν

2

x∫
0

Pν

(y
x

)(
d

dy

)
f(y) dy −− 2

π
sin

πν

2

−
x∫

0

(x2 − y2)−
1
2Q1

ν

(y
x

)
f(y) dy −

−
∞∫
x

(y2 − x2)−
1
2Q1

ν

(y
x

)
f(y) dy

)
. (31)

Â ÷åòâ¼ðòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ îïåðàòîðîâ ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà�Ýðäåéè, Ñîíèíà�Êàòðàõîâà è Ïóàññîíà�Êàòðàõîâà ê

äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ îñîáåííîñòÿìè â êîýôôèöèåíòàõ. Ïîëó÷å-

íà íîâàÿ ôîðìà èçâåñòíîé ëåììû Êîïñîíà.

Òåîðåìà 6. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå â ÷åòâåðòè ïëîñêîñòè äëÿ óðàâíå-

íèÿ Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó â óñëîâèÿõ ëåììû Êîïñîíà. Òîãäà ìåæäó äàí-

íûìè çàäà÷è Äèðèõëå ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ, âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç îïå-

ðàòîðû Áóøìàíà�Ýðäåéè ïåðâîãî ðîäà è íóëåâîãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòè:

cβ
xβ
E−α,1−β

0+ (yα+β+1f(y)) =
cα
xα
E−β,1−α

0+ (yα+β+1g(y)), cβ = 2Γ(β + 1/2), (32)

cβ
xβ

1P
−α
0+ I

β
0+(y

α+β+1f(y)) =
cα
xα

1P
−β
0+ I

α
0+(y

α+β+1g(y)), (33)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ëþáóþ èç ðàññìîòðåííûõ â ýòîé ãëàâå ïàð îïåðàòî-

ðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñïëåòàþùèõ îïåðàòîðû Áåññåëÿ è âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ,

ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçåé ìåæäó ðåøåíèÿìè äèôôåðåí-

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè â êîýôôèöèåíòàõ ñ îïåðàòîðàìè Áåñ-

ñåëÿ âèäà ∑
akBνk,xku(x) = f(x), x ∈ R,
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è íåâîçìóù¼ííîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè∑
ak
∂2v(x)

∂x2k
= g(x).

Ïðè ýòîì åñëè ïàðû âçàèìîîáðàòíûõ ÎÏ äåéñòâóþò ïî êàæäîé ïåðåìåííîé

ïî ôîðìóëàì

SνBν = D2Sν, PνD
2 = BνPν, (34)

òî ðåøåíèÿ âîçìóù¼ííîãî è íåâîçìóù¼ííîãî óðàâíåíèé ñâÿçàíû ñîîòíîøå-

íèÿìè

u(x) =
∏
k

Sνkv(x), v(x) =
∏
k

Pνku(x)

(îïåðàòîðû òèïà Ñîíèíà è Ïóàññîíà). Ïðè ýòîì ðåçóëüòàòû îá îãðàíè÷åííî-

ñòè, îöåíêàõ íîðì, óíèòàðíîñòè îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâîäÿò àâòî-

ìàòè÷åñêè ê ñîîòâåòñòâóþùèì óòâåðæäåíèÿì äëÿ ïàð ðåøåíèé äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî îäèí ïðèìåð, ïîçâîëÿþùèé èñïîëüçîâàòü ïîñòðî-

åííûå ÎÏ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ è èõ îöåíêè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé îäíîãî

èç íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Â ðàáîòå À.Â.Áèöàäçå 69 óêàçàíî, ÷òî â ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ôèçèêå ðÿä çàäà÷ ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ìàêñâåëëà�Ýéíøòåéíà âèäà

∆u+
1

x
ux −

1

u
(1− u2

A2 − u2
)(u2x + u2y) = 0, (35)

∆u+
1

x
ux −

1

u
(u2x + u2y) = 0, (36)

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû À.Â.Áèöàäçå è ðàçâèòóþ íàìè òåõíèêó

ÎÏ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðèëîæåíèå ðàññìîòðåííûõ êëàññîâ ÎÏ ê íåëè-

íåéíûì óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè Ìàêñâåëëà�Ýéíøòåéíà.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà Ïóàñ-

ñîíà, óäîâëåòâîðÿþùèé ñïëåòàþùåìó ñâîéñòâó íà ãëàäêèõ

ôóíêöèÿõ

P D2 = (
d2

dx2
+

1

x

d

dx
) P, (37)

g(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ôóíêöèÿ u1(x, y) =
A

ch(CPxg(x,y))
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (35), à ôóíêöèÿ

u2(x, y) = exp(KPxg(x, y)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (36),

C,K � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.

69Áèöàäçå À. Â. Ê òåîðèè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà�Ýéíøòåéíà // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1974. � Ò. 216. �

� 2.
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Â ðàáîòå ïîñòðîåíû ðàçëè÷íûå êëàññû ÎÏ òèïà Ïóàññîíà: Áóøìàíà�

Ýðäåéè ïåðâîãî, âòîðîãî ðîäîâ, íóëåâîãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòè, Ñîíèíà�

Êàòðàõîâà è Ïóàññîíà�Êàòðàõîâà è äðóãèå, ñëåäîâàòåëüíî, èõ ìîæíî èñïîëü-

çîâàòü â ïðèâåä¼ííîé òåîðåìå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèé íåëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà�Ýéíøòåéíà ÷åðåç ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè.

Òàêæå â ÷åòâ¼ðòîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíà îáùàÿ ñõåìà, ïîçâîëÿþùàÿ ïî

äàííîé ïàðå ÎÏ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Áåññåëÿ ââîäèòü íîâûå

êëàññû çàäà÷ Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó ñ íåëîêàëüíûìè

íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äàííóþ ïðîèçâîëüíóþ

ïàðó ÎÏ.

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåíû ïðèëîæåíèÿ óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ

Ñîíèíà�Êàòðàõîâà è Ïóàññîíà�Êàòðàõîâà ê ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ èí-

òåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü ôóíêöèè f(x), g(x) ∈ L2(0,∞) è íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìû íà ïîëóîñè. Òîãäà ñëåäóþùèå èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ âçàèìíî îáðàòíû è ðåøàþòñÿ ïî ïðèâåä¼ííûì ôîðìóëàì:

g(x) = cos
πν

2

(
− d

dx

) ∞∫
x

Pν

(
x

y

)
f(y) dy +

2

π
sin

πν

2

 x∫
0

(x2 − y2)−
1
2Q1

ν

(
x

y

)
f(y) dy −

−
∞∫
x

(y2 − x2)−
1
2Q1

ν

(
x

y

)
f(y) dy

)
,

f(x) = cos
πν

2

x∫
0

Pν

(y
x

)(
d

dy

)
g(y) dy − 2

π
sin

πν

2

−
x∫

0

(x2 − y2)−
1
2Q1

ν

(y
x

)
g(y) dy −

−
∞∫
x

(y2 − x2)−
1
2Q1

ν

(y
x

)
g(y) dy

)
.

Ïðè ýòîì â óêàçàííîì ïðîñòðàíñòâå íîðìû ðåøåíèé è ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâíû.

Ýòî ïðèëîæåíèå òåîðåìû îá óíèòàðíîñòè ÎÏ Ñîíèíà�Êàòðàõîâà è

Ïóàññîíà�Êàòðàõîâà. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà

ν, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèè Ëåæàíäðà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç áîëåå ïðîñòûå ôóíê-

öèè, ïîëó÷àåòñÿ ñïèñîê êîíêðåòíûõ èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷åíû ÿâíûå ðåøåíèÿ ñ èõ îöåíêàìè.

Òàêæå ðàññìîòðåíû çàäà÷è î ðåøåíèè èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé äëÿ îïåðàòîðîâ Áóøìàíà�Ýðäåéè ââåä¼ííûõ êëàññîâ, ñîäåðæàùèå íî-

âûå è óòî÷íÿþùèå íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðàíåå ðåçóëüòàòû.

Â øåñòîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåíû ïðèëîæåíèÿ îïåðàòîðîâ ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Áóøìàíà�Ýðäåéè ê óñòàíîâëåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì ïðî-

ñòðàíñòâ È.À.Êèïðèÿíîâà è âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñ.Ë.Ñîáîëåâà. Ïðîñòðàí-
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ñòâà È.À.Êèïðèÿíîâà, êàê áûëî ïîêàçàíî â åãî ðàáîòàõ è â ðàáîòàõ ïðåä-

ñòàâèòåëåé åãî íàó÷íîé øêîëû, èäåàëüíî ïîäõîäÿò äëÿ èçó÷åíèÿ B � ýë-

ëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ïîýòîìó ñâîéñòâà ýòèõ

ïðîñòðàíñòâ èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè â êîýôôèöèåíòàõ. Â äàííîì ïóíêòå äîêàçàíî,

÷òî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ È.À.Êèïðèÿíîâà ýêâèâà-

ëåíòíû íîðìàì â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñ.Ë.Ñîáîëåâà. Ýòîò ðåçóëüòàò ñïðà-

âåäëèâ è äëÿ íåêîòîðûõ ìîäåëüíûõ îáëàñòåé â ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ïî ñóùåñòâó ÿâëÿþòñÿ ïåðåôîðìóëè-

ðîâêàìè ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà îá óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííîñòè è

óíèòàðíîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà íà ïîëóîñè îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Áóøìàíà�Ýðäåéè íóëåâîãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòè. Òàêèì îáðàçîì, óêàçàííûå ðå-

çóëüòàòû îá óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííîñòè è óíèòàðíîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà

íà ïîëóîñè îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà�Ýðäåéè íóëåâîãî ïîðÿäêà

ãëàäêîñòè èìåþò âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-

âîäíûìè ñ îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ, íàõîäÿ â ýòîé îáëàñòè ñâîè êàê ñòàíäàðòíûå,

òàê è íåîæèäàííûå ïðèëîæåíèÿ. Ïîëó÷àåìûå ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ òàêæå

ê ýíåðãåòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâàì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé. Ïðèâåä¼ì çäåñü îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 9. à) ïðè âñåõ α ∈ R ïðîñòðàíñòâî Ŵ α
2 íåïðåðûâíî âëîæåíî â

W α
2 , ïðè÷¼ì

∥f∥Wα
2
≤ A1∥f∥Ŵα

2
, (38)

ãäå A1 = max(1,
√
1 + sin πα).

á) Ïóñòü sinπα ̸= −1 èëè α ̸= −1
2 +2k, k ∈ Z. Òîãäà ñïðàâåäëèâî îáðàò-

íîå âëîæåíèå W α
2 â Ŵ α

2 , ïðè÷¼ì

∥f∥
Ŵα

2
≤ A2∥f∥Wα

2
, (39)

ãäå A2 = 1/min(1,
√
1 + sin πα).

â) Ïóñòü sin πα ̸= −1, òîãäà ïðîñòðàíñòâà W α
2 è Ŵ α

2 èçîìîðôíû, à èõ

íîðìû ýêâèâàëåíòíû.

ã) Êîíñòàíòû â íåðàâåíñòâàõ âëîæåíèé (38)�(39) òî÷íûå.

Ýòà òåîðåìà ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðåçóëüòàòîâ ïî îãðàíè÷åí-

íîñòè îïåðàòîðîâ Áóøìàíà�Ýðäåéè íóëåâîãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòè â L2, à èìåí-

íî òåîðåìû 3.

Òðåòüÿ ãëàâà ñîäåðæèò èçëîæåíèå íîâîãî êîìïîçèöèîííîãî ìåòîäà ïî-

ñòðîåíèÿ ñïëåòàþùèõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíûõ

21



óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè â êîýôôèöèåíòàõ. Ïåðå÷èñëåííûå ðàíåå êëàññû

ÎÏ ñòðîèëèñü êàæäûé ñâîèìè ìåòîäàìè. Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â

ðàçðàáîòêå îáùåé ñõåìû ïîñòðîåíèÿ ÎÏ. Òàêàÿ ñõåìà�ìåòîä ôàêòîðèçàöèè

èëè êîìïîçèöèîííûé ìåòîä�ïðåäëàãàåòñÿ â íàñòîÿùåé ãëàâå. Ìåòîä îñíî-

âàí íà ïðåäñòàâëåíèè ÎÏ â âèäå êîìïîçèöèè èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Êîìïîçèöèîííûé ìåòîä äà¼ò àëãîðèòìû íå òîëüêî äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ

ÎÏ, íî ñîäåðæèò êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè ÎÏ ÑÏÄ, Âåêóà�Ýðäåéè�Ëàóíäåñà,

Áóøìàíà�Ýðäåéè ðàçëè÷íûõ òèïîâ, óíèòàðíûå ÎÏ Ñîíèíà�Êàòðàõîâà è

Ïóàññîíà�Êàòðàõîâà, îáîáù¼ííûå îïåðàòîðû Ýðäåéè�Êîáåðà, à òàêæå ââå-

ä¼ííûå Ð. Êýððîëîì êëàññû ýëëèïòè÷åñêèõ, ãèïåðáîëè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷å-

ñêèõ ÎÏ. Â ðàáîòå ââîäÿòñÿ èõ îáîáùåíèÿ: êëàññû B � ýëëèïòè÷åñêèõ, B �

ãèïåðáîëè÷åñêèõ è B � ïàðàáîëè÷åñêèõ ÎÏ.

Èç ìíîãî÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ýòîé ãëàâû ïðèâåä¼ì äëÿ ïðèìåðà îäèí

èç îñíîâíûõ.

Òåîðåìà 10. Îïðåäåëèì îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñïëåòàþùèå Bν è D
2,

ïî ôîðìóëàì

S
(φ)

ν,

sc

= F−1sc



(
1

φ(t)
Fν

)
, P

(φ)

ν,

sc

= F−1

ν

φ(t)Fsc


 .

Òîãäà ïðè âûáîðå âåñîâîé ôóíêöèè φ = xα äëÿ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ÎÏ ïîëó÷àåì èíòå-

ãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

(
S(xα)
ν, s f

)
(x) =

2

π

[
−i cos πα

2
· e(ν+α)πi ·

x∫
0

(x2 − y2)
ν
2
+α

2
− 1

4Q
1
2
−α−ν

ν− 1
2

(
x

y

)
yν+

1
2f(y) dy+

+
Γ
(
1− α

2

)
Γ
(
1
2
− α

2

)
Γ
(
1
2
− α

2
− ν

)
22α+2ν+1Γ

(
ν + α

2

) · (40)

·
∞∫
x

(y2 − x2)
α
2
+ ν

2
− 1

4

(
Pα+ν− 1

2

ν− 1
2

(
−x
y

)
− Pα+ν− 1

2

ν− 1
2

(
x

y

))
yν+

1
2 f(y)dy

 =

=
2

π

−i e(ν+α)πi cos
πα

2

x∫
0

(x2 − y2)
ν
2
+α

2
− 1

4Q
1
2
−α−ν

ν− 1
2

(
x

y

)
yν+

1
2f(y) dy +

+
Γ
(
1− α

2

)
Γ
(
1
2
− α

2

)
Γ
(
1
2
− α

2
− ν

)
22α+2ν+1Γ

(
ν + α

2

) · (41)

·

 2

π
sin π(α + 2ν)

∞∫
x

(y2 − x2)
α
2
+ ν

2
− 1

4Qα+ν− 1
2

ν− 1
2

(
x

y

)
yν+

1
2 f(y)dy −
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− (1 + cos π(α + 2ν))

∞∫
x

(y2 − x2)
α
2
+ ν

2
− 1

4Pα+ν− 1
2

ν− 1
2

(
x

y

)
yν+

1
2 f(y)dy

 ,−Re
(
ν +

1

2

)
< Reα < 2.

Äàëåå â òðåòüåé ãëàâå ðàññìîòðåíû äàëüíåéøèå ïðèìåíåíèÿ êîìïîçèöè-

îííîãî ìåòîäà ê ðåøåíèþ ðàçëè÷íûõ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

à òàêæå ïîñòðîåíèþ ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ ÎÏ, à èìåííî B � ýëëèïòè÷åñêèõ,

B � ãèïåðáîëè÷åñêèõ è B � ïàðàáîëè÷åñêèõ ÎÏ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò óñòà-

íîâèòü ôîðìóëû ñâÿçè ìåæäó ðåøåíèÿìè âîçìóù¼ííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè ñ íåâîçìóù¼ííûìè.

×åòâ¼ðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðèëîæåíèÿì ìåòîäà îïåðàòîðîâ ïðåîáðà-

çîâàíèÿ ê èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèÿì è îöåíêàì ðåøåíèé äëÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñíà÷àëà â ãëà-

âå èçëàãàåòñÿ ðåøåíèå íåñêîëüêèõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ èçâåñòíîé çàäà÷åé

Å.Ì.Ëàíäèñà îá ýêñïîíåíöèàëüíûõ îöåíêàõ ðåøåíèé ñòàöèîíàðíîãî óðàâ-

íåíèÿ Øð¼äèíãåðà. Íåñìîòðÿ íà îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû â

îáùåé ñèòóàöèè, ïîëó÷åííîå Â.Ç.Ìåøêîâûì, äëÿ ðÿäà äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ïðîñòîé ñòðóêòóðû ýòà ãèïîòåçà îêàçûâàåòñÿ âåðíîé, ÷òî è äîêà-

çàíî â ðàáîòå. Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ óñîâåðøåíñòâîâàííûé ìåòîä ïîëó÷å-

íèÿ îöåíîê ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèé ñ ñèíãóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì. Óëó÷øåíèÿ

îöåíîê ïîëó÷àþòñÿ, âî�ïåðâûõ, çà ñ÷¼ò áîëåå òî÷íîãî âûðàæåíèÿ ÿäåð ÎÏ

è ôóíêöèè Ãðèíà â òåðìèíàõ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, ÷òî ïðèâîäèò ê èçáàâ-

ëåíèþ îò íåýôôåêòèâíûõ ïîñòîÿííûõ, è, âî�âòîðûõ, çà ñ÷¼ò íåñòàíäàðòíûõ

âàðèàíòîâ ðàññòàíîâêè ïðåäåëîâ â èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè äëÿ ÿäåð ÎÏ, ÷òî

ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü êëàññ äîïóñòèìûõ ïîòåíöèàëîâ.

Òåîðåìà 11. Ëþáîå ðåøåíèå u(x) ∈ C2 (|x| > R0) ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ

Øð¼äèíãåðà ñ îãðàíè÷åííûì ïîòåíöèàëîì

∆u(x)− q(x1)u = 0, x ∈ Rn, |x| ≥ R0 > 0,

q(x1) ∈ C (|x| ≥ R0) , |q(x1)| ≤ λ2, λ > 0,

óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêå

|u(x)| ≤ const e−(λ+ε)|x|, ε > 0,

åñòü òîæäåñòâåííûé íîëü.

Èñïîëüçîâàííàÿ òåõíèêà îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿåò óñèëèòü

ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç L2, loc (x1 ≥ R0) ìíîæåñòâî
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ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ïðè ëþáîì x1 ≥ R0 êîíå÷åí èíòåãðàë
x1∫
R0

ψ2(s) ds.

Ïóñòü äàëåå, çàäàíà íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ g(x), äëÿ êîòîðîé èíòåãðàë
∞∫
x1

t g(t, x1) dt = p(x) êîíå÷åí ïðè ëþáîì x1 ≥ R0 è äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé

α > 0

|p(x)| ≤ c · exp
(
−α|x|δ

)
, δ > 0.

Òîãäà ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà

Òåîðåìà 12. Ïóñòü ψ(x1) ∈ L2, loc (x1 ≥ R0), ψ(x1) � íåóáûâàþùàÿ ôóíê-

öèÿ, ôóíêöèÿ g(x) óäîâëåòâîðÿåò ïåðå÷èñëåííûì âûøå òðåáîâàíèÿì. Òîãäà

ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∆u(x)− q(x1)u = 0, x ∈ Rn, |x| ≥ R0 > 0,

|q(x1)| ≤ ψ2(x1),

äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

ψ(x1)|u(x)| ≤ const e−ψ(x1)|x|g(x), g(x) ≥ 0,

åñòü òîæäåñòâåííûé íîëü.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ïðåäûäóùåé òåîðåìû g(x) = e−ε|x|. Ïðèìåðîì äðóãîé

äîïóñòèìîé g(x) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ g(x) = exp
(
−ε|x|δ

)
, 0 < δ < 1.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïîñòðîåíèè èíòåãðàëü-

íîé ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ îïðåäåë¼ííîé

àñèìïòîòèêîé

Bαu(x)− q(x)u(x) = 0, (42)

ãäå Bα � îïåðàòîð Áåññåëÿ âèäà

Bαu = u′′(x) +
2α

x
u′(x), α > 0.

Äàííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìåòîäîì îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ Sα âèäà

Sαu(x) = u(x) +

∞∫
x

P (x, t)u(t) dt, (43)
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ñ íåêîòîðûì ÿäðîì P (x, t), êîòîðûé ñïëåòàåò îïåðàòîðû Bα − q(x) è Bα ïî

ôîðìóëå

Sα(Bα − q(x))u = BαSαu.

íà ôóíêöèÿõ u ∈ C2(0,∞). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (42) ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì âèäà

Bαu(x)− q(x)u(x) = λ2u(x)

÷åðåç ðåøåíèÿ íåâîçìóù¼ííîãî óðàâíåíèÿ, òî åñòü ÷åðåç ôóíêöèè Áåññåëÿ.

Îðèãèíàëüíàÿ ìåòîäèêà äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áûëà ðàçðà-

áîòàíà Â.Â. Ñòàøåâñêîé 70 71, ÷òî ïîçâîëèëî åé âêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèå

ñèíãóëÿðíûå ïîòåíöèàëû ñ îöåíêîé â íóëå |q(x)| ≤ cx−3/2+ε, ε > 0 ïðè öåëûõ

α, ýòî ìåòîäèêà ïîëó÷èëà øèðîêîå ðàçâèòèå. Ñëó÷àé íåïðåðûâíîé q, α > 0

ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ À.Ñ. Ñîõèíà 72 73 74 75 , à òàêæå 76.

Âìåñòå ñ òåì âî ìíîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ íåîáõîäè-

ìî ðàññìàòðèâàòü ñèëüíî ñèíãóëÿðíûå ïîòåíöèàëû, íàïðèìåð, äîïóñêàþùèå

ïðîèçâîëüíóþ ñòåïåííóþ îñîáåííîñòü â íóëå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñôîðìó-

ëèðîâàíû ðåçóëüòàòû ïî èíòåãðàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ðåøåíèé óðàâíåíèé

ñ ïîäîáíûìè ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè. Îò ïîòåíöèàëà òðåáóåòñÿ ëèøü

ìàæîðèðóåìîñòü îïðåäåëåííîé ôóíêöèåé, ñóììèðóåìîé íà áåñêîíå÷íîñòè. Â

÷àñòíîñòè, ê êëàññó äîïóñòèìûõ â äàííîé ðàáîòå îòíîñÿòñÿ ñèíãóëÿðíûé ïî-

òåíöèàë q = x−2, ñèëüíî ñèíãóëÿðíûé ïîòåíöèàë ñî ñòåïåííîé îñîáåííîñòüþ

q = x−2−ε, ε > 0, ïîòåíöèàëûÞêàâû òèïà q = e−αx/x, ïîòåíöèàëû Áàðãìàíà

è Áàòìàíà�Øàäàíà è ðÿä äðóãèõ. Ïðè ýòîì íà ôóíêöèþ q(x) íå íàêëàäû-

âàåòñÿ íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé òèïà áûñòðîé îñöèëëÿöèè â íà÷àëå

êîîðäèíàò èëè çíàêîïîñòîÿíñòâà, ÷òî ïîçâîëÿåò èçó÷àòü ïðèòÿãèâàþùèå è

îòòàëêèâàþùèå ïîòåíöèàëû åäèíûì ìåòîäîì.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå ïîñòðîåíû îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïåöèàëüíî-

ãî âèäà, îòëè÷àþùèåñÿ îò ðàíåå èçâåñòíûõ íåêîòîðûìè ñóùåñòâåííûìè äåòà-

70Ñòàøåâñêàÿ Â. Â. Ìåòîä îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ // M. : ÄÀÍ CCCÐ. � 1953. � Ò. 113. � � 3. �

Ñ. 409�412.
71Ñòàøåâñêàÿ Â. Â. Îá îáðàòíîé çàäà÷å ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ

îñîáåííîñòüþ â íóëå // Õàðüêîâ :Ó÷. çàï. Õàðüêîâñêîãî ìàòåì. îá�âà. � 1957. � � 5. � Ñ. 49�86.
72Ñîõèí À. Ñ. Îá îäíîì êëàññå îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ // Òð. ôèç.�òåõ. èí-òà íèçêèõ òåìïåðàòóðóð

ÀÍ ÓÑÑÐ. � 1969. � Âûï. 1. � Ñ. 117�125.
73Ñîõèí À. Ñ. Îáðàòíûå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòüþ // Òð. ôèç.�òåõ. èí-òà íèçêèõ

òåìïåðàòóðóð ÀÍ ÓÑÑÐ. � 1971. � Âûï. 2. � Ñ. 182�233.
74Ñîõèí À. Ñ. Îáðàòíûå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè ñïåöèàëüíîãî âèäà // Õàðü-

êîâ : Òåîðèÿ ôóíêöèé, ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è èõ ïðèëîæåíèÿþ. � 1973. � � 17. � -C. 36�64.
75Ñîõèí À. Ñ. Î ïðåîáðàçîâàíèè îïåðàòîðîâ äëÿ óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòüþ ñïåöèàëüíîãî âèäà /

À. Ñ. Ñîõèí // Õàðüêîâ : Âåñòíèê Õàðüêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. � 1974. � � 113. � C. 36�42.
76Âîëê Â. ß. Î ôîðìóëàõ îáðàùåíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ îñîáåííîñòüþ ïðè x = 0

// M. : ÓÌÍ. � 1953. � Ò. 111. � Âûï. 4 (56). � Ñ. 141�151.
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ëÿìè. Äî ýòîãî ðàññìàòðèâàëèñü ëèøü ñëó÷àè îäèíàêîâûõ ïðåäåëîâ (îáà âè-

äà [0; a] èëè [a;∞]) â îñíîâíîì èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè äëÿ ÿäðà îïåðàòîðà

ïðåîáðàçîâàíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé

ðàçëè÷íûõ ïðåäåëîâ â îñíîâíîì èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè. Èìåííî òàêàÿ ðàñ-

ñòàíîâêà ïðåäåëîâ è ïîçâîëèëà îõâàòèòü áîëåå øèðîêèé êëàññ ïîòåíöèàëîâ ñ

îñîáåííîñòÿìè â íóëå. Êðîìå òîãî, ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññóæäåíèÿìè ïî îáðàçöó

êëàññè÷åñêîé ðàáîòû Á.Ì. Ëåâèòàíà 77 ìû âíîñèì óñîâåðøåíñòâîâàíèå â ýòó

ñõåìó. Èñïîëüçóåìóþ â äîêàçàòåëüñòâå ôóíêöèþ Ãðèíà êàê îêàçàëîñü ìîæíî

âûðàçèòü íå òîëüêî ÷åðåç îáùóþ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ Ãàóññà, íî

è áîëåå êîíêðåòíî ÷åðåç ôóíêöèþ Ëåæàíäðà, ÷òî ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò

íåîïðåäåë¼ííûõ ïîñòîÿííûõ â îöåíêàõ èç ïðåäûäóùèõ ðàáîò.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ýòîãî ïàðàãðàôà ñîñòàâëÿåò

Òåîðåìà 13. Ïóñòü ôóíêöèÿ q(r) ∈ C1(0,∞) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

|q(s+ τ)| ≤ |p(s)|, ∀s, ∀τ, 0 < τ < s,

∞∫
ξ

|p(t)| dt <∞,∀ξ > 0. (8)

Òîãäà ñóùåñòâóåò èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå âèäà (43), ÿäðî êîòîðîãî

óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

|P (r, t)| ≤
(
t

r

)α
1

2

∞∫
t+r
2

Pα−1

(
y2(t2 + r2)− (t2 − r2)

2try2

)
|p(y)| dy·

· exp

(t− r

2

)
1

2

∞∫
t+r
2

Pα−1

(
y2(t2 + r2)− (t2 − r2)

2try2

)
|p(y)| dy

 .
Ïðè ýòîì ÿäðî îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâàíèÿ P (x, t), à òàêæå ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ (42), ÿâëÿþòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè íà (0,∞)

ôóíêöèÿìè ïî ñâîèì àðãóìåíòàì.

Äëÿ ïîòåíöèàëîâ ñî ñòåïåííîé îöåíêîé ðîñòà ïîëó÷åíû áîëåå òî÷íûå ðå-

çóëüòàòû â òåðìèíàõ îöåíîê ÿäåð ÎÏ ÷åðåç ôóíêöèè Ëåæàíäðà.

Ïÿòàÿ ãëàâà âêëþ÷àåò äâà ïàðàãðàôà, â ïåðâîì èç íèõ ïðîâîäèòñÿ ïî-

ñòðîåíèå äðîáíûõ ñòåïåíåé îïåðàòîðà Áåññåëÿ â ÿâíîì èíòåãðàëüíîì âèäå,

77Ëåâèòàí Á. Ì. Ðàçëîæåíèÿ ïî ôóíêöèÿì Áåññåëÿ â ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå. // Ì. : ÓÌÍ. � 1951.

� Ò. 6. � Âûï. 2. � Ñ. 102�143.
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ðàíåå ýòè ñòåïåíè ââîäèëèñü òîëüêî íåÿâíî â îáðàçàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàíêå-

ëÿ. Äëÿ äðîáíûõ ñòåïåíåé îïåðàòîðà Áåññåëÿ ïîñòðîåíà òàêæå èõ ðåçîëüâåí-

òà. Âî âòîðîì ïóíêòå íàìå÷åí ïðèíàäëåæàùèé àâòîðó ìåòîä óòî÷íåíèÿ êëàñ-

ñè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî äëÿ äèñêðåòíîãî è èíòåãðàëüíîãî

ñëó÷àåâ íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ àáñòðàêòíûõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé. Ïîëó÷åí-

íûé íàáîð óòî÷íåíèé èíòåãðàëüíîãî íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ïðåä-

ëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè ÿäåð îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàçëè÷-

íûõ òèïîâ.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü f(x) ∈ C2k(0, b]. Îïðåäåëèì ïðàâîñòîðîííèé îïåðà-

òîð äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ Áåññåëÿ ïðè óñëîâèè f (i)(b) = 0, 0 ≤ i ≤ 2k −
1, k ∈ N ïî ôîðìóëå

(Bν,k
b− f)(x) =

√
π

22k−1Γ(k)

∫ b

x

(y2 − x2)k−
1
2

(y
x

)ν
2

P
1
2−k
ν
2−1

(
1

2

(
x

y
+
y

x

))
f(y) dy.

Îïðåäåëåíèå 4. Îïðåäåëèì ëåâîñòîðîííèé îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðèðî-

âàíèÿ Áåññåëÿ ïðè óñëîâèè f (i)(a) = 0, 0 ≤ i ≤ 2k − 1, k ∈ N ïî ôîðìóëå

(Bν,k
a+f)(x) =

√
π

22k−1Γ(k)

∫ x

a

(x2−y2)(k−
1
2)
(
x

y

) ν
2

P
1
2−k
ν
2−1

(
1

2

(
x

y
+
y

x

))
f(y) dy,

ãäå P µ
ν (z) - ôóíêöèÿ Ëåæàíäðà.

Ââåä¼ííûå îïåðàòîðû è ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè ðåàëèçàöèÿìè îòðè-

öàòåëüíûõ öåëûõ ñòåïåíåé îïåðàòîðà Áåññåëÿ (Bν)
−k. Èõ ðàñïðîñòðàíåíèå

íà ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà k ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷-

íî êëàññè÷åñêîìó ñëó÷àþ. Ïðè ν = 0 îïåðàòîð Áåññåëÿ ñâîäèòñÿ êî âòî-

ðîé ïðîèçâîäíîé, à ââåä¼ííûå îïåðàòîðû � ê äðîáíûì èíòåãðàëàì Ðèìàíà-

Ëèóâèëëÿ

B0,k
b− f = I2kb−f, B0,k

a+f = I2ka+f.

Èçó÷åíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ââåä¼ííûõ îïåðàòîðîâ äðîáíîãî èíòåãðîäèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ Áåññåëÿ, äëÿ íèõ äîêàçàíû îáîáùåíèÿ ôîðìóë Òýéëîðà, âû-

âåäåíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ðåçîëüâåíò. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü

ïðèìåíåíû ê ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé äðîáíîãî ïîðÿäêà, à òàêæå îáîáùåíèþ èçâåñòíûõ êëàññîâ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ îïåðàòîðàìè Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ èëè

Ãåðàñèìîâà�Êàïóòî íà óðàâíåíèÿ ñ äðîáíûìè ñòåïåíÿìè îïåðàòîðîâ Áåññåëÿ.

Âòîðîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí èçëîæåíèþ óòî÷íåíèé íåðàâåíñòâ Êîøè�

Áóíÿêîâñêîãî â äèñêðåòíîì è íåïðåðûâíîì ñëó÷àÿõ ìåòîäîì ñðåäíèõ çíà-

÷åíèé è èõ ïðèìåíåíèþ â òåîðèè îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ñóòü ýòîãî
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ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïî êàæäîìó àáñòðàêòíîìó ñðåäíåìó, óäî-

âëåòâîðÿþùåìó íàáîðó åñòåñòâåííûõ àêñèîì, âûïèñûâàþòñÿ â ÿâíîì âèäå

óòî÷íåíèÿ äèñêðåòíîãî èëè èíòåãðàëüíîãî íåðàâåíñòâ Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî.

Óêàçàííàÿ ìåòîäèêà âîçíèêëà èç àíàëèçà îäíîãî íåðàâåíñòâà Ìèëíà è òåî-

ðåìû Êàðëèöà�Äýéêèíà�Ýëèåçåðà (CDE theorem) äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîãî ìåòîäà íàõîäÿò ïðèìåíåíèÿ ê îöåíêàì ÿäåð èí-

òåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ðåçóëüòàòû äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ

ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ ðåøåíèÿ ÷èñëåííûõ çàäà÷ ñ ïðèìåíåíèåì ìåòî-

äà îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ îöåíêè àïïðîêñèìàöèé íà êàæäîì øàãå

àëãîðèòìà.

Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè

Ñòàòüè, îïóáëèêîâàííûå â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ âåäóùèõ ðåöåí-

çèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ
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