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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì áûëî ââåäåíî

Ý.Íåëüñîíîì â øåñòèäåñÿòûõ ãîäàõ äâàäöàòîãî âåêà äëÿ íóæä ñòîõàñòè-

÷åñêîé ìåõàíèêè ( âàðèàíòà êâàíòîâîé ìåõàíèêè ). Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ,

â ýòîé òåîðèè, áûëî ïåðâûì ïðèìåðîì óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíûìè â ñðåäíåì.

Çàòåì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â òåðìèíàõ óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíûìè â ñðåäíåì

îïèñûâàåòñÿ äâèæåíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè , à òàêæå âèõðè â íåé

, íåêîòîðûå ìîäåëè ýêîíîìèêè è ìíîãèå äðóãèå. Â ðàáîòàõ Þ.Å. Ãëèêëèõà

áûëî íà÷àòî èçó÷åíèå óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíûìè â ñðåäíåì êàê îòäåëüíîãî

êëàññà ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ý.Íåëüñîíîì áûëè ââåäåíû ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíûõ ñëåâà, ïðîèçâîäíûõ

ñïðàâà, ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ è àíòèñèììåòðè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ.

Òåêóùàÿ ñêîðîñòü � ýòî ñèììåòðè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ñðåäíåì ñëó÷àéíî-

ãî ïðîöåññà. Îíà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì àíàëîãîì îáû÷íîé ôèçè÷åñêîé ñêî-

ðîñòè äåòåðìèíèðîâàííîé êðèâîé. Îñìîòè÷åñêèå ñêîðîñòè ïîêàçûâàþò êàê

áûñòðî èçìåíÿåòñÿ "ñëó÷àéíîñòü"ïðîöåññà. Ïðîèçâîäíàÿ ñïðàâà äàåò èíôîð-

ìàöèþ î ñíîñå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.

Â ðàáîòàõ Ñ. Àçàðèíîé è Þ.Å. Ãëèêëèõà, ïîñòðîåíà äîïîëíèòåëüíî òàê

íàçûâàåìàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ñðåäíåì, ñâÿçàííàÿ ñ êîýôôèöè-

åíòîì äèôôóçèè, ÷òî ïîçâîëèëî êîððåêòíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè

ïðîöåññà ïî åãî ïðîèçâîäíûì â ñðåäíåì.

Òåîðèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé, íà÷èíàÿ ñ ðà-

áîò Ý.Ä. Êîíâåÿ , Êðè , Æ.Ï. Îáåíà è Äæ. Äà Ïðàòî è äî íàñòîÿùåãî âðå-

ìåíè, àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ (ñì., íàïðèìåð, ñòàòüè Ì. Êèñåëåâè÷à, Ì. Ìèõòû

è Å. Ìîòûëÿ è ëèòåðàòóðó â íèõ â ñïåöèàëüíîì âûïóñêå æóðíàëà Dynamic

Systems and Applications 2007 ã.).

Íà÷èíàÿ ñ ðàáîò Ñ. Àçàðèíîé è Þ.Å. Ãëèêëèõà, äèôôåðåíöèàëüíûå

âêëþ÷åíèÿ ñ ïðîèçâîäíûìè â ñðåäíåì, ðàññìàòðèâàëèñü êàê îòäåëüíûé êëàññ

âêëþ÷åíèé. Â ñâÿçè ñ çàäàíèåì ñëîæíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ óðàâíåíèÿ-

ìè è âêëþ÷åíèÿìè ñ ïðîèçâîäíûìè â ñðåäíåì, âîçíèêëà çàäà÷à îá îïèñàíèè
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âêëþ÷åíèé ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè (â òåðìèíàõ, òàê íàçûâàåìûõ, ïðîèçâîä-

íûõ â ñðåäíåì) è î ðàçðåøèìîñòè ýòèõ âêëþ÷åíèé.

Â ðàáîòàõ Ñ. Àçàðèíîé èÞ.Å. Ãëèêëèõà áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè çàäàíû

òåêóùàÿ ñêîðîñòü è êâàäðàòè÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ñðåäíåì (äàþùàÿ èíôîðìà-

öèþ î êîýôôèöèåíòå äèôôóçèè ïðîöåññà), òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ìîæíî

ïîñòðîèòü ïðîöåññ, èìåþùèé çàäàííóþ òåêóùóþ ñêîðîñòü è êâàäðàòè÷íóþ

ïðîèçâîäíóþ. Åñëè çàäàíû ìíîãîçíà÷íàÿ òåêóùàÿ ñêîðîñòü è êâàäðàòè÷íàÿ

ïðîèçâîäíàÿ, òî óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ âî âêëþ÷åíèå. Äëÿ òàêîé çàäà÷è ó

Ñ. Àçàðèíîé è Þ.Å. Ãëèêëèõà áûëî ïîëó÷åíî óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè

ðåøåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà çàäàíû ìíîãîçíà÷íàÿ òåêóùàÿ ñêîðîñòü è îäíî-

çíà÷íàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðè íåêîòîðûõ î÷åíü ñòðîãèõ óñëîâèÿõ.

Ïîýòîìó áûëî âàæíî äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè ïîäîáíîãî ðî-

äà âêëþ÷åíèé, â áîëåå îáùèõ ñëó÷àÿõ äëÿ òåêóùåé ñêîðîñòè è êâàäðàòè÷íîé

ïðîèçâîäíîé.

Öåëü ðàáîòû. Èññëåäîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ òåêóùè-

ìè ñêîðîñòÿìè è äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ èõ ðåøåíèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â èñïîëüçî-

âàíèè ñîâðåìåííîãî ãëîáàëüíîãî è ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà, èäåé è ìåòîäîâ

ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Íàèáîëåå âàæíûìè

èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

1. Äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ òåêóùèìè ñêî-

ðîñòÿìè (ñèììåòðè÷åñêèìè ïðîèçâîäíûìè â ñðåäíåì) ïðè íàëè÷èè ãëàä-

êèõ ñåëåêòîðîâ.

2. Äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ òåêóùèìè ñêî-

ðîñòÿìè â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ε�àïïðîêñèìàöèé ñ ðàâíîìåðíî îãðàíè-

÷åííûìè ïåðâûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

3. Äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ òåêóùèìè ñêî-
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ðîñòÿìè â ñëó÷àå ïîëóíåïðåðûâíûõ ñâåðõó ïðàâûõ ÷àñòåé ñ ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åííûìè âûïóêëûìè çàìêíóòûìè îáðàçàìè.

4. Äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ òåêóùèìè ñêî-

ðîñòÿìè â ñëó÷àå êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ ñ êâàäðàòè÷íîé ïðî-

èçâîäíîé ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèöàõ ñ ïîñòîÿííûì

îïðåäåëèòåëåì.

5. Äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ òåêóùèìè ñêî-

ðîñòÿìè â ñëó÷àå ïîëóíåïðåðûâíûõ ñíèçó ïðàâûõ ÷àñòåé ñ ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åííûìè âûïóêëûìè çàìêíóòûìè îáðàçàìè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû âàæ-

íû äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ýêîíîìèêè è äð.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

øêîëàõ-ñèìïîçèóìàõ ÊÐÎÌØ-2009, ÊÐÎÌØ-2011, ÊÐÎÌØ-2015 (Ñåâà-

ñòîïîëü 2009,2011,2015); íà IV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè �Ñî-

âðåìåííûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ìàòåìà-

òè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ� (Âîðîíåæ 2011); Êðûìñêîé Ìåæäóíàðîäíîé Ìà-

òåìàòè÷åñêîé Êîíôåðåíöèè ÊÌÌÊ-2013 (Ñóäàê 2013); Ðîññèéñêîé Øêîëû-

Êîíôåðåíöèè �Ìàòåìàòèêà, èíôîðìàòèêà, èõ ïðèëîæåíèÿ è ðîëü â îáðàçî-

âàíèè� (Ìîñêâà 2009); íà �Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ñòîõàñòè÷åñêèì

ìåòîäàì� Ðîñòîâ-íà-Äîíó - 2016; íà íàó÷íûõ ñåññèÿõ Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàð-

ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà 2011-2015 ãîäîâ. ×àñòü èññëåäîâàíèé, ðåçóëüòàòû êî-

òîðûõ ïðåäñòàâëåíû â äèññåðòàöèè, ïîääåðæàíà ãðàíòîì Ðîññèéñêîãî Ôîíäà

Ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò �15-01-00620).

Ïóáëèêàöèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1 � 13]. Èç ñîâìåñòíûõ ðà-

áîò [3,4,8,12] â äèññåðòàöèþ âîøëè ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå òîëüêî ëè÷íî äèñ-

ñåðòàíòîì. Ðàáîòû [3,4] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ðåöåíçèðóåìûõ
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íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ñïèñêà îáîçíà÷åíèé, ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ

íà 14 ïàðàãðàôîâ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé îáú¼ì ðàáîòû 80 ñòðàíèö.

Áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò 41 íàèìåíîâàíèå.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

×òîáû èçáåæàòü òåõíè÷åñêèõ ñëîæíîñòåé, ìû ðàññìîòðèì âêëþ÷åíèå

ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè íà ïëîñêîì n-ìåðíîì òîðå Tn (ò.å.

ðèìàíîâà ìåòðèêà íà Tn íàñëåäóåòñÿ èç Rn ïðè ôàêòîðèçàöèè ïî öåëî÷èñëåí-

íîé ðåø¼òêå). Óäîáñòâî èñïîëüçîâàíèÿ Tn îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî Tn ÿâëÿåòñÿ

êîìïàêòíûì ìíîãîîáðàçèåì è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå ãëàäêèå îáúåêòû íà í¼ì

îãðàíè÷åíû, è ïðè ýòîì ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà èññëåäóåìûõ îáúåêòîâ òà-

êèå æå, êàê â Rn.

Ïåðâàÿ ãëàâà ðàáîòû íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð è ñîäåðæèò íåîá-

õîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, ñòîõàñòè÷åñêîãî

àíàëèçà. Â ÷àñòíîñòè, äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ â ñðåä-

íåì, çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ.

Âñþäó â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ñîãëàøåíèå Ýéíøòåéíà î ñóììèðîâàíèè

ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ âåðõíåìó è íèæíåìó èíäåêñó.

Ïóñòü T n � ïëîñêèé n-ìåðíûé òîð. Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àéíûå ïðî-

öåññû â T n çàäàííûå íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P),

t ∈ [0, T ] ⊂ R. Ïóñòü ξ(t) � òàêîé ïðîöåññ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ξ
t σ-ïîäàëãåáðó F ïîðîæäåííóþ ïðîîáðàçàìè áîðå-

ëåâñêèõ ìíîæåñòâ â T n îòîáðàæåíèåì ξ(t) : Ω → T n; N ξ
t íàçûâàåòñÿ �íàñòî-

ÿùèì� äëÿ ξ(t).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Eξ
t óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îòíîñèòåëüíî

N ξ
t äëÿ ξ(t).

Îïðåäåëåíèå 1.7 (i) Ïðîèçâîäíàÿ ñïðàâà Dξ(t) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Dξ(t) = lim
△t→+0

Eξ
t (
ξ(t+△t)− ξ(t)

△t
),

ãäå ïðåäåë ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâóþùèì â L1(Ω,F ,P) è △t → +0 îçíà÷à-
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åò, ÷òî △t ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è ïðè ýòîì △t > 0.

Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ξ(t) çíà÷åíèå Dξ(t) ðàâíî ñíîñó

ýòîãî ïðîöåññà, â êîòîðûé ïîäñòàâëåíî ξ(t). Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå

ïðîèçâîäíîé ñëåâà D∗ξ(t).

Îïðåäåëåíèå 1.8 (ii) ïðîèçâîäíàÿ ñëåâà D∗ξ(t) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

D∗ξ(t) = lim
∆t→+0

Eξ
t (
ξ(t)− ξ(t−∆t)

∆t
)

ãäå ïðåäåë ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâóþùèì â L1(Ω,F ,P) è △t → +0 îçíà÷à-

åò, ÷òî △t ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è ïðè ýòîì △t > 0.

Ñëåäóÿ [5], çàäàäèì äèôôåðåíöèðîâàíèå D2 ôîðìóëîé

D2ξ(t) = lim
△t→+0

Eξ
t (
(ξ(t+△t)− ξ(t))(ξ(t+△t)− ξ(t))∗

△t
), (1.6)

ãäå (ξ(t +△t)− ξ(t)) � âåêòîð-ñòîëáåö (âåêòîð â Rn), à (ξ(t +△t)− ξ(t))∗ �

âåêòîð ñòðîêà (òðàíñïîíèðîâàííûé èëè ñîïðÿæåííûé âåêòîð). Ðåçóëüòàò ýòî-

ãî ìàòðè÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ � ìàòðèöà ðàíãà 1, íî ïîñëå âçÿòèÿ óñëîâíîãî

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è ïåðåõîäà ê ïðåäåëó D2ξ(t) ñòàíîâèòñÿ ñèììåò-

ðè÷åñêîé íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðè÷íîé ôóíêöèåé íà [0, T ]× Rn.

D2 íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ïðîèçâîäíîé â ñðåäíåì. Îíà ïðèíèìàåò çíà-

÷åíèÿ â ìíîæåñòâå ñèììåòðè÷åñêèõ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ òåíçîðîâ

(ìàòðèö) òèïà (2, 0).

Îïðåäåëåíèå 1.9 Ââåäåì ñèììåòðè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ â ñðåä-

íåì DS = 1
2(D + D∗) è àíòèñèììåòðè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ â ñðåäíåì

DA = 1
2(D −D∗)

Ðàññìîòðèì òàêæå âåêòîðû vξ(t, x) = 1
2 (aξ(t, x) + aξ∗(t, x)) è

uξ(t, x) = 1
2 (aξ(t, x)− aξ∗(t, x)).

Îïðåäåëåíèå 1.10 Âåêòîð vξ(t)) = vξ(t, ξ(t)) = DSξ(t) íàçûâàåòñÿ

òåêóùåé ñêîðîñòüþ ïðîöåññà ξ(t), à uξ(t) = uξ(t, ξ(t)) = DAξ(t) íàçûâàåòñÿ

îñìîòè÷åñêîé ñêîðîñòüþ ïðîöåññà ξ(t).

Â ðàáîòàõ Ý.Íåëüñîíà ïîêàçàíî, ÷òî ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ

èìåííî òåêóùàÿ ñêîðîñòü ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì îáû÷íîé ñêîðîñòè äåòåðìè-

íèðîâàííûõ ïðîöåññîâ.
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Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ òåêóùèìè ñêîðî-

ñòÿìè:

Ïóñòü v(t,m) � âåêòîðíîå ïîëå, α(t,m) � ñèììåòðè÷åñêîå íåîòðèöàòåëü-

íî îïðåäåëåííîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå íà òîðå T n. Ñèñòåìà âèäà{
DSξ(t) = v(t, ξ(t))

D2ξ(t) = α(t, ξ(t))
(1.7)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 1.11 Ãîâîðÿò, ÷òî (1.7) íà T n èìååò ðåøåíèå íà [0, T ]

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ξ(0) = ξ0 åñëè ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàí-

ñòâî (Ω,F ,P) è ïðîöåññ, ξ(t) çàäàííûé íà (Ω,F ,P) è ïðèíèìàþùèé çíà÷å-

íèÿ â T n, òàêîé, ÷òî ξ(0) = ξ0 è äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, T ] óðàâíåíèå (1.7)

âûïîëíÿåòñÿ P-ï.í. äëÿ ξ(t).

Îòìåòèì ñëåäóþùåå âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî. Â ðàáîòå ìû èñïîëüçåì

òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.7), äîêàçàííóþ Ñ.Â. Àçàðèíîé

è Þ.Å. Ãëèêëèõîì, â ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè (1.7) ãëàäêè è îãðà-

íè÷åíû, à òàêæå ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ãëàäêà è

íèãäå íå ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó ïðè èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè âêëþ÷åíèé

ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè ñòàíäàðòíûå ïðèåìû, èñïîëüçóþùèå ñóùåñòâîâàíèå

íåïðåðûâíûõ ñåëåêòîðîâ èëè íåïðåðûâíûõ ε-àïïðîêñèìàöèé òðåáóþò ìîäè-

ôèêàöèè.

Âòîðàÿ ãëàâà ñîäåðæèò ïîëó÷åííûå àâòîðîì òåõíè÷åñêèå óò-

âåðæäåíèÿ, øèðîêî èñïîëüçóåìû â äàëüíåéøåì. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì �2.1

ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ëþáîé ìàòðèöû èç SLC(n) (ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷åñêèõ

n × n ìàòðèö ñ ïîñòîÿííûì îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì C) ñ èñïîëüçîâàíèåì

ìàòðèö èç ñïåöèàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö L(Rn,Rn): ïðî-

ñòðàíñòâà T−(n) íèæíå-òðåóãîëüíûõ n× n ìàòðèö ñ íóëÿìè íà äèàãîíàëè è

ïðîñòðàíñòâà L0(n) äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì. Ñâÿçü ñ ýòèõ

ïîäïðîñòðàíñòâ ñ SLC(n) îñóùåñòâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûìè îòîáðàæåíèÿìè, êî-

òîðûå îáîçíà÷àþòñÿ T è LC, ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò èñ-

ïîëüçîâàòü àïïàðàò ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ñ âûïóêëûìè îáðàçàìè, â òî
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âðåìÿ êàê ìíîæåñòâî SLC(n) íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì è â íåì

ïîíÿòèå âûïóêëîãî ïîäìíîæåñòâà íå êîððåêòíî. Êðîìå ýòîãî îïèñûâàåòñÿ

êîíñòðóêöèÿ ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà òîðå, ïîðîæäåííîé ãëàäêîé íåâûðîæåí-

íîé ïðàâîé ÷àñòüþ äëÿ êâàäðàòè÷íîé ïðîèçâîäíîé â ñðåäíåì â óðàâíåíèè ñ

òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè, à òàêæå ôîðìû îáúåìà ýòîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè .

Â �2.2 äîêàçûâàåòñÿ îäíî óòâåðæäåíèå î ñëàáîé êîìïàêòíîñòè ìåð íà

ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ êðèâûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèÿì óðàâíåíèé

ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè.

Â òðåòüåé ãëàâå îò óðàâíåíèé ìû ïåðåõîäèì ê âêëþ÷åíèÿì ñ òåêóùè-

ìè ñêîðîñòÿìè. Ïóñòü v(t,m) � ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå, α(t,m) � ìíî-

ãîçíà÷íîå ñèììåòðè÷åñêîå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå

íà T n. Ñèñòåìà âèäà {
DSξ(t) ∈ v(t, ξ(t)),

D2ξ(t) ∈ α(t, ξ(t)).
(3.1)

íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèåì ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè ïåð-

âîãî ïîðÿäêà. Ïîíÿòèå ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (3.1) â òî÷íîñòè àíàëîãè÷íî ïî-

íÿòèþ ðåøåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ñ òåêóùèìè ñêîðîñòÿìè, ââåäåííîìó â Îïðå-

äåëåíèè (1.11).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì �3.1 ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùèõ òåî-

ðåì:

Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü v(t,m) � ìíîãîçíà÷íîå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîå

âåêòîðíîå ïîëå íà T n, èìåþùåå ãëàäêèé ñåëåêòîð, à α(m) � ìíîãîçíà÷íîå

(2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå, òàêæå èìåþùåå ãëàäêèé ñåëåêòîð, ñî çíà÷åíèÿìè â

S+(n). Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ñî çíà÷åíèÿìè â T n, ÷üÿ ïëîòíîñòü

ρ0 ãëàäêà è íèãäå íå ðàâíà íóëþ. Òîãäà äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ξ(0) = ξ0

âêëþ÷åíèå (3.1) èìååò ðåøåíèå, êîòîðîå ñóùåñòâóåò íà âñåì èíòåðâàëå

t ∈ [0, T ].

Äàëåå äëÿ òåëåñíîãî çàìêíóòîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà A è âåêòîðà V â

Rn ìû ââîäèì òàê íàçûâàåìóþ îïîðíóþ ôóíêöèþ Ψ(A, V ) = sup
y∈A

(y, V ), ãäå

(·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ðàññìàòðèâàåì ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå
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v(t,m) íà T n, ó êîòîðîãî îáðàçû òåëåñíû, âûïóêëû è çàìêíóòû. Ïîñêîëü-

êó êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ê òîðó òðèâèàëüíî, ìû ðàññìàòðèâàåì ïîñòîÿííîå

âåêòîðíîå ïîëå V íà òîðå. ×åðåç Ψ(t,m, V ) îáîçíà÷èëè îïîðíóþ ôóíêöèþ

Ψ(v(t,m), V ). Ïóñòü òàêæå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå α(t,m) íà T n ñ òåëåñíû-

ìè, âûïóêëûìè, çàìêíóòûìè îáðàçàìè. Òàê êàê α(t,m) ïðèíèìàåò çíà÷å-

íèÿ â S+(n) ⊂ L(Rn,Rn), ÷òî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, ìû ñòðîèì

îïîðíóþ ôóíêöèþ Ψ1(t,m, V1) äëÿ α(t,m), ïî àíàëîãèè ñ ïðèâåäåííîé âûøå

ñõåìîé, ãäå V1 ïîñòîÿííîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå íà T n.

Ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ ìû äîêàçûâàåì òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðå-

øåíèé äëÿ ñëó÷àÿ òåëåñíûõ, âûïóêëûõ çàìêíóòûõ îáðàçîâ:

Óñëîâèå 3.2 Ïðè ëþáîì V è V1 ôóíêöèè Ψ(t,m, V ) è Ψ1(t,m, V1)

ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè.

Òåîðåìà 3.3 Ïóñòü v(t,m) � ìíîãîçíà÷íîå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîå

íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå íà T n èìåþùåå òåëåñíûå, âûïóêëûå çàìêíó-

òûå îáðàçû è óäîâëåòâîðÿþùåå Óñëîâèþ (3.2), à α(m) � ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)-

òåíçîðíîå ïîëå òàê æå èìåþùåå òåëåñíûå, çàìêíóòûå, âûïóêëûå îáðàçû,

è òàê æå óäîâëåòâîðÿþùåå Óñëîâèþ (3.2). Êðîìå òîãî, ïóñòü ñëó÷àéíûé

ýëåìåíò ξ, ñî çíà÷åíèÿìè â T n, èìååò ïëîòíîñòü ãëàäêóþ, íèãäå íå ðàâ-

íóþ íóëþ. Òîãäà äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ξ(0) = ξ0 âêëþ÷åíèå (3.1) èìååò

ðåøåíèå, êîòîðîå ñóùåñòâóåò íà âñåì èíòåðâàëå t ∈ [0, T ].

Äàëåå, ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà îáðàçû v(t,m) è α(t,m) íå

òåëåñíû. Âìåñòî ýòîãî ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êàæäîå îòîáðàæåíèå v(t,m)

(α(t,m)), ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó â TmT n (ïîäïðîñòðàíñòâó â ïðî-

ñòðàíñòâå (2, 0)-òåíçîðîâ â m, ñîîòâåòñòâåííî), ïðè÷åì, óêàçàííûå ïîäïðî-

ñòðàíñòâà èìåþò ïîñòîÿííóþ ðàçìåðíîñòü k (k1, ñîîòâåòñòâåííî) íå

çàâèñÿùóþ îò m ∈ T n. Åñëè, ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå, êàæäîìó m ∈ T n,

âûøåóêàçàííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå Φ èç T n â ìíîãî-

îáðàçèå àôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñ ðàçìåðíîñòüþ k êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà TmT n (îòîáðàæåíèå Φ1 â ìíîãîîáðàçèå àôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ïðî-

ñòðàíñòâà (2, 0)- òåíçîðîâ)
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Óñëîâèå 3.4 Îòîáðàæåíèÿ Φ è Φ1 ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè

Òåîðåìà 3.5 Ïóñòü v(t,m) (α(t,m)) � ìíîãîçíà÷íîå ðàâíîìåðíî îãðà-

íè÷åííîå íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå ((2, 0) - òåíçîðíîå ïîëå ñî çíà-

÷åíèÿìè â S+(n)) íà T n òàêîå, ÷òî êàæäûé îáðàç v(t,m) ëåæèò

ïîäïðîñòðàíñòâå â TmT n (êàæäûé îáðàç α(t,m) ëåæèò â ïîäïðîñòðàí-

ñòâå, ïðîñòðàíñòâà (2, 0)-òåíçîðîâ, ñîîòâåòñòâåííî), ïðè÷åì óêàçàí-

íûå ïîäïðîñòðàíñòâà èìåþò ïîñòîÿííóþ ðàçìåðíîñòü k < n (k1 < n,

ñîîòâåòñòâåííî), íå çàâèñÿùóþ îò m ∈ T n, è âûïîëíåíî Óñëîâèå

3.4. Òîãäà äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ξ(0) = ξ0 âêëþ÷åíèå (3.1) èìååò

ðåøåíèå, êîòîðîå ñóùåñòâóåò íà âñåì èíòåðâàëå t ∈ [0, T ].

Â �3.2 ïîëó÷åí ðåçóëüòàò äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñóùåñòâóþò ε-àïïðî-

êñèìàöèè ïðàâîé ÷àñòè âêëþ÷åíèÿ ñ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûìè ïåðâûìè

÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Òåîðåìà 3.6 Ïóñòü ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå v(m) íà Tn è ìíî-

ãîçíà÷íîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå α íà T n àâòîíîìíû, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷å-

íû è èìåþò çàìêíóòûå îáðàçû. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë εk → 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî εk ïîëå v(m) (α(m),

ñîîòâåòñòâåííî)èìååò ãëàäêóþ εk-àïïðîêñèìàöèþ vk(m) (αk(m), ñîîòâåò-

ñòâåííî)è âñå ýòè àïïðîêñèìàöèè èìåþò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå îäíîé

è òîé æå êîíñòàíòîé ïî ñîâîêóïíîñòè t ∈ [0, T ] è m ∈ Tn ïåðâûå ÷àñò-

íûå ïðîèçâîäíûå ∂vi

∂mk (∂α
ij

∂qk
, ñîîòâåòñòâåííî). Òîãäà äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ

ξ(0) = ξ0, âêëþ÷åíèå (3.1) èìååò ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà âñåì èíòåðâàëå

t ∈ [0, T ]

Â �3.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ïîëóíåïðåðûâíûõ ñâåðõó ïðàâûõ ÷àñòåé.

Òåîðåìà 3.7 Ïóñòü ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå v(m) íà Tn è ìíî-

ãîçíà÷íîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå α, ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèÿ â S+(n), íà T n

àâòîíîìíû, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, èìåþò çàìêíóòûå âûïóêëûå îáðàçû è

ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó. Òîãäà äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ξ(0) = ξ0 ñ ãëàäêîé

ïëîòíîñòüþ íèãäå íå ðàâíîé íóëþ, âêëþ÷åíèå (3.1) èìååò ðåøåíèå, îïðå-

äåëåííîå íà âñåì èíòåðâàëå t ∈ [0, T ].
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�3.4 ïîñâÿùåí âàæíîìó äëÿ ïðèëîæåíèé ñëó÷àþ, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü

ñîîòíîøåíèÿ ñ êâàäðàòè÷íîé ïðîèçâîäíîé ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ñèììåòðè-

÷åñêèõ ìàòðèöàõ ñ ïîñòîÿííûì îïðåäåëèòåëåì. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âû-

ïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå.

Óñëîâèå 3.8

(i) Ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå α íà T n ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

â SLC(n); îíî àâòîíîìíî è ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

(ii) Çíà÷åíèÿ α çàìêíóòû è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû.

(iii) äëÿ êàæäîãî m ∈ T n ìíîæåñòâî T(α(m)) âûïóêëî â T−(n) è

ìíîæåñòâî LC(α(m)) âûïóêëî â L0(n).

Òåîðåìà 3.9 Ïóñòü v(t,m) � ìíîãîçíà÷íîå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîå

âåêòîðíîå ïîëå íà T n, èìåþùåå ãëàäêèé ñåëåêòîð v(t,m), à α(m) � ìíîãî-

çíà÷íî (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 3.8. Ïóñòü òàêæå

ξ0 � ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ñî çíà÷åíèÿìè â T n,÷üå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëå-

íèå, îòíîñèòåëüíî ôîðìû îáúåìà ΛE ðàâíî
√
Cρ0 ãäå ρ0 ãëàäêî è íèãäå íå

îáðàùàåòñÿ â íîëü. Òîãäà äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ξ(0) = ξ0 âêëþ÷åíèå (3.1)

èìååò ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå ïðè t ∈ [0, T ].

×àñòíûì ñëó÷àåì ðàññìîòðåííîé âûøå â ýòîì ðàçäåëå ñèòóàöèè ÿâëÿ-

åòñÿ Òåîðåìà 3.10, â óñëîâèè êîòîðîé v èìååò ãëàäêèé ñåëåêòîð (íàïðèìåð,

îäíîçíà÷íî è ãëàäêî), à ïîëå α ìíîãîçíà÷íî è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ñèììåò-

ðè÷åñêèõ ìàòðèöàõ ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì, òî åñòü â SL(n)
∩
S+(n).

Â �3.4.2 äîêàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòü âêëþ÷åíèÿ (3.1) â ñëó÷àå, êîãäà ó

ïîëÿ v íåò ãëàäêîãî ñåëåêòîðà, íî ñóùåñòâóþò ãëàäêèå ε-àïïðîêñèìàöèè.

Óñëîâèå 3.11 Ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå v(m) íà Tn àâòîíîìíî,

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî è èìååò çàìêíóòûå îáðàçû. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë εk → 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî εk ïî-

ëå v(m) èìååò ãëàäêóþ εk-àïïðîêñèìàöèþ vi(m) è âñå ýòè àïïðîêñèìàöèè

èìåþò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå îäíîé è òîé æå êîíñòàíòîé ïî ñîâîêóï-

íîñòè t ∈ [0, T ] è m ∈ Tn ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂vi
∂mj

.

Òåîðåìà 3.13 Ïóñòü ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå v(t,m) íà T n óäî-
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âëåòâîðÿåò Óñëîâèþ 3.11, à ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå α(m) óäî-

âëåòâîðÿåò Óñëîâèþ 3.8.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ξ0 ñî çíà÷åíèÿìè â T n, ó êîòîðîãî

ðàñïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíî ôîðìû îáúåìà ΛE ðàâíî
√
Cρ0, ãäå ρ0 ãëàäêî è

íèãäå íå ðàâíî íóëþ. Òîãäà äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ξ(0) = ξ0 âëþ÷åíèå (3.1)

èìååò ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà âñåì èíòåðâàëå t ∈ [0, T ].

Â �3.4.3 ïîëó÷åí ðåçóëüòàò äëÿ ñëó÷àÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíûõ

ε-àïïðîêñèìàöèé ïîëåé v è α.

Â ýòîì ñëó÷àå ìû íàêëàäûâàåì íà v(t,m) ñëåäóþùåå óñëîâèå:

Óñëîâèå 3.14 Ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå v(m) íà Tn àâòîíîìíî,

ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííî ñ çàìêíóòûìè âûïóêëûìè

îáðàçàìè.

Òåîðåìà 3.15 Ïóñòü ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå v(t,m) íà T n óäî-

âëåòâîðÿåò Óñëîâèþ 3.14 è ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)- òåíçîðíîå ïîëå α(m) óäî-

âëåòâîðÿåò Óñëîâèþ 3.8. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ξ0 ñî çíà÷åíèÿìè

â T n, ÷üÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, îòíîñèòåëüíî ôîðìû îáúåìà ΛE ðàâ-

íà
√
Cρ0 ãäå ρ0 ãëàäêà è íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Òîãäà äëÿ íà÷àëüíîãî

óñëîâèÿ ξ(0) = ξ0 âêëþ÷åíèå (3.1) èìååò ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà âñåì

èíòåðâàëå t ∈ [0, T ].

È íàêîíåö, â �3.5 ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ ïîëóíåïðåðûâíîñòè

ñíèçó ïðàâîé ÷àñòè âêëþ÷åíèÿ (3.1).

Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùèé ñëó÷àé.

Òåîðåìà 3.16. Ïóñòü ïîëÿ v è α àâòîíîìíû, ïîëóíåïðåðûâíû

ñíèçó, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû â ñîîòâåñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîëåé è

èìåþò âûïóêëûå çàìêíóòûå îáðàçû.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ξ0 ñî çíà÷åíèÿìè â T n, ó êîòîðîãî

ïëîòíîñòü ρ0 îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâîé ôîðìû îáúåìà ΛE ãëàäêà è íèãäå

íå ðàâíà íóëþ. Òîãäà äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ξ(0) = ξ0 âëþ÷åíèå (3.1) èìååò

ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà âñåì èíòåðâàëå t ∈ [0, T ].

Çàòåì ðàññìàòðèâàåíòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïîëå α ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â
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SLC(n).

Ïóñòü α(t,m) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

Óñëîâèå 3.17 (i) Ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå α íà T n ïðèíè-

ìàåò çíà÷åíèÿ â SLC(n); îíî àâòîíîìíî è ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó.

(ii) Çíà÷åíèÿ α çàìêíóòû è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû.

(iii) äëÿ êàæäîãî m ∈ T n ìíîæåñòâî T(α(m)) âûïóêëî â T−(n) è

ìíîæåñòâî LC(α(m)) âûïóêëî â L0(n).

Òåîðåìà 3.18 Ïóñòü ìíîãîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå v(m) íà T n àâ-

òîíîìíî, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî, ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó è èìååò âûïóêëûå

îáðàçû, à ìíîãîçíà÷íîå (2, 0)-òåíçîðíîå ïîëå α(m) óäîâëåòâîðÿåò Óñëî-

âèþ 3.17. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ξ0 ñî çíà÷åíèÿìè â T n, ó êîòîðî-

ãî ïëîòíîñòü ρ0 îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâîé ôîðìû îáúåìà ΛE ãëàäêà è íèãäå

íå ðàâíà íóëþ. Òîãäà äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ξ(0) = ξ0 âëþ÷åíèå (3.1) èìååò

ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà âñåì èíòåðâàëå t ∈ [0, T ].
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