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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âñ¼ áîëüøåå âíèìàíèå ñïåöèàëè-

ñòîâ ïðèâëåêàþò äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà òàê íàçûâàåìûõ ñòðàòèôè-

öèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ. Ãðóáî ãîâîðÿ, ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî � ýòî

ìíîæåñòâî, ñîñòàâëåííîå èç �êóñêîâ� (ñòðàòîâ) ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè. Òàêè-

ìè ìíîæåñòâàìè óäîáíî îïèñûâàòü ðàçëè÷íûå ôèçè÷åñêèå ñèñòåìû, êîòîðûå

ñîñòîÿò èç ýëåìåíòîâ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé èëè ñ ðàçíûìè ôèçè÷åñêèìè õà-

ðàêòåðèñòèêàìè. Ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå â òàêèõ ñèñòåìàõ, ïðèâîäÿò ê íåîáõî-

äèìîñòè îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ �äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ� íà ñëó÷àé ñòðà-

òèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà.

Íàïðèìåð, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ñèñòåìó èç ìåìáðàí, îäíè ó÷àñòêè ãðà-

íèöû êîòîðûõ çàêðåïëåíû, à äðóãèå ñêëååíû ìåæäó ñîáîé íåêîòîðûì îáðà-

çîì. Ôîðìàëüíî, äëÿ èçó÷åíèÿ ïîäîáíûõ ñèñòåì ñòðîèòü òåîðèþ óðàâíåíèé íà

ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ íå òðåáóåòñÿ. Êàæäûé ýëåìåíò îïèñûâàåò-

ñÿ íåêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, à èõ âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñîáîé �

íåêèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè (îáû÷íî íàçûâàåìûìè óñëîâèÿ-

ìè òðàíñìèññèè). Â ïåðâûõ ðàáîòàõ íà ýòó òåìó (G. Lumer [30, 31], S. Nicaise

[32, 33], J. von Belov [34, 35] è äð.) òàê è äåëàëîñü. Íî â îñíîâíîì âñå âîïðîñû

ñâîäèëèñü òîëüêî ê ðàçðåøèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷.

Îäíàêî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà � ïðèíöèïà

ìàêñèìóìà, ëåììû î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé, íåðàâåíñòâà Õàðíàêà, òåîðåìû

îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè è ò.ä., ïîòðåáîâàëñÿ èíîé ïîäõîä, ïåðâîíà÷àëüíî

ïðèìåí¼ííûé ïðè èçó÷åíèè òàê íàçûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà

ãåîìåòðè÷åñêèõ ãðàôàõ (Þ.Â. Ïîêîðíûé, Î.Ì. Ïåíêèí è äð.). Îí îñíîâàí íà

èíòåðïðåòàöèè âñåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé, âîçíèêàþùèõ â ñèñòåìàõ
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ïîäîáíîãî òèïà, â âèäå îäíîãî óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùåãî îïåðàöèè äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ ïî òàê íàçûâàåìîé ñòðàòèôèöèðîâàííîé ìåðå.

Ó ýòîãî ïîäõîäà åñòü äâà ïðåèìóùåñòâà. Âî-ïåðâûõ, îí ñîãëàñóåòñÿ ñ ôèçè÷å-

ñêîé ïðèðîäîé ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷. À âî-âòîðûõ, îí ïîçâîëÿåò îáíàðóæèòü

àíàëîãèþ ñ êëàññè÷åñêèì ñëó÷àåì. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëèëî ñóùåñòâåííî

ïðîäâèíóòüñÿ â èçó÷åíèè âîïðîñîâ êà÷åñòâåííîé òåîðèè. Îäíàêî, êàê ïðàâèëî,

îíè ïîëó÷àëèñü ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà ðàçìåðíîñòü ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíî-

æåñòâ. Ëèøü íåäàâíî ñòàëè ïîëó÷àòüñÿ ðåçóëüòàòû îáùåãî õàðàêòåðà.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ è ïîëó÷åíèþ íî-

âûõ ðåçóëüòàòîâ êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿ-

åòñÿ òåîðåìà îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ñòðà-

òèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ. Îíà óòâåðæäàåò, ÷òî îáúåäèíåíèå ñòðàòîâ, ðàç-

ìåðíîñòü êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò n− 2, ãäå n � ìàêñèìàëüíàÿ èç ðàçìåðíîñòåé

ñòðàòîâ, îáðàçóþò óñòðàíèìîå ìíîæåñòâî. Ýòî îòêðûâàåò äîðîãó äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà êëàññè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ëàïëàñèàíà íà ñòðà-

òèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå ìåòîäîì Ïåððîíà-Ïóàíêàðå. Ðàíåå ýòî óäàâàëîñü

ñäåëàòü òîëüêî äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ (S. Nicaise, Î.Ì. Ïåíêèí).

Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíî ïðîäâèæåíèå (â ñðàâíåíèè ñ èìåþùèìèñÿ ðåçóëüòà-

òàìè) â âîïðîñàõ ñèëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è ëåììû î íîðìàëüíîé ïðî-

èçâîäíîé è äîêàçàíî íåðàâåíñòâî Õàðíàêà äëÿ àíàëîãà îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà

ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå.

Öåëü ðàáîòû. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãà òåîðåìû îá óñòðàíèìîé îñîáåííî-

ñòè äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå, îáîáùå-

íèå ëåììû î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé è ñèëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ

ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå, ïîëó÷åíèå íåðà-

âåíñòâà Õàðíàêà äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæå-
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ñòâå.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû êëàññè÷åñêî-

ãî ìàòåìàòè÷åñêîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, à òàê æå ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-

ëèçà íà ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû àâòîðà, ïðèâåä¼ííûå â äèññåðòàöèè,

ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Â ÷èñëå íèõ îòìåòèì ñëåäóþùèå:

1. òåîðåìà îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íà ñòðà-

òèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå,

2. ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé è ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ýë-

ëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå,

3. ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé è ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ïà-

ðàáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå,

4. íåðàâåíñòâî Õàðíàêà äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íà ñòðàòèôèöèðîâàí-

íîì ìíîæåñòâå.

Ïðèâåä¼ííûå âûøå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè êëàññè÷åñêèõ òåîðåì

äëÿ ñëó÷àÿ ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâ. Îíè äîêàçàíû â îáùåì âèäå, â

òàêîé ïîñòàíîâêå îíè ïîëó÷åíû âïåðâûå. Òåîðåìà îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè

ðàññìàòðèâàåòñÿ âïåðâûå. Ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé, ñèëüíûé ïðèí-

öèï ìàêñèìóìà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî è ïàðàáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðîâ íà ñòðàòè-

ôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå è íåðàâåíñòâî Õàðíàêà äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè

íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå ðàíåå áûëè äîêàçàíû äëÿ äâóìåðíîãî ñëó-

÷àÿ. Òàêæå ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé è ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà

äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà áûëè äîêàçàíû äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ, íî ñ
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îãðàíè÷åíèåì íà ãåîìåòðèþ ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà (ñëó÷àé ñèìïëè-

öèàëüíîãî êîìïëåêñà) èëè ñ îãðàíè÷åíèåì íà ñòðóêòóðó îïåðàòîðà.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷å-

ñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èçó÷åíèè ýëëèïòè÷å-

ñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ êàê â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, òàê è íà ñòðà-

òèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ.

Àïðîáàöèÿ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ìåæ-

äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíàìè÷åñêèì

ñèñòåìàì â ã. Ñóçäàëü [5], âîðîíåæñêèõ çèìíèõ è âåñåííèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêî-

ëàõ [6], ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìà-

òåìàòèêè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ� â ã. Âîðîíåæ

[7], ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ñîâðåìåííûå ìåòîäû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòè-

êè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ è êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé� â ã. Âîðîíåæ [8].

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1-8]. Èç

ñîâìåñòíûõ ðàáîò [1, 2, 5] â äèññåðòàöèþ âêëþ÷åíû òîëüêî ðåçóëüòàòû, ëè÷-

íî ïðèíàäëåæàùèå àâòîðó. Ðàáîòû [1-4] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ

ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáð-

íàóêè ÐÔ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷å-

òûð¼õ ãëàâ, ñîäåðæàùèõ 20 ïàðàãðàôîâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 39 íàèìåíîâà-

íèé, âêëþ÷àÿ ðàáîòû àâòîðà. Îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 103 ñòðàíèö ìà-

øèíîïèñíîãî òåêñòà. Òåêñò èëëþñòðèðóþò 9 ðèñóíêîâ.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Ïåðåéä¼ì ê êðàòêîìó îïèñàíèþ ðåçóëüòà-

òîâ ïî ãëàâàì. Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è ÷åòûð¼õ ãëàâ. Â ïåðâîé ãëàâå äà¼òñÿ

êðàòêîå îïèñàíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé òåîðèè ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâ è

ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà íèõ. Ñþäà îòíîñÿòñÿ: ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíî-
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æåñòâî, ìåðà íà í¼ì, êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå, äèâåðãåíöèÿ è ýëëèïòè÷åñêèé

îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûå ïî ñòðàòèôèöèðîâàííîé ìåðå.

Ïîä ñòðàòèôèöèðîâàííûì ìíîæåñòâîì â Rd áóäåì ïîíèìàòü ñâÿçíîå îáú-

åäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îãðàíè÷åííûõ ïëîñêèõ ìíîãîîáðàçèé ðàçëè÷íîé ðàç-

ìåðíîñòè � ìû áóäåì íàçûâàòü èõ ñòðàòàìè, êîòîðûå ïðèìûêàþò äðóã ê äðóãó

ñïåöèàëüíûì îáðàçîì:

• íèêàêèå äâà ñòðàòà íå ïåðåñåêàþòñÿ,

• ãðàíèöà êàæäîãî ñòðàòà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà äðóãèõ

ñòðàòîâ (áóäåì íàçûâàòü èõ ãðàíÿìè).

Äàëåå, ìû ðàçáèâàåì Ω íà äâà ïîäìíîæåñòâà. Îäíî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê

âíóòðåííîñòü è îáîçíà÷àåòñÿ Ω0, äðóãîå � êàê ãðàíèöà ∂Ω. Ðàçáèåíèå ýòî âû-

áèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òîëüêî, ÷òî ìíîæåñòâî Ω0 ñîñòàâëåíî

öåëèêîì èç ñòðàòîâ, à òàêæå îòêðûòî, ñâÿçíî è ïëîòíî â Ω (âñå òîïîëîãè÷åñêèå

ïîíÿòèÿ îïðåäåëÿþòñÿ â ñìûñëå òîïîëîãèè, èíäóöèðóåìîé èç îáúåìëþùåãî ïðî-

ñòðàíñòâà Rd).

Â îáùåì ñëó÷àå ñòðàòû ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ãëàäêèìè ìíîãîîáðà-

çèÿìè, ïðèìûêàþùèå äðóã ê äðóãó ñïåöèàëüíûì îáðàçîì. Â äàííîé ðàáîòå

ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïëîñêèõ ìíîãîîáðàçèé â êà÷åñòâå ñòðàòîâ,

ò.ê. ýòî çàìåòíî óïðîùàåò ðàññìîòðåíèÿ. Åñëè ñòðàò ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì, ìû

ìîæåì îñëàáèòü îãðàíè÷åíèå è ñ÷èòàòü åãî ïðîèçâîëüíûì ãëàäêèì ìíîãîîáðà-

çèåì.

Ñëåäóþùèé âàæíûé êîìïîíåíò � ýòî ñòðàòèôèöèðîâàííàÿ ìåðà. Ìåðà ìíî-

æåñòâà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ìåð åãî k-ìåðíûõ ôðàãìåíòîâ � ïåðåñå÷åíèé ñî ñòðà-

òàìè σkj ïî âñåì k è j

µ(G) =
∑
k,j

µk(G ∩ σkj).
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Â êà÷åñòâå σ-àëãåáðû ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ Ω, ïåðåñå÷åíèÿ

êîòîðûõ ñ êàæäûì ñòðàòîì σkj èçìåðèìû ïî k-ìåðíîé ìåðå Ëåáåãà íà ýòîì

ñòðàòå.

Äèâåðãåíöèÿ êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî

ôîðìàëüíî ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

∇F⃗ (X) = ∇kF⃗ (X) +
∑

σk+1,i≻σkj

F⃗k+1i(X) · νi.

Çäåñü ∇kF⃗ îçíà÷àåò îáû÷íóþ k-ìåðíóþ äèâåðãåíöèþ ïîëÿ F⃗kj íà ñòðàòå σkj.

F⃗k+1i(X) � ýòî ïðåäåë F⃗ (Y ) ïðè Y → X, Y ∈ σk+1,i. Âûðàæåíèå σk+1,i ≻ σkj

îçíà÷àåò, ÷òî ñòðàò σk+1i ïðèìûêàåò ê ñòðàòó σkj, νi � åäèíè÷íûé íîðìàëüíûé

âåêòîð â òî÷êå X ïî íàïðàâëåíèþ σk+1,i. Òàêèì îáðàçîì, ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ

ïî âñåì ïðèìûêàþùèì ñòðàòàì íà åäèíèöó áîëüøåé ðàçìåðíîñòè.

Ïîäõîäÿùåå äëÿ ðàññìîòðåíèÿ äèâåðãåíöèè ìíîæåñòâî ïîëåé îáîçíà÷àåòñÿ

C⃗1
σ(Ω0). Îíî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé îáëàäàþùèõ

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Ïîëå F⃗ ∈ C⃗1
σ(Ω0) äîëæíî áûòü íåïðåðûâíûì íà çà-

ìûêàíèè êàæäîãî ñòðàòà è ãëàäêèì íà îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè êàæäîãî

ñòðàòà.

Äàëåå, äëÿ òàêèõ ôóíêöèé p è u, ÷òî ïîëå p∇u ∈ C⃗1
σ(Ω0), èìååò ñìûñë

ñëåäóþùåå âûðàæåíèå, ÿâëÿþùååñÿ åñòåñòâåííûì àíàëîãîì ëàïëàñèàíà

∆pu = ∇(p∇u) = ∆pukj(X) +
∑

σk+1,i≻σkj

p
∂uk+1i

∂νi
(X).

Ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç C2
σ(Ω0) ïðîñòðàíñòâî âñåõ òàêèõ u, ÷òî ∇u ∈ C⃗1

σ(Ω0).

Ìû â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà p ≡ 1 íà òàê íàçûâàåìûõ ñâî-

áîäíûõ ñòðàòàõ, ò.å òåõ ñòðàòàõ, êîòîðûå íå ëåæàò â ãðàíèöå äðóãèõ, è p ≡ 0

íà îñòàëüíûõ ñòðàòàõ. Òàêîé ñëó÷àé ìû íàçûâàåì ìÿãêèì ëàïëàñèàíîì. Ðàñ-
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ñìàòðèâàåòñÿ òàêæå íåäèâåðãåíòíàÿ ôîðìà ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà

Lu(X) = aqr(X)Dqru+ bq(X)Diu+
∑

σk+1,i≻σkj

p
∂u

∂νi
(X),

ãäå íà êîýôôèöèåíòû aqr è bq íàêëàäûâàþòñÿ ñòàíäàðòíûå òðåáîâàíèÿ, îáåñïå-

÷èâàþùèå ýëëèïòè÷íîñòü îïåðàòîðà, à p ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîé è ïîëî-

æèòåëüíîé.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ ïðîñòðàíñòâó C2
σ(Ω0), íå îáÿçàíà

áûòü íåïðåðûâíîé â öåëîì íà Ω0. Îíà ìîæåò ïðåòåðïåâàòü ñêà÷êè ïðè ïåðå-

õîäå ñ îäíîãî ñòðàòà íà äðóãîé. Ïîñêîëüêó äëÿ áîëüøèíñòâà âîïðîñîâ óñëîâèå

íåïðåðûâíîñòè îêàçûâàåòñÿ âàæíûì, ìû â îñíîâíîì ðàáîòàåì ñ ïðîñòðàíñòâîì

C2
σ(Ω0) ∩ C(Ω).

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà è ëåììà î

íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé. Ñíà÷àëà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîã ëåììû î íîðìàëüíîé

ïðîèçâîäíîé. Àíàëîãîì íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè u â ãðàíè÷íîé òî÷êå

X ∈ σkj ⊂ ∂Ω ìû íàçûâàåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå.

(∇u)n(X) =
∑

σk+1,i≻σkj

∇⃗uk+1i(X) · ni.

Çäåñü ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåì ñòðàòàì σk+1,i, ïðèìûêàþùèõ ê σkj è ëå-

æàùèõ â Ω0, à íå â ∂Ω. Ìû íàçûâàåì ýòî âûðàæåíèå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé

íà òîì îñíîâàíèè, ÷òî îíî âîçíèêàåò â ôîðìóëå Ãðèíà (íà ñòðàòèôèöèðîâàí-

íîì ìíîæåñòâå) èìåííî â òîì ìåñòå, ãäå â êëàññè÷åñêîé ôîðìóëå Ãðèíà ñòî-

èò íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Åñòåñòâåííîñòü òàêîé èíòåðïðåòàöèè íîðìàëüíîé

ïðîèçâîäíîé ïîäòâåðæäàåòñÿ òåì, ÷òî ôîðìóëèðîâêà ëåììû î íîðìàëüíîé ïðî-

èçâîäíîé äëÿ íåäèâåðãåíòíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà L, óïîìÿíóòîãî âûøå,

âïîëíå àíàëîãè÷íà êëàññè÷åñêîé.
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Ëåììà 2.1 Ïóñòü Ω � ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî, à σk ∈ ∂Ω � ïëîñ-

êèé èçîëèðîâàííûé ãðàíè÷íûé ñòðàò. Ïóñòü ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò íà

Ω0 íåðàâåíñòâó Lu ≥ 0 è äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà â íåêîòîðîé òî÷êå

X0 ∈ σk. È ïóñòü òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî u(X) < u(X0)

äëÿ âñåõ òî÷åê X ∈ Ω0. Ïóñòü ν � îäíî èç ïðèìûêàþùèõ íàïðàâëåíèé â òî÷-

êå X0, è ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂u
∂ν â òî÷êå X0.

Òîãäà

∂u

∂ν

∣∣∣
X=X0

< 0.

Çàìåòèì, ÷òî â ôîðìóëèðîâêå ïðèñóòñòâóåò óñëîâèå íà ãðàíè÷íûé ñòðàò, îí

äîëæåí áûòü ïëîñêèì èçîëèðîâàííûì. Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì óñëîâèÿ

âíóòðåííåé ñôåðû â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå. Èçîëèðîâàííîñòü ãðàíè÷íîãî ñòðàòà

îçíà÷àåò, ÷òî ê íåìó íå ïðèìûêàþò íèêàêèå äðóãèå ãðàíè÷íûå ñòðàòû áîëüøåé

ðàçìåðíîñòè.

Ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé áûëà äîêàçàíà ñíà÷àëà â äâóìåðíîì ñëó-

÷àå (À.À. Ãàâðèëîâ, Î.Ì. Ïåíêèí). Çàòåì ðåçóëüòàò áûë îáîáù¼í íà ñòðàòèôè-

öèðîâàííîå ìíîæåñòâî, ñîñòàâëåííîå èç ñèìïëåêñîâ (ñì. [2]). Ìû æå äà¼ì äî-

êàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíûõ ïëîñêèõ ñòðàòîâ. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü â

äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïîäõîäÿùèõ áàðüåðîâ

(ñì. ðàáîòû Îëåéíèê, Õîïôà). Â íàøåì ñëó÷àå áàðüåð ïîëó÷àåòñÿ êîìáèíèðî-

âàíèåì äâóõ ôóíêöèé ñî ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè.

Îñíîâûâàÿñü íà ëåììå î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé, óäà¼òñÿ äîêàçàòü ñëåäó-

þùèé âàðèàíò ñèëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà.

Òåîðåìà 2.1 Ïóñòü Ω � ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî, è L � ýëëèïòè-

÷åñêèé îïåðàòîð íà Ω0. Ïóñòü u ∈ C(Ω)∩C2
σ(Ω0) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Lu ≥ 0. Òîãäà ó ôóíêöèè u íà Ω0 íå ìîæåò áûòü òî÷åê ëîêàëüíîãî íåòðè-
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âèàëüíîãî ìàêñèìóìà.

Ìû ãîâîðèì, ÷òî òî÷êà X0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî íåòðèâèàëüíîãî ìàêñè-

ìóìà ôóíêöèè u, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé u(X) ≤ u(X0), è íè

â êàêîé îêðåñòíîñòè ôóíêöèÿ u íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé.

Ïåðâûå âåðñèè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà îòíîñèëèñü ê íà÷àëó 2000-õ ãîäîâ (À.À.

Ãàâðèëîâ, Î.Ì. Ïåíêèí). Â îáùåì ñëó÷àå (áåç îãðàíè÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè) ïðèí-

öèï ìàêñèìóìà äëÿ îïåðàòîðà âèäà

∇(p∇u)

áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå [1]. Ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ñäåëàëà, íàêîíåö,

âîçìîæíûì äîêàçàòåëüñòâî è äëÿ íåäèâåðãåíòíûõ îïåðàòîðîâ.

Âî âòîðîé ãëàâå äîïîëíèòåëüíî äîêàçûâàåòñÿ ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèç-

âîäíîé è ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Äîêà-

çàòåëüñòâî ëåììû è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà èñïîëüçóåò òå æå òåõíèêè, ÷òî è â

ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Êàê îáû÷íî, ïàðàáîëè÷åñêèé îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ â öèëèíäðå Ω × [0, T ]

è èìååò âèä

Tu = Lu− ∂u

∂t
.

Îí ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò C2
σ(Ω

t
0)

äëÿ êàæäîãî ñå÷åíèÿ Ωt
0 è â êàæäîé òî÷êå X ∈ Ω0× (0, T ] èìåþò íåïðåðûâíóþ

ïðîèçâîäíóþ ïî t. Òàêîé êëàññ ôóíêöèé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç C2
σ,t(Ω0 × (0, T ]).

Äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå äîêà-

çûâàåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà.

Òåîðåìà 2.4 Ïóñòü

u ∈ C(Ω× [0, T ]) ∩ C2
σ,t(Ω0 × (0, T ]).
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È ïóñòü äëÿ íå¼ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Tu ≥ 0. Òîãäà ôóíêöèÿ u íå ìî-

æåò èìåòü âíóòðè öèëèíäðà è íà âåðõíåé êðûøêå ëîêàëüíîãî íåòðèâèàëü-

íîãî ìàêñèìóìà.

Â ñëåäóþùèõ äâóõ ãëàâàõ ðå÷ü ïîéä¼ò î ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå ýëëèïòè÷å-

ñêîãî îïåðàòîðà íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå � ìÿãêîì ëàïëàñèàíå ∆p.

Ôóíêöèÿ p, ôèãóðèðóþùàÿ â îïðåäåëåíèè ∆p, ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé åäèíèöå íà

ñâîáîäíûõ ñòðàòàõ è íóëþ íà íåñâîáîäíûõ. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñòðàòè-

ôèöèðîâàííûå ìíîæåñòâà, ó êîòîðûõ âñå ñâîáîäíûå ñòðàòû èìåþò îäèíàêîâóþ

ðàçìåðíîñòü n. Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî íàøåìó îïðåäåëåíèþ, îïåðàòîð ∆p ñîâ-

ïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì ëàïëàñèàíîì íà ñòðàòàõ ðàçìåðíîñòè n, íà ñòðàòàõ ðàç-

ìåðíîñòè n − 1 ðàâåí ñóììå íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî âñåì ïðèìûêàþùèì

ñòðàòàì áîëüøåé ðàçìåðíîñòè, à íà ñòðàòàõ ðàçìåðíîñòè k ≤ n− 2 ïîëàãàåòñÿ

ðàâíûì íóëþ íà ëþáîé ôóíêöèè. Îñîáåííîñòü ìÿãêîãî ëàïëàñèàíà çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå áëèçêèì àíàëîãîì êëàññè÷åñêîãî ëàïëàñèàíà.

Íàïðèìåð, äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ∆pu = 0 íà Ω0 âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà î ñðåä-

íåì äëÿ ëþáîé ñôåðû äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà.

Íåïðåðûâíîå, äîñòàòî÷íî ãëàäêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ∆pu = 0 íà Ω0 áóäåì

íàçûâàòü ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé. Òåðìèí �äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ� îçíà÷àåò, ÷òî

ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà ïðèíàäëåæàòü íåêîòîðîìó êëàññó ãëàäêîñòè,

â êîòîðîì êîððåêòíî îïðåäåë¼í ìÿãêèé ëàïëàñèàí. Âûáîð ïîäõîäÿùåãî êëàññà

ãëàäêîñòè èãðàåò âàæíóþ ðîëü â èçó÷åíèè ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ðàíåå â êà÷åñòâå òàêîãî êëàññà ìû èñïîëüçîâàëè C2
σ(Ω0). Íàïîìíèì, ÷òî

ïðèíàäëåæíîñòü u ∈ C2
σ(Ω0) âëå÷¼ò, ïîìèìî ïðî÷åãî, ãëàäêîñòü ôóíêöèè u íà

êàæäîì ñòðàòå. Íî ò.ê. ôóíêöèÿ p ðàâíà íóëþ íà ñòðàòàõ ðàçìåðíîñòè ìåíüøå

n, òî ôóíêöèè u íå îáÿçàòåëüíî áûòü ãëàäêîé íà òàêèõ ñòðàòàõ. Ïîýòîìó ìû

ââîäèì íîâîå, áîëåå øèðîêîå, ïðîñòðàíñòâî C2
σ,p(Ω0) � êëàññ ôóíêöèé u, äëÿ
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êîòîðûõ p∇u ∈ C⃗1
σ(Ω0).

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè íà òàê íàçûâàåìûõ óñè-

ëåííî ïðî÷íûõ ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ. Ïîäîáíîãî ðîäà óñëîâèå âîç-

íèêàëî ðàíåå è ïðè ðàññìîòðåíèè äðóãèõ âîïðîñîâ (â îñíîâíîì ñâÿçàííûõ ñ

ðàçðåøèìîñòüþ çàäà÷è Äèðèõëå). Ìû íàçûâàåì ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæå-

ñòâî óñèëåííî ïðî÷íûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ñòðàòà σk ðàçìåðíîñòè k ≤ n − 2 è

ëþáîãî øàðà B ñ öåíòðîì íà ñòðàòå σk è äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà, ìíîæåñòâî

B ∩ Ω0 \ σk ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.

Ñóòü ýòîãî óñëîâèÿ èëëþñòðèðóåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ðèñ. 1: Ïðèìåð íàðóøåíèÿ ïðî÷íîñòè ìíîæåñòâà

Â óñëîâèÿõ ïðèâåä¼ííîãî ðèñóíêà ìÿãêèé ëàïëàñèàí ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷å-

ñêèì â äâóìåðíûõ ñòðàòàõ, à íà îäíîìåðíûõ ñòðàòàõ, íå âõîäÿùèõ â ãðàíèöó,

ðàâåí íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïî âíóòðåííåìó íàïðàâëåíèþ. Íà íóëüìåðíûõ

ñòðàòàõ, â ÷àñòíîñòè â òî÷êå ñòûêà äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, òðåáóåòñÿ òîëüêî íåïðå-

ðûâíîñòü ôóíêöèè.

Ìû ââîäèì óñëîâèå óñèëåííîé ïðî÷íîñòè, ò.ê. îíî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò

ðàññìîòðåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, à â íåêîòîðûõ âîïðîñàõ (íàïðèìåð, â

òåîðåìå îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì. Ýòî ñâÿ-

çàíî ñ òåì, ÷òî íà ñòðàòàõ ðàçìåðíîñòè k ≤ n−2 â óðàâíåíèè ∆pu = 0 ñ ìÿãêèì

ëàïëàñèàíîì íåò íèêàêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé, îò ðåøåíèÿ òðåáó-

åòñÿ òîëüêî íåïðåðûâíîñòü. Åñëè ðàçáèòü ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî íà

14



óñèëåííî ïðî÷íûå êîìïîíåíòû, òî ñóæåíèè ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íà êàæäóþ

êîìïîíåíòó áóäåò ïî ïðåæíåìó ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé. Ïîýòîìó ìû ìîæåì

ðàññìàòðèâàòü êàæäóþ óñèëåííî ïðî÷íóþ êîìïîíåíòó ïî îòäåëüíîñòè.

Óñëîâèå óñèëåííîé ïðî÷íîñòè èìååò òàêæå ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ðàñ-

ñìîòðèì, íàïðèìåð, ñèñòåìó èç äâóõ êóáîâ, êîòîðûå ïðèìûêàþò äðóã ê äðóãó ïî

ðåáðó. Ïóñòü ýòà ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè. Ýòó êîíñòðóêöèþ èç

äâóõ êóáîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî. Ôóíê-

öèÿ òåìïåðàòóðû áóäåò ãàðìîíè÷åñêîé íà êàæäîì êóáå. Î÷åâèäíî, ÷òî òåïëîâîé

îáìåí ìåæäó äâóìÿ ýòèìè êóáàìè íåâîçìîæåí, ò.ê. çîíà êîíòàêòà ìåæäó íèìè

èìååò íóëåâóþ ïëîùàäü. Ò.å. ïî ñóòè ýòè äâà êóáà ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà íåðàâåíñòâó Õàðíàêà äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè

íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå.

Òåîðåìà 3.1 (íåðàâåíñòâî Õàðíàêà) Ïóñòü Ω � óñèëåííî ïðî÷íîå ñòðà-

òèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî. È ïóñòü H ⊂ Ω0 � íåêîòîðûé êîìïàêò. Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0, çàâèñÿùàÿ îò Ω è H, ÷òî äëÿ ëþáîé

ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u íà Ω0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
H

u ≤ C inf
H

u.

Êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, ñóùåñòâåííóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå èãðàåò

òåîðåìà î ñðåäíåì. Îäíàêî â ñëó÷àå ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà äàííàÿ

òåîðåìà âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ ñôåð äîñòàòî÷íî ìàëûõ ðàäèóñîâ (òàê íàçû-

âàåìûå äîïóñòèìûå ðàäèóñû). Èç-çà ýòîãî ïåðåíîñ êëàññè÷åñêîãî äîêàçàòåëü-

ñòâî íà ñëó÷àé ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâ ñòàíîâèòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì.

Ïîýòîìó íàøå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîãî.

Â êîíöå ãëàâû ìû ïåðåíîñèì íåðàâåíñòâî Õàðíàêà íà áîëåå øèðîêèé êëàññ

ôóíêöèé. À èìåííî, íà êëàññ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà Ω0, äëÿ êîòîðûõ âûïîë-
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íÿåòñÿ òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ ëþáûõ ñôåð äîïóñòèìîãî ðàäèóñà. Çàìåòèì, ÷òî

â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå èç òåîðåìû î ñðåäíåì ñëåäóåò äîñòàòî÷íàÿ ãëàäêîñòü (è,

ñîîòâåòñòâåííî, ãàðìîíè÷íîñòü) ôóíêöèè. Â ñëó÷àå ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíî-

æåñòâ ýòî íå òàê. Êàê èçâåñòíî, ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè ñ íåãëàäêîé

ãðàíèöåé ìîæåò èìåòü îñîáåííîñòè ãðàäèåíòà â óãëîâûõ òî÷êàõ. Ïîýòîìó ìîæ-

íî ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà î ñðåäíåì, íî

êîòîðàÿ èìååò îñîáåííîñòü ãðàäèåíòà íà ñòðàòàõ ðàçìåðíîñòè k ≤ n− 2. Òàêàÿ

ôóíêöèÿ íå áóäåò ïðèíàäëåæàòü ïðîñòðàíñòâó C2
σ,p(Ω0), ò.ê. ïîñëåäíåå äîëæ-

íî ãàðàíòèðîâàòü íåïðåðûâíîñòü ãðàäèåíòà íà çàìûêàíèè êàæäîãî ñâîáîäíîãî

ñòðàòà.

Öåíòðàëüíûì ðåçóëüòàòîì ÷åòâ¼ðòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà îá óñòðàíèìîé

îñîáåííîñòè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îíà èãðàåò âàæíóþ ðîëü ïðè ðàñ-

ïðîñòðàíåíèè ìåòîäà Ïåððîíà-Ïóàíêàðå äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è

Äèðèõëå íà ñëó÷àé ìÿãêîãî ëàïëàñèàíà íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå.

Ðàíåå, â âèäó îòñóòñòâèÿ òåîðåìû îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè, ìåòîä Ïåððîíà-

Ïóàíêàðå óäàâàëîñü ðåàëèçîâàòü òîëüêî äëÿ ìÿãêîãî ëàïëàñèàíà íà äâóìåðíîì

ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå (S. Nicaise, Î.Ì. Ïåíêèí).

Íàïîìíèì, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè óòâåðæäà-

åò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ u ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè, êðîìå ìíîæåñòâà òàê íàçû-

âàåìîé íóëåâîé ¼ìêîñòè, òî å¼ ìîæíî äîîïðåäåëèòü äî ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè

âî âñåé îáëàñòè. Íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå ïîíÿòèå ¼ìêîñòè åù¼ íå

îáñóæäàëîñü. Íî äëÿ óïîìÿíóòûõ âûøå öåëåé (ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà Ïåððîíà-

Ïóàíêàðå) îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì ñëåäóþùèé âàðèàíò ýòîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 4.1 (îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè) Ïóñòü Ω � n-ìåðíîå óñèëåííî

ïðî÷íîå ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî. Ïîëîæèì Σn−2 � îáúåäèíåíèå âñåõ

ñòðàòîâ ðàçìåðíîñòè k ≤ n − 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ u : Ω0 \ Σn−2 → R îãðàíè-
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÷åííàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ. Òîãäà å¼ ìîæíî äîîïðåäåëèòü íà âñ¼ Ω0 òàê, ÷òî îíà

áóäåò ãàðìîíè÷åñêîé íà âñ¼ì Ω0.

Ðàíåå ìû ïèñàëè, ÷òî ïðîñòðàíñòâî C2
σ,p(Ω0) ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì îãðàíè÷è-

òåëüíûì � â íåãî íå âõîäÿò ôóíêöèè, êîòîðûå èìåþò îñîáåííîñòè ãðàäèåíòà íà

ñòðàòàõ ðàçìåðíîñòè k ≤ n− 2. Ïðè ýòîì, ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, îïåðà-

òîð ∆p äëÿ òàêèõ ôóíêöèé îïðåäåë¼í êîððåêòíî, ò.ê. íà ñòðàòàõ ðàçìåðíîñòè

k ≤ n− 2 îí ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì íóëþ íà ëþáîé ôóíêöèè. Êðîìå òîãî, äëÿ ãàð-

ìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ îòíîñèòåëüíî C2
σ,p(Ω0), òåîðåìà îá óñòðà-

íèìîé îñîáåííîñòè îêàçûâàåòñÿ íåâåðíà. Ïîýòîìó ìû ââîäèì íîâîå ïðîñòðàí-

ñòâî C2∗
σ,p, êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò C

2
σ,p òåì, ÷òî äîïóñêàåò îñîáåííîñòè ãðàäèåíòà

íà ñòðàòàõ ðàçìåðíîñòè k ≤ n − 2. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîíÿòèå ãàðìîíè÷åñêîé

ôóíêöèè, ôèãóðèðóþùåå â òåîðåìå îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè, ðàññìàòðèâà-

åòñÿ îòíîñèòåëüíîãî íîâîãî êëàññà C2∗
σ,p.

Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå òåîðåìà îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè äîêàçûâàåòñÿ â

ðàìêàõ òåîðèè ïîòåíöèàëà. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ãàðìîíè÷å-

ñêîé ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ ïîòåíöèàëà. Â ñëó÷àå ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâ

òåîðèÿ ïîòåíöèàëà åù¼ íå ðàçâèòà, ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû èñ-

ïîëüçóþòñÿ ñîâåðøåííî äðóãèå ìåòîäû. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ãàðìîíè÷íîñòè,

íà ñòðàòàõ ðàçìåðíîñòè k ≤ n − 2 íåò íèêàêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñîîòíîøå-

íèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òîëüêî íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè. Ïîýòîìó ôàêòè÷åñêè îò

íàñ òðåáóåòñÿ òîëüêî ïðîäîëæèòü ôóíêöèþ u ïî íåïðåðûâíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå ìû ðàññìàòðèâàåì

ñôåðó äîïóñòèìîãî ðàäèóñà SR(X) ñ öåíòðîì â òî÷êå X ∈ σk, k ≤ n−2. Ìû ïî-

êàçûâàåì, ÷òî ñðåäíåå ïî ëþáîé ñôåðå SR(X) äîïóñòèìîãî ðàäèóñà ñóùåñòâóåò

è íå çàâèñèò îò R. Íà âòîðîì ýòàïå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî, ïîëîæèâ ôóíêöèþ

u â òî÷êå X ðàâíîé ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ïî íåêîòîðîé ñôåðå SR(X), ìû ïîëó-
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÷èì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ íà Ω0. Çäåñü êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò íåðàâåíñòâî

Õàðíàêà, äîêàçàííîå â ïðåäûäóùåé ãëàâå.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè âàæíóþ ðîëü èã-

ðàåò òàê íàçûâàåìàÿ âíóòðåííÿÿ îöåíêà ãðàäèåíòà. Ýòà îöåíêà ïðåäñòàâëÿåò

ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ è ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè äàëüíåéøåì èçó÷åíèè

ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 4.2 Ïóñòü Ω � n-ìåðíîå óñèëåííî ïðî÷íîå ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíî-

æåñòâî, à Σn−2 � îáúåäèíåíèå âñåõ ñòðàòîâ Ω0 ðàçìåðíîñòè k ≤ n − 2. È

ïóñòü ôóíêöèÿ u : Ω0 \ Σn−2 → R îãðàíè÷åííàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ. Òîãäà, åñëè

X ∈ Ω0 \ Σn−2, òî âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|∇u| ≤ C

ρ
,

ãäå

ρ = dist(X,Σn−2 ∪ ∂Ω).

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Î.Ì. Ïåíêèíó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïî-

ëåçíûå îáñóæäåíèÿ.
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1 Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ñòðàòèôèöèðî-

âàííûõ ìíîæåñòâ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâåä¼ì îñíîâíóþ òåðìèíîëîãèþ èç òåîðèè äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ. Ïîäðîáíóþ èíôîð-

ìàöèþ ïî ñòðàòèôèöèðîâàííûì ìíîæåñòâàì è äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

íà íèõ ìîæíî íàéòè â [9].

1.1 Ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî

Ðèñ. 2: Ïðèìåð ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà

Ïîä ñòðàòèôèöèðîâàííûì ìíîæåñòâîì áóäåì ïîíèìàòü òðîéêó (Ω,Σ,Ω0).

Çäåñü Ω ⊂ Rd � ñâÿçíîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ñ èíäóöèðîâàííîé èç Rd òî-

ïîëîãèåé è ìåòðèêîé. Äàëåå, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Ω ðàçáèòî íà êîíå÷íîå ÷èñëî

ìíîãîîáðàçèé ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè. Íàáîð ýòèõ ìíîãîîáðàçèé îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç Σ. Êàæäîå ìíîãîîáðàçèå èç Σ ìû áóäåì íàçûâàòü ñòðàòîì è îáîçíà÷àòü

σkj. Â îáîçíà÷åíèè ñòðàòà σkj k � åãî ðàçìåðíîñòü (k = 0, . . . , K), j � ïîðÿäêî-

âûé íîìåð (j = 1, . . . , J(k)). Ìû òàêæå äîïóñêàåì èñïîëüçîâàíèå σk äëÿ îáî-

çíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ñòðàòà ðàçìåðíîñòè k. Ìíîæåñòâî ∂σk = σ̄k \ σk ìû
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áóäåì íàçûâàòü ãðàíèöåé ñòðàòà. Òðåáîâàíèÿ íà ãëàäêîñòü ñòðàòîâ ìû ïðèâå-

ä¼ì ïîçæå.

Äëÿ ðàçáèåíèÿ Ω íà ñòðàòû ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëî-

âèé:

1. íèêàêèå äâà ñòðàòà íå ïåðåñåêàþòñÿ, σkj ∩ σmi = ∅ ïðè k ̸= m èëè j ̸= i;

2. ãðàíèöà êàæäîãî ñòðàòà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåêîòîðûõ äðóãèõ ñòðà-

òîâ èç Σ,

∂σkj =
∪

σmi∈Σ′⊂Σ

σmi.

Ñâîéñòâà (1) − (2) ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ïðàâèë âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñèì-

ïëåêñîâ â ñèìïëèöèàëüíîì êîìïëåêñå (ñì., íàïðèìåð, [13]).

Åñëè σk ⊂ ∂σm, òî áóäåì íàçûâàòü σk ãðàíüþ σm, ãîâîðèòü, ÷òî σm ïðèìû-

êàåò ê σk, è çàïèñûâàòü σk ≺ σm. Èç ñâîéñòâ 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ãðàíü

îäíîãî ñòðàòà è ëþáàÿ ãðàíü äðóãîãî ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò. Åñ-

ëè ñòðàò íå ÿâëÿåòñÿ íè÷üåé ãðàíüþ, òî òàêîé ñòðàò ìû íàçûâàåì ñâîáîäíûì.

Ëþáîé ñòðàò ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì. Ðàçìåðíîñòüþ

ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà áóäåì íàçûâàòü ìàêñèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü

åãî ñòðàòîâ. Çàìåòèì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà âîîá-

ùå ãîâîðÿ íå ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà Rd.

Äàëåå, òðåòèé ýëåìåíò òðîéêè (Ω,Σ,Ω0) � ýòî òàêîå ìíîæåñòâî Ω0 ⊂ Ω, ÷òî

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1. Ω0 ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà ñòðàòîâ èç Σ,

Ω0 =
∪

σmi∈Σ0⊂Σ

σmi;

2. Ω0 � îòêðûòîå, ñâÿçíîå â òîïîëîãèè Ω, è Ω̄0 = Ω.
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Ìíîæåñòâî Ω0 ìû áóäåì íàçûâàòü âíóòðåííîñòüþ ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíî-

æåñòâà. À ìíîæåñòâî ∂Ω = Ω\Ω0 � ãðàíèöåé ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà.

Ïðèâåä¼ì òåïåðü óñëîâèÿ íà ãëàäêîñòü ñòðàòîâ. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ

ïîíÿòèå �ïëîñêîãî� ìíîãîîáðàçèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.1 Ïóñòü Mk ⊂ Rd � ïðîèçâîëüíîå k-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå.

Áóäåì íàçûâàòü Mk ïëîñêèì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå

Lk ⊂ Rd ðàçìåðíîñòè k, ÷òî Mk ⊂ Lk.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êàæäûé âíóòðåííèé ñòðàò σk (ò.å. òàêîé, ÷òî σk ∈

Ω0) ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì. À êàæäûé ãðàíè÷íûé ñòðàò � ãëàäêèé. Íà ýòîì îïðåäå-

ëåíèå ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà îêîí÷åíî.

Çàìåòèì, ÷òî âûáîð ñòðàòèôèêàöèè ìíîæåñòâà Ω (ò.å. ðàçáèåíèå Ω íà ñòðà-

òû) è âûáîð âíóòðåííîñòè Ω0 ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ îïðåäåëåíèÿ ñòðàòèôèöèðîâàí-

íîãî ìíîæåñòâà. Âûáîð íîâîé ñòðàòèôèêàöèè è íîâîé âíóòðåííîñòè ïðè òîì

æå Ω çàäà¼ò íîâîå ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî.

Õîòÿ ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà ïðåäïîëà-

ãàåò çàäàíèå åãî â âèäå òðîéêè (Ω,Σ,Ω0), ìû ïîçâîëèì ñåáå èñïîëüçîâàòü â

êà÷åñòâå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà ñèìâîë Ω, åñëè åãî

ñòðàòèôèêàöèÿ è âíóòðåííîñòü áûëè çàäàíû ðàíåå è íå ìåíÿþòñÿ â õîäå ðàñ-

ñóæäåíèé.

1.2 Ñòðàòèôèöèðîâàííûé øàð

Ïóñòü X ∈ Ω � íåêîòîðàÿ òî÷êà. Ðàññìîòðèì øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå X ðàäèóñà

R.

Îïðåäåëåíèå 1.2 Áóäåì íàçûâàòü ðàäèóñ R äîïóñòèìûì, åñëè ñîîòâåò-
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ñòâóþùèé øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå x ïåðåñåêàåò òîëüêî òå ñòðàòû, ðàññòî-

ÿíèå äî êîòîðûõ îò òî÷êè X ðàâíî íóëþ.

Â ïðèìåðå íèæå øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå A ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì, à øàð ñ

öåíòðîì â òî÷êå B � íåò.

Ðèñ. 3: Ïðèìåð äîïóñòèìîé è íå äîïóñòèìîé ñôåð

Îïðåäåëåíèå 1.3 Ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî, îáðàçîâàííîå ïåðåñå-

÷åíèåì ñ øàðîì äîïóñòèìîãî ðàäèóñà, áóäåì íàçûâàòü ñòðàòèôèöèðîâàííûì

øàðîì äîïóñòèìîãî ðàäèóñà. Ïåðåñå÷åíèå ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà

ñî ñôåðîé äîïóñòèìîãî ðàäèóñà áóäåì íàçûâàòü ñòðàòèôèöèðîâàííîé ñôåðîé

äîïóñòèìîãî ðàäèóñà.

Ðàññìîòðèì âíóòðåííþþ òî÷êó X ∈ σk ⊂ Ω0. Ïóñòü B(X) � çàìêíóòûé

øàð â Rd äîïóñòèìîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå X, B0(X) � åãî âíóòðåí-

íîñòü, S(X) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñôåðà. Ïîëîæèì Ω′ = Ω ∩ B(X). Ìíîæåñòâî

Ω′ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñàìîñòîÿòåëüíîå ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî.

Åãî ñòðàòàìè áóäóò ïåðåñå÷åíèÿ B0(X) è S(X) ñî ñòðàòàìè ìíîæåñòâà Ω. Åãî

âíóòðåííîñòüþ áóäåò Ω′
0 = B0(X) ∩ Ω.

Èíîãäà íàì ïðèä¼òñÿ äîïîëíèòåëüíî âêëþ÷àòü â ãðàíèöó ∂Ω′ ñòðàò σ′
k, ãäå

σ′
k � ñòðàò, ñîäåðæàùèé òî÷êó X, öåíòð ñòðàòèôèöèðîâàííîãî øàðà. Â ýòîì
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Ðèñ. 4: Ïðèìåð ñòðàòèôèöèðîâàííîãî øàðà

ñëó÷àå âíóòðåííîñòü ñòðàòèôèöèðîâàííîãî øàðà Ω′
0 ìîæåò îêàçàòüñÿ íåñâÿç-

íîé. Òîãäà, ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ìû íå ìîæåì ðàññìàòðèâàòü Ω′ êàê

ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ðàçîáü¼ì Ω′
0 íà êîìïîíåí-

òû ñâÿçíîñòè Ωi
0. Çàìûêàíèå êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü

÷åðåç Ωi. Êàæäîå Ωi ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ñàìîñòîÿòåëüíîå ñòðàòèôè-

öèðîâàííîå ìíîæåñòâî. Åãî ãðàíèöåé áóäåò

∂Ωi = σ′
k ∪ Si,

ãäå Si � ó÷àñòîê ñòðàòèôèöèðîâàííîé ñôåðû S(X), ñîîòâåòñòâóþùèé êîìïî-

íåíòå ñâÿçíîñòè Ωi
0.

1.3 Âåêòîðíûå ïîëÿ è äèâåðãåíöèÿ

Ïóñòü F⃗ : Ω0 → Rd � âåêòîðíîå ïîëå.

Îïðåäåëåíèå 1.4 Áóäåì íàçûâàòü F⃗ êàñàòåëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ñòðàòà

σk è ëþáîé òî÷êè X ∈ σk âåêòîð F⃗ (X) ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê ñòðàòó σk

â òî÷êå X.

Ïóñòü X � òî÷êà k-ìåðíîãî ñòðàòà σk. Ïîñòðîèì ñòðàòèôèöèðîâàííûé øàð

äîïóñòèìîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå X. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü åãî êàê ñàìî-

23



ñòîÿòåëüíîå ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî, îáîçíà÷èì åãî ñòðàòû ÷åðåç σ′
mi.

Ðàññìîòðèì âñå (k + 1)-ìåðíûå ñòðàòû σ′
k+1i, êàæäûé òàêîé ñòðàò ÿâëÿåòñÿ

(k + 1)-ìåðíûì ïîëóøàðèåì.

Îïðåäåëåíèå 1.5 Âåêòîð íîðìàëè â òî÷êå X â íàïðàâëåíèè ñòðàòà σ′
k+1i

áóäåì íàçûâàòü ïðèìûêàþùèì íàïðàâëåíèåì â òî÷êå X è îáîçíà÷àòü ÷åðåç

νi. Íàáîð âñåõ νi â òî÷êå X áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç N(X).

Çàìåòèì, ÷òî íàáîð ñòðàòîâ σ′
k+1i ìîæåò íå ñîîòâåòñòâîâàòü îäíîçíà÷íî íà-

áîðó ñòðàòîâ σk+1j, ïðèìûêàþùèõ ê σk. Âîçìîæíà ñèòóàöèÿ (ñì. ðèñ. íèæå),

êîãäà ñòðàò σk+1j ïðèìûêàåò ê σk áîëåå îäíîãî ðàçà ñ ðàçíûõ ñòîðîí. Â ýòîì

ñëó÷àå îäíîìó ïðèìûêàþùåìó ñòðàòó σk+1j áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü íåñêîëüêî

ïðèìûêàþùèõ íàïðàâëåíèé νi.

Ðèñ. 5: Ïðèìåð ïðèìûêàþùèõ íàïðàâëåíèé

Ïóñòü νi � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ïðèìûêàþùåå íàïðàâëåíèå â òî÷êå

X ∈ σk. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê Xj, êîòîðûå ëåæàò íà ïðÿìîé

(X, νi) è ñõîäÿòñÿ ê X. Ò.ê. âñå ñòðàòû ïëîñêèå, òî âñå òî÷êè ïðÿìîé (X, νi)

â îêðåñòíîñòè X ïðèíàäëåæàò òîìó ñòðàòó σk+1, â ñòîðîíó êîòîðîãî ñìîòðèò

íàïðàâëåíèå νi. Çíà÷èò â òî÷êàõ Xj îïðåäåëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ

F⃗ (Xj). Åñëè äëÿ ïîëÿ F⃗ ñóùåñòâóåò ïðåäåë F⃗ (Xj) ïðè Xj → X, êîòîðûé íå
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çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê Xj íà ïðÿìîé (X, νi), òî çíà÷åíèå

ýòîãî ïðåäåëà îáîçíà÷èì ÷åðåç F⃗ |i(X).

Îïðåäåëèì òåïåðü ïîíÿòèå äèâåðãåíöèè êàñàòåëüíîãî ïîëÿ â òî÷êå X. Ïðè-

÷èíó, ïî êîòîðîé èìåííî òàê îïðåäåëÿåòñÿ äèâåðãåíöèÿ, ñì. â [9].

Îïðåäåëåíèå 1.6 Äëÿ ëþáîãî σk ⊂ Ω0 äèâåðãåíöèÿ div F⃗ âåêòîðíîãî ïîëÿ

F⃗ â òî÷êå X ∈ σk îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

div F⃗ (X) = divk F⃗ (X) +
∑

νi∈N(X)

F⃗ |i(X) · νi.

Çäåñü divk F⃗ îçíà÷àåò êëàññè÷åñêóþ k-ìåðíóþ äèâåðãåíöèþ ñóæåíèÿ ïîëÿ F⃗ íà

ñòðàò σk. Ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåì ïðèìûêàþùèì íàïðàâëåíèÿì νi. Åñëè

òî÷êà X ïðèíàäëåæèò ñâîáîäíîìó ñòðàòó, òî ìíîæåñòâî ïðèìûêàþùèõ íàïðàâ-

ëåíèé ïóñòî. Òîãäà ñóììà ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå äèâåðãåíöèÿ

ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêîé.

Êëàññ ïîëåé, äëÿ êîòîðûõ äèâåðãåíöèÿ ñóùåñòâóåò, îïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþ-

ùåì ïàðàãðàôå.

1.4 Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ u : Ω → R. Ïóñòü ñóæåíèå ôóíêöèè u íà êàæäûé âíóò-

ðåííèé ñòðàò σk ⊂ Ω0 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé.

Îïðåäåëåíèå 1.7 Ñòðàòèôèöèðîâàííûì ãðàäèåíòîì ôóíêöèè u íà ìíî-

æåñòâå Ω0 áóäåì íàçûâàòü òàêîå âåêòîðíîå ïîëå, êîòîðîå äëÿ ëþáîãî ñòðà-

òà σk ⊂ Ω0 â êàæäîé òî÷êå X ∈ σk îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåêòîð ãðàäèåíòà îò

ñóæåíèÿ ôóíêöèè u íà σk.

25



Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñòðàòèôèöèðîâàííûé ãðàäèåíò ÷åðåç ∇u. Èç îïðåäåëå-

íèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïîëå ∇u ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê ñòðàòèôèöèðîâàííîìó ìíî-

æåñòâó.

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà.

• Cσ(Ω0) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà Ω0, ñóæåíèå êîòîðûõ íà êàæäûé ñòðàò

σk ⊂ Ω0 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé.

• C⃗1
σ(Ω0) � ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà Ω0, ñóæåíèå êîòî-

ðûõ íà êàæäûé ñòðàò σk ⊂ Ω0 ÿâëÿåòñÿ ïîëåì êëàññà C1(σk)∩C(σ̄k∩Ω0).

• C1
σ(Ω0) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà Ω0, ñóæåíèå êîòîðûõ íà êàæäûé ñòðàò

σk ⊂ Ω0 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êëàññà C1(σk) ∩ C(σ̄k ∩ Ω0).

• C2
σ(Ω0) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé u íà Ω0 òàêèõ, ÷òî ∇u ∈ C⃗1

σ(Ω0).

• C(Ω) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà âñ¼ì Ω.

Çàìåòèì, ÷òî èç âñåõ ïðèâåä¼ííûõ ïðîñòðàíñòâ òîëüêî C(Ω) ãàðàíòèðóåò íåïðå-

ðûâíîñòü íà âñ¼ì Ω. Â îñíîâíîì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññ ôóíêöèé C(Ω)∩

C2
σ(Ω0).

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò, ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü F⃗ ∈ C⃗1
σ(Ω0) ÿâëÿ-

åòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ äèâåðãåíöèè div F⃗ â êàæäîé òî÷êå

Ω0.

1.5 Ìåðà è ïîòîê

Ïóñòü íà êàæäîì ñòðàòå σkj çàäàíà k-ìåðíàÿ ëåáåãîâà ìåðà µkj, èíäóöèðîâàí-

íàÿ èç îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà Rd. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî

G ⊂ Ω. Íàçîâ¼ì G èçìåðèìûì, åñëè åãî ïåðåñå÷åíèå ñ êàæäûì ñòðàòîì G∩σkj

èçìåðèìî ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ìåðå µkj. Ñóììó ìåð âñåõ ïåðåñå÷åíèé íàçîâ¼ì
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ìåðîé G è îáîçíà÷èì ÷åðåç µ(G)

µ(G) =
∑
kj

µkj(G ∩ σkj).

Ýòó ìåðó ìû áóäåì íàçûâàòü ñòðàòèôèöèðîâàííîé ìåðîé íà Ω.

×åðåç µk áóäåì îáîçíà÷àòü ìåðó íà Ω, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ µ íà k-ìåðíûõ

ñòðàòàõ è ðàâíà íóëþ íà âñåõ îñòàëüíûõ.

Ââåä¼ì ïîíÿòèå ïîòîêà âåêòîðíîãî ïîëÿ F⃗ ÷åðåç ãðàíèöó ∂Ω. Äëÿ ýòîãî â

êàæäîé òî÷êå X ∈ ∂Ω ñðåäè âñåõ ïðèìûêàþùèõ íàïðàâëåíèé (ñì. îïðåäåëåíèå

1.5) âûáåðåì òîëüêî òå, êîòîðûå ñìîòðÿò â ñòîðîíó ïðèìûêàþùèõ ñòðàòîâ èç

Ω0.

Îïðåäåëåíèå 1.8 Ñîâîêóïíîñòü âñåõ âíóòðåííèõ ïðèìûêàþùèõ íàïðàâëå-

íèé ìû áóäåì íàçûâàòü ïó÷êîì âíóòðåííèõ ïðèìûêàþùèõ íàïðàâëåíèé è

áóäåì îáîçíà÷àòü N0(X), à ñàìè ýòè íàïðàâëåíèÿ �÷åðåç ni.

Ðèñ. 6: Ïðèìåð âíóòðåííèõ ïðèìûêàþùèõ íàïðàâëåíèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå X ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïîëÿ F⃗ ñî ñòîðîíû ni.

Îáîçíà÷èì ýòîò ïðåäåë ÷åðåç F⃗ |i(X). Ïîëîæèì

Fn(X) =
∑

ni∈N0(X)

F⃗ |i(X) · ni.
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Ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåì âíóòðåííèì ïðèìûêàþùèì íàïðàâëåíèÿì ni.

Åñëè ìíîæåñòâî íàïðàâëåíèé ni ïóñòî, òî Fn ïîëàãàåì ðàâíûì íóëþ.

Îïðåäåëåíèå 1.9 Èíòåãðàë ∫
∂Ω

Fn dµ.

áóäåì íàçûâàòü ïîòîêîì âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî âíóòðåííåìó íàïðàâëåíèþ ÷åðåç

ãðàíèöó ∂Ω.

Èìååò ìåñòî àíàëîã òåîðåìû Ãàóññà î äèâåðãåíöèè (äîêàçàòåëüñòâî ñì. â

[9]).

Òåîðåìà 1.1 Äëÿ ïîëÿ F⃗ ∈ C⃗1
σ(Ω)∫

Ω0

div F⃗ dµ = −
∫
∂Ω

Fn dµ.

Ïóñòü B ⊂ Ω0 � ñòðàòèôèöèðîâàííûé øàð äîïóñòèìîãî ðàäèóñà, B0 � åãî

âíóòðåííîñòü, S � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðàòèôèöèðîâàííàÿ ñôåðà. Ñòðàòèôèöè-

ðîâàííàÿ ìåðà µ ïîðîæäàåò íà S ñòðàòèôèöèðîâàííóþ ìåðó ïëîùàäè, êîòîðóþ

ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç µs. Òåîðåìà î äèâåðãåíöèè äëÿ ñóæåíèÿ ïîëÿ F⃗ íà B òîãäà

ïðèìåò âèä ∫
B0

div F⃗ dµ = −
∫
S

Fn dµs.

1.6 Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

Ïóñòü u ∈ C2
σ(Ω0). È ïóñòü p ∈ C1

σ(Ω0) � ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà êàæäîì

ñâîáîäíîì ñòðàòå è íåîòðèöàòåëüíàÿ íà êàæäîì íåñâîáîäíîì. Òîãäà p∇u ∈

C⃗1
σ(Ω0). Îïðåäåëèì îïåðàòîð

∆pu = div(p∇u).
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Òàêîé îïåðàòîð ìû áóäåì íàçûâàòü ýëëèïòè÷åñêèì â äèâåðãåíòíîé ôîðìå.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ äèâåðãåíöèè, èìååì â òî÷êå X ∈ σk

∆pu(X) = divk(p∇u)(X) +
∑

νi∈N(X)

p|i(X)
∂u

∂νi
(X).

Çäåñü p|i(X) ïðåäåë ôóíêöèè p â òî÷êå x ñî ñòîðîíû νi. Ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ

ïî âñåì ïðèìûêàþùèì íàïðàâëåíèÿì.

Êàê âèäèì, ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ ñëà-

ãàåìûõ. Ïåðâîå ñëàãàåìîå ìû áóäåì íàçûâàòü êëàññè÷åñêîé ÷àñòüþ, ò.ê. îíî

ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ êëàññè÷åñêèé ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð. Âòîðîå ñëàãàåìîå

áóäåì íàçûâàòü íåêëàññè÷åñêîé ÷àñòüþ. Íà ñâîáîäíûõ ñòðàòàõ âòîðàÿ ÷àñòü

ôîðìàëüíî ðàâíà íóëþ, ò.ê. ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó ïðè-

ìûêàþùèõ íàïðàâëåíèé. Ïîýòîìó íà ñâîáîäíûõ ñòðàòàõ ñòðàòèôèöèðîâàííûé

ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì.

Ïîìèìî îïåðàòîðà â äèâåðãåíòíîé ôîðìå, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëëèïòè-

÷åñêèé îïåðàòîð â êîîðäèíàòíîé ôîðìå. Äëÿ ýòîãî íà êàæäîì ñòðàòå σk ââåä¼ì

k-ìåðíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (x1, . . . , xk). È ðàññìîòðèì

îïåðàòîð âèäà

Lu(X) = aqr(X)Dqru(X) + bq(x)Dqu(X) +
∑

νi∈N(X)

p|i(X)
∂u

∂νi
(X)

• Dqr è Dq � ñèìâîëû âçÿòèÿ ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèÿì xq è xr, ñóììè-

ðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ ýëåìåíòàì;

• aqr è bq ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Cσ(Ω0);

• ìàòðèöà aqr � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ;

• N(X) � íàáîð ïðèìûêàþùèõ íàïðàâëåíèé â òî÷êå X;

• p ∈ Cσ(Ω0) ïðîäîëæàåìà ïî íåïðåðûâíîñòè íà σ̄k ∩Ω0 äëÿ ëþáîãî ñòðàòà
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σk ⊂ Ω0; p|i(X) � ïðåäåë ôóíêöèè p â òî÷êå X ñî ñòîðîíû νi; p(X) ≥ p0 >

0;

• λ(X) ≥ λ0 > 0, Λ(X) < ∞, bq(X) < ∞ è p(X) < ∞, ãäå Λ(X) è λ(X) �

ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû aqr(X).

Îïåðàòîð L ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñòðîãî è ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà

äëÿ ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà. Ïåðâûå òðè óñëîâèÿ è ïîñëåäíåå � ýòî

ñòàíäàðòíûå óñëîâèÿ äëÿ ñòðîãî è ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà (ñì.,

íàïðèìåð, [12]).

Îïåðàòîð L ìû áóäåì íàçûâàòü ýëëèïòè÷åñêèì îïåðàòîðîì â êîîðäèíàòíîé

ôîðìå. Ñóììó

aqr(X)Dqru(X) + bq(x)Dqu(X)

áóäåì íàçûâàòü êëàññè÷åñêîé ÷àñòüþ îïåðàòîðà L.

1.7 Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî îïåðàòîð ∆p äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà p ≡ 1 íà ñâîáîäíûõ ñòðà-

òàõ è p ≡ 0 íà âñåõ îñòàëüíûõ. Òàêîé îïåðàòîð ìû áóäåì íàçûâàòü ìÿãêèì

ëàïëàñèàíîì. Êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ñâîáîäíûå ñòðàòû ìíî-

æåñòâà Ω èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü n. Â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ñëåäó-

þùåå ïðåäñòàâëåíèå. Íà âñåõ ñâîáîäíûõ ñòðàòàõ èìååì

∆pu = ∆u,

à íà ñòðàòàõ ðàçìåðíîñòè k = n− 1

∆pu =
∑
νi

∂u

∂νi
.
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Ýòî ïðÿìîå ñëåäñòâèå ðàçëîæåíèÿ îïåðàòîðà íà êëàññè÷åñêóþ è íåêëàññè÷å-

ñêóþ ÷àñòè. Íà âñåõ ñòðàòàõ ðàçìåðíîñòè k ≤ n− 2 îïåðàòîð ∆p âûðîæäàåòñÿ,

è íà ëþáîé ôóíêöèè u ∈ C2
σ(Ω0) ñòàíîâèòñÿ ðàâåí íóëþ.

Ââåä¼ì äëÿ óäîáñòâà åù¼ îäíî ïðîñòðàíñòâî

• C2
σ,p(Ω0) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé u íà Ω0 òàêèõ, ÷òî p∇u ∈ C⃗1

σ(Ω0).

Òîãäà ìÿãêèé ëàïëàñèàí îïðåäåë¼í äëÿ ëþáîé ôóíêöèè èç C2
σ,p(Ω0).

Åñëè u ∈ C(Ω0) ∩ C2
σ,p(Ω0) è

∆pu = 0,

òî ôóíêöèþ u áóäåì íàçûâàòü ãàðìîíè÷åñêîé íà Ω0.

Ïðè ðàáîòå ñ ìÿãêèì ëàïëàñèàíîì óäîáíî îãðàíè÷èòüñÿ ìåðàìè µn è µn−1

(ñì. îïðåäåëåíèå â �1.5). Òåîðåìà 1.1 î äèâåðãåíöèè äëÿ ìÿãêîãî ëàïëàñèàíà

ïðèìåò âèä

Òåîðåìà 1.2 Åñëè u ∈ C(Ω) ∩ C2
σ,p(Ω), òî∫

Ω0

∆pu dµ = −
∫
∂Ω

(p∇u)n dµ = −
∫
∂Ω

(∇u)n dµn−1.

Äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé èìååò ìåñòî òåîðåìà î ñðåäíåì (ñì. äîêàçà-

òåëüñòâî â [9]).

Òåîðåìà 1.3 Ïóñòü u � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà Ω0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

ñòðàòèôèöèðîâàííîãî øàðà B äîïóñòèìîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå X ∈

Ω0 è ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðàòèôèöèðîâàííîé ñôåðû S âûïîëíÿåòñÿ

u(X) =
1

µn−1
s (S(X))

∫
S(X)

u dµn−1
s =

1

µn(B(X))

∫
B(X)

u dµn.

Çäåñü µn−1
s � ñòðàòèôèöèðîâàííàÿ ìåðà ïëîùàäè íà ñôåðå S (ñì. îïðåäåëåíèå

â �1.5).
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2 Ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà

Â ýòîé ãëàâå áóäóò äîêàçàíû ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé äëÿ ýëëèïòè-

÷åñêîãî îïåðàòîðà íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå, ñèëüíûé ïðèíöèï ìàê-

ñèìóìà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå è

ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà íà ñòðàòèôèöè-

ðîâàííîì ìíîæåñòâå.

2.1 Ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé

Ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè äîêàçàòåëüñòâå

ñèëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Êðîìå òîãî, îíà ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé

èíòåðåñ.

Ïóñòü Ω � ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëëèïòè-

÷åñêèé îïåðàòîð ñëåäóþùåãî âèäà

Lu = aqrDqru+ bqDqu+
∑
νi

p|i
∂u

∂νi

(ñì. îïðåäåëåíèå â �1.6).

Îïðåäåëåíèå 2.1 Íàçîâ¼ì ãðàíè÷íûé ñòðàò σk ∈ ∂Ω èçîëèðîâàííûì, åñëè

ê íåìó íå ïðèìûêàþò íèêàêèå äðóãèå ãðàíè÷íûå ñòðàòû áîëüøåé ðàçìåðíî-

ñòè.

Ëåììà 2.1 (î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé) Ïóñòü Ω � ñòðàòèôèöèðîâàí-

íîå ìíîæåñòâî, à σk ∈ ∂Ω � ïëîñêèé èçîëèðîâàííûé ãðàíè÷íûé ñòðàò. Ïóñòü

ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò íà Ω0 íåðàâåíñòâó

Lu ≥ 0
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è äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà â íåêîòîðîé òî÷êå X0 ∈ σk. È ïóñòü òàêæå

âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî u(X) < u(X0) äëÿ âñåõ òî÷åê X ∈ Ω0.

Ïóñòü ν � îäíî èç ïðèìûêàþùèõ íàïðàâëåíèé â òî÷êå X0, è ñóùåñòâóåò

íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂u
∂ν â òî÷êå X0.

Òîãäà

∂u

∂ν

∣∣∣
X=X0

< 0.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì ñòðàòèôèöèðîâàííûé øàð äîïóñòèìîãî ðà-

äèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå X0. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü åãî êàê ñàìîñòîÿòåëüíîå

ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî è îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ω′. Ò.ê. óòâåðæäåíèå ëåììû

íîñèò ëîêàëüíûé õàðàêòåð, òî äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ìû áóäåì ïðîâîäèòü

íà ìíîæåñòâå Ω′.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ′
k ñòðàò â Ω

′, â êîòîðîì ëåæèò òî÷êà X0, è êîòîðûé îáðà-

çîâàí ïåðåñå÷åíèåì Ω′ ñ σk. Ïîëîæèì â êà÷åñòâå ãðàíèöû ìíîæåñòâà Ω′

∂Ω′ = S ∪ σ′
k.

Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî Ω′
0 = Ω′\∂Ω′ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåñâÿçíûì (ñì. ïîäðîá-

íåå â �1.2). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ω′
0 ñîñòîèò èç îäíîé

êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåéä¼ì ê òîé êîìïîíåíòå ñâÿç-

íîñòè Ωi
0, â ñòîðîíó êîòîðîé ñìîòðèò ïðèìûêàþùåå íàïðàâëåíèå ν. Îáîçíà÷èì

ñòðàò, â ñòîðîíó êîòîðîãî ñìîòðèò íàïðàâëåíèå ν, ÷åðåç σ′
k+1.

Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå áàðüåðíîé ôóíê-

öèè, ò.å. ôóíêöèè, èìåþùåé ïîëîæèòåëüíóþ íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ, è êî-

òîðàÿ ïðè ñëîæåíèè ñ ôóíêöèåé u ñîõðàíÿåò âñå óñëîâèÿ ëåììû è óñèëèâà-

åò äèôôåðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî äî ñòðîãîãî (è òîãäà íåïîëîæèòåëüíîñòü â

òî÷êå ìàêñèìóìà ãðàíè÷íîé ïðîèçâîäíîé îò ñóììû íåìåäëåííî âëå÷¼ò îòðèöà-

òåëüíîñòü ãðàíè÷íîé ïðîèçâîäíîé îò u). Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü å¼ ÷åðåç ϕ.
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Îïèñàíèå ïðîöåññà ïîñòðîåíèÿ áàðüåðíîé ôóíêöèè ϕ ìû íà÷í¼ì ñî âñïîìî-

ãàòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.2 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîìó

ìíîãîîáðàçèþ, åñëè îí ïåðïåíäèêóëÿðåí åãî êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó.

Óòâåðæäåíèå 2.1 Ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð b⃗ ∈ Rd, êîòîðûé ïåðïåíäèêó-

ëÿðåí ñòðàòó σ′
k, îáðàçóåò îñòðûé óãîë ñ íàïðàâëåíèåì ν, à åãî ïðîåêöèÿ íà

âñå ñòðàòû èç Ω′
0 íåíóëåâàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîëîæèì Nk è Nmj � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà âåêòîðîâ

èç Rd, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ê σ′
k è σ′

mj ñîîòâåòñòâåííî, ãäå σ′
mj � ïðîèçâîëüíûé

ñòðàò èç Ω′
0. Òîãäà Nk èìååò ðàçìåðíîñòü (d − k), à Nmj � (d − m). Ò.ê. Ω′ �

ñòðàòèôèöèðîâàííûé øàð äîïóñòèìîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå X0 ∈ σ′
k,

è ñòðàò σ′
k ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì, òî âñå ñòðàòû σ′

mj ⊂ Ω′
0 èìåþò ðàçìåðíîñòü

áîëüøå k. Òîãäà d− k > d−m, ñëåäîâàòåëüíî ìíîæåñòâî

Nk \
(∪

mj

Nmj

)
íåïóñòî è, áîëåå òîãî, ïëîòíî â Nk. Ïîýòîìó äëÿ âåêòîðà ν, êîòîðûé ïî óñëîâèþ

ëåììû ïðèíàäëåæèò Nk, ìîæíî âûáðàòü òàêîé âåêòîð

b⃗ ∈ Nk \
(∪

mj

Nmj

)
,

êîòîðûé áóäåò îáðàçîâûâàòü ñ ν îñòðûé óãîë. Ò.ê. b⃗ ̸∈
∪

mj Nmj, òî åãî ïðîåêöèÿ

íà âñå ñòðàòû èç Ω′
0 áóäåò íåíóëåâàÿ. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. ■

Ïîñòðîèì òåïåðü âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ h : Rd → R ñëåäóþùåãî âèäà

h(X) = ⟨⃗b,X −X0⟩,
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ãäå X0 � öåíòð øàðà Ω′, X � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà Rd, X−X0 � âåêòîð, ñîåäèíÿ-

þùèé òî÷êè X0 è X è íàïðàâëåííûé â ñòîðîíó X, b⃗ � âåêòîð, ôèãóðèðóþùèé

â óòâåðæäåíèè 2.1, ⟨·, ·⟩ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rd.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèè h. Ýòî áóäåò àôôèííàÿ ôóíêöèÿ. Å¼

çíà÷åíèå â òî÷êå X0 ðàâíî íóëþ. Å¼ ãðàäèåíò âî âñåõ òî÷êàõ ðàâåí b⃗. Å¼ çíà÷å-

íèå â êàæäîé òî÷êå X ∈ σ′
k ðàâíî íóëþ, ò.ê. h(X0) = 0 è b⃗ ⊥ σ′

k. Ïðîèçâîäíàÿ

h ïî íàïðàâëåíèþ ν â òî÷êå X0 áîëüøå íóëÿ, ò.ê., ïî ïîñòðîåíèþ, ⟨⃗b, ν⟩ > 0.

Ñóæåíèå ôóíêöèè h íà ëþáîé ñòðàò σ′
mj ⊂ Ω′

0 ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé ôóíêöèåé,

ò.ê. êàæäûé ñòðàò σ′
mj ⊂ Ω′

0 ïëîñêèé. Ãðàäèåíò ôóíêöèè, ïîëó÷åííîé â ðåçóëü-

òàòå ñóæåíèÿ h íà σ′
mj, ïîñòîÿíåí íà êàæäîì σ′

mj (ò.ê. ðàâåí ïðîåêöèè âåêòîðà

b⃗ íà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî σ′
mj) è îòëè÷åí îò íóëÿ (ïî ïîñòðîåíèþ b⃗). Ñëå-

äîâàòåëüíî ìîäóëü ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ãðàäèåíòà ôóíêöèè h êàê ôóíêöèè

íà Ω′
0 îòäåë¼í îò íóëÿ

|∇h| > δ > 0.

Ïîëîæèì òåïåðü äëÿ ëþáîãî X ∈ Ω′

ϕ(X) = eαh(X) − 1− ε1|X −X0|2,

ãäå α è ε1 � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, êîòîðûå áóäóò çàäàíû ïîçæå.

Ò.ê. ϕ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà â Rd, òî ϕ ∈ C2
σ(Ω

′
0) ∩ C(Ω′).

Óòâåðæäåíèå 2.2 Äëÿ ôóíêöèè ϕ âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà:

1. ϕ(X0) = 0.

2. ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(σ′
k), ÷òî âî âñåõ òî÷êàõ U(σ′

k)∩ ∂Ω′

âûïîëíÿåòñÿ ϕ ≤ 0.

3. Lϕ ≥ C > 0 íà Ω′
0.
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4. ∂ϕ
∂ν

∣∣∣
X=X0

> 0.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ò.ê. h(X0) = 0, òî ϕ(X0) = 0 (ñâîéñòâî 1).

Ïðîâåðèì ñâîéñòâî 3. Ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà L ê ôóíêöèè eαh

ðàâåí

(Leαh)(X) =

= eαh(X)
(
α2aqr(X)Dqh(X)Drh(X) + αbq(X)Dqh(X) + α

∑
νi

p|i(X)
∂h

∂ν
(X)

)
≥

≥ eαh(X)
(
α2λ(X)|∇h|2 + αbq(X)Dqh(X) + α

∑
νi

p|i(X)
∂h

∂ν
(X)

)
Ò.ê. ôóíêöèÿ h îãðàíè÷åííàÿ, òî âåëè÷èíà eαh(X) îòäåëåíà îò íóëÿ. Ò.ê.

|∇h|2 è λ(X) áîëüøå íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû (|∇h|2 � ïî ïîñòðî-

åíèþ, λ(X) � ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà L), à âåëè÷èíû

bq(X)Dqh(X) è p|i(X)
∂h

∂ν
(X)

îãðàíè÷åííû, òî, âûáèðàÿ α äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

L(eαh − 1)(X) ≥ C1 > 0.

Ïîëîæèì g(X) = |X −X0|2. Ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà L ê ôóíêöèè

g ðàâåí

∣∣∣Lg(X)
∣∣∣ = ∣∣∣aqr(X)Dqrg(X) + bq(X)Dqg(X) +

∑
νi

p|i(X)
∂g

∂ν
(X)

∣∣∣ ≤
≤ C2

(
Λ(X) + |bq(X)|+

∑
νi

p|i(X)
)
≤ C3.

Âûáèðàÿ òåïåðü ε1 äîñòàòî÷íî ìàëûì, ïîëó÷èì

Lϕ(X) ≥ C1 − ε1C3 > C > 0.
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(ñâîéñòâî 3).

Ïðîâåðèì ñâîéñòâî 2. Â ñëó÷àå, êîãäà σ′
k èìååò ðàçìåðíîñòü íîëü (ò.å. σ′

k

ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè X0), ñôåðà S íàõîäèòñÿ îò íåãî íà íåíóëåâîì ðàññòîÿ-

íèè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(σ′
k), ÷òî å¼ ïåðåñå÷åíèå ñ

S ïóñòî. È ò.ê.

∂Ω′ = σ′
k ∪ S,

òî

U(σ′
k) ∩ ∂Ω′ = U(σ′

k) ∩ σ′
k = X0,

â êîòîðîé ϕ(X0) = 0.

Ïóñòü k > 0. Èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

U(σ′
k) ∩ ∂Ω′ =

(
U(σ′

k) ∩ σ′
k

)
∪
(
U(σ′

k) ∩ S
)
= σ′

k ∪
(
U(σ′

k) ∩ S
)
.

Â òî÷êàõ ñòðàòà σk âûïîëíÿåòñÿ eαh− 1 = 0 (ò.ê., ïî ïîñòðîåíèþ, h = 0 âî âñåõ

òî÷êàõ σk). Ïîýòîìó ïðè X ∈ σ′
k âûïîëíÿåòñÿ ϕ(X) ≤ 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî U(σ′
k) ∩ S. Îáîçíà÷èì ðàäèóñ S ÷åðåç R. Âî

âñåõ òî÷êàõ ñôåðû S

−ε1|X −X0|2 = −ε1R
2 < 0.

Ïîýòîìó ïðè X ∈ σk ∩ S

ϕ(X) ≤ −ε1R
2 < 0.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ϕ, íàéä¼òñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü U1(σk ∩ S) ìíî-

æåñòâà σk ∩ S, â êîòîðîé ϕ ≤ 0. Ò.ê. σ′
k ⊂ σk, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü

U(σ′
k) ìíîæåñòâà σ′

k, ÷òî

U(σ′
k) ∩ S ⊂ U1(σk ∩ S).

Ïîýòîìó ïîëó÷àåì ïðè X ∈ U(σ′
k) ∩ S íåðàâåíñòâî ϕ(X) ≤ 0. Ñâîéñòâî 2 äîêà-
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çàíî.

È íàêîíåö, ò.ê. ïðîèçâîäíàÿ h ïî íàïðàâëåíèþ ν â òî÷êå X0 áîëüøå íóëÿ, à

ïðîèçâîäíàÿ |X−X0|2 ïî íàïðàâëåíèþ ν â òî÷êåX0 ðàâíà íóëþ, òî ïðîèçâîäíàÿ

ϕ ïî íàïðàâëåíèþ ν â òî÷êå X0 áóäåò áîëüøå íóëÿ (ñâîéñòâî 4). Óòâåðæäåíèå

äîêàçàíî. ■

Èòàê, ìû ïîñòðîèëè áàðüåðíóþ ôóíêöèþ ϕ ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. Ïîëî-

æèì ũ = u+ εϕ.

Óòâåðæäåíèå 2.3 Ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê X ∈ Ω′

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ũ(X) ≤ ũ(X0).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàçîáü¼ì ãðàíèöó ∂Ω′ íà äâà ïîäìíîæåñòâà. Ïåðâîå �

σ′
k ∪ (U(σ′

k) ∩ S),

ãäå U(σ′
k) � îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà σ

′
k, ôèãóðèðóþùàÿ â ïóíêòå 2 óòâåðæäåíèÿ

2.2. Âòîðîå � îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ãðàíèöû.

Íà ïåðâîì ìíîæåñòâå, ñîãëàñíî ïóíêòó 2 óòâåðæäåíèÿ 2.2, ϕ ≤ 0. Ïîýòîìó

ũ(X) ≤ u(X0). Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ãðàíèöû ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì è,

ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà Ω′, ëåæèò â Ω0, íà êîòîðîì u(X) < u(X0). Ïîýòîìó íà

ýòîé ÷àñòè ãðàíèöû èìååò ìåñòî îöåíêà u(X) < u(X0)−δ. Ò.ê. ϕ îãðàíè÷åííàÿ,

òî ïðè íåêîòîðîì ε > 0 áóäåò εϕ < δ. Ñëåäîâàòåëüíî ũ(X) < u(X0).

Èòàê, èìååì ïðè X ∈ ∂Ω′ íåðàâåíñòâî ũ(X) ≤ u(X0). Ò.ê. ϕ(X0) = 0, òî

ũ(X) ≤ ũ(X0). Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ũ íà Ω′
0 íå ïðåâîñõîäÿò

çíà÷åíèé íà ∂Ω′.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü

sup
Ω′

0

ũ > sup
∂Ω′

ũ.
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Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ũ, íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà X ∈ Ω′
0, êîòîðàÿ áóäåò òî÷êîé

íåòðèâèàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè ũ. Â ýòîé òî÷êå

Lũ(X) = aqr(X)Dqrũ(X) + bq(X)Dqũ(X) +
∑
νi

p|i(X)
∂ũ

∂νi
(X) > 0.

Â òî÷êå X ∈ Ω′
0 ïðåäïîëàãàåìîãî ìàêñèìóìà âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ũ ïî

íàïðàâëåíèÿì νi áóäóò íåïîëîæèòåëüíûå. Çíà÷èò â òî÷êå X âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî

aqr(X)Dqrũ(X) + bq(X)Dqũ(X) > 0.

Â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ñòîèò êëàññè÷åñêèé ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð íà

ñòðàòå σ′
k. Ò.ê. âñå êîýôôèöèåíòû è âñå ïðîèçâîäíûå, ôèãóðèðóþùèå â ýòîì

íåðàâåíñòâå, íåïðåðûâíû â ïðåäåëàõ ñòðàòà, òî ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè X ñòðàòà σ′
k. ×òî ïðîòèâîðå÷èò íàëè÷èþ â òî÷êå

X ìàêñèìóìà, â ñèëó êëàññè÷åñêîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî

îïåðàòîðà.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè ïðè ëþáîì X ∈ Ω′ íåðàâåíñòâî ũ(X) ≤ ũ(X0). Óòâåð-

æäåíèå äîêàçàíî. ■

Ò.ê. X0 � òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè ũ, è ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ũ ïî íàïðàâ-

ëåíèþ ν â òî÷êå X0 ñóùåñòâóåò, òî îíà íåïîëîæèòåëüíà. À ò.ê. ïðîèçâîäíàÿ ϕ

ïî íàïðàâëåíèþ ν â òî÷êå X0 ñòðîãî áîëüøå íóëÿ, òî

∂u

∂ν

∣∣∣
X=X0

=
∂ũ

∂ν

∣∣∣
X=X0

− ε
∂ϕ

∂ν

∣∣∣
X=X0

< 0.

Ëåììà äîêàçàíà. ■
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2.2 Ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî îïå-

ðàòîðà

Îïðåäåëåíèå 2.3 Íàçîâ¼ì X ∈ Ω0 òî÷êîé ëîêàëüíîãî íåòðèâèàëüíîãî ìàê-

ñèìóìà ôóíêöèè u, åñëè X � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè u, è äëÿ

ëþáîé îêðåñòíîñòè U(X) òî÷êè X ôóíêöèÿ u íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé íà

ìíîæåñòâå U(X) ∩ Ω0.

Òåîðåìà 2.1 (ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà) Ïóñòü Ω � ñòðàòèôèöèðî-

âàííîå ìíîæåñòâî, è L � ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð íà Ω0. Ïóñòü u ∈ C(Ω) ∩

C2
σ(Ω0) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Lu ≥ 0.

Òîãäà ó ôóíêöèè u íà Ω0 íå ìîæåò áûòü òî÷åê ëîêàëüíîãî íåòðèâèàëüíîãî

ìàêñèìóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü íà Ω0 èìåþòñÿ òî÷êè

ëîêàëüíîãî íåòðèâèàëüíîãî ìàêñèìóìà. Âûáåðåì òàêóþ èç íèõ (îáîçíà÷èì å¼

X0), êîòîðàÿ ëåæèò íà ñòðàòå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ðàçìåðíîñòè σk.

Èç êëàññè÷åñêîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñëåäóåò, ÷òî σk íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîä-

íûì ñòðàòîì, ò.ê. íà âñåõ ñâîáîäíûõ ñòðàòàõ îïåðàòîð L ñîâïàäàåò ñ êëàññè-

÷åñêèì. Ïîýòîìó ê σk ïðèìûêàþò ñòðàòû σmj ðàçìåðíîñòè m > k. Ò.ê. X0 �

òî÷êà íåòðèâèàëüíîãî ìàêñèìóìà íà ñòðàòå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ðàçìåðíî-

ñòè k, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè X ∈ σmj ïðè m > k ëèáî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

u(X) < u(X0) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè X0, ëèáî X � òî÷êà òðèâèàëüíîãî

ìàêñèìóìà.

Ïîñòðîèì ñòðàòèôèöèðîâàííûé øàð äîïóñòèìîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå

X0. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü åãî êàê ñàìîñòîÿòåëüíîå ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæå-
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ñòâî è îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ω′. Ó íåãî åñòü åñòåñòâåííàÿ ãðàíèöà � ñòðàòèôèöèðî-

âàííàÿ ñôåðà, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç S. Ïîìèìî íå¼, âêëþ÷èì â ãðàíèöó

∂Ω′ ñòðàò σ′
k

∂Ω′ = S ∪ σ′
k,

ãäå σ′
k � ñòðàò â Ω′, â êîòîðîì ëåæèò òî÷êà X0, è êîòîðûé îáðàçîâàí ïåðåñå÷å-

íèåì Ω′ ñ σk. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî Ω′
0 = Ω′ \ ∂Ω′ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåñâÿçíûì

(ñì. ïîäðîáíåå â �1.2).

Ðàññìîòðèì ïî îòäåëüíîñòè âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Ωi
0 ìíîæåñòâà Ω′

0.

Óòâåðæäåíèå 2.4 Äëÿ ëþáîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Ωi
0 èìååò ìåñòî ñëå-

äóþùàÿ àëüòåðíàòèâà. Ëèáî ôóíêöèÿ u ðàâíà êîíñòàíòå íà âñ¼ì Ωi
0, ëèáî

äëÿ ëþáîé òî÷êè X ∈ Ωi
0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî u(X) < u(X0).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ìàêñèìóìà ôóíêöèè

u íà Ωi
0. Ñîãëàñíî âûáîðó òî÷êè X0, ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê ìàêñèìóìà ëè-

áî ïóñòî, ëèáî ñîñòîèò èç òî÷åê òðèâèàëüíîãî ìàêñèìóìà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ìíîæåñòâî òî÷åê òðèâèàëüíîãî ìàêñèìóìà îòêðûòî â Ωi
0, ò.ê. êàæäûé òðèâè-

àëüíûé ìàêñèìóì ñîäåðæèòñÿ â í¼ì âìåñòå ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ òàêèõ æå

òðèâèàëüíûõ ìàêñèìóìîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî òî÷åê ìàêñèìóìà çà-

ìêíóòî â Ωi
0, ò.ê. ôóíêöèÿ u íåïðåðûâíà. È ò.ê. Ωi

0 ñâÿçíî, òî ìíîæåñòâî òî÷åê

ìàêñèìóìà íà Ωi
0 ëèáî ñîâïàäàåò ñî âñåì Ωi

0, ëèáî ïóñòî.

Åñëè ìíîæåñòâî òî÷åê ìàêñèìóìà íà Ωi
0 ñîâïàäàåò ñî âñåì Ωi

0, òî ôóíêöèÿ

u ÿâëÿåòñÿ íà Ωi
0 êîíñòàíòîé. Åñëè ìíîæåñòâî òî÷åê ìàêñèìóìà íà Ωi

0 ïóñòî,

òî, ïî ïîñòðîåíèþ, äëÿ ëþáîé òî÷êè X ∈ Ωi
0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî u(X) <

u(X0). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. ■

Åñëè ôóíêöèÿ u ðàâíà êîíñòàíòå íà Ωi
0, òî ïî âñåì ïðèìûêàþùèì íàïðàâ-

ëåíèÿì â ïðåäåëàõ Ωi
0 íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ. Åñëè ôóíêöèÿ u
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íå ðàâíà êîíñòàíòå, òî âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ ëåììû î íîðìàëüíîé ïðîèç-

âîäíîé. Ñëåäîâàòåëüíî ïî ëþáîìó ïðèìûêàþùåìó íàïðàâëåíèþ â ïðåäåëàõ Ωi
0

íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìåíüøå íóëÿ.

Ò.ê. X0 � òî÷êà íåòðèâèàëüíîãî ìàêñèìóìà, òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà

êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè, íà êîòîðîé u íå ðàâíà êîíñòàíòå. Ò.ê. ôóíêöèÿ p, ôè-

ãóðèðóþùàÿ â îïðåäåëåíèè îïåðàòîðà L, ïðåäïîëàãàëàñü áîëüøå íåêîòîðîãî

ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà, òî

∑
νi

p|i(X0)
∂u

∂νi
(X0) < 0.

Çíà÷èò êëàññè÷åñêàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà L áîëüøå íóëÿ

aqr(X0)Dqru(X0) + bq(X0)Dqu(X0) > 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò êëàññè÷åñêîìó ïðèíöèïó ìàêñèìóìà, ïðèìåí¼ííîìó ê ñóæå-

íèþ ôóíêöèè u íà σk. Òåîðåìà äîêàçàíà. ■

2.3 Çàìå÷àíèÿ

Çàìå÷àíèå 2.1 Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, íà ñòðàòèôèöèðîâàí-

íîì ìíîæåñòâå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà

Lu ≥ 0

íå áóäó÷è êîíñòàíòîé íà Ω âîîáùå ãîâîðÿ ìîæåò èìåòü òðèâèàëüíûå ëî-

êàëüíûå ìàêñèìóìû.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð. Ðàññìîòðèì â R3 ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî Ω êàê

íà ðèñóíêå íèæå.

Çäåñü ñòðàòû σ21 è σ23 ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé îñè x3, à
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Ðèñ. 7: Ïðèìåð

ñòðàò σ22 ëåæèò â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè x1Ox2.

Ïóñòü L � ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð, êîòîðûé ïðè X ∈ σk èìååò âèä

Lu(X) = ∆ku(X) +
∑
νi

∂u

∂νi
(X),

ãäå ∆k � êëàññè÷åñêèé ëàïëàñèàí ðàçìåðíîñòè k íà ñòðàòå σk. Ïîëîæèì u(X) =

x3. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó Lu = 0. Ïðè ýòîì

íà ñòðàòå σ22 ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, ò.å. ñîñòîèò èç ëîêàëüíûõ òðè-

âèàëüíûõ ìàêñèìóìîâ.

Çàìå÷àíèå 2.2 Åñëè ôîðìóëèðîâàòü ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ãëî-

áàëüíûõ ìàêñèìóìîâ, òî îò òðåáîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîñòè ìîæíî èçáàâèòü-

ñÿ.

Òåîðåìà 2.2 Ïóñòü u ∈ C(Ω) ∩ C2
σ(Ω0) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Lu ≥ 0.

Òîãäà ôóíêöèÿ u ìîæåò èìåòü íà Ω0 ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì â òîì è òîëüêî

â òîì ñëó÷àå, åñëè u ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé íà âñ¼ì Ω0.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì íà Ω0 ìíîæåñòâî òðèâèàëüíûõ ìàêñèìóìîâ.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî îòêðûòî, ò.ê. êàæäûé òðèâèàëüíûé ìàêñèìóì ñî-

äåðæèòñÿ â Ω0 ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ òðèâèàëüíûõ ìàêñèìóìîâ. Äàëåå, ò.ê.

u íåïðåðûâíà íà Ω0, òî ìíîæåñòâî âñåõ ãëîáàëüíûõ ìàêñèìóìîâ u çàìêíóòî îò-

íîñèòåëüíî Ω0. À ò.ê. ïî äîêàçàííîé òåîðåìå ìíîæåñòâî ìàêñèìóìîâ ñîâïàäàåò

ñ ìíîæåñòâîì òðèâèàëüíûõ ìàêñèìóìîâ, òî ïîñëåäíåå òîæå çàìêíóòî.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî òðèâèàëüíûõ ìàêñèìóìîâ îäíîâðåìåííî è îò-

êðûòî, è çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî Ω0. Ò.ê. Ω0 ñâÿçíî, òî ìíîæåñòâî òî÷åê ìàê-

ñèìóìà ëèáî ïóñòî, ëèáî ñîâïàäàåò ñî âñåì Ω0. ■

Çàìå÷àíèå 2.3 Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèíöèï ìàêñèìó-

ìà äëÿ îïåðàòîðà âèäà L− q, ãäå q ∈ Cσ(Ω0).

Òåîðåìà 2.3 Ïóñòü q ∈ Cσ(Ω0) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, è

u ∈ C2
σ(Ω0) ∩ C(Ω0)

� ðåøåíèå íåðàâåíñòâà Lu − qu ≥ 0. Òîãäà u íå ìîæåò èìåòü â Ω0 òî÷åê

ïîëîæèòåëüíîãî ëîêàëüíîãî íåòðèâèàëüíîãî ìàêñèìóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî: Â ñàìîì äåëå, ïóñòü òàêîé ìàêñèìóì ñóùåñòâóåò. Òîãäà â

åãî îêðåñòíîñòè ôóíêöèÿ u ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà. Ïåðåíîñÿ qu â ïðàâóþ ÷àñòü,

ïîëó÷èì

Lu ≥ qu ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, âíóòðåííåãî íåòðèâèàëüíîãî ìàêñèìóìà áûòü íå ìîæåò. ■
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2.4 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà

2.4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü Ω � ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî. Ðàññìîòðèì äåêàðòîâî ïðîèçâåäå-

íèå Ω × [0, T ]. Ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî áóäåì íàçûâàòü ñòðàòèôèöèðîâàííûì

öèëèíäðîì. Ìíîæåñòâî Ω0 × (0, T ) áóäåì íàçûâàòü âíóòðåííîñòüþ öèëèíäðà.

Ìíîæåñòâà Ω0 × {0} è Ω0 × {T} áóäåì íàçûâàòü íèæíåé è âåðõíåé êðûøêîé

öèëèíäðà, ìíîæåñòâî ∂Ω × [0, T ] - áîêîâîé ãðàíèöåé. Áóäåì íàçûâàòü ïàðàáî-

ëè÷åñêîé ãðàíèöåé öèëèíäðà îáúåäèíåíèå áîêîâîé ãðàíèöû è íèæíåé êðûøêè.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì t ∈ [0, T ] ñå÷åíèå öèëèíäðà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ êîïèþ

ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà Ω, ñäâèíóòîå íà âåëè÷èíó t. Òàêîå ñå÷åíèå ìû

áóäåì îáîçíà÷àòü Ωt. Åñëè u ∈ C2
σ(Ω

t
0), òî äëÿ ñóæåíèÿ u íà Ω

t
0 îïðåäåë¼í ýëëèï-

òè÷åñêèé îïåðàòîð L. Îí ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé � êëàññè÷åñêîé è íåêëàññè÷å-

ñêîé ÷àñòè. Êàæäóþ íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ, ôèãóðèðóþùóþ â îïðåäåëåíèè

îïåðàòîðà L, ìû áóäåì íàçûâàòü íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé â ïðåäåëàõ ñå÷åíèÿ.

Сечение

Боковая граница

Ðèñ. 8: Ïðèìåð ñòðàòèôèöèðîâàííîãî öèëèíäðà

Ðàññìîòðèì â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå X ∈ Ωt åäèíè÷íûé âåêòîð, ïåðïåíäèêó-

ëÿðíûé ñå÷åíèþ Ωt è ñìîòðÿùèé â ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ t. Ïðîèçâîäíóþ ôóíê-
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öèè u ïî íàïðàâëåíèþ ýòîãî âåêòîðà áóäåì îáîçíà÷àòü

∂u

∂t
.

Ïîòðåáóåì îò ôóíêöèè u âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ. Äëÿ êàæäîãî

ñå÷åíèÿ Ωt
0 ñóæåíèå ôóíêöèè u ïðèíàäëåæèò C2

σ(Ω
t
0) è â êàæäîé òî÷êå x ∈

Ω0×(0, T ] ôóíêöèÿ u èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî t. Òàêîé êëàññ ôóíê-

öèé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç C2
σ,t(Ω0× (0, T ]) Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé u îïðåäåëèì îïå-

ðàòîð

Tu = Lu− ∂u

∂t
.

Îïåðàòîð T ìû áóäåì íàçûâàòü ïàðàáîëè÷åñêèì.

Îïðåäåëåíèå 2.4 Íàçîâ¼ì X ∈ Ω0 × (0, T ] òî÷êîé ëîêàëüíîãî íåòðèâèàëü-

íîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè u, åñëè X � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè

u, è äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U(X) òî÷êè X ôóíêöèÿ u íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàí-

òîé íà ìíîæåñòâå U(X) ∩ (Ω0 × (0, T ]).

Òåîðåìà 2.4 (ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà) Ïóñòü

u ∈ C(Ω× [0, T ]) ∩ C2
σ,t(Ω0 × (0, T ]).

È ïóñòü äëÿ íå¼ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Tu ≥ 0. Òîãäà ôóíêöèÿ u íå ìî-

æåò èìåòü âíóòðè öèëèíäðà è íà âåðõíåé êðûøêå ëîêàëüíîãî íåòðèâèàëü-

íîãî ìàêñèìóìà.

2.4.2 Ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà íàì ïîíàäîáèòñÿ ëåììà î íîðìàëüíîé

ïðîèçâîäíîé äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà.
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Ëåììà 2.2 Ïóñòü Ω× (0, T ] � ñòðàòèôèöèðîâàííûé öèëèíäð. Ïóñòü

u ∈ C(Ω× [0, T ]) ∩ C2
σ,t(Ω0 × (0, T ])

óäîâëåòâîðÿåò íà Ω0 × (0, T ] íåðàâåíñòâó Tu ≥ 0 è äîñòèãàåò ñâîåãî ìàê-

ñèìóìà â íåêîòîðîé òî÷êå X0, ëåæàùåé íà áîêîâîé ãðàíèöå öèëèíäðà. È

ïóñòü òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî u(X) < u(X0) äëÿ âñåõ òî÷åê

X ∈ Ω0 × (0, T ].

Ïóñòü Ωt � ñå÷åíèå, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò òî÷êà X0, ν � îäíî èç ïðè-

ìûêàþùèõ íàïðàâëåíèé â òî÷êå X0 â ïðåäåëàõ ýòîãî ñå÷åíèÿ Ωt, à ãðàíè÷íûé

ñòðàò ñå÷åíèÿ, ñîäåðæàùèé òî÷êó X0, èçîëèðîâàííûé è ïëîñêèé. Òîãäà, åñëè

ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ∂u
∂ν , òî îíà ìåíüøå íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî:Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ýëëèïòè÷åñêîìó ñëó÷àþ. Ðàñ-

ñìîòðèì ñå÷åíèå Ωt. Ðàññìîòðèì â Ωt øàð äîïóñòèìîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â

òî÷êå X0. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Ω′ è áóäåì ñ÷èòàòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè,

÷òî åãî âíóòðåííîñòü Ω′
0 ñâÿçíà (ñì. ïîäðîáíåå â �1.2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ′

k ñòðàò

èç Ω′, â êîòîðîì ëåæèò òî÷êà X0, è êîòîðûé îáðàçîâàí ïåðåñå÷åíèåì Ω′ ñ σt
k.

Ãðàíèöà ∂Ω′ èìååò âèä

∂Ω′ = S ∪ σ′
k,

ãäå S � ó÷àñòîê ∂Ω′, êîòîðûé ïðèõîäèòñÿ íà ñòðàòèôèöèðîâàííóþ ñôåðó. Îáî-

çíà÷èì ñòðàò, â ñòîðîíó êîòîðîãî ñìîòðèò íàïðàâëåíèå ν, ÷åðåç σ′
k+1.

Ïîñòðîèì íà Ω′ áàðüåðíóþ ôóíêöèþ ϕ′, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû î

íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà. Äëÿ ôóíêöèè ϕ′ áóäóò

âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

1. ϕ′(X0) = 0.

2. ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(σ′
k), ÷òî âî âñåõ òî÷êàõ U(σ′

k) ∩ ∂Ω′ âû-
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ïîëíÿåòñÿ ϕ′ ≤ 0.

3. Lϕ′ ≥ C > 0 íà Ω′
0.

4. ∂ϕ′

∂ν

∣∣∣
X=X0

> 0, ãäå ν � ïðèìûêàþùåå íàïðàâëåíèå èç óñëîâèÿ ëåììû.

Ïîñòðîèì öèëèíäð Ω′ × [τ1, τ2] äîñòàòî÷íî ìàëîé âûñîòû è òàêîé, ÷òî ìíî-

æåñòâî Ω′
0 îêàçûâàåòñÿ åãî âåðõíåé êðûøêîé. Äî êîíöà äîêàçàòåëüñòâà âñå ðàñ-

ñìîòðåíèÿ áóäåì âåñòè â íîâîì öèëèíäðå Ω′× [τ1, τ2]. Ââåä¼ì íà Rd+1, â êîòîðîì

ñîäåðæèòñÿ öèëèíäð Ω′× [τ1, τ2], êîîðäèíàòû (x, t) òàê, ÷òîáû ïðè ôèêñèðîâàí-

íîì t = τ ìíîæåñòâî òî÷åê X = (x, τ) ïðîáåãàëî ñå÷åíèå Ωτ . Ïîëîæèì íà

Ω′ × [τ1, τ2] ôóíêöèþ

ϕ(x, t) = ϕ′(x) + ε2(t− τ2).

Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε2 > 0 èìååì

Tϕ(x, t) = Lϕ(x, t)− ∂ϕ

∂t
(x, t) = Lϕ′(x)− ε2 ≥ C − ε2 > 0.

Äàëåå, ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(σ′
k × [τ1, τ2]), ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê ïà-

ðàáîëè÷åñêîé ãðàíèöû â ýòîé îêðåñòíîñòè ϕ ≤ 0. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì

ïî îòäåëüíîñòè áîêîâóþ ãðàíèöó è íèæíþþ êðûøêó öèëèíäðà. Ò.ê. ϕ′ íå çà-

âèñèò îò t, òî, ñîãëàñíî ñâîéñòâó 2 ôóíêöèè ϕ′, ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü

U1(σ
′
k × [τ1, τ2]), ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê áîêîâîé ãðàíèöû â ýòîé îêðåñòíîñòè ϕ′ ≤ 0.

Òîãäà â ýòèõ òî÷êàõ áîêîâîé ãðàíèöû

ϕ′(x) + ε2(t− τ2) ≤ 0.

Â òî÷êàõ ìíîæåñòâà σ′
k × {τ1} èìååì

ϕ′(x) + ε2(τ1 − τ2) = −ε2(τ2 − τ1) < 0.

Çíà÷èò ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U2(σ
′
k×[τ1, τ2]), ÷òî âî âñåõ òî÷êàõ íèæíåé
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êðûøêè öèëèíäðà â ýòîé îêðåñòíîñòè ϕ ≤ 0. Âûáèðàÿ òåïåðü U = U1 ∩ U2,

ïîëó÷èì íóæíóþ îêðåñòíîñòü.

Ïîëîæèì ũ = u+ εϕ.

Óòâåðæäåíèå 2.5 Ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê X ∈ Ω′ ×

[τ1, τ2] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ũ(X) ≤ ũ(X0).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàçîáü¼ì ïàðàáîëè÷åñêóþ ãðàíèöó öèëèíäðà Ω′× [τ1, τ2]

íà äâà ïîäìíîæåñòâà. Ïåðâîå � ÷àñòü ïàðàáîëè÷åñêîé ãðàíèöû â îêðåñòíîñòè

U(σ′
k × [τ1, τ2]), êîòîðóþ ìû ïîñòðîèëè âûøå. Âòîðîå � îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ãðà-

íèöû.

Íà ïåðâîì ìíîæåñòâå ϕ ≤ 0. Ïîýòîìó ũ(X) ≤ u(X0). Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ãðà-

íèöû ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì è, ïî ïîñòðîåíèþ öèëèíäðà Ω′× [τ1, τ2],

ëåæèò â Ω0, íà êîòîðîì u(X) < u(X0). Ïîýòîìó íà ýòîé ÷àñòè ïàðàáîëè÷åñêîé

ãðàíèöû èìååò ìåñòî îöåíêà u(X) < u(X0) − δ. Ò.ê. ϕ îãðàíè÷åííàÿ, òî ïðè

íåêîòîðîì ε > 0 áóäåò εϕ < δ. Ñëåäîâàòåëüíî ũ(X) < u(X0).

Èòàê, åñëè X ïðèíàäëåæèò ïàðàáîëè÷åñêîé ãðàíèöå öèëèíäðà, òî ũ(X) ≤

u(X0). Ò.ê. ϕ(X0) = 0, òî ũ(X) ≤ ũ(X0). Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèè ũ íà Ω′
0 × (τ1, τ2] íå ïðåâîñõîäÿò çíà÷åíèé íà ïàðàáîëè÷åñêîé ãðàíèöå öè-

ëèíäðà.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ũ, íàéä¼òñÿ òî÷êà

X ∈ Ω′
0 × (τ1, τ2], êîòîðàÿ áóäåò òî÷êîé íåòðèâèàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè ũ.

Â ýòîé òî÷êå

Tu(X) = Lũ(X)− ∂ũ

∂t
(X) =

= aqr(X)Dqrũ(X) + bq(X)Diũ(X) +
∑
νi

p
∂ũ

∂νi
(X)− ∂ũ

∂t
(X) > 0.
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Â òî÷êå X ïðåäïîëàãàåìîãî ìàêñèìóìà âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ũ ïî íà-

ïðàâëåíèÿì νi áóäóò íåïîëîæèòåëüíûå. Çíà÷èò â òî÷êå X âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî

aqr(X)Dqrũ(X) + bq(X)Dqũ(X)− ∂ũ

∂t
(X) > 0.

Â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ñòîèò êëàññè÷åñêèé ïàðàáîëè÷åñêèé îïåðàòîð íà

σ′
k × (τ1, τ2]. Ò.ê. âñå êîýôôèöèåíòû è âñå ïðîèçâîäíûå, ôèãóðèðóþùèå â ýòîì

íåðàâåíñòâå, íåïðåðûâíû â ïðåäåëàõ σ′
k × (τ1, τ2], òî ýòî íåðàâåíñòâî âûïîë-

íÿåòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè X ìíîæåñòâà σ′
k × (τ1, τ2]. Íî, â ñèëó

êëàññè÷åñêîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà, ðåøåíèå

ũ íå ìîæåò èìåòü íåòðèâèàëüíîãî ìàêñèìóìà âíóòðè öèëèíäðà è íà âåðõíåé

êðûøêå. ×òî íåìåäëåííî âëå÷¼ò ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè äëÿ âñåõ òî÷åê X ∈ Ω′ × [τ1, τ2] íåðàâåíñòâî ũ(X) ≤

ũ(X0). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. ■

Ò.ê. X0 � òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè ũ íà ìíîæåñòâå Ω′× [τ1, τ2], è ñóùåñòâó-

åò ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ũ ïî íàïðàâëåíèþ ν â òî÷êå X0, òî ýòà ïðîèçâîäíàÿ

íåïîëîæèòåëüíàÿ. À ò.ê. ïðîèçâîäíàÿ ϕ ïî íàïðàâëåíèþ ν â òî÷êå X0 ñòðîãî

áîëüøå íóëÿ, òî
∂u

∂ν

∣∣∣
X=X0

=
∂ũ

∂ν

∣∣∣
X=X0

− ε
∂ϕ

∂ν

∣∣∣
X=X0

< 0.

Ëåììà äîêàçàíà. ■

2.4.3 Äîêàçàòåëüñòâî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå, ñôîðìóëèðîâàííîå â òåîðåìå ??, íåâåðíî. Ïóñòü

ó ôóíêöèè u ñóùåñòâóåò òî÷êà íåòðèâèàëüíîãî ìàêñèìóìà. Âûáåðåì ñðåäè âñåõ

òî÷åê íåòðèâèàëüíîãî ìàêñèìóìà òàêóþ (îáîçíà÷èì å¼ X0), ÷òî å¼ ïðîåêöèÿ íà

îñíîâàíèå Ω0 ëåæèò íà ñòðàòå ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè σk.
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Èç êëàññè÷åñêîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî îïåðàòîð ñëå-

äóåò, ÷òî σk íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ñòðàòîì, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð T íà

σk× (0, T ] ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì. Ïîýòîìó ê σk ïðèìûêàþò ñòðàòû σmj ðàç-

ìåðíîñòè m > k. Ò.ê. X0 âûáðàíî ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè

X ∈ σmj × (0, T ] ïðè m > k, ëèáî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî u(X) < u(X0) â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè X0, ëèáî X � òî÷êà òðèâèàëüíîãî ìàêñèìóìà.

Âûðåæåì â îêðåñòíîñòè òî÷êè X0 íîâûé öèëèíäð. Òîãäà äëÿ êàæäîé êîìïî-

íåíòû ñâÿçíîñòè âíóòðåííîñòè öèëèíäðà ëèáî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî u(X) <

u(X0) äëÿ ëþáîé òî÷êèX, ëèáî ôóíêöèÿ u ðàâíà êîíñòàíòå (ñì. äîêàçàòåëüñòâî

óòâåðæäåíèÿ 2.4).

Ò.ê. X0 � òî÷êà íåòðèâèàëüíîãî ìàêñèìóìà, òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà

êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè, íà êîòîðîé u íå ðàâíà êîíñòàíòå. Ò.ê. ôóíêöèÿ p, ôè-

ãóðèðóþùàÿ â îïðåäåëåíèè îïåðàòîðà T, áîëüøå íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî

÷èñëà, òî ∑
νi

p
∂u

∂νi
(X0) < 0.

Çíà÷èò êëàññè÷åñêàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà T áîëüøå íóëÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò êëàñ-

ñè÷åñêîìó ïðèíöèïó ìàêñèìóìà, ïðèìåí¼ííîìó ê ñóæåíèþ ôóíêöèè u íà ìíî-

æåñòâî σk × (0, T ]. ■
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3 Íåðàâåíñòâî Õàðíàêà

Â ýòîé ãëàâå áóäåò äîêàçàíî íåðàâåíñòâî Õàðíàêà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

íà ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ.

3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ îãðàíè÷åíèå íà ñòðóêòóðó ñòðà-

òèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 3.1 Áóäåì íàçûâàòü n-ìåðíîå ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæå-

ñòâî Ω óñèëåííî ïðî÷íûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ñòðàòà σk ðàçìåðíîñòè k ≤ n− 2

è ëþáîé òî÷êè X ∈ σk ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè

U â Ω, ðàäèóñà ìåíüøå ε è ñ öåíòðîì â òî÷êå X, ìíîæåñòâî U \ σk ñâÿçíîå.

Ñëåäóþùèé ðèñóíîê èëëþñòðèðóåò ïðèìåð íàðóøåíèÿ óñèëåííîé ïðî÷íî-

ñòè.

Ðèñ. 9: Ïðèìåð íàðóøåíèÿ ïðî÷íîñòè ìíîæåñòâà

Ëåììà 3.1 Åñëè Ω � óñèëåííî ïðî÷íîå ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî,

òî âñå åãî ñâîáîäíûå ñòðàòû èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî: Åñëè ó Ω òîëüêî îäèí ñâîáîäíûé ñòðàò, òî óòâåðæäåíèå

òðèâèàëüíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó Ω áîëåå îäíîãî ñâîáîäíîãî ñòðàòà, è ñóùå-

ñòâóþò ñâîáîäíûå ñòðàòû ðàçíîé ðàçìåðíîñòè.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fm � îáúåäèíåíèå âñåõ ñâîáîäíûõ ñòðàòîâ ðàçìåðíîñòè m.

Òîãäà îáúåäèíåíèå âñåõ Fm ïî âñåì âîçìîæíûì m áóäåò ïëîòíî â Ω, ò.ê. ëþáîé

íåñâîáîäíûé ñòðàò ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ íåêîòîðîãî ñâîáîäíîãî. Ò.ê. Ω ñâÿçíîå, òî

ëþáàÿ îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà Fm ïåðåñåêàåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî Fq, q ̸= m.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò äâà ñâîáîäíûõ ñòðàòà σm è σq, êîòîðûå èìåþò îáùóþ

ãðàíü è ðàçíóþ ðàçìåðíîñòü.

Ðàññìîòðèì èõ îáùóþ ãðàíü σk ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ðàçìåðíîñòè k.

Òîãäà k < min(m, q). Âîçüì¼ì òî÷êó X ∈ σk è îêðåñòíîñòü ïðîèçâîëüíîãî

äîïóñòèìîãî ðàäèóñà. Â îêðåñòíîñòü, ïîìèìî ïîäìíîæåñòâà σk, ïîïàäóò ïîä-

ìíîæåñòâà ñòðàòîâ σm è σq, à òàêæå ïîäìíîæåñòâà ãðàíåé ðàçìåðíîñòè áîëüøå

k (ò.ê. ìû âûáðàëè îêðåñòíîñòü äîïóñòèìîãî ðàäèóñà). Íî, ïî ïîñòðîåíèþ, íè

îäíà èç ýòèõ ãðàíåé íå ÿâëÿåòñÿ îáùåé, ò.ê. ìû âûáèðàëè ãðàíü ìàêñèìàëü-

íî âîçìîæíîé ðàçìåðíîñòè. Òîãäà, óäàëÿÿ èç îêðåñòíîñòè ñòðàò σk, ïîëó÷èì

íåñâÿçíîå ìíîæåñòâî. ■

Òåîðåìà 3.1 (íåðàâåíñòâî Õàðíàêà) Ïóñòü Ω � óñèëåííî ïðî÷íîå ñòðà-

òèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî. È ïóñòü H ⊂ Ω0 � íåêîòîðûé êîìïàêò. Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0, çàâèñÿùàÿ îò Ω è H, ÷òî äëÿ ëþáîé

ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u íà Ω0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
H

u ≤ C inf
H

u.

3.2 Äîêàçàòåëüñòâî

Îñíîâíàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà êîìïàêò H ÿâëÿåòñÿ

ñòðàòèôèöèðîâàííûì øàðîì äîïóñòèìîãî ðàäèóñà. Åñëè íåðàâåíñòâî Õàðíà-

êà â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ, òî äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà

H ïîëó÷àåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ïîêðûòèÿ øàðàìè
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äîïóñòèìîãî ðàäèóñà (ñì. ïîäðîáíåå â êîíöå ïàðàãðàôà).

Òåîðåìà 3.2 Ïóñòü Ω � óñèëåííî ïðî÷íîå ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî,

è B(X0, R) ⊂ Ω0 � øàð äîïóñòèìîãî ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íåêîòîðîé òî÷êå

X0 ∈ Ω0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò

Ω è B(X0, R), ÷òî äëÿ ëþáîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u íà Ω0 âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî

sup
B(X0,R)

u ≤ C inf
B(X0,R)

u.

Äîêàçàòåëüñòâî: Êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå èãðàåò ñëåäóþùàÿ ëåì-

ìà.

Ëåììà 3.2 Ïóñòü B(X0) � ñòðàòèôèöèðîâàííûé øàð äîïóñòèìîãî ðàäèóñà

ñ öåíòðîì â òî÷êå X0, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñôåðà � åãî ãðàíèöà. Ïóñòü {ui} �

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãàðìîíè÷åñêèõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé íà B0(X0) =

B(X0)\∂B(X0). È ïóñòü {Xi} � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç B0(X0),

÷òî

dist(Xi, ∂B(X0)) > δ > 0,

Òîãäà

a) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé {ui(Xi)} îòäåëåíà îò íóëÿ, òî ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {ui(X)} òîæå îòäåëåíà îò íóëÿ ;

b) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé {ui(Xi)} íåîãðàíè÷åííà ñâåðõó, òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ui(X)} òîæå íåîãðàíè÷åííà ñâåðõó;

c) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ui}, ïîìèìî ïðî÷åãî, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí-

íàÿ, è ui(Xi) → 0 ïðè i → ∞, òî ui(X) → 0 ïðè i → ∞.
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×òîáû íå çàãðîìîæäàòü äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû äåòàëÿìè, ìû

îòëîæèì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû äî ñëåäóþùåãî ïàðàãðàôà è ïåðåéä¼ì ê äîêà-

çàòåëüñòâó íåðàâåíñòâà Õàðíàêà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2: Ïóñòü B(X0, R) ⊂ Ω � ñòðàòèôèöèðî-

âàííûé øàð äîïóñòèìîãî ðàäèóñà. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà

C > 0, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ìíîæåñòâ Ω è B(X0, R), ÷òî äëÿ ëþáîé ãàðìîíè-

÷åñêîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè u íà Ω0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
B(X0,R)

u ≤ C inf
B(X0,R)

u.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû C > 0 ñóùåñòâóåò

òàêàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ u, ÷òî

sup
B(X0,R)

u > C inf
B(X0,R)

u. (1)

Ïîëàãàÿ Ci = i ∈ N, ïîñòðîèì äëÿ êàæäîé êîíñòàíòû Ci ñîîòâåòñòâóþùóþ

íåîòðèöàòåëüíóþ ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ ui,

sup
B(X0,R)

ui > i inf
B(X0,R)

ui. (2)

Ò.ê. âñå ui íåîòðèöàòåëüíûå, òî

sup
B(X0,R)

ui > i inf
B(X0,R)

ui ≥ 0.

Ïîýòîìó ìû ìîæåì íîðìèðîâàòü âñå ôóíêöèè ui òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåí-

ñòâî supB(X0,R) ui = 1. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíûì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî 2 îñòàíåòñÿ

â ñèëå, à ôóíêöèè ui áóäóò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííû íà B(X0, R).

Óòâåðæäåíèå 3.1 Ñóùåñòâóåò òàêîé ñòðàòèôèöèðîâàííûé øàð B(X0, R+

ε) äîïóñòèìîãî ðàäèóñà R+ ε ñ öåíòðîì â òî÷êå X0, íà êîòîðîì ôóíêöèè ui

áóäóò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííû.
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Äîêàçàòåëüñòâî: Îêðóæèì êàæäóþ òî÷êó Y ∈ B(X0, R) øàðîì B(Y )

äîïóñòèìîãî ðàäèóñà äëÿ äàííîé òî÷êè Y . Âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå

{B(Yj)} è ïîëîæèì ε = r/2, ãäå r � ìèíèìàëüíûé èç ðàäèóñîâ øàðîâ {B(Yj)}.

Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå óïîìÿíóòîãî âûøå B(X0, R+ε)øàð ðàäèóñà R+ε ñ öåíòðîì

â òî÷êå X0. Òîãäà øàð B(X0, R + ε) áóäåò ïîêðûò øàðàìè {B(Yj)}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè ui íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûìè íà

B(X0, R+ε). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê Xi ∈ B(X0, R+

ε), ÷òî ui(Xi) → ∞ ïðè i → ∞. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî âñå Xi ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó äîïóñòèìîìó øàðó B(Yq) èç ïîñòðîåííîãî

âûøå êîíå÷íîãî ïîêðûòèÿ {B(Yj)}. Áîëåå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå òî÷êè

Xi ëåæàò ñòðîãî âíóòðè ñòðàòèôèöèðîâàííîãî øàðà B(Yq), ò.å.

dist(Xi, ∂B(Yq)) > δ > 0.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû âñåãäà ìîæåì óâåëè÷èòü ðàäèóñ øàðà ñ ñîõðàíåíèåì

åãî äîïóñòèìîñòè.

Òîãäà, ïîëàãàÿ â ëåììå 3.2 B = B(Yq), ïîëó÷èì ui(Yq) → ∞ ïðè i → ∞. À

ò.ê. Yq, ïî ïîñòðîåíèþ, ïðèíàäëåæèò B(X0, R), òî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðàâíîìåð-

íîé îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé ui íà B(X0, R). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. ■

Âåðí¼ìñÿ ê øàðó B(X0, R). Èç íåðàâåíñòâà 2 ñëåäóåò, ÷òî infB(X0,R) ui → 0

ïðè i → ∞. Çíà÷èò ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xi}, Xi ∈ B(X0, R),

÷òî ui(Xi) → 0 ïðè i → ∞. Ò.ê. B(X0, R) èìååò ìåíüøèé ðàäèóñ, ÷åì B(X0, R+

ε), òî

dist(Xi, ∂B(X0, R + ε)) ≥ ε > 0.

Ïîëàãàÿ â ëåììå 3.2 B = B(X0, R + ε), ïîëó÷èì ui(X) → 0 ïðè i → ∞.

Íàïîìíèì, ÷òî, ïî ïîñòðîåíèþ, supB(X0,R) ui = 1. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xi}, Xi ∈ B(X0, R), ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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çíà÷åíèé {ui(Xi)} îòäåëåíà îò íóëÿ. Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ

dist(Xi, ∂B(X0, R + ε)) ≥ ε > 0.

Ïîëàãàÿ â ëåììå 3.2 B = B(X0, R + ε), ïîëó÷èì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà-

÷åíèé {ui(X)} òîæå îòäåëåíà îò íóëÿ. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàííîìó âûøå

óòâåðæäåíèþ, ÷òî ui(X) → 0 ïðè i → ∞. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà 3.2

äîêàçàíà. ■

Òåïåðü, êîãäà ìû äîêàçàëè íåðàâåíñòâî Õàðíàêà äëÿ ñëó÷àÿ øàðà, ìû ìî-

æåì ïåðåéòè ê ñëó÷àþ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1: Îêðóæèì êàæäóþ òî÷êó Y ∈ H øàðîì

äîïóñòèìîãî ðàäèóñà è ïåðåéä¼ì ê êîíå÷íîìó ïîäïîêðûòèþ {B(Yj)}. Äëÿ êàæ-

äîãî {B(Yj)} âûïîëíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî Õàðíàêà

sup
B(Yj)

u ≤ Ci inf
B(Yj)

u.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîH ñâÿçíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

âñåãäà ìîæíî ïåðåéòè ê íåêîòîðîìó äðóãîìó êîìïàêòó, êîòîðûé áóäåò ñâÿçíûì

è áóäåò ñîäåðæàòü H. Ïóñòü X è Y � òî÷êè â H, â êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ supH u è

infH u ñîîòâåòñòâåííî. Ñîåäèíèì ýòè òî÷êè ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíîé êðèâîé Γ.

Ïóñòü {Bi} � íàáîð øàðîâ èç {B(Yj)}, ïîêðûâàþùèé êðèâóþ Γ. Ïðîíóìåðóåì

Bi îò 1 äî íåêîòîðîãî K òàê, ÷òîáû X ∈ B1, Y ∈ BK è ëþáûå äâà ñîñåäíèõ

øàðà Bi è Bi+1 ïåðåñåêàëèñü. Òîãäà

sup
H

u = u(X) ≤ sup
B1

u ≤ C1 inf
B1

u ≤ C1 inf
B1∩B2

u ≤ C1 sup
B1∩B2

u ≤ C1 sup
B2

u ≤

≤ (C1 · . . . · CK−1) sup
BK

u ≤ (C1 · . . . · CK) inf
BK

u ≤ Cu(Y ) = C inf
H

u.

Òåîðåìà äîêàçàíà. ■
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3.3 Âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû

Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì îñëàáëåííóþ âåðñèþ ëåììû 3.2, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïó-

ò¼ì ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.

Ëåììà 3.3 Ïóñòü B(X0) � ñòðàòèôèöèðîâàííûé øàð äîïóñòèìîãî ðàäèóñà

ñ öåíòðîì â òî÷êå X0, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñôåðà � åãî ãðàíèöà. Ïóñòü {ui} �

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãàðìîíè÷åñêèõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé íà B0(X0) =

B(X0)\∂B(X0). È ïóñòü {Xi} � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç σk ⊂ B0,

÷òî

dist(Xi, ∂σk) > δ > 0.

Òîãäà

a) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé {ui(Xi)} îòäåëåíà îò íóëÿ, òî ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {ui(X)} òîæå îòäåëåíà îò íóëÿ ;

b) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé {ui(Xi)} íåîãðàíè÷åííà ñâåðõó, òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ui(X)} òîæå íåîãðàíè÷åííà ñâåðõó;

c) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ui}, ïîìèìî ïðî÷åãî, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí-

íàÿ, è ui(Xi) → 0 ïðè i → ∞, òî ui(X) → 0 ïðè i → ∞.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ëåììå 3.3 ìû ââåëè äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå

íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {Xi}. Ìû òðåáóåì, ÷òîáû âñå òî÷êè Xi ïðèíàä-

ëåæàëè îäíîìó ñòðàòó σk è íàõîäèëèñü íà áîëüøåì, ÷åì δ, ðàññòîÿíèè îò åãî

ãðàíèöû. Îñòàëüíûå óñëîâèÿ òàêèå æå, êàê â ëåììå 3.2.

Ìû ðàçîáü¼ì äîêàçàòåëüñòâî íà äâå ÷àñòè. Â ïåðâîé ÷àñòè ìû äîêàæåì

ïóíêòû a) è b), âî âòîðîé � c).

Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòåé a)-b): Îêðóæèì êàæäóþ òî÷êó Xi øàðîì B(Xi)

58



äîïóñòèìîãî ðàäèóñà. Ò.ê.

dist(Xi, ∂σk) > δ > 0,

òî ðàäèóñ êàæäîãî øàðà B(Xi) ìîæíî âûáðàòü íå çàâèñÿùèì îò i. Òîãäà ïî

òåîðåìå î ñðåäíåì äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíî-

æåñòâå

ui(X) =
1

µn(B(X0))

∫
B(X0)

ui dµ
n ≥ 1

µn(B(X0))

∫
B(Xi)

ui dµ
n = ui(xi)

µn(B(Xi))

µn(B(X0))
.

Çäåñü µn � n-ìåðíàÿ ñòðàòèôèöèðîâàííàÿ ìåðà íà B(X0) (ñì. îïðåäåëåíèå â

�1.7). Ò.ê. µn(B(Xi)) ôèêñèðîâàíî, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ui(Xi)} îòäåëåíà îò

íóëÿ (ñîîòâåòñòâåííî, íåîãðàíè÷åííà ñâåðõó), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ui(X) òî-

æå îòäåëåíà îò íóëÿ (íåîãðàíè÷åííà ñâåðõó). Ïåðâàÿ ÷àñòü ëåììû äîêàçàíà.

■

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå âòîðîé ÷àñòè ëåììû ìû áóäåì îïèðàòüñÿ íà ñëåäóþùèé

ñïåöèàëüíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé íåðàâåíñòâà Õàðíàêà.

Òåîðåìà 3.3 Ïóñòü Ω � n-ìåðíîå óñèëåííî ïðî÷íîå ñòðàòèôèöèðîâàííîå

ìíîæåñòâî, è H ⊂ Ω0 � íåêîòîðûé êîìïàêò, êîòîðûé ñîäåðæèò òîëüêî

òî÷êè ñòðàòîâ ðàçìåðíîñòè n è n − 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàí-

òà C, çàâèñÿùàÿ îò Ω è H, ÷òî äëÿ ëþáîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u íà Ω0

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
H

u ≤ C inf
H

u.

Ýòà òåîðåìà ñíà÷àëà äîêàçûâàåòñÿ äëÿ ëþáîãî ñòðàòèôèöèðîâàííîãî øàðà

ñ öåíòðîì íà ñòðàòå ðàçìåðíîñòè n è n − 1 ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû Ïóàñ-

ñîíà äëÿ øàðà. Çàòåì ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè ïåðåíîñèòñÿ íà âñ¼ ìíîæåñòâî

H. Ïîäîáíûé ïîäõîä ïðèìåíÿëñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà Õàðíàêà äëÿ
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äâóìåðíîãî ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà (ñì. ïîäðîáíåå â [29]), ïîýòîìó

ìû íå áóäåì çäåñü ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè c): Îêðóæèì êàæäóþ òî÷êó Xi øàðîì B(Xi) äî-

ïóñòèìîãî ðàäèóñà. Ò.ê. âñå òî÷êèXi ïðèíàäëåæàò îäíîìó ñòðàòó σk è ëåæàò íà

íåíóëåâîì ðàññòîÿíèè îò ãðàíèöû ∂σk, òî ðàäèóñû âñåõ øàðîâ ìîæíî âûáðàòü

îäèíàêîâûìè.

Åñëè òî÷êè Xi íå ëåæàò â ñâîáîäíîì ñòðàòå, òî íàéä¼òñÿ òàêîé ñâîáîäíûé

ñòðàò σn, äëÿ êîòîðîãî òî÷êè Xi áóäóò ãðàíè÷íûìè. Ò.ê. ðàäèóñû øàðîâ B(Xi)

ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê Yi ∈ σn è

òàêîå ÷èñëî R, ÷òî êàæäóþ òî÷êó Yi ìîæíî îêðóæèòü øàðîì B(Yi) äîïóñòèìîãî

ðàäèóñà R, äëÿ êîòîðîãî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ B(Yi) ⊂ B(Xi). Åñëè âñå òî÷êè Xi

ïðèíàäëåæàò ñâîáîäíîìó ñòðàòó σn, òî êàæäûé øàð B(Xi) öåëèêîì ëåæèò â

σn. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèì Yi = Xi è B(Yi) = B(Xi).

Ñîãëàñíî òåîðåìå î ñðåäíåì äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íà ñòðàòèôèöèðî-

âàííîì ìíîæåñòâå

ui(Xi) =
1

µn(B(Xi))

∫
B(Xi)

ui dµ
n ≥ 1

µn(B(Xi))

∫
B(Yi)

ui dµ
n.

Ò.ê. µn(B(Xi)) è µn(B(Yi)) ôèêñèðîâàíû, òî èç u(Xi) → 0 ïðè i → ∞ ñëåäóåò∫
B(Yi)

ui dµ
n → 0, (i → ∞).

Çíà÷èò

inf
B(Yi)

ui → 0, (i → ∞).

Ïîëîæèì G � çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ B(Yi) ïî âñåì i. Òîãäà

inf
G

ui → 0, (i → ∞).
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Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî G ëåæèò â σn è

dist(G, ∂σn) > δ > 0.

Òîãäà ïî òåîðåìå 3.3 äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà H ⊂ B, êîòîðûé ñîäåðæèò G è

ïåðåñåêàåò òîëüêî ñòðàòû ðàçìåðíîñòè n è n− 1, âûïîëíÿåòñÿ

sup
H

ui → 0, (i → ∞).

Âåðí¼ìñÿ ê òî÷êå X0. Íàïîìíèì, ÷òî â êà÷åñòâå ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíî-

æåñòâà â ýòîé ëåììå ìû ðàññìàòðèâàåì ñòðàòèôèöèðîâàííûé øàð B(X0) ñ öåí-

òðîì â òî÷êå X0. Ïîëîæèì ε > 0 è ðàçîáü¼ì B(X0) íà äâà ïîäìíîæåñòâà � B1 è

B2. Ïåðâîå ïîäìíîæåñòâî B1 âûáðàíî ëåæàùèì â íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé

îêðåñòíîñòè îáúåäèíåíèÿ âñåõ ñòðàòîâ σk ⊂ B0(X0) ðàçìåðíîñòè k ≤ n − 2.

Ïîýòîìó, â ñèëó ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé ui,∫
B1

ui dµ
n < ε.

Ìíîæåñòâî B2 áóäåò ëåæàòü íà íåíóëåâîì ðàññòîÿíèè îò âñåõ ñòðàòîâ ðàçìåð-

íîñòè k ≤ n−2. Òîãäà íà B2 ôóíêöèè ui ðàâíîìåðíî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïîýòîìó∫
B2

ui dµ
n < ε,

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî i. Ñêëàäûâàÿ îáà èíòåãðàëà, ïîëó÷èì∫
B(X0)

ui dµ
n < 2ε,

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî i. Òîãäà èç òåîðåìû î ñðåäíåì ñëåäóåò, ÷òî ui(X) → 0

ïðè i → ∞. Âòîðàÿ ÷àñòü ëåììû äîêàçàíà. ■

Ïåðåä òåì, êàê ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.2, ïðîâåä¼ì âñïîìîãà-
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òåëüíûå ðàññóæäåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî âñå ðàññìîòðåíèÿ ìû âåä¼ì íà ñòðàòè-

ôèöèðîâàííîì øàðå B(X0) ñ öåíòðîì â òî÷êå X0.

Îïðåäåëåíèå 3.2 Áóäåì íàçûâàòü äâà ñòðàòèôèöèðîâàííûõ øàðà

B(X1, R1) ⊂ B(X0), B(X2, R2) ⊂ B(X0)

(èõ ñòðàòèôèêàöèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîðîæä¼ííîé ñòðàòèôèêàöèåé øàðà B(X0))

ïîäîáíûìè, åñëè îíè èìåþò äîïóñòèìûå ðàäèóñû, è èõ öåíòðû ëåæàò íà îä-

íîì ñòðàòå σk ⊂ B0.

Ìû íàçûâàåì òàêèå øàðû ïîäîáíûìè, ïîòîìó ÷òî îäèí èç íèõ ìîæíî îòîá-

ðàçèòü íà äðóãîé ñ ïîìîùüþ êîìïîçèöèè ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âäîëü σk è

ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ. Òàêîå îòîáðàæåíèå B(X1, R1) → B(X2, R2) ìû áóäåì

îáîçíà÷àòü T12. Ïðè îòîáðàæåíèè T12 òî÷êà X1 ïåðåéä¼ò â X2, à ëþáàÿ òî÷êà

X ∈ σk ∩B(X1, R1) ïåðåéä¼ò â T12(X) ∈ σk ∩B(X2, R2).

Ïóñòü òåïåðü íà B(X1, R1) çàäàíà íåîòðèöàòåëüíàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

u. Òîãäà ôóíêöèÿ u′(X) ïðè X ∈ B(X2, R2), ïîëó÷åííàÿ ïî ôîðìóëå

u′(X) = u(T−1
12 (X)),

áóäåò íåîòðèöàòåëüíîé ãàðìîíè÷åñêîé íà B(X2, R2). Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî åñëè

ôóíêöèÿ u îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé C íà B(X1, R1), òî ôóíêöèÿ u′ îãðàíè÷åíà

òîé æå êîíñòàíòîé C íà B(X2, R2).

Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.2. Íàïîìíèì å¼ ôîð-

ìóëèðîâêó.

Ëåììà 3.2 Ïóñòü B(X0) � ñòðàòèôèöèðîâàííûé øàð äîïóñòèìîãî ðàäèóñà

ñ öåíòðîì â òî÷êå X0, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñôåðà � åãî ãðàíèöà. Ïóñòü {ui} �

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãàðìîíè÷åñêèõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé íà B0(X0) =
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B(X0)\∂B(X0). È ïóñòü {Xi} � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç B0(X0),

÷òî

dist(Xi, ∂B(X0)) > δ > 0,

Òîãäà

a) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé {ui(Xi)} îòäåëåíà îò íóëÿ, òî ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {ui(X)} òîæå îòäåëåíà îò íóëÿ ;

b) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé {ui(Xi)} íåîãðàíè÷åííà ñâåðõó, òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ui(X)} òîæå íåîãðàíè÷åííà ñâåðõó;

c) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ui}, ïîìèìî ïðî÷åãî, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí-

íàÿ, è ui(Xi) → 0 ïðè i → ∞, òî ui(X) → 0 ïðè i → ∞.

Äîêàçàòåëüñòâà âñåõ òð¼õ ÷àñòåé ëåììû àíàëîãè÷íû ìåæäó ñîáîé. Ïîýòîìó

ìû ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî ÷àñòè a), à ñëîâà, îòíîñÿùèåñÿ ê b) è c),

äàäèì â ñêîáêàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü {Xi} � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç

B(X0), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

dist(Xi, ∂B) > δ > 0.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Xi → X∗ (ïðè íåêîòîðîì X∗ ∈

B0) ïðè i → ∞. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ui(X∗)} îòäåëåíà

îò íóëÿ (ñîîòâåòñòâåííî, íåîãðàíè÷åííà ñâåðõó, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ). Ïóñòü k �

ðàçìåðíîñòü ñòðàòà, ñîäåðæàùåãî òî÷êó X∗. Áóäåì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå

ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, íà÷èíàÿ ñ k = n è çàòåì óìåíüøàÿ k.

Èòàê, ïóñòü X∗ ∈ σn. Ýòî çíà÷èò, ÷òî X∗ ïðèíàäëåæèò ñâîáîäíîìó ñòðàòó.

Òîãäà, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, âñå Xi ëåæàò íà íåíóëåâîì ðàññòîÿíèè îò
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ãðàíèöû ∂σn. Çíà÷èò, ñîãëàñíî ëåììå 3.3, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ui(X∗)} îòäåëå-

íà îò íóëÿ (íåîãðàíè÷åííà ñâåðõó, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìû äîêàçàëè îòäåë¼ííîñòü îò íóëÿ (íåîãðàíè÷åí-

íîñòü ñâåðõó, ñõîäèìîñòü ê íóëþ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ui(X∗)} äëÿ ñëó÷àÿ, êî-

ãäà X∗ ïðèíàäëåæèò ñòðàòó ðàçìåðíîñòè áîëüøå k. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå

äëÿ ñëó÷àÿ X∗ ∈ σk.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lk � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè k, ñîäåðæàùåå

ñòðàò σk. Ò.ê. âñå Xi, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, ïðèíàäëåæàò øàðó äîïó-

ñòèìîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå X∗, è X∗ ∈ σk, òî ïðîåêöèè òî÷åê Xi íà Lk,

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, ïðèíàäëåæàò σk. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç Yi; áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî âñå Yi ëåæàò â σk.

Óòâåðæäåíèå 3.2 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé {ui(Yi)} îòäåëåíà îò íó-

ëÿ (íåîãðàíè÷åííà ñâåðõó, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ).

Äîêàçàòåëüñòâî: Â ñàìîì äåëå, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî

dist(Xi, Yi) <
1

2
Ri,

ãäå Ri � äîïóñòèìûå ðàäèóñû â òî÷êàõ Yi.

Îêðóæèì êàæäûé Yi ñòðàòèôèöèðîâàííûì øàðîìB(Yi) ðàäèóñà 2 dist(Xi, Yi).

Âñå Yi è òî÷êà X∗ ëåæàò íà îäíîì ñòðàòå. Ïîëîæèì Ti � îòîáðàæåíèå B(Yi) →

B(X∗), îïèñàííîå âûøå. Òîãäà Ti(Yi) = X∗.

Ò.ê. êàæäûé Yi � ýòî ïðîåêöèÿ Xi íà σk, è âñå øàðû B(Yi) èìåþò ðàäèó-

ñû, ðàâíûå 2 dist(Xi, Yi), òî âñå îáðàçû T (Xi) ëåæàò íà íåíóëåâîì ðàññòîÿíèè

îò ãðàíèöû ∂B(X∗) è îò ñòðàòà σk. Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò

H ⊂ B(X∗), êîòîðûé ëåæèò íà íåíóëåâîì ðàññòîÿíèè îò ãðàíèöû ∂B(X∗)

è îò ñòðàòà σk è ñîäåðæèò âñå òî÷êè Ti(Xi). Ïåðåõîäÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè ê
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ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ti(Xi) ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå

X ′ ∈ H ⊂ B(X∗). Ò.ê. B(X∗) � ñòðàòèôèöèðîâàííûé øàð äîïóñòèìîãî ðà-

äèóñà, òî âñå åãî âíóòðåííèå ñòðàòû, êðîìå σk, èìåþò ðàçìåðíîñòü áîëüøå k.

Ïîýòîìó òî÷êà X ′ ïðèíàäëåæèò ñòðàòó ðàçìåðíîñòè áîëüøå k.

Ïîëîæèì ïðè X ∈ B(X∗)

u′i(X) = ui(T
−1
i (X)).

Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, âñå u′i(X) áóäóò íåîòðèöàòåëüíûìè ãàðìîíè÷åñêèìè

(è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûìè â ñëó÷àå c)) íà B(X∗). Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 3.3,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {u′i(X∗)} îòäåëåíà îò íóëÿ (íåîãðàíè÷åííà ñâåðõó, ñòðåìèò-

ñÿ ê íóëþ). Âîçâðàùàÿñü ê òî÷êàì Yi, ïîëó÷èì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ui(Yi)}

îòäåëåíà îò íóëÿ (íåîãðàíè÷åííà ñâåðõó, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ). ÷òî è òðåáîâàëîñü

äîêàçàòü. ■

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Yi}, âñå òî÷êè êîòîðîé ëåæàò íà

òîì æå ñòðàòå σk, ÷òî è X∗, ñõîäÿòñÿ ê X∗, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ui(Yi)} îò-

äåëåíà îò íóëÿ (íåîãðàíè÷åííà ñâåðõó, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ). Åñëè ðàçìåðíîñòü

ñòðàòà k = 0, òî âñå Yi ñîâïàäàþò ñ X∗, çíà÷èò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ui(X∗)}

îòäåëåíà îò íóëÿ (íåîãðàíè÷åííà ñâåðõó, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ). Åñëè k ̸= 0, òî,

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

dist(Yi, ∂σk) > δ > 0.

Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 3.3, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ui(X∗)} îòäåëåíà îò íóëÿ (íåîãðà-

íè÷åííà ñâåðõó, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ).

Òåïåðü, êîãäà ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ui(X∗)} îòäåëåíà îò

íóëÿ (íåîãðàíè÷åííà ñâåðõó, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ), ïåðåõîä ê òî÷êå X0 âûïîëíÿ-
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åòñÿ îïÿòü ñ ïîìîùüþ ëåììû 3.3. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü Xi = X∗ ïðè

ëþáîì i. Ëåììà äîêàçàíà. ■

3.4 Çàìå÷àíèÿ î ãàðìîíè÷íîñòè

Ìû îïðåäåëÿëè ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ u êàê ôóíêöèþ èç C(Ω0), äëÿ êîòîðîé

p∇u ∈ C⃗1
σ(Ω0) è

∆pu = 0,

ãäå ôóíêöèÿ p ðàâíà åäèíèöå íà âñåõ ñâîáîäíûõ ñòðàòàõ è íóëþ íà îñòàëüíûõ.

Ïðè ýòîì â äîêàçàòåëüñòâå ìû èñïîëüçóåì â îñíîâíîì òåîðåìó î ñðåäíåì. Â

êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå îïðåäåëåíèå ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè êàê ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ Ëàïëàñà è êàê ôóíêöèè, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ñðåäíèõ,

ýêâèâàëåíòíû (ñì. íàïðèìåð â [12]). Â ñëó÷àå ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâ

ýòî íå òàê (ñì. ïîäðîáíåå â ñëåäóþùåé ãëàâå).

Îïðåäåëåíèå 3.3 Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè u ∈ C(Ω) âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà î

ñðåäíåì äëÿ ëþáîé ñôåðû äîïóñòèìîãî ðàäèóñà â ëþáîé òî÷êå x ∈ Ω0. Òîãäà

ôóíêöèþ u áóäåì íàçûâàòü ãàðìîíè÷åñêîé â ñìûñëå ðàâåíñòâà ñðåäíèõ.

Äîêàæåì íåñêîëüêî ñâîéñòâ òàêèõ ôóíêöèé.

Óòâåðæäåíèå 3.3 Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u (â ñìûñëå ðàâåíñòâà ñðåä-

íèõ) âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ ëþáîãî øàðà B(X) äîïóñòèìîãî ðà-

äèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå x ∈ Ω0

u(X) =
1

µ(B(X))

∫
B(X)

u dµn.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî âñåì ñôåðàì ñ öåíòðîì

â òî÷êå X ðàäèóñà îò 0 äî R, ãäå R � ðàäèóñ øàðà.
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Óòâåðæäåíèå 3.4 Äëÿ ëþáîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u (â ñìûñëå ðàâåí-

ñòâà ñðåäíèõ) è êîìïàêòà H ⊂ Ω0, êîòîðûé ñîäåðæèò òîëüêî òî÷êè ñòðà-

òîâ ðàçìåðíîñòè n è n− 1, âûïîëíÿåòñÿ

p∇u ∈ C⃗1
σ(H)

è ∆pu = 0 íà H.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó X ∈ H è øàð äîïóñòè-

ìîãî ðàäèóñà B(X). Ò.ê. øàð B(X) íå ïåðåñåêàåò ñòðàòû ðàçìåðíîñòè k ≤ n−2,

òî íà í¼ì ðàçðåøèìà çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà ∆p ñ êðàåâûì óñëîâèåì

u
∣∣∣
∂B(X)

(ñì. äîêàçàòåëüñòâî â [9]). Òîãäà èç òåîðåìû î ñðåäíåì ñëåäóåò, ÷òî

ïîëó÷åííîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå ñîâïàäàåò ñ u íà B(X) (ñòàíäàðòíûå ðàñ-

ñóæäåíèÿ íà ýòó òåìó ñì., íàïðèìåð, â [12]).

Ò.ê. òî÷êó X ìû âûáèðàëè ïðîèçâîëüíî, òî u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

Ëàïëàñà íà âñ¼ì H. ■

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíê-

öèè â ñìûñëå ðàâåíñòâà ñðåäíèõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Õàðíàêà äëÿ ëþáîãî

êîìïàêòà H, êîòîðûé íå ïåðåñåêàåò ñòðàòû ðàçìåðíîñòè k ≤ n− 2.

Òàêèì îáðàçîì äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà Õàðíàêà, êîòîðîå ìû ïðèâåëè

â ýòîé ãëàâå, áåç èçìåíåíèé ïåðåíîñèòñÿ íà êëàññ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â

ñìûñëå ðàâåíñòâà ñðåäíèõ.
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4 Òåîðåìà îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè

Â ýòîé ãëàâå áóäåò äîêàçàíà òåîðåìà îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè äëÿ ãàðìîíè-

÷åñêèõ ôóíêöèé íà ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ.

4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïðè èçó÷åíèè ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ â

îñíîâíîì èñïîëüçóåòñÿ ïðîñòðàíñòâî C2
σ,p(Ω0) (ñì. îïðåäåëåíèå â �1.7). Îäíàêî

ïðè èçó÷åíèè âîïðîñîâ ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ è, â ÷àñòíîñòè, òåîðåìû

îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè, òàêîå ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî îêàçûâàåòñÿ

ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëüíûì. Òåîðåìà îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè â ýòîì ñëó÷àå

îêàçûâàåòñÿ íåâåðíîé (ñì. ïîäðîáíåå â çàêëþ÷èòåëüíûõ çàìå÷àíèÿõ â �4.5).

Ïîýòîìó ìû ðàñøèðèì êëàññ ôóíêöèé.

Ïîëîæèì

• C⃗1∗
σ (Ω0) � ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà Ω0, ñóæåíèå êî-

òîðûõ íà êàæäûé ñòðàò ãëàäêîå âíóòðè ñòðàòà è íåïðåðûâíîå âïëîòü äî

âñåõ ãðàíåé íà åäèíèöó ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

• C2∗
σ,p(Ω0) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé u íà Ω òàêèõ, ÷òî p∇u ∈ C⃗1∗

σ (Ω0).

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ p ðàâíà åäèíèöå íà ñâîáîäíûõ ñòðàòàõ, è íóëþ íà

íåñâîáîäíûõ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèíàäëåæíîñòü p∇u ∈ C⃗1∗
σ (Ω0) îçíà÷àåò ãëàäêîñòü

ãðàäèåíòà∇u íà âñåõ ñâîáîäíûõ ñòðàòàõ σnj è íåïðåðûâíîñòü âïëîòü äî ñòðàòîâ

σn−1i ⪯ σnj. Äðóãèìè ñëîâàìè, îòëè÷èå C2∗
σ,p(Ω0) îò C2

σ,p(Ω0) ñîñòîèò â òîì, ÷òî

ïåðâîå ïðîñòðàíñòâî äîïóñêàåò îñîáåííîñòè ãðàäèåíòà â íåêîòîðûõ òî÷êàõ Ω0.

Îïðåäåëåíèå ìÿãêîãî ëàïëàñèàíà äëÿ ôóíêöèé èç C2∗
σ,p(Ω0) îñòà¼òñÿ íåèç-

ìåííûì (ñì. îïðåäåëåíèå â �1.7). Âñþäó äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãàðìî-
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íè÷åñêèå ôóíêöèè êàê ôóíêöèè èç C(Ω0) ∩ C2∗
σ,p(Ω0), äëÿ êîòîðûõ

∆pu = 0.

Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó îá óñòðàíèìîé îñîáåí-

íîñòè.

Òåîðåìà 4.1 (îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè) Ïóñòü Ω � n-ìåðíîå óñèëåí-

íî ïðî÷íîå ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî. Ïîëîæèì Σn−2 � îáúåäèíåíèå

âñåõ ñòðàòîâ ðàçìåðíîñòè k ≤ n− 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ u : Ω0 \Σn−2 → R îãðà-

íè÷åííàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ. Òîãäà å¼ ìîæíî äîîïðåäåëèòü íà âñ¼ Ω0 òàê, ÷òî

îíà áóäåò ãàðìîíè÷åñêîé íà âñ¼ì Ω0.

Çàìåòèì, ÷òî êàê áû ìû íå ïðîäîëæèëè ôóíêöèþ u íà ñòðàòû ðàçìåðíî-

ñòè k ≤ n − 2, ìû àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷èì ïðèíàäëåæíîñòü íîâîé ôóíêöèè

ïðîñòðàíñòâó C2∗
σ,p(Ω0) è âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà ∆pu = 0 (ñì. ïîäðîáíåå â �1.7).

Ïîýòîìó ôàêòè÷åñêè îò íàñ òðåáóåòñÿ òîëüêî ïîêàçàòü âîçìîæíîñòü ïðîäîëæå-

íèÿ ôóíêöèè ïî íåïðåðûâíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ñîñòîÿòü èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå ìû ðàññìîò-

ðèì ñôåðó äîïóñòèìîãî ðàäèóñà SR(X) ñ öåíòðîì â òî÷êåX ∈ σk, k ≤ n−2. Ìû

ïîêàæåì, ÷òî ñðåäíåå ïî ëþáîé ñôåðå SR(X) äîïóñòèìîãî ðàäèóñà ñóùåñòâóåò

è íå çàâèñèò îò R. Íà âòîðîì ýòàïå ìû ïîêàæåì, ÷òî, ïîëîæèâ ôóíêöèþ u â

òî÷êå X ðàâíîé ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ïî íåêîòîðîé ñôåðå SR(X), ìû ïîëó÷èì

íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ íà Ω0.

4.2 Âíóòðåííÿÿ îöåíêà ãðàäèåíòà

Ïåðåä òåì, êàê ïåðåéòè ê îñíîâíîìó äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû îá óñòðàíèìîé

îñîáåííîñòè, ïîëó÷èì ñíà÷àëà âíóòðåííþþ îöåíêó ãðàäèåíòà ãàðìîíè÷åñêîé
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ôóíêöèè íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå.

Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, åñëè u � ãàðìîíè÷åñêàÿ è îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ â

îáëàñòè G ⊂ Rn, òî èìååò ìåñòî îöåíêà ãðàäèåíòà â òî÷êå X ∈ G

|∇u| ≤ C

ρ
,

ãäå ρ � ðàññòîÿíèå îò X äî ãðàíèöû G (ñì., íàïðèìåð, [12]). Äëÿ ñòðàòèôèöè-

ðîâàííîãî ìíîæåñòâà Ω ìû äîêàæåì àíàëîãè÷íóþ îöåíêó.

Òåîðåìà 4.2 Ïóñòü Ω � n-ìåðíîå óñèëåííî ïðî÷íîå ñòðàòèôèöèðîâàííîå

ìíîæåñòâî, à Σn−2 � îáúåäèíåíèå âñåõ ñòðàòîâ Ω0 ðàçìåðíîñòè k ≤ n − 2.

È ïóñòü ôóíêöèÿ u : Ω0 \ Σn−2 → R îãðàíè÷åííàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ. Òîãäà, åñëè

X ∈ Ω0 \ Σn−2, òî âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|∇u| ≤ C

ρ
,

ãäå

ρ = dist(X,Σn−2 ∪ ∂Ω).

Ïåðåä òåì, êàê ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó îöåíêè, ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå ñâå-

äåíèÿ èç êëàññè÷åñêîé òåîðèè ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ïîä ÿäðîì Ïóàññîíà äëÿ øàðà B ⊂ Rn áóäåì ïîíèìàòü òàêóþ ôóíêöèþ

H(x, y), ÷òî äëÿ ëþáîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè v íà øàðå B è ëþáîé òî÷êè

x ∈ B âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

v(x) =

∫
∂B

H(x, y)v(y) dy.

Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå

H(x, y) =
1

ωn

R2 − |x|2

R |y − x|n
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(ñì., íàïðèìåð, [17]).

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé f(x, y) îïåðàòîð âèäà

∇1 = (
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn
).

È ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà |y| = R (ò.å. y ïðèíàäëåæèò òîëüêî ãðàíèöå øàðà)

è |x| < R/2. Â ýòîì ñëó÷àå ðàññòîÿíèå ìåæäó x è y áóäåò îãðàíè÷åíî ñíèçó

ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé R/2. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ H ïðè òàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ

áóäåò ðåãóëÿðíîé, è ìû ñìîæåì íàéòè îöåíêó ãðàäèåíòà ∇1H(x, y).

|∂H(x, y)

∂xi
| =

=
1

ωn

∣∣∣−2xiR|y − x|n − (R2 − |x|2)Rn/2(|y − x|2)n/2−1(−2(yi − xi))

R2|y − x|2n
∣∣∣ =

=
1

ωn

∣∣∣−2xi + (R2 − |x|2)n|y − x|−2(yi − xi)

R|y − x|n
∣∣∣ ≤

≤ 1

ωn

( |2xi|
R|y − x|n

+
|(R2 − |x|2)n(yi − xi)|

R|y − x|n+2

)
≤ 1

ωn

( 2

|y − x|n
+

nR2

|y − x|n+2

)
.

Ïðè |y| = R è |x| < R/2 èìååì |y − x| > R/2. Òîãäà

1

ωn

( 2

|y − x|n
+

nR2

|y − x|n+2

)
≤ 1

ωn

(2n+1

Rn
+

n2n+2

Rn

)
=

1

ωn
2n+1(2n + 1)

1

Rn
.

Èòàê, ïîëàãàÿ

C1 =
1

ωn
2n+1(2n+ 1),

ïîëó÷àåì îöåíêó

|∇1H(x, y)| ≤ C1

Rn
(3)

ïðè |x| < R/2.

Âåðí¼ìñÿ ê ñòðàòèôèöèðîâàííîìó ìíîæåñòâó Ω è òåîðåìå 4.2. Ðàññìîòðèì

ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà Ω èìååò ñòðóêòóðó ñòðàòèôèöèðîâàííîãî øàðà äîïóñòè-

ìîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå ñòðàòà ðàçìåðíîñòè n èëè n − 1. Äëÿ ðàçìåð-
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íîñòè n èìååì êëàññè÷åñêèé ñëó÷àé, ïîýòîìó ïåðåéä¼ì ñðàçó ê ñëó÷àþ ðàçìåð-

íîñòè n− 1.

Òåîðåìà 4.3 Ïóñòü Ω èìååò ñòðóêòóðó n-ìåðíîãî ñòðàòèôèöèðîâàííîãî

øàðà äîïóñòèìîãî ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå X0 (n − 1)-ìåðíîãî ñòðà-

òà, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðàòèôèöèðîâàííàÿ ñôåðà � åãî ãðàíèöà. Ïóñòü u

� îãðàíè÷åííàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà Ω0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîí-

ñòàíòà C > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè X ∈ Ω0 è òàêîé, ÷òî |X −X0| < R/2,

âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|∇u(X)| ≤ C

R
.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ò.ê. Ω èìååò ñòðóêòóðó ñòðàòèôèöèðîâàííîãî øàðà äî-

ïóñòèìîãî ðàäèóñà, òî â Ω0 âêëþ÷åíû òîëüêî îäèí (n− 1)-ìåðíûé ñòðàò σn−1 è

êîíå÷íîå ÷èñëî n-ìåðíûõ ñòðàòîâ σnj, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì

ïîëóøàðîì.

Ââåä¼ì íà σn−1 (n− 1)-ìåðíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, à íà êàæäîì

σnj � n-ìåðíóþ. Ñîãëàñóåì âñå ñèñòåìû êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû ïåðâûå n − 1

êîîðäèíàòíûå îñè íà ñòðàòàõ σnj ñîâïàäàëè ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè íà ñòðàòå

σn−1. Òàêèì îáðàçîì êàæäîé òî÷êå X ∈ Ω ñîîòâåòñòâóåò íàáîð èç n êîîðäèíàò.

Ýòîò íàáîð êîîðäèíàò áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç x. Â ñëó÷àå, êîãäà X ∈ σn−1,

ïîëàãàåì xn = 0. Òî÷êó X0 áóäåì ñ÷èòàòü íà÷àëîì äàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Äëÿ Ω ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ãðèíà (ñì. ïîäðîáíåå â [9]), êîòîðàÿ âûãëÿäèò

ñëåäóþùèì îáðàçîì

Gσ(X,Y ) =


pl+Pl

Ppl
G(x, y) + pl−Pl

Ppl
G(x, y), x, y ∈ Bl;

2
PG(x̂, y), x ∈ Bj, y ∈ Bl, l ̸= j.

Çäåñü
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Ðèñ. 10: Ïðèìåð ñèñòåìû êîîðäèíàò

• x � íàáîð êîîðäèíàò òî÷êè X, y � íàáîð êîîðäèíàò òî÷êè Y , x̂ � íàáîð èç

n êîîðäèíàò òàêèõ, ÷òî

x̂i = xi, i = 1, . . . , n− 1;

x̂n = −xn;

• G(x, y) � ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ n-ìåðíîãî øàðà â Rn;

• P , Pl è pl � ñïåöèàëüíûå êîíñòàíòû (ñì. ïîäðîáíåå â [9]).

Ïîëîæèì

Hσ(X,Y ) =
∂Gσ(X, Y )

∂nY
,

ãäå nY � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè â òî÷êå Y ïî âíåøíåìó íàïðàâëåíèþ,

äèôôåðåíöèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî àðãóìåíòà Y . Ò.ê. âåëè÷èíû pl,

Pl è P � êîíñòàíòû, òî

Hσ(X, Y ) =


pl+Pl

Ppl
H(x, y) + pl−Pl

Ppl
H(x, y), x, τ ∈ Bl;

H(x̂, y), x ∈ Bj, τ ∈ Bl, l ̸= j.

Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç èíòåãðàë
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Ïóàññîíà (ñì. ïîäðîáíåå â [9])

u(X) =

∫
∂Ω

Hσ(X, Y )u(Y ) dµn−1
s .

Èñïîëüçóÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå, à òàê æå îöåíêó (3) ãðàäèåíòà êëàññè÷åñêîãî ÿäðà

Ïóàññîíà, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü îöåíêó ãðàäèåíòà ôóíêöèè u â øàðå |X−X0| <

R/2.

Ïðè Y ∈ ∂Ω è |X −X0| < R/2 èìååì |y| = R, |x| < R/2 è |x̂| < R/2. Òîãäà

|∇1Hσ(X,Y )| ≤ C2|∇1H(x, y)| ≤ C3

Rn
. (4)

Ïóñòü δ � âåêòîð äîñòàòî÷íî ìàëîé äëèíû, êàñàòåëüíûé ê Ω0 â òî÷êå X è òàêîé,

÷òî |X + δ −X0| < R/2. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

u(X + δ)− u(X)

|δ|
=

∫
∂Ω

Hσ(X + δ, Y )−Hσ(X, Y )

|δ|
u(Y ) dµn−1

s .

Ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè â ñî÷åòàíèè ñ îöåíêîé (4), ïîëó÷èì

Hσ(X + δ, Y )−Hσ(X, Y )

|δ|
≤ (∇1Hσ)(X

∗, Y ) ≤ C3

Rn
.

Âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ∂Ω è èñïîëüçóÿ îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè u, ïî-

ëó÷èì

u(X + δ)− u(X)

|δ|
=

∫
∂Ω

Hσ(X + δ, Y )−Hσ(X, Y )

|δ|
u(Y ) dµn−1

s ≤

≤ C3

Rn
µ(∂Ω) sup u =

C3

Rn
ωRn−1 supu =

C

R
.

Óñòðåìëÿÿ |δ| → 0, ïîëó÷èì

|∇u(X)| ≤ C

R
.

Òåîðåìà äîêàçàíà. ■
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Èòàê, ìû ïîëó÷èëè îöåíêó ãðàäèåíòà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Ω � ñòðàòèôèöèðî-

âàííûé øàð. Ïåðåä òåì, êàê ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó îáùåãî ñëó÷àÿ � òåîðåìû

4.2, äîêàæåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ëåììà 4.1 Ïóñòü S1 è S2 � äâà ñèìïëåêñà â Rd âîîáùå ãîâîðÿ ðàçëè÷íîé

ðàçìåðíîñòè, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì ïî îáùåé ãðàíè P . Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêîå α > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè X ∈ S1 èìååò ìåñòî íåðà-

âåíñòâî

dist(X,S2) > α dist(x, P ).

Äîêàçàòåëüñòâî: Â ñàìîì äåëå, ïðîâåä¼ì ÷åðåç ãðàíü P ãèïåðïëîñêîñòü

H òàê, ÷òîáû S1 è S2 îêàçàëèñü â ðàçíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâàõ. Òîãäà

dist(X,S2) ≥ dist(X,H).

Äàëåå, ò.ê. âñå ãðàíè ñèìïëåêñà S1, ñìåæíûå ñ ãðàíüþ P , îáðàçóþò ñ H íåíó-

ëåâîé óãîë, òî íàéä¼òñÿ òàêîå α, íå çàâèñÿùåå îò x, ÷òî

dist(X,H) > α dist(X,S2).

■

Ëåììà 4.2 Ïóñòü σk è σm � äâà ñòðàòà ñ ïëîñêèìè ãðàíÿìè èç Ω, êîòî-

ðûå ïðèìûêàþò äðóã ê äðóãó ïî îáùåé ãðàíè P . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå

α(σk, σm) > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè X ∈ σk èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

dist(X, σm) > α(σk, σm) dist(X,P ).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ò.ê. ñòðàòû è èõ ãðàíè ïëîñêèå, òî èõ ìîæíî ðàçáèòü íà

êîíå÷íîå ÷èñëî ñèìïëåêñîâ, êîòîðûå ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ

ïî îáùåé ãðàíè. Åñëè S1 � íåêîòîðûé ñèìïëåêñ èç σk, è S2 � íåêîòîðûé ñèìïëåêñ
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èç σm, òî îíè ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî èõ îáùàÿ ãðàíü ëåæèò â P . Åñëè S1

è S2 ïåðåñåêàþòñÿ, òî ñóùåñòâóåò òàêîå α(S1, S2), íå çàâèñÿùåå îò X ∈ S1, ÷òî

dist(X,S2) > α(S1, S2) dist(X,S1 ∩ S2) ≥ α1(S1, S2) dist(X,P ).

Åñëè S1 è S2 íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè îòäåëåíî îò íóëÿ.

À ò.ê. âåëè÷èíà dist(X,P ) îãðàíè÷åííàÿ, òî ñóùåñòâóåò òàêîå α2(S1, S2), íå

çàâèñÿùåå îò X ∈ S1, ÷òî

dist(X,S2) > α2(S1, S2) dist(X,P ).

Âûáèðàÿ òåïåðü α(σk, σm) ìèíèìàëüíûì ïî âñåì ïàðàì ñèìïëåêñîâ, ïîëó÷èì

òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. ■

Ëåììà 4.3 Ïóñòü Ω � ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî ñ ïëîñêèìè ãðàíè÷-

íûìè ñòðàòàìè. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå α > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñòðàòà σk

è ëþáîãî x ∈ σk âåëè÷èíà

α dist(X, ∂σk)

ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ðàäèóñîì äëÿ òî÷êè X.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîëîæèì α ìèíèìàëüíûì ïî âñåì α(σq, σs) èç ïðåäûäó-

ùåé ëåììû. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, øàð äîïóñòèìîãî ðàäèóñà â òî÷êå X ìîæåò

ïåðåñåêàòü òîëüêî ñòðàò σk, è âñå ñòðàòû, äëÿ êîòîðûõ σk ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì.

Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ñòðàò σm, äëÿ êîòîðîãî σk íå ÿâëÿåòñÿ ãðà-

íè÷íûì. Åñëè σk è σm ïðèìûêàþò äðóã ê äðóãó ïî îáùåé ãðàíè P , òî

α dist(X, ∂σk) ≤ α dist(X, ∂P ) < α dist(X, σm).

Ò.å. øàð ðàäèóñà α dist(X, ∂σk) ñ öåíòðîì â òî÷êå X íå áóäåò ïåðåñåêàòü σm.

Åñëè æå σk è σm íå ïðèìûêàþò äðóã ê äðóãó, òî îíè ëåæàò íà íåíóëåâîì ðàñ-
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ñòîÿíèè äðóã îò äðóãà. Òîãäà, óìåíüøàÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè α, ñíîâà ïîëó÷èì

íåðàâåíñòâî

α dist(X, ∂σk) < α dist(X, σm).

Òàêèì îáðàçîì, ðàäèóñ α dist(X, ∂σk) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì â òî÷êå X. ■

Åñëè ãðàíèöà ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà ∂Ω ñîäåðæèò íåïëîñêèå ñòðà-

òû, òî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîãè÷íóþ ëåììó.

Ëåììà 4.4 Ïóñòü Ω � ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ñóùåñòâóåò

òàêîå α > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñòðàòà σk ⊂ Ω0 è ëþáîãî X ∈ σk âåëè÷èíà

α dist(X, ∂σk ∪ ∂Ω)

ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ðàäèóñîì äëÿ òî÷êè X.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîëîæèì

r = dist(X, ∂Ω).

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ñòðàòèôèöèðîâàííîå ïîäìíîæåñòâî Ω′ ⊂ Ω ñ ïëîñêèìè

ãðàíè÷íûìè ñòðàòàìè è òàêîå, ÷òî

dist(∂Ω′, ∂Ω) <
r

2
.

Òîãäà

dist(X, ∂σ′
k) ≥ dist(X, ∂σk ∩ ∂Ω′) = min(dist(X, ∂σk), dist(X, ∂Ω′)) >

> min(dist(X, ∂σk),
1

2
dist(X, ∂Ω)) >

1

2
min(dist(X, ∂σk), dist(X, ∂Ω)) =

=
1

2
dist(X, ∂σk ∪ ∂Ω).

Ò.ê. âåëè÷èíà

α dist(X, ∂σ′
k)
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ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ðàäèóñîì äëÿ òî÷êè X, òî âåëè÷èíà

α

2
dist(X, ∂σk ∪ ∂Ω)

òîæå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ðàäèóñîì. ■

Òåïåðü âñ¼ ãîòîâî äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü òåîðåìó 4.2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2: Çàôèêñèðóåì äîñòàòî÷íî ìàëîå ρ > 0. Íà-

ïîìíèì, ÷òî Σn−2 � îáúåäèíåíèå âñåõ ñòðàòîâ ðàçìåðíîñòè k ≤ n−2. Ïîëîæèì

H = {X ∈ Ω0 : dist(X,Σn−2 ∪ ∂Ω) > ρ}.

Ïîñòðîèì äëÿ ìíîæåñòâà H ñïåöèàëüíîå ïîêðûòèå øàðàìè äîïóñòèìîãî ðàäè-

óñà.

Íà÷í¼ì ñî ñòðàòîâ ðàçìåðíîñòè n − 1. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé ñòðàò σn−1

è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó Y ∈ σn−1 ∩H. Òîãäà

dist(Y, ∂σn−1 ∪ ∂Ω) ≥ dist(Y,Σn−2 ∪ ∂Ω) > ρ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 4.4, âåëè÷èíà αρ áóäåò äîïóñòèìûì ðàäèóñîì äëÿ òî÷-

êè Y . Îêðóæèì êàæäóþ òî÷êó Y ∈ H ∩σn−1 øàðîì ïîëîâèííîãî ðàäèóñà αρ/2

è ïîâòîðèì ýòó ïðîöåäóðó äëÿ âñåõ ñòðàòîâ ðàçìåðíîñòè n − 1. Ïîëó÷åííóþ

ñèñòåìó øàðîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç B1(Y ).

Ðàññìîòðèì òåïåðü îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ìíîæåñòâà H. Ïóñòü X ∈ σn � òî÷êà

èç H, êîòîðàÿ íå ëåæèò íè â êàêîì øàðå B1(Y ). Îáîçíà÷èì îáúåäèíåíèå âñåõ

ñòðàòîâ èç Ω0 ðàçìåðíîñòè k = n− 1 ÷åðåç Σ′
n−1. Ò.ê. òî÷êà X íå ïðèíàäëåæèò

íèêàêîìó øàðó ïîêðûòèÿ B1, òî

dist(X,Σ′
n−1) ≥ αρ/2.
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Â äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà H,

dist(X,Σn−2 ∪ ∂Ω) > ρ.

Ïîëàãàÿ áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî α < 1, ïîëó÷èì

dist(X, ∂σn ∪ ∂Ω) ≥ dist(X,Σ′
n−1 ∪ Σn−2 ∪ ∂Ω) ≥ min(ρ, αρ/2) = αρ/2.

Òîãäà ïî ëåììå 4.4 âåëè÷èíà α(αρ/2) áóäåò äîïóñòèìûì ðàäèóñîì äëÿ òî÷êèX.

Îêðóæèâ êàæäóþ òî÷êó X ∈ σn ðàäèóñîì α(αρ/2) è ïîâòîðèâ ýòó ïðîöåäóðó

äëÿ âñåõ ñòðàòîâ σn, ïîëó÷èì ïîêðûòèå B2(X). Îáúåäèíÿÿ ïîêðûòèÿ B1 è B2,

ïîëó÷èì èòîãîâîå ïîêðûòèå âñåãî ìíîæåñòâà H øàðàìè äîïóñòèìîãî ðàäèóñà .

Èòàê, ëþáàÿ òî÷êà X ∈ H ëèáî ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó øàðó B1(Y ) ðàäè-

óñà αρ/2, ëèáî ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì øàðà B2(X) ðàäèóñà α2ρ/2. Â ïåðâîì ñëó÷àå

øàð B1(Y ) èìååò ðàäèóñ ìåíüøå ïîëîâèíû îò äîïóñòèìîãî. Çíà÷èò ñóùåñòâóåò

åù¼ îäèí øàð B′
1(Y ) äîïóñòèìîãî ðàäèóñà R′ = αρ è òàêîé, ÷òî |X−Y | < R′/2.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 4.3, ïîëó÷èì îöåíêó

|∇u| < C1

R′ =
C1

αρ
.

Âî âòîðîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî òåîðåìå 4.3, èìååì îöåíêó

|∇u| < C2

R
= C2

2

α2

1

ρ
.

Îáúåäèíÿÿ ýòè îöåíêè, ïîëó÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. ■

4.3 Ïîòîê ïîëÿ ãðàäèåíòà

Âàæíóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè èãðàåò ïî-

íÿòèå ïîòîêà ïîëÿ p∇u ÷åðåç ñòðàòèôèöèðîâàííóþ ñôåðó äîïóñòèìîãî ðàäèó-
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ñà, ò.å. èíòåãðàë âèäà ∫
∂Ω

p
∂u

∂n
dµs =

∫
∂Ω

∂u

∂n
dµn−1

s .

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè èç C2∗
σ,p ýòîò èíòåãðàë ìîæåò íå ñó-

ùåñòâîâàòü. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî C2∗
σ,p äîïóñêàåò îñîáåííîñòè

ãðàäèåíòà íà ñòðàòàõ ðàçìåðíîñòè k ≤ n − 2. Ýòîò ïàðàãðàô ïîñâÿù¼í èçó÷å-

íèþ ïîòîêîâ ïîëÿ ãðàäèåíòà â ñëó÷àå, êîãäà u � îãðàíè÷åííàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ.

Ñëåäóþùèå äâå ëåììû ÿâëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè è íå çàòðàãèâàþò ñòðà-

òèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü P � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn. Áó-

äåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé å¼ ó÷àñòîê ãëàäêîñòè ðàâíîìåðíî ãëàäêèé â òîì ñìûñ-

ëå, ÷òî âåêòîð íîðìàëè íåïðåðûâåí âïëîòü äî êðà¼â êàæäîãî ó÷àñòêà. Òàêèì

îáðàçîì, â êàæäîé òî÷êå P ëèáî îïðåäåëåíà êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü, ëèáî îïðå-

äåëåíî ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 4.1 Ïóñòü L � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

P ïåðåñåêàåò L ïîä íåíóëåâûì óãëîì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè Y ∈ P ∩ L óãîë

ìåæäó L è êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ TY â òî÷êå Y îòëè÷åí îò íóëÿ.

Ëåììà 4.5 Ïóñòü Lk � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå â Rn, k ≤ n − 2, è P � îãðà-

íè÷åííàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò Lk ïîä íåíóëåâûì

óãëîì. È ïóñòü â Rn çàäàíà ôóíêöèÿ

f(X) =
1

dist(X,Lk)
.

Òîãäà ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà P .

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü Pj � ó÷àñòîê ãëàäêîñòè ïîâåðõíîñòè P . Ðàññìîò-

ðèì òî÷êó Y ∈ Lk ∩ Pj. Ïóñòü TY � ñîîòâåòñòâóþùàÿ êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü,
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è νY � íîðìàëüíûé âåêòîð ê ïëîñêîñòè TY . Ïî óñëîâèþ ëåììû ïëîñêîñòü TY

ïåðåñåêàåò Lk ïîä íåíóëåâûì óãëîì. Ïîýòîìó íàéä¼òñÿ òàêàÿ ïðÿìàÿ s ⊂ Lk,

êîòîðàÿ îáðàçóåò ñ νY îñòðûé óãîë. Ïîñòðîèì â òî÷êå Y òàêîé øàð, â êîòî-

ðîì óãîë ìåæäó ïðÿìîé s è íîðìàëüíûì âåêòîðîì ê ïîâåðõíîñòè Pj îñòà¼òñÿ

îñòðûì è, áîëåå òîãî, îòäåë¼í ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé îò π/2.

Ïóñòü Pjm ⊂ Pj ó÷àñòîê, îáðàçîâàííûé ïåðåñå÷åíèåì ïîâåðõíîñòè Pj ñ ýòèì

øàðîì. Âûáåðåì íîâóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû îñü xn ñîâïà-

äàëà ñ ïðÿìîé s. Ò.ê. s îáðàçóåò îñòðûé óãîë ñ ëþáûì íîðìàëüíûì âåêòîðîì

ïîâåðõíîñòè Pjm, òî Pjm ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ãðàôèê íåêîòîðîé ôóíêöèè γ

Pjm = {(x1, . . . , xn−1, xn) : xn = γ(x1, . . . , xn−1)}.

Ïîëîæèì x′ � íàáîð èç ïåðâûõ n − 1 êîîðäèíàòû òî÷êè x. Íàïîìíèì, ÷òî,

ïî ïîñòðîåíèþ, óãîë ìåæäó ïðÿìîé xn è ïðîèçâîëüíûì íîðìàëüíûì âåêòîðîì

ê Pjm îòäåë¼í ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé îò π/2. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêàÿ

êîíñòàíòà C > 0, ÷òî äëÿ ýëåìåíòà ïëîùàäè ds ïîâåðõíîñòè Pjm âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî

ds < Cdx′.

Çíà÷èò èìååò ìåñòî îöåíêà èíòåãðàëà∫
Pjm

f(X)ds < C

∫
A

f(x′, xn)dx
′,

ãäå A � îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé x′. Ò.ê. ïëîñêîñòü (x1, . . . , xn−1)

ïåðïåíäèêóëÿðíà ëèíåéíîìó ìíîãîîáðàçèþ Lk, òî

C

∫
A

f(x′, xn)dx
′ = C

∫
A

f(x′, 0)dx′ = C

∫
A

1

dist((x′, 0), Lk)
dx′.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ òàáëè÷íûì. È ò.ê. äëÿ ðàçìåðíîñòåé Lk è Rn
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âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî k ≤ n− 2, òî ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè èíòåãðèðóåìîñòü ôóíêöèè f â ïåðåñå÷åíèè P ñ íåêîòî-

ðûì øàðîì. Ò.ê. ïåðåñå÷åíèå P è Lk çàìêíóòî, ìû ìîæåì âûáðàòü êîíå÷íîå

ïîäïîêðûòèå ñîîòâåòñòâóþùèìè øàðàìè. Â êàæäîì øàðå f áóäåò èíòåãðèðóå-

ìà íà P . Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè P íàõîäèòñÿ íà íåíóëåâîì ðàññòîÿíèè

îò Lk, ïîýòîìó íà íåé ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åííàÿ. ■

Ïóñòü â Rn çàäàíî åù¼ îäíî ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå Lq ⊂ Lk, q ≤ k. Îáî-

çíà÷èì äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè X ∈ Rn å¼ ïðîåêöèþ íà Lq ÷åðåç X ′. Ïóñòü

G ⊂ Lq � íåêîòîðàÿ îáëàñòü. Ðàññìîòðèì ïðè r ∈ [0, r0] ïîâåðõíîñòü Γ(r) âèäà

Γ(r) = {X ∈ Rn : X ′ ∈ G ∧ dist(X,X ′) = r}. (5)

Ëåììà 4.6 Åñëè q ≤ n− 3, òî ïðè α → 0∫
Γ(r)

f(X) ds → 0.

Åñëè k = n− 2 è q = n− 2, òî èìååò ìåñòî îöåíêà

|
∫

Γ(r)

f(X) ds| < Cµ(G),

ãäå µ(G) � ìåðà G íà Lk, C íå çàâèñèò îò âûáîðà G è îò r.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàçîáü¼ì Γ(r) íà äâà ïîäìíîæåñòâà � Γ0(r) è Γ1(r). Ïóñòü

Γ0(r) ëåæèò â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè Lk. Ðàçîáü¼ì ýòî ïîäìíîæåñòâî

íà ó÷àñòêè Pjm êàê â ïðåäûäóùåì äîêàçàòåëüñòâå. Ò.ê. ïðè óìåíüøåíèè r óãîë

ìåæäó âåêòîðîì íîðìàëè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå X ∈ Γ(r) è ìíîãîîáðàçèåì Lk

íå ìåíÿåòñÿ, òî êîíñòàíòó C â îöåíêå

ds < Cdx′
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ìîæíî âûáðàòü íå çàâèñÿùåé îò r.

Ïðèìåíÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â ïðåäûäóùåì äîêàçàòåëüñòâå, ïîëó÷èì∫
Pjm

f(X)ds < C

∫
A

1

dist((x′, 0), Lk)
dx′.

Ò.ê. ìåðà ìíîæåñòâà A ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè r → 0, à èíòåãðàë îò ôóíêöèè

1

dist((x′, 0), Lk)

ñõîäèòñÿ, òî èíòåãðàë ïî A ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Äàëåå, ïîäìíîæåñòâî Γ1(r) íàõîäèòñÿ îò Lk íà íåíóëåâîì ðàññòîÿíèè. Ïî-

ýòîìó ïðè óìåíüøåíèè r äëÿ êàæäîé òî÷êè X âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

f(X) <
C1

r
.

Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè Γ1(r) ïðè ýòîì óìåíüøàåòñÿ ñîðàçìåðíî rn−q−1.

Èòàê, èìååì∣∣∣ ∫
Γ1(r)

f(X)ds
∣∣∣ ≤ C1

r
rn−q−1µ(Γ1(r0)) = C2r

n−q−2µ(Γ1(r0)).

Ïðè q ≤ n−3 ýòà âåëè÷èíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à ïðè q = n−2 ðàâíà C2µ(Γ
1(r0)).

Âûáèðàÿ ïîäõîäÿùóþ êîíñòàíòó C, ïîëó÷èì

C2µ(Γ
1(r0)) = Cµ(G).

■

Âåðí¼ìñÿ ê ñòðàòèôèöèðîâàííîìó ìíîæåñòâó Ω è ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè

u. Ïóñòü P � çàìêíóòàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü â Rd, êîòîðàÿ ïåðåñåêà-

åò âñå ñòðàòû ïîä íåíóëåâûì óãëîì è íå ïåðåñåêàåò ∂Ω. Ñòðàòèôèöèðîâàííóþ

ìåðó ïëîùàäè íà P áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç µs. Ðàññìîòðèì ïîòîê ïîëÿ p∇u
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÷åðåç P ∩ Ω0 (ñì. ïîäðîáíåå â �1.5). Ò.ê. ôóíêöèÿ p ðàâíà åäèíèöå òîëüêî íà

ñâîáîäíûõ ñòðàòàõ (ìû íàïîìèíàåì, ÷òî âñå ñâîáîäíûå ñòðàòû èìåþò ðàçìåð-

íîñòü n), à íà îñòàëüíûõ ñòðàòàõ ðàâíà íóëþ, òî âìåñòî ïîëÿ p∇u ìû áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ïîëå ∇u, íî èíòåãðèðîâàíèå áóäåì âåñòè ïî ìåðå µn−1
s .

Ëåììà 4.7 Ïóñòü Ω � n-ìåðíîå ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî, Σn−2 �

îáúåäèíåíèå âñåõ ñòðàòîâ ðàçìåðíîñòè k ≤ n − 2. Ïóñòü u � îãðàíè÷åííàÿ

ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà Ω0\Σn−2. È ïóñòü P � çàìêíóòàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ

ïîâåðõíîñòü â Rd, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò âñå ñòðàòû ïîä íåíóëåâûì óãëîì è íå

ïåðåñåêàåò ∂Ω. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîòîê ïîëÿ ãðàäèåíòà ∇u ÷åðåç P ∩ Ω0 ïî

ìåðå dµn−1
s .

Äîêàçàòåëüñòâî: Ò.ê. èíòåãðèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî ìåðå dµn−1
s , òî∫

P∩Ω0

(∇u)n dµn−1
s =

∑
σnj

∫
P∩σnj

(∇u)n dµn−1
s .

Òàêèì îáðàçîì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïîòîêà ÷åðåç P ∩ σnj.

Ò.ê. ïîâåðõíîñòü P êóñî÷íî-ãëàäêàÿ, òî ïî÷òè âî âñåõ òî÷êàõ X ∈ P ∩ σnj

ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, äëÿ êîòîðîé ïî òåîðåìå 4.2 âûïîëíÿåòñÿ

îöåíêà

|∂u
∂n

| ≤ |∇u| ≤ C

ρ
,

ãäå ρ = dist(X,Σn−2 ∪ ∂Ω). Ò.ê. P íàõîäèòñÿ íà íåíóëåâîì ðàññòîÿíèè îò ∂Ω,

òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ρ = dist(X,Σn−2).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ñòðàò σkj. Ïóñòü Lkj � k-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå,

êîòîðîå ïîêðûâàåò σkj. Ò.ê.

ρ = min
kj,k≤n−2

dist(X, σkj),
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è dist(X, σkj) ≥ dist(x, Lkj), òî

ρ ≥ min
kj,k≤n−2

dist(X,Lkj).

Òîãäà
1

ρ
≤ max

kj,k≤n−2

1

dist(X,Lkj)
≤

∑
kj,k≤n−2

1

dist(X,Lkj)
.

Òàêèì îáðàçîì, ìîäóëü ãðàäèåíòà |∇u| ìàæîðèðóåòñÿ ñóììîé ôóíêöèé,

êàæäàÿ èç êîòîðûõ èíòåãðèðóåìà íà P ∩ σnj ïî ìåðå dµn−1
s (ñì. ëåììó 4.5),

ïîýòîìó ïîòîê ∇u ÷åðåç P ∩ Ω0 ñóùåñòâóåò. ■

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì (÷åðåç îöåíêó íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ñóììîé ôóíê-

öèé âèäà 1/ dist(X,Lkj)) äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 4.8 Ïóñòü σq � íåêîòîðûé ñòðàò, è G ⊂ σq � íåêîòîðàÿ îáëàñòü.

Ïóñòü

Γ(r) = {X ∈ Rd : X ′ ∈ G ∧ dist(X,X ′) = r},

ãäå X ′ � ïðîåêöèÿ X íà σq. Òîãäà, åñëè q ≤ n− 3, òî ïðè r → 0∫
Γ(r)∩Ω0

|(∇u)n| dµn−1
s → 0.

Åñëè q = n− 2, òî èìååò ìåñòî îöåíêà∫
Γ(r)∩Ω0

|(∇u)n| dµn−1
s < Cµ(G),

ãäå µ(G) � ìåðà G íà σq, C íå çàâèñèò îò âûáîðà G è îò r.

Êàê âèäèì, åñëè q = n−2, ìû íå ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî èíòåãðàë ñòðåìèòñÿ

ê íóëþ. Îäíàêî, åñëè ïåðåéòè îò èíòåãðàëà îò ìîäóëÿ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé

ê èíòåãðàëó îò íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé (ò.å. ïîòîêó ÷åðåç Γ(r)∩Ω0), òî ìîæíî

ïîêàçàòü åãî ñõîäèìîñòü ê íóëþ ïðè r → 0.
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Ïóñòü Ω èìååò ñòðóêòóðó ñòðàòèôèöèðîâàííîãî øàðà äîïóñòèìîãî ðàäèó-

ñà ñ öåíòðîì â òî÷êå ñòðàòà σk, k = n − 2. Ïóñòü G è Γ(r) òàêèå æå, êàê â

ïðåäûäóùåé ëåììå.

Ëåììà 4.9 Ïîòîê ïîëÿ ∇u ÷åðåç Γ(r) ∩ Ω0 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè r → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî: Îáîçíà÷èì ïîòîê êàê

Ψ(r) =

∫
Γ(r)∩Ω0

(∇u)n dµn−1
s .

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ïðåäåë Ψ(r) ïðè r → 0 ñóùåñòâóåò.

Â ñàìîì äåëå, çàôèêñèðóåì äîñòàòî÷íî ìàëîå R > 0, âñþäó äàëåå áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî r < R. Ââåä¼ì ïîâåðõíîñòü

S(r,R) = {X ∈ Rd : X ′ ∈ ∂G}.

Âìåñòå ñ Γ(r) è Γ(R) îíè îáðàçóþò çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò

òîëüêî ñòðàòû ðàçìåðíîñòè n è n− 1. Òîãäà, ïî òåîðåìå Ãàóññà î äèâåðãåíöèè

äëÿ ñëó÷àÿ ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà, ïîòîê ÷åðåç Γ(r) ïî âíåøíåìó

íàïðàâëåíèþ ðàâåí ñóììå ïîòîêîâ ïî âíåøíåìó íàïðàâëåíèþ ÷åðåç S(r, R) è

Γ(R). Íî ïðè r = 0 S(0, R) è Γ(R) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü, ÷åðåç êî-

òîðóþ ñóùåñòâóåò ïîòîê ïîëÿ ∇u. Ïîýòîìó ïðåäåë Ψ(r) ïðè r → 0 ñóùåñòâóåò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäåë íå ðàâåí íóëþ. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî îí ðàâåí C > 0. Ò.ê. ôóíêöèÿ u ãëàäêàÿ íà ñòðàòàõ ðàçìåðíîñòè n è

n− 1, òî ïîòîê Ψ(r) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò r. Çíà÷èò, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî r0,

ïîòîê áóäåò áîëüøå íåêîòîðîãî δ > 0.

Ââåä¼ì ñïåöèàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ïîëîæèì Lk � ëèíåéíîå ìíîãî-

îáðàçèå, ïîêðûâàþùåå σk. Ïåðåéä¼ì ê êîîðäèíàòàì âèäà (x′, r, ϕ). Çäåñü x′ �

íàáîð èç k êîîðäèíàò òî÷êè X ′ � ïðîåêöèè X íà Lk � â äåêàðòîâûõ êîîðäè-
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íàòàõ íà Lk, à (r, ϕ) � ñôåðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â òî÷êå X ′ â

îðòîãîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå L⊥
k .

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

r0∫
0

1

r
Ψ(r) dr =

r0∫
0

1

r

∫
Γ(r)∩Ω0

(∇u)n dµn−1
s dr.

Ò.ê.

dµn−1
s = rn−k−1dx′dϕ,

è n− k = 2, òî

∣∣∣ r0∫
0

1

r

∫
Γ(r)∩Ω0

(∇u)n dµn−1
s dr

∣∣∣ = r0∫
0

∫
G

∫
Φ

rn−k−2∂u

∂r
(x′, r, ϕ) dϕdx′dr =

=
∣∣∣ r0∫
0

∫
G

∫
Φ

∂u

∂r
(x′, r, ϕ) dϕdx′dr

∣∣∣ = ∣∣∣ ∫
G

∫
Φ

(
u(x′, r0, ϕ)− u(x′, 0, ϕ)

)
dϕdx′

∣∣∣ ≤
≤ (umax − umin)µ(G)µ(Φ).

Ò.å. èíòåãðàë îãðàíè÷åí.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîòîê Ψ(r) áîëüøå íåêîòîðîãî

δ > 0 íà îòðåçêå [0, r0], òî

r0∫
0

1

r
Ψ(r) dr > δ

r0∫
0

1

r
dr = ∞.

×òî âëå÷¼ò ïðîòèâîðå÷èå. ■

Âàæíûì ìîìåíòîì äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿëîñü òî, ÷òî ïîâåðõíîñòü Γ(r) ïðè

r → 0 ìåíÿëàñü ïîäîáíûì îáðàçîì. Ïîýòîìó, êîãäà ìû ïåðåõîäèëè ê êîîðäèíà-

òàì (x′, r, ϕ), òî èíòåãðèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé r âåëîñü íà îòðåçêå [0, r0].

Ïóñòü Ω ïî-ïðåæíåìó èìååò ñòðóêòóðó ñòðàòèôèöèðîâàííîãî øàðà äîïó-
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ñòèìîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå ñòðàòà σk, k = n − 2. Ïóñòü â Rd çàäàíà

êóñî÷íî-ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü P , êîòîðàÿ ëåæèò â øàðå, îáðàçóþùåì

ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî Ω. È ïóñòü ìíîæåñòâî G (íà îñíîâå êîòîðîãî

ìû ñòðîèì ïîâåðõíîñòü Γ(r)) âûáðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðîåêöèÿ P íà ñòðàò

σk ëåæèò â G.

Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü Γ(r) äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà r. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç Γ′(r) � ó÷àñòîê ïîâåðõíîñòè, êîòîðûé ëåæèò âíóòðè îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé

ïîâåðõíîñòüþ P . Óñòðåìèì r ê íóëþ. Òåïåðü ïîâåðõíîñòü Γ′(r) óæå íå áóäåò ìå-

íÿòüñÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, ïîýòîìó ìû íå ìîæåì ïðèìåíèòü ê íåé ïðåäûäóùóþ

ëåììó. Òåì íå ìåíåå, ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîãè÷íóþ.

Ëåììà 4.10 Ïîòîê ïîëÿ ∇u ÷åðåç Γ′(r) ∩ Ω0 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè r → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì îáëàñòü G1 ⊂ G, êîòîðàÿ ëåæèò íà íåíóëå-

âîì ðàññòîÿíèè îò ãðàíèöû ∂G. Íàéä¼òñÿ òàêàÿ ε-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà G,

êîòîðàÿ íå ïåðåñåêàåò ïîâåðõíîñòü P . Ïóñòü r < ε. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ′
1(r) ó÷à-

ñòîê ïîâåðõíîñòè Γ′(r), ïðîåêöèÿ êîòîðîãî íà σk äà¼ò ìíîæåñòâî G1. Ïîëîæèì

G2 = G \G1, Γ′
2(r) = Γ′(r) \ Γ′

1(r).

Ò.ê. ìû âûáðàëè r < ε, òî ïðîåêöèÿ Γ′
1(r) íà σk ïðè ëþáîì r ðàâíà G1. Ïî-

ýòîìó, ïî ïðåäûäóùåé ëåììå, ïðåäåë ïîòîêà ÷åðåç Γ′
1(r)∩Ω0 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Ïîòîê æå ÷åðåç Γ′
2(r) ∩ Ω0, ïî ëåììå 4.8, ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû îãðàíè÷åí

ìåðîé ïðîåêöèè Γ′
2(r) íà σk. Ïðè r → 0 ýòà âåëè÷èíà ñòðåìèòñÿ ê Cµ(G2). Ò.ê.

ìû âûáèðàëè G ïðîèçâîëüíî, òî âåëè÷èíà Cµ(G2) áóäåò ñêîëü óãîäíî ìàëà.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåë ïîòîêà ïîëÿ ∇u ÷åðåç Γ′(r)∩Ω0 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ

ïðè r → 0. ■

Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ïîñëåäíåé ëåììå äàííîãî ïàðàãðàôà.
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Ëåììà 4.11 Ïóñòü Ω � n-ìåðíîå ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî, Σn−2 �

îáúåäèíåíèå âñåõ ñòðàòîâ ðàçìåðíîñòè k ≤ n − 2. Ïóñòü u � îãðàíè÷åííàÿ

ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà Ω0\Σn−2. È ïóñòü P � çàìêíóòàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ

ïîâåðõíîñòü â Rd, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò âñå ñòðàòû ïîä íåíóëåâûì óãëîì è íå

ïåðåñåêàåò ∂Ω. Òîãäà ïîòîê ïîëÿ ãðàäèåíòà ∇u ÷åðåç ïîâåðõíîñòü P ∩Ω0 ïî

ìåðå dµn−1
s ðàâåí íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èí-

äóêöèè. Ïóñòü ïîâåðõíîñòü P ïåðåñåêàåò òîëüêî ñòðàòû ðàçìåðíîñòè n è n− 1.

Ò.ê. ïî óñëîâèþ ëåììû ôóíêöèÿ u ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C2∗
σ,p, òî îíà ïðè-

íàäëåæèò è ïðîñòðàíñòâó C2
σ (ñì. îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ).

Ñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà î äèâåðãåíöèè, è ïîòîê ÷åðåç P ∩Ω0 ðàâåí

íóëþ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåììà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ, êîãäà P ïåðåñåêàåò

ñòðàòû ðàçìåðíîñòè áîëüøå k. Ïóñòü òåïåðü P ïåðåñåêàåò ñòðàòû ðàçìåðíîñòè

k. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî P ∩ σkj äëÿ íåêîòîðîãî ñòðàòà σkj. Ýòî ìíîæåñòâî

áóäåò èçîëèðîâàííî îò äðóãèõ ñòðàòîâ ðàçìåðíîñòè k, ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü

áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî σkj � åäèíñòâåííûé ñòðàò ðàçìåðíîñòè k, êîòî-

ðûé ïåðåñåêàåò ïîâåðõíîñòü P . Áîëåå òîãî, äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ω

èìååò ñòðóêòóðó ñòðàòèôèöèðîâàííîãî øàðà äîïóñòèìîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â

íåêîòîðîé òî÷êå X0 ∈ σkj.

Ïóñòü Lk � k-ìåðíîå ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ïîêðûâàåò σkj. Ïîëî-

æèì äîñòàòî÷íî ìàëîå r > 0, è îêðóæèì Lk ïîâåðõíîñòüþ Γ(r) âèäà

Γ(r) = {X ∈ Rn : dist(X,Lk) = r}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ′(r) ó÷àñòîê ïîâåðõíîñòè P , êîòîðûé îêàçàëñÿ çà ïðåäåëà-

ìè îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïîâåðõíîñòüþ Γ(r). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ′(r) ó÷àñòîê
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Γ(r), êîòîðûé îêàçàëñÿ âíóòðè îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé P . Òîãäà ïîâåðõíîñòü

P ′(r) ∪ Γ′(r) áóäåò çàìêíóòîé, êóñî÷íî-ãëàäêîé è áóäåò ïåðåñåêàòü âñå ñòðà-

òû ïîä íåíóëåâûì óãëîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ïîòîê

÷åðåç (P ′(r) ∪ Γ′(r)) ∩ Ω0 ðàâåí íóëþ.

Óñòðåìèì òåïåðü r ê íóëþ. Òîãäà ïî ëåììå 4.8 (ïðè k ≤ n−3) èëè ïî ëåììå

4.10 (ïðè k = n−2) ïîòîê ÷åðåç Γ′(r)∩Ω0 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. È ò.ê. ïîòîê ÷åðåç

P ∩ Ω0 ñóùåñòâóåò, òî îí ðàâåí íóëþ. ■

4.4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè

Íàêîíåö ìû ìîæåì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû îá óñòðàíèìîé îñîáåí-

íîñòè.

Çàôèêñèðóåì X0 ∈ Ω0. Ïóñòü Sr � ñòðàòèôèöèðîâàííàÿ ñôåðà äîïóñòèìîãî

ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå X0. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë âèäà

M [Sr]u =
1

ωrn−1

∫
Sr

u dµn−1
s ,

ãäå ω � ìåðà åäèíè÷íîé ñòðàòèôèöèðîâàííîé ñôåðû. Èíòåãðèðîâàíèå âåä¼òñÿ

ïî ìåðå dµn−1
s (ñì. ïîäðîáíåå â �1.5), ò.å. ïî òåì ó÷àñòêàì ñòðàòèôèöèðîâàííîé

ñôåðû, êîòîðûå îáðàçîâàíû ïåðåñå÷åíèåì ñî ñâîáîäíûìè n-ìåðíûìè ñòðàòàìè.

Ò.ê. ôóíêöèÿ u íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åííà íà ýòèõ ñòðàòàõ, òî âåëè÷èíàM [Sr]u

îïðåäåëåíà êîððåêòíî.

Òåîðåìà 4.4 (ðàâåíñòâî ñðåäíèõ) Äëÿ ëþáîé òî÷êè X0 ∈ Ω0 è ëþáûõ äî-

ïóñòèìûõ ðàäèóñîâ r1 è r2

M [Sr1(X0)]u = M [Sr2(X0)]u.

Äîêàçàòåëüñòâî: Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ω èìååò
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ñòðóêòóðó ñòðàòèôèöèðîâàííîãî øàðà äîïóñòèìîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå

X0. Ïåðåéä¼ì ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì (r, ϕ) ñ öåíòðîì â òî÷êå X0. Òîãäà

1

rn−1
dµn−1

s = dϕ.

Ðàññìîòðèì ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì δ > 0 âåëè÷èíó

M [Sr+δ(X0)]u−M [Sr(X0)]u

δ
=

1

ω

∫
Φ

u(r + δ, ϕ)− u(r, ϕ)

δ
dϕ,

ãäå Φ � ìíîæåñòâî íàïðàâëåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ (n − 1)-ìåðíûì ó÷àñòêàì

ñòðàòèôèöèðîâàííîé ñôåðû Sr(X0). Ò.ê. u ãëàäêàÿ íà ñâîáîäíûõ ñòðàòàõ, òî

ïðè δ → 0

u(r + δr, ϕ)− u(r, ϕ)

δr
→ ∂u(r, ϕ)

∂r
.

Äàëåå, ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè

u(r + δ, ϕ)− u(r, ϕ)

δ
=

∂u(r, ϕ)

∂r

∣∣∣
r=r∗

≤ (∇u)(r∗, ϕ)

Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.2,

(∇u)(r∗, ϕ) ≤ 1

dist(X(r∗, ϕ),Σn−2 ∪ ∂Ω)
≤ 1

dist(X(r, ϕ),Σn−2 ∪ ∂Ω)
.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ââèäó òîãî, ÷òî ïðè äâèæåíèè ïî ëó÷ó

(X0, ϕ) â ñòîðîíó òî÷êè X0 ðàññòîÿíèå îò òî÷êè X(r, ϕ) äî êàæäîãî ñòðàòà

ðàçìåðíîñòè k ≤ n− 2 ìîíîòîííî óáûâàåò. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà

u(r + δ, ϕ)− u(r, ϕ)

δ

ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî ìàëîì δ ìàæîðèðóåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé. Òîãäà
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ïðè δ → 0 ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè (ñì., íàïðèìåð, [16])

M [Sr+δ(X)]u−M [Sr(X)]u

δ
→ 1

ω

∫
Φ

∂u(r, ϕ)

∂r
dϕ =

1

ωrn−1

∫
Sr

∂u(r, ϕ)

∂n
dµn−1

s .

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ ïî ëåììå 4.7.

Ñîáèðàÿ íà÷àëî è êîíåö, ïîëó÷èì

∂

∂r
M [Sr(X)] = 0.

Çíà÷èò çíà÷åíèå M [Sr(X)]u íå çàâèñèò îò r. ■

Ïîëîæèì C(X) � ñðåäíåå çíà÷åíèå M [S(X)]u ïî íåêîòîðîé ñòðàòèôèöèðî-

âàííîé ñôåðå S(X) äîïóñòèìîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå X.

Ëåììà 4.12 Ïóñòü Xi ∈ σk ⊂ Ω0, X
∗ ∈ σk ⊂ Ω0 è Xi → X∗. Òîãäà C(Xi) →

C(X∗).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîñòðîèì â êàæäîé òî÷êå Xi è òî÷êå X∗ ñòðàòèôèöèðî-

âàííûå ñôåðû îäèíàêîâîãî äîïóñòèìîãî ðàäèóñà S(Xi) è S(X∗). Ò.ê. Xi è X∗

ëåæàò íà îäíîì ñòðàòå, à ðàäèóñû ñôåð ðàâíû, òî ëþáóþ ñôåðó S(Xi) ìîæíî

îòîáðàçèòü íà S(X∗) ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà. Ïóñòü X � ïðîèç-

âîëüíàÿ òî÷êà ñôåðû S(X∗). Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ′ å¼ îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè

S(X∗) → S(Xi) ïðè ôèêñèðîâàííîì i. Ïîëîæèì

ui(X) = u(X ′).

Òàêèì îáðàçîì âñå ui è u îïðåäåëåíû íà ñôåðå S(X∗).

Ò.ê.Xi ñõîäÿòñÿ ê X∗, è âñå ñôåðû èìåþò îäèíàêîâûé ðàäèóñ, òî ui ñõîäÿòñÿ

ê u ïîòî÷å÷íî. Ò.ê. ui è u íåïðåðûâíû ïî÷òè âñþäó íà S(X∗) è ðàâíîìåðíî
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îãðàíè÷åííû, òî ∫
S(X∗)

ui ds →
∫

S(X∗)

u ds.

Â êîíå÷íîì èòîãå èìååì

C(Xi) = M [S(Xi)]u = M [S(X∗)]ui → M [S(X∗)]u = C(X∗).

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ■

Ëåììà 4.13 Ïóñòü Xi ∈ Ω0 \ σk, X∗ ∈ σk ⊂ Ω0 è Xi → X∗. Òîãäà u(Xi) →

C(X∗).

Äîêàçàòåëüñòâî: Åñëè k = n − 2, òî íà âñåõ ñòðàòàõ áîëüøåé ðàçìåðíî-

ñòè ïî óñëîâèþ òåîðåìû ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé. Åñëè k < n − 2,

òî áóäåì ñ÷èòàòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî äëÿ ñòðàòîâ áîëüøåé ðàçìåð-

íîñòè ìû óæå äîêàçàëè òåîðåìó îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè è ìîæåì ñ÷èòàòü

ôóíêöèþ u íåïðåðûâíîé. Ýòî çíà÷èò, ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ïàðàãðàôó, ÷òî

íà ñòðàòàõ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà î ñðåäíåì. Îòñþäà ñëå-

äóåò (ñì. çàìå÷àíèå â �3.4), ÷òî íà ñòðàòàõ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî Õàðíàêà. Ýòîò ôàêò èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè äîêàçàòåëüñòâå.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî Ω èìååò ñòðóêòóðó ñòðàòèôèöèðî-

âàííîãî øàðà äîïóñòèìîãî ðàäèóñà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî σk � åäèíñòâåííûé ñòðàò

ðàçìåðíîñòè k, à âñå îñòàëüíûå ñòðàòû èç Ω0 èìåþò á�îëüøóþ ðàçìåðíîñòü.

Ñëåäîâàòåëüíî u ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé íà Ω0 \ σk.

Ðàññìîòðèì âñå ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû ôóíêöèè u â òî÷êå X∗. Ò.ê. ôóíêöèÿ

u îãðàíè÷åííàÿ, òî âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû îãðàíè÷åííûå. Îáîçíà÷èì èõ

÷åðåç M è m ñîîòâåòñòâåííî.

Óòâåðæäåíèå 4.1 C(X∗) = m.
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Äîêàçàòåëüñòâî: Ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ âî ìíîãîì ïîâòîðÿþò ðàññóæ-

äåíèÿ â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.2.

Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Xi ∈ Ω0\σk òàê, ÷òîáû Xi → X∗ è u(Xi) → m.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lk � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè k, ïîêðûâàþùåå

ñòðàò σk. Ò.ê. âñå Xi íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà ïðèíàäëåæàò øàðó äîïóñòè-

ìîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå X∗, è X∗ ∈ σk, òî ïðîåêöèè òî÷åê Xi íà Lk

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà ïðèíàäëåæàò σk. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç Yi; áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî âñå Yi ëåæàò â σk.

Ò.ê. Xi → X∗ è Yi → X∗, òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

dist(Xi, Yi) <
1

2
Ri,

ãäå Ri � äîïóñòèìûå ðàäèóñû â òî÷êàõ Yi. Îêðóæèì êàæäûé Yi ñòðàòèôèöèðî-

âàííûì øàðîìB(Yi) ðàäèóñà 2 dist(Xi, Yi). Ò.ê. ðàäèóñû øàðîâB(Yi) ñòðåìÿòñÿ

ó íóëþ, à m � ýòî íèæíèé ïðåäåë ôóíêöèè u â òî÷êå X∗, òî

inf
B(Yi)

u → m, (i → ∞).

Ïîëîæèì íà B(Yi)

ūi = u− inf
B(Yi)

u.

Òîãäà âñå ôóíêöèè ūi áóäóò íåîòðèöàòåëüíûìè íà B(Yi) è îãðàíè÷åííûìè ãàð-

ìîíè÷åñêèìè íà B(Yi) \ σk. Òàêæå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

ūi(Xi) → 0, (i → ∞).

Ò.ê. âñå Yi è X∗ ëåæàò íà îäíîì ñòðàòå, òî âñå øàðû B(Yi) ïîäîáíû øàðó

B(X∗) (ñì. îïðåäåëåíèå 3.2). Îòîáðàçèì êàæäûé øàð B(Yi) íà B(X∗) ñ ïîìî-

ùüþ îòîáðàæåíèÿ Ti � êîìïîçèöèè ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà è ïðåîáðàçîâàíèÿ

ïîäîáèÿ. Òîãäà Ti(Yi) = X∗ ïðè ëþáîì i. È ò.ê. ðàäèóñ øàðà B(Yi) ìû âûáðàëè
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ðàâíûì 2 dist(Xi, Yi), è Yi ðåàëèçóåò ðàññòîÿíèå îò Xi äî σk, òî îáðàçû Ti(Xi)

áóäóò ëåæàòü íà ðàññòîÿíèè R/2 îò ñòðàòà σk è îò ãðàíèöû ∂B(X∗), ãäå R �

ðàäèóñ øàðà B(X).

Ïåðåíåñ¼ì ôóíêöèè ūi íà øàð B(X∗) ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ Ti. À èìåííî,

ïîëîæèì ïðè X ′ ∈ B(X∗)

u′i(X
′) = ūi(T

−1
i (X ′)).

Òîãäà âñå ôóíêöèè u′i áóäóò íåîòðèöàòåëüíûìè, îãðàíè÷åííûìè è ãàðìîíè÷å-

ñêèìè íà B(X∗) \ σk.

Êàê ðàíåå áûëî çàìå÷åíî, îáðàçû Ti(Xi) ëåæàò íà ðàññòîÿíèè R/2 îò ñòðàòà

σk è îò ãðàíèöû ∂B(X∗), ãäåR � ðàäèóñ øàðà B(X∗). Òîãäà ñóùåñòâóåò êîìïàêò

H ⊂ (B(X∗) \ σk), êîòîðûé ëåæèò íà íåíóëåâîì ðàññòîÿíèè îò ñòðàòà σk è îò

ãðàíèöû ∂B(X∗) è ñîäåðæèò âñå òî÷êè Ti(Xi). Ò.ê.

u′i(Ti(Xi)) = ūi(Xi) → 0, (i → ∞),

è u′ íåîòðèöàòåëüíûå, òî

inf
H

u′i → 0, (i → ∞).

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè âñå óñëîâèÿ äëÿ íåðàâåíñòâà Õàðíàêà, èç êîòîðîãî ñëå-

äóåò, ÷òî ôóíêöèè u′i ðàâíîìåðíî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ íà H. Ò.ê. ìû ìîæåì âû-

áðàòü êîìïàêò H ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê σk, òî, â ñî÷åòàíèè ñ ðàâíîìåðíîé

îãðàíè÷åííîñòüþ ôóíêöèé u′i, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ñòðàòèôèöèðî-

âàííîé ñôåðû äîïóñòèìîãî ðàäèóñà S ′(X∗) ñðåäíåå ôóíêöèé u′i ïî ýòîé ñôåðå

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

95



Âîçâðàùàÿñü ê ôóíêöèè u, ïîëó÷èì

M [S(Yi)]u → m,

ãäå S(Yi) = T−1
i (S ′(X∗)). Èñõîäÿ èç ðàâåíñòâà ñðåäíèõ, èìååì

C(Yi) → m,

÷òî ïî ëåììå 4.12 îçíà÷àåò C(X∗) = m. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. ■

Óòâåðæäåíèå 4.2 C(X) = M .

Äîêàçàòåëüñòâî: Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïåðåéòè ê ôóíêöèè −u.

Ýòà ôóíêöèÿ òàêæå áóäåò ãàðìîíè÷åñêîé è îãðàíè÷åííîé, ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî

ñôåðàì äëÿ íå¼ áóäåò ðàâíî −C(X), à èíôèìóì ïî âñåì ÷àñòè÷íûì ïðåäåëàì

áóäåò ðàâåí −M . ■

Ò.ê.M = m = C(X), òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xi ∈ Ω0\σk, xi → X,

âûïîëíÿåòñÿ u(xi) → C(X). Ëåììà äîêàçàíà. ■

Ñîáèðàÿ âìåñòå äâå ïðåäûäóùèå ëåììû, ïîëó÷èì èòîãîâóþ òåîðåìó ýòîãî

ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 4.5 (î ïðîäîëæåíèè ïî íåïðåðûâíîñòè) Ïîëîæèì u∗(X) = u(X)

ïðè X ∈ Ω0 \ σk è u∗ = C(X) ïðè X ∈ σk. Òîãäà u∗ áóäåò íåïðåðûâíà íà Ω0.

Îòñþäà â êîíå÷íîì èòîãå ñëåäóåò òåîðåìà 4.1 îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè.

4.5 Çàìå÷àíèÿ

Çàìå÷àíèå 4.1 Òåîðåìà îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè â êëàññå C(Ω0)∩C2
σ,p(Ω0)

âîîáùå ãîâîðÿ íå âûïîëíÿåòñÿ.
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Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü R2. È ðàññìîòðèì êðóãîâîé ñåêòîð ñ öåí-

òðîì â òî÷êå X, åäèíè÷íîãî ðàäèóñà è óãëîâûì ðàñòâîðîì ðàâíûì α. Ðàññìîò-

ðèì çàäà÷ó Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ýòîì ìíîæåñòâå. Ïðè α > π

ñóùåñòâóþò ïðèìåðû ðåøåíèé (ñì., íàïðèìåð, â [20]), êîòîðûå èìåþò îñîáåí-

íîñòü ãðàäèåíòà â óãëîâîé òî÷êå X, ò.å. íå ïðèíàäëåæàò C2
σ,p(Ω0).

Ðàññìîòðèì ñåêòîð êàê ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî Ω. Åãî ñòðàòàìè

áóäóò äâóìåðíàÿ âíóòðåííîñòü, òðè ãðàíè÷íûõ ó÷àñòêà è òðè âåðøèíû. Êðóãî-

âîé ó÷àñòîê è äâå ïðèìûêàþùèå âåðøèíû ïîëîæèì â ãðàíèöó ∂Ω. Òîãäà ëþ-

áîå ðåøåíèå çàäà÷è Íåéìàíà ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé íà Ω0. Òàêèì

îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ u íà Ω0, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò

C2∗
σ,p(Ω0), íî íå ïðèíàäëåæèò C2

σ,p(Ω0). Ïðè ýòîì

u ∈ C2
σ,p(Ω0 \ {X}).

Ýòî çíà÷èò, ÷òî òåîðåìà îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè â êëàññå C2
σ,p(Ω0) íå âûïîë-

íÿåòñÿ äëÿ òî÷êè X.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî õîòü ïðîñòðàíñòâî C2∗
σ,p(Ω0) è ÿâëÿåòñÿ áîëåå øèðîêèì,

÷åì C2
σ,p(Ω0), íî ïðè ýòîì îíî íå ÿâëÿåòñÿ �ñëèøêîì øèðîêèì�. Íàïðèìåð,

êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè â ñìûñëå ïðîñòðàíñòâà

C(Ω0) ∩ C2∗
σ,p(Ω0) âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà î ñðåäíåì. Îòñþäà ñëåäóåò òåîðåìà î

åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ

∆pu = 0

ñ ìÿãêèì ëàïëàñèàíîì.

Çàìå÷àíèå 4.2 Òðåáîâàíèå óñèëåííîé ïðî÷íîñòè ñóùåñòâåííî.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð äâóìåðíîãî ìíîæåñòâà Ω, êîòîðûé ñîñòîèò èç äâóõ òðå-
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óãîëüíèêîâ, êîòîðûå ïðèìûêàþò äðóã ê äðóãó ïî åäèíñòâåííîé îáùåé âåðøèíå

X. Ïîëîæèì u íóë¼ì íà îäíîì òðåóãîëüíèêå, è åäèíèöåé íà äðóãîì. Òàêàÿ

ôóíêöèÿ áóäåò ãàðìîíè÷åñêîé âñþäó, êðîìå òî÷êè X. Ïðè ýòîì ïðîäîëæèòü u

íà X ìû íå ìîæåì äàæå ïî íåïðåðûâíîñòè.
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