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Ââåäåíèå

Òðèäöàòûå ãîäû ïðîøëîãî âåêà ñ÷èòàþòñÿ ïåðèîäîì çàðîæäåíèÿ òåî-

ðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé, à ðàáîòû ôðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà

À. Ìàðøî è ïîëüñêîãî ìàòåìàòèêà Ñ. Çàðåìáû - ïèîíåðñêèìè. Íî òîëü-

êî â ñåðåäèíå ïðîøëîãî âåêà òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ïî-

ëó÷èëà ìîùíûé èìïóëüñ ðàçâèòèÿ. Ýòî ñâÿçàíî â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ òåì,

÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ î÷åíü óäîáíûì àïïàðàòîì

äëÿ îïèñàíèÿ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ðàçëè÷íûõ êëàññîâ, ñèñòåì ñ ðàçðûâ-

íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, èçó÷àåìûõ â ðÿäå ðàçäåëîâ òåîðèè îïòèìàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è äð.

(ñì., íàïðèìåð, [3], [4], [12], [43], [48], [55], [56], [58], [61]-[64], [72], [73], [90],

[100], [119], [121], [122], [152], [154]). Â ñèëó ýòîãî, çàäà÷è î ïåðèîäè÷åñêèõ

êîëåáàíèÿõ, î ãëîáàëüíîé ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé,

îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ðåøåíèé äëÿ ñèñòåì òàêîãî ðîäà ÿâëÿþò-

ñÿ âåñüìà àêòóàëüíûìè. Ïåðèîäè÷åñêèå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ

âêëþ÷åíèé èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ Â.È. Áëàãîäàòñêèõ, Þ.Ã. Áîðèñîâè-

÷à, À.È. Áóëãàêîâà, Å.À. Ãàíãî, Á.Ä. Ãåëüìàíà, Ì.È. Êàìåíñêîãî, À.Ä.

Ìûøêèñà, Â.Â. Îáóõîâñêîãî, À.È. Ïîâîëîöêîãî, Ë.È. Ðîäèíîé, À.À. Òîë-

ñòîíîãîâà, Å.Ë. Òîíêîâà, Â.Â. Ôèëèïïîâà, È.À. Ôèíîãåíêî, J.P. Aubin'a,

A. Cellina, K. Deimling'a, L. G�orniewicz'a, N.V. Loi'à, N.S. Papageorgiou, S.

Plaskacz'a, P. Zecca è äð. (ñì., íàïðèìåð, [3], [11], [12], [15]-[19], [28], [43],

[46], [47], [59], [71], [73], [78], [90], [94], [100], [101], [113], [115]-[119], [138],
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[139], [148]).

Èçó÷åíèþ áèôóðêàöèîííîãî ôåíîìåíà â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ïîñâÿ-

ùåíû ðàáîòû Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî, À.Â. Àðóòþíîâà, Þ.Ã. Áîðèñîâè÷à,

Â.Ã. Çâÿãèíà, À.Ô. Èçìàèëîâà, Ì.È. Êàìåíñêîãî, À.Ì. Êðàñíîñåëüñêîãî,

Â.Â. Îáóõîâñêîãî, Ä.È. Ðà÷èíñêîãî, Þ.È. Ñàïðîíîâà, J.C. Alexander'a,

S. Domachowsk'ãî, P.M. Fitzpatrick'a, L. G�orniewicz'a, J. Gulgowsk'ãî, W.

Kryszewsk'ãî, N.V. Loi'à, J. Mawhin'a, J. Pejsachowicz'a, P. Rabinovich'a, J.-

C. Yao, J.A. Yorke è äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé (ñì., íàïðèìåð, [25], [29], [34],

[35], [69], [70], [91], [100], [103], [104], [124], [125], [127], [131], [144]-[147]).

Âûøåóïîìÿíóòûå çàäà÷è ïîòðåáîâàëè äëÿ ñâîåãî èçó÷åíèÿ ðàçâèòèÿ

ãåîìåòðè÷åñêèõ è òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ àíàëèçà ìíîãîçíà÷íûõ îòîá-

ðàæåíèé (ìóëüòèîòîáðàæåíèé). Ãåîìåòðè÷åñêèå è òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû

àíàëèçà, ïðèìåíÿåìûå ê çàäà÷àì î íåëèíåéíûõ êîëåáàíèÿõ äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì, âîñõîäÿò ê èìåíàì À. Ïóàíêàðå, Ë. Áðàóýðà, Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâà,

Ã. Õîïôà, Æ. Ëåðå, Þ. Øàóäåðà. Â äàëüíåéøåì ýòè ìåòîäû áûëè ðàç-

âèòû è ïðîäåìîíñòðèðîâàëè ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü â òðóäàõ Ì.À. Êðàñíî-

ñåëüñêîãî, Í.À. Áîáûëåâà, Þ.Ã. Áîðèñîâè÷à, Ï.Ï. Çàáðåéêî, Â.Ã. Çâÿãèíà,

Ì.È. Êàìåíñêîãî, À.Ì. Êðàñíîñåëüñêîãî, Â.Â. Îáóõîâñêîãî, À.È. Ïåðîâà,

À.È. Ïîâîëîöêîãî, Ä.È. Ðà÷èíñêîãî, Á.Í. Ñàäîâñêîãî, Þ.È. Ñàïðîíîâà,

Â.Â. Ñòðûãèíà, Ê. Deimling'a, A. Fonda, L. G�orniewicz'a, J. Mawhin'a è äð.

Îòìåòèì, â ÷àñòíîñòè, ÷ðåçâû÷àéíî ïëîäîòâîðíîå íàïðàâëåíèå, ñâÿçàííîå

ñ ïîíÿòèåì íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè, îñíîâó êîòîðîãî çàëîæèëè ðàçðàáîò-

êè Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî è À.È. Ïåðîâà ([37]-[41], [49]-[51]).

Êðîìå òîãî, äîñòàòî÷íî äåéñòâåííîé çäåñü îêàçàëàñü òåîðèÿ òîïîëîãè-

÷åñêîé ñòåïåíè ìóëüòèïîëåé ñ âûïóêëûìè çíà÷åíèÿìè, ðàçðàáîòêå êîòîðîé

ïîñâÿùåíû òðóäû Þ.Ã. Áîðèñîâè÷à, Á.Ä. Ãåëüìàíà, Þ.Å. Ãëèêëèõà, À.Ä.

Ìûøêèñà, Â.Â. Îáóõîâñêîãî, À.Ñ. Ïîòàïîâà, J.-P. Aubin'a, R. Bader'a, A.
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Cellina, J. Dugundji, H. Frankowska, A. Granas'a, A. Lasota, Z. Opial'a è äð.

(ñì., íàïðèìåð, [2], [6]-[8], [10]-[12], [45], [52], [72], [73], [77], [84], [85], [102],

[105]-[107], [112], [128], [129]). Îäíàêî â ðÿäå çàäà÷ òåîðèè ïåðèîäè÷åñêèõ

ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé àïïàðàò âûïóêëîçíà÷íûõ ìóëüòè-

îòîáðàæåíèé íå ìîæåò áûòü íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíåí. Äîñòàòî÷íî çàìå-

òèòü, ÷òî ìíîãîçíà÷íûé îïåðàòîð ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì äèôôåðåíöèàëü-

íûõ âêëþ÷åíèé íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîçíà÷íûì äàæå â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ.

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå íîâûõ ãåî-

ìåòðè÷åñêèõ è òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ àíàëèçà ìóëüòèîòîáðàæåíèé, ïîç-

âîëÿþùèõ ýôôåêòèâíî ðåøàòü çàäà÷è î ñóùåñòâîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ è

îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé, à òàêæå çàäà÷ó î êà÷åñòâåííîì ïîâåäåíèè ðåøåíèé

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé ðàçëè÷íûõ êëàññîâ.

Â ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ìóëüòèïîëåé, ñîîò-

âåòñòâóþùèõ íîâûì êëàññàì ìóëüòèîòîáðàæåíèé, êîòîðûå åñòåñòâåííûì

îáðàçîì âîçíèêàþò â ïðèëîæåíèÿõ. Îäèí èç òàêèõ êëàññîâ ñîñòàâëÿþò

ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ, ïðåäñòàâèìûå â âèäå êîìïîçèöèè àïïðîêñèìèðóåìûõ

ìóëüòèîòîáðàæåíèé è îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. Ýòîò êëàññ äîñòàòî÷íî

îáøèðåí: îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê âûïóêëîçíà÷íûå ïîëóíåïðåðûâíûå ñâåð-

õó ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ, òàê è ìíîãîçíà÷íûå îïåðàòîðû ñäâèãà ïî òðàåêòî-

ðèÿì äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íå

îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Âòîðîé ðàññìàòðèâàåìûé

êëàññ � ýòî ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ, îáëàäàþùèå íåïðåðûâíûìè ñå÷åíèÿìè.

Äëÿ îáîèõ êëàññîâ ñòðîèòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü ñîâïàäåíèÿ, êîòî-

ðàÿ íàõîäèò ïðèëîæåíèÿ â îáîñíîâàíèè ìåòîäîâ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé

íà çàäàííîì ìíîæåñòâå è èíòåãðàëüíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé.

Ðàçâèòûå ìåòîäû ïðèìåíÿþòñÿ ê ðàçëè÷íûì êàòåãîðèÿì çàäà÷.

Ïåðâûì òèïîì ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ïåðèîäè÷å-
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ñêèõ ðåøåíèÿõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè âêëþ÷åíèÿìè

êàê ñ âûïóêëîçíà÷íîé ïðàâîé ÷àñòüþ, òàê è ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, íå îáëàäà-

þùåé ñâîéñòâîì âûïóêëîñòè çíà÷åíèé. Äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ ýòîé

çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ êëàññè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ íàïðàâëÿþùåé

ôóíêöèè � íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ íà çàäàííîì ìíîæåñòâå. Ñóùåñòâåí-

íûì ïðåèìóùåñòâîì ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ âîç-

ìîæíîñòü "ëîêàëèçîâàòü" ïðîâåðêó îñíîâíîãî óñëîâèÿ "íàïðàâëÿåìîñòè"

íà îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, çàâèñÿùåé îò ñàìîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè.

Äðóãèì âàæíûì ðàçâèòèåì ìåòîäà íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé, ïîëó÷èâ-

øèì îòðàæåíèå â äèññåðòàöèè, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìíîãîëèñòíûõ íàïðàâëÿþ-

ùèõ ôóíêöèé. Îí ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü êëàññû ñèñòåì, ê êî-

òîðûì ïðèìåíèìû ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îòûñêàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-

øåíèé.

Íåñîìíåííûì äîñòîèíñòâîì ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî íàëè÷èå

ïðåèìóùåñòâ ïðåäûäóùåãî ïîäõîäà, íî è âîçìîæíîñòü ïðîâåðêè îñíîâíîãî

óñëîâèÿ "íàïðàâëÿåìîñòè" íà îáëàñòè íå âñåãî ïðîñòðàíñòâà, à åãî ïîä-

ïðîñòðàíñòâà ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Ïðè èññëåäîâàíèè ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ-

÷åíèé ïîìèìî ìåòîäà ñòðîãèõ ìíîãîëèñòíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé ââî-

äèòñÿ åãî áîëåå îáùèé ñëó÷àé: ìåòîä îáîáùåííûõ ìíîãîëèñòíûõ íàïðàâëÿ-

þùèõ ôóíêöèé. Íå ìåíåå ýôôåêòèâíûì îêàçàëñÿ è ìåòîä íåñêîëüêèõ ìíî-

ãîëèñòíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé. Ïðèìåíåíèå êîìïëåêñà ýòèõ ìåòîäîâ

ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ðÿä ñóùåñòâåííî íîâûõ ðåçóëüòàòîâ î ñóùåñòâîâàíèè

ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé.

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå çàäà÷à î ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíè-

ÿõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûìè âêëþ÷åíèÿ-

ìè êàê ñ âûïóêëîçíà÷íîé ïðàâîé ÷àñòüþ, òàê è ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, íå îáëàäà-
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þùåé ñâîéñòâîì âûïóêëîñòè çíà÷åíèé. Äëÿ åå ðåøåíèÿ áûë ââåäåí íîâûé

êëàññ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé � èíòåãðàëüíûå íàïðàâëÿþùèå ôóíêöèè.

Ñóùåñòâåííûì ðàçâèòèåì ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóí-

êöèé ÿâëÿåòñÿ åãî îáîáùåíèå íà âêëþ÷åíèÿ ñ êàóçàëüíûìè îïåðàòîðàìè.

Îòìåòèì, ÷òî ýòî ïîíÿòèå áûëî âïåðâûå ââåäåííî Ë. Òîíåëëè (ñì. [155])

è À.Í. Òèõîíîâûì (ñì. [54]) â ïåðâîé ïîëîâèíå ïðîøëîãî âåêà è îêàçà-

ëîñü ìîùíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ óíèôèêàöèè çàäà÷ â òåîðèè îáûêíîâåí-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé, ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ êîíå÷íûì èëè áåñ-

êîíå÷íûì çàïàçäûâàíèåì, èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà, ôóíêöèî-

íàëüíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà è äð. (ñì. [87]). Ðàçëè÷íûå çàäà÷è

äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ êàóçàëüíûìè îïåðà-

òîðàìè áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [17, 24, 92, 93, 114, 132, 143]. Â ÷àñò-

íîñòè, ãðàíè÷íàÿ è ïåðèîäè÷åñêàÿ ïðîáëåìû èçó÷àëèñü â [93] è [132].

Â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ ïî ìåòîäó íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé, êàê ïðàâè-

ëî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè íà âñåì ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå. Ýòî óñëîâèå ìîæåò ïðåäñòàâèòüñÿ îãðàíè÷èòåëüíûì, íàïðè-

ìåð, â òàêèõ ñèòóàöèÿõ, êîãäà íàïðàâëÿþùèå ïîòåíöèàëû ðàçëè÷íû â ðàç-

ëè÷íûõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ñíÿòèÿ óêàçàííîãî îãðàíè÷åíèÿ â äèñ-

ñåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ íåãëàäêèå íàïðàâëÿþùèå ïîòåíöèàëû äëÿ êàæ-

äîãî êëàññà íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé è èõ îáîáùåííûå ãðàäèåíòû.

Óíèâåðñàëüíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè ìåòîäîâ ïîçâîëÿåò

ïðèìåíÿòü èõ è ê çàäà÷å î ñóùåñòâîâàíèè îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé, à òàêæå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé ðàçëè÷íûõ êëàññîâ.

Åùå îäíèì òèïîì ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå àñèìï-

òîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ è äè-
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ôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ðàçëè÷íûõ êëàññîâ. Ðàçðàáîòàííûå â äèññåð-

òàöèè ìåòîäû ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñóùåñòâåííî íîâûå îöåíêè íîðì òðàåê-

òîðèé ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé.

Çàâåðøàåòñÿ ðÿä ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè ïðîáëåì çàäà÷åé î áè-

ôóðêàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ-

÷åíèé. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä íà îñíîâå ïîíÿòèÿ ìíî-

ãîëèñòíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè, ïîçâîëÿþùèé çíà÷èòåëüíî îáëåã÷èòü

íàõîæäåíèå êëþ÷åâîé õàðàêòåðèñòèêè äàííîé çàäà÷è � áèôóðêàöèîííîãî

èíäåêñà.

Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå

äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé, ÿâëÿåòñÿ íîâîé è äëÿ òåîðèè äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Ðàçðàáîòêà òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé

ñòåïåíè äëÿ íîâûõ êëàññîâ ìóëüòèîòîáðàæåíèé. Ðàçâèòèå íà ýòîé îñíîâå

ìåòîäà íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé òðåõ íîâûõ òèïîâ: íàïðàâëÿþùèõ ôóíê-

öèé íà çàäàííîì ìíîæåñòâå, èíòåãðàëüíûõ è ìíîãîëèñòíûõ íàïðàâëÿþùèõ

ôóíêöèé. Ïîëó÷åíèå íîâûõ ïðèëîæåíèé ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ ê çàäà÷àì

î ñóùåñòâîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ è îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé, î êà÷åñòâåííîì

ïîâåäåíèè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè ðåøåíèè èçëîæåííûõ âûøå çàäà÷ èñ-

ïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ìíîãîçíà÷íîãî àíàëèçà, íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíî-

ãî àíàëèçà, íåãëàäêîãî àíàëèçà, êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé, à òàêæå òåîðèè áèôóðêàöèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Íàèáîëåå çíà÷èìûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1) ïîñòðîåíà òåîðèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ìóëüòèïîëåé, ñîîòâåòñòâó-

þùèõ íîâûì êëàññàì ìóëüòèîòîáðàæåíèé ñ íåâûïóêëûìè çíà÷åíèÿìè â

12



êîíå÷íîìåðíîì è íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâàõ;

2) ðàçâèòà íà îñíîâå ïîñòðîåííîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè òåîðèÿ ñòåïå-

íè ñîâïàäåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ ìóëüòèîòîáðàæåíèé è ëèíåé-

íûõ ôðåäãîëüìîâûõ îòîáðàæåíèé;

3) ââåäåíî ïîíÿòèå íàáîðà íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé äëÿ ñëó÷àÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé è ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

èõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé;

4) îñóùåñòâëåíà ëîêàëèçàöèÿ ìåòîäà íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé äëÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé;

5) ââåäåí â ðàññìîòðåíèå êëàññ èíòåãðàëüíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé

äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ôóíêöèîíàëüíî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé;

6) îáîáùåí ìåòîä èíòåãðàëüíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé íà ñëó÷àé äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ êàóçàëüíûìè îïåðàòîðàìè è ïîëó÷åíû íîâûå

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé;

7) ââåäåí êëàññ ìíîãîëèñòíûõ âåêòîðíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé

(ÌÂÍÔ) êàê íîâûé èíñòðóìåíò èññëåäîâàíèÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè âêëþ÷åíèÿìè;

8) ïîëó÷åíû â òåðìèíàõ ïîëíîãî íàáîðà ñòðîãèõ (îáîáùåííûõ) ÌÂÍÔ

è ïðàâèëüíîé ÌÂÍÔ íîâûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè-

÷åñêèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé;

9) óêàçàííûå âûøå êëàññû íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé ïðèìåíåíû ê íîâûì

çàäà÷àì èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöè-

àëüíûõ è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé;

10) âñå ïðåäëîæåííûå êëàññû íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé ðàñøèðåíû íà

ñëó÷àé íåãëàäêèõ ïîòåíöèàëîâ;

11) ñóùåñòâåííî ðàñøèðåíû êëàññû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ê êîòîðûì
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ïðèìåíèìû ðàçðàáîòàííûå â äèññåðòàöèè ìåòîäû (â ÷àñòíîñòè, íà ñëó÷àé

ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåí-

öèàëüíûìè âêëþ÷åíèÿìè, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì

âûïóêëîñòè çíà÷åíèé è ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, íîðìàëüíûìè ìóëüòèîòîáðà-

æåíèÿìè);

12) ðàñïðîñòðàíåí ìåòîä ÌÂÍÔ íà çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ áèôóðêàöèè

ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-

÷åñêèé õàðàêòåð. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàçðàáîòàí äîñòàòî÷íî øèðî-

êèé ñïåêòð íîâûõ ìåòîäîâ íåëèíåéíîãî è ìíîãîçíà÷íîãî àíàëèçà, êîòîðûå

ýôôåêòèâíî ïðèìåíåíû â èññëåäîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ è îãðàíè÷åííûõ

ðåøåíèé ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ðàçëè÷íûìè êëàññàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé, àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé, à òàêæå

áèôóðêàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â çàäà÷àõ ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè è ôèçèêè, òåîðèè èãð. Îòäåëüíûå ýëåìåíòû äèñ-

ñåðòàöèè âêëþ÷åíû â ïðîãðàììó äèñöèïëèíû "Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â

ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷", ÷èòàåìîé â ðàìêàõ ìàãèñòåðñêîé ïðîãðàììû

"Ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå" â Âîðîíåæñêîì ãîñïåäóíèâåðñèòåòå.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû. Ðå-

çóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôå-

ðåíöèè "Íåëèíåéíûé àíàëèç è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-

íèÿ" (Âîðîíåæ, 2000), Âîðîíåæñêèõ çèìíèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ (Âî-

ðîíåæ, 2002, 2004, 2008, 2015, 2016), Âîðîíåæñêèõ âåñåííèõ ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ øêîëàõ "Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ" (Âîðîíåæ, 2002, 2014�2016), ìåæäó-

íàðîäíûõ øêîëàõ-ñåìèíàðàõ ïî ãåîìåòðèè è àíàëèçó (Àáðàó-Äþðñî, 2002,

2004), ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ôóí-
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êöèîíàëüíîãî àíàëèçà è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé" (Âîðîíåæ, 2003),

ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ "Îáùèå ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ è

èõ ïðèëîæåíèÿ. Ïðîáëåìû ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè" (Òàìáîâ, 2003, 2015),

ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Òîïîëîãè÷åñêèå è âàðèàöèîííûå

ìåòîäû íåëèíåéíîãî àíàëèçà è èõ ïðèëîæåíèÿ" (Âîðîíåæ, 2005), ìåæ-

äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è òîïîëîãèÿ"

(Ìîñêâà, 2008), ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ "Êðûìñêàÿ îñåí-

íÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà-ñèìïîçèóì"(Êðûì, 2009, 2014�2016), ìåæäó-

íàðîäíîé îòêðûòîé êîíôåðåíöèè "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû àíàëèçà äèíà-

ìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðèëîæåíèÿ â òåõíèêå è òåõíîëîãèÿõ" (Âîðîíåæ, 2014),

ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè "Øåñòûå Áîãäàíîâñêèå ÷òå-

íèÿ ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì" (Ìèíñê, 2015),

ìåæäóíàðîäíûõ ìîëîäåæíûõ ñèìïîçèóìàõ "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìà-

òåìàòèêè. Ìåòîäû, ìîäåëè, ïðèëîæåíèÿ" (Âîðîíåæ, 2014, 2015), Âñåðîñ-

ñèéñêîé êîíôåðåíöèè ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì "Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ è

ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå" (Èæåâñê, 2015), ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-

ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè "Ìîëîäåæíûé ôîðóì: òåõíè÷åñêèå è ìàòåìà-

òè÷åñêèå íàóêè" (Âîðîíåæ, 2015), ìåæäóíàðîäíîé øêîëå-ñåìèíàðå "Íåëè-

íåéíûé àíàëèç è ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è" (Èðêóòñê, 2016), Symposium on

Nonlinear Analysis (Òîðóíü, Ïîëüøà, 2007, 2015), International Symposium

on Optimization and Optimal Control (Ãàîñþí, Òàéâàíü, 2009), The Seventh

International Conference on Di�erential and Functional Di�erential Equations

(Ìîñêâà, 2014), International Workshop on Nonlinear and Variational Analysis

(Ãàîñþí, Òàéâàíü, 2016) è äðóãèõ êîíôåðåíöèÿõ. Ðåçóëüòàòû îáñóæäàëèñü

íà ñåìèíàðàõ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà À.È. Ïåðîâà (Âîðîíåæ, 2002,

2003), ïðîôåññîðà Â.Â. Îáóõîâñêîãî (Âîðîíåæ, 2000�2016), ïðîôåññîðà Ì.

È. Êàìåíñêîãî (Âîðîíåæ, 2006, 2011), ïðîôåññîðà Ë.È. Ðîäèíîé (Èæåâñê,
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2015), à òàêæå âî âðåìÿ ñòàæèðîâêè â Íàöèîíàëüíîì óíèâåðñèòåòå èì. Ñóí

ßò-Ñåíà (Ãàîñþí, Òàéâàíü, èþëü-àâãóñò, 2016).

Èññëåäîâàíèÿ, âêëþ÷åííûå â íàñòîÿùóþ äèññåðòàöèþ, ïîääåðæàíû ÐÔ-

ÔÈ ãðàíò � 03-01-06293 "Ìîëîäûå ó÷åíûå, àñïèðàíòû è ñòóäåíòû" (2003);

ãðàíòîì äëÿ ìîëîäûõ ó÷àñòíèêîâ ïðîåêòà VZ�010 "Âîëíîâûå ïðîöåññû â

íåîäíîðîäíûõ è íåëèíåéíûõ ñðåäàõ "Ìèíîáðàçîâàíèÿ ÐÔ è CRDF (ÑØÀ)

(2004) è ãðàíòîì íà ó÷àñòèå â ðàáîòå øêîëû "SPDE in Hydrodynamics:

Recent Progress and Prospects" ôîíäà CIME (Èòàëèÿ) (2005).

Ïðåäëîæåííûå ïîíÿòèÿ, óòâåðæäåíèÿ, ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ âîøëè â

îò÷åòû ïî ãðàíòàì Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé

(ïðîåêòû �� 02-01-00189, 05-01-00100-à, 08-01-00192-à, 09-01-92003-ÍÍÑ-à,

09-01-92429-ÊÝ_à, 11-01-00328-à, 12-01-00392-à, 14-01-92004 ÍÍÑ_à, 14-01-

00468 À, 16-01-00386 À), Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ (ïðîåêò �

3488) è Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 14-21-00066).

Â 2014 ã. çà ìîíîãðàôèþ "Method of Guiding Functions in Problems of

Nonlinear Analysis" äèññåðòàíò áûë óäîñòîåí â ñîñòàâå àâòîðñêîãî êîëëåê-

òèâà ïðåìèè ïðàâèòåëüñòâà Âîðîíåæñêîé îáëàñòè çà äîñòèæåíèÿ â îáëàñòè

íàóêè è îáðàçîâàíèÿ.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îòðàæåíû â ðàáîòàõ [1-37], â òîì

÷èñëå â ìîíîãðàôèè [1] è ñòàòüÿõ [2-22], îïóáëèêîâàííûõ â æóðíàëàõ èç

ïåðå÷íÿ âåäóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåí-

äîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ. Èç ñîâìåñòíûõ ðàáîò [1], [3-8], [10], [15],

[17], [19], [21-26] è [30] â äèññåðòàöèþ âîøëè òîëüêî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå

ëè÷íî äèññåðòàíòîì.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 272

ñòðàíèöàõ è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, ñîäåðæàùèõ 13 ïàðàãðàôîâ,

è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 155 íàèìåíîâàíèé.
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Ãëàâà 1

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

1.1 Îáîçíà÷åíèÿ è íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç àíàëèçà

Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

1. Ìíîæåñòâî U ⊂ X íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíûì, åñëè ëþ-

áàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Åñëè ïðåäåëû óêàçàííûõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

ïðèíàäëåæàò U, òî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì. Ìíîæåñòâî âñåõ

íåïóñòûõ, êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ X îáîçíà÷èì K(X).

2. Ìíîæåñòâî U ⊂ X íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè îíî ñîäåðæèò íàðÿäó

ñ ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè x, y ∈ U èõ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ λx+ (1−λ)y

ïðè ëþáîì λ ∈ (0, 1).

Ìíîæåñòâî coU âñåâîçìîæíûõ êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ (èëè âûïóêëûõ) êî-

ìáèíàöèé
n∑
i=1

λixi, ãäå λi ≥ 0,
n∑
i=1

λi = 1 è êàæäîå xi ïðèíàäëåæèò U, ÿâ-

ëÿåòñÿ íàèìåíüøèì âûïóêëûì ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèì U, è íàçûâàåòñÿ

âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà U. Ìíîæåñòâî coU = coU íàçûâàåòñÿ âû-

ïóêëûì çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà U.

Òåîðåìà 1.1.1. (ñì., íàïðèìåð, [27, c. 196]) Ïóñòü A � çàìêíóòîå, îãðà-

íè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Rn. Òîãäà âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíî-

æåñòâà A çàìêíóòà, coA = coA.
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Òåîðåìà 1.1.2 (Ìàçóðà). (ñì., íàïðèìåð, [67, c. 16]) Åñëè X � áàíàõîâî

ïðîñòðàíñòâî è A ⊂ X � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, òî âûïóêëîå çàìûêà-

íèå coA òàêæå êîìïàêòíî.

3. Òî÷êà x ∈ M ⊂ X íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ

f : M → X, åñëè x = f(x).

Òåîðåìà 1.1.3 (Øàóäåðà). (ñì., íàïðèìåð, [60, c. 320]) Ïóñòü X � ëè-

íåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, M � âûïóêëîå, çàìêíóòîå ìíîæå-

ñòâî â X, f : M →M � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, f(M) � îòíîñèòåëü-

íî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â X. Òîãäà f èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

4. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, N ⊂ E � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî.

Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå g : N → X íàçûâàåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì

íà ìíîæåñòâå N, åñëè âñÿêîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî ýòîãî ìíîæåñòâà

îíî ïåðåâîäèò â îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíîå (ñì., íàïðèìåð, [60, c. 287]).

5. Âûïóêëîå ìíîæåñòâî K ýëåìåíòîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâà-

åòñÿ êîíóñîì, åñëè ýòî ìíîæåñòâî ñîäåðæèò âìåñòå ñ êàæäûì ýëåìåíòîì

x(x 6= 0) âñå ýëåìåíòû âèäà tx ïðè t ≥ 0 è íå ñîäåðæèò ýëåìåíòà −x (ñì.,

íàïðèìåð, [60, c. 385]).

Ïóñòü K � êîìïàêò, C(K) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f :

K → Rn ñ ìåòðèêîé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ρ.

6. Ñåìåéñòâî H ôóíêöèé f ∈ C(K) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè-

÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ c, ÷òî |f(x)| ≤ c äëÿ âñåõ f ∈ H

ïðè ëþáîì x ∈ K.

7. Ñåìåéñòâî H ôóíêöèé f ∈ C(K) íàçûâàåòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðå-

ðûâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0, çàâèñÿùåå îò ε, òàêîå, ÷òî

äëÿ âñåõ f ∈ H ñîîòíîøåíèå |f(x)− f(y)| < ε ñïðàâåäëèâî ïðè ρ(x, y) < δ.

8.
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Òåîðåìà 1.1.4 (Àðöåëà-Àñêîëè). (ñì., íàïðèìåð, [130, c. 236]) Äëÿ òî-

ãî ÷òîáû ñåìåéñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé M ⊂ C(K) áûëî îòíîñèòåëü-

íî êîìïàêòíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî áûëî ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åííûì è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì.

9.

Òåîðåìà 1.1.5 (Òèòöå-Äóãóíäæè). (ñì., íàïðèìåð, [14, c. 86]) Ïóñòü

A � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X, à Y � ëî-

êàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà âñÿêîå îòîáðàæåíèå f : A → Y

èìååò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå f̃ : X → Y. Áîëåå òîãî, âñå çíà÷åíèÿ

ýòîãî ïðîäîëæåíèÿ f̃ ìîãóò áûòü âçÿòû èç âûïóêëîé îáîëî÷êè co f(A)

ìíîæåñòâà f(A).

10.

Ëåììà 1.1.1 (Ãðîíóîëëà). (ñì., íàïðèìåð, [66, c. 37]) Ïóñòü u, υ :

[a, b] → R � íåïðåðûâíûå íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè; C ≥ 0 � íåêîòî-

ðàÿ ïîñòîÿííàÿ è

υ(t) ≤ C +

∫ t

a

u(s)υ(s)ds, a ≤ t ≤ b.

Òîãäà

υ(t) ≤ Ce
∫ t
a
u(s)ds, a ≤ t ≤ b.

11. Ïóñòü E � ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî; L1([0, d];E) � áà-

íàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ïî Áîõíåðó ôóíêöèé f : [0, d]→ E.

Íåïóñòîå ìíîæåñòâî M ⊂ L1([0, d];E) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìûì, åñëè

äëÿ ëþáûõ f, g ∈M è ëþáîãî èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà m ⊂ [0, d]

âûïîëíåíî

fκm + gκ([0,d]\m) ∈M,

ãäå κm � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà m (ñì., íàïðèìåð, [119,

c. 163]).
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1.2 Îáîçíà÷åíèÿ è íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ìíî-

ãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé

ÏóñòüX, Y � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà; P (Y ) � ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ

ïîäìíîæåñòâ Y .

12. Ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì, èëè ìóëüòèîòîáðàæåíèåì, F ìíî-

æåñòâà X â ìíîæåñòâî Y íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå, êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò

êàæäîé òî÷êå x ∈ X íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî F (x) ⊂ Y, íàçûâàåìîå îáðà-

çîì x. Ýòî ñîîòâåòñòâèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå F : X → P (Y ).

Êëàññ ìóëüòèîòîáðàæåíèé âêëþ÷àåò â ñåáÿ è îáû÷íûå, îäíîçíà÷íûå

îòîáðàæåíèÿ; äëÿ íèõ êàæäûé îáðàç ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè. Âñþäó

â äàëüíåéøåì, åñëè ýòî íå îãîâîðåíî ñïåöèàëüíî, ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæå-

íèÿ îáîçíà÷àþòñÿ ïðîïèñíûìè áóêâàìè, à îäíîçíà÷íûå � ñòðî÷íûìè.

Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊆ X ìíîæåñòâî F (A) =
⋃
α∈A

F (α) íàçûâàåòñÿ

îáðàçîì ìíîæåñòâà A ïðè ìóëüòèîòîáðàæåíèè F.

13. Ïóñòü F : X → P (Y ) � ìóëüòèîòîáðàæåíèå. Ìíîæåñòâî ΓF â äåêàð-

òîâîì ïðîèçâåäåíèè X × Y,

ΓF = {(x, y) | (x, y) ∈ X × Y, y ∈ F (x)}

íàçûâàåòñÿ ãðàôèêîì ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F.

14. Ìàëûì ïðîîáðàçîì ìíîæåñòâà D ⊂ Y íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

F−1
+ (D) = {x | x ∈ X, F (x) ⊂ D} .

Ïîëíûì ïðîîáðàçîì ìíîæåñòâà D ⊂ Y íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

F−1
− (D) = {x | x ∈ X, F (x) ∩D 6= ∅} .

15. Ïóñòü X, Y, Z � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà, F0 : X → P (Y ), F1 : Y →

P (Z) � ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ.
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Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F1 ◦ F0 : X → P (Z),

(F1 ◦ F0)(x) = F1(F0(x)),

íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèé F0 è F1.

16. Ïóñòü X, Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, F : X → P (Y ) � ìóëü-

òèîòîáðàæåíèå.

Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó (ïí. ñâ.) â

òî÷êå x ∈ X, åñëè äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà V ⊂ Y òàêîãî, ÷òî

F (x) ⊂ V, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(x) òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî F (U(x)) ⊂ V.

Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ ïí. ñâ., åñëè îíî ïí. ñâ. â êàæäîé

òî÷êå x ∈ X.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðàâíîñèëüíûå ôîðìóëèðîâêè (ñì., íàïðèìåð, [12,

c. 29]).

Òåîðåìà 1.2.1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : X → P (Y ) ïí. ñâ.;

(ii) äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà V ⊂ Y ìíîæåñòâî F−1
+ (V ) îò-

êðûòî â X;

(iii) äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà Q ⊂ Y ìíîæåñòâî F−1
− (Q) çà-

ìêíóòî â X.

17. Ïóñòü X, Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, F : X → P (Y ) � ìóëü-

òèîòîáðàæåíèå.

Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó (ïí. ñí.) â

òî÷êå x ∈ X, åñëè äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà V ⊂ Y òàêîãî, ÷òî

F (x)∩V 6= ∅, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(x) òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî F (x′)∩V 6= ∅

äëÿ ëþáîãî x′ ∈ U(x).
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Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ ïí. ñí., åñëè îíî ïí. ñí. â êàæäîé

òî÷êå x ∈ X.

Ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó òàêæå äîïóñêàåò ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëèðîâ-

êè (ñì., íàïðèìåð, [12, c. 30]).

Òåîðåìà 1.2.2. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : X → P (Y ) ïí. ñí.;

(ii) äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà V ⊂ Y ìíîæåñòâî F−1
− (V ) îò-

êðûòî â X;

(iii) äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà Q ⊂ Y ìíîæåñòâî F−1
+ (Q) çà-

ìêíóòî â X.

Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F, êîòîðîå ïîëóíåïðåðûâíî è ñâåðõó è ñíèçó, íàçû-

âàåòñÿ íåïðåðûâíûì.

18. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè åãî ãðàôèê ΓF

åñòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå X × Y.

Òåîðåìà 1.2.3. (ñì., íàïðèìåð, [12, c. 33]) Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâà-

ëåíòíû:

(i) ìóëüòèîòîáðàæåíèå F çàìêíóòî;

(ii) äëÿ ëþáîé ïàðû x ∈ X, y ∈ Y òàêîé, ÷òî y /∈ F (x), ñóùåñòâóþò

îêðåñòíîñòè U(x) òî÷êè x è V (y) òî÷êè y òàêèå, ÷òî F (U(x)) ∩

V (y) = ∅;

(iii) äëÿ ëþáûõ íàïðàâëåííîñòåé {xα} ⊂ X, {yα} ⊂ Y òàêèõ, ÷òî {yα} ∈

F (xα), åñëè xα → x è yα → y, òî y ∈ F (x).

Åñëè òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y ëèíåéíî, òî ñèìâîëàìè Cv(Y ), Kv(Y )

îáîçíà÷àþòñÿ ñîâîêóïíîñòè, êîòîðûå ñîñòîÿò èç âñåõ íåïóñòûõ âûïóêëûõ

çàìêíóòûõ èëè, ñîîòâåòñòâåííî, êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Y.
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19. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè îáëàñòü çíà-

÷åíèé F (X) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíà â Y, ò.å. F (X) êîìïàêòíî â Y.

Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûì, åñëè êàæäàÿ

òî÷êà x ∈ X îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ U(x) òàêîé, ÷òî ñóæåíèå F íà U(x)

êîìïàêòíî.

Òåîðåìà 1.2.4. (ñì., íàïðèìåð, [12, c. 35]) Ïóñòü F : X → K(Y ) �

çàìêíóòîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå. Åñëè îíî ëîêàëüíî êîìïàêòíî, òî îíî

ïí. ñâ.

Òåîðåìà 1.2.5. (ñì., íàïðèìåð, [12, c. 36]) Ïóñòü F : X → C(Y ) � çà-

ìêíóòîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå. Åñëè A ⊂ X � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî,

òî åãî îáðàç F (A) çàìêíóò â Y.

Òåîðåìà 1.2.6. (ñì., íàïðèìåð, [12, c. 36]) Ïóñòü F : X → K(Y ) � ïí.

ñâ. ìóëüòèîòîáðàæåíèå. Åñëè A ⊂ X � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, òî åãî

îáðàç F (A) êîìïàêòåí.

20. Ïóñòü {Fj}j∈J , Fj : X → P (Y ) � íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ìóëüòèîòîá-

ðàæåíèé.

Òåîðåìà 1.2.7. (ñì., íàïðèìåð, [12, c. 50]) Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ

F0 : X → P (Y ), F1 : Y → P (Z) ïí. ñâ. (ïí. ñí.), òî èõ êîìïîçèöèÿ

F1 ◦ F0 : X → P (Z),

(F1 ◦ F0)(x) = F1(F0(x)),

òàêæå ïí. ñâ. (ñîîòâåòñòâåííî, ïí. ñí.).

Òåîðåìà 1.2.8. (ñì., íàïðèìåð, [12, c. 51-52]) Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ

F0 : X → K(Y ), F1 : X → K(Z) ïí. ñâ. (ïí. ñí.), òî èõ äåêàðòîâî

ïðîèçâåäåíèå F0 × F1 : X → K(Y × Z),

(F0 × F1)(x) = F0(x)× F1(x)
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òàêæå ïí. ñâ. (ñîîòâåòñòâåííî, ïí. ñí.).

Òåîðåìà 1.2.9. (ñì., íàïðèìåð, [12, c. 45]) Ïóñòü F0 : X → (Y ) � çàìêíó-

òîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå, F1 : X → K(Y ) � ïí. ñâ. ìóëüòèîòîáðàæåíèå

è

F0(x) ∩ F1(x) 6= ∅ äëÿ âñåõ x ∈ X.

Òîãäà èõ ïåðåñå÷åíèå F0 ∩ F1 : X → K(Y ),

(F0 ∩ F1)(x) = F0(x) ∩ F1(x)

ÿâëÿåòñÿ ïí. ñâ.

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Y � ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî, F0, F1 : X → P (Y ) � ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ.

Òåîðåìà 1.2.10. (ñì., íàïðèìåð, [12, c. 53]) Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ

F0, F1 : X → K(Y ) ïí. ñâ. (ïí. ñí.), òî èõ ñóììà F0 + F1 : X → K(Y ),

(F0 + F1)(x) = F0(x) + F1(x)

òàêæå ïí. ñâ. (ñîîòâåòñòâåííî, ïí. ñí.).

Òåîðåìà 1.2.11. (ñì., íàïðèìåð, [12, c. 54]) Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèå

F : X → K(Y ) ïí. ñâ. (ïí. ñí.), à ôóíêöèÿ f : X → R íåïðåðûâíà, òî èõ

ïðîèçâåäåíèå f · F : X → K(Y ),

(f · F )(x) = f(x) · F (x)

ÿâëÿåòñÿ ïí. ñâ. (ñîîòâåòñòâåííî, ïí. ñí.).

Òåîðåìà 1.2.12. (ñì., íàïðèìåð, [12, c. 54]) Ïóñòü Y � áàíàõîâî ïðî-

ñòðàíñòâî. Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : X → K(Y ) ïí. ñâ. (ïí. ñí.),

òî âûïóêëîå çàìûêàíèå coF : X → Kv(Y ) òàêæå ïí. ñâ. (ñîîòâåò-

ñòâåííî, ïí. ñí.).
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21. Ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà Σ ïîäìíîæåñòâ X,

îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ X.

Ïîêðûòèå Σ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êî-

íå÷íûì, åñëè êàæäàÿ òî÷êà x ∈ X îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ U, ïåðåñåêà-

þùåéñÿ ëèøü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ìíîæåñòâ èç Σ.

22. Îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ ñå÷åíèåì ìóëüòè-

îòîáðàæåíèÿ F, åñëè

f(x) ∈ F (x) äëÿ êàæäîãî x ∈ X.

Òåîðåìà 1.2.13. (ñì., íàïðèìåð, [119, c. 19]) Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî; Y � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà êàæäîå ïí. ñí. ìóëü-

òèîòîáðàæåíèå F : X → Cv(Y ) èìååò íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå.

Òåîðåìà 1.2.14. (ñì., íàïðèìåð, [83], [96], [97]) Ïóñòü X � ñåïàðàáåëü-

íîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ëþáîå ïí. ñí. ìóëüòèîòîáðàæåíèå

F : X ( L1([a, b];E) ñ çàìêíóòûìè ðàçëîæèìûìè çíà÷åíèÿìè èìååò

íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå.

23. Ïóñòü (X, ρX) , (Y, ρY ) � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ìåòðèêó ρ â

ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ X × Y îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

ρ ((x, y), (x′, y′)) = max {ρX(x, x′), ρY (y, y′)} .

Ïóñòü F : X → P (Y ) � íåêîòîðîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå. Íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå gε : X → Y, ãäå ε > 0, íàçûâàåòñÿ ε-àïïðîêñèìàöèåé ìóëü-

òèîòîáðàæåíèÿ F, åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ X íàéäåòñÿ x′ ∈ Wε(x) òàêîå,

÷òî

gε(x) ∈ Wε(F (x′)).

ßñíî, ÷òî ýòî ïîíÿòèå ìîæåò áûòü ðàâíîñèëüíî âûðàæåíî óòâåðæäåíèåì,

÷òî

gε(x) ∈ Wε(F (Wε(x))) äëÿ âñåõ x ∈ X,
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èëè, ÷òî

Γgε ⊂ Wε(ΓF ),

ãäå Γgε,ΓF � ãðàôèêè îòîáðàæåíèé gε è F ñîîòâåòñòâåííî, à îêðåñòíîñòü

ãðàôèêà ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F âûáèðàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρ.

Òåîðåìà 1.2.15. (ñì., íàïðèìåð, [12, c. 62]) Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî, Y � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Âñÿêîå ïí. ñâ. ìóëüòèî-

òîáðàæåíèå F : X → Cv(Y ) äëÿ ëþáîãî ε > 0 îáëàäàåò ε-àïïðîêñèìàöèåé

gε : X → Y òàêîé, ÷òî gε(X) ⊂ coF (X).

Òîò ôàêò, ÷òî îòîáðàæåíèå gε ÿâëÿåòñÿ ε-àïïðîêñèìàöèåé ìóëüòèîòîá-

ðàæåíèÿ F áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì gε ∈ a(F, ε).

Âàæíûå ñâîéñòâà ε-àïïðîêñèìàöèé ìîãóò áûòü îïèñàíû â ñëåäóþùåì

óòâåðæäåíèè (ñì., íàïðèìåð, [100, c. 111-116]).

Òåîðåìà 1.2.16. Ïóñòü F : X → K(Y ) ïí. ñâ. ìóëüòèîòîáðàæåíèå.

(i) Ïóñòü X1 � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî X. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0

íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî g ∈ a(F, δ) âëå÷åò g|X1
∈ a(F |X1

, ε);

(ii) Ïóñòü X � êîìïàêòíîå, Y1 � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâà è f : Y →

Y1 � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0

òàêîå, ÷òî g ∈ a(F, δ) âëå÷åò fg ∈ a(fG, ε);

(iii) Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî, H : X × [0, 1] → K(Y ) �

ïí. ñâ. ìóëüòèîòîáðàæåíèå. Òîãäà äëÿ ëþáîãî λ ∈ [0, 1] è ε > 0 íàéäåòñÿ

δ > 0 òàêîå, ÷òî h ∈ a(H, δ) âëå÷åò h(·, λ) ∈ a(H(·, λ), ε);

(iv) Ïóñòü Y1 � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, F1 : X → K(Y1) � ïí. ñâ.

ìóëüòèîòîáðàæåíèå. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî

g ∈ a(F, δ) è g1 ∈ a(F1, δ) âëå÷åò g × g1 ∈ a(F × F1, ε).

24. Ïóñòü ∆ � èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî ÷èñëîâîé ïðÿìîé R, ñíàáæåííîé

ìåðîé Ëåáåãà µ.
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Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : ∆ → K(Rn) íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì, åñëè äëÿ

ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà V ⊂ Rn ìíîæåñòâî F−1
+ (V ) èçìåðèìî.

Òåîðåìà 1.2.17. (ñì., íàïðèìåð, [12, c. 65]) Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F :

∆ → K(Rn) èçìåðèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç

ñëåäóþùèõ óñëîâèé: à) äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà W ⊂ Rn ìíî-

æåñòâî F−1
+ (W ) èçìåðèìî; à) äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà V ⊂ Rn

ìíîæåñòâî F−1
− (V ) èçìåðèìî.

Èç îïðåäåëåíèÿ èçìåðèìîãî ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ è òåîðåìû 1.2.17 âûòå-

êàåò, ÷òî ïí. ñâ. ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : ∆→ K(Rn) ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì.

25. Îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : ∆→ Rn íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì ñå÷å-

íèåì ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F : ∆→ K(Rn), åñëè îòîáðàæåíèå f èçìåðèìî

è ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ F.

Òåîðåìà 1.2.18. (ñì., íàïðèìåð, [12, c. 67]) Ïóñòü F : ∆ → K(Rn) �

ìóëüòèîòîáðàæåíèå. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(à) îòîáðàæåíèå F èçìåðèìî;

(á) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Rn, èìåþùåé ðàöèîíàëüíûå êîîðäèíàòû,

ôóíêöèÿ ϕx : ∆→ R, ϕx(t) = ρ(x, F (t)), èçìåðèìà (ρ � ìåòðèêà â Rn);

(â) ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî {fm}∞m=1 èçìåðèìûõ ñå÷åíèé F,

çíà÷åíèÿ êîòîðûõ, {fm(t)}∞m=1 , ïëîòíû â F (t) äëÿ êàæäîãî t ∈ ∆ (ò.å.
∞⋃
m=1

fm(t) = F (t) äëÿ âñåõ t ∈ ∆);

(ã) äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ∆δ ⊂ ∆ òà-

êîå, ÷òî µ(∆\∆δ) ≤ δ è ñóæåíèå F íà ∆δ íåïðåðûâíî (àíàëîã C-ñâîéñòâà

Ëóçèíà).

Ñëåäñòâèå 1.2.1. (ñì., íàïðèìåð, [12, c. 71]) (à) Åñëè ìóëüòèîòîáðàæå-

íèÿ èç ñåìåéñòâà {Fj}∞j=1 , Fj : ∆→ K(Rn) èçìåðèìû è
∞⋂
j=1

Fj(t) 6= ∅ äëÿ

êàæäîãî t ∈ ∆, òî ïåðåñå÷åíèå
∞⋂
j=1

Fj : ∆→ K(Rn) èçìåðèìî.
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(á) Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F1, F2 : ∆ → K(Rn) èçìåðèìû, òî èõ

äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå F1 × F2 : ∆ → K(Rn × Rn) è ñóììà F1 + F2 →

K(Rn) èçìåðèìû.

(â) Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : ∆→ K(Rn) èçìåðèìî, à f : ∆→ R

� èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, òî ïðîèçâåäåíèå f · F : ∆→ K(Rn) èçìåðèìî.

(ã) Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : ∆ → K(Rn) èçìåðèìî, òî åãî âû-

ïóêëîå çàìûêàíèå coF : ∆→ Kv(Rn) èçìåðèìî.

26. Ïóñòü E � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : ∆×E → K(Rn) óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì (íèæ-

íèì) óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè, åñëè:

1) äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ E ìóëüòèîòîáðàæåíèå F (·, x) :

∆→ K(Rn) èçìåðèìî;

2) ïî÷òè äëÿ âñåõ ôèêñèðîâàííûõ t ∈ ∆ ìóëüòèîòîáðàæåíèå F (t, ·) :

E → K(Rn) ïí. ñâ. (ïí. ñí.).

Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèå F óäîâëåòâîðÿåò è âåðõíèì è íèæíèì óñëîâè-

ÿì Êàðàòåîäîðè, òî îíî íàçûâàåòñÿ óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì Êàðàòåî-

äîðè.

Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : ∆ × E → K(Rn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïîä-

ëèíåéíîãî ðîñòà, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ñóììèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó

íà ∆ ôóíêöèÿ α(·) òàêàÿ, ÷òî ïî÷òè äëÿ âñåõ (ï.â.) t ∈ ∆

‖F (t, x)‖ := max
y∈F (t,x)

‖y‖ ≤ α(t)(1 + ‖x‖).

Êàæäîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : ∆×E → K(Rn) îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé

îïåðàòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé ìíîãîçíà÷íîìó îòîáðàæåíèþ Q : ∆ → P (E)

ìóëüòèîòîáðàæåíèå Φ : ∆→ P (Rn) ïî ïðàâèëó

Φ(t) = (t, Q(t)).
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Òåîðåìà 1.2.19. (ñì., íàïðèìåð, [12, c. 79]) Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæå-

íèå F : ∆× E → K(Rn) óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè.

Ïóñòü q : ∆→ E � èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà ñóùåñòâóåò èçìåðè-

ìîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå Φ : ∆→ K(Rn) òàêîå, ÷òî

Φ(t) ⊂ F (t, q(t))

äëÿ âñåõ t ∈ ∆.

Ñëåäñòâèå 1.2.2. (ñì., íàïðèìåð, [12, c. 83]) Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèå

F : ∆ × E → K(Rn) óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè è

q : ∆ → E � èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå, òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå Φ : ∆ →

K(Rn), Φ(t) = F (t, q(t)), îáëàäàåò èçìåðèìûì ñå÷åíèåì.

Ñëåäñòâèå 1.2.3. (ñì., íàïðèìåð, [12, c. 83]) Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèå

F : ∆ × Rm → K(Rn) óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè

è Q : ∆ → K(Rm) � ìóëüòèîòîáðàæåíèå, òî ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå

ìóëüòèîòîáðàæåíèå Φ̂ : ∆ → K(Rn) òàêîå, ÷òî Φ̂(t) ⊂ F (t, Q(t)) äëÿ

âñåõ t ∈ ∆ è, ñëåäîâàòåëüíî, ìóëüòèîòîáðàæåíèå Φ : ∆→ K(Rn), Φ(t) =

F (t, Q(t)), îáëàäàåò èçìåðèìûì ñå÷åíèåì.

27. Ïóñòü A ⊂ Rn � íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî. Íîðìîé ìíî-

æåñòâà A íàçîâåì âåëè÷èíó

‖A‖ = sup
α∈A
‖α‖ .

Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : ∆ × E → K(Rn) óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì

óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè (1), (2) è äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ

3) ñóùåñòâóþò òàêèå ñóììèðóåìûå (ïî Ëåáåãó) ôóíêöèè α, β : ∆ → R,

÷òî

‖F (t, x)‖ ≤ α(t) + β(t) ‖x‖E äëÿ âñåõ (t, x) ∈ ∆× E.
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Ñèìâîëîì L1(∆,Rn) îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ïî Ëåáå-

ãó ôóíêöèé èç ∆ â Rn.

Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : ∆×E → K(Rn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

(1)�(3).Ìóëüòèîïåðàòîðîì ñóïåðïîçèöèè, ïîðîæäåííûì îòîáðàæåíèåì F,

íàçûâàåòñÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèå PF : C(∆, E) → P (L1(∆,Rn)), ñîïîñòàâ-

ëÿþùåå êàæäîìó îòîáðàæåíèþ q ∈ C(∆, E) ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ

ñå÷åíèé ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ Φ : ∆→ K(Rn), Φ(t) = F (t, q(t)).

Òåîðåìà 1.2.20. (ñì., íàïðèìåð, [12, c. 85]) Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå

F : ∆ × E → Kv(Rn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1)�(3); E1 � áàíàõîâî

ïðîñòðàíñòâî, α : L1(∆,Rn) → E1 � íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð.

Òîãäà ìóëüòèîòîáðàæåíèå α ◦ PF : C(∆, E)→ Cv(E1) çàìêíóòî.

Ñëåäñòâèå 1.2.4. (ñì., íàïðèìåð, [12, c. 86]) Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæå-

íèå F : ∆×E → Kv(Rn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1)�(3). Òîãäà îïåðàòîð

ñóïåðïîçèöèè PF : C(∆, E)→ Cv(L1(∆,Rn)) çàìêíóò.

28. Ïóñòü X, Y,X ⊆ Y � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà, F : X → P (Y ) � ìóëü-

òèîòîáðàæåíèå.

Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ

F, åñëè x ∈ F (x).

Ìíîæåñòâî âñåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê F îáîçíà÷àåòñÿ â äàëüíåéøåì FixF.

Ïóñòü X ⊂ E; âñÿêîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : X → P (Y ) îïðåäåëÿåò

ìóëüòèîòîáðàæåíèå Φ : X → P (E), Φ(x) = x − F (x), íàçûâàåìîå ìíî-

ãîçíà÷íûì âåêòîðíûì ïîëåì (ìóëüòèïîëåì), ñîîòâåòñòâóþùèì ìóëüòèî-

òîáðàæåíèþ F. Åñëè îáîçíà÷èòü i : X → E îòîáðàæåíèå âëîæåíèÿ, òî

Φ = i− F.

Òî÷êà x ∈ X òàêàÿ, ÷òî 0 ∈ Φ(x), íàçûâàåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ìóëüòè-

ïîëÿ Φ.
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Åñëè FixF = ∅, òî ìóëüòèïîëå Φ = i− F íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì.

29. Êîìïàêòíîå íà êàæäîì îãðàíè÷åííîì ïîäìíîæåñòâå X è ïí. ñâ.

ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : X → P (Y ) íàçûâàåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì.

Àíàëîãè÷íî, âïîëíå íåïðåðûâíûì èëè êîìïàêòíûì íàçûâàåòñÿ îäíî-

çíà÷íîå îòîáðàæåíèå, íåïðåðûâíîå è êîìïàêòíîå íà îãðàíè÷åííûõ ïîä-

ìíîæåñòâàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ èëè, ñîîòâåòñòâåííî, íåïðåðûâíîå è êîì-

ïàêòíîå íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Âïîëíå íåïðåðûâíûìè èëè êîìïàêòíûìè íàçûâàþòñÿ è ñîîòâåòñòâó-

þùèå âåêòîðíûå ïîëÿ.

30. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I ×X → K(Y ) íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïí. ñí.,

åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîìïàêòíûõ ìíî-

æåñòâ {In} , In ⊆ I, òàêèõ, ÷òî

(i) µ(I \
⋃
n
In) = 0, ãäå µ � ìåðà Ëåáåãà;

(ii) ñóæåíèå F íà êàæäîå ìíîæåñòâî Jn = In×X ÿâëÿåòñÿ ïí. ñí. ìóëüòè-

îòîáðàæåíèåì.

31. Îãðàíè÷åííîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå R : I × Rn → K(Rn) íàçûâàåò-

ñÿ íîðìàëüíûì, åñëè íàéäåòñÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I × Rn → Kv(Rn),

íàçûâàåìîå íîðìàëüíûì êâàçèñå÷åíèåì ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ R, óäîâëåòâî-

ðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i) ìóëüòèîòîáðàæåíèå F óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè

è óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà;

(ii) F (t, x) ∩R(t, x) 6= ∅ äëÿ âñåõ t ∈ I, x ∈ Rn;

(iii) êàæäîå ðåøåíèå x : I → Rn äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ x′(t) ∈

F (t, x(t)) ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðåøåíèåì âêëþ÷åíèÿ x′(t) ∈ R(t, x(t)).

Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêîå îãðàíè÷åííîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå R : I × Rn →

Kv(Rn), óäîâëåòâîðÿþùåå âåðõíèì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè è óñëîâèþ ïîä-
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ëèíåéíîãî ðîñòà, ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì. Îòìåòèì òàêæå (ñì., íàïðèìåð,

[81]), ÷òî âñÿêîå îãðàíè÷åííîå ïî÷òè ïí. ñí. ìóëüòèîòîáðàæåíèå R : I ×

Rn → K(Rn) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì. Êðîìå òîãî, âñÿêîå îãðàíè÷åííîå ìóëü-

òèîòîáðàæåíèå R : I ×Rn → K(Rn), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì Êàðàòåî-

äîðè, ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì.

32. Ïóñòü K ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì â Rn, à (Y, ρY ) � ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàí-

ñòâîì. Îòîáðàæåíèå f : Rn → Y íàçûâàåòñÿ K-íåïðåðûâíûì â òî÷êå

x0 ∈ Rn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òà-

êîå, ÷òî ρY (f(x), f(x0)) < ε äëÿ âñåõ x ∈ B(x0, δ)∩(x0 +K) (ñì., íàïðèìåð,

[80], [82], [100, c. 82]).

Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ K-íåïðåðûâíûì íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå

G ⊂ Rn, åñëè îíî K-íåïðåðûâíî â êàæäîé òî÷êå x ∈ G.

Òåîðåìà 1.2.21. (ñì., íàïðèìåð, [100, c. 84]) Ïóñòü F : Rn → C(Y )

ÿâëÿåòñÿ ïí. ñí. ìóëüòèîòîáðàæåíèåì. Òîãäà äëÿ êàæäîãî êîíóñà K ⊆

Rn ìóëüòèîòîáðàæåíèå F äîïóñêàåò K-íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå.

33. Ïóñòü T > 0 è σ ≥ 0 - äàííûå ÷èñëà. Ñèìâîëàìè C([kT − σ, (k +

1)T ];Rn) è L1((kT, (k + 1)T );Rn), ãäå k ∈ Z, îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå

ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ è ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé ñ îáû÷íûìè íîðìàìè.

Äëÿ ïîäìíîæåñòâà N ⊂ L1 ((kT, (k + 1)T );Rn) è τ ∈ (kT, (k + 1)T )

ñóæåíèå N íà (kT, τ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

N |(kT,τ)= {f |(kT,τ): f ∈ N}.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Q - êàóçàëüíûé ìóëüòèîïåðàòîð, åñëè äëÿ êàæ-

äîãî k ∈ Z ìóëüòèîòîáðàæåíèå

Q : C([kT − σ, (k + 1)T ];Rn) ( L1((kT, (k + 1)T );Rn)

çàäàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ êàæäîãî τ ∈ (kT, (k + 1)T ) è äëÿ ëþáûõ

u(·), v(·) ∈ C ([kT − σ, (k + 1)T ];Rn)
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óñëîâèå u |[kT−σ,τ ]= v |[kT−σ,τ ] âëå÷åò Q(u) |(kT,τ)= Q(v) |(kT,τ) .

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû êàóçàëüíûõ ìóëüòèîïåðàòîðîâ. Îáîçíà÷èì C áà-

íàõîâî ïðîñòðàíñòâî C([−σ, 0];Rn).

Ïðèìåð 1. Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : R × C → Kv (Rn) óäîâëåòâî-

ðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(F1) ìóëüòèôóíêöèÿ F (·, c) : R → Kv (Rn) äîïóñêàåò èçìåðèìîå ñå÷åíèå

äëÿ êàæäîãî c ∈ C;

(F2) ìóëüòèîòîáðàæåíèå F (t, ·) : C → Kv (Rn) ïí. ñâ. äëÿ ï.â. t ∈ R;

(F3) äëÿ ëþáîãî r > 0 íàéäåòñÿ ëîêàëüíî ñóììèðóåìàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ

ôóíêöèÿ ηr(·) ∈ L1
loc (R) òàêàÿ, ÷òî

‖F (t, c)‖ := sup{‖y‖ : y ∈ F (t, c)} ≤ ηr (t) ï.â. t ∈ R ,

äëÿ âñåõ c ∈ C, ‖c‖ ≤ r.

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [89], [118]), ÷òî ïðè óñëîâèÿõ (F1)− (F3) äëÿ

êàæäîãî k ∈ Z îïðåäåëåí ìóëüòèîïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè

PF : C ([kT − σ, (k + 1)T ];Rn) ( L1 ((kT, (k + 1)T );Rn) ,

PF (u) =
{
f ∈ L1 ((kT, (k + 1)T ];Rn) : f (t) ∈ F (t, ut)

}
.

ï.â. t ∈ (kT, (k + 1)T ). Çäåñü ut ∈ C îïðåäåëåíî êàê ut(θ) = u(t + θ), θ ∈

[−σ, 0]. Ìóëüòèîïåðàòîð PF ÿâëÿåòñÿ êàóçàëüíûì.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü F : R × C → Kv(Rn) - ìóëüòèîòîáðàæåíèå, óäî-

âëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (F1) − (F3) ïðèìåðà 1. Ïóñòü {K(t, s) : −∞ <

s ≤ t < +∞} - íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â Rn è

m ∈ L1
loc(R;Rn) - äàííàÿ ëîêàëüíî ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ êàæäî-

ãî k ∈ Z ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé ìóëüòèîïåðàòîð òèïà Âîëüòåððà G :

C ([kT − σ, (k + 1)T ];Rn) ( L1 ((kT, (k + 1)T );Rn) , îïðåäåëåííûé êàê

G(u)(t) = m(t) +

∫ t

kT

K(t, s)F (s, us)ds,
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ò.å.

G(u) ={
y ∈ L1 ((kT, (k + 1)T );Rn) : y(t) = m(t) +

∫ t

kT

K(t, s)f(s)ds : f ∈ PF (u)
}
.

Ìóëüòèîïåðàòîð G òàêæå ÿâëÿåòñÿ êàóçàëüíûì.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : R×C → K(Rn) óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùåìó óñëîâèþ ïî÷òè ïí. ñí.:

(FL) íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ

{Jn}, Jn ⊆ R n = 1, 2, ... òàêàÿ, ÷òî: (i) meas (R \
⋃
n Jn) = 0; (ii)

ñóæåíèå F íà êàæäîå ìíîæåñòâî Jn × C ïí. ñí.

Ïðè óñëîâèÿõ (FL), (F3) (ñì., íàïðèìåð, [89], [118]) äëÿ êàæäîãî k ∈ Z

ìóëüòèîïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè

PF : C ([kT − σ, (k + 1)T ];Rn) ( L1 ((kT, (k + 1)T );Rn)

òàêæå îïðåäåëåí è êàóçàëåí.

Îáîçíà÷èì CT ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ T -ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé

x : R → Rn ñ íîðìîé ‖x‖C = sup
t∈[0,T ]

‖x(t)‖. ×åðåç ‖x‖2 îáîçíà÷èì íîðìó

ôóíêöèè x â ïðîñòðàíñòâå L2,

‖x‖2 =

 T∫
0

‖x(s)‖2 ds


1
2

.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî êàóçàëüíîãî ìóëüòèîïåðàòîðà

ðàññìîòðèì äëÿ k ∈ Z ñëåäóþùèé îïåðàòîð ñäâèãà

jk : L1 ((kT, (k + 1)T );Rn)→ L1 ((0, T );Rn) :

jk(f)(t) = f(t+ kT ).

Êàóçàëüíûé ìóëüòèîïåðàòîð Q íàçûâàåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè äëÿ

êàæäûõ x ∈ CT è k ∈ Z âûïîëíåíî

jk(Q(x |[kT−τ,(k+1)T ])) = Q(x |[−τ,T ]).
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Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïåðèîäè÷íîñòè êàóçàëüíûõ ìóëüòèîïåðàòîðîâ â âûøå-

óêàçàííûõ ïðèìåðàõ, äîñòàòî÷íî ïîëàãàòü, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F ÿâ-

ëÿþòñÿ T -ïåðèîäè÷íûìè ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó:

F (t+ T, c) = F (t, c)

äëÿ âñåõ (t, c) ∈ R×C è â ïðèìåðå 2 äîïîëíèòåëüíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

m(t) è ñåìåéñòâî K(t, s) òàêæå T -ïåðèîäè÷íû:

m(t+ T ) = m(t) äëÿ âñåõ t ∈ R;

K(t+ T, s+ T ) = K(t, s) äëÿ âñåõ −∞ < s ≤ t < +∞.

ßñíî, ÷òî óñëîâèå T -ïåðèîäè÷íîñòè êàóçàëüíîãî ìóëüòèîïåðàòîðà ïîçâî-

ëÿåò ðàññìàòðèâàòü åãî òîëüêî íà ïðîñòðàíñòâå C([−τ, T ];Rn).

34. Ôóíêöèÿ V : Rn → R íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé, åñëè äëÿ

ëþáîãî x ∈ Rn íàéäóòñÿ ïîñòîÿííàÿ L > 0 è îêðåñòíîñòü U òî÷êè x òàêèå,

÷òî âûïîëíÿåòñÿ |V (x1)− V (x2)| ≤ L‖x1 − x2‖ äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ U.

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn çàäàíà ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ V (x).

Äëÿ x0 ∈ Rn è ν ∈ Rn îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êëàðêà V 0(x0; ν) ôóíê-

öèè V (x) â òî÷êå x0 ïî íàïðàâëåíèþ ν çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

V 0(x0; ν) = lim

x→ x0

t→ 0+

V (x+ tν)− V (x)

t
,

ãäå x ∈ Rn.

34. Îáîáùåííûé ãðàäèåíò Êëàðêà ∂V (x) ôóíêöèè V (x) â òî÷êå x0

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂V (x0) =
{
x ∈ Rn : 〈x, ν〉 ≤ V 0(x0; ν) äëÿ âñåõ ν ∈ Rn

}
.

Ìóëüòèîòîáðàæåíèå ∂V (x) èìååò âûïóêëûå êîìïàêòíûå çíà÷åíèÿ è ïî-

ëóíåïðåðûâíî ñâåðõó (ñì., íàïðèìåð, [23]). Ïîýòîìó ëþáîå åå èçìåðèìîå

ñå÷åíèå υ(t) ∈ ∂V (x(t)), t ∈ [0, T ], ñóììèðóåìî.
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36. Ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ V : Rn → R íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé,

åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ Rn è ν ∈ Rn ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ

V ′(x, ν) è îíà ñîâïàäàåò ñ V 0(x, ν).

Èçâåñòíî, ÷òî âûïóêëûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè.
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1.3 Îáîçíà÷åíèÿ è íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè áè-

ôóðêàöèè

37. Ïóñòü A ⊂ U ⊂ Rn, ãäå A � êîìïàêòíîå, à U � îòêðûòîå ìíîæåñòâà

â Rn. Áóäåì îòîæäåñòâëÿòü n-ìåðíóþ ñôåðó Sn = {x ∈ Rn+1 | ‖x‖ = 1}

ñ Rn ∪ {∞}. Ñèìâîëîì Πk, k ≥ 0, îáîçíà÷àåòñÿ k-àÿ óñòîé÷èâàÿ ãðóïïà

ãîìîòîïèé ñôåðû, ò.å.

Πk := lim−−→
n≥0

πn+k(S
n).

Ïóñòü X, Y � ïàðàêîìïàêòíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü òàê-

æå A îáîçíà÷àåò ïó÷îê àáåëåâûõ ãðóïï íàä Y, f : X → Y � çàìêíóòîå ñþ-

ðüåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, ñèìâîë Ay îáîçíà÷àåò ñëîé ïó÷êà A äëÿ y ∈ Y.

ÑèìâîëA∗ îáîçíà÷àåò ïðîîáðàç ïó÷êàA ïðè äåéñòâèè îòîáðàæåíèÿ f. Äëÿ

öåëîãî k ≥ 1 ïóñòü

s0(f ;A) := {y ∈ Y |H0(f−1(y);A∗) 6= Ay},

sk(f ;A) := {y ∈ Y |Hk(f−1(y);A∗) 6= 0},

ãäå H∗(·;A) îáîçíà÷àåò ãðóïïû êîãîìîëîãèé ×åõà ñ êîýôôèöèåíòàìè â A.

Äëÿ öåëûõ N ≥ 1 èíäåêñ Âèåòîðèñà îòîáðàæåíèÿ f îïðåäåëÿåòñÿ êàê

iN(f ;A) := inf{n ≥ 0 | max
0≤k≤N−1

{rdY (sk(f ;A)) + k}+ 1 < n},

ãäå A ⊂ Y, rdY (A) := sup{dimC | C ⊂ A − çàìêíóòîå ìíîæåñòâî} è dim

îáîçíà÷àåò òîïîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà (ñì. [1]).

Ïóñòü i(f ;A) = supN≥0 i
N(f ;A). Åñëè ïó÷îê A ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì è

ýêâèâàëåíòíûì Z, òî i(f ;Z) îáîçíà÷àåòñÿ êàê i(f).

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. [127, c. 83] Ïóñòü ν : Z → X. Ãîâîðÿò, ÷òî ν äåéñòâóåò

â êëàññå V (ν ÿâëÿåòñÿ V-îïåðàòîðîì), åñëè

(i) ν ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñþðüåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì, ò.å., çàìêíóòûì ñþ-

ðüåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì ñ êîìïàêòíûìè ñëîÿìè;
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(ii) i(ν) <∞.

Îòîáðàæåíèå ν : Z → X íàçûâàåòñÿ Ṽ-îòîáðàæåíèåì, åñëè ν ÿâëÿåòñÿ

V-îòîáðàæåíèåì è

(iii) dim ν := supx∈X dim ν−1(x) <∞ .

Ïóñòü (X,X ′), (Y, Y ′) � ïàðû ïàðàêîìïàêòíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

è m ≥ 0. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Dm(X,X ′;Y, Y ′) (ñîîòâ. D̃m(X,X ′;Y, Y ′))

êëàññ âñåõ òðèàä

(X,X ′)
ν← (Z,Z ′)

χ→ (Y, Y ′),

ãäå ν ÿâëÿåòñÿ Vm-îòîáðàæåíèåì (ñîîòâ. Ṽm-îòîáðàæåíèåì), à χ � íåïðå-

ðûâíûì îòîáðàæåíèåì. Êðîìå òîãî, ïóñòü

D(X,X ′;Y, Y ′) :=
⋃
m≥0

Dm(X,X ′;Y, Y ′)

(ñîîòâ. D̃ =
⋃
m≥0 D̃m); ñëåäîâàòåëüíî, D̃ ⊂ D.

Îïðåäåëåíèå 1.3.2. [127, c. 85] Ãîâîðÿò, ÷òî òðèàäû

(X,X ′)
νi← (Zi, Z

′
i)

χi→ (Y, Y ′), i = 1, 2,

èç D(X,X ′;Y, Y ′) (ñîîòâ. D̃) ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (ò.å. (ν1, χ1) ≈

(ν2, χ2)), åñëè ñóùåñòâóåò òðèàäà

(X,X ′)
ν← (Z,Z ′)

χ→ (Y, Y ′)

(ñ ñîîòâ. îòîáðàæåíèåì ν) è V0-îòîáðàæåíèÿ fi : (Z,Z ′) → (Zi, Z
′
i) òàêèå,

÷òî νi ◦ fi = ν è χi ◦ fi = χ, i = 1, 2.

Îïðåäåëåíèå 1.3.3. Ýëåìåíòû ôàêòîð-ãðóïïû

M(X,X ′;Y, Y ′) = D(X,X ′;Y, Y ′)/ ≈

èëè

M̃(X,X ′;Y, Y ′) = D̃(X,X ′;Y, Y ′)/ ≈

íàçûâàþòñÿ ìîðôèçìàìè (ñîîòâ. êîíå÷íîìåðíûìè ìîðôèçìàìè).
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Ñèìâîëîì Mm(X,X ′;Y, Y ′) (ñîîòâ. M̃m(X,X ′;Y, Y ′), m ≥ 0, îáîçíà÷à-

åòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ìîðôèçìîâ èç M(X,X ′;Y, Y ′) (ñîîòâ. M̃), êîòîðûå

ïðåäñòàâëåíû òðèàäàìè (ν, χ) ∈ Dm(X,X ′;Y, Y ′) (ñîîòâ. D̃m).

38. Ñèìâîëîì C(m,n), m ≥ n, îáîçíà÷àåòñÿ êëàññ âñåõ ïàð (f, U), ãäå

U îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî Rm è f : (U, ∂U) → (Rn,Rn \ {0})

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì.

Ñêàæåì, ÷òî (f0, U), (f1, U) èç C(m,n) ÿâëÿþòñÿ ãîìîòîïíûìè, åñëè ñó-

ùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ h : (U × [0, 1], ∂U × [0, 1])→ (Rn,Rn \ {0}) òàêàÿ, ÷òî

h(·, i) = fi, i = 0, 1.

Ïóñòü Bm � çàìêíóòûé øàð ñ öåíòðîì â íóëå ðàäèóñà r = 1, (f, U) ∈

C(m,n) ãäå n ≤ m < 2n− 2. Ïðåäïîëîæèì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî

U ⊂ Bm è dim ∂U ≤ m − 1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

àáåëåâûõ ãðóïï è ãîìîìîðôèçìîâ

πn−1(∂U)
δ1→ πn(U, ∂U)

j]← πn(Bm, Bm\U)
i]→ πn(Bm, Sm−1)

δ2← πn−1(Sm−1),

çäåñü δ1 îáîçíà÷àåò ãðàíè÷íûé ãîìîìîðôèçì ïàðû (U, ∂U), j : (U, ∂U)→

(Bm, Bm\U) è i : (Bm, Sm−1)→ (Bm, Bm\U) ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè âëîæå-

íèÿ è δ2 ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì ãîìîìîðôèçìîì ïàðû (Bm, Sm−1). Î÷åâèäíî

j] ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì è δ2 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì â âèäó òî÷íîñòè

êîãîìîòîïèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû (Bm, Sm−1).

Ïóñòü

κ = δ−1
2 ◦ i] ◦ (j])−1 ◦ δ1

è η := [f |∂U ] ∈ πn−1(∂U), ãäå ñèìâîë [f |∂U ] îáîçíà÷àåò êëàññ ãîìîòîïèé

f |∂U è πn−1(∂U) îáîçíà÷àåò (n − 1)-óþ êîãîìîòîïèþ ãðóïï ∂U. Áåç îãðà-

íè÷åíèÿ îáùíîñòè çäåñü îòîæäåñòâëÿåòñÿ [∂U ;Rn \ 0] ñ πn−1(∂U).

Îïðåäåëåíèå 1.3.4. [127, c. 117] Îáîáùåííàÿ ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ f íà
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U îïðåäåëÿåòñÿ êàê

deg(f, U) := κ(η) ∈ πn−1(Sm−1) ∼= Πm−n.

39. Ïóñòü U îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Rm = Rn × Rk. Ðàññìàòðèâàåòñÿ

çàäà÷à áèôóðêàöèè ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ

0 ∈ Φ(z, λ), (1.1)

ãäå Φ : U ( Rn ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïîëåì, ñîîòâåòñòâóþùèì ìóëüòèîòîáðà-

æåíèþ F : U ( Rn, ò.å., Φ(z) = z − F (z).

Ñäåëàåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

(1) Φ ∈ M̃n(U ;Rn) ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì òàêèì, ÷òî 0 ∈ Φ(0, λ) äëÿ âñåõ

λ ∈ Λ := {λ ∈ Rk | (0, λ) ∈ U}.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ (1.1) êàê

S := {(z, λ) ∈ U \ Λ× {0} | z 6= 0, 0 ∈ Φ(z, λ)}.

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(2) ìíîæåñòâî òî÷åê áèôóðêàöèè

B(Φ) := {(0, λ) ∈ Λ× {0} | (0, λ) ∈ S}

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü áèôóðêàöèîííûé èíäåêñ Φ, ïîíàäîáÿòñÿ

íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå îáúåêòû. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ íåïðå-

ðûâíóþ ôóíêöèþ α : Λ→ [0,∞) òàêóþ, ÷òî äëÿ (0, λ) /∈ B(Φ),

0 < α(λ) < d((0, λ), ∂U ∪ S)

è

α(λ) = 0
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äëÿ (λ, 0) ∈ B(Φ). Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü

α(λ) = min

{
1,

1

2
d((0, λ), ∂U ∪ S)

}
.

Äàëåå ïîëîæèì

X := {(z, λ) ∈ Rm | λ ∈ Λ, ‖z‖ = α(λ)},

X+ := {(z, λ) ∈ Rm | λ ∈ Λ, ‖z‖ < α(λ)}.

Çàìåòèì, ÷òî X+ ∪ X ⊂ U è ïîëîæèì X− := U\X+
. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

S ⊂ X− è B(Φ) ⊂ X.

Ïóñòü f : U → R ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé òàêîé, ÷òî

f(z, λ) =


< 0 äëÿ (z, λ) ∈ X−

= 0 äëÿ (z, λ) ∈ X

> 0 äëÿ (z, λ) ∈ X+.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìîðôèçì Ψ èç M̃n(U ;Rn+1) òàêîé, ÷òî Ψ(z, λ) =

Φ(z, λ)× {f(z, λ)} äëÿ âñåõ (z, λ) ∈ U.

Òàê êàê â âèäó (2), ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê ìîðôèçìà Ψ êîìïàêòíî,

òî ñóùåñòâóåò îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî U ′ òàêîå, ÷òî U ′ ⊂ U è

0 /∈ Ψ(z, λ) äëÿ (z, λ) ∈ U \ U ′. Ïîýòîìó (Ψ, U ′) ∈ M̃(m,n+ 1).

Îïðåäåëåíèå 1.3.5. [127, c. 181] Áèôóðêàöèîííûé èíäåêñ Bi (Φ) ìîðôèç-

ìà Φ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Bi (Φ) := deg(Ψ, U ′) ∈ Πk−1.

Â äîïîëíåíèå ê ñäåëàííûì âûøå ïðåäïîëîæåíèÿì ïóñòü

(3) ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî U1 ⊃ U è ìîðôèçì Φ1 ∈ M̃n(U1;Rn)

òàêèå, ÷òî Φ1|U = Φ è 0 ∈ Φ1(0, λ) äëÿ âñåõ (0, λ) ∈ U1 ∩ Rk × {0}.

Ïîëîæèì

S1 := {(z, λ) ∈ U1 | z 6= 0, 0 ∈ Φ1(z, λ)}.
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Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé âàðèàíò óòâåðæäåíèÿ î ãëîáàëüíîé áèôóðêàöèè

(ñì., íàïðèìåð, [127, c. 183]).

Ëåììà 1.3.1. Ïóñòü K ⊂ U1 � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî

B(Φ) ⊂ K è K∩(Rk\Λ)×{0} = ∅ (íàïðèìåð, K = B(Φ)). Åñëè Bi (Φ) 6= 0,

òî ñóùåñòâóåò íåïóñòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî C ⊂ S1\K òàêîå, ÷òî

C ∩K 6= ∅ è ñïðàâåäëèâî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåõ óòâåð-

æäåíèé:

(i) C � íåîãðàíè÷åííî;

(ii) C ∩ ∂U1 6= ∅;

(iii) ñóùåñòâóåò òî÷êà λ∗ ∈ Rk\Λ òàêàÿ, ÷òî (0, λ∗) ∈ U1 è (0, λ∗) ∈ C.

Òîãäà Φ1 èìååò òî÷êè áèôóðêàöèè âíå U.

Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ññûëêè òèïà [�1.3; 39] óêàçûâàþò íà èñïîëü-

çîâàíèå ïóíêòà 39 èç �1.3 ãëàâû 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ.
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Ãëàâà 2

Íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå âàðèàíòû

òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ìóëüòèïîëåé

äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé è

ðàçðåøèìîñòü îïåðàòîðíûõ âêëþ÷åíèé

Â òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ìóëüòèïîëåé âàæíóþ ðîëü èãðàþò òî-

ïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà çíà÷åíèé ïîðîæäàþùèõ èõ ìóëüòèîòîáðàæåíèé, è

ïðåæäå âñåãî � ñâîéñòâî âûïóêëîñòè çíà÷åíèé.

Îäíàêî âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ ìóëüòèîòîáðàæåíèé, åñòåñòâåííî âîçíè-

êàþùèõ, íàïðèìåð, â òåîðèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé, ñâîéñòâî âûïóêëîñòè, è äàæå àöèêëè÷íîñòè çíà-

÷åíèé, íå âûïîëíåíî. Ïîýòîìó äëÿ èçó÷åíèÿ òàêîãî ðîäà âîïðîñîâ îêàçû-

âàþòñÿ ïîëåçíûìè òå èëè èíûå âàðèàíòû òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè,

ðàçâèâàåìûå äëÿ ìóëüòèïîëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìóëüòèîòîáðàæåíèÿì ñ

íåâûïóêëûìè çíà÷åíèÿìè.

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ íîâûå êëàññû ìóëüòèîòîáðàæåíèé, íå

îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì âûïóêëîñòè çíà÷åíèé, íî îïðåäåëÿåìûõ ÷åðåç ìóëü-

òèîòîáðàæåíèÿ, èìåþùèå îäíîçíà÷íûå àïïðîêñèìàöèè èëè ñå÷åíèÿ. Ââå-

äåííûå íèæå îïðåäåëåíèÿ ïîçâîëÿþò ñâåñòè çàäà÷ó ê îäíîçíà÷íîìó ñëó-
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÷àþ è èñïîëüçîâàòü õîðîøî èçó÷åííîå ïîíÿòèå ñòåïåíè äëÿ îäíîçíà÷íûõ

íåïðåðûâíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

2.1 Ñòåïåíü â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî îðóäèÿ ïðè ïîñòðîåíèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè

äëÿ îäíîãî êëàññà ìóëüòèîòîáðàæåíèé áóäåì èñïîëüçîâàòü êëàññè÷åñêóþ

òåîðèþ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé â êîíå÷íîìåð-

íîì ïðîñòðàíñòâå. Íàïîìíèì åå îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [36],

[40], [41], [88]).

Ïóñòü En � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, U ⊂

En � îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî. Äëÿ êàæäîãî íåïðåðûâíîãî îòîá-

ðàæåíèÿ f : U → En òàêîãî, ÷òî x 6= f(x) äëÿ âñåõ x ∈ ∂U, îïðåäåëåíà

òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü deg(ϕ,U) ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó âåêòîðíîãî ïîëÿ

ϕ = i− f (ò.å. ϕ(x) = x− f(x)). Çäåñü i : U → En îáîçíà÷àåò îòîáðàæåíèå

âëîæåíèÿ. Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ñòåïåíè.

1) Ñâîéñòâî íîðìàëèçàöèè. Åñëè f(x) ≡ x0 äëÿ âñåõ x ∈ ∂U, òî

deg(ϕ,U) =

 1, åñëè x0 ∈ U,

0, åñëè x0 /∈ U.

2) Ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü. Ïóñòü âåêòîðíûå ïîëÿ ϕ0 =

i − f0 è ϕ1 = i − f1, ñîîòâåòñòâóþùèå íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèÿì

f0, f1 : U → En, ãîìîòîïíû (ϕ0 ∼ ϕ1), ò.å. ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå h : U × [0, 1]→ En òàêîå, ÷òî

(i) x 6= h(x, λ) äëÿ ëþáîãî x ∈ U, λ ∈ [0, 1];

(ii) h(·, 0) = f0, h(·, 1) = f1.

Òîãäà deg(ϕ0, U) = deg(ϕ1, U).
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3) Àääèòèâíàÿ çàâèñèìîñòü îò îáëàñòè. Ïóñòü {Uj}j∈J ,

J = {1, ...,m} , � ñåìåéñòâî îòêðûòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ

U, îòîáðàæåíèå f : U → En íåïðåðûâíî è íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê

íà U \
⋃
j∈J

Uj. Òîãäà òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü deg(ϕ,U j) îòëè÷íà îò íóëÿ

è

deg(ϕ,U) =
∑
j∈J

deg(ϕ,U j).

4) Ïðèíöèï ñóæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü Em � ïîäïðîñòðàíñòâî

En, íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : U → En íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê

íà ∂U è f(U) ⊂ Em. Òîãäà

deg(ϕ,U) = degEm(ϕ′, U
′
),

ãäå U ′ = U ∩ Em, ϕ
′ = ϕ|

U
′, à degEm îáîçíà÷àåò ñòåïåíü, âû÷èñëÿåìóþ â

ïîäïðîñòðàíñòâå Em.

5) Ïðèíöèï íåïîäâèæíîé òî÷êè. Åñëè íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

f : U → En íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà ∂U è deg(ϕ,U) 6= 0, òî f

èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó x â U(x = f(x)).

Â ðÿäå ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àåâ ñòåïåíü ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿåòñÿ

è åå îòëè÷èå îò íóëÿ îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

6) Ïðèíöèï "çàïðåùåííîãî íàïðàâëåíèÿ". Ïóñòü f : U → En �

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå è äëÿ êàæäîãî x ∈ ∂U :

ϕ(x) /∈ Lax,

ãäå ϕ = i− f è Lax = {z ∈ En : z = µ(x− a), µ ≤ 0} äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè

a ∈ U. Òîãäà deg(ϕ,U) = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, Fix f 6= ∅.

7) Ãðàíè÷íîå óñëîâèå Ëåðå-Øàóäåðà. Ïóñòü 0 ∈ U, f : U → En �

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ ∂U :

f(x) 6= γx äëÿ âñåõ γ ≥ 1.
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Òîãäà deg(i− f, U) = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, Fix f 6= ∅.

8) Ñâîéñòâî íå÷åòíîãî ïîëÿ. Ïóñòü U � ñèììåòðè÷íàÿ (−U = U)

îêðåñòíîñòü íóëÿ, íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : U → En íå èìååò íåïî-

äâèæíûõ òî÷åê íà ∂U è íå÷åòíî, ò.å.

f(−x) = −f(x) äëÿ âñåõ x ∈ ∂U.

Òîãäà deg(ϕ,U) ≡ 1( mod 2) è, ñëåäîâàòåëüíî, Fix f 6= ∅.

Íàêîíåö, ïðèâåäåì îäíó èç òåîðåì î ïðîèçâåäåíèè ñòåïåíåé � óòâåð-

æäåíèå î òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ïðÿìîé ñóììû âåêòîðíûõ ïîëåé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî En ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïîäïðî-

ñòðàíñòâ E0 è E1. Ïóñòü â E0 è E1 çàäàíû îòêðûòûå îãðàíè÷åííûå ìíîæå-

ñòâà U0 è U1.

Ïðîèçâåäåíèåì U = U0 × U1 ìíîæåñòâ U0 è U1 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî â

En, êîòîðîå ñîñòîèò èç òî÷åê âèäà x = x0 + x1, ãäå x0 ∈ U0, x1 ∈ U1.

Ïóñòü f0 : U 0 → E0, f1 : U 1 → E1 � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Îáîçíà-

÷àÿ i0 : U 0 → E0, i1 : U 1 → E1 îòîáðàæåíèÿ âëîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå

îòîáðàæåíèÿì f0 è f1 âåêòîðíûå ïîëÿ ϕ0 è ϕ1 áóäåì îáîçíà÷àòü êàê

ϕ0 = i0 − f0, ϕ1 = i1 − f1.

Ïðÿìîé ñóììîé ϕ = ϕ0 ⊕ ϕ1 ïîëåé ϕ0 è ϕ1 íàçûâàþò îïðåäåëåííîå íà U

âåêòîðíîå ïîëå

ϕ(x) = ϕ0(x0)⊕ ϕ1(x1).

9) Ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé. Ïóñòü ïîëÿ ϕ0 è ϕ1 íåâûðîæäåíû ñîîò-

âåòñòâåííî íà ∂U0 è ∂U1. Òîãäà ïðÿìàÿ ñóììà ïîëåé ϕ0 è ϕ1 íåâûðîæ-

äåíà íà ∂U è

deg(ϕ0 ⊕ ϕ1, U) = deg(ϕ0, U 0) · deg(ϕ1, U 1).
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Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïèñàíèþ êëàññà íåâûïóêëîçíà÷íûõ ìóëüòèîòîáðà-

æåíèé, äëÿ ìóëüòèïîëåé êîòîðûõ îïðåäåëèì òîïîëîãè÷åñêóþ ñòåïåíü. Íàì

ïîíàäîáèòñÿ ðÿä òîïîëîãè÷åñêèõ ïîíÿòèé (ñì., íàïðèìåð, [14]).

Âñþäó íèæå, åñëè ýòî íå îãîâîðåíî ñïåöèàëüíî, òåðìèí "ïðîñòðàíñòâî"

îçíà÷àåò "ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî".

Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâàåìûì, åñëè

ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå (ãîìîòîïèÿ) h : A× [0, 1]→ A òàêîå,

÷òî h(x, 0) = x, h(x, 1) = x0 äëÿ âñåõ x ∈ A.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñòÿãèâàåìûìè ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûå è çâåçäîîáðàçíûå ìíî-

æåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 2.1.2. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñòÿãèâàåìûì

â òî÷êå x0 ∈ X åñëè âñÿêàÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè x0 ñîäåðæèò îêðåñòíîñòü

U0, ñòÿãèâàåìóþ ïî U ê òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 2.1.3. ÏðîñòðàíñòâîX íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñòÿãèâàåìûì,

åñëè îíî ëîêàëüíî ñòÿãèâàåìî â êàæäîé ñâîåé òî÷êå.

Ïðèìåð 2.1.1. Âñÿêîå îáúåäèíåíèå âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ëèíåéíîãî òîïîëî-

ãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ëîêàëüíî ñòÿãèâàåìî. Â ÷àñòíîñòè, âñÿêèé ïî-

ëèýäð ëîêàëüíî ñòÿãèâàåì.

Îïðåäåëåíèå 2.1.4. (ñì. [111]) Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ Rδ�ìíî-

æåñòâîì, åñëè ñóùåñòâóåò óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An}

êîìïàêòíûõ ñòÿãèâàåìûõ ìíîæåñòâ òàêèõ, ÷òî

A = ∩{An : n = 1, 2, ...} .

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà òàêîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû åñòåñò-

âåííî âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé.
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Ïðèìåð 2.1.2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ-

÷åíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:  x′(t) ∈ G(t, x(t)),

x(0) = x0,

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü G : [0, a] × Rn → Kv(Rn) âêëþ÷åíèÿ

óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè è óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðî-

ñòà [�1.2; 26]. Òîãäà ìíîæåñòâî ðåøåíèé Σ(G, 0, x0) ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåò-

ñÿ Rδ-ìíîæåñòâîì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå C([0, a];Rn) (ñì., íàïðèìåð,

[119]).

Îïðåäåëåíèå 2.1.5. (ñì., íàïðèìåð, [9], [44]) Íåïóñòîå êîìïàêòíîå ìíî-

æåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ àñôåðè÷íûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

δ : 0 < δ < ε òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî n = 0, 1, ... ëþáîå íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå g : Sn → Wδ(A) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî íåïðåðûâíîãî

îòîáðàæåíèÿ g̃ : B
n+1 → Wε(A).

Îïðåäåëåíèå 2.1.6. Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ ðåòðàêòîì ïðîñòðàí-

ñòâà X, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå (ðåòðàêöèÿ) r :

X → A, ñóæåíèå êîòîðîãî íà A ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì, ò.å. r(x) = x äëÿ

âñåõ x ∈ A.

Èç òåîðåìû Òèòöå�Äóãóíäæè [�1.1; 9] âûòåêàåò, ÷òî âñÿêîå çàìêíóòîå

âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî M ìåòðèçóåìîãî ëîêàëüíî âûïóêëîãî ïðîñòðàí-

ñòâà E ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 2.1.7. Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòíûì ðå-

òðàêòîì, åñëè ñóùåñòâóåò ðåòðàêöèÿ r : W (A)→ A, ãäåW (A) � íåêîòîðàÿ

îêðåñòíîñòü A.

Îïðåäåëåíèå 2.1.8. Âëîæåíèåì ïðîñòðàíñòâà X â ïðîñòðàíñòâî Y íà-

çûâàåòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå h : X → Y, êîòîðîå îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
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10 h(X) ⊂ Y � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî;

20 ĥ : X → h(X) � ãîìåîìîðôèçì.

Îïðåäåëåíèå 2.1.9. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíûì ðåòðàê-

òîì, èëè AR-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè äëÿ ëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

Y è ëþáîãî âëîæåíèÿ h : X → Y ìíîæåñòâî h(X) ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì ïðî-

ñòðàíñòâà Y. Åñëè æå ìíîæåñòâî h(X) ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòíûì ðåòðàêòîì,

òî ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíûì îêðåñòíîñòíûì ðåòðàêòîì,

èëè ANR-ïðîñòðàíñòâîì.

Îòìåòèì, ÷òî êëàññ ANR-ïðîñòðàíñòâ äîñòàòî÷íî øèðîê. Â ÷àñòíîñòè,

âñÿêèé êîíå÷íûé ïîëèýäð ÿâëÿåòñÿ ANR-ïðîñòðàíñòâîì.

Áîëåå òîãî, êîíå÷íîìåðíûé êîìïàêò ÿâëÿåòñÿ ANR-ïðîñòðàíñòâîì òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ëîêàëüíî ñòÿãèâàåì (ñì. [14]). Â ÷àñòíîñòè,

êàæäîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ANR-ïðîñòðàíñòâîì è, êðîìå

òîãî, åñëè X0, X1 � ANR-ïðîñòðàíñòâà è X0 ∩X1 � ANR-ïðîñòðàíñòâî, òî

îáúåäèíåíèå X0 ∪X1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ANR-ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðèâåäåì òåïåðü ïðèìåðû àñôåðè÷íûõ ìíîæåñòâ.

Ïðèìåð 2.1.3. Åñëè ïîäìíîæåñòâî Z ANR-ïðîñòðàíñòâà Y òðèâèàëüíîé

ôîðìû, ò.å. Z ñòÿãèâàåìî â êàæäîé îêðåñòíîñòè ïðîñòðàíñòâà Y, òî Z ÿâ-

ëÿåòñÿ àñôåðè÷íûì â Y.

Ïðèìåð 2.1.4. (ñì. [111]) Ïóñòü Y � ANR-ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà åñëè ïîä-

ìíîæåñòâî M ANR-ïðîñòðàíñòâà Y ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, òî ñëåäóþùèå

äâà óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

10 M � Rδ-ìíîæåñòâî;

20 M � àñôåðè÷íî.

Ïóñòü X, Y � ïðîèçâîëüíûå ïðîñòðàíñòâà, G : X → K(Y ) � ìóëüòè-

îòîáðàæåíèå.
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Îïðåäåëåíèå 2.1.10. Êëàññîì A0(X, Y ) íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü àïïðî-

êñèìèðóåìûõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé G, ò.å. ïí. ñâ. ìóëüòèîòîáðàæå-

íèé G : X → K(Y ) [�1.2, 16], äîïóñêàþùèõ äëÿ êàæäîãî ε > 0 îäíîçíà÷-

íóþ ε-àïïðîêñèìàöèþ gε : X → Y [�1.2, 23].

Îïðåäåëåíèå 2.1.11. Êëàññîì A(X, Y ) íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ìíîãî-

çíà÷íûõ îòîáðàæåíèé G : X → K(Y ), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

10 G ∈ A0(X, Y ),

20 äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ δ (0 < δ <

δ0) è ëþáûõ äâóõ δ-àïïðîêñèìàöèé gδ, g̃δ : X → Y ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ G

íàéäåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå (äåôîðìàöèÿ) h : X× [0, 1]→ Y òàêîå,

÷òî

(i) h(x, 0) = gδ(x), h(x, 1) = g̃δ(x) äëÿ âñåõ x ∈ X;

(ii) h(x, λ) ÿâëÿåòñÿ ε-àïïðîêñèìàöèåé ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ G äëÿ êàæ-

äîãî λ ∈ [0, 1] .

Ðàñññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñîâîêóïíîñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.1.12. Ïí. ñâ. ìóëüòèîòîáðàæåíèå G : X → K(Y ) íà-

çûâàåòñÿ J -îòîáðàæåíèåì, èëè G ∈ J (X, Y ), åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X

ìíîæåñòâî G(x) ÿâëÿåòñÿ àñôåðè÷íûì.

Ïðèìåð 2.1.5. Ïóñòü Y ÿâëÿåòñÿ ANR-ïðîñòðàíñòâîì. Òîãäà ïí. ñâ. ìíîãî-

çíà÷íîå îòîáðàæåíèå G : X → K(Y ) ÿâëÿåòñÿ J -îòîáðàæåíèåì â êàæäîì

èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

äëÿ ëþáîãî x ∈ X ìíîæåñòâî G(x) ÿâëÿåòñÿ

(à) âûïóêëûì ìíîæåñòâîì;

(á) AR-ïðîñòðàíñòâîì;

(â) ñòÿãèâàåìûì ìíîæåñòâîì;

(ã) Rδ-ìíîæåñòâîì.

50



Â ÷àñòíîñòè, âñÿêîå íåïðåðûâíîå îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå g : X → Y

ÿâëÿåòñÿ J -îòîáðàæåíèåì.

Ïðèìåð 2.1.6. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé (ã). Êàê èçâåñòíî, ìíîæåñòâî

ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ âèäà: x′(t) ∈ G(t, x(t)),

x(0) = x0,

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü G : [0, a]×Rn → Kv(Rn) âêëþ÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿåò âåðõ-

íèì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè è óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà, çàâèñèò ïîëó-

íåïðåðûâíûì ñâåðõó îáðàçîì îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ x0 (ñì., íàïðèìåð,

[119]). Òîãäà èç ïðèìåðà 2.1.2 ñëåäóåò, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå Σ : Rn (

C([0, a];Rn), ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êå x0 ∈ Rn ìíîæåñòâî ðåøåíèé

çàäà÷è Êîøè Σ(x0), ÿâëÿåòñÿ J -îòîáðàæåíèåì.

Ìîæåì îòìåòèòü òåïåðü íàñêîëüêî øèðîê êëàññ A. Ñïðàâåäëèâî ñëåäó-

þùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.1.1. (ñì. [9], [44], [100]) Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ANR-ïðîñò-

ðàíñòâî, Y � ïðîèçâîëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

J (X, Y ) ⊂ A(X, Y ).

Îïèøåì òåïåðü êëàññ ìóëüòèîòîáðàæåíèé, äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëèì òî-

ïîëîãè÷åñêóþ ñòåïåíü â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå En.

Ïóñòü U ⊂ En � îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, Y � ïðîèçâîëüíîå

ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 2.1.13. Êëàññîì CA(U,En) íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ìóëü-

òèîòîáðàæåíèé F : U → K(En) âèäà F = f ◦ G, ãäå G ∈ A(U, Y ) è

f : Y → En � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.
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Êîìïîçèöèþ f ◦G áóäåì íàçûâàòü ïðåäñòàâëåíèåì ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ

F è çàïèñûâàòü F = (f ◦G) ∈ CA(U,En).

Ïîäêëàññ CA(U,En), ñîñòîÿùèé èç ìóëüòèîòîáðàæåíèé F òàêèõ, ÷òî

FixF ∩ ∂U = ∅,

áóäåì îáîçíà÷àòü CA∂U(U,En).

Îáîçíà÷àÿ i : U → En îòîáðàæåíèå âëîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå ìóëü-

òèîòîáðàæåíèþ F ìóëüòèïîëå Φ áóäåì îáîçíà÷àòü êàê Φ = i − F [�1.2,

28].

Îïðåäåëåíèå 2.1.14. Òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíüþ deg(Φ, U) ìóëüòèïîëÿ

Φ = i − F, F = (f ◦ G) ∈ CA∂U(U,En), íàçîâåì òîïîëîãè÷åñêóþ ñòå-

ïåíü deg(ϕ̃, U) îäíîçíà÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ϕ̃ = i− f̃ε, ñîîòâåòñòâóþùåãî

íåïðåðûâíîìó îòîáðàæåíèþ f̃ε : U → En âèäà f̃ε = f ◦ gε, ãäå gε : U → Y �

ïðîèçâîëüíàÿ ε-àïïðîêñèìàöèÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ G è ε > 0 äîñòàòî÷íî

ìàëî.

Êîððåêòíîñòü äàííîãî îïðåäåëåíèÿ áóäåò îáîñíîâàíà íà áàçå ñëåäóþùå-

ãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 2.1.1. Ïóñòü H ∈ A0

(
U × [0, 1], Y

)
, k : Y × [0, 1] → En � íåïðå-

ðûâíîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü ñåìåéñòâî ìóëüòèîòîáðàæåíèé k ◦ H :

U × [0, 1]→ K(En), îïðåäåëåííîå êàê

k ◦H(x, λ) = k(H(x, λ), λ),

íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà ìíîæåñòâå M × [0, 1], ãäå M ⊆ U �

çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ò.å.

x /∈ kH(x, λ) äëÿ âñåõ (x, λ) ∈M × [0, 1].

Òîãäà äëÿ êàæäîé ε-àïïðîêñèìàöèè hε : U × [0, 1] → Y ìóëüòèîòîá-

ðàæåíèÿ H, ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé k ◦ hε : U × [0, 1] → En, çàäàííîå
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êàê

k ◦ hε(x, λ) = k(hε(x, λ), λ),

íå áóäåò èìåòü íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà M× [0, 1] ïðè óñëîâèè, ÷òî ε > 0

äîñòàòî÷íî ìàëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî íàéäóòñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè εm → +0, (xm, λm) ∈M × [0, 1] òàêèå, ÷òî

xm = khεm(xm, λm) = k(hεm(xm, λm), λm). (2.1)

äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {hεm} εm-àïïðîêñèìàöèé ìóëüòèîòîáðà-

æåíèÿ H.

Ïîñêîëüêó zm = ((xm, λm), hεm(xm, λm)) ∈ Γhεm ⊂ Wεm(ΓH) [�1.2, 13, 23],

òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü z̃m ∈ ΓH , z̃m = ((x̃m, λ̃m), ym),

ym ∈ H(x̃m, λ̃m) òàêàÿ, ÷òî

dist (zm, z̃m) < εm. (2.2)

Èç òåîðåìû îá îáðàçå êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà [�1.2, 19] è òåîðåìû Òè-

õîíîâà âûòåêàåò, ÷òî ãðàôèê ΓH � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, ïîýòîìó ìîæíî

ïðåäïîëîæèòü áåç óùåðáà äëÿ îáùíîñòè, ÷òî z̃m → z0 = ((x0, λ0), y0) ∈ ΓH .

Íî òîãäà èç (2.2) ñëåäóåò, ÷òî òàêæå zm → z0 è, ñëåäîâàòåëüíî, y0 ∈

H(x0, λ0), ãäå (x0, λ0) ∈M × [0, 1].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó k íåïðåðûâíî, èç (2.1) èìååì, ÷òî

xm = k(hεm(xm, λm), λm)→ x0 = k(y0, λ0) ∈ k (H(x0, λ0), λ0)

â ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì.

Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì äîêàçàííîé ëåììû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäå-

íèå.
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Ëåììà 2.1.2. Ïóñòü F = (f ◦G) ∈ CA∂U(U,En). Åñëè ε > 0 äîñòàòî÷íî

ìàëî, òî:

(i) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ε-àïïðîêñèìàöèè gε : U → Y ìóëüòèîòîáðà-

æåíèÿ G, îòîáðàæåíèå f̃ε = f ◦ gε : U → En íå èìååò íåïîäâèæíûõ

òî÷åê íà ∂U ;

(ii) åñëè g
′

ε, g
′′

ε : U → X � äâå ïðîèçâîëüíûå ε-àïïðîêñèìàöèè ìóëü-

òèîòîáðàæåíèÿ G è h : U × [0, 1] → Y � ñâÿçûâàþùàÿ èõ äåôîðìàöèÿ

(h(·, 0) = g
′

ε, h(·, 1) = g
′′

ε), òî îòîáðàæåíèå f ◦ h : U × [0, 1] → En íå

èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà ∂U × [0, 1], ò.å.

x 6= fh(x, λ) äëÿ âñåõ (x, λ) ∈ ∂U × [0, 1].

Èç ëåììû 2.1.2 è ñâîéñòâà 2) ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè òîïî-

ëîãè÷åñêîé ñòåïåíè îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè ε > 0 äî-

ñòàòî÷íî ìàëî è g
′

ε, g
′′

ε � äâå ïðîèçâîëüíûå ε-àïïðîêñèìàöèè ìóëüòèîòîáðà-

æåíèÿ G, òî

deg(i− fg′ε, U) = deg(i− fg′′ε , U),

÷òî è îáîñíîâûâàåò êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ 2.1.14.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îñíîâíûå ñâîéñòâà ââåäåííîé õàðàêòåðèñòèêè.

Îïðåäåëåíèå 2.1.15. Ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F0, F1 ∈ CA∂U(U,En), F0 =

(f0G0), F1 = (f1G1) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìóëüòèïîëÿ Φ0 = i − F0,Φ1 =

i−F1 íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè (Φ0 ∼ Φ1), åñëè ñóùåñòâóåò ìóëüòèîòîáðà-

æåíèå H ∈ A(U × [0, 1], Y ) è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå k : Y × [0, 1]→ En,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

(i) H(·, 0) = G0, H(·, 1) = G1;

(ii) k(·, 0) = f0, k(·, 1) = f1;

(iii) ìóëüòèîòîáðàæåíèå k◦H : U× [0, 1]→ K(En), çàäàííîå ðàâåíñòâîì

k ◦H(x, λ) = k(H(x, λ), λ) äëÿ âñåõ (x, λ) ∈ U × [0, 1],
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íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà ∂U × [0, 1].

Ìóëüòèîòîáðàæåíèå k◦H â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïèåé â êëàññå

CA∂U(U,En), ñîåäèíÿþùåé ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F1 è F2 (è ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå èì ìóëüòèïîëÿ Φ0 è Φ1).

Çàìå÷àíèå 2.1.1. Åñëè h(·, λ) ÿâëÿåòñÿ δ-àïïðîêñèìàöèåé ìóëüòèîòîáðàæå-

íèÿ G(·, λ) ïðè êàæäîì λ ∈ [0, 1], òî h ÿâëÿåòñÿ δ-àïïðîêñèìàöèåé G íà

âñåì ìíîæåñòâå U × [0, 1].

10 Ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü. Åñëè F0, F1 ∈ CA∂U(U,En) è

ñîîòâåòñòâóþùèå ìóëüòèïîëÿ Φ0 = i− F0, Φ1 = i− F1 ãîìîòîïíû, òî

deg(Φ0, U) = deg(Φ1, U). (2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F0 = (f0 ◦G0), F1 = (f1 ◦G1) è k ◦H : U × [0, 1]→

K(En) � ãîìîòîïèÿ, ñâÿçûâàþùàÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F0 è F1. Ïðèìåíÿÿ

ëåììó 2.1.1, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 îòîáðàæåíèÿ

k ◦ hε : U × [0, 1]→ En

íå èìåþò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà ∂U × [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñâîéñòâó

2) ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè ñòåïåíè äëÿ íåïðåðûâíûõ âåêòîðíûõ

ïîëåé èìååì:

deg(i− f0g0, U) = deg(i− f1g1, U),

ãäå g0 = hε(·, 0), g1 = hε(·, 1) ìîæíî, ñîãëàñíî Òåîðåìå 1.2.16 (iii) ([�1.2, 23]),

áåç óùåðáà äëÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü δ-àïïðîêñèìàöèÿìè ìóëüòèîòîáðàæåíèé

G0, G1 ñîîòâåòñòâåííî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ > 0. Îòêóäà, ó÷èòûâàÿ

îïðåäåëåíèå 2.1.14, è ñëåäóåò ðàâåíñòâî (2.3).
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20 Àääèòèâíàÿ çàâèñèìîñòü îò îáëàñòè. Åñëè {Uj}mj=1 � ñåìåé-

ñòâî îòêðûòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ U è ìóëüòèîòîáðà-

æåíèå F = (f ◦G) ∈ CA(U,En) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(i) Gj = G|U j ∈ A(U j, Y ) äëÿ âñåõ j = 1, ...,m;

(ii) G íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà U \
m⋃
j=1

Uj.

Òîãäà

deg(i− fG,U) =
m∑
j=1

deg(i− fGj, U j).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ëåììû 2.1.1 è ñîîòâåòñòâóþ-

ùåãî ñâîéñòâà 3).

Çàìå÷àíèå 2.1.2. Î÷åâèäíî, ÷òî ñâîéñòâî (i) âûïîëíåíî, åñëè G èç êëàññà

J (U, Y ) è U,U j, j = 1, ...,m � ANR-ïðîñòðàíñòâà.

30 Ïðèíöèï ñóæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü Em � m-ìåðíîå ëèíåé-

íîå ïîäïðîñòðàíñòâî En è ìóëüòèîòîáðàæåíèå F = (f ◦ G) èç êëàññà

CA∂U(U,En) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i) f(Y ) ⊂ Em;

(ii) Gm = G|Um èç êëàññà A(Um, Y ), ãäå Um = U ∩ Em.

Òîãäà

deg(i− F,U) = degEm(i− fGm, Um),

ãäå degEm îáîçíà÷àåò òîïîëîãè÷åñêóþ ñòåïåíü, âû÷èñëÿåìóþ â ïîäïðî-

ñòðàíñòâå Em.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî äëÿ òîãî, ÷òîáû

deg(i− F,U) = deg(i− fgε, U),

ãäå gε � ïðîèçâîëüíàÿ ε-àïïðîêñèìàöèÿ G.
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Â ñèëó óñëîâèÿ (ii) íàéäóòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëîå δ > 0 è δ-àïïðîêñèìàöèÿ

gδ : Um → Y ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ Gm òàêèå, ÷òî

1) degEm(i− fgδ, Um) = degEm(i− fGm, Um),

2) gδ ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì íà Um íåêîòîðîé ε-àïïðîêñèìàöèè gε : U → Y

ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ G.

Òîãäà â ñèëó ïðèíöèïà ñóæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ 4) èìååì

deg(i− fgε, U) = degEm(i− fgδ, Um),

îòêóäà è âûòåêàåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

Çàìå÷àíèå 2.1.3. Èç òåîðåìû 2.1.1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè U è Um ÿâëÿþòñÿ

ANR-ïðîñòðàíñòâàìè, à G èç êëàññà J (U, Y ), òî óñëîâèå (ii) âûïîëíåíî.

Ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü òåïåðü ñëåäóþùèé îáùèé ïðèíöèï íåïîäâèæíîé

òî÷êè.

Òåîðåìà 2.1.2. Ïóñòü F èç êëàññà CA∂U(U,En) è deg(i−F,U) 6= 0. Òîãäà

∅ 6= FixF ⊂ U.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F = (f ◦ G) íå

èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà U. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.1.2, ïîëó÷àåì,

÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 è ïðîèçâîëüíîé ε-àïïðîêñèìàöèè

gε : U → Y ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ G, îòîáðàæåíèå f ◦ gε : U → Em òàêæå íå

èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê è, ñëåäîâàòåëüíî,

deg(i− fgε, U) = deg(i− F,U) = 0,

â ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì òåîðåìû.

Äàííûé îñíîâíîé ïðèíöèï ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðÿ-

äà òåîðåì î íåïîäâèæíîé òî÷êå ìóëüòèîòîáðàæåíèé èç ðàññìàòðèâàåìîãî

êëàññà.
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Òåîðåìà 2.1.3. Ïóñòü ìíîæåñòâî U âûïóêëî, F = (f ◦G) ∈ CA(U,En)

è F (U) ⊆ U. Òîãäà FixF 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî FixF ∩ ∂U = ∅. Ïóñòü x0 ∈ U �

ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå k : Y ×[0, 1]→ En, çàäàííîå

êàê

k(y, λ) = (1− λ)f(y) + λx0,

è ñåìåéñòâî ìóëüòèîòîáðàæåíèé k ◦ G : U × [0, 1] → K(En), îïðåäåëåííîå

êàê

k ◦G(x, λ) = k(G(x), λ) = (1− λ)F (x) + λx0.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñåìåéñòâî k ◦ G ïîðîæäàåò ãîìîòîïèþ ïîëåé i − F

è i − F0, ãäå F0 = (f0 ◦ G), f0(y) ≡ x0. Òîãäà ïî ñâîéñòâó ãîìîòîïè÷åñêîé

èíâàðèàíòíîñòè èìååì

deg(i− F,U) = deg(i− F0, U).

Íî, ñîãëàñíî ñâîéñòâó íîðìàëèçàöèè 1), deg(i−F0, U) = 1 è, ñëåäîâàòåëü-

íî, ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó 2.1.2.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü àíàëîã ïðèíöèïà "çàïðåùåííîãî íàïðàâëåíèÿ".

Òåîðåìà 2.1.4. Ïóñòü F = (f ◦G) ∈ CA(U,En) òàêîâî, ÷òî

Φ(x) ∩ Lax = ∅ äëÿ âñåõ x ∈ ∂U, (2.4)

ãäå Φ = i − F, Lax = {z ∈ En : z = µ(x− a), µ ≤ 0} , a ∈ U � íåêîòîðàÿ

òî÷êà. Òîãäà deg(Φ, U) = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ∅ 6= FixF ⊂ U.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ãðàíè÷íîå óñëîâèå (2.4) ìîæíî

ñôîðìóëèðîâàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå êàê

F (x) ∩ {γx+ (1− γ)a : γ ≥ 1} = ∅ äëÿ âñåõ x ∈ ∂U. (2.5)
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Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî, òî äëÿ êàæäîé ε-àïïðîêñèìàöèè

gε : U → Y ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ G, îòîáðàæåíèå f ◦ gε óäîâëåòâîðÿåò òîìó

æå ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ, ò.å.

fgε(x) 6= γx+ (1− γ)a äëÿ âñåõ γ ≥ 1, x ∈ ∂U.

Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàøëèñü áû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

εm → +0, gεm(·), γm ≥ 1 è xm ∈ ∂U òàêèå, ÷òî

fgεm(xm) = γmxm + (1− γm)a, m = 1, 2, ... (2.6)

Êàê è ðàíåå, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, áåç óùåðáà äëÿ îáùíîñòè, ÷òî

(xm, gεm(xm))→ (x0, y0) ∈ ΓG, ò.å. y0 ∈ G(x0). Òîãäà èç ðàâåíñòâ (2.6) âûòå-

êàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γm} ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé è, ñëåäîâàòåëü-

íî, òàêæå ìîæíî ïðåäïîëàãàòü áåç óùåðáà äëÿ îáùíîñòè, ÷òî γm → γ0 ≥ 1.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâàõ (2.6), ïîëó÷àåì

f(y0) = γ0x0 + (1− γ0)a,

â ïðîòèâîðå÷èå ñ (2.5).

Òåïåðü óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðèíöèïà "çàïðåùåííîãî íàïðàâëåíèÿ"

6) äëÿ îäíîçíà÷íûõ ïîëåé.

Ñëåäñòâèå 2.1.1. (ãðàíè÷íîå óñëîâèå Ëåðå-Øàóäåðà) Ïóñòü 0 ∈ U

è F = (f ◦G) ∈ CA∂U(U,En) òàêîâî, ÷òî

F (x) ∩ γx = ∅ äëÿ âñåõ γ ≥ 1, x ∈ ∂U.

Òîãäà deg(i− F,U) = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ∅ 6= FixF ⊂ U.

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì âàðèàíò òåîðåìû î íå÷åòíîì ïîëå è ïðîèç-

âåäåíèè ïîëåé äëÿ äàííîãî êëàññà ìóëüòèîòîáðàæåíèé.
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Òåîðåìà 2.1.5. Ïóñòü U � ñèììåòðè÷íàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ, F èç êëàññà

CA∂U(U,En) è ñîîòâåòñòâóþùåå ìóëüòèïîëå Φ = i− F óäîâëåòâîðÿåò

ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

Φ(x) ∩ µΦ(−x) = ∅ äëÿ âñåõ x ∈ ∂U, 0 ≤ µ ≤ 1.

Òîãäà deg(Φ, U) ≡ 1( mod 2) è, ñëåäîâàòåëüíî, ∅ 6= FixF ⊂ U.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî åñëè gε � ε-àïïðîêñèìàöèÿ G è

ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî, òî ïîëå ϕ̃ = i− f̃ε, f̃ε = f ◦ gε óäîâëåòâîðÿåò òîìó

æå ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ:

ϕ̃(x) 6= µϕ̃(−x) äëÿ âñåõ x ∈ ∂U, 0 ≤ µ ≤ 1.

Ïðåäïîëàãàÿ ïðîòèâíîå, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè εm → +0, gεm(·),

xm ∈ ∂U è µm, 0 ≤ µm ≤ 1 òàêèå, ÷òî

xm − fgεm(xm) = µm(−xm − fgεm(−xm)) m = 1, 2, ... (2.7)

Ñíîâà ïîëàãàåì, áåç óùåðáà äëÿ îáùíîñòè, ÷òî

(xm, gεm(xm))→ (x0, y0) ∈ ΓG,

ò.å. y0 ∈ G(x0) è, àíàëîãè÷íî,

(−xm, gεm(−xm))→ (−x0, y
′

0) ∈ ΓG,

ò.å. y
′

0 ∈ G(−x0). Òàêæå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî µm → µ0, 0 ≤ µ0 ≤ 1.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâàõ (2.7), ïîëó÷àåì

x0 − f(y0) = µ0(−x0 − f(y
′

0)),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû, ïîñêîëüêó x0 − f(y0) ∈ Φ(x0),

−x0 − f(y
′

0) ∈ Φ(−x0).
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Ñ ïîìîùüþ äåôîðìàöèè

ψ̃(x, λ) =
1

1 + λ
[ϕ̃(x)− λϕ̃(−x)]

ïîëå ϕ̃ = ψ̃(·, 0) ãîìîòîïèðóåòñÿ ê íå÷åòíîìó ïîëþ

ψ̃(x, 1) =
1

2
[ϕ(x)− ϕ(−x)]

è ìîæíî ïðèìåíèòü ñâîéñòâî 8) íå÷åòíîãî ïîëÿ.

Ïðåäïîëîæèì ñíîâà, ÷òî ïðîñòðàíñòâî En ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïîä-

ïðîñòðàíñòâ E0 è E1, à U0 è U1 � îòêðûòûå îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà â E0

è E1 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F0 : U 0 → K(E0), F1 : U 1 → K(E1) ïðè-

íàäëåæàò êëàññàì CA(U 0, E0), CA(U 1, E1) ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷àÿ i0 :

U 0 → E0, i1 : U 1 → E1 îòîáðàæåíèÿ âëîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ìóëüòèî-

òîáðàæåíèÿì F0 è F1 ìóëüòèïîëÿ Φ0 è Φ1 áóäåì îáîçíà÷àòü êàê

Φ0 = i0 − F0, Φ1 = i1 − F1.

Ïðÿìîé ñóììîé Φ = Φ0⊕Φ1 ìóëüòèïîëåé Φ0 è Φ1 íàçûâàþò îïðåäåëåí-

íîå íà U ìóëüòèïîëå

Φ(x) = Φ0(x0)⊕ Φ1(x1),

âèäà Φ(x) = i− F (x), ãäå i = i0 ⊕ i1, F (x) = F0(x0)⊕ F1(x1).

Òåîðåìà 2.1.6. Ïóñòü ìóëüòèïîëÿ Φ0 è Φ1 íåâûðîæäåíû ñîîòâåòñòâåí-

íî íà ∂U0 è ∂U1. Òîãäà ïðÿìàÿ ñóììà ìóëüòèïîëåé Φ0 è Φ1 íåâûðîæäåíà

íà ∂U è

deg(Φ0 ⊕ Φ1, U) = deg(Φ0, U 0) · deg(Φ1, U 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè Fi èç êëàññà CA(U i, Ei),

i = 0, 1, òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F = F0⊕F1 ïðèíàäëåæèò êëàññó CA(U,En).
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Ïóñòü Fi = (fiGi), i = 0, 1. Òîãäà ìóëüòèîòîáðàæåíèå F ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíî â âèäå F = (fG), ãäå G : U → K(Y0 × Y1), G(x0 × x1) =

G0(x0)×G1(x1), f : Y0×Y1 → E0×E1 çàäàíî êàê f(y0×y1) = f0(y0)⊕f1(y1).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèå Gi ïðèíàäëåæèò êëàññó

A(U i, Yi), i = 0, 1, òî è ìóëüòèîòîáðàæåíèå G èç êëàññà A(U, Y0×Y1). ßñíî,

÷òî îòîáðàæåíèå f ◦ g, çàäàþùåå ñòåïåíü i− F, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî

êàê ïðÿìàÿ ñóììà f0 ◦ g0 ⊕ f1 ◦ g1. Òîãäà

deg(Φ, U) = deg(i− fg, U) = deg(i− f0g0 ⊕ f1g1, U).

Ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî 9) íåïðåðûâíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, ïîëó÷àåì

deg(Φ, U) = deg(i− f0g0, U) · deg(i− f1g1, U),

îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.
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2.2 Ñòåïåíü â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå

Ðàñïðîñòðàíèì ïîñòðîåííóþ òåîðèþ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè íà ñëó÷àé

ìóëüòèïîëåé â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü E � íîðìèðîâàííîå ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, U ⊂

E � îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, Y � ïðîèçâîëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Êëàññîì Ã(U, Y ) íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ìóëüòè-

îòîáðàæåíèé G : U → K(Y ), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ:

(i) äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà En ⊂ E ìóëüòèîòîáðà-

æåíèå Gn = G|Un ∈ A(Un, Y ), ãäå Un = U ∩ En;

Îïðåäåëåíèå 2.2.2. Êëàññîì CÃ(U,E) íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü êîì-

ïàêòíûõ [�1.2, 19] ìóëüòèîòîáðàæåíèé F : U → K(E) âèäà F = f ◦ G,

ãäå G èç êëàññà Ã(U, Y ) è f : Y → E � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.

Êîìïîçèöèþ f ◦G áóäåì êàê è ðàíåå íàçûâàòü ïðåäñòàâëåíèåì ìóëüòè-

îòîáðàæåíèÿ F è çàïèñûâàòü F = (f ◦G) ∈ CÃ(U,E).

Ïîäêëàññ CÃ(U,E), ñîñòîÿùèé èç ìóëüòèîòîáðàæåíèé F òàêèõ, ÷òî

FixF ∩ ∂U = ∅,

áóäåì îáîçíà÷àòü CÃ∂U(U,E).

Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F èç êëàññà CÃ∂U(U,E), Φ = i−F � ñîîòâåò-

ñòâóþùåå åìó ìóëüòèïîëå. Òîãäà Φ(∂U) ⊂ E \ {0} � çàìêíóòîå ìíîæåñò-

âî. Ñëåäîâàòåëüíî, δ = dist (Φ(∂U), 0) > 0. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî K =

F (U) ⊂ E è ε > 0 òàêèì, ÷òî ε < δ/2.

Ïóñòü En ⊂ E � êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî è íåïðåðûâíûé îïåðà-

òîð πn : K → En òàêîé, ÷òî

‖x− πn(x)‖ < ε äëÿ âñåõ x ∈ K. (2.8)
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Â êà÷åñòâå òàêîãî îïåðàòîðà ìîæíî âçÿòü èçâåñòíûé ïðîåêòîð Øàóäåðà

(ñì., íàïðèìåð, [41]).

Îïðåäåëèì ìóëüòèîòîáðàæåíèå Fn : Un → K(En) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Fn = πnf ◦Gn : Un

Gn
( Y

f→ K
πn→ En.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå Fn = (πnf ◦ Gn) ïðèíàäëåæèò

êëàññó CA∂Un(Un, En).

Îïðåäåëåíèå 2.2.3. Òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíüþ deg(Φ, U) ìóëüòèïîëÿ Φ

íàçîâåì òîïîëîãè÷åñêóþ ñòåïåíü degEn(Φn, Un) ìóëüòèïîëÿ Φn, ïîðîæäåí-

íîãî ìóëüòèîòîáðàæåíèåì Fn, ãäå degEn îáîçíà÷àåò òîïîëîãè÷åñêóþ ñòå-

ïåíü, âû÷èñëÿåìóþ â ïîäïðîñòðàíñòâå En.

Êîððåêòíîñòü äàííîãî îïðåäåëåíèÿ îáîñíîâûâàåòñÿ â ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 2.2.1. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü deg(Φ, U) íå çàâèñèò íè îò âûáîðà

êîíå÷íîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà En, íè îò âûáîðà îïåðàòîðà ïðîåêòè-

ðîâàíèÿ πn.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïóñòü En, Em ⊂ E � êîíå÷íîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà

òàêèå, ÷òî En ⊂ Em. Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû πn è πm ïðîåêòèðîâàíèÿ ñîîò-

âåòñòâåííî íà ïîäïðîñòðàíñòâà En è Em, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (2.8),

òàêèå, ÷òî πn(x) = πm(x), x ∈ E.

Ðàññìîòðèì Fn = (πnf ◦ Gn) ∈ CA∂Un(Un, En) è Fm = (πmf ◦ Gm) ∈

CA∂Um(Um, Em), ãäå Um = U ∩Em. Â ñèëó ïðèíöèïà ñóæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ

30 èìååì

degEm(i− πmfGm, Um) = degEn(i− πnfGn, Un).

(ii) Ïóñòü ε > 0 òàêîå, ÷òî ε < δ/2, à πn è π
′

n � íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû

ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî En ⊂ E, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

(2.8).
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Ðàññìîòðèì äåôîðìàöèþ h : K × [0, 1]→ E, îïðåäåëåííóþ êàê

h(y, λ) = (1− λ)πn(y) + λπ′n(y).

Â ñèëó âûáîðà ε, äëÿ x ∈ ∂U, y ∈ F (∂U) âûïîëíåíî:

x 6= h(y, λ), 0 ≤ λ ≤ 1.

Ïîýòîìó ïî ñâîéñòâó 10 ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè

degEn(i− πnfGn, Un) = degEn(i− π
′

nfGn, Un),

÷òî è ïîêàçûâàåò êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ.

Ëåììà 2.2.2. Ïóñòü H ïðèíàäëåæèò êëàññó A0

(
U × [0, 1], Y

)
, k : Y ×

[0, 1]→ E � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü ñåìåéñòâî ìóëüòèîòîáðà-

æåíèé k ◦H : U × [0, 1]→ K(E), îïðåäåëåííîå êàê

k ◦H(x, λ) = k(H(x, λ), λ),

íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà ìíîæåñòâå M × [0, 1], ãäå M ⊆ U �

çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ò.å.

x /∈ kH(x, λ) äëÿ âñåõ (x, λ) ∈M × [0, 1]. (2.9)

Âûáåðåì δ = dist (Φ(M × [0, 1]), 0), ãäå Φ = i− kH, è ðàññìîòðèì ìíî-

æåñòâî K1 = kH(M × [0, 1]) ⊂ E è ε > 0 òàêèì, ÷òî ε < δ/2. Òîãäà äëÿ

íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ πn : E → En íà êîíå÷íîìåðíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî En ⊂ E, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

‖x− πn(x)‖ < ε äëÿ âñåõ x ∈ K1, (2.10)

ñåìåéñòâî ìóëüòèîòîáðàæåíèé πnk ◦Hn : Un × [0, 1]→ K(En) íå áóäåò

èìåòü íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà M × [0, 1].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èç (2.9) â ñèëó âûáîðà ε ñëåäóåò

âûâîä î òîì, ÷òî ñåìåéñòâî ìóëüòèîòîáðàæåíèé πnk ◦ Hn íå èìååò íåïî-

äâèæíûõ òî÷åê íà M × [0, 1].

Îïðåäåëåíèå 2.2.4. Ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F0, F1 èç êëàññà CÃ∂U(U,E),

F0 = (f0◦G0), F1 = (f1◦G1) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìóëüòèïîëÿ Φ0 = i−F0,

Φ1 = i − F1 íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè (Φ0 ∼ Φ1), åñëè ñóùåñòâóåò ìóëü-

òèîòîáðàæåíèå H èç êëàññà A0(U × [0, 1], Y ) è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

k : Y × [0, 1]→ E, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

(i) H(·, 0) = G0, H(·, 1) = G1;

(ii) äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà En ⊂ E ìóëüòèîòîáðà-

æåíèå Hn = H|Un×[0,1] ïðèíàäëåæèò êëàññó A0(Un × [0, 1], Y ), ãäå Un =

U ∩ En;

(iii) k(·, 0) = f0, k(·, 1) = f1;

(iv) ìóëüòèîòîáðàæåíèå k ◦H : U × [0, 1]→ K(E), çàäàííîå ðàâåíñòâîì

k ◦H(x, λ) = k(H(x, λ), λ) äëÿ âñåõ (x, λ) ∈ U × [0, 1],

êîìïàêòíî è íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà ∂U × [0, 1].

Ìóëüòèîòîáðàæåíèå k◦H â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïèåé â êëàññå

CA∂U(U,E), ñîåäèíÿþùåé ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F1 è F2 (è ñîîòâåòñòâóþùèå

èì ìóëüòèïîëÿ Φ0 è Φ1).

Ðàññìîòðèì òåïåðü îñíîâíûå ñâîéñòâà ââåäåííîé õàðàêòåðèñòèêè.

10) Ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü. Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ

F0 è F1 ïðèíàäëåæàò êëàññó CÃ∂U(U,E). Åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå èì

ìóëüòèïîëÿ Φ0 = i− F0 è Φ1 = i− F1 ãîìîòîïíû, òî

deg(Φ0, U) = deg(Φ1, U).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F0 = (f0 ◦G0), F1 = (f1 ◦G1) è k ◦H : U × [0, 1]→

K(E) � ñâÿçûâàþùàÿ èõ ãîìîòîïèÿ. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.2.2, ïîëó÷àåì, ÷òî

îòîáðàæåíèÿ

πnk ◦Hn : Un × [0, 1]→ K(En)

íå èìåþò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà ∂Un × [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñâîéñòâó

10 ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè ñòåïåíè â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

èìååì:

degEn(i− πnf0G0,n, Un) = degEn(i− πnf1G1,n, Un).

Îòêóäà, ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå 2.2.3, è ñëåäóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

20) Àääèòèâíàÿ çàâèñèìîñòü îò îáëàñòè. Ïóñòü {Uj}mj=1 � ñåìåé-

ñòâî îòêðûòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ U è ìóëüòèîòîáðà-

æåíèå F = (f ◦G) ∈ CÃ(U,E) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) Gj = G|U j ∈ Ã(U j, Y ) äëÿ âñåõ j = 1, ...,m;

2) G íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà U \
m⋃
j=1

Uj.

Òîãäà

deg(i− fG,U) =
m∑
j=1

deg(i− fGj, U j).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ëåììû 2.2.2 è ñîîòâåòñòâóþ-

ùåãî ñâîéñòâà 20.

30) Ïðèíöèï íåïîäâèæíîé òî÷êè. Ïóñòü F ïðèíàäëåæèò êëàññó

CÃ∂U(U,E) è deg(i− F,U) 6= 0. Òîãäà ∅ 6= FixF ⊂ U.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F = (f ◦ G) íå

èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà U. Òîãäà â ñèëó ëåììó 2.2.2 ìóëüòèîòîáðà-

æåíèå Fn = (πnf◦Gn) ∈ CA∂Un(Un, En) òàêæå íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê
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íà U è, ñëåäîâàòåëüíî,

degEn(i− Fn, Un) = deg(i− F,U) = 0,

â ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì.

Äàííûé ïðèíöèï ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäå-

íèé, àíàëîãè÷íûõ òåîðåìàì 2.1.3 è 2.1.4.

Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü ìíîæåñòâî U âûïóêëî, F = (f ◦ G) ∈ CÃ(U,E)

è F (U) ⊆ U. Òîãäà FixF 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî FixF ∩ ∂U = ∅. Ïóñòü x0 ∈ U �

ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå k : Y × [0, 1]→ E, çàäàííîå

êàê

k(y, λ) = (1− λ)f(y) + λx0,

è ñåìåéñòâî ìóëüòèîòîáðàæåíèé k ◦ G : U × [0, 1] → K(E), îïðåäåëåííîå

êàê

k ◦G(x, λ) = k(G(x), λ) = (1− λ)F (x) + λx0.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñåìåéñòâî k ◦G ïîðîæäàåò ãîìîòîïèþ ïîëåé i−F è

i− F0, ãäå F0 = (f0 ◦G), f0(y) ≡ x0. Òîãäà ïî ñâîéñòâó 10) ãîìîòîïè÷åñêîé

èíâàðèàíòíîñòè èìååì

deg(i− F,U) = deg(i− F0, U).

Íî, ñîãëàñíî ñâîéñòâó íîðìàëèçàöèè 1), deg(i−F0, U) = 1 è, ñëåäîâàòåëü-

íî, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì 30).

Òåîðåìà 2.2.2. Ïóñòü F = (f ◦G) ∈ CÃ(U,E) òàêîâî, ÷òî

Φ(x) ∩ Lax = ∅ äëÿ âñåõ x ∈ ∂U, (2.11)

ãäå Φ = i − F, Lax = {z ∈ En : z = µ(x− a), µ ≤ 0} , a ∈ U � íåêîòîðàÿ

òî÷êà. Òîãäà deg(Φ, U) = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ∅ 6= FixF ⊂ U.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ãðàíè÷íîå óñëîâèå (2.11) ìîæåò

áûòü ñôîðìóëèðîâàíî â ýêâèâàëåíòíîì âèäå êàê

F (x) ∩ {γx+ (1− γ)a : γ ≥ 1} = ∅ äëÿ âñåõ x ∈ ∂U. (2.12)

Ïîêàæåì, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå Fn = (πnf ◦ Gn) ∈ CA(Un, En) óäî-

âëåòâîðÿåò òîìó æå ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ, ò.å.

Fn(x) ∩ {γx+ (1− γ)a : γ ≥ 1} = ∅ äëÿ âñåõ x ∈ ∂Un ⊂ ∂U.

Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàøëèñü áû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

γm ≥ 1 è xm ∈ ∂U òàêèå, ÷òî

πnfGn(xm) ∩ {γmxm + (1− γm)a} 6= ∅, m = 1, 2, ...

ò.å.

πnfym = γmxm + (1− γm)a, (2.13)

ãäå ym ∈ Gn(xm), m = 1, 2, ...

Áåç óùåðáà äëÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè ε→ 0

(xm, πnfym)→ (xm, fym),

(xm, fym)→ (x0, fy0) ∈ ΓG,

ò.å. y0 ∈ G(x0). Òîãäà èç ðàâåíñòâ (2.13) âûòåêàåò îãðàíè÷åííîñòü ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {γm} è, ñëåäîâàòåëüíî, òàêæå ìîæíî ïðåäïîëîæèòü áåç

óùåðáà äëÿ îáùíîñòè, ÷òî γm → γ0 ≥ 1. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâàõ

(2.13) ïîëó÷àåì

fy0 = γ0x0 + (1− γ0)a,

â ïðîòèâîðå÷èå ñ (2.12).

Òåïåðü óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.1.4.

69



Ñëåäñòâèå 2.2.1. (ãðàíè÷íîå óñëîâèå Ëåðå-Øàóäåðà) Ïóñòü 0 ∈ U

è F = (f ◦G) ∈ CÃ∂U(U,E) òàêîâî, ÷òî

F (x) ∩ γx = ∅ äëÿ âñåõ γ ≥ 1, x ∈ ∂U.

Òîãäà deg(i− F,U) = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ∅ 6= FixF ⊂ U.

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì âàðèàíò òåîðåìû î íå÷åòíîì ïîëå äëÿ ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî êëàññà ìóëüòèîòîáðàæåíèé.

Òåîðåìà 2.2.3. Ïóñòü U � ñèììåòðè÷íàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ, F èç êëàññà

CÃ∂U(U,E) è ñîîòâåòñòâóþùåå ìóëüòèïîëå Φ = i − F óäîâëåòâîðÿåò

ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

Φ(x) ∩ µΦ(−x) = ∅ äëÿ âñåõ x ∈ ∂U, 0 ≤ µ ≤ 1.

Òîãäà deg(Φ, U) ≡ 1( mod 2) è, ñëåäîâàòåëüíî, ∅ 6= FixF ⊂ U.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2.2.2 ìóëüòèîòîáðàæåíèå Fn = (πnf ◦Gn)

ïðèíàäëåæèò êëàññó CA∂Un(Un, En).

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî, òî ìóëüòèïîëå Φn = i − Fn

óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ, ò.å

Φn(x) ∩ µΦn(−x) = ∅ äëÿ âñåõ x ∈ ∂Un ⊂ ∂U, 0 ≤ µ ≤ 1.

Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàøëèñü áû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

xm ∈ ∂U è µm, 0 ≤ µm ≤ 1 òàêèå, ÷òî

xm − πnfym = µm(−xm − πnfy
′

m), (2.14)

ãäå ym ∈ Gn(xm), y
′

m ∈ Gn(−xm), m = 1, 2, ...

Ñíîâà ïîëàãàåì, áåç óùåðáà äëÿ îáùíîñòè, ÷òî ïðè ε→ 0

(xm, πnfym)→ (xm, fym),
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(xm, fym)→ (x0, fy0) ∈ ΓG,

ò.å. y0 ∈ G(x0) è, àíàëîãè÷íî,

(−xm, πnfy
′

m)→ (−x0, fy
′

0) ∈ ΓG,

ò.å. y
′

0 ∈ G(−x0). Òàêæå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî µm → µ0, 0 ≤ µ0 ≤ 1.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (2.14), ïîëó÷àåì

x0 − fy0 = µ0(−x0 − fy
′

0),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû, ïîñêîëüêó x0 − fy0 ∈ Φ(x0), −x0 −

fy
′

0 ∈ Φ(−x0).

Òåïåðü óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.1.5.
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2.3 Ñòåïåíü ìóëüòèïîëåé äëÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèé òè-

ïà ñåëåêòèðóåìûõ

Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Y � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ðàñ-

ñìîòðèì ñëåäóþùèé êëàññ ìóëüòèîòîáðàæåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.3.1. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå G : X → P (Y ) ïðèíàäëåæèò

êëàññó S(X, Y ), åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

S1) G îáëàäàåò íåïðåðûâíûì ñå÷åíèåì [�1.2, 22];

S2) "öèëèíäðè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå" G′ : X × [0, 1] → P (Y ), îïðåäå-

ëåííîå êàêG′(x, λ) = G(x) äëÿ âñåõ (x, λ) ∈ X×[0, 1], îáëàäàåò ñëåäóþùèì

ñâîéñòâîì ïðîäîëæåíèÿ ñå÷åíèÿ: ëþáîå íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå ñóæåíèÿ G′

íà (X×{0})∪ (X×{1}) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî íåïðåðûâíîãî ñå÷åíèÿ

G′.

Ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ êëàñà S(X, Y ) áóäåì íàçûâàòü ñåëåêòèðóåìûìè.

Çàìå÷àíèå 2.3.1. Ïóñòü (Y0, ρ0), (Y1, ρ1) � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Çàäà-

äèì ìåòðèêó ρ íà Y0 × Y1 ôîðìóëîé

ρ {(y0, y1), (y
′
0, y
′
1)} = max {ρ0(y0, y

′
0), ρ1(y1, y

′
1)} .

Ïóñòü G0 ïðèíàäëåæèò êëàññó S(U, Y0), à G1 èç êëàññà S(U, Y1). Òîãäà

ìóëüòèîòîáðàæåíèå G = G0 × G1 : U → P (Y0 × Y1) ïðèíàäëåæèò êëàññó

S(U, Y0 × Y1).

Â ñàìîì äåëå ýòî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå g : U → Y0×Y1 ÿâ-

ëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ñå÷åíèåì ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ G òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà π0g : U → Y0 è π1g : U → Y1, ãäå πi : Y0 × Y1 → Yi, i = 0, 1 � êàíîíè-

÷åñêèå ïðîåêöèè, ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ñå÷åíèÿìè ìóëüòèîòîáðàæåíèé

G0 è G1 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà ñåëåêòèðóåìûõ ìóëüòèîòîáðàæåíèé.
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Ïðèìåð 2.3.1. Ïðåæäå âñåãî, èç êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ìàéêëà (ñì. [137])

ñëåäóåò, ÷òî êëàññó S(X, Y ) ïðèíàäëåæèò ëþáîå ïí. ñí. [�1.2, 17] ìóëü-

òèòîáðàæåíèå G : X → Cv(Y ).

Ïðèâåäåì òåïåðü ïðèìåð íåâûïóêëîçíà÷íûõ ìóëüòèîòîáðàæåíèé èç

êëàññà S(X, Y ).

Ïðèìåð 2.3.2. Ñèìâîëîì D(L1([0, d];E)) áóäåì îáîçíà÷àòü ñîâîêóïíîñòü

âñåõ çàìêíóòûõ ðàçëîæèìûõ ïîäìíîæåñòâ [�1.1; 11] ïðîñòðàíñòâà

L1([0, d];E). Îäíèì èç ïðèìåðîâ ðàçëîæèìîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-

ñòâî âñåõ ñóììèðóåìûõ ñå÷åíèé ïðîèçâîëüíîé ìóëüòèôóíêöèè Φ : [0, d]→

P (E).

Ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû Ìàéêëà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì Áðåññàíà (A.

Bressan)� Êîëîìáî (G. Colombo) òåîðåìû Ôðûøêîâñêîãî (A. Fryszkowski)

(ñì. [96]).

Òåîðåìà 2.3.1. (ñì. [83]) Ïóñòü X � ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî. Òîãäà ëþáîå ïí. ñí. ìóëüòèîòîáðàæåíèå

G : X → D(L1([0, d];E))

èìååò íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå.

Òåïåðü ìîæíî ïðåäëîæèòü âòîðîé ïðèìåð ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ èç êëàññà

S(X, Y ).

Òåîðåìà 2.3.2. Ïóñòü X � ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,

Y = L1([0, d];E). Òîãäà ëþáîå ïí. ñí. ìóëüòèîòîáðàæåíèå G : X → D(Y )

ïðèíàäëåæèò êëàññó S(X, Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ñïðàâåäëèâîñòü (S1) ïðÿìî âûòåêàåò èç

òåîðåìû 2.3.1. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (S2). Ïóñòü g � íåïðåðûâíîå

ñå÷åíèå ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ G′ íà ìíîæåñòâå A = (X × {0}) ∪ (X × {1}).
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Äëÿ ïðîâåðêè (S2) äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó 2.3.1 ê ïí. ñí. ìóëüòèî-

òîáðàæåíèþ G̃ : X × [0, 1]→ D(Y ), îïðåäåëåííîìó êàê

G̃(x, λ) =

 g(x, λ), åñëè (x, λ) ∈ A,

G′(x, λ), åñëè (x, λ) /∈ A.

Ïóñòü òåïåðü U � îòðûòîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî íîðìèðîâàííîãî

ïðîñòðàíñòâà E.

Ñèìâîëîì CS∂U(U,E) îáîçíà÷èì êëàññ êîìïàêòíûõ ìóëüòèîòîáðàæå-

íèé F âèäà F = f ◦ G, ãäå G èç êëàññà S(U, Y ) äëÿ íåêîòîðîãî áàíàõîâà

ïðîñòðàíñòâà Y ; f : Y → E � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå; x /∈ F (x) äëÿ âñåõ

x ∈ ∂U. Êàê è ïðåæäå, (f ◦ G) áóäåì íàçûâàòü ïðåäñòàâëåíèåì ìóëüòèî-

òîáðàæåíèÿ F.

Îïðåäåëåíèå 2.3.2. Òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíüþ deg(Φ, U) ìóëüòèïîëÿΦ =

i − F, ãäå F = (f ◦ G) ∈ CS∂U(U,E) íàçîâåì òîïîëîãè÷åñêóþ ñòåïåíü

deg(ϕ,U) ïîëÿ ϕ = i − fg, ãäå g : U → Y � ïðîèçâîëüíîå íåïðåðûâíîå

ñå÷åíèå ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ G.

Ëåììà 2.3.1. Îïðåäåëåíèå 2.3.2 êîððåêòíî, ò.å. ñòåïåíü deg(i − fg, U)

íå çàâèñèò îò âûáîðà ñå÷åíèÿ g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g0, g1 : U → Y � äâà ïðîèçâîëüíûõ íåïðåðûâíûõ

ñå÷åíèÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ G. Èç (S2) âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå h̃ : (U×

{0}) ∪ (U × {1})→ Y, îïðåäåëåííîå êàê

h̃(x, i) =

 g0(x), åñëè i = 0,

g1(x), åñëè i = 1,

ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî íåïðåðûâíîãî ñå÷åíèÿ h : U × [0, 1]→ Y ìóëü-

òèîòîáðàæåíèÿ G′ : U × [0, 1] → C(Y ), G′(x, λ) ≡ G(x). Òîãäà ÿñíî, ÷òî
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îòîáðàæåíèå fh : U×[0, 1]→ E ðåàëèçóåò ãîìîòîïèþ ïîëåé i−fg0 è i−fg1

îòêóäà è âûòåêàåò

deg(i− fg0, U) = deg(i− fg1, U).

Ââåäåííàÿ òàêèì îáðàçîì õàðàêòåðèñòèêà îáëàäàåò âñåìè îñíîâíûìè

ñâîéñòâàìè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè.

Îïðåäåëåíèå 2.3.3. Ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F0, F1 èç êëàññà CS∂U(U,E),

F0 = (f0G0), F1 = (f1G1) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìóëüòèïîëÿ Φ0 = i − F0,

Φ1 = i − F1 íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè (Φ0 ∼ Φ1), åñëè ñóùåñòâóåò ìóëü-

òèîòîáðàæåíèå H : U × [0, 1] → P (Y ) è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå k :

Y × [0, 1]→ E, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

(i) H(·, 0) = G0, H(·, 1) = G1;

(ii) k(·, 0) = f0, k(·, 1) = f1;

(iii) ìóëüòèîòîáðàæåíèå H îáëàäàåò íåïðåðûâíûì ñå÷åíèåì;

(iv) ìóëüòèîòîáðàæåíèå k ◦H : U × [0, 1]→ P (E), çàäàííîå ðàâåíñòâîì

k ◦H(x, λ) = k(H(x, λ), λ) äëÿ âñåõ (x, λ) ∈ U × [0, 1],

êîìïàêòíî è íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà ∂U × [0, 1].

Ìóëüòèîòîáðàæåíèå k◦H â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïèåé â êëàññå

CS∂U(U,E), ñîåäèíÿþùåé ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F1 è F2 (è ñîîòâåòñòâóþùèå

èì ìóëüòèïîëÿ Φ0 è Φ1).

(10) Ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü. Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæå-

íèÿ F0, F1 ïðèíàäëåæàò êëàññó CS∂U(U,E), F0 = f0G0, F1 = f1G1. Åñëè

ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìóëüòèïîëÿ Φ0 = i−F0 è Φ1 = i−F1 ãîìîòîïíû,

òî

deg(Φ0, U) = deg(Φ1, U).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h : U × [0, 1] → E � ïðîèçâîëüíîå íåïðåðûâíîå

ñå÷åíèå ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ H.

Ðàññìîòðèì âïîëíå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå k ◦ h : U × [0, 1] → E,

[�1.2; 29]

k ◦ h(x, λ) = k(h(x, λ), λ) äëÿ âñåõ (x, λ) ∈ U × [0, 1].

ßñíî, ÷òî g0 = h(·, 0) è g1 = h(·, 1) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ñå÷åíèÿìè G0

è G1 ñîîòâåòñòâåííî; x 6= kh(x, λ) äëÿ âñåõ (x, λ) ∈ ∂U × [0, 1], è, òàêèì

îáðàçîì, îòîáðàæåíèå k ◦ h ðåàëèçóåò ãîìîòîïèþ ïîëåé i− f0g0 è i− f1g1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

deg(Φ0, U) = deg(i− f0g0, U) = deg(i− f1g1, U) = deg(Φ1, U).

(20) Ïðèíöèï íåïîäâèæíîé òî÷êè. Ïóñòü F ïðèíàäëåæèò êëàññó

CS∂U(U,E) è deg(i− F,U) 6= 0. Òîãäà ∅ 6= FixF ⊂ U.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F = (f ◦ G) íå

èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà U. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïðåðûâíîãî

ñå÷åíèÿ g : U → Y ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ G íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f ◦ g

òàêæå íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà U è, ñëåäîâàòåëüíî,

deg(i− fg, U) = deg(i− fG,U) = 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Ñïðàâåäëèâîñòü îñòàëüíûõ ñâîéñòâ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ìóëüòèîòîá-

ðàæåíèé êëàññà CS∂U(U,E) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ñâîéñòâ ñòåïåíè

íåïðåðûâíûõ îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé.
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2.4 Ñòåïåíü ñîâïàäåíèÿ ëèíåéíûõ ôðåäãîëüìîâûõ è

ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé

Ïóñòü E1, E2 � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, l : dom l ⊆ E1 → E2 � ëèíåéíûé

(íåîáÿçàòåëüíî íåïðåðûâíûé) îïåðàòîð.

Íàïîìíèì î ñëåäóþùèõ èçâåñòíûõ ôàêòàõ (ñì., íàïðèìåð, [134]).

Òåîðåìà 2.4.1. Ïóñòü p : E1 → E1 � ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ

òàêîé, ÷òî Im p = Ker l. Òîãäà:

1) îïåðàòîð lp : dom l ∩Ker p→ Im l, çàäàííûé êàê

lp(x) = l(x) äëÿ âñåõ x ∈ dom l ∩Ker p

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì èçîìîðôèçìîì;

2) îïåðàòîð kp : Im l→ dom l ∩Ker p, çàäàííûé êàê

kp = l−1
p ,

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

kp ◦ l(x) = x− p(x) äëÿ âñåõ x ∈ dom l.

Îïðåäåëåíèå 2.4.1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð l : dom l→ E2 íàçûâàåòñÿ ôðåä-

ãîëüìîâûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íóëåâîãî èíäåêñà, åñëè Ker l è Coker l =

E2/Im l èìåþò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü è

dim Ker l = dim Coker l.

Òåîðåìà 2.4.2. Ïóñòü l : dom l → E2 � ëèíåéíûé ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð

íóëåâîãî èíäåêñà òàêîé, ÷òî Im l ⊂ E2 � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà

1) ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ p :

E1 → E1, q : E2 → E2 òàêèå, ÷òî Im p = Ker l è Im l = Ker q;
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2) êàíîíè÷åñêèé îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ π : E2 → E2/Im l, çàäàííûé

êàê

π(y) = y + Im l,

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì;

3) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé èçîìîðôèçì φ : Coker l→ Ker l;

4) óðàâíåíèå l(x) = y, y ∈ E2, ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì óðàâíåíèþ

(i − p)x = (φ ◦ π + kp,q)(y), ãäå i � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â E1, à

îïåðàòîð kp,q : E2 → E1 çàäàí ñîîòíîøåíèåì:

kp,q(y) = kp(y − q(y)).

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé ìóëüòèîòîáðàæåíèé òèïà àïïðîêñèìèðóå-

ìûõ.

Ïóñòü U ⊂ E1 � îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 2.4.2. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå G èç êëàññà Ã(U,E2) íàçûâà-

åòñÿ l-êîìïàêòíûì, åñëè êîìïîçèöèÿ

(φ ◦ π + kp,q) ◦G : U → K(E1)

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìóëüòèîòîáðàæåíèåì.

Çàìå÷àíèå 2.4.1. Ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå l-êîìïàêòíîãî ìóëüòèî-

òîáðàæåíèÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ

p : E1 → E2 è q : E1 → E2, à òàêæå èçîìîðôèçìà φ : Coker l→ Ker l.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îòîáðàæåíèå F : U → K(E1) âèäà

F (x) = p(x) + (φ ◦ π + kp,q) ◦G(x), x ∈ U. (2.15)

Èç òåîðèè ñîâïàäåíèÿ îòîáðàæåíèé, ðàçâèòèþ êîòîðîé ïîñâÿùåíû ðà-

áîòû [13], [22], [26], [98], [99], [134],[140]-[142], [149], [150], [153] èçâåñòíî, ÷òî

FixF ñîâïàäàåò ñ Coin (l, G).
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Ëåììà 2.4.1. Îòîáðàæåíèå F, îïðåäåëåííîå (2.15), ïðèíàäëåæèò êëàññó

CÃ(U,E1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå Ĝ : U → E1×

Y, çàäàííîå êàê Ĝ(x) = {x} ×G(x), ïðèíàäëåæèò êëàññó Ã(U,E1 × Y ).

Â ñèëó òåîðåìû 1.2.16 (iv) ([�1.2, 23]) äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïîä-

ïðîñòðàíñòâà En ⊂ E1 è Un = U ∩ En ìóëüòèîòîáðàæåíèå Ĝn = Ĝ|Un
ïðèíàäëåæèò êëàññó A0(Un, E1 × Y ).

Ïóñòü òåïåðü g, g′ : Un → E1 × Y � äâå ïðîèçâîëüíûå ε-àïïðîêñè-

ìàöèè ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ Ĝn. Òîãäà g(x) = (g0(x), g1(x)) ∈ E1 × Y è

g′(x) = (g′0(x), g′1(x)) ∈ E1×Y. Ïî îïðåäåëåíèþ ε-àïïðîêñèìàöèè íàéäåòñÿ

òî÷êà x′ ∈ Un ε-áëèçêàÿ ê x è òàêàÿ, ÷òî g(x) áóäåò ëåæàòü â ε-îêðåñòíîñòè

ìíîæåñòâà x′ × G(x′). Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî g0(x) ε-áëèçêî ê x′, è, ñëåäîâà-

òåëüíî, äåôîðìàöèÿ h(x, λ) = ((1− λ)g0(x) + λx, g1(x)) ïðîõîäèò â êëàññå

ε-àïïðîêñèìàöèé ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ Ĝ. Îíà ïðèâîäèò ê àïïðîêñèìàöèè

âèäà x×g1(x), ãäå g1 � ε-àïïðîêñèìàöèÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ G. Àíàëîãè÷-

íî g′ ãîìîòîïèðóåì ñ ïîìîùüþ äåôîðìàöèè h′ â êëàññå ε-àïïðîêñèìàöèé ê

x× g′1(x). Òåïåðü ñîåäèíÿåì g1 è g
′
1 ãîìîòîïèåé κ : Un× [0, 1]→ Y , ñîñòîÿ-

ùåé èç δ-àïïðîêñèìàöèé. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê ìóëüòèîòîáðàæåíèå

G ïðèíàäëåæèò êëàññó Ã(U, Y ). Òåïåðü àïïðîêñèìàöèè g è g′ ìîãóò áûòü

ñîåäèíåíû êîìïîçèöèåé äåôîðìàöèé

g ∼
h
i× g1 ∼

κ̃
i× g′1 ∼h′ g

′,

ãäå κ̃(x, µ) = {x}× κ(x, µ). Òàêèì îáðàçîì, ìóëüòèîòîáðàæåíèå Ĝ ïðèíàä-

ëåæèò êëàññó Ã(U,E1 × Y ).

Òîãäà ìóëüòèîòîáðàæåíèå F ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå ïðåäñòàâëåíèÿ

(f ◦ Ĝ), ãäå f : E1 × Y → E1 çàäàíî êàê

f(x, y) = p(x) + (φπ + kp,q)(y).
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Ïóñòü G èç êëàññà Ã(U,E2) � l-êîìïàêòíîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå. Ïîä-

êëàññ Ã(U,E2), ñîñòîÿùèé èç ìóëüòèîòîáðàæåíèé G òàêèõ, ÷òî

l(x) /∈ G(x) äëÿ âñåõ x ∈ ∂U ∩ dom l,

áóäåì îáîçíà÷àòü Ã∂U∩dom l(U,E2).

Îïðåäåëåíèå 2.4.3. Ñòåïåíüþ ñîâïàäåíèÿ deg(l, G, U) ïàðû (l, G), ãäå

G ∈ Ã∂U∩dom l(U,E2), íàçîâåì òîïîëîãè÷åñêóþ ñòåïåíü deg(Φ, U) êîìïàêò-

íîãî ìóëüòèïîëÿ Φ = i − F ñîîòâåòñòâóþùåãî ìóëüòèîòîáðàæåíèþ F :

U → K(E1), çàäàííîìó (2.15).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â îïðåäåëåíèè 2.4.3 ìóëüòèîòîáðàæåíèå F ïðè-

íàäëåæèò êëàññó CÃ∂U∩dom l(U,E1) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòåïåíü ñîâïàäåíèÿ

îáëàäàåò âñåìè îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè.

10) Ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü. Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ

G0, G1 èç êëàññà Ã∂U∩dom l(U,E2) ÿâëÿþòñÿ l-êîìïàêòíûìè. Åñëè H èç

êëàññà A0(U × [0, 1], E2), çàäàííîå êàê H(x, λ) = λG1(x) + (1 − λ)G0(x),

òàêîå, ÷òî l(x) /∈ H(x, λ) äëÿ âñåõ (x, λ) ∈ (∂U ∩ dom l)× [0, 1], òî

deg(l, G0, U) = deg(l, G1, U).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

deg(l, G0, U) 6= deg(l, G1, U).

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ 2.4.3

deg(i− F0, U) 6= deg(i− F1, U),

ãäå F0(x) = p(x)+(φ◦π+kp,q)◦G0(x), F1(x) = p(x)+(φ◦π+kp,q)◦G1(x), x ∈

U. Â ñèëó ñâîéñòâà 10) ñòåïåíè â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå íàéäåòñÿ
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xm, λm) ∈ ∂U × [0, 1] òàêàÿ, ÷òî

xm ∈ λmF1(xm) + (1− λm)F0(xm).

Áåç óùåðáà äëÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (xm, λm) → (x0, λ0) ∈ ∂U ×

[0, 1]. Òîãäà èìååì

x0 ∈ p(x0) + λ0(φ ◦ π + kp,q) ◦G1(x0) + (1− λ0)(φ ◦ π + kp,q) ◦G0(x0),

ò.å.

x0 = p(x0) + λ0(φ ◦ π + kp,q)(y1) + (1− λ0)(φ ◦ π + kp,q)(y0),

ãäå y1 ∈ G1(x0), y0 ∈ G0(x0). Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ φ, π è kp,q

ïîëó÷àåì

x0 = p(x0) + (φ ◦ π + kp,q)(λ0y1 + (1− λ0)y0).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, î÷åâèäíî, ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

l(x0) ∈ H(x0, λ0), (x0, λ0) ∈ (∂U ∩ dom l)× [0, 1],

â ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì.

20) Àääèòèâíàÿ çàâèñèìîñòü îò îáëàñòè. Ïóñòü {Uj}mj=1 ÿâëÿåò-

ñÿ ñåìåéñòâîì îòêðûòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ U è l-êîì-

ïàêòíîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå G èç êëàññà Ã(U,E2) îáëàäàåò ñëåäóþùè-

ìè ñâîéñòâàìè:

1) Gj = G|U j èç êëàññà Ã(U j, E2) äëÿ âñåõ j = 1, ...,m;

2) G íå èìååò òî÷åê ñîâïàäåíèÿ íà U \
m⋃
j=1

Uj, ò.å.

l(x) /∈ G(x) äëÿ âñåõ x ∈ U \
m⋃
j=1

Uj.

Òîãäà

deg(l, G, U) =
m∑
j=1

deg(l, Gj, U j).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ï. 4) òåîðåìû 2.4.2 è ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî ñâîéñòâà 20) ñòåïåíè â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.

30) Ïðèíöèï òî÷êè ñîâïàäåíèÿ. Ïóñòü G èç êëàññà Ã∂U∩dom l(U,E2)

ÿâëÿåòñÿ l-êîìïàêòíûì ìóëüòèîòîáðàæåíèåì è deg(l, G, U) 6= 0. Òîãäà

íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ U, òàêàÿ, ÷òî

l(x) ∈ G(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìåëè áû äëÿ âñåõ

xm ∈ U ñëåäóþùåå:

l(xm) /∈ G(xm),

èëè

xm /∈ F (xm).

Òîãäà â ñèëó ñâîéñòâà 30) ñòåïåíè â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ñïðàâåä-

ëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

deg(i− F,U) = 0,

â ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.4.3. Ïóñòü ìóëüòèîïåðàòîðû π ◦ G è kp,q ◦ G êîìïàêòíû è

âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

(i) l(x) /∈ λG(x) äëÿ âñåõ λ ∈ (0, 1), x ∈ dom l ∩ ∂U ;

(ii) 0 /∈ πG(x) äëÿ âñåõ x ∈ Ker l ∩ ∂U ;

(iii) degKer l(φπG|UKer l
, UKer l) 6= 0, ãäå ñèìâîë degKer l îáîçíà÷àåò òîïîëî-

ãè÷åñêóþ ñòåïåíü, âû÷èñëÿåìóþ â ïðîñòðàíñòâå Ker l, à UKer l = U ∩

Ker l.
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Òîãäà âêëþ÷åíèå l(x) ∈ G(x) èìååò ðåøåíèå â U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äåôîðìàöèþ H : U × [0, 1]→ E1, çàäàííóþ

êàê

H(x, λ) = p(x) + (φ ◦ π + λkp,q) ◦G(x), (x, λ) ∈ U × [0, 1].

Äëÿ λ ∈ (0, 1] è x ∈ dom l ∩ ∂U èç óñëîâèÿ (i) âûòåêàåò, ÷òî

x /∈ H(x, λ).

Äåéñòâèòåëüíî, â ïðåäïîëîæåíèè ïðîòèâíîãî, ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî x ∈

dom l ∩ ∂U èìååì x ∈ H(x, λ), ò.å.

x = p(x) + φπ(y) + λkp,q(y). (2.16)

Òîãäà

l(x) = lp(x) + lφπ(y) + λlkp,q(y) = λ(i− π)(y). (2.17)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç (2.16) ñëåäóåò, ÷òî

p(x) = p(x) + pφπ(y) + λpkp,q(y).

Îòêóäà pφπ(y) = 0. Òàê êàê pφπ(y) = φπ(y), òî φπ(y) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

π(y) = 0. Òîãäà èç (2.17) ïîëó÷àåì, ÷òî

l(x) = λy ∈ λG(x), x ∈ dom l ∩ ∂U,

â ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì (i).

Íåòðóäíî âèäåòü òàêæå, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ (ii) äëÿ âñåõ x ∈ dom l∩ ∂U

x /∈ H(x, 0).

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

deg(l, G, U) = deg(i− p− φπG,U),
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ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà � òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïíü ìóëüòèîòîáðàæå-

íèÿ â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Â ñèëó ïðèíöèïà ñóæåíèÿ ìóëüòè-

îòîáðàæåíèÿ òîãäà èìååì

deg(i− p− φπG,U) = degKer l(−φπG|UKer l
, UKer l).

Òåïåðü óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç óñëîâèÿ (iii) è ïðèíöèïà íåïîäâèæíîé òî÷-

êè ñòåïåíè ñîâïàäåíèÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ìóëüòèîòîáðàæåíèé òèïà ñåëåêòèðóåìûõ.

Êàê è ïðåæäå, U ⊂ E1 � îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 2.4.4. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå G èç êëàññà S(U,E2) íàçûâàåò-

ñÿ l-êîìïàêòíûì, åñëè êîìïîçèöèÿ

(φ ◦ π + kp,q) ◦G : U → K(E1)

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìóëüòèîòîáðàæåíèåì.

Çàìå÷àíèå 2.4.2. Ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå l-êîìïàêòíîãî ìóëüòèî-

òîáðàæåíèÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ

p : E1 → E2 è q : E1 → E2, à òàêæå èçîìîðôèçìà φ : Coker l→ Ker l.

Ïóñòü G èç êëàññà S(U,E2) ÿâëÿåòñÿ l-êîìïàêòíûì ìóëüòèîòîáðàæåíè-

åì. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F : U → K(E1) âèäà

F (x) = p(x) + (φ ◦ π + kp,q) ◦G(x), x ∈ U. (2.18)

Ëåììà 2.4.2. Îòîáðàæåíèå F, îïðåäåëåííîå (2.18), ïðèíàäëåæèò êëàññó

CS(U,E1).

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå Ĝ : U → E1 × Y, çàäàí-

íîå êàê Ĝ(x) = {x} × G(x), ïðèíàäëåæèò êëàññó S(U,E1 × Y ) (ñì. çà-

ìå÷àíèå 2.3.1). Òîãäà ìóëüòèîòîáðàæåíèå F ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
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ïðåäñòàâëåíèÿ (f ◦G), ãäå f : E1 × Y → E1 çàäàíî êàê

f(x, y) = p(x) + (φπ + kp,q)(y).

Ïîäêëàññ S(U,E2), ñîñòîÿùèé èç ìóëüòèîòîáðàæåíèé G òàêèõ, ÷òî

l(x) /∈ G(x) äëÿ âñåõ x ∈ ∂U ∩ dom l,

áóäåì îáîçíà÷àòü S∂U∩dom l(U,E2).

Îïðåäåëåíèå 2.4.5. Ñòåïåíüþ ñîâïàäåíèÿ deg(l, G, U) ïàðû (l, G), ãäå

G ∈ S∂U∩dom l(U,E2), íàçîâåì òîïîëîãè÷åñêóþ ñòåïåíü deg(Φ, U) êîìïàêò-

íîãî ìóëüòèïîëÿ Φ = i − F ñîîòâåòñòâóþùåãî ìóëüòèîòîáðàæåíèþ F :

U → K(E1), çàäàííîìó (2.18).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â îïðåäåëåíèè 2.4.5 ìóëüòèîòîáðàæåíèå F ïðè-

íàäëåæèò êëàññó CS∂U∩dom l(U,E1) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòåïåíü ñîâïàäåíèÿ

îáëàäàåò âñåìè îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè.

Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû 2.4.3.

Òåîðåìà 2.4.4. Ïóñòü ìóëüòèîïåðàòîðû π ◦ G è kp,q ◦ G êîìïàêòíû è

âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

(i) l(x) /∈ λG(x) äëÿ âñåõ λ ∈ (0, 1), x ∈ dom l ∩ ∂U ;

(ii) 0 /∈ πG(x) äëÿ âñåõ x ∈ Ker l ∩ ∂U ;

(iii) degKer l(φπG|UKer l
, UKer l) 6= 0.

Òîãäà âêëþ÷åíèå l(x) ∈ G(x) èìååò ðåøåíèå â U .
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Ãëàâà 3

Ìåòîä íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé íà

çàäàííîì ìíîæåñòâå

3.1 Ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à

3.1.1 Íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñëó÷àÿ âûïóêëîé ïðàâîé ÷à-

ñòè

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñíà÷àëà ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó äëÿ äèôôåðåíöè-

àëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

x′(t) ∈ F (t, x(t)), (3.1)

x(0) = x(T ), (3.2)

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : R × Rn → Kv(Rn) óäîâëåòâî-

ðÿåò âåðõíèì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè, óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà è T -

ïåðèîäè÷íî (T > 0) ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó:

F (t, x) = F (t+ T, x) äëÿ âñåõ t ∈ R, x ∈ Rn

(î÷åâèäíî, ýòî óñëîâèå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F çà-

äàííûì íà [0, T ]× Rn).

86



Çàìå÷àíèå 3.1.1. (ñì. [12]). Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îïðåäåëåí

ìóëüòèîïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè PF : C([0, T ];Rn)→ P (L1([0, T ];Rn)), ñîïî-

ñòàâëÿþùèé êàæäîé ôóíêöèè x(·) ìíîæåñòâî âñåõ ñóììèðóåìûõ ñå÷åíèé

ìóëüòèôóíêöèè F (t, x(t)). Èçâåñòíî, ÷òî ýòîò ìóëüòèîïåðàòîð çàìêíóò.

Âñþäó â äàëüíåéøåì ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (3.1), (3.2) áóäåì ïîíèìàòü

àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ x(·), óäîâëåòâîðÿþùóþ ïî÷òè â êàæäîé

òî÷êå âêëþ÷åíèþ (3.1) è óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè (3.2).

Äëÿ èçó÷åíèÿ çàäà÷è (3.1), (3.2) áóäåì èñïîëüçîâàòü òîïîëîãè÷åñêóþ

ñòåïåíü ñîâïàäåíèÿ ïàðû îòîáðàæåíèé (ñì. ï. 2.4).

Ïóñòü G ⊂ Rn � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì CT � ïðî-

ñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ T -ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé x : R → Rn ñ íîðìîé

‖x‖C = sup
t∈[0,T ]

‖x(t)‖ è ïóñòü L1
T � ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ T -ïåðèîäè÷åñ-

êèõ ôóíêöèé f : R→ Rn ñ íîðìîé ‖f‖L1
T

=
∫ T

0 ‖f(s)‖ds.

Îáîçíà÷èì òåïåðü

Γ(G) := {x ∈ CT : x(t) ∈ G äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]}.

Äëÿ ôóíêöèè V : Rn → R, M ⊂ R è äëÿ ëþáîãî r ∈ R ïóñòü

V −1(M) := {x ∈ Rn : V (x) ∈M}, Vr := {x ∈ Rn : V (x) > r}.

Äëÿ M ⊂ Rn ñèìâîëîì χM îáîçíà÷àåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

ìíîæåñòâà M è Mδ =
⋃
x∈M Bn(x, δ), ãäå Bn(x, δ) ⊂ Rn � îòêðûòûé øàð ñ

öåíòðîì â òî÷êå x è ðàäèóñà δ > 0.

Ðàçâèâàÿ ïîíÿòèÿ, ââåäåííûå â [40, 133, 135], äàäèì ñëåäóþùèå îïðåäå-

ëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V : G →

R íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì ïîòåíöèàëîì, åñëè

∇V (x) 6= 0 äëÿ âñåõ x ∈ G.
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Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Íåâûðîæäåííûé ïîòåíöèàë V : G → R íàçûâàåò-

ñÿ íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé íà ìíîæåñòâå G äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.1), åñëè

âûïîëíåíî óñëîâèå

〈∇V (x), y〉 ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ G, y ∈ F (t, x). (3.3)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.1.1. Ïóñòü V : Rn → R � òàêàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-

ìàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) V0 ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì, îòêðûòûì è îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì;

(ii) V ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.1) íà ìíîæå-

ñòâå V −1(0);

(iii) deg(∇V, V0) 6= 0.

Òîãäà çàäà÷à (3.1), (3.2) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x(·) ∈ Γ(V0).

Äîêàçàòåëüñòâî. (j) Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðà-

âåäëèâî, êîãäà óñëîâèå (ii) ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì íà ìíîæåñòâå

V −1([0, ε]) äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0.

Äëÿ íåâûðîæäåííîãî ïîòåíöèàëà V îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå YV : Rn →

Rn ñëåäóþùèì îáðàçîì:

YV (x) =

 ∇V (x), åñëè ‖∇V (x)‖ ≤ 1,

∇V (x)
‖∇V (x)‖ , åñëè ‖∇V (x)‖ > 1.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå Y íåïðåðûâíî.

Çàäàäèì ìóëüòèîòîáðàæåíèå H : [0, T ] × Rn × [0, 1] → Kv(Rn) ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

H(t, x, λ) = (1− λ)YV (x) + λF (t, x(t)).
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Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó

x′(t) ∈ H(t, x, λ), λ ∈ [0, 1), (3.4)

x(0) = x(T ). (3.5)

Ïóñòü λ ∈ [0, 1) è x � íåêîòîðîå ðåøåíèå (3.4), (3.5) òàêîå, ÷òî x ∈ Γ(V0).

Ïîêàæåì, ÷òî x ∈ Γ(V0), ò.å., ÷òî V (x(t)) > 0, äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì τ ∈ [0, T ] èìååì V (x(τ)) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

x(τ) ∈ V −1(0) è â ñèëó óñëîâèÿ (ii)∇V (x(τ)) 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ

δ > 0 òàêîå, ÷òî

∇V (x(t)) 6= 0 äëÿ âñåõ t ∈ [τ − δ, τ + δ] ∩ [0, T ].

Ïðåäïîëîæèì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî τ − δ ∈ (0, T ) è ÷òî

V (x(t)) ∈ [0, ε] äëÿ âñåõ t ∈ [τ − δ, τ ]. Òîãäà èìååì:

0 ≥ V (x(τ))− V (x(τ − δ)) =

∫ τ

τ−δ
〈∇V (x(t)), x′(t))〉dt =

=

∫ τ

τ−δ
[(1− λ)〈∇V (x(t)), YV (x(t))〉+ λ(∇V (x(t)), f(t))] dt > 0

äëÿ êàæäîãî ñå÷åíèÿ f(t) ∈ F (t, x(t)). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îá-

ðàçîì, èëè çàäà÷à (3.1), (3.2) èìååò ðåøåíèå íà ∂Γ(V0) è â ýòîì ñëó÷àå

òåîðåìà äîêàçàíà, èëè äëÿ ëþáîãî λ ∈ [0, 1] çàäà÷à (3.4), (3.5) íå èìååò

ðåøåíèÿ íà ∂Γ(V0).

Òîãäà îïðåäåëèì îïåðàòîð

l : dom l := {x ∈ CT : x− àáñîëþòíî íåïðåðûâíà} ⊂ CT → L1
T ,

lx = x′

è ïðè êàæäîì λ ∈ [0, 1] ìóëüòèîïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè G(·, λ) = PH(·, λ) :

CT → P (L1
T ).Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî l � ëèíåéíûé ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð

íóëåâîãî èíäåêñà è G(·, λ) � ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ l-êîìïàêòíûõ ìóëüòèî-

ïåðàòîðîâ.
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Çàïèøåì (3.4) â àáñòðàêòíîì âèäå êàê

lx ∈ G(x, λ),

èëè

lx = (1− λ)YV (x) + λf

ïðè êàæäîì f ∈ PF . Ïî ñâîéñòâó ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè òîïîëî-

ãè÷åñêîé ñòåïåíè ñîâïàäåíèÿ

deg(l, H(·, 1),Γ(V0)) = deg(l, H(·, 0),Γ(V0)).

Èç óñëîâèé (i), (iii) è ëåììû VI.1 èç [134] ñëåäóåò, ÷òî

| deg(l, H(·, 0),Γ(V0))| = | deg(∇V,V0)| 6= 0.

Òîãäà èç ñâîéñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ñîâïàäåíèÿ çàêëþ÷àåì, ÷òî

l(x) ∈ G(x, λ) äëÿ x ∈ Γ(V0).

(jj) Ïóñòü òåïåðü óñëîâèå (ii) èìååò ìåñòî íà ìíîæåñòâå V −1(0).

Òàê êàê V −1(0) � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî è ∇V (x) 6= 0 äëÿ âñåõ x ∈

V −1(0), òî íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî ∇V (x) 6= 0 äëÿ âñåõ x ∈ V −1(0)δ.

Ïîäáåðåì ôóíêöèþ ν ∈ C1(Rn, [0, 1]) òàê, ÷òîáû ν = 1 íà V −1(0)δ/2 è ν = 0

íà Rn \ V −1(0)δ.

Òàê êàê ìóëüòèîòîáðàæåíèå F óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì óñëîâèÿì Êàðà-

òåîäîðè, òî (ñì., íàïðèìåð, [90]) äëÿ êàæäîãî εm > 0 ñóùåñòâóåò ìóëüòèî-

òîáðàæåíèå Fεm : R× Rn → Kv(Rn) òàêîå, ÷òî:

(à) ìóëüòèîòîáðàæåíèå Fεm ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó T -ïåðèîäè÷íî;

(á) Fεm(t, z) ⊂ F (t, z) ï.â. (t, z) ∈ R× Rn;

(â) ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Jεm ïðîìåæóòêà J = [0, T ]

òàêîå, ÷òî µ(J\Jεm) ≤ εm (ãäå µ � ìåðà Ëåáåãà) è ìóëüòèîòîáðàæåíèå

Fεm|Jεm×Rn ïí. ñâ.;
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(ã) åñëè u,w : J → Rn èçìåðèìû è w(t) ∈ F (t, u(t)) ï.â. t ∈ J, òî

w(t) ∈ Fεm(t, u(t)) ï.â. t ∈ J.

Îáðàçóåì ìíîæåñòâî θm =
⋃∞
i=m+1 Jεi òàêîå, ÷òî µ(θm) < 1

m , θm+1 ⊂ θm

äëÿ êàæäîãî m ∈ N è µ(
⋂∞
m=1 θm) = 0. Òàêèì îáðàçîì, lim

m→∞
χθm(t) = 0 äëÿ

âñåõ t /∈
⋂∞
m=1 θm è ìíîæåñòâî [0, T ] \ θm ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.

Ïîñòðîèì äëÿ êàæäîãî m ∈ N è (t, x) ∈ [0, T ]×Rn ìóëüòèîòîáðàæåíèå

Fm(t, x) = F (t, x) + ν(x)

(
α(t)(1 + ‖x‖)χθm(t) +

1

m

)
YV (x),

ãäå ôóíêöèÿ α(·) òà æå, ÷òî è â óñëîâèè ïîäëèíåéíîãî ðîñòà. Íåòðóäíî âè-

äåòü, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ Fm òàêæå óäîâëåòâîðÿþò âåðõíèì óñëîâèÿì

Êàðàòåîäîðè è óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ êàæäîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

x′(t) ∈ Fm(t, x(t)) (3.6)

óñëîâèå (ii) âûïîëíåíî íà ìíîæåñòâå V −1([0, ε]).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäûõ (t, x) ∈ θm×
(
V −1(0)δ/2 ∩ V0

)
è ym ∈ Fm(t, x)

èìååì:

〈∇V (x), ym〉 = 〈∇V (x), y〉+

(
α(t)(1 + ‖x‖)χθm(t) +

1

m

)
‖∇V (x)‖ ≥ 0,

òàê êàê ν = 1 íà V −1(0)δ/2; çäåñü y ∈ F (t, x).

Ïóñòü òåïåðü t ∈ [0, T ]\θm. Òîãäà äëÿ êàæäûõ x ∈ V −1(0) è ym ∈ Fm(t, x)

ïîëó÷àåì

〈∇V (x), ym〉 = 〈∇V (x), y〉+ν(x)

(
α(t)(1 + ‖x‖)χθm(t) +

1

m

)
‖∇V (x)‖ > 0,

ãäå y ∈ F (t, x). Òàê êàê ìóëüòèîòîáðàæåíèå

(t, x) ( {〈∇V (x), ym〉 : ym ∈ Fm(t, x)}

ÿâëÿåòñÿ ïí. ñâ. íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå ([0, T ] \ θm) × V −1(0)δ, òî íàé-

äåòñÿ εn > 0 òàêîå, ÷òî

〈∇V (x), ym〉 ≥ 0
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äëÿ êàæäûõ t ∈ [0, T ] \ θm, x ∈ V −1[0, εn] ⊂ V −1(0)δ/2 è ym ∈ Fm(t, x).

Òàêèì îáðàçîì äëÿ ε = min(εn, δ/2) óñëîâèå (ii) áóäåò âûïîëíåíî íà ìíî-

æåñòâå V −1([0, ε]) è ïî äîêàçàííîìó êàæäîå èç äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷å-

íèé (3.6) áóäåò èìåòü T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x∗m(·). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó

ïðè m → ∞, ïîëó÷àåì èñêîìîå ðåøåíèå x∗(·) âêëþ÷åíèÿ (3.1) êàê ïðå-

äåëüíóþ òî÷êó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x∗m(·) ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ (3.6).

Íåêîòîðîå óñèëåíèå óñëîâèÿ (3.3) òàêæå ïîçâîëÿåò îáîñíîâàòü ïðèíöèï

ñóùåñòâîâàíèÿ T -ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.1.3. Íåâûðîæäåííûé ïîòåíöèàë V : G → R íàçûâàåò-

ñÿ îáîáùåííîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé íà ìíîæåñòâå G äëÿ âêëþ÷åíèÿ

(3.1), åñëè äëÿ âñåõ x ∈ G âûïîëíåíî óñëîâèå

〈∇V (x), y〉 ≥ 0 õîòÿ áû äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ F (t, x). (3.7)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.1.2. Ïóñòü V : Rn → R � òàêàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-

ìàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) V0 ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì, îòêðûòûì è îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì;

(ii) V ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.1)

íà ìíîæåñòâå V −1(0);

(iii) deg(∇V, V0) 6= 0.

Òîãäà çàäà÷à (3.1), (3.2) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x(·) ∈ Γ(V0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ìóëüòèîòîáðàæåíèå B : Rn → P (Rn) ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

B(x) = {y ∈ Rn : 〈γ(x)∇V (x), y〉 ≥ 0} ,
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ãäå γ(x) =

 0, åñëè x /∈ V −1(0),

1, åñëè x ∈ V −1(0).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî B ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìóëüòèîòîáðàæåíèåì.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

x′(t) ∈ FB(t, x(t)) = F (t, x(t)) ∩B(x(t)). (3.8)

Îòìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ (3.8) óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì óñ-

ëîâèÿì Êàðàòåîäîðè.

Äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.8) ñîîòíîøåíèå (3.7) áóäåò ñïðàâåäëèâî óæå äëÿ âñåõ

y ∈ FB(t, x) è ðåøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ (3.8) áóäóò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèÿìè èñõîä-

íîãî âêëþ÷åíèÿ (3.1).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ V áóäåò ÿâëÿòüñÿ íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé

äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.8) íà ìíîæåñòâå V −1(0) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.1.2.

Òîãäà ïî òåîðåìå 3.1.1 âêëþ÷åíèå (3.8) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå

x(·) ∈ Γ(V0).
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3.1.2 Íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñëó÷àÿ íîðìàëüíîé ïðàâîé

÷àñòè

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òåïåðü ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó äëÿ äèôôåðåíöè-

àëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

x′(t) ∈ R(t, x(t)), (3.9)

x(0) = x(T ), (3.10)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå R : R × Rn → K(Rn) ÿâëÿåò-

ñÿ íîðìàëüíûì ([�1.2; 31]) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ T -ïåðèîäè÷íîñòè ïî

ïåðâîìó àðãóìåíòó.

Îïðåäåëåíèå 3.1.4. Íåâûðîæäåííûé ïîòåíöèàë V : G → R íàçûâàåò-

ñÿ íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé íà ìíîæåñòâå G äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.9), åñëè

âûïîëíåíî óñëîâèå

〈∇V (x), y〉 ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ G, y ∈ R(t, x). (3.11)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.1.3. Ïóñòü V : Rn → R � òàêàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-

ìàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) V0 ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì, îòêðûòûì è îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì;

(ii) V ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.9) íà ìíîæå-

ñòâå V −1(0);

(iii) deg(∇V, V0) 6= 0.

Òîãäà çàäà÷à (3.9), (3.10) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x(·) ∈ Γ(V0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì êâà-

çèñå÷åíèåì ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ R, ò.å.:
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(j) ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : [0, T ]× Rn → Kv(Rn) óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì

óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè è óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà;

(jj) F (t, x) ∩R(t, x) 6= ∅ äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ], x ∈ Rn;

(jjj) êàæäîå ðåøåíèå x : [0, T ]→ Rn çàäà÷è

x′(t) ∈ F (t, x(t)), (3.12)

x(0) = x(T ), (3.13)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è (3.12), (3.13).

Â ñèëó (jjj) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à (3.12), (3.13) èìååò ðåøå-

íèå.

Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ V íå ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùåé

ôóíêöèåé äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.12).

Îïðåäåëèì ìóëüòèîòîáðàæåíèå F̃ : [0, T ] × Rn ( Rn ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

F̃ (t, x) =

 F (t, x), x /∈ V −1(0);

F (t, x) ∩ C(x), x ∈ V −1(0),

ãäå ìóëüòèîòîáðàæåíèå C : Rn → P (Rn) çàäàíî êàê

C(x) = {y ∈ Rn : 〈∇V (x), y〉 ≥ 0}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìóëüòèîòîáðàæåíèåì. Òîãäà

ìóëüòèîòîáðàæåíèå F̃ (t, x) = F (t, x) ∩ C(x) óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì óñëî-

âèÿì Êàðàòåîäîðè è èìååò âûïóêëûå êîìïàêòíûå çíà÷åíèÿ.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

x′(t) ∈ F̃ (t, x(t)). (3.14)

Îñòàëîñü ïîêàçàòü òåïåðü, ÷òî ôóíêöèÿ V ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùåé ôóí-

êöèåé äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.14). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ t ∈ [0, T ],
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x ∈ V −1(0) âîçüìåì y ∈ F (t, x) ∩R(t, x). Òîãäà èìååì

〈∇V (x), y〉 ≥ 0.

Ïîýòîìó y ∈ F̃ (t, x). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ V ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùåé

ôóíêöèåé äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.14) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.1.2. Èç òåîðåìû

3.1.1 òîãäà ñëåäóåò, ÷òî âêëþ÷åíèå (3.14) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3.12), (3.13) è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíè-

åì èñõîäíîé çàäà÷è (3.9), (3.10).
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3.1.3 Íåãëàäêàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñëó÷àÿ âûïóêëîé

ïðàâîé ÷àñòè

Ðàçâèâàÿ ïîíÿòèÿ, ââåäåííûå â [79] è [135], äàäèì ñëåäóþùèå îïðåäåëå-

íèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.1.5. Ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ V : G → R íàçûâà-

åòñÿ ïðÿìûì ïîòåíöèàëîì íà G, åñëè

〈υ, υ̃〉 > 0 äëÿ âñåõ υ, υ̃ ∈ ∂V (x), x ∈ G,

ãäå ∂V îáîçíà÷àåò îáîáùåííûé ãðàäèåíò Êëàðêà [�1.2; 35].

Îïðåäåëåíèå 3.1.6. Ïðÿìîé ïîòåíöèàë V : G→ R íàçûâàåòñÿ íåãëàäêîé

íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé íà G äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.1), åñëè äëÿ êàæäûõ x ∈

G, υ ∈ ∂V (x) è t ∈ [0, T ] âûïîëíåíî

〈υ, y〉 ≥ 0 äëÿ âñåõ y ∈ F (t, x). (3.15)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.1.4. Ïóñòü V : Rn → R � ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ [�1.2; 36] òàêàÿ,

÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) V0 ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì, îòêðûòûì è îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì;

(ii) V ÿâëÿåòñÿ íåãëàäêîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.1)

íà ìíîæåñòâå V −1(0);

(iii) deg(∂V, V0) 6= 0.

Òîãäà âêëþ÷åíèå (3.1) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x(·) ∈ Γ(V0).

Çàìå÷àíèå 3.1.2. (ñì. [23]). Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíåíû, åñ-

ëè, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ V ÷åòíà, èëè lim
‖x‖→+∞

V (x) = ±∞.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3.1.1. Ïóñòü V : Rn → R � ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, x : [a, b] → Rn

� àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ôóíêöèÿ V (x(t)) òàêæå ÿâëÿ-

åòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé è ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

V (x(t))− V (x(a)) =

∫ t

a

V 0(x(s), x′(s))ds, t ∈ [a, b],

ãäå V 0 îáîçíà÷àåò îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ Êëàðêà [�1.2; 34].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî â Rn � îáëàñòü

çíà÷åíèé x([a, b]) ôóíêöèè x(·).Îíî ìîæåò áûòü ïîêðûòî êîíå÷íûì ÷èñëîì

îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ôóíêöèÿ V ÿâëÿåòñÿ ëèïøè-

öåâîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L > 0 íàèáîëüøóþ èç êîíñòàíò Ëèïùèöà ôóíêöèè

V íà ýòèõ ìíîæåñòâàõ. Ïóñòü ξ > 0 - ëåáåãîâî ÷èñëî óêàçàííîãî ïîêðûòèÿ,

ò.å. ëþáîé îòêðûòûé øàð ñ öåíòðîì â îäíîé èç òî÷åê ìíîæåñòâà x([a, b]) ðà-

äèóñà ξ ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç äàííûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Çàôèêñèðóåì

òåïåðü ε, 0 < ε ≤ ξ. Ïîëó÷àåì òîãäà, ÷òî

‖V (x′′)− V (x′)‖ ≤ L‖x′′ − x′‖

äëÿ ëþáûõ x′, x′′ ∈ x([a, b]), ‖x′′ − x′‖ ≤ ε.

Ôóíêöèÿ x : [a, b] → Rn ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé íà [a, b], ò.å.

äëÿ äàííîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî
n∑
k=1

‖x(t′′k)− x(t′k)‖ < ε,

êàê òîëüêî
n∑
k=1

‖t′′k − t′k‖ < δ,

ãäå a ≤ t′1 < t′′1 ≤ t′2 < t′′2 ≤ ... ≤ t′k < t′′k ≤ t ≤ t′n < t′′n ≤ b, n ∈ N.

Òîãäà, êàê íåòðóäíî âèäåòü,
n∑
k=1

‖V (x(t′′k))− V (x(t′k))‖ ≤ L

n∑
k=1

‖x(t′′k)− x(t′k)‖ < Lε,
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îòêóäà è ñëåäóåò àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè V (x(t)).

Èñïîëüçóÿ òåïåðü èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé

ôóíêöèè V (x(t)) è ðåãóëÿðíîñòü ôóíêöèè V, ïîëó÷àåì

V (x(t))− V (x(a)) =

∫ t

a

V ′(x(s), x′(s))ds =

∫ t

a

V 0(x(s), x′(s))ds.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1.4. (j) Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî óòâåðæäåíèå

òåîðåìû ñïðàâåäëèâî, êîãäà óñëîâèå (ii) ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûìè íà

ìíîæåñòâå V −1([0, ε]).

Äëÿ k ∈ N ïîëîæèì

Mk = sup
{
‖∂V (x)‖ : x ∈ Bn

(k)
}
,

ãäå ‖∂V (x)‖ = sup { ‖υ‖ , υ ∈ ∂V (x)} , à Bn
(k) îáîçíà÷àåò çàìêíóòûé øàð

â Rn ñ öåíòðîì â íóëå è ðàäèóñà k. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå η : Rn → R :

η(x) = 1 + (‖x‖ − k)Mk+2 + (k + 1− ‖x‖)Mk+1, k ≤ ‖x‖ ≤ k + 1.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå η íåïðåðûâíî è óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ

η(x) ≥ max {1, ‖∂V (x)‖} äëÿ âñåõ x ∈ Rn.

Ìóëüòèîòîáðàæåíèå Y : Rn → Kv(Rn) :

Y (x) =
∂V (x)

η(x)

ïí. ñâ. è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ‖Y (x)‖ ≤ 1 äëÿ âñåõ x ∈ Rn.

Çàäàäèì ãîìîòîïèþ H : [0, T ]×Rn × [0, 1]→ Kv(Rn) ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

H(t, x, λ) = (1− λ)Y (x) + λF (t, x(t)). (3.16)

Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó

x′(t) ∈ H(t, x, λ), λ ∈ [0, 1), (3.17)
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x(0) = x(T ). (3.18)

Ïóñòü λ ∈ [0, 1) è x � íåêîòîðîå ðåøåíèå (3.17), (3.18) òàêîå, ÷òî x ∈

Γ(V0). Ïîêàæåì, ÷òî x ∈ Γ(V0), ò.å., ÷òî V (x(t)) > 0, äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì τ ∈ [0, T ] èìååì V (x(τ)) = 0. Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî x(τ) ∈ V −1(0) è â ñèëó óñëîâèÿ (ii) 0 /∈ ∂V (x(τ)). Ñëåäîâàòåëüíî,

íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî

0 /∈ ∂V (x(t)) äëÿ âñåõ t ∈ [τ − δ, τ + δ] ∩ [0, T ].

Ïðåäïîëîæèì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî τ − δ ∈ (0, T ) è ÷òî

V (x(t)) ∈ [0, ε] äëÿ âñåõ t ∈ [τ − δ, τ ]. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.1.1, èìååì:

0 ≥ V (x(τ))− V (x(τ − δ)) =

∫ τ

τ−δ
V 0(x(t), x′(t))dt ≥

≥
∫ τ

τ−δ
〈υ(t), x′(t)〉dt =

∫ τ

τ−δ

[
(1− λ)

η(x(t))
〈υ(t), υ̃(t)〉+ λ〈υ(t), f(t)〉

]
dt > 0

äëÿ êàæäûõ υ(t), υ̃(t) ∈ ∂V (x(t)) è f(t) ∈ F (t, x(t)). Ïîëó÷èëè ïðîòèâî-

ðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, èëè çàäà÷à (3.1), (3.2) èìååò ðåøåíèå íà ∂Γ(V0) è

â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà äîêàçàíà, èëè äëÿ ëþáîãî λ ∈ [0, 1] çàäà÷à (3.17),

(3.18) íå èìååò ðåøåíèÿ íà ∂Γ(V0).

Òîãäà îïðåäåëèì îïåðàòîð

l : dom l := {x ∈ CT : x− àáñîëþòíî íåïðåðûâíà} ⊂ CT → L1
T ,

lx = x′

è ïðè êàæäîì λ ∈ [0, 1] ìóëüòèîïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè G(·, λ) = PH(·, λ) :

CT → P (L1
T ).Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî l � ëèíåéíûé ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð

íóëåâîãî èíäåêñà è G(·, λ) � ñåìåéñòâî l-êîìïàêòíûõ ìóëüòèîïåðàòîðîâ.

Çàïèøåì (3.17) â àáñòðàêòíîì âèäå êàê

lx ∈ G(x, λ), (3.19)
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èëè

lx = (1− λ)
υ

η(x)
+ λf

ïðè êàæäîì υ ∈ ∂V (x), f ∈ PF . Ïî ñâîéñòâó ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíò-

íîñòè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ñîâïàäåíèÿ

deg(l, H(·, 1),Γ(V0)) = deg(l, H(·, 0),Γ(V0)).

Èç óñëîâèé (i) è (iii) ñëåäóåò, ÷òî

| deg(l, H(·, 0),Γ(V0))| = | deg(∂V,V0)| 6= 0.

Òîãäà èç ñâîéñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ñîâïàäåíèÿ çàêëþ÷àåì, ÷òî

l(x) ∈ G(x, λ) äëÿ x ∈ Γ(V0).

(jj) Ïóñòü òåïåðü óñëîâèå (ii) èìååò ìåñòî íà ìíîæåñòâå V −1(0).

Òàê êàê V −1(0) � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî è 0 /∈ ∂V (x) äëÿ âñåõ x ∈

V −1(0), òî íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî 0 /∈ ∂V (x) äëÿ âñåõ x ∈ V −1(0)δ.

Ïîäáåðåì ôóíêöèþ ν ∈ C1(Rn, [0, 1]) òàê, ÷òîáû ν = 1 íà V −1(0)δ/2 è ν = 0

íà Rn \ V −1(0)δ.

Îáðàçóåì ìíîæåñòâî θm =
⋃∞
i=m+1 Jεi òàêîå, ÷òî µ(θm) < 1

m , θm+1 ⊂ θm

äëÿ êàæäîãî m ∈ N è µ(
⋂∞
m=1 θm) = 0. Òàêèì îáðàçîì, lim

m→∞
χθm(t) = 0 äëÿ

âñåõ t /∈
⋂∞
m=1 θm è ìíîæåñòâî [0, T ] \ θm ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.

Ïîñòðîèì äëÿ êàæäîãî m ∈ N è (t, x) ∈ [0, T ]×Rn ìóëüòèîòîáðàæåíèå

Fm(t, x) = F (t, x) + ν(x)

(
η(x)

〈υ, υ̃〉
α(t)(1 + ‖x‖)‖∂V (x)‖χθm(t) +

1

m

)
Y (x),

ãäå υ, υ̃ ∈ ∂V (x) è ôóíêöèÿ α(·) òà æå, ÷òî è â óñëîâèè (F3). Íåòðóäíî âè-

äåòü, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ Fm òàêæå óäîâëåòâîðÿþò âåðõíèì óñëîâèÿì

Êàðàòåîäîðè.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ êàæäîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

x′(t) ∈ Fm(t, x(t)) (3.20)
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óñëîâèå (ii) âûïîëíåíî íà ìíîæåñòâå V −1([0, ε]).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäûõ (t, x) ∈ θm×
(
V −1(0)δ/2 ∩ V0

)
, υ, υ̃ ∈ ∂V (x)

è ym ∈ Fm(t, x) èìååì:

〈υ, ym〉 =

= 〈υ, y〉+
1

η(x)

(
η(x)

〈υ, υ̃〉
α(t)(1 + ‖x‖)‖∂V (x)‖χθm(t) +

1

m

)
〈υ, υ̃〉 > 0,

òàê êàê ν = 1 íà V −1(0)δ/2.

Ïóñòü òåïåðü t ∈ [0, T ]\ θm. Òîãäà äëÿ êàæäûõ x ∈ V −1(0), υ, υ̃ ∈ ∂V (x)

è ym ∈ Fm(t, x) ïîëó÷àåì

〈υ, ym〉 =

= 〈υ, y〉+
ν(x)

η(x)

(
η(x)

〈υ, υ̃〉
α(t)(1 + ‖x‖)‖∂V (x)‖χθm(t) +

1

m

)
〈υ, υ̃〉 > 0.

Òàê êàê ìóëüòèîòîáðàæåíèå

(t, x) ( {〈υ, ym〉 : υ ∈ ∂V (x), ym ∈ Fm(t, x)}

ÿâëÿåòñÿ ïí. ñâ. íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå ([0, T ] \ θm) × V0, òî íàéäåòñÿ

εn > 0 òàêîå, ÷òî

〈υ, ym〉 ≥ 0

äëÿ êàæäûõ t ∈ [0, T ] \ θm, x ∈ V −1[0, εn], υ ∈ ∂V (x) è ym ∈ Fm(t, x).

Òàêèì îáðàçîì äëÿ ε = min(εn, δ/2) óñëîâèå (ii) áóäåò âûïîëíåíî íà ìíî-

æåñòâå V −1([0, ε]) è ïî äîêàçàííîìó êàæäîå èç äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷å-

íèé (3.20) áóäåò èìåòü T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x∗m(·). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó

ïðèm→∞, ïîëó÷àåì èñêîìîå ðåøåíèå x∗(·) âêëþ÷åíèÿ (3.1) êàê ïðåäåëü-

íóþ òî÷êó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x∗m(·) ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ (3.20).
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3.1.4 Íåãëàäêàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñëó÷àÿ íåâûïóê-

ëîé íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòè

Ðàññìîòðèì â çàêëþ÷åíèå ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó äëÿ äèôôåðåíöèàëü-

íîãî âêëþ÷åíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

x′(t) ∈ R(t, x(t)), (3.21)

x(0) = x(T ), (3.22)

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îãðàíè÷åííîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå R : R × Rn → K(Rn)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ T -ïåðèîäè÷íîñòè ïî ïåð-

âîìó àðãóìåíòó.

Çàìå÷àíèå 3.1.3. Â ñèëó [�1.2; 32] äëÿ êàæäîãî êîíóñà K ⊆ Rn îãðàíè÷åí-

íîå íåïðåðûâíîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå R : [0, T ] × Rn → K(Rn) äîïóñêàåò

îãðàíè÷åííîå K-íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå f : [0, T ]× Rn → Rn.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3.1.2. (ñì. [80, 100]). Ïóñòü R : [0, T ] × Rn → K(Rn) � îãðà-

íè÷åííîå íåïðåðûâíîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå, à f : [0, T ] × Rn → Rn �

åãî îãðàíè÷åííîå K-íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå. Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F :

[0, T ]× Rn ( Rn çàäàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì

F (t, x) =
⋂
δ>0

co f(B((t, x), δ)),

ãäå B((t, x), δ) = {(s, y) ∈ [0, T ]× Rn | |s− t| < δ, ‖y − x‖ < δ}. Òîãäà

(j) F ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïí. ñâ. ìóëüòèîòîáðàæåíèåì ñ âûïóêëû-

ìè êîìïàêòíûìè çíà÷åíèÿìè;

(jj) ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è

x′(t) = f(t, x(t)), (3.23)

x(0) = x(T ) (3.24)
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ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé çàäà÷è

x′(t) ∈ F (t, x(t)), (3.25)

x(0) = x(T ). (3.26)

Îïðåäåëåíèå 3.1.7. Ïðÿìîé ïîòåíöèàë V : G→ R íàçûâàåòñÿ íåãëàäêîé

íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé íà G äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.21), åñëè äëÿ êàæäûõ

x ∈ G, υ ∈ ∂V (x), y ∈ R(t, x) è t ∈ [0, T ] âûïîëíåíî

〈υ, y〉 ≥ 0. (3.27)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.1.5. Ïóñòü V : Rn → R � ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) V0 ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì, îòêðûòûì è îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì;

(ii) V ÿâëÿåòñÿ íåãëàäêîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.21)

íà ìíîæåñòâå V −1(0);

(iii) deg(∂V, V0) 6= 0.

Òîãäà çàäà÷à (3.21), (3.22) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x(·) ∈ Γ(V0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå t ∈ [0, T ], x ∈ Rn è ε > 0. Òàê

êàê ìóëüòèîòîáðàæåíèå R íåïðåðûâíî, òî íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî èç

òîãî, ÷òî (s, y) ∈ B((t, x), δ) áóäåò ñëåäîâàòü R(s, y) ⊂ R(t, x) +Bn(ε).

Òîãäà èìååì

F (t, x) ⊂ co f(B((t, x), δ)) ⊂ co R(t, x) +Bn(ε)

è â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ε > 0 ïîëó÷àåì

F (t, x) ⊂ co R(t, x).

104



Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ V −1(0)

〈υ, y〉 ≥ 0 äëÿ âñåõ υ ∈ ∂V (x), y ∈ R(t, x).

Òîãäà, î÷åâèäíî, ïîëó÷àåì äëÿ êàæäîãî x ∈ V −1(0)

〈υ, y〉 ≥ 0 äëÿ âñåõ υ ∈ ∂V (x), y ∈ F (t, x).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ V ÿâëÿåòñÿ íåãëàäêîé íàïðàâëÿþùåé ôóíê-

öèåé äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.25). Èç òåîðåìû 3.1.4 òîãäà âûòåêàåò, ÷òî çàäà÷à

(3.25), (3.26) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x(·) ∈ Γ(V0). Ñëåäîâàòåëüíî,

ââèäó (jj) ëåììû 3.1.2, èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå è çàäà÷à (3.21),

(3.22).
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3.2 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé

3.2.1 Ñëó÷àé âûïóêëîé ïðàâîé ÷àñòè

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå äëÿ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäå-

íèÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü

íàïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ. Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ýòîò òèï ïî-

âåäåíèÿ òåñíî ñâÿçàí ñ ñóùåñòâîâàíèåì ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ è ãîìîêëèíè-

÷åñêèõ ðåøåíèé (ñì., íàïðèìåð, [74]-[76]). Èäåÿ óñòàíîâëåíèÿ òîãî ôàêòà,

÷òî ðåøåíèå x(·) ÿâëÿåòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêèì, ñâîäèòñÿ ê ïîëó÷åíèþ îöåíêè

âèäà (ñì., íàïðèìåð, [86])

‖x(t)‖ ≤ k · h(t), t ∈ R, k > 0, (3.28)

ãäå h : R→ R - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

lim
t→±∞

h(t) = 0.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ ïðèâåäåííîé âûøå îöåíêå (3.28), äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

ñëåäóþùåãî âèäà:

x′(t) ∈ F (t, x(t)), (3.29)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : R×Rn → Kv(Rn), óäîâëåò-

âîðÿåò óêàçàííûì íèæå óñëîâèÿì:

F1∞) äëÿ êàæäîãî x ∈ Rn ìóëüòèôóíêöèÿ F (·, x) : R→ Kv(Rn) èçìåðèìà;

F2∞) ïî÷òè äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìóëüòèîòîáðàæåíèå F (t, ·) : Rn → Kv(Rn)

ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó;

F3∞) ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ñóììèðóåìàÿ íà êàæäîì êîìïàêòíîì èí-

òåðâàëå ôóíêöèÿ α(·) ∈ L1
loc(R), òàêàÿ, ÷òî

‖F (t, x)‖ := max
y∈F (t,x)

‖y‖ ≤ α(t)(1 + ‖x‖)
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äëÿ âñåõ x ∈ Rn è ï.â. t ∈ R.

Ïîä ðåøåíèåì âêëþ÷åíèÿ (3.29) íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé R áóäåì ïî-

íèìàòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ x : R → Rn, óäîâëåòâîðÿþùóþ

ïî÷òè â êàæäîé òî÷êå âêëþ÷åíèþ (3.29) è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

x(0) = x0. (3.30)

Ïóñòü g : R → R - ÷åòíàÿ, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ,

äëÿ êîòîðîé

inf{g(t), t ∈ R} ≥ 1.

Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V : Rn →

R íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùèì ïîòåíöèàëîì äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.29) âäîëü

ôóíêöèè g, åñëè ñóùåñòâóåò r0 > 0 òàêîå, ÷òî óñëîâèå g(t)‖x‖ ≥ r0, t ∈ R

âëå÷åò

〈∇V (x), g′(t)x+ g(t)y〉 ≥ 0 åñëè t > 0; (3.31)

〈∇V (x), g′(t)x+ g(t)y〉 ≤ 0 åñëè t < 0; (3.32)

äëÿ âñåõ y ∈ F (t, x).

Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V : Rn → R íàçûâàåòñÿ îáîá-

ùåííûì íàïðàâëÿþùèì ïîòåíöèàëîì äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.29) âäîëü ôóíê-

öèè g, åñëè îöåíêè (3.31), (3.32) âûïîëíÿþòñÿ õîòÿ áû äëÿ íåêîòîðûõ

y ∈ F (t, x).

Çàìå÷àíèå 3.2.1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

r0 > g(0)‖x0‖.

Ïóñòü ôóíêöèÿ V : Rn → R ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì íàïðàâëÿþùèì ïî-

òåíöèàëîì äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.29) âäîëü ôóíêöèè g.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 3.2.1. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå êîýðöèòèâíîñòè

lim
‖x‖→+∞

V (x) = −∞, (3.33)

òî íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.29), (3.30),

óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêå

‖x(t)‖ ≤ k · 1

g(t)
, t ∈ R, (3.34)

äëÿ íåêîòîðîãî k > 0.

Çàìå÷àíèå 3.2.2. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äàííîé ôóíêöèè V, äëÿ êàæäîãî r0 > 0

íàéäåòñÿ k > r0 òàêîå, ÷òî åñëè

V0 := inf{V (x), ‖x‖ ≤ r0}, (3.35)

òî

V (x) < V0, ‖x‖ ≥ k. (3.36)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2.1. (i) Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà V

ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì ïîòåíöèàëîì äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.29) âäîëü ôóíê-

öèè g.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé t ≥ 0. Ðàçîáüåì èíòåðâàë [0,+∞) íà êîì-

ïàêòíûå ïðîìåæóòêè [0, t1], [t1, t2], ..., [tn, tn+1], ...(n ∈ N). Ðàññìîòðèì ïðî-

ìåæóòîê [0, t1]. Òîãäà ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : [0, t1] × Rn → K(Rn) áóäåò

óäîâëåòâîðÿòü âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 3.2.17 (ñì. [12]) è ìíîæåñòâî âñåõ

ðåøåíèé çàäà÷è (3.29), (3.30) íà ïðîìåæóòêå [0, t1] íåïóñòî è â ñèëó ëåììû

Ãðîíóîëëà [�1.1; 10] îãðàíè÷åíî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå x(·) çà-

äà÷è (3.29), (3.30) íà ïðîìåæóòêå [0, t1]. Âçÿâ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé òî÷êè

x(t1), íàéäåì ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (3.29) íà ïðîìåæóòêå [t1, t2] è òàê äàëåå.

Â èòîãå ïîëó÷èì, ÷òî âñå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.29), (3.30) ïðîäîëæèìû íà

ïðîìåæóòîê [0,∞) è èõ ìíîæåñòâî íåïóñòî.
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Ïóñòü x(·) � íåêîòîðîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.29), (3.30) íà ïðîìåæóòêå

[0,+∞).

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè t → g(t)‖x(t)‖ ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå

3.2.1, ìîæíî óêàçàòü íàèáîëüøåå τ1 > 0 òàêîå, ÷òî

g(t)‖x(t)‖ ≤ r0 < k, t ∈ [0, τ1). (3.37)

Åñëè τ1 = +∞, òî

‖x(t)‖ < k · 1

g(t)
, t ∈ [0,+∞) (3.38)

è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Åñëè τ1 < +∞, òî îöåíêà (3.37) ñïðàâåäëèâà òîëüêî íà êîíå÷íîì ïðî-

ìåæóòêå.

Ïîêàæåì, ÷òî

g(t)‖x(t)‖ ≤ k, t ∈ [0,+∞). (3.39)

Â ïðåäïîëîæåíèè ïðîòèâíîãî íàéäåòñÿ τ2 > τ1 òàêîå, ÷òî

g(τ2)‖x(τ2)‖ > k. (3.40)

Èç (3.37) è (3.40) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå τ1 < τ∗ < τ2, ïðè êîòîðîì

g(τ∗)‖x(τ∗)‖ = k. (3.41)

Ïóñòü

τ ′1 := sup{τ ∈ [τ1, τ∗), g(τ)‖x(τ)‖ = r0},

ñëåäîâàòåëüíî,

g(τ ′1)‖x(τ ′1)‖ = r0

è

g(t)‖x(t)‖ ≥ r0 äëÿ âñåõ t ∈ [τ ′1, τ∗]. (3.42)
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Â ñèëó (3.35), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó

V (g(τ ′1)x(τ ′1)) ≥ V0. (3.43)

Òàê êàê ôóíêöèÿ V : Rn → R ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì ïîòåíöèàëîì äëÿ

âêëþ÷åíèÿ (3.29) âäîëü ôóíêöèè g(·), òî, ó÷èòûâàÿ îöåíêó (3.42), ïîëó÷èì

V (g(τ∗)x(τ∗))− V (g(τ ′1)x(τ ′1)) =

∫ τ∗

τ ′1

〈∇V (x(t)), g′(t)x(t) + g(t)x′(t)〉 dt ≥ 0.

Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèé (3.36), (3.41) è (3.43) ïîëó÷àåì

V0 > V (g(τ∗)x(τ∗)) ≥ V (g(τ ′1)x(τ ′1)) ≥ V0.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (3.39).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.29), (3.30) ïðè

t ≥ 0 óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

‖x(t)‖ ≤ k · 1

g(t)
.

Ïóñòü òåïåðü t < 0.Îáîçíà÷èì τ = −t è îïðåäåëèì x̃(τ) = x(−τ) = x(t),

F̃ (τ, x) = −F (−τ, x) = −F (t, x), β(τ) = α(−t). ßñíî, ÷òî ìóëüòèîòîáðà-

æåíèå F̃ : R × Rn → Kv(Rn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, àíàëîãè÷íûì óêà-

çàííûì âûøå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ

ïðèâåäåííîé âûøå îöåíêå (3.39) äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñëå-

äóþùåãî âèäà:

x̃′(τ) ∈ F̃ (τ, x̃(τ)). (3.44)

ßñíî, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (3.44) íà [0,+∞) îïðåäåëÿåò ðåøå-

íèå âêëþ÷åíèÿ (3.29) íà (−∞, 0]. Ôóíêöèÿ V : Rn → R ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿ-

þùèì ïîòåíöèàëîì äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.44) âäîëü ôóíêöèè g. Äåéñòâèòåëü-

íî, äëÿ âñåõ ỹ ∈ F̃ (τ, x), g(τ)‖x‖ = g(t)‖x‖ ≥ r0 â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 3.2.1
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è ÷åòíîñòè ôóíêöèè g(·) èìååì

〈∇V (x), g′(τ)x+ g(τ)ỹ〉 = 〈∇V (x),−g′(−τ)x+ g(−τ)ỹ〉 =

= −〈∇V (x), g′(−τ)x+ g(−τ)y〉 = −〈∇V (x), g′(t)x+ g(t)y〉 ≥ 0,

ãäå y = −ỹ ∈ F (−τ, x) = F (t, x).

Òàêèì îáðàçîì, âñå ðàññóæäåíèÿ ïóíêòà (i) ñïðàâåäëèâû äëÿ âêëþ÷åíèÿ

(3.44) è ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ (3.44), óäîâëåòâîðÿþùèå îöåíêå

‖x̃(τ)‖ ≤ k · 1

g(τ)
, τ > 0.

à, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ (3.29) èìååì àíàëîãè÷íóþ îöåí-

êó äëÿ t = −τ < 0.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.29), (3.30) îïðåäåëåíî íà âñåé

÷èñëîâîé ïðÿìîé è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (3.34).

(ii) Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà V ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì íàïðàâ-

ëÿþùèì ïîòåíöèàëîì äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.29) âäîëü ôóíêöèè g.

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ñëó÷àÿ, êîãäà t > 0. Ñëó÷àé, êîãäà

t < 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Îïðåäåëèì ìóëüòèîòîáðàæåíèå B : Rn → P (Rn) ñëåäóþùèì îáðàçîì

B(x) = {y ∈ Rn : 〈γ(x)∇V (x), g′(t)x+ g(t)y〉 ≥ 0},

ãäå γ(x) =

 0, åñëè g(t)‖x‖ ≤ r0,

1, åñëè g(t)‖x‖ > r0.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî B ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìóëüòèîòîáðàæåíèåì.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå ñëåäóþùå-

ãî âèäà

x′(t) ∈ FB(t, x(t)) = F (t, x(t)) ∩B(x(t)). (3.45)

Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ïðàâàÿ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

(3.45) óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè è óñëîâèþ ïîäëèíåé-

íîãî ðîñòà ([�1.2; 26]).
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (3.45) îöåíêà (3.31)

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óæå äëÿ âñåõ y ∈ FB(t, x) è êàæäîå ðåøåíèå äèôôåðåí-

öèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (3.45) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ-

÷åíèÿ (3.29).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ V ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì ïîòåíöèàëîì äëÿ

âêëþ÷åíèÿ (3.29) âäîëü ôóíêöèè g. Òîãäà, ââèäó øàãà (i), êàæäîå ðåøåíèå

çàäà÷è Êîøè (3.45), (3.30) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (3.34). Ïîýòîìó íàéäåòñÿ

ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.29), (3.30), óäîâëåòâîðÿþùåå

îöåíêå (3.34).

Ðàñïðîñòðàíèì òåïåðü ïðåäëîæåííûé ïîäõîä íà íåãëàäêèé ñëó÷àé. Äëÿ

èññëåäîâàíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ìîäè-

ôèêàöèþ ïîíÿòèÿ íàïðàâëÿþùåãî ïîòåíöèàëà.

Îïðåäåëåíèå 3.2.2. Ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ V : Rn → R íàçûâàåòñÿ íåãëàä-

êèì íàïðàâëÿþùèì ïîòåíöèàëîì äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.29) âäîëü ôóíêöèè

g(·), åñëè íàéäåòñÿ òàêîå r0 > 0, ÷òî óñëîâèå g(t)‖x‖ ≥ r0, t ∈ R âëå÷åò

〈υ, g′(t)x+ g(t)y〉 ≥ 0, åñëè t > 0;

〈υ, g′(t)x+ g(t)y〉 ≤ 0, åñëè t < 0;

äëÿ âñåõ y ∈ F (t, x), υ ∈ ∂V (g(t)x).

Çàìå÷àíèå 3.2.3. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü

r0 > g(0)‖x0‖.

Ïóñòü ôóíêöèÿ V : Rn → R ÿâëÿåòñÿ íåãëàäêèì íàïðàâëÿþùèì ïîòåí-

öèàëîì äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.29) âäîëü ôóíêöèè g(·).

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 3.2.2. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå êîýðöèòèâíîñòè (3.33), òî êàæ-

äîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.29), (3.30) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖x(t)‖ ≤ k · 1

g(t)
, t ∈ R, (3.46)

äëÿ íåêîòîðîãî k > 0.

Çàìå÷àíèå 3.2.4. Êîýôôèöèåíò k ìîæåò áûòü çàäàí ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïîëîæèì

V0 := inf{V (x), ‖x‖ ≤ r0}. (3.47)

Â ñèëó óñëîâèÿ êîýðöèòèâíîñòè (3.33) íàéäåòñÿ k > r0 òàêîå, ÷òî

V (x) < V0, ‖x‖ ≥ k. (3.48)

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé t ≥ 0. Ðàçîáüåì èíòåðâàë

[0,+∞) íà êîìïàêòíûå ïðîìåæóòêè [0, t1], [t1, t2], ..., [tn, tn+1], ...(n ∈ N).

Â ñèëó òåîðåìû 3.2.6 è ëåììû 3.2.7 (ñì. [12]) ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé

çàäà÷è (3.29), (3.30) íà ïðîìåæóòêå [0, t1] íåïóñòî è îãðàíè÷åíî. Âîçüìåì

ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå x(·) çàäà÷è (3.29), (3.30) íà ïðîìåæóòêå [0, t1]. Âçÿâ

â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé òî÷êè x(t1), íàéäåì ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (3.29) íà

ïðîìåæóòêå [t1, t2] è òàê äàëåå. Â èòîãå ïîëó÷èì, ÷òî âñå ðåøåíèÿ çàäà÷è

(3.29), (3.30) ïðîäîëæèìû íà ïðîìåæóòîê [0,∞) è èõ ìíîæåñòâî íåïóñòî.

Ïóñòü x(·) - íåêîòîðîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.29), (3.30) íà ïðîìåæóòêå

[0,+∞).

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè t → g(t)‖x(t)‖, ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå

3.2.3, ìîæåì óêàçàòü íàèáîëüøåå τ1 > 0 òàêîå, ÷òî

g(t)‖x(t)‖ ≤ r0 < k, t ∈ [0, τ1). (3.49)

Åñëè τ1 = +∞, òî

‖x(t)‖ < k · 1

g(t)
, t ∈ [0,+∞) (3.50)
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è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Åñëè τ1 < +∞, òî îöåíêà (3.49) ñïðàâåäëèâà òîëüêî íà êîíå÷íîì ïðî-

ìåæóòêå.

Ïîêàæåì, ÷òî

g(t)‖x(t)‖ ≤ k, t ∈ [0,+∞). (3.51)

Â ïðåäïîëîæåíèè ïðîòèâíîãî íàéäåòñÿ τ2 > τ1 òàêîå, ÷òî

g(τ2)‖x(τ2)‖ > k. (3.52)

Èç (3.49) è (3.52) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå τ1 < τ∗ < τ2, ïðè êîòîðîì

g(τ∗)‖x(τ∗)‖ = k. (3.53)

Ïóñòü

τ ′1 := sup{τ ∈ [τ1, τ∗), g(τ)‖x(τ)‖ = r0},

ñëåäîâàòåëüíî,

g(τ ′1)‖x(τ ′1)‖ = r0

è

g(t)‖x(t)‖ ≥ r0 äëÿ âñåõ t ∈ [τ ′1, τ∗]. (3.54)

Â ñèëó (3.47), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó

V (g(τ ′1)x(τ ′1)) ≥ V0. (3.55)

Òàê êàê ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ V : Rn → R ÿâëÿåòñÿ íåãëàäêèì íàïðàâëÿ-

þùèì ïîòåíöèàëîì äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.29) âäîëü ôóíêöèè g(·), òî, ó÷èòûâàÿ

îöåíêó (3.54) è ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.1.1, ïîëó÷èì

V (g(τ∗)x(τ∗))− V (g(τ ′1)x(τ ′1)) =

∫ τ∗

τ ′1

V 0(g(t)x(t), g′(t)x(t) + g(t)x′(t))dt ≥

≥
∫ τ∗

τ ′1

〈υ(t), g′(t)x(t) + g(t)x′(t)〉 dt ≥ 0,
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ãäå υ(·) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì ñóììèðóåìûì ñå÷åíèåì ìóëüòèôóíêöèè

t( ∂V (g(t)x(t)) íà îòðåçêå [τ ′1, τ∗].

Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèé (3.48), (3.53) è (3.55) èìååì

V0 > V (g(τ∗)x(τ∗)) ≥ V (g(τ ′1)x(τ ′1)) ≥ V0.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (3.51).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.29), (3.30) ïðè

t ≥ 0 óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

‖x(t)‖ ≤ k · 1

g(t)
.

(ii) Ïóñòü òåïåðü t < 0. Îáîçíà÷èì τ = −t è îïðåäåëèì x̃(τ) = x(−τ) =

x(t), F̃ (τ, x) = −F (−τ, x) = −F (t, x), β(τ) = α(−t). ßñíî, ÷òî ìóëüòèî-

òîáðàæåíèå F̃ : R×Rn → Kv(Rn), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, àíàëîãè÷íûì

óêàçàííûì âûøå.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òåïåðü çàäà÷ó î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ ïðèâåäåííîé âûøå îöåíêå (3.51), äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ-

÷åíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

x̃′(τ) ∈ F̃ (τ, x̃(τ)). (3.56)

ßñíî, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (3.56) íà [0,+∞) îïðåäåëÿåò ðåøå-

íèå âêëþ÷åíèÿ (3.29) íà (−∞, 0]. Ôóíêöèÿ V : Rn → R ÿâëÿåòñÿ íåãëàä-

êèì íàïðàâëÿþùèì ïîòåíöèàëîì äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.56). Äåéñòâèòåëüíî,

äëÿ âñåõ ỹ ∈ F̃ (τ, x), υ ∈ ∂V (g(τ)x), g(τ)‖x‖ = g(t)‖x‖ ≥ r0 â ñèëó îïðå-

äåëåíèÿ 3.2.2 è ÷åòíîñòè ôóíêöèè g(·), èìååì

〈υ, g′(τ)x+ g(τ)ỹ〉 = 〈υ,−g′(−τ)x+ g(−τ)ỹ〉 =

= −〈υ, g′(−τ)x+ g(−τ)y〉 = −〈υ, g′(t)x+ g(t)y〉 ≥ 0,

ãäå y = −ỹ ∈ F (−τ, x) = F (t, x).
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Òàêèì îáðàçîì, âñå ðàññóæäåíèÿ ïóíêòà (i) ñïðàâåäëèâû äëÿ âêëþ÷åíèÿ

(3.56) è ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ (3.56), óäîâëåòâîðÿþùèå îöåíêå

‖x̃(τ)‖ ≤ k · 1

g(τ)
, τ > 0,

à, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ (3.29) èìååì àíàëîãè÷íóþ îöåí-

êó äëÿ t = −τ < 0.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.29), (3.30) îïðåäåëåíî íà âñåé

÷èñëîâîé ïðÿìîé è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (3.46).

Ïðèìåð 3.2.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ V : Rn → R èìååò ñëåäóþùèé âèä:

V (x) = −‖x‖
2

2
+ Ṽ (x),

ãäå Ṽ : Rn → R � ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

êîýðöèòèâíîñòè (3.33). ßñíî, ÷òî V ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé è

∂V (x) = −x+ ∂Ṽ (x)

(ñì. [31], Ñëåäñòâèå 3 èç òåîðåìû 2.3.3).

Âîçüìåì òåïåðü ôóíêöèþ g(t) = 1 + t2 è ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî r0 > 0

ïðè g(t)‖x‖ ≥ r0 äëÿ âñåõ y ∈ F (t, x) è υ̃ ∈ ∂Ṽ (g(t)x) âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

(i) ïðè t > 0 :

H1) 〈x, y〉 ≤ ‖x‖2 ≤ 1
1+t2 〈υ̃, y〉 .

H2) 〈υ̃, y〉 ≤ 〈υ̃, x〉 ;

(ii) ïðè t < 0 ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (H2) è óñëîâèå

H1') 〈x, y〉 ≥ ‖x‖2 ≥ 1
1+t2 〈υ̃, y〉 .

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè âûøåóêàçàííûõ óñëîâèé ôóíêöèÿ V ÿâ-

ëÿåòñÿ íåãëàäêèì íàïðàâëÿþùèì ïîòåíöèàëîì äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.29) âäîëü

ôóíêöèè g(·).
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Îòìåòèì, ÷òî êàæäîå υ ∈ ∂V (g(t)x) èìååò âèä

υ = −(1 + t2)x+ υ̃,

ãäå υ̃ ∈ ∂Ṽ (g(t)x).

Òîãäà äëÿ ëþáûõ g(t)‖x‖ ≥ r0, y ∈ F (t, x) è υ ∈ ∂V (g(t)x) ïîëó÷àåì:

Φ(x, y, υ) := 〈υ, g′(t)x+ g(t)y〉 =
〈
−(1 + t2)x+ υ̃, 2tx+ (1 + t2)y

〉
=

= 2t 〈υ̃, x〉+ (1 + t2) 〈υ̃, y〉 − 2t(1 + t2)‖x‖2 − (1 + t2)2 〈x, y〉 .

Åñëè òåïåðü t > 0, òî, ñîãëàñíî (H1), (H2), ïîëó÷àåì;

Φ(x, y, υ) ≥ (1 + t)2 〈υ̃, y〉 − (1 + t2)(1 + t)2‖x‖2 ≥

≥ (1 + t)2 [〈υ̃, y〉 − 〈υ̃, y〉] = 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâîå óñëîâèå îïðåäåëåíèÿ 3.2.2 âûïîëíåíî.

Åñëè æå t < 0, òî èñïîëüçóÿ (H1′), (H2), èìååì:

Φ(x, y, υ) ≤ (1 + t)2 〈υ̃, y〉 − (1 + t2)
[
2t‖x‖2 + (1 + t2) 〈x, y〉

]
≤

≤ (1 + t)2 〈υ̃, y〉 − (1 + t)2(1 + t2)‖x‖2 ≤ 0

è, òàêèì îáðàçîì, âòîðîå óñëîâèå îïðåäåëåíèÿ 3.2.2 òàêæå âûïîëíåíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.29), (3.30) óäîâëåòâîðÿåò îöåí-

êå

‖x(t)‖ ≤ k

1 + t2
, t ∈ R,

ãäå k > 0.
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3.2.2 Ñëó÷àé íåâûïóêëîé ïî÷òè ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó ïðàâîé

÷àñòè

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ ïðèâåäåííîé âûøå îöåíêå (3.28), äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

ñëåäóþùåãî âèäà:

x′(t) ∈ R(t, x(t)), (3.57)

x(0) = x0. (3.58)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå R : R×Rn → K(Rn) óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèÿì ïî÷òè ïîëóíåïðûâíîñòè ñíèçó è ïîäëèíåéíîãî ðîñòà.

Çàìå÷àíèå 3.2.5. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (F1∞) è (F2∞) îïðåäåëåí íà êàæ-

äîì êîìïàêòíîì èíòåðâàëå I ∈ R ìóëüòèîïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè

PF : C(I;Rn) ( P (L1(I;Rn)),

ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîé ôóíêöèè x(·) ìíîæåñòâî âñåõ ñóììèðóåìûõ ñå÷å-

íèé ìóëüòèôóíêöèè t ( F (t, x(t)). Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [119]), ÷òî

ýòîò ìóëüòèîïåðàòîð ïí. ñí. è èìååò çàìêíóòûå ðàçëîæèìûå çíà÷åíèÿ (ñì.

[�1.1; 11]). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî [�1.2; 22]), ìóëüòèîïåðàòîð PF èìååò

íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå.

Îïðåäåëåíèå 3.2.3. Ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ V : Rn → R íàçûâàåòñÿ íåãëàä-

êèì íàïðàâëÿþùèì ïîòåíöèàëîì äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.57) âäîëü ôóíêöèè

g(·), åñëè íàéäåòñÿ òàêîå r0 > 0, ÷òî óñëîâèå g(t)‖x‖ ≥ r0, t ∈ R, âëå÷åò

〈υ, g′(t)x+ g(t)y〉 ≥ 0, åñëè t > 0;

〈υ, g′(t)x+ g(t)y〉 ≤ 0, åñëè t < 0;

äëÿ âñåõ y ∈ F (t, x), υ ∈ ∂V (g(t)x).
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Çàìå÷àíèå 3.2.6. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü

r0 > g(0)‖x0‖.

Ïóñòü ôóíêöèÿ V : Rn → R ÿâëÿåòñÿ íåãëàäêèì íàïðàâëÿþùèì ïî-

òåíöèàëîì äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.57) âäîëü ôóíêöèè g(·).

Òåîðåìà 3.2.3. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå êîýðöèòèâíîñòè (3.33), òî êàæ-

äîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.57), (3.58) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖x(t)‖ ≤ k · 1

g(t)
, t ∈ R, (3.59)

äëÿ íåêîòîðîãî k > 0.

Çàìå÷àíèå 3.2.7. Êîýôôèöèåíò k ìîæåò áûòü çàäàí ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïîëîæèì

V0 := inf{V (x), ‖x‖ ≤ r0}. (3.60)

Â ñèëó óñëîâèÿ (3.33) íàéäåòñÿ k > r0 òàêîå, ÷òî

V (x) < V0, ‖x‖ ≥ k. (3.61)

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé t ≥ 0. Ðàçîáüåì èíòåðâàë

[0,+∞) íà êîìïàêòíûå ïðîìåæóòêè [0, t1], [t1, t2], ..., [tn, tn+1], ...(n ∈ N).

Ðàññìîòðèì ïðîìåæóòîê [0, t1]. Òîãäà ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : [0, t1]×Rn →

K(Rn) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 3.2.17 (ñì. [12]) è ìíî-

æåñòâî âñåõ ðåøåíèé çàäà÷è (3.57), (3.58) íà ïðîìåæóòêå [0, t1] íåïóñòî è

â ñèëó ëåììû Ãðîíóîëëà îãðàíè÷åíî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå x(·)

çàäà÷è (3.57), (3.58) íà ïðîìåæóòêå [0, t1]. Âçÿâ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé òî÷êè

x(t1), íàéäåì ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (3.57) íà ïðîìåæóòêå [t1, t2] è òàê äàëåå.

Â èòîãå ïîëó÷èì, ÷òî âñå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.57), (3.58) ïðîäîëæèìû íà

ïðîìåæóòîê [0,∞) è èõ ìíîæåñòâî íåïóñòî.
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Ïóñòü x(·) - íåêîòîðîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.57), (3.58) íà ïðîìåæóòêå

[0,+∞).

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè t → g(t)‖x(t)‖, ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå

3.2.6, ìîæíî óêàçàòü íàèáîëüøåå τ1 > 0 òàêîå, ÷òî

g(t)‖x(t)‖ ≤ r0 < k, t ∈ [0, τ1). (3.62)

Åñëè τ1 = +∞, òî

‖x(t)‖ < k · 1

g(t)
, t ∈ [0,+∞) (3.63)

è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Åñëè τ1 < +∞, òî îöåíêà (3.62) ñïðàâåäëèâà òîëüêî íà êîíå÷íîì ïðî-

ìåæóòêå.

Ïîêàæåì, ÷òî

g(t)‖x(t)‖ ≤ k, t ∈ [0,+∞). (3.64)

Â ïðåäïîëîæåíèè ïðîòèâíîãî íàéäåòñÿ τ2 > τ1 òàêîå, ÷òî

g(τ2)‖x(τ2)‖ > k. (3.65)

Èç (3.62) è (3.65) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå τ1 < τ∗ < τ2, ïðè êîòîðîì

g(τ∗)‖x(τ∗)‖ = k. (3.66)

Ïóñòü

τ ′1 := sup{τ ∈ [τ1, τ∗), g(τ)‖x(τ)‖ = r0},

ñëåäîâàòåëüíî,

g(τ ′1)‖x(τ ′1)‖ = r0

è

g(t)‖x(t)‖ ≥ r0 äëÿ t ∈ [τ ′1, τ∗]. (3.67)

Â ñèëó (3.60), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó

V (g(τ ′1)x(τ ′1)) ≥ V0. (3.68)
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Òàê êàê ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ V : Rn → R ÿâëÿåòñÿ íåãëàäêèì íàïðàâëÿ-

þùèì ïîòåíöèàëîì äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.57) âäîëü ôóíêöèè g(·), òî, ó÷èòûâàÿ

îöåíêó (3.67) è ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.1.1, ïîëó÷èì

V (g(τ∗)x(τ∗))− V (g(τ ′1)x(τ ′1)) =

∫ τ∗

τ ′1

V 0(g(t)x(t), g′(t)x(t) + g(t)x′(t))dt ≥

≥
∫ τ∗

τ ′1

〈υ(t), g′(t)x(t) + g(t)x′(t)〉 dt ≥ 0,

ãäå υ(·) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì ñóììèðóåìûì ñå÷åíèåì ìóëüòèôóíêöèè

t( ∂V (g(t)x(t)) íà îòðåçêå [τ ′1, τ∗].

Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèé (3.61), (3.66) è (3.68) èìååì

V0 > V (g(τ∗)x(τ∗)) ≥ V (g(τ ′1)x(τ ′1)) ≥ V0.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (3.64).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.57), (3.58) ïðè

t ≥ 0 óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

‖x(t)‖ ≤ k · 1

g(t)
.

(ii) Ïóñòü òåïåðü t < 0. Îáîçíà÷èì τ = −t è îïðåäåëèì x̃(τ) = x(−τ) =

x(t), F̃ (τ, x) = −F (−τ, x) = −F (t, x), β(τ) = α(−t). ßñíî, ÷òî ìóëüòèî-

òîáðàæåíèå F̃ : R × Rn → K(Rn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, àíàëîãè÷íûì

óêàçàííûì âûøå.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òåïåðü çàäà÷ó î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ ïðèâåäåííîé âûøå îöåíêå (3.64), äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ-

÷åíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

x̃′(τ) ∈ F̃ (τ, x̃(τ)). (3.69)

ßñíî, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (3.69) íà [0,+∞) îïðåäåëÿåò ðåøå-

íèå âêëþ÷åíèÿ (3.57) íà (−∞, 0]. Ôóíêöèÿ V : Rn → R ÿâëÿåòñÿ íåãëàä-

êèì íàïðàâëÿþùèì ïîòåíöèàëîì äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.69). Äåéñòâèòåëüíî,
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äëÿ âñåõ ỹ ∈ F̃ (τ, x), υ ∈ ∂V (g(τ)x), g(τ)‖x‖ = g(t)‖x‖ ≥ r0 â ñèëó îïðå-

äåëåíèÿ 3.2.3 è ÷åòíîñòè ôóíêöèè g(·), èìååì

〈υ, g′(τ)x+ g(τ)ỹ〉 = 〈υ,−g′(−τ)x+ g(−τ)ỹ〉 =

= −〈υ, g′(−τ)x+ g(−τ)y〉 = −〈υ, g′(t)x+ g(t)y〉 ≥ 0,

ãäå y = −ỹ ∈ F (−τ, x) = F (t, x).

Òàêèì îáðàçîì, âñå ðàññóæäåíèÿ ïóíêòà (i) ñïðàâåäëèâû äëÿ âêëþ÷åíèÿ

(3.69) è ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ (3.69), óäîâëåòâîðÿþùèå îöåíêå

‖x̃(τ)‖ ≤ k · 1

g(τ)
, τ > 0,

à, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ (3.57) èìååì àíàëîãè÷íóþ îöåí-

êó äëÿ t = −τ < 0.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.57), (3.58) îïðåäåëåíî íà âñåé

÷èñëîâîé ïðÿìîé è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (3.59).
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3.2.3 Ñëó÷àé íîðìàëüíîé ïðàâîé ÷àñòè

Â çàêëþ÷åíèè ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ-

÷åíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

x′(t) ∈ R(t, x(t)) ï.â. t ∈ R, (3.70)

x(0) = x0, (3.71)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî R : R × Rn → K(Rn) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ìóëü-

òèîòîáðàæåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà.

Ïóñòü ôóíêöèÿ V : Rn → R ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì ïîòåíöèàëîì äëÿ

âêëþ÷åíèÿ (3.70) âäîëü ôóíêöèè g.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.2.4. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå êîýðöèòèâíîñòè (3.33), òî íàé-

äåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.70), (3.71), óäîâëå-

òâîðÿþùåå îöåíêå (3.34).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì êâàçèñå÷åíèåì ìóëüòèî-

òîáðàæåíèÿ R.

Â ñèëó ïóíêòà (iii) îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ [�1.2;

28] äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè

x′(t) ∈ F (t, x(t)) ï.â. t ∈ R, (3.72)

x(0) = x0, (3.73)

óäîâëåòâîðÿþùåãî îöåíêå (3.34).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñåõ t ∈ R, g(t)‖x‖ ≥ r0, ñóùåñòâóåò y ∈ F (t, x) ∩

R(t, x) òàêîå, ÷òî

〈∇V (x), g′(t)x+ g(t)y〉 ≥ 0 åñëè t > 0;

123



〈∇V (x), g′(t)x+ g(t)y〉 ≤ 0 åñëè t < 0.

Ïîýòîìó V ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ âêëþ÷åíèÿ

(3.72) âäîëü ôóíêöèè g. Òîãäà óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.2.1.

Ââèäó [�1.2; 31] ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 3.2.1. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

(3.70) ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèåì R : R× Rn → K(Rn), óäîâëåòâî-

ðÿþùèì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè. Åñëè V : Rn → R ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþ-

ùèì ïîòåíöèàëîì äëÿ âêëþ÷åíèÿ (3.70) âäîëü ôóíêöèè g, òî íàéäåòñÿ

ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Êîøè, óäîâëå-

òâîðÿþùåå îöåíêå (3.34).
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Ãëàâà 4

Ìåòîä èíòåãðàëüíûõ íàïðàâëÿþùèõ

ôóíêöèé

4.1 Ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à

4.1.1 Èíòåãðàëüíàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñëó÷àÿ âûïóê-

ëîé ïðàâîé ÷àñòè

Äëÿ τ > 0 îáîçíà÷èì ñèìâîëîì C ïðîñòðàíñòâî C([−τ, 0];Rn). Äëÿ ôóíê-

öèè x(·) ∈ C([−τ, T ];Rn), T > 0 ñèìâîëîì xt ∈ C îáîçíà÷àåòñÿ ôóíêöèÿ,

çàäàííàÿ êàê xt(θ) = x(t+ θ), θ ∈ [−τ, 0].

Ñíà÷àëà áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó äëÿ ôóíêöèîíàëü-

íî-äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

x′(t) ∈ F (t, xt) ï.â. t ∈ [0, T ], (4.1)

x(0) = x(T ), (4.2)

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : R × C → Kv(Rn) óäîâëåòâîðÿåò

óêàçàííûì íèæå óñëîâèÿì:

Ft) ìóëüòèôóíêöèÿ F ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó T -ïåðèîäè÷íà:

F (t, ϕ) = F (t+ T, ϕ) äëÿ âñåõ t ∈ R, ϕ ∈ C;
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(î÷åâèäíî, ýòî óñëîâèå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F çà-

äàííûì íà [0, T ]× C);

F1) äëÿ êàæäîãî ϕ ∈ C ìóëüòèôóíêöèÿ F (·, ϕ) : [0, T ] → Kv(Rn) äîïóñ-

êàåò èçìåðèìîå ñå÷åíèå [�1.2; 25];

F2) ïî÷òè äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, T ] ìóëüòèîòîáðàæåíèå

F (t, ·) : C → Kv(Rn) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó [�1.2; 16];

F3) äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ïîäìíîæåñòâà Ω ⊂ C ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

αΩ(·) ∈ L1
+[0, T ] òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî ϕ ∈ Ω

‖F (t, ϕ)‖ := max
y∈F (t,ϕ)

‖y‖ ≤ αΩ(t)

ï.â. t ∈ [0, T ].

Çàìå÷àíèå 4.1.1. Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (F1) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ êàæ-

äîãî ϕ ∈ C ìóëüòèôóíêöèÿ F (·, ϕ) áûëà èçìåðèìà [�1.2; 24].

Çàìå÷àíèå 4.1.2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (F1) � (F3) îïðåäåëåí ìóëüòè-

îïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè PF : C([−τ, T ];Rn) ( L1([0, T ];Rn), ñîïîñòàâ-

ëÿþùèé êàæäîé ôóíêöèè x(·) ìíîæåñòâî âñåõ ñóììèðóåìûõ ñå÷åíèé ìóëü-

òèôóíêöèè F (t, xt). Èçâåñòíî, ÷òî ýòîò ìóëüòèîïåðàòîð çàìêíóò [�1.2; 18,

27].

Äëÿ èçó÷åíèè çàäà÷è (4.1), (4.2) áóäåì èñïîëüçîâàòü òåîðèþ òîïîëîãè-

÷åñêîé ñòåïåíè ñîâïàäåíèÿ ïàðû îòîáðàæåíèé, èçëîæåííóþ â ï. 2.4.

Îáîçíà÷èì CT � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ T -ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé

x : R → Rn ñ íîðìîé ‖x‖C = sup
t∈[0,T ]

‖x(t)‖. ×åðåç ‖x‖2 îáîçíà÷èì íîðìó

ôóíêöèè x â ïðîñòðàíñòâå L2, ‖x‖2 =

(
T∫
0

‖x(s)‖2 ds

) 1
2

.

Ðàçâèâàÿ ïîíÿòèÿ, ââåäåííûå â [40, 95], äàäèì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V : Rn →

R íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì ïîòåíöèàëîì, åñëè íàéäåòñÿ K > 0 òàêîå,

÷òî

∇V (x) 6= 0,

äëÿ âñåõ x ∈ Rn, ‖x‖ ≥ K.

Çàìå÷àíèå 4.1.3. Çàìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ íåâûðîæäåííîãî ïîòåíöè-

àëà V âûòåêàåò, ÷òî íà êàæäîì çàìêíóòîì øàðå BK̃ ⊂ Rn ñ öåíòðîì â

íóëå ðàäèóñà K̃ ≥ K òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü ãðàäèåíòà deg(∇V ;BK̃) êîð-

ðåêòíî îïðåäåëåíà è, áîëåå òîãî, åå çíà÷åíèÿ íå çàâèñÿò îò ðàäèóñà K̃. Ýòî

îáùåå çíà÷åíèå ñòåïåíè íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì íà áåñêîíå÷íîñòè ind (V,∞)

íåâûðîæäåííîãî ïîòåíöèàëà V.

Îïðåäåëåíèå 4.1.2. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V : Rn →

R íàçûâàåòñÿ ñòðîãîé èíòåãðàëüíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé çàäà÷è (4.1),

(4.2), åñëè íàéäåòñÿ N > 0 òàêîå, ÷òî∫ T

0

〈∇V (x(s)), f(s)〉 ds > 0

äëÿ ëþáîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè x ∈ CT òàêîé, ÷òî ‖x‖2 ≥ N

è ‖x′(t)‖ ≤ ‖F (t, xt)‖ ï.â. t ∈ [0, T ], ãäå f(s) ∈ F (s, xs).

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.1.1. Ïóñòü V : Rn → R � ñòðîãàÿ èíòåãðàëüíàÿ íàïðàâëÿþ-

ùàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (4.1), (4.2) òàêàÿ, ÷òî

ind (V,∞) 6= 0.

Òîãäà çàäà÷à (4.1), (4.2) èìååò ðåøåíèå.

Çàìå÷àíèå 4.1.4. (ñì. [40]). Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíåíû, åñ-

ëè, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ V ÷åòíà, èëè lim
‖x‖→+∞

V (x) = ±∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 2.4.3. Ðàñ-

ñìîòðèì ñëåäóþùèå îïåðàòîðû:

l : dom l := {x ∈ CT : x � àáñîëþòíî íåïðåðûâíà} ⊂ CT → L1
T ,

l(x) = x′

è ìóëüòèîïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè G = PF : CT ( P (L1
T ).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî l � ëèíåéíûé ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð íóëåâîãî èíäåêñà

è Ker l = Rn. Ïðîåêöèÿ π : L1
T → Rn ìîæåò áûòü çàäàíà ôîðìóëîé πf =

1
T

T∫
0

f(s) ds. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìóëüòèîïåðàòîðû π ◦ G è kp,q ◦ G

âûïóêëîçíà÷íû è êîìïàêòíû.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ λ ∈ (0, 1) ðåøåíèå x ∈ dom l âêëþ÷åíèÿ l(x) ∈ λG(x)

óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å

x′(t) ∈ λF (t, xt) ï.â. t ∈ [0, T ],

x(0) = x(T ).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x(·) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

x′(t) = λf(t) ï.â. t ∈ [0, T ], f ∈ PF (x).

Òîãäà ∫ T

0

〈∇V (x(s)), f(s)〉 ds =
1

λ

∫ T

0

〈∇V (x(s)), x′(s)〉 ds =

=
1

λ

∫ T

0

V ′(x(s)) ds =
1

λ
(V (x(T ))− V (x(0))) = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

‖x‖2 < N.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèÿ (F3) âûòåêàåò, ÷òî ‖x′‖2 < M ′, ãäå

M ′ > 0. Íî òîãäà íàéäåòñÿ è M > 0 òàêîå, ÷òî

‖x‖C < M.
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Â êà÷åñòâå U âîçüìåì øàð Br ⊂ CT ðàäèóñà r = max{K,M,NT−1/2}.

Òîãäà èìååì

l(x) /∈ λG(x)

äëÿ âñåõ x ∈ ∂U .

Ïóñòü òåïåðü u ∈ ∂U ∩Ker l ïðîèçâîëüíî. Ïîñêîëüêó ‖u‖ ≥ NT−1/2, èç

îïðåäåëåíèÿ ñòðîãîé èíòåãðàëüíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî∫ T

0

〈∇V (u), f(s)〉 ds > 0

äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ñå÷åíèÿ f(s) ∈ F (s, u). Íî∫ T

0

〈∇V (u), f(s)〉 ds = 〈∇V (u),

∫ T

0

f(s) ds〉 = T 〈∇V (u), πf〉 > 0,

è, òàêèì îáðàçîì,

〈∇V (u), y〉 > 0

äëÿ ëþáîãî y ∈ πG(u).

Ýòî çíà÷èò, ÷òî 0 /∈ πG(u) äëÿ u ∈ ∂U ∩Ker l è

deg(πG
∣∣
UKer l

, UKer l) = deg(∇V, UKer l) 6= 0,

ãäå UKer l = U∩Ker l. Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4.3 âûïîëíåíû,

è çàäà÷à (4.1), (4.2) èìååò ðåøåíèå.

Ïðèìåð 4.1.1. Äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì.

Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

ñ çàïàçäûâàíèåì

x′(t) ∈ F (t, x(t− τ)) ï.â. t ∈ [0, T ] (4.3)

x(0) = x(T ), (4.4)

ãäå ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : R × Rn → Kv(Rn) ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó

T -ïåðèîäè÷íî, ìóëüòèôóíêöèÿ F (·, x) : R → Kv(Rn) îáëàäàåò èçìåðè-

ìûì ñå÷åíèåì äëÿ êàæäîãî x ∈ Rn, à ìóëüòèîòîáðàæåíèå F (t, ·) : Rn →

Kv(Rn) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó ï.â. t ∈ R.
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Òåîðåìà 4.1.2. Ïóñòü íàéäóòñÿ N > 0 è C > 0 òàêèå, ÷òî

〈x, y〉 ≥ C

äëÿ âñåõ x, ‖x‖ ≥ N è y ∈ F (t, x). Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèå F îãðàíè-

÷åíî:

‖F (t, x)‖ := max
y∈F (t,x)

‖y‖ ≤M

è C − τM2 > 0, òî çàäà÷à (4.3), (4.4) èìååò ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî V (x) = 1
2‖x‖

2 ÿâëÿåòñÿ ñòðîãîé èíòåã-

ðàëüíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ çàäà÷è (4.3), (4.4). Äåéñòâèòåëüíî,

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî N > 0 óñëîâèÿ ‖x′(t)‖ ≤ M ï.â. t ∈ [0, T ] è

‖x‖2 ≥ N áóäóò âëå÷ü ‖x(t)‖ ≥ N ïðè âñåõ t ∈ [0, T ] äëÿ ëþáîé àáñîëþòíî

íåïðåðûâíîé ôóíêöèè x(·) ∈ CT . Íî òîãäà äëÿ òàêîé ôóíêöèè x(·) èìååì

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñóììèðóåìîãî ñå÷åíèÿ f(t) ∈ F (t, x(t− τ)):∫ T

0

〈∇V (x(s)), f(s)〉 ds =

∫ T

0

〈x(s), f(s)〉 ds =

=

∫ T

0

〈x(s− τ), f(s)〉 ds+

∫ T

0

〈x(s)− x(s− τ), f(s)〉 ds =

=

∫ T

0

〈x(s− τ), f(s)〉 ds+

∫ T

0

〈
∫ s

s−τ
x′(s) ds, f(s)〉 ds ≥

≥ CT − τM2T = (C − τM2)T > 0.

Ïðèìåð 4.1.2. Ïîëóëèíåéíûå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷å-

íèÿ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó

x′(t) ∈ Ax(t) + F (t, xt) (4.5)

x(0) = x(T ). (4.6)

Çäåñü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : R × C → Kv(Rn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

(Ft), (F1)�(F3), à A : Rn → Rn � ëèíåéíûé îïåðàòîð.
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Òåîðåìà 4.1.3. Ïóñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà 〈Ax, x〉 óäîâëåòâîðÿåò äëÿ íå-

êîòîðîãî ε > 0 óñëîâèþ

〈Ax, x〉 ≥ ε‖x‖2

äëÿ âñåõ x ∈ Rn. Åñëè

lim
‖x‖2→+∞

‖PF (x)‖2

‖x‖2
< ε,

äëÿ âñåõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ x ∈ CT , ãäå PF � îïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè,

ïîðîæäåííûé F , à

‖PF (x)‖2 = sup
f∈PF (x)

‖f‖2,

òî çàäà÷à (4.5), (4.6) èìååò ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî V (x) = 1
2‖x‖

2 ÿâëÿåòñÿ ñòðîãîé èíòåã-

ðàëüíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé çàäà÷è (4.5), (4.6). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî f ∈ PF (x) èìååì∫ T

0

〈∇V (x(s)), Ax(s) + f(s)〉 ds =

∫ T

0

〈Ax(s), x(s)〉 ds+

∫ T

0

〈x(s), f(s)〉 ds ≥

≥ ε‖x‖2
2 − ‖x‖2‖PF (x)‖2 > 0

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé ‖x‖2.

Ïðèìåð 4.1.3. Ãðàäèåíòíûå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó âèäà

x′(t) ∈ ∇G(x(t)) + F (t, xt) (4.7)

x(0) = x(T ), (4.8)

ãäå ìóëüòèîòîáðàæåíèå F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (Ft), (F1)�(F3), à ∇G �

ãðàäèåíò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè G : Rn → R.
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Òåîðåìà 4.1.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) íàéäóòñÿ êîíñòàíòû ε > 0, K > 0 è β ≥ 1 òàêèå, ÷òî

‖∇G(x)‖ ≥ ε‖x‖β −K

äëÿ âñåõ x ∈ Rn;

2) lim
‖x‖2→+∞

‖PF (x)‖2

‖x‖β2
< εT (1−β)/2 äëÿ âñåõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ x ∈

CT ;

3) ãðàäèåíò ∇G èìååò íåíóëåâîé òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ:

deg(∇G, ∂BN) 6= 0

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N > 0.

Òîãäà çàäà÷à (4.7), (4.8) èìååò ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ ñòðîãîé èíòåãðàëüíîé íàïðàâ-

ëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ çàäà÷è (4.7), (4.8). Îòìåòèì, ÷òî âëîæåíèå L2β ⊂ L2

äàåò äëÿ ëþáîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè x(·) ∈ CT îöåíêó

‖∇G(x(·))‖2 ≥ ε‖x‖β2β −K
√
T ≥ εT (1−β)/2‖x‖β2 −K

√
T .

Íî òîãäà äëÿ ëþáîãî f ∈ PF (x) èìååì∫ T

0

〈∇G(x(s)),∇G(x(s)) + f(s)〉 ds ≥

≥ ‖∇G(x(·))‖2 (‖∇G(x(·))‖2 − ‖f‖2) ≥

≥ ‖∇G(x(·))‖2 (‖∇G(x(·))‖2 − ‖PF (x)‖2) ≥

≥ ‖∇G(x(·))‖2

(
εT (1−β)/2 − K

√
T

‖x‖β2
− ‖PF (x)‖2

‖x‖β2

)
‖x‖β2 > 0

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé ‖x‖2.
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Îïðåäåëåíèå 4.1.3. Íåâûðîæäåííûé ïîòåíöèàë V : Rn → R íàçûâàåòñÿ

îáîáùåííîé èíòåãðàëüíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ âêëþ÷åíèÿ (4.1),

åñëè íàéäåòñÿ N > 0 òàêîå, ÷òî∫ T

0

〈∇V (x(s)), f(s)〉 ds ≥ 0 õîòÿ áû äëÿ îäíîãî f ∈ PF (x), (4.9)

äëÿ ëþáîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè x ∈ CT òàêîé, ÷òî ‖x‖2 ≥ N

è ‖x′(t)‖ ≤ ‖F (t, xt)‖ ï.â. t ∈ [0, T ].

Â ñëó÷àå, åñëè ñîîòíîøåíèå (4.9) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ f ∈ PF (x),

òî íåâûðîæäåííûé ïîòåíöèàë V íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé íàïðàâëÿþùåé

ôóíêöèåé.

Çàìå÷àíèå 4.1.5. Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò îïðåäåëåíèÿ 4.1.2, çäåñü óñëî-

âèå (4.9) ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì, ÷òî, î÷åâèäíî, ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ìå-

òîä îáîáùåííîé èíòåãðàëüíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè ê çíà÷èòåëüíî áî-

ëåå øèðîêîìó êëàññó äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Òåîðåìà 4.1.5. Ïóñòü V : Rn → R � îáîáùåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ íàïðàâ-

ëÿþùàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (4.1), (4.2) òàêàÿ, ÷òî

ind (V,∞) 6= 0.

Òîãäà çàäà÷à (4.1), (4.2) èìååò ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ìóëüòèîòîáðàæåíèå B : C([−τ, T ];Rn) →

P (L1([0, T ];Rn)) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B(x) =

=

{
ϕ : |ϕ(t)| ≤ α(t)(1 + ‖xt‖) è γ(x)

∫ T

0

〈
∇V

(
x(s)

)
, ϕ(s)

〉
ds ≥ 0

}
,

ï.â. t ∈ [0, T ], α(·) � ôóíêöèÿ èç óñëîâèÿ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà, à

γ(x) =

 0, åñëè x ∈ ‖x‖2 ≤ N,

1, åñëè x ∈ ‖x‖2 > N.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî B ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìóëüòèîòîáðàæåíèåì [�1.2; 18].

Îïðåäåëèì ìóëüòèîòîáðàæåíèå PB
F : C([−τ, T ];Rn) → P (L1([0, T ];Rn))

êàê

PB
F (x) = PF (x) ∩B(x).

Î÷åâèäíî, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå PB
F êàê ïåðåñå÷åíèå çàìêíóòûõ ìóëü-

òèîòîáðàæåíèé çàìêíóòî è ñîîòíîøåíèå (4.9) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óæå äëÿ

âñåõ f ∈ PB
F (x).

Äëÿ íåâûðîæäåííîãî ïîòåíöèàëà V îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå YV : Rn →

Rn ñëåäóþùèì îáðàçîì:

YV (x) =

 ∇V (x), åñëè ‖∇V (x)‖ ≤ 1,

∇V (x)
‖∇V (x)‖ , åñëè ‖∇V (x)‖ > 1.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå Y íåïðåðûâíî.

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî εm > 0 ìóëüòèîòîáðàæåíèå Gm : C([−τ, T ];Rn)→

P (L1([0, T ];Rn)) çàäàíî êàê

Gm(x) = PB
F (x) + εmYV (x).

Ìóëüòèîòîáðàæåíèå Gm çàìêíóòî è äëÿ êàæäîãî εm > 0 ñîîòíîøåíèå

(4.9) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óæå íå òîëüêî äëÿ âñåõ g ∈ Gm(x), íî è â ñòðî-

ãîé ôîðìå. Òîãäà, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, àãíàëîãè÷íûå äîêàçàòåëüñòâó

òåîðåìû 4.1.1 è èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2.4.3, óñòàíàâëèâàåì ðàçðåøèìîñòü äëÿ

êàæäîãî εm > 0 ñëåäóþùåãî îïåðàòîðíîãî âêëþ÷åíèÿ

lx ∈ Gmx,

ãäå l : dom l := {x ∈ CT : x � àáñîëþòíî íåïðåðûâíà} ⊂ CT → L1
T �

ëèíåéíûé ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð íóëåâîãî èíäåêñà. Îòêóäà è âûòåêàåò ñó-

ùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.1), (4.2).
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Ñëåäñòâèå 4.1.1. Ïóñòü V : Rn → R � èíòåãðàëüíàÿ íàïðàâëÿþùàÿ

ôóíêöèÿ çàäà÷è (4.1), (4.2) òàêàÿ, ÷òî

ind (V,∞) 6= 0.

Òîãäà çàäà÷à (4.1), (4.2) èìååò ðåøåíèå.
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4.1.2 Èíòåãðàëüíàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñëó÷àÿ íåâû-

ïóêëîé ïî÷òè ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó ïðàâîé ÷àñòè

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òåïåðü ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó äëÿ ôóíêöèîíàëü-

íî-äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

x′(t) ∈ R(t, xt) ï.â. t ∈ [0, T ], (4.10)

x(0) = x(T ), (4.11)

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå R : R × C → K(Rn) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì T -ïåðèîäè÷íîñòè ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó è ïîäëèíåéíîãî ðîñòà

(F3) è ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó [�1.2; 30].

Çàìå÷àíèå 4.1.6. (ñì. [12]). Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (FL) è (F3) îïðåäåëåí

ìóëüòèîïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè

PF : C([−τ, T ];Rn) ( P (L1([0, T ];Rn)),

ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîé ôóíêöèè x(·) ìíîæåñòâî âñåõ ñóììèðóåìûõ ñå÷å-

íèé ìóëüòèôóíêöèè F (t, xt). Èçâåñòíî, ÷òî ýòîò ìóëüòèîïåðàòîð ïí. ñí.

[�1.2; 17] è ìååò çàìêíóòûå ðàçëîæèìûå çíà÷åíèÿ [�1.1; 11].

Çàìå÷àíèå 4.1.7. Â ñèëó òåîðåìû 2.3.1 è çàìå÷àíèÿ 4.1.6 ìóëüòèîïåðàòîð

ñóïåðïîçèöèè PF ïðèíàäëåæèò êëàññó

S(C([−τ, T ];Rn), L1([0, T ];Rn)).

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.1.6. Ïóñòü V : Rn → R � ñòðîãàÿ èíòåãðàëüíàÿ íàïðàâëÿþ-

ùàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (4.10), (4.11) òàêàÿ, ÷òî

ind (V,∞) 6= 0.

Òîãäà çàäà÷à (4.10), (4.11) èìååò ðåøåíèå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 2.4.4. Ðàñ-

ñìîòðèì ñëåäóþùèå îïåðàòîðû:

l : dom l := {x ∈ CT : x � àáñîëþòíî íåïðåðûâíà} ⊂ CT → L1
T ,

l(x) = x′

è ìóëüòèîïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè G = PF : CT ( P (L1
T ). Íåòðóäíî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî ìóëüòèîïåðàòîðû π ◦G è kp,q ◦G êîìïàêòíû.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ λ ∈ (0, 1) ðåøåíèå x ∈ dom l âêëþ÷åíèÿ l(x) ∈ λG(x)

óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å (4.10), (4.11).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x(·) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

x′(t) = λf(t) ï.â. t ∈ [0, T ], f ∈ PF (x).

Òîãäà ∫ T

0

〈∇V (x(s)), f(s)〉 ds =
1

λ

∫ T

0

〈∇V (x(s)), x′(s)〉 ds =

=
1

λ

∫ T

0

V ′(x(s)) ds =
1

λ
(V (x(T ))− V (x(0))) = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

‖x‖2 < N.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèÿ (F3) âûòåêàåò, ÷òî ‖x′‖2 < M ′, ãäå

M ′ > 0. Íî òîãäà íàéäåòñÿ è M > 0 òàêîå, ÷òî

‖x‖C < M.

Â êà÷åñòâå U âîçüìåì øàð Br ⊂ CT ðàäèóñà r = max{K,M,NT−1/2}.

Òîãäà èìååì

l(x) /∈ λG(x)

äëÿ âñåõ x ∈ ∂U .
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Ïóñòü òåïåðü u ∈ ∂U ∩Ker l ïðîèçâîëüíî. Ïîñêîëüêó ‖u‖ ≥ NT−1/2, èç

îïðåäåëåíèÿ ñòðîãîé èíòåãðàëüíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî∫ T

0

〈∇V (u), f(s)〉 ds > 0

äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ñå÷åíèÿ f(s) ∈ F (s, u). Íî∫ T

0

〈∇V (u), f(s)〉 ds = 〈∇V (u),

∫ T

0

f(s) ds〉 = T 〈∇V (u), πf〉 > 0,

è, òàêèì îáðàçîì,

〈∇V (u), y〉 > 0

äëÿ ëþáîãî y ∈ πG(u).

Ýòî çíà÷èò, ÷òî 0 /∈ πG(u) äëÿ u ∈ ∂U ∩Ker l è

deg(πG
∣∣
UKer l

, UKer l) = deg(∇V, UKer l) 6= 0,

ãäå UKer l = U∩Ker l. Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4.4 âûïîëíåíû,

è çàäà÷à (4.10), (4.11) èìååò ðåøåíèå.

Ïðè íåêîòîðûõ áîëåå îáùèõ óñëîâèÿõ, ÷åì (4.9), òàêæå âîçìîæíî îáîñ-

íîâàòü ïðèíöèï ñóùåñòîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 4.1.7. Ïóñòü V : Rn → R � èíòåãðàëüíàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíê-

öèÿ çàäà÷è (4.10), (4.11) òàêàÿ, ÷òî

ind (V,∞) 6= 0.

Òîãäà çàäà÷à (4.10), (4.11) èìååò ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì, êàê è â ñëó÷àå âûïóêëîçíà÷íîé ïðàâîé ÷à-

ñòè, äëÿ íåâûðîæäåííîãî ïîòåíöèàëà V îòîáðàæåíèå YV : Rn → Rn ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

YV (x) =

 ∇V (x), åñëè ‖∇V (x)‖ ≤ 1,

∇V (x)
‖∇V (x)‖ , åñëè ‖∇V (x)‖ > 1.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå Y íåïðåðûâíî.

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî εm > 0 ìóëüòèîòîáðàæåíèå G : C([−τ, T ];Rn) →

P (L1([0, T ];Rn)) çàäàíî êàê

G(x) = PF (x) + εmYV (x).

Èç ñâîéñòâ ìóëüòèîòîáðàæåíèé [�1.2; 20] âûòåêàåò, ÷òî G(x) ÿâëÿåòñÿ

ïí. ñí. ìóëüòèîòîáðàæåíèåì, èìåþùèì, î÷åâèäíî, çàìêíóòûå ðàçëîæèìûå

çíà÷åíèÿ.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî εm > 0 ñîîòíîøåíèå (4.9) áóäåò

âûïîëíÿòüñÿ óæå â ñòðîãîé ôîðìå. Òîãäà, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëî-

ãè÷íûå äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.1.6 è èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2.4.4, óñòàíàâëè-

âàåì ðàçðåøèìîñòü äëÿ êàæäîãî εm > 0 ñëåäóþùåãî îïðåðàòîðíîãî âêëþ-

÷åíèÿ

lx ∈ Gx,

ãäå l : dom l := {x ∈ CT : x � àáñîëþòíî íåïðåðûâíà} ⊂ CT → L1
T �

ëèíåéíûé ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð íóëåâîãî èíäåêñà. Îòêóäà, è âûòåêàåò,

ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.10), (4.11).
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4.1.3 Èíòåãðàëüíàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñëó÷àÿ íîð-

ìàëüíîé ïðàâîé ÷àñòè

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òåïåðü ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó äëÿ ôóíêöèîíàëü-

íî-äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (4.10), (4.11) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî R :

R × C → K(Rn) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ìóëüòèîòîáðàæåíèåì [�1.2; 31] è

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ T -ïåðèîäè÷íîñòè ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó.

Îïðåäåëåíèå 4.1.4. Íåâûðîæäåííûé ïîòåíöèàë V : Rn → R íàçûâàåòñÿ

èíòåãðàëüíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ âêëþ÷åíèÿ (4.10), åñëè íàéäåò-

ñÿ N > 0 òàêîå, ÷òî∫ T

0

〈∇V (x(s)), f(s)〉 ds ≥ 0 äëÿ âñåõ f ∈ PR(x), (4.12)

äëÿ ëþáîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè x ∈ CT òàêîé, ÷òî ‖x‖2 ≥ N

è ‖x′(t)‖ ≤ ‖R(t, xt)‖ ï.â. t ∈ [0, T ].

Òåîðåìà 4.1.8. Ïóñòü V : Rn → R � èíòåãðàëüíàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíê-

öèÿ çàäà÷è (4.10), (4.11) òàêàÿ, ÷òî

ind (V,∞) 6= 0.

Òîãäà çàäà÷à (4.10), (4.11) èìååò ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ êâà-

çèñå÷åíèåì ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ R â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

(j) ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : [0, T ] × C → Kv(Rn) óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì

óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè è óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà;

(jj) PF (ϕ) ∩ PR(ϕ) 6= ∅ äëÿ âñåõ ϕ ∈ C;

(jjj) êàæäîå ðåøåíèå x : [0, T ]→ Rn çàäà÷è

x′(t) ∈ F (t, xt), (4.13)

z(0) = z(T ), (4.14)
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ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è (4.10), (4.11).

Â ñèëó (jjj) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à (4.13), (4.14) èìååò ðåøå-

íèå.

Èç óñëîâèÿ (jj) ñëåäóåò, ÷òî PF (ϕ) ∩ PR(ϕ) 6= ∅ äëÿ âñåõ ϕ ∈ C.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ V ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé èíòåãðàëü-

íîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ âêëþ÷åíèÿ (4.13) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ

4.1.3. Èç òåîðåìû 4.1.5 òîãäà ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à (4.13), (4.14) èìååò T -

ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ðåøåíèå è èñõîäíàÿ çàäà÷à

(4.10), (4.11).

Ñëåäñòâèå 4.1.2. Ïóñòü V : Rn → R � ñòðîãàÿ èíòåãðàëüíàÿ íàïðàâ-

ëÿþùàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (4.10), (4.11) òàêàÿ, ÷òî ind (V,∞) 6= 0. Òîãäà

çàäà÷à (4.10), (4.11) èìååò ðåøåíèå.
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4.1.4 Èíòåãðàëüíàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñëó÷àÿ êàó-

çàëüíîé ïðàâîé ÷àñòè

Ñëó÷àé âûïóêëîçíà÷íîãî êàóçàëüíîãî ìóëüòèîïåðàòîðà

Îáîçíà÷èì L1
T ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ T -ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé

f : R → Rn. Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî T -ïåðèîäè÷åñêèé êàó-

çàëüíûé ìóëüòèîïåðàòîð Q : CT → Cv(L1
T ) èìååò âûïóêëûå çíà÷åíèÿ è

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(Q1) äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A : L1
T → E, ãäå E �

áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, êîìïîçèöèÿ A ◦Q : CT → Cv(E) � çàìêíóòûé

ìóëüòèîïåðàòîð;

(Q2) ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ

α(t) òàêàÿ, ÷òî

‖Q(x)(t)‖ ≤ α(t)(1 + ‖x(t)‖) ï.â. t ∈ R,

äëÿ êàæäîé ôóíêöèè x ∈ CT .

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñëîâèÿ (Q1) â ïðèìåðàõ 1 è 2 [�1.2; 33] äîñòàòî÷íî

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîìèìî âûøåóêàçàííûõ óñëîâèé ïåðèîäè÷íîñòè, ìóëü-

òèîòîáðàæåíèå F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (F1) � (F3) (ñì. [12], òåîðåìà

1.5.30), à äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (Q2) ìîæåì ïðåäïîëîæèòü â ïðèìåðå 1

âûïîëíåííûì óñëîâèå ïîäëèíåéíîãî ðîñòà, à â ïðèìåðå 2 ñëåäóþùåå óñëî-

âèå ãëîáàëüíîé èíòåãðàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè

‖F (t, c)‖ ≤ γ(t) ï.â. t ∈ [0, T ],

äëÿ íåêîòîðîé íåîòðèöàòåëüíîé ñóììèðóåìîé ôóíêöèè γ(t).

Ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Äëÿ äàííîãî T -ïåðèîäè÷åñêîãî êàóçàëüíîãî ìóëüòèîïåðàòîðàQ íàéòè

ðåøåíèå ñëåäóþùåãî îïåðàòîðíîãî âêëþ÷åíèÿ:

x′ ∈ Q(x), (4.15)

ãäå x ∈ CT - àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Äëÿ èçó÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è (4.15) áóäåì èñïîëüçîâàòü òåîðèþ

ñòåïåíè ñîâïàäåíèÿ äëÿ ëèíåéíîãî ôðåäãîëüìîâà îïåðàòîðà è ìíîãîçíà÷-

íîãî îòîáðàæåíèÿ, ðàçâèòóþ â ï. 2.4.

Îïðåäåëåíèå 4.1.5. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V : Rn →

R íàçûâàåòñÿ ñòðîãîé èíòåãðàëüíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ âêëþ-

÷åíèÿ (4.15), åñëè íàéäåòñÿ N > 0 òàêîå, ÷òî∫ T

0

〈∇V (x(s)), f(s)〉 ds > 0 äëÿ âñåõ f ∈ Q(x), (4.16)

äëÿ ëþáîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè x ∈ CT òàêîé, ÷òî ‖x‖2 ≥ N

è ‖x′(t)‖ ≤ ‖Q(x)(t)‖ ï.â. t ∈ [0, T ].

Òåîðåìà 4.1.9. Ïóñòü V : Rn → R - ñòðîãàÿ èíòåãðàëüíàÿ íàïðàâëÿþ-

ùàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (4.15) òàêàÿ, ÷òî

ind (V,∞) 6= 0.

Òîãäà çàäà÷à (4.15) èìååò ðåøåíèå.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíåíû, åñëè, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ V

÷åòíà èëè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ êîýðöèòèâíîñòè: lim
‖x‖→+∞

V (x) = ±∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâåäåì çàäà÷ó ê òåîðåìå 2.4.3, îáîñíîâàâ ðàçðåøèìîñòü

ñëåäóþùåãî îïåðàòîðíîãî âêëþ÷åíèÿ

lx ∈ Q(x), (4.17)
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ãäå l : dom l := {x ∈ CT : x àáñîëþòíî íåïðåðûâíà} ⊂ CT → L1
T - ëèíåé-

íûé ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð íóëåâîãî èíäåêñà. Òîãäà Ker l = Rn, ïðîåêöèÿ

π : L1
T → Rn ìîæåò áûòü çàäàíà ôîðìóëîé πf = 1

T

T∫
0

f(s) ds è ìóëüòèî-

ïåðàòîðû π ◦ Q è kp,q ◦ Q âûïóêëîçíà÷íû è êîìïàêòíû íà îãðàíè÷åííûõ

ïîäìíîæåñòâàõ.

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ (0, 1] ôóíêöèÿ x ∈ dom l ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

âêëþ÷åíèÿ

l(x) ∈ λQ(x).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x(·) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé òàêîé,

÷òî x′(t) = λf(t) ï.â. t ∈ [0, T ], äëÿ íåêîòîðîãî f ∈ Q(x).

Òîãäà ∫ T

0

〈∇V (x(s)), f(s)〉 ds =
1

λ

∫ T

0

〈∇V (x(s)), x′(s)〉 ds =

=
1

λ

∫ T

0

V ′(x(s)) ds =
1

λ
(V (x(T ))− V (x(0))) = 0,

îòêóäà

‖x‖2 < N.

Èç óñëîâèÿ (Q2) âûòåêàåò, ÷òî ‖x′‖2 < M ′, ãäå M ′ > 0. Íî òîãäà íàé-

äåòñÿ è òàêîå M > 0, ÷òî

‖x‖C < M.

Âîçüìåì â êà÷åñòâå U øàð Br ⊂ CT ðàäèóñà r = max{K,M,NT−1/2}.

Òîãäà èìååì

l(x) /∈ λQ(x)

äëÿ âñåõ x ∈ ∂U .

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå u ∈ ∂U ∩Ker l. Ïîëó÷àåì ‖u‖ ≥ NT−1/2 è, ðàñ-

ñìàòðèâàÿ u êàê ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ, èç îïðåäåëåíèÿ ñòðîãîé èíòåãðàëü-
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íîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè ïîëó÷àåì∫ T

0

〈∇V (u), f(s)〉 ds > 0

äëÿ ëþáîãî f ∈ Q(u).

Íî òîãäà∫ T

0

〈∇V (u), f(s)〉 ds = 〈∇V (u),

∫ T

0

f(s) ds〉 = T 〈∇V (u), πf〉 > 0,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

〈∇V (u), y〉 > 0

äëÿ ëþáîãî y ∈ πQ(u).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 0 /∈ πQ(u) è, áîëåå òîãî, ìóëüòèïîëå πQ(u) è ïîëå

∇V (u) íå äîïóñêàþò ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèé äëÿ u ∈ ∂U ∩ Ker l.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýòè ïîëÿ ãîìîòîïíû, ÷òî è âëå÷åò ðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâó-

þùèõ òîïîëîãè÷åñêèõ ñòåïåíåé:

deg(πQ
∣∣
UKer l

, UKer l) = deg(∇V, UKer l) 6= 0,

ãäå UKer l = U ∩Ker l. Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4.3 âûïîëíå-

íû, è çàäà÷à (4.17), à, ñëåäîâàòåëüíî, è çàäà÷à (4.15) èìåþò ðåøåíèå.

Ñëó÷àé ïîëóíåïðåðûâíîãî ñíèçó êàóçàëüíîãî ìóëüòèîïåðàòî-

ðà

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó äëÿ êëàññà âêëþ÷åíèé ñ íå-

âûïóêëîçíà÷íûìè ïîëóíåïðåðûâíûìè ñíèçó êàóçàëüíûìè ìóëüòèîïåðà-

òîðàìè. Èìåííî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî T -ïåðèîäè÷åñêèé êàóçàëüíûé

ìóëüòèîïåðàòîð Q : CT → P (L1
T ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(QL) Q ïí. ñí. è èìååò çàìêíóòûå ðàçëîæèìûå çíà÷åíèÿ

è óñëîâèþ (Q2).
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà êàóçàëüíîãî ìóëüòèîïåðàòîðà, óäîâëåòâîðÿþùåãî

óñëîâèÿì (QL) è (Q2) ìîæíî ðàññìîòðåòü ñóïåðïîçèöèîííûé ìóëüòèîïå-

ðàòîð PF , ïîðîæäåííûé T -ïåðèîäè÷åñêèì ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó ìóëüòèî-

òîáðàæåíèåì F : R×C → K(Rn), óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ ïî÷òè ïí. ñí.

(FL) è óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà.

Òåîðåìà 4.1.10. Ïóñòü Q : CT → P (L1
T ) - T -ïåðèîäè÷åñêèé êàóçàëüíûé

ìóëüòèîïåðàòîð, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (QL) è (Q2) è V : Rn → R

- ñòðîãàÿ èíòåãðàëüíàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé

çàäà÷è (4.15) òàêàÿ, ÷òî

ind (V,∞) 6= 0.

Òîãäà çàäà÷à (4.15) èìååò ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.4.4, íàéäåì íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå q :

CT → L1
T ìóëüòèîïåðàòîðà Q. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ q èìååì ñîîòíîøåíèå∫ T

0

〈∇V (x(s)), q(x)(s)〉 ds > 0

äëÿ êàæäîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè x ∈ CT òàêîé, ÷òî ‖x‖2 ≥ N

è ‖x′(t)‖ ≤ ‖Q(x)(t)‖ ï.â. t ∈ [0, T ].

Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ "îäíîçíà÷íóþ" âåðñèþ òåîðåìû 2.4.4 (ò.å. çàìåíÿÿ

ìóëüòèîòîáðàæåíèå G íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì g) è ïðèìåíÿÿ àíàëî-

ãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì ðåøåíèå x ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ

l(x) = q(x),

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (4.15).
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4.1.5 Íåãëàäêàÿ èíòåãðàëüíàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñëó-

÷àÿ âûïóêëîé ïðàâîé ÷àñòè

Îáîáùèì ïîëó÷åííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé íåãëàäêèõ èíòåãðàëü-

íûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñíà÷àëà ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó (4.1), (4.2) äëÿ

ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìóëü-

òèîòîáðàæåíèå F : R × C → Kv(Rn) óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì óñëîâèÿì

Êàðàòåîäîðè, óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà è T -ïåðèîäè÷íî ïî ïåðâîìó àð-

ãóìåíòó.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óêàçàííûõ âûøå óñëîâèé îïðåäåëåí

ìóëüòèîïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè

PF : C([−τ, T ];Rn) ( L1([0, T ];Rn),

ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîé ôóíêöèè x(·) ìíîæåñòâî âñåõ ñóììèðóåìûõ ñå÷å-

íèé ìóëüòèôóíêöèè F (t, xt) (ñì. çàìå÷àíèå 4.1.2).

Îïðåäåëåíèå 4.1.6. Ëîêàëüíî ëèïøèöåâó ôóíêöèþ V : Rn → R íà-

çîâåì ñòðîãîé íåãëàäêîé èíòåãðàëüíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé çàäà÷è

(4.1), (4.2), åñëè íàéäåòñÿ N > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíîé ôóíêöèè x ∈ CT ñ ‖x‖2 ≥ N è ‖x′(t)‖ ≤ ‖F (t, xt)‖ ï.â. t ∈ [0, T ]

âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå∫ T

0

〈υ(s), f(s)〉 ds > 0

äëÿ êàæäîãî ñóììèðóåìîãî ñå÷åíèÿ υ(s) ∈ ∂V (x(s)) è f(s) ∈ F (s, xs) [�1.2;

25, 26].

Ïî àíàëîãèè ñ ãëàäêèì ñëó÷àåì, åñëè ôóíêöèÿ V ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæ-

äåííûì ïîòåíöèàëîì, òî òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü ìíîãîçíà÷íîãî âåêòîðíî-

ãî ïîëÿ ∂V êîððåêòíî îïðåäåëåíà è, áîëåå òîãî, åå çíà÷åíèÿ íå çàâèñÿò
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îò ðàäèóñà øàðà BK ′ ñ öåíòðîì â íóëå è ðàäèóñà K ′ ≥ K (ñì., íàïðèìåð,

[12, 100, 119])). Ýòî îáùåå çíà÷åíèå ñòåïåíè òàêæå íàçûâàþò èíäåêñîì íà

áåñêîíå÷íîñòè ind (V,∞) íåãëàäêîãî íåâûðîæäåííîãî ïîòåíöèàëà V.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.1.11. Ïóñòü V : Rn → R � ðåãóëÿðíàÿ [�1.2; 36] ñòðîãàÿ

íåãëàäêàÿ èíòåãðàëüíàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (4.1), (4.2) òà-

êàÿ, ÷òî

ind (V,∞) 6= 0.

Òîãäà çàäà÷à (4.1), (4.2) èìååò ðåøåíèå.

Çàìå÷àíèå 4.1.8. (ñì. [23]). Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíåíû, åñ-

ëè, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ V ÷åòíà, èëè lim
‖x‖→+∞

V (x) = ±∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 2.4.3. Ðàñ-

ñìîòðèì ñëåäóþùèå îïåðàòîðû:

l : dom l := {x ∈ CT : x � àáñîëþòíî íåïðåðûâíà} ⊂ CT → L1
T ,

l(x) = x′

è ìóëüòèîïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè G = PF : CT ( P (L1
T ). Ëåãêî âèäåòü,

÷òî l � ëèíåéíûé ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð íóëåâîãî èíäåêñà è Ker l = Rn.

Êàíîíè÷åñêèé îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ π : L1
T → Rn ìîæåò áûòü çàäàí â

âèäå

πf =
1

T

∫ T

0

f(s)ds.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìóëüòèîïåðàòîðû π ◦G è kp,q ◦G êîìïàêòíû.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ λ ∈ (0, 1) ðåøåíèå x ∈ dom l âêëþ÷åíèÿ l(x) ∈ λG(x)

óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å  x′(t) ∈ λF (t, xt),

x(0) = x(T ).
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x(·) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

x′(t) = λf(t) ï.â. t ∈ [0, T ], f ∈ PF (x).

Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.1.1 è îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ãðàäèåíòà, ïî-

ëó÷àåì ∫ T

0

〈υ(s), f(s)〉ds =
1

λ

∫ T

0

〈υ(s), x′(s)〉ds ≤

≤ 1

λ

∫ T

0

V 0(x(s), x′(s))ds =
1

λ
(V (x(T ))− V (x(0))) = 0,

äëÿ êàæäîãî ñóììèðóåìîãî ñå÷åíèÿ υ(s) ∈ ∂V (x(s)). Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

‖x‖2 < N.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèÿ (F3) âûòåêàåò, ÷òî ‖x′‖2 < M ′, ãäåM ′ > 0.

Íî òîãäà íàéäåòñÿ è M > 0 òàêîå, ÷òî

‖x‖C < M.

Â êà÷åñòâå U âîçüìåì øàð Br ⊂ CT ñ öåíòðîì â íóëå è ðàäèóñà r =

max{K,M,NT−1/2}. Òîãäà èìååì

l(x) /∈ λG(x)

äëÿ âñåõ x ∈ ∂U, λ ∈ (0, 1).

Ïóñòü òåïåðü u ∈ ∂U ∩ Ker l ïðîèçâîëüíî. Ïîñêîëüêó ‖u‖ ≥ NT−1/2,

èç îïðåäåëåíèÿ ñòðîãîé íåãëàäêîé èíòåãðàëüíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè

ïîëó÷àåì, ÷òî ∫ T

0

〈υ(s), f(s)〉ds > 0

äëÿ êàæäîãî èçìåðèìîãî ñå÷åíèÿ υ(s) ∈ ∂V (u) è f(s) ∈ F (s, u). Íî, ïîëà-

ãàÿ υ(s) ≡ υ, ïîëó÷àåì∫ T

0

〈υ, f(s)〉ds = 〈υ,
∫ T

0

f(s)ds〉 = T 〈υ, πf〉 > 0,

äëÿ âñåõ υ ∈ ∂V (u) è, ñëåäîâàòåëüíî,

〈υ, y〉 > 0
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äëÿ âñåõ υ ∈ ∂V (u), y ∈ πG(u).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìóëüòèïîëÿ ∂V (u) è πG(u) ãîìîòîïíû íà ∂U ∩Ker l,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

degKer l(πG
∣∣
UKer l

, UKer l) = deg(∂V, UKer l) 6= 0,

ãäå UKer l = U∩Ker l. Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4.3 âûïîëíåíû,

è çàäà÷à (4.1), (4.2) èìååò ðåøåíèå â U .

Íåêîòîðûå áîëåå îáùèå óñëîâèÿ íàïðàâëÿåìîñòè òàêæå ïîçâîëÿþò ïî-

ëó÷èòü ïðèíöèï ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Ïðèâåäåì ñëåäó-

þùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 4.1.7. Ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ V (x) íàçûâàåòñÿ ïðÿ-

ìûì ïîòåíöèàëîì, åñëè íàéäåòñÿ K > 0 òàêîå, ÷òî

〈υ, υ̃〉 > 0

äëÿ âñåõ υ, υ̃ ∈ ∂V (x), x ∈ Rn : ‖x‖ ≥ K.

Åñëè ôóíêöèÿ V (x) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïîòåíöèàëîì, òî ñ ïîìîùüþ òîïî-

ëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé (ñì., íàïðèìåð, [12, 100])

äëÿ íåå åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñ-

êîíå÷íîñòè ind (V,∞).

Îïðåäåëåíèå 4.1.8. Ïðÿìîé ïîòåíöèàë V : Rn → R íàçûâàåòñÿ íåãëàäêîé

èíòåãðàëüíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ âêëþ÷åíèÿ (4.1), åñëè íàéäåò-

ñÿ N > 0 òàêîå, ÷òî∫ T

0

〈υ(s), f(s)〉 ds ≥ 0 äëÿ âñåõ f ∈ PF (x), (4.18)

äëÿ âñåõ ñóììèðóåìûõ ñå÷åíèé υ(s) ∈ ∂V (x(s)), äëÿ ëþáîé àáñîëþòíî

íåïðåðûâíîé ôóíêöèè x ∈ CT òàêîé, ÷òî ‖x‖2 ≥ N è ‖x′(t)‖ ≤ ‖F (t, xt)‖

ï.â. t ∈ [0, T ].
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Òåîðåìà 4.1.12. Ïóñòü V : Rn → R � ðåãóëÿðíàÿ íåãëàäêàÿ èíòåãðàëü-

íàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (4.1), (4.2) òàêàÿ, ÷òî

ind (V,∞) 6= 0.

Òîãäà çàäà÷à (4.1), (4.2) èìååò ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ k ∈ N ïîëîæèì

Mk = sup
{
‖∂V (x)‖ : x ∈ Bn

(k)
}
,

ãäå B
n
(k) îáîçíà÷àåò çàìêíóòûé øàð â Rn ñ öåíòðîì â íóëå è ðàäèóñà k.

Ñëåäóÿ [79], îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå η : Rn → R :

η(x) = 1 + (‖x‖ − k)Mk+2 + (k + 1− ‖x‖)Mk+1, k ≤ ‖x‖ ≤ k + 1.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå η íåïðåðûâíî è óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ

η(x) ≥ max {1, ‖∂V (x)‖} äëÿ âñåõ x ∈ Rn.

Ìóëüòèîòîáðàæåíèå Y : Rn → Kv(Rn) :

Y (x) =
∂V (x)

η(x)

ïí. ñâ. è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ‖Y (x)‖ ≤ 1 äëÿ âñåõ x ∈ Rn.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó äëÿ ôóíêöèîíàëü-

íî-äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà

x′(t) ∈ FY (t, xt) = F (t, xt) + εmY (x), (4.19)

x(0) = x(T ). (4.20)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ (4.19) èìååò âûïóêëûå

êîìïàêòíûå çíà÷åíèÿ, óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè è

óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà. Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåí ìóëüòèîïåðàòîð
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ñóïåðïîçèöèè PFY : C([−τ, T ];Rn) → P (L1([0, T ];Rn)), ñîïîñòàâëÿþùèé

êàæäîé ôóíêöèè x(·) ìíîæåñòâî âñåõ ñóììèðóåìûõ ñå÷åíèé ìóëüòèôóíê-

öèè FY (t, xt).

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 2.4.3 è ðàññìîò-

ðèì îïåðàòîðû:

l : l(x) = x′, Gm = PFY

è

π : πg =
1

T

T∫
0

g(s) ds.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìóëüòèîïåðàòîðû π ◦Gm è kp,q ◦Gm êîìïàêòíû.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ λ ∈ (0, 1) ôóíêöèÿ x ∈ dom l ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

âêëþ÷åíèÿ l(x) ∈ λGm(x).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x(·) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

x′(t) = λg(t) = λ
(
f(t) + εm

υ(t)
η(x(t))

)
ï.â. t ∈ [0, T ], ãäå f ∈ PF (x), υ ∈ ∂V (x).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ‖x‖2 ≥ N.

Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ (4.18), èìååì

∫ T

0

〈υ(s), λg(s)〉 ds =

∫ T

0

〈
υ(s), λ

(
f(s) + εm

υ(s)

η(x(s))

)〉
ds =

= λ

∫ T

0

〈υ(s), f(s)〉 ds+ λεm

∫ T

0

〈υ(s), υ̃(s)〉
η(x(s))

ds > 0

äëÿ âñåõ υ(s), υ̃(s) ∈ ∂V (x(s)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.1.1, ïîëó÷àåì∫ T

0

〈υ(s), λg(s)〉 ds =

∫ T

0

〈υ(s), λ(f(s) + υ(s))〉 ds =

=
1

λ

∫ T

0

〈υ(s), x′(s)〉 ds ≤ 1

λ

∫ T

0

V 0(x(s), x′(s)) ds =

=
1

λ
(V (x(T ))− V (x(0))) = 0,
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äëÿ êàæäîãî υ(s) ∈ ∂V (x(s)).

Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî,

‖x‖2 < N.

Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ (F3) âûòåêàåò, ÷òî ‖x′‖2 < M ′, ãäå M ′ > 0. Íî

òîãäà íàéäåòñÿ è M > 0 òàêîå, ÷òî

‖x‖C < M.

Â êà÷åñòâå U âîçüìåì øàð Br ⊂ CT ðàäèóñà r = max{K,M,NT−1/2}.

Òîãäà èìååì

l(x) /∈ λGm(x)

äëÿ âñåõ x ∈ ∂U, λ ∈ (0, 1).

Ïóñòü òåïåðü u ∈ ∂U ∩Ker l ïðîèçâîëüíî. Ïîñêîëüêó ‖u‖ ≥ NT−1/2, èç

ñîîòíîøåíèÿ (4.18) ïîëó÷àåì, ÷òî∫ T

0

〈υ(s), λg(s)〉 ds = λ

∫ T

0

〈υ(s), f(s)〉 ds+ λεm

∫ T

0

〈υ(s), υ̃(s)〉
η(x(s))

ds > 0

äëÿ âñåõ υ(s), υ̃(s) ∈ ∂V (x(s)).

Ïîëîæèì òåïåðü υ(s) ≡ υ. Òîãäà∫ T

0

〈υ, λg(s)〉 ds = λ〈υ,
∫ T

0

g(s) ds〉 = T 〈υ, πg〉 > 0

è, òàêèì îáðàçîì,

〈υ, y〉 > 0

äëÿ âñåõ υ ∈ ∂V (u), y ∈ πGm(u).

Ýòî çíà÷èò, ÷òî 0 /∈ πGm(u) äëÿ u ∈ ∂U ∩Ker l è

degKer l(πGm, UKer l) = degKer l(∂V, UKer l) 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4.3 âûïîëíåíû, è äëÿ êàæäîãî εm >

0 çàäà÷à (4.19), (4.20) èìååò ðåøåíèå, à, çíà÷èò, èìååò ðåøåíèå è çàäà÷à

(4.1), (4.2).
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4.1.6 Íåãëàäêàÿ èíòåãðàëüíàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñëó-

÷àÿ íåâûïóêëîé ïî÷òè ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó ïðàâîé ÷à-

ñòè

Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó (4.10), (4.11) äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-

äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå

R : R × C → K(Rn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïî÷òè ïí. ñí., ïîäëèíåéíîãî

ðîñòà è T -ïåðèîäè÷íî ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé îïðåäåëåí ìóëüòèîïåðàòîð

ñóïåðïîçèöèè

PR : C([−τ, T ];Rn) ( P (L1([0, T ];Rn)),

ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîé ôóíêöèè x(·) ìíîæåñòâî âñåõ ñóììèðóåìûõ ñå÷å-

íèé ìóëüòèôóíêöèè R(t, xt) (ñì. çàìå÷àíèå 4.1.6).

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.1.13. Ïóñòü V : Rn → R � ðåãóëÿðíàÿ ñòðîãàÿ íåãëàäêàÿ èí-

òåãðàëüíàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (4.10), (4.11) òàêàÿ, ÷òî äëÿ

íåêîòîðîãî K > 0 è äëÿ âñåõ u ∈ Rn, ‖u‖ ≥ K âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

ind (V,∞) 6= 0.

Òîãäà çàäà÷à (4.10), (4.11) èìååò ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 2.4.4. Ðàñ-

ñìîòðèì ñëåäóþùèå îïåðàòîðû:

l : dom l := {x ∈ CT : x � àáñîëþòíî íåïðåðûâíà} ⊂ CT → L1
T ,

l(x) = x′

è ìóëüòèîïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè G = PR : CT ( P (L1
T ). Ëåãêî âèäåòü,

÷òî l � ëèíåéíûé ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð íóëåâîãî èíäåêñà è Ker l = Rn.
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Êàíîíè÷åñêèé îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ π : L1
T → Rn ìîæåò áûòü çàäàí â

âèäå

πf =
1

T

∫ T

0

f(s)ds.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìóëüòèîïåðàòîðû π ◦G è kp,q ◦G êîìïàêòíû.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ λ ∈ (0, 1) ðåøåíèå x ∈ dom l âêëþ÷åíèÿ l(x) ∈ λG(x)

óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å x′(t) ∈ λR(t, xt) ï.â. t ∈ [0, T ],

x(0) = x(T ).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x(·) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

x′(t) = λf(t) ï.â. t ∈ [0, T ], f ∈ PR(x).

Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.1.1 è îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ãðàäèåíòà, ïî-

ëó÷àåì ∫ T

0

〈υ(s), f(s)〉ds =
1

λ

∫ T

0

〈υ(s), x′(s)〉ds ≤

≤ 1

λ

∫ T

0

V 0(x(s), x′(s))ds =
1

λ
(V (x(T ))− V (x(0))) = 0,

äëÿ êàæäîãî ñóììèðóåìîãî ñå÷åíèÿ υ(s) ∈ ∂V (x(s)). Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

‖x‖2 < N.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèÿ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà (F3) âûòåêàåò, ÷òî

‖x′‖2 < M ′, ãäå M ′ > 0. Íî òîãäà íàéäåòñÿ è M > 0 òàêîå, ÷òî

‖x‖C < M.

Â êà÷åñòâå U âîçüìåì øàð Br ⊂ CT ñ öåíòðîì â íóëå è ðàäèóñà r =

max{K,M,NT−1/2}. Òîãäà èìååì

l(x) /∈ λG(x)

äëÿ âñåõ x ∈ ∂U, λ ∈ (0, 1).
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Ïóñòü òåïåðü u ∈ ∂U ∩ Ker l ïðîèçâîëüíî. Ïîñêîëüêó ‖u‖ ≥ NT−1/2,

èç îïðåäåëåíèÿ ñòðîãîé íåãëàäêîé èíòåãðàëüíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè

ïîëó÷àåì, ÷òî ∫ T

0

〈υ(s), f(s)〉ds > 0

äëÿ êàæäîãî èçìåðèìîãî ñå÷åíèÿ υ(s) ∈ ∂V (u) è f(s) ∈ R(s, u). Íî, ïîëà-

ãàÿ υ(s) ≡ υ, ïîëó÷àåì∫ T

0

〈υ, f(s)〉ds = 〈υ,
∫ T

0

f(s)ds〉 = T 〈υ, πf〉 > 0,

äëÿ âñåõ υ ∈ ∂V (u) è, ñëåäîâàòåëüíî,

〈υ, y〉 > 0

äëÿ âñåõ υ ∈ ∂V (u), y ∈ πG(u).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìóëüòèïîëÿ ∂V (u) è πG(u) ãîìîòîïíû íà ∂U ∩Ker l,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

degKer l(πG
∣∣
UKer l

, UKer l) = deg(∂V, UKer l) 6= 0,

ãäå UKer l = U∩Ker l. Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4.4 âûïîëíåíû,

è çàäà÷à (4.10), (4.11) èìååò ðåøåíèå â U .
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4.1.7 Íåãëàäêàÿ èíòåãðàëüíàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñëó-

÷àÿ íåâûïóêëîé íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòè

Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó (4.10), (4.11) äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-

äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íåïðå-

ðûâíûì îãðàíè÷åííûì ìóëüòèîòîáðàæåíèåì ñ êîìïàêòíûìè çíà÷åíèÿìè,

óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ T -ïåðèîäè÷íîñòè ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó.

Çàìå÷àíèå 4.1.9. Â ñèëó [�1.2; 32] äëÿ êàæäîãî êîíóñà K ⊆ Rn îãðàíè÷åí-

íîå íåïðåðûâíîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå R : [0, T ] × C → K(Rn) äîïóñêàåò

îãðàíè÷åííîå K-íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå f : [0, T ]× C → Rn.

Òåîðåìà 4.1.14. Ïóñòü V : Rn → R � ðåãóëÿðíàÿ íåãëàäêàÿ èíòåãðàëü-

íàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (4.10), (4.11) òàêàÿ, ÷òî

ind (V,∞) 6= 0.

Òîãäà çàäà÷à (4.10), (4.11) èìååò ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 3.1.2. Âîçü-

ìåì ïðîèçâîëüíûå t ∈ [0, T ], x ∈ C è ε > 0. Òàê êàê ìóëüòèîòîáðàæåíèå R

íåïðåðûâíî, òî íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî èç òîãî, ÷òî (s, y) ∈ B((t, x), δ)

áóäåò ñëåäîâàòü R(s, y) ⊂ R(t, x) +Bn(ε).

Òîãäà èìååì

F (t, x) ⊂ co f(B((t, x), δ)) ⊂ co R(t, x) +Bn(ε)

è â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ε > 0 ïîëó÷àåì

F (t, x) ⊂ co R(t, x).

Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå (4.18) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ

f ∈ PR(x), ãäå PR(x) � ìóëüòèîïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè, ñîîòâåòñòâóþùèé
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ìóëüòèîòîáðàæåíèþ R(t, xt). Òîãäà, î÷åâèäíî, ýòî ñîîòíîøåíèå áóäåò ñïðà-

âåäëèâî è äëÿ âñåõ f ∈ PF (x), ãäå PF (x) � ìóëüòèîïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè,

ñîîòâåòñòâóþùèé ìóëüòèîòîáðàæåíèþ F (t, xt).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ V (x) ÿâëÿåòñÿ íåãëàäêîé èíòåãðàëüíîé íà-

ïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé è äëÿ âêëþ÷åíèÿ

x′(t) ∈ F (t, xt).

Èç òåîðåìû 4.1.12 òîãäà âûòåêàåò, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à äëÿ ýòîãî

âêëþ÷åíèÿ èìååò ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó (jj) ëåììû 3.1.2, èìååò

ðåøåíèå è çàäà÷à (4.10), (4.11).

158



4.1.8 Íåãëàäêàÿ èíòåãðàëüíàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñëó-

÷àÿ êàóçàëüíîé ïðàâîé ÷àñòè

Îïðåäåëåíèå 4.1.9. Ëîêàëüíî ëèïøèöåâó ôóíêöèþ V : Rn → R íàçîâåì

ñòðîãîé íåãëàäêîé èíòåãðàëüíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ âêëþ÷åíèÿ

(4.15), åñëè íàéäåòñÿ N > 0 òàêîå, ÷òî∫ T

0

〈υ(s), f(s)〉 ds > 0 äëÿ âñåõ f ∈ Q(x), (4.21)

äëÿ âñåõ ñóììèðóåìûõ ñå÷åíèé υ(s) ∈ ∂V (x(s)) è äëÿ ëþáîé àáñîëþòíî

íåïðåðûâíîé ôóíêöèè x ∈ CT òàêîé, ÷òî ‖x‖2 ≥ N è ‖x′(t)‖ ≤ ‖Q(x)(t)‖

ï.â. t ∈ [0, T ].

Òåîðåìà 4.1.15. Ïóñòü V : Rn → R � ðåãóëÿðíàÿ ñòðîãàÿ íåãëàäêàÿ èí-

òåãðàëüíàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (4.15) ñ T -ïåðèîäè÷åñ-

êèì êàóçàëüíûì îïåðàòîðîì Q, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì (Q1) � (Q2),

òàêàÿ, ÷òî

ind (V,∞) 6= 0.

Òîãäà çàäà÷à (4.15) èìååò ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð lx = x′ è

âûïóêëîçíà÷íûå êîìïàêòíûå íà îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâàõ ìóëüòèîïå-

ðàòîðû πQ è kp,qQ.

Äëÿ λ ∈ (0, 1] ðàññìîòðèì ðåøåíèå x ∈ dom l âêëþ÷åíèÿ l(x) ∈ λQ(x).

Òîãäà x(·) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé òàêîé, ÷òî x′(t) =

λf(t) ï.â. t ∈ [0, T ], ãäå f ∈ Q(x). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ‖x‖2 ≥ N.

Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ (4.21), èìååì∫ T

0

〈υ(s), λf(s)〉 ds > 0

äëÿ âñåõ ñóììèðóåìûõ ñå÷åíèé υ(s) ∈ ∂V (x(s)).
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.1.1, ïîëó÷àåì∫ T

0

〈υ(s), λf(s)〉 ds =
1

λ

∫ T

0

〈υ(s), x′(s)〉 ds ≤

≤ 1

λ

∫ T

0

V 0(x(s), x′(s)) ds =
1

λ
(V (x(T ))− V (x(0))) = 0,

äëÿ êàæäîãî ñóììèðóåìîãî ñå÷åíèÿ υ(s) ∈ ∂V (x(s)).

Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî,

‖x‖2 < N.

Çàìåòèì, êàê è ðàíüøå, ÷òî íàéäåòñÿ M > 0 òàêîå, ÷òî

‖x‖C < M.

Â êà÷åñòâå U âîçüìåì øàð Br ⊂ CT ðàäèóñà r = max{K,M,NT−1/2}.

Òîãäà èìååì

l(x) /∈ λQ(x)

äëÿ âñåõ x ∈ ∂U, λ ∈ (0, 1].

Âîçüìåì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå u ∈ ∂U ∩Ker l. Ïîñêîëüêó ‖u‖ ≥ NT−1/2,

èç ñîîòíîøåíèÿ (4.21) ïîëó÷àåì, ÷òî∫ T

0

〈υ, f(s)〉 ds > 0

äëÿ êàæäîãî υ ∈ ∂V (u) è f ∈ Q(u). Íî òîãäà∫ T

0

〈υ, f(s)〉 ds = 〈υ,
∫ T

0

f(s) ds〉 = T 〈υ, πf〉 > 0,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

〈υ, y〉 > 0

äëÿ êàæäîãî υ ∈ ∂V (u), y ∈ πQ(u).

Ýòî çíà÷èò, ÷òî 0 /∈ πQ(u) è ìóëüòèïîëÿ ∂V (u) è πQ(u) íå äîïóñêàþò

ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèé äëÿ u ∈ ∂U ∩ Ker l è, ñëåäîâàòåëüíî, îíè
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ãîìîòîïíû. Òîãäà

deg(πQ
∣∣
UKer l

, UKer l) = deg(∂V, UKer l) 6= 0,

ãäå UKer l = U∩Ker l. Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4.3 âûïîëíåíû,

è âêëþ÷åíèå (4.15) èìååò ðåøåíèå.

Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íóþ ñõåìó è òåîðåìó 2.4.4, íåòðóäíî äîêàçàòü ñëå-

äóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ ïí. ñí. êàóçàëüíîãî îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 4.1.16. Ïóñòü V : Rn → R � ðåãóëÿðíàÿ ñòðîãàÿ íåãëàäêàÿ èí-

òåãðàëüíàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (4.15) ñ T -ïåðèîäè÷åñêèì

êàóçàëüíûì îïåðàòîðîì Q, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì (QL) - (Q2), òà-

êàÿ, ÷òî

ind (V,∞) 6= 0.

Òîãäà çàäà÷à (4.15) èìååò ðåøåíèå.
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4.2 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé

Äëÿ h > 0 îáîçíà÷èì ñèìâîëîì C ïðîñòðàíñòâî C([−h, 0];Rn) íåïðåðûâ-

íûõ ôóíêöèé x : [−h, 0] → Rn ñ íîðìîé ‖x‖ = sup
t∈[−h,0]

‖x(t)‖. Äëÿ äàííîé

ôóíêöèè ψ ∈ C, ñèìâîëîì Dψ îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé x : [−h,+∞) → Rn òàêèõ, ÷òî x(t) = ψ(t), t ∈ [−h, 0] è ñóæåíèå

x íà R+ = [0,+∞) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé.

Äëÿ ôóíêöèè x ∈ Dψ è t ≥ 0 ñèìâîëîì xt ∈ C îáîçíà÷àåòñÿ ôóíêöèÿ,

çàäàííàÿ êàê xt(θ) = x(t+ θ), θ ∈ [−h, 0].

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöè-

àëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

x′(t) ∈ F (t, xt) ï.â. t ∈ R+, (4.22)

x(t) = ψ(t) t ∈ [−h, 0], (4.23)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : R+×C → Kv(Rn) óäîâëåòâî-

ðÿåò óêàçàííûì íèæå óñëîâèÿì:

F1∞) äëÿ êàæäîãî ϕ ∈ C ìóëüòèôóíêöèÿ F (·, ϕ) : R+ → Kv(Rn) èìååò

èçìåðèìîå ñå÷åíèå;

F2∞) ïî÷òè äëÿ êàæäîãî t ∈ R+ ìóëüòèîòîáðàæåíèå F (t, ·) : C → Kv(Rn)

ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó;

F3∞) ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ñóììèðóåìàÿ íà êàæäîì êîìïàêòíîì èí-

òåðâàëå ôóíêöèÿ α(·) ∈ L1
loc(R+) òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî ϕ ∈ C

‖F (t, ϕ)‖ := max
y∈F (t,ϕ)

‖y‖ ≤ α(t)(1 + ‖ϕ‖)

ï.â. t ∈ R+.
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Èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.22), (4.23), óäî-

âëåòâîðÿþùåãî ñëåäóþùåé îöåíêå:

‖x(t)‖ ≤ k

g(t)
, t ∈ R+, k > 0, (4.24)

ãäå g : R+ → R+ � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.

Çàìå÷àíèå 4.2.1. (ñì. [12]). Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (F1∞) äîñòàòî÷íî, ÷òî-

áû äëÿ êàæäîãî ϕ ∈ C ìóëüòèôóíêöèÿ F (·, ϕ) áûëà èçìåðèìà.

Çàìå÷àíèå 4.2.2. (ñì. [12]). Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (F1∞) � (F3∞) äëÿ

êàæäîé ôóíêöèè x ∈ Dψ ìóëüòèôóíêöèÿ t ( F (t, xt), t ∈ R+, äîïóñêàåò

ëîêàëüíî ñóììèðóåìîå ñå÷åíèå.

Äëÿ êàæäîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ψ ∈ C ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (4.22),

(4.23) ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ x ∈ Dψ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (4.22) ï.â. t ∈ R+.

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì V ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé V :

Rn → R, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ êîýðöèòèâíîñòè

lim
‖x‖→+∞

V (x) = +∞.

Ïóñòü V ∈ V. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî r > 0 íàéäåòñÿ k(r) > r òàêîå,

÷òî åñëè

αr := inf{V (x), ‖x‖ ≤ r}, (4.25)

òî

V (x) < αr, ‖x‖ ≥ k(r). (4.26)

Ïóñòü òåïåðü g : R+ → R+ � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ

òàêàÿ, ÷òî

inf{g(t), t ∈ R} ≥ 1.

Îïðåäåëåíèå 4.2.1. Ôóíêöèÿ V ∈ V íàçûâàåòñÿ íåãëàäêèì èíòåãðàëü-

íûì íàïðàâëÿþùèì ïîòåíöèàëîì äëÿ âêëþ÷åíèÿ (4.22) âäîëü ôóíêöèè g,
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åñëè ñóùåñòâóåò

rV > g(0)‖ψ(0)‖ (4.27)

òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè x ∈ Dψ, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì

(i) ñóùåñòâóåò ÷èñëî τx1 > 0 òàêîå, ÷òî

g(t)‖x(t)‖ ≤ rV äëÿ âñåõ t ∈ [0, τx1 );

(ii) ñóùåñòâóåò ÷èñëî τx∗ > τx1 òàêîå, ÷òî

g(τx∗ )‖x(τx∗ )‖ = kV := k(rV );

(iii) ‖x′(t)‖ ≤ ‖F (t, xt)‖ äëÿ ï.â. t ∈ R+;

èìååì ∫ τx∗

τx]

〈
v(s), g′(s)x(s) + g(s)f(s)

〉
ds ≥ 0 (4.28)

äëÿ âñåõ ñóììèðóåìûõ ñå÷åíèé v(s) ∈ ∂V (g(s)x(s)) è f(s) ∈ F (s, xs), ãäå

τx] := sup{τ ∈ [τx1 , τ
x
∗ ), ‖g(τ)x(τ)‖ = rV }.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.2.1. Åñëè V ∈ V ÿâëÿåòñÿ íåãëàäêèì èíòåãðàëüíûì íàïðàâ-

ëÿþùèì ïîòåíöèàëîì äëÿ âêëþ÷åíèÿ (4.22) âäîëü ôóíêöèè g, òî êàæäîå

ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (4.22), (4.23) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé îöåíêå:

‖x(t)‖ ≤ kV ·
1

g(t)
, t ∈ R+. (4.29)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé (F1∞)−(F3∞) è îñíîâíûõ ñâîéñòâ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ âêëþ÷åíèé (ñì., íàïðèìåð, [12], [73], [100], [118], [120]) ñëåäóåò,

÷òî âñå ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.22), (4.23) ïðîäîëæèìû íà R+ è ìíîæåñòâî òà-

êèõ ðåøåíèé íåïóñòî.

Ïóñòü x(·) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (4.22), (4.23), îïðåäåëåííîå

íà R+.
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Èç (4.27) ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ τx1 > 0 òàêîå, ÷òî

g(t)‖x(t)‖ ≤ rV < kV , t ∈ [0, τx1 ). (4.30)

Åñëè τx1 = +∞, òî

‖x(t)‖ < kV ·
1

g(t)
, t ∈ R+ (4.31)

è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Åñëè t1 < +∞, òî îöåíêà (4.30) ñïðàâåäëèâà òîëüêî íà êîíå÷íîì ïðî-

ìåæóòêå. Ïîêàæåì, ÷òî

g(t)‖x(t)‖ ≤ kV , t ∈ R+. (4.32)

Â ïðåäïîëîæåíèè ïðîòèâíîãî íàéäåòñÿ τx2 > τx1 òàêîå, ÷òî

g(τx2 )‖x(τx2 )‖ > kV . (4.33)

Èç (4.30) è (4.33) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå τx1 < τx∗ < τx2 , ïðè êîòîðîì

g(τx∗ )‖x(τx∗ )‖ = kV . (4.34)

Ïóñòü

τx] = sup{τ ∈ [τx1 , τ
x
∗ ), g(τ)‖x(τ)‖ = rV },

ñëåäîâàòåëüíî,

g(τx] )‖x(τx] )‖ = rV .

Îòñþäà, â ñèëó (4.26), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó

V (g(τx] )x(τx] )) ≥ αrV . (4.35)

Èç îïðåäåëåíèÿ 4.2.1 è ëåììû 3.1.1 èìååì

V (g(τx∗ )x(τx∗ ))− V (g(τx] )x(τx] )) =

=

∫ τx∗

τx]

V 0(g(s)x(s), g′(s)x(s) + g(s)x′(s))ds ≥
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≥
∫ τx∗

τx]

〈
v(s), g′(s)x(s) + g(s)x′(s)

〉
ds ≥ 0, v(s) ∈ ∂V (g(s)x(s)).

Îòêóäà è èç ñîîòíîøåíèé (4.26), (4.34) è (4.35) èìååì

αrV > V (g(τx∗ )x(τx∗ )) ≥ V (g(τx] )x(τx] )) ≥ αrV .

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (4.32).

Ñëåäñòâèå 4.2.1. Åñëè V ∈ V ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì íàïðàâëÿþùèì

ïîòåíöèàëîì äëÿ âêëþ÷åíèÿ (4.22) âäîëü ôóíêöèè g, òî êàæäîå ðåøåíèå

çàäà÷è Êîøè (4.22), (4.23) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (4.29).
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Ãëàâà 5

Ìåòîä ìíîãîëèñòíûõ âåêòîðíûõ

íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé

5.1 Ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à

5.1.1 Ìíîãîëèñòíàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñëó÷àÿ âûïóê-

ëîé ïðàâîé ÷àñòè

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñíà÷àëà ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó äëÿ äèôôåðåíöè-

àëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

z′(t) ∈ F (t, z(t)), (5.1)

z(0) = z(T ), (5.2)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : R × Rn → Kv(Rn) ïí. ñâ.

ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà

è T -ïåðèîäè÷íî (T > 0) ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó:

F (t, z) = F (t+ T, z) äëÿ âñåõ t ∈ R, z ∈ Rn

(î÷åâèäíî, ýòî óñëîâèå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F çà-

äàííûì íà [0, T ]× Rn).

Âñþäó â äàëüíåéøåì ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (5.1), (5.2) ïîíèìàåòñÿ àá-

ñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ z : R → Rn, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïî÷òè â
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êàæäîé òî÷êå âêëþ÷åíèþ (5.1) è óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè (5.2).

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn(n > 2) âûäåëåíà äâóìåðíàÿ ïëîñêîñòü R2 è

äîïîëíèòåëüíîå ê íåé ïîäïðîñòðàíñòâî Rn−2. Ïóñòü q � îïåðàòîð ïðîåêòè-

ðîâàíèÿ íà ïëîñêîñòü R2 âäîëü ïîäïðîñòðàíñòâà Rn−2, à p = I − q. Íèæå

ýëåìåíòû R2 îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç ξ, ýëåìåíòû Rn−2 � ÷åðåç ζ. Ïóñòü ϕ, ρ �

ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â R2.

Ðàññìîòðèì ìíîãîëèñòíóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü

Π = {(ϕ, ρ) : ϕ ∈ (−∞,∞), ρ ∈ (0,∞)} .

Ïóñòü íà Π çàäàíà ñêàëÿðíàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ

W (ϕ, ρ), äëÿ êîòîðîé

∂W (ϕ, ρ)

∂ϕ
> 0, (ϕ, ρ) ∈ Π, (5.3)

W (ϕ+ 2π, ρ) = W (ϕ, ρ) + 2π, (ϕ, ρ) ∈ Π. (5.4)

Íà ïîäïðîñòðàíñòâå Rn−2 ïóñòü çàäàíà ñêàëÿðíàÿ íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V (ζ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ êîýðöèòèâíîñòè

lim
‖ζ‖→∞

V (ζ) = +∞. (5.5)

Äëÿ 0 ≤ ρ1 < ρ2 è ϑ > ϑ0 = minV (ζ) âûäåëèì îáëàñòü

Ω (ϑ, ρ1, ρ2) = {z ∈ Rn : V (pz) < ϑ, ρ1 < ‖qz‖ < ρ2} .

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà [0, T ] çàäàíû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè α(·), β(·)

òàêèå, ÷òî ï.â. t ∈ [0, T ]

sup
z∈Ω(ϑ,ρ1,ρ2)

sup
y∈F (t,z)

〈∇W (qz), qy〉 < α(t), (5.6)

inf
z∈Ω(ϑ,ρ1,ρ2)

inf
y∈F (t,z)

〈∇W (qz), qy〉 > β(t), (5.7)

ïðè÷åì

2π(N − 1) <

T∫
0

α(τ)dτ ,

T∫
0

β(τ)dτ < 2πN, (5.8)
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ãäå N � öåëîå ÷èñëî.

Äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 5.1.1. Ïàðó ôóíêöèé {V (ζ),W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèõ ñâîé-

ñòâàìè (5.3)�(5.8), áóäåì íàçûâàòü ñòðîãîé ìíîãîëèñòíîé âåêòîðíîé íà-

ïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé (ÌÂÍÔ) äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè

Ω (ϑ, ρ1, ρ2) , åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

sup
t∈[0,T ]

sup
y∈F (t,z)

|〈qy, qz〉|
‖qz‖

<
ρ2 − ρ1

2T
, z ∈ Ω(ϑ, ρ1, ρ2); (5.9)

〈∇V (pz), py〉 < 0 äëÿ âñåõ y ∈ F (t, z), V (pz) ≥ ϑ, ‖qz‖ ≤ ρ2. (5.10)

Äëÿ ρ0 = (ρ1 + ρ2)/2 ïîëîæèì

G(ϑ, ρ0) = {z ∈ Rn : V (pz) < ϑ, ‖qz‖ < ρ0} .

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.1.1. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) ìîæíî óêàçàòü ñòðîãóþ

ÌÂÍÔ îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (ϑ, ρ1, ρ2) . Òîãäà çàäà÷à (5.1), (5.2) èìå-

åò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G(ϑ, ρ0), t ∈

[0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì äëÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F íà êîìïàêòíîì ìíî-

æåñòâå [0, T ]×G(ϑ, ρ2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εm-àïïðîêñèìàöèé fεm, ò.å. îòîá-

ðàæåíèé fεm : [0, T ] × G(ϑ, ρ2) → Rn, ãðàôèê êàæäîãî èç êîòîðûõ ñîäåð-

æèòñÿ â εm-îêðåñòíîñòè ãðàôèêà ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F è îáëàñòü çíà÷åíèé

îòîáðàæåíèÿ fεm óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

fεm([0, T ]×G(ϑ, ρ2)) ⊂ coF ([0, T ]×G(ϑ, ρ2)). (5.11)

[�1.2; 23]. Êðîìå òîãî, èç êîíñòðóêöèè εm-àïïðîêñèìàöèé (ñì. [12]) íåòðóä-

íî âèäåòü, ÷òî áåç óùåðáà äëÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü fεm ïî ïåðâîìó

àðãóìåíòó T -ïåðèîäè÷íûìè.
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî εm âûïîëíåíî

fεm(t, z) ∈ Uεm (F (Bεm(t, z)))

äëÿ âñåõ (t, z) ∈ [0, T ]×G(ϑ, ρ2), ãäå Uεm îáîçíà÷àåò εm-îêðåñòíîñòü ìíîæå-

ñòâà â Rn, à Bεm îáîçíà÷àåò εm-îêðåñòíîñòü òî÷êè (t, z). Îòñþäà âûòåêàåò,

÷òî ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâà, çàäàþùèå ñîîòíîøåíèÿ (5.6)�(5.10) ÿâëÿþòñÿ

ñòðîãèìè, òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ εm îòîáðàæåíèÿ fεm òàêæå óäîâëåòâî-

ðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (5.6)�(5.10).

Èç ðåçóëüòàòîâ [151] âûòåêàåò, ÷òî êàæäîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-

íèå

z′(t) = fεm(t, z(t))

îáëàäàåò T -ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì zm(·) òàêèì, ÷òî

zm(t) ∈ G(ϑ, ρ0), t ∈ [0, T ].

Èç ñîîòíîøåíèé (5.11) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè zm(·) ðàâíîñòåïåííî íå-

ïðåðûâíû [�1.1; 7] è, òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü áåç óùåðáà äëÿ îáù-

íîñòè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé zm(·) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè z(·) òà-

êîé, ÷òî

z(t) ∈ G(ϑ, ρ0), t ∈ [0, T ],

è êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì âêëþ÷åíèÿ (5.1).

Ïðèìåð 5.1.1. Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó äëÿ ïîëóëèíåéíîãî äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

z′(t) ∈ Az(t) +G(t, z(t)) ï.â. t ∈ [0, T ], (5.12)

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî A : Rn → Rn � ëèíåéíûé îïåðàòîð, à ìóëüòèîòîáðàæåíèå

G : R × Rn → Kv(Rn) ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó T -ïåðèîäè÷íî, ïí. ñâ. ïî

ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà.
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Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) R2 � äâóìåðíîå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ìàòðèöû îïåðàòîðà A,

îòâå÷àþùåå ïàðå ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1,2 = ± iω0, ãäå ω0 > 0;

îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λj ëåæàò ñëåâà îò ìíèìîé îñè:

Re λj < 0, j = 3, ..., n;

2) Rn−2− äîïîëíèòåëüíîå ê R2 èíâàðèàíòíîå äëÿ ìàòðèöû A ïîäïðî-

ñòðàíñòâî;

3) ïåðèîä T0 = 2π/ω0 ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû z′ = Az ñâÿçàí ñ

ïåðèîäîì T ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ G ñîîòíîøåíèåì

T = nT0, n ∈ N ;

4) ìóëüòèîòîáðàæåíèå G èìååò âèä G(t, z) = G0(t, z)×G1(t, z) ⊂ Rn−2×

R2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {x, y} êîîðäèíàòû âåêòîðà ξ ∈ R2 â íåêîòîðîì áàçèñå

{e1, e2} . Òîãäà êàæäûé âåêòîð z ∈ Rn åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì

â âèäå

z = ζ + ξ = ζ + xe1 + ye2

è Az = A(ζ + xe1 + ye2) = A0ζ + ω0(−ye1 + xe2), ãäå A0− ñóæåíèå A íà

Rn−2. Ïîýòîìó âêëþ÷åíèå (5.12) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå
dζ
dt ∈ A0ζ +G0(t, ζ, x, y),

dx
dt ∈ −ω0y +X(t, ζ, x, y),

dy
dt ∈ ω0x+ Y (t, ζ, x, y).

(5.13)

Ïóñòü ϕ = arctg yx , ρ =
√
x2 + y2. Ïîëîæèì

V (ζ) = 〈ζ,Dζ〉, W (ϕ, ρ) = ϕ,

ãäå D = 2
∞∫
0

exp(AT
0 τ) exp(A0τ)dτ.
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Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïàðà {V (ζ),W (ϕ, ρ)} ÿâëÿåòñÿ ñòðîãîé ÌÂÍÔ

äëÿ ñèñòåìû (5.13) îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé îáëàñòè Ω(ϑ, ρ1, ρ2). Òîãäà â

ñèëó òåîðåìû 5.1.1 ñèñòåìà (5.13) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå

{ζ(t), x(t), y(t)} ∈ G(ϑ, ρ2), t ∈ [0, T ].

Ñóùåñòâîâàíèå T -ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) ìîæåò áûòü

îáîñíîâàíî è ïðè íåêîòîðûõ áîëåå îáùèõ, ÷åì (5.10), óñëîâèÿõ.

Îïðåäåëåíèå 5.1.2. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V (ζ) íà-

çûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì ïîòåíöèàëîì, åñëè âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

∇V (ζ) 6= 0 äëÿ âñåõ ζ ∈ Rn−2 : V (ζ) ≥ ϑ.

Åñëè ôóíêöèÿ V (ζ) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ïîòåíöèàëîì, òî ñ ïîìî-

ùüþ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè îòîáðàæåíèé (ñì., íàïðèìåð, [40, 41]) äëÿ íåå

åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íî-

ñòè ind (V,∞).

Îïðåäåëåíèå 5.1.3. Ïàðó ôóíêöèé {V (ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèõ ñâîé-

ñòâàìè (5.3)�(5.8), íàçîâåì îáîáùåííîé ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) îòíîñè-

òåëüíî îáëàñòè Ω (ϑ, ρ1, ρ2) , åñëè ôóíêöèÿ V (ζ) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì

ïîòåíöèàëîì è, êðîìå óñëîâèÿ (5.9), âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

〈∇V (pz), py〉 ≤ 0 õîòÿ áû äëÿ îäíîãî y ∈ F (t, z), (5.14)

ãäå V (pz) ≥ ϑ, ‖qz‖ ≤ ρ2.

Åñëè ñîîòíîøåíèå (5.14) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ y ∈ F (t, z), òî ïàðó ôóíê-

öèé {V (ζ), W (ϕ, ρ)} íàçîâåì ïðîñòî ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) îòíîñè-

òåëüíî îáëàñòè Ω (ϑ, ρ1, ρ2) áåç óïîìèíàíèÿ ñëîâà "îáîáùåííàÿ".

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

172



Òåîðåìà 5.1.2. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) ìîæíî óêàçàòü îáîáùåííóþ

ÌÂÍÔ îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (ϑ, ρ1, ρ2) . Òîãäà çàäà÷à (5.1), (5.2) èìå-

åò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G (ϑ, ρ0), t ∈

[0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ìóëüòèîòîáðàæåíèå B : Rn ( Rn ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì

B(z) = {y ∈ Rn : 〈γ(z)∇V (pz), py〉 ≤ 0} ,

ãäå γ(z) =

 0, V (pz) ≤ ϑ1,

1, V (pz) > ϑ1,
ϑ0 < ϑ1 < ϑ.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî B ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìóëüòèîòîáðàæåíèåì.

Äëÿ íåâûðîæäåííîãî ïîòåíöèàëà V (ζ) îïðåäåëèì íåïðåðûâíîå îòîáðà-

æåíèå YV : Rn−2 → Rn−2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

YV (pz) =

 −∇V (pz), ‖∇V (pz)‖ ≤ 1,

− ∇V (pz)
‖∇V (pz)‖ , ‖∇V (pz)‖ > 1.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûå äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ

z′(t) ∈ FB(t, z(t)) = F (t, z(t)) ∩B(z(t)), (5.15)

z′(t) ∈ FB(t, z(t)) + εmYV (pz(t)) (5.16)

äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ εm.

Îòìåòèì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè âêëþ÷åíèé (5.15) è (5.16) òàêæå ÿâëÿþòñÿ

ïí. ñâ.

Äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.15) ñîîòíîøåíèå (5.14) áóäåò ñïðàâåäëèâî óæå äëÿ

âñåõ y ∈ FB(t, z), à äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.16) îíî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ â ñòðîãîé

ôîðìå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà ôóíêöèé {V (ζ), W (ϕ, ρ)} ÿâëÿåòñÿ ñòðîãîé

ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.16) ïðè êàæäîì εm > 0. Òîãäà ïî òåîðåìå 5.1.1

êàæäîå âêëþ÷åíèå (5.16) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå zm(·) òàêîå, ÷òî
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zm(t) ∈ G(ϑ, ρ0), t ∈ [0, T ]. Óñòðåìëÿÿ εm ê íóëþ, ïîëó÷àåì èñêîìîå

ðåøåíèå z(·) âêëþ÷åíèÿ (5.1) êàê ïðåäåëüíóþ òî÷êó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

zm(·).

Ñëåäñòâèå 5.1.1. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) ìîæíî óêàçàòü ÌÂÍÔ îò-

íîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (ϑ, ρ1, ρ2) . Òîãäà çàäà÷à (5.1), (5.2) èìååò ïî êðàé-

íåé ìåðå îäíî ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G (ϑ, ρ0), t ∈ [0, T ].

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó (5.1), (5.2) â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : R × Rn → Kv(Rn) óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì

óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè, óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà è T -ïåðèîäè÷íî ïî

ïåðâîìó àðãóìåíòó.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà [0, T ] çàäàíû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè α(·),

β(·) òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 è äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ]

sup
z∈Ω(ϑ,ρ1,ρ2)

sup
y∈F (t,z)

〈∇W (qz), qy〉 ≤ α(t)− ε, (5.17)

inf
z∈Ω(ϑ,ρ1,ρ2)

inf
y∈F (t,z)

〈∇W (qz), qy〉 ≥ β(t) + ε, (5.18)

ïðè÷åì

2π(N − 1) + ε ≤
T∫

0

α(τ)dτ ,

T∫
0

β(τ)dτ ≤ 2πN − ε, (5.19)

ãäå N � öåëîå ÷èñëî.

Äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 5.1.4. Ïàðó ôóíêöèé {V (ζ),W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèõ ñâîé-

ñòâàìè (5.3)�(5.5), (5.17)�(5.19), áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííîé ÌÂÍÔ äëÿ

âêëþ÷åíèÿ (5.1) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (ϑ, ρ1, ρ2) , åñëè ôóíêöèÿ V (ζ) ÿâ-

ëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ïîòåíöèàëîì è äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 âûïîëíåíû

óñëîâèÿ:

sup
t∈[0,T ]

sup
y∈F (t,z)

|〈qy, qz〉|
‖qz‖

≤ ρ2 − ρ1

2T
− ε, z ∈ Ω(ϑ, ρ1, ρ2); (5.20)
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〈∇V (pz), py〉 ≤ 0 õîòÿ áû äëÿ îäíîãî y ∈ F (t, z), (5.21)

ãäå V (pz) ≥ ϑ, ‖qz‖ ≤ ρ2.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.1.3. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) ìîæíî óêàçàòü îáîáùåííóþ

ÌÂÍÔ îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (ϑ, ρ1, ρ2) . Òîãäà çàäà÷à (5.1), (5.2) èìå-

åò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G(ϑ, ρ0), t ∈

[0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà äëÿ âêëþ÷åíèÿ

(5.1) îïðåäåëåíà ÌÂÍÔ. Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü F äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ-

÷åíèÿ (5.1) óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè, òî (ñì., íà-

ïðèìåð, [90]) äëÿ êàæäîãî εm > 0 ñóùåñòâóåò ìóëüòèîòîáðàæåíèå Fεm :

R× Rn → Kv(Rn) òàêîå, ÷òî:

(à) Fεm ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó T -ïåðèîäè÷íî;

(á) Fεm(t, z) ⊂ F (t, z) ï.â. (t, z) ∈ R× Rn;

(â) ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Jεm ïðîìåæóòêà J = [0, T ] òà-

êîå, ÷òî µ(J\Jεm) ≤ εm (ãäå µ � ìåðà Ëåáåãà) è Fεm|Jεm×Rn ïí. ñâ.;

(ã) åñëè u,w èçìåðèìû è w(t) ∈ F (t, u(t)) ï.â. t ∈ J, òî w(t) ∈ Fεm(t, u(t))

ï.â. t ∈ J.

Ïóñòü Pm : [0, T ] ( Jεm � ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ è

F̃εm(t, z) = coFεm(Pm(t), z) ï.â. (t, z) ∈ R× Rn.

Òàê êàê ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ ïí. ñâ., òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F̃εm òàêæå

ïí. ñâ. (ñì., íàïðèìåð, [119]).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé

z′(t) ∈ F̃εm(t, z(t)), m = 1, 2, ...
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âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (5.17)�(5.21) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 5.1.2

ñ ó÷åòîì ñëåäñòâèÿ 5.1.1 êàæäîå èç íèõ èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå

z̃m(·). Óñòðåìëÿÿ εm ê íóëþ, ïîëó÷àåì èñêîìîå ðåøåíèå z(·) êàê ïðåäåëü-

íóþ òî÷êó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè z̃m(·).

(ii) Ïóñòü òåïåðü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) îïðåäåëåíà îáîáùåííàÿ ÌÂÍÔ.

Îïðåäåëèì ìóëüòèîòîáðàæåíèå B : Rn ( Rn ñëåäóþùèì îáðàçîì

B(z) = {y ∈ Rn : 〈γ(z)∇V (pz), py〉 ≤ 0} ,

ãäå γ(z) =

 0, V (pz) ≤ ϑ1,

1, V (pz) > ϑ1,
ϑ0 < ϑ1 < ϑ.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî B ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìóëüòèîòîáðàæåíèåì.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

z′(t) ∈ FB(t, z(t)) = F (t, z(t)) ∩B(z(t)).

Äëÿ ýòîãî âêëþ÷åíèÿ ñîîòíîøåíèå (5.21) áóäåò ñïðàâåäëèâî óæå äëÿ

âñåõ y ∈ FB(t, z). Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà ôóíêöèé {V (ζ), W (ϕ, ρ)} ÿâëÿåò-

ñÿ äëÿ íåãî ÌÂÍÔ. Ââèäó ïóíêòà (i) âñïîìîãàòåëüíîå äèôôåðåíöèàëüíîå

âêëþ÷åíèå, à, ñëåäîâàòåëüíî, è âêëþ÷åíèå (5.1), èìåþò T -ïåðèîäè÷åñêîå

ðåøåíèå z(·) òàêîå, ÷òî z(t) ∈ G(ϑ, ρ0), t ∈ [0, T ].

5.1.2 Ìíîãîëèñòíàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñëó÷àÿ íîð-

ìàëüíîé ïðàâîé ÷àñòè

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òåïåðü ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó äëÿ äèôôåðåíöè-

àëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

z′(t) ∈ R(t, z(t)), (5.22)

z(0) = z(T ), (5.23)
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â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå R : R × Rn → K(Rn) ÿâëÿåòñÿ

íîðìàëüíûì è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ T -ïåðèîäè÷íîñòè (T > 0) ïî ïåðâî-

ìó àðãóìåíòó.

Îïðåäåëåíèå 5.1.5. Ïàðó ôóíêöèé {V (ζ),W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèõ ñâîé-

ñòâàìè (5.3)�(5.5), (5.17)�(5.19), áóäåì íàçûâàòü ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ÷åíèÿ

(5.22) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (ϑ, ρ1, ρ2) , åñëè ôóíêöèÿ V (ζ) ÿâëÿåòñÿ íå-

âûðîæäåííûì ïîòåíöèàëîì è, êðîìå óñëîâèÿ, àíàëîãè÷íîãî (5.20), âûïîë-

íåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

〈∇V (pz), py〉 ≤ 0 äëÿ âñåõ y ∈ R(t, z), V (pz) ≥ ϑ, ‖qz‖ ≤ ρ2.

(5.24)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.1.4. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.22) ìîæíî óêàçàòü ÌÂÍÔ îò-

íîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (ϑ, ρ1, ρ2). Òîãäà çàäà÷à (5.22), (5.23) èìååò ïî êðà-

éíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G (ϑ, ρ0), t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ êâà-

çèñå÷åíèåì ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ R, ò.å.:

(j) ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : [0, T ]× Rn → Kv(Rn) óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì

óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè è óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà;

(jj) F (t, z) ∩R(t, z) 6= ∅ äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ], z ∈ Rn;

(jjj) êàæäîå ðåøåíèå z : [0, T ]→ Rn çàäà÷è

z′(t) ∈ F (t, z(t)), (5.25)

z(0) = z(T ), (5.26)
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ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è (5.22), (5.23).

Â ñèëó (jjj) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à (5.25), (5.26) èìååò ðåøå-

íèå.

Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïàðà ôóíêöèé {V (ζ),W (ϕ, ρ)} íå ÿâëÿåòñÿ

ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.25).

Ïóñòü ε > 0 òî æå, ÷òî è â îïðåäåëåíèè ÌÂÍÔ. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå

C : Rn → P (Rn) çàäàíî êàê

C(z) =


y ∈ Rn :

〈γ(z)∇V (pz), py〉 ≤ 0,

|〈qy,η(z)qz〉|
‖qz‖ ≤ ρ2−ρ1

2T − ε,
2π
T (N − 1) + ε ≤ 〈η(z)∇W (qz), qy〉 ≤ 2π

T N − ε,

N − öåëîå;


,

ãäå

γ(z) =

 0, V (pz) ≤ ϑ1, ‖qz‖ ≤ ρ2,

1, V (pz) > ϑ1, ‖qz‖ ≤ ρ2,
η(z) =

 1, V (pz) ≤ ϑ1, ‖qz‖ ≤ ρ2,

0, V (pz) > ϑ1, ‖qz‖ ≤ ρ2,

ϑ0 < ϑ1 < ϑ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìóëüòèîòîáðàæå-

íèåì. Òîãäà ìóëüòèîòîáðàæåíèå FC(t, z) = F (t, z) ∩ C(z) èìååò âûïóêëûå

êîìïàêòíûå çíà÷åíèÿ è óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

z′(t) ∈ FC(t, z(t)). (5.27)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïàðà ôóíêöèé {V (ζ),W (ϕ, ρ)} ÿâëÿåòñÿ ÌÂÍÔ

äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.27). Èç òåîðåìû 5.1.3 òîãäà ñëåäóåò, ÷òî âêëþ÷åíèå (5.27)

èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì çàäà÷è (5.25), (5.26) è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è

(5.22), (5.23).
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5.1.3 Íåãëàäêàÿ ìíîãîëèñòíàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñëó-

÷àÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Äàëåå â êà÷åñòâå îñíîâíîãî àïïàðàòà èññëåäîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-

øåíèé áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàçâèòèå íà "íåãëàäêèé" ñëó÷àé ìåòîäà ìíî-

ãîëèñòíûõ âåêòîðíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé.

Ñíà÷àëà áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó äëÿ äèôôåðåí-

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

z′(t) = f(t, z(t)), (5.28)

z(0) = z(T ), (5.29)

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(t, z) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ,

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó è T -ïåðèîäè÷íà ïî

ïåðâîìó àðãóìåíòó (T > 0).

Ïóñòü íà Π çàäàíà ñêàëÿðíàÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ

W (ϕ, ρ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (5.4), äëÿ êîòîðîé

W 0
1 (ϕ0, ρ;ψ) > 0, (ϕ, ρ) ∈ Π, ψ ∈ (−∞,+∞), (5.30)

ãäå W 0
1 (ϕ0, ρ;ψ) � îáîáùåííàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êëàðêà ôóíêöèè

W (ϕ, ρ) â òî÷êå ϕ0 ïî íàïðàâëåíèþ ψ [�1.2; 34].

Íà ïîäïðîñòðàíñòâå Rn−2 ïóñòü çàäàíà ñêàëÿðíàÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâà

ôóíêöèÿ V (ζ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (5.5).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà [0, T ] çàäàíû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè αϑ,ρ1,ρ2(·)

è βϑ,ρ1,ρ2(·) òàêèå, ÷òî

sup
z∈Ω(ϑ,ρ1,ρ2)

〈w, qf(t, z)〉 < αϑ,ρ1,ρ2(t) äëÿ âñåõ w ∈ ∂W (qz), (5.31)

inf
z∈Ω(ϑ,ρ1,ρ2)

〈w, qf(t, z)〉 > βϑ,ρ1,ρ2(t) äëÿ âñåõ w ∈ ∂W (qz), (5.32)
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ïðè÷åì

2π(N − 1) <

T∫
0

αϑ,ρ1,ρ2(τ)dτ ,

T∫
0

βϑ,ρ1,ρ2(τ)dτ < 2πN, (5.33)

ãäå N � öåëîå ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 5.1.6. Ïàðó ôóíêöèé {V (ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèõ ñâîé-

ñòâàìè (5.4), (5.5), (5.30)�(5.33), íàçîâåì ñòðîãîé íåãëàäêîé ìíîãîëèñòíîé

âåêòîðíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé (ÌÂÍÔ) äëÿ óðàâíåíèÿ (5.28) îòíî-

ñèòåëüíî îáëàñòè Ω (ϑ, ρ1, ρ2) , åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

sup
t∈[0,T ]

|〈qf(t, z), qz〉|
‖qz‖

<
ρ2 − ρ1

2T
, z ∈ Ω(ϑ, ρ1, ρ2); (5.34)

〈υ, pf(t, z)〉 < 0 (5.35)

äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ], υ ∈ ∂V (pz), V (pz) ≥ ϑ, ‖qz‖ ≤ ρ2.

Ïðèìåð 5.1.2. Íà ïîäïðîñòðàíñòâå Rn−2 ïóñòü çàäàíû ñêàëÿðíûå íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå îãðàíè÷åííûå ñíèçó ôóíêöèè V1(ζ), V2(ζ), ...,

Vk(ζ), ζ ∈ Rn−2, k ≥ 1, õîòÿ áû îäíà èç êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ

lim
‖ζ‖→∞

Vi0(ζ) = +∞ (1 ≤ i0 ≤ k).

Äëÿ ρ2 > ρ1 ≥ 0 è ϑ > ϑ0 = max
1≤i≤k

inf Vi(ζ) âûäåëèì îáëàñòü

Ω (ϑ, ρ1, ρ2) = {z ∈ Rn : Vi(pz) < ϑ, i = 1, ..., k, ρ1 < ‖qz‖ < ρ2} .

Ïîëîæèì

V (ζ) = max
1≤i≤k

Vi(ζ).

Ïóñòü ìíîæåñòâà Σi = {z ∈ Rn : ∇Vi(pz) 6= 0, i = 1, ..., k} îáðàçóþò ïî-

êðûòèå [�1.2; 21] ìíîæåñòâà

Σ (ϑ, ρ2) = {z ∈ Rn : V (pz) ≥ ϑ, ‖qz‖ ≤ ρ2} .
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Ïóñòü íà Π çàäàíà ñêàëÿðíàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ

W (ϕ, ρ), äëÿ êîòîðîé

∂W (ϕ, ρ)

∂ϕ
> 0, (ϕ, ρ) ∈ Π,

W (ϕ+ 2π, ρ) = W (ϕ, ρ) + 2π, (ϕ, ρ) ∈ Π.

Ïîëîæèì

αϑ,ρ1,ρ2(t) = sup
z∈Ω(ϑ,ρ1,ρ2)

〈∇W (qz), qf(t, z)〉,

βϑ,ρ1,ρ2(t) = inf
z∈Ω(ϑ,ρ1,ρ2)

〈∇W (qz), qf(t, z)〉,

ïðè÷åì

2π(N − 1) <

T∫
0

αϑ,ρ1,ρ2(τ)dτ ,

T∫
0

βϑ,ρ1,ρ2(τ)dτ < 2πN,

ãäå N � öåëîå ÷èñëî.

Ïóñòü ïàðà ôóíêöèé {Vi(ζ), W (ϕ, ρ)} , i = 1, ..., k, ÿâëÿåòñÿ ñòðîãîé

ÌÂÍÔ äëÿ óðàâíåíèÿ (5.28) â ñëåäóþùåì ñìûñëå (ñð. [53]):

sup
t∈[0,T ]

|〈qf(t, z), qz〉|
‖qz‖

<
ρ2 − ρ1

2T
, z ∈ Ω(ϑ, ρ1, ρ2);

〈∇Vi(pz), pf(t, z)〉 < 0, z ∈ Σi, i = 1, ..., k.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïàðà {V (ζ), W (ϕ, ρ)} ÿâëÿåòñÿ ñòðîãîé íåãëàä-

êîé ÌÂÍÔ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 5.1.6 äëÿ óðàâíåíèÿ (5.28) îòíîñèòåëüíî

âñåé îáëàñòè Ω (ϑ, ρ1, ρ2) .

Ïðèìåíåíèå èäåé ðàáîòû [53] è òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ìíî-

ãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ïîçâîëÿåò îáîñíîâàòü ñëåäóþùèé ïðèíöèï ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.

Òåîðåìà 5.1.5. Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (5.28) ìîæíî óêàçàòü ñòðîãóþ

íåãëàäêóþ ÌÂÍÔ îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (ϑ, ρ1, ρ2) . Òîãäà óðàâíåíèå

(5.28) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî

z∗(t) ∈ G (ϑ, ρ0) , t ∈ [0, T ].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ñäâèãà UT

ïî òðàåêòîðèÿì óðàâíåíèÿ (5.28) îïðåäåëåí íà ìíîæåñòâå G (ϑ, ρ0) è íåâû-

ðîæäåí íà ãðàíèöå ∂G (ϑ, ρ0) . Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü, ÷òî âñå

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.28) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì z0 ∈ G (ϑ, ρ0) ïðîäîëæè-

ìû íà ïðîìåæóòîê [0, T ] è îáëàäàþò ñâîéñòâîì T -íåâîçâðàùàåìîñòè íà

∂G (ϑ, ρ0) .

Ïóñòü Gζ(ϑ) =
{
ζ ∈ Rn−2 : V (ζ) < ϑ

}
è Gξ(ρ2) =

{
ξ ∈ R2 : ‖ξ‖ < ρ2

}
.

Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòó ζ(t). Åñëè ζ(0) � âíóòðåííÿÿ òî÷êà îáëàñòè

Gζ(ϑ), òî ìîæíî óêàçàòü ÷èñëî ε1 > 0, ïðè êîòîðîì

ζ(t) ∈ Gζ(ϑ), t ∈ (0, ε1). (5.36)

Ïóñòü òåïåðü ζ(0) ∈ ∂Gζ(ϑ) è, ñëåäîâàòåëüíî, V (ζ(0)) = ϑ. Òàê êàê

‖ξ(0)‖ ≤ ρ0 < ρ2, òî èç (5.35) âûòåêàåò îöåíêà

〈υ, pf(0, ζ(0), ξ(0))〉 < 0 äëÿ âñåõ υ ∈ ∂V (ζ(0)).

Íî äëÿ êàæäîãî ν ∈ Rn−2 âûïîëíÿåòñÿ (ñì., íàïðèìåð, [31])

V 0(ζ; ν) = max {〈υ, ν〉 : υ ∈ ∂V (ζ)} .

Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé Êëàðêà ñëåäóåò, ÷òî

ïðè ìàëûõ t > 0 âåðíû ñîîòíîøåíèÿ V (ζ(t)) < ϑ. Ïîýòîìó ïðè íåêîòîðîì

ε1 > 0 ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå (5.36).

Äëÿ êîìïîíåíòû ξ(t), î÷åâèäíî, ïðè íåêîòîðîì ε2 > 0 âûïîëíÿåòñÿ

ξ(t) ∈ Gξ(ρ2), t ∈ (0, ε2). (5.37)

Â ñèëó (5.36) è (5.37) z(t) ∈ G(ϑ, ρ2), 0 < t < min{ε1, ε2}. Ïîýòîìó

îïðåäåëåíî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî

t∗ = sup {t > 0 : z(t) ∈ G(ϑ, ρ2)} .
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Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (5.34), íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî t∗ > T. Ïîýòîìó

âñÿêàÿ òðàåêòîðèÿ z(·) óðàâíåíèÿ (5.28), íà÷èíàþùàÿñÿ íà ∂G (ϑ, ρ0) , ïðè

t ∈ (0, T ] óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ z(t) ∈ G(ϑ, ρ2).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ýòè òðàåêòîðèè îáëàäàþò ñâîéñòâîì T -íåâîçâðà-

ùàåìîñòè.

Òàê êàê G(ϑ, ρ0) = Gζ(ϑ)×Gξ(ρ0), òî

∂G (ϑ, ρ0) = ∂Gζ(ϑ)×Gξ(ρ0) ∪Gζ(ϑ)× ∂Gξ(ρ0).

Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî z(0) ∈ ∂Gζ(ϑ)×Gξ(ρ0), òîãäà ζ(0) ∈ ∂Gζ(ϑ).

Íî â ñèëó (5.36) ζ(t) ∈ Gζ(ϑ), t ∈ (0, T ] . Ïîýòîìó ζ(t) 6= ζ(0), t ∈ (0, T ] ,

èëè, ÷òî òîæå ñàìîå,

pz(t) 6= pz(0), t ∈ (0, T ] . (5.38)

Ïóñòü òåïåðü z(0) ∈ Gζ(ϑ)× ∂Gξ(ρ0) è, ñëåäîâàòåëüíî,

ρ(0) = ρ0 = (ρ1 + ρ2)/2. (5.39)

Òàê êàê z(t) ∈ G(ϑ, ρ2) ïðè t ∈ (0, T ], òî èç (5.34) âûòåêàåò îöåíêà

max
[0,t∗]
|ρ′(t)| < (ρ2 − ρ1)/2T.

Ïîýòîìó

ρ(t) > ρ(0)− (ρ2 − ρ1)t/2T, t ∈ (0, T ],

è, â ñèëó (5.39),

ρ(t) > ρ1, t ∈ (0, T ].

Èç ýòîé îöåíêè è ñîîòíîøåíèÿ (5.38) âûòåêàåò âêëþ÷åíèå

z(t) ∈ Ω(ϑ, ρ1, ρ2), t ∈ (0, T ] .

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåïåðü îöåíêàìè (5.33), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ξ(T ) 6=

ξ(0). Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ (5.38), ñîîòíîøåíèå

z(T ) 6= z(0)
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âåðíî äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè z(·), íà÷àëüíîå çíà÷åíèå êîòîðîé óäîâëåò-

âîðÿåò âêëþ÷åíèþ z(0) ∈ ∂G(ϑ, ρ0).

Äàëåå, èñïîëüçóÿ (5.35), óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî

deg(I − UT , G(ϑ, ρ0)) = deg(∂V (pz) + qz,G(ϑ, ρ0)),

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà � òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü ìóëüòèîòîáðàæå-

íèÿ.

Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ïðîèçâåäåíèè ñòåïåíåé, ñâîéñòâî íîðìàëè-

çàöèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (5.5), ïîëó÷àåì

deg(I − UT , G(ϑ, ρ0)) 6= 0.

Â ñèëó ïðèíöèïà íåíóëåâîé ñòåïåíè ïîëå z−UTz èìååò â îáëàñòèG(ϑ, ρ0)

õîòÿ áû îäíó îñîáóþ òî÷êó z0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå z(t, z0) óðàâíåíèÿ

(5.28) T -ïåðèîäè÷íî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òðàåêòîðèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ íå

ïåðåñåêàåò ãðàíèöó îáëàñòè G(ϑ, ρ0) è ïîýòîìó

z(t, z0) ∈ G(ϑ, ρ0), t ∈ [0, T ] .

Çàìå÷àíèå 5.1.1. Ñëåäóÿ ìåòîäó Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî ñãëàæèâàíèÿ ïðà-

âîé ÷àñòè (ñì. [40]), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òåîðåìà 5.1.5 ñïðàâåäëèâà è äëÿ

óðàâíåíèÿ (5.28) ñ íåïðåðûâíîé ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ ïðàâîé ÷à-

ñòüþ f(t, z).

Îïðåäåëåíèå 5.1.7. Ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ V (ζ) íàçûâàåòñÿ ïðÿ-

ìûì ïîòåíöèàëîì, åñëè âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

〈υ, υ̃〉 > 0 äëÿ âñåõ υ, υ̃ ∈ ∂V (ζ), ζ ∈ Rn−2 : V (ζ) ≥ ϑ.

Åñëè ôóíêöèÿ V (ζ) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïîòåíöèàëîì, òî ñ ïîìîùüþ òî-

ïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé äëÿ íåå åñòåñòâåííûì

îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ind (V,∞).
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Îïðåäåëåíèå 5.1.8. Ïàðó ôóíêöèé {V (ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèõ ñâîé-

ñòâàìè (5.4), (5.5), (5.30)�(5.33), íàçîâåì íåãëàäêîé ÌÂÍÔ äëÿ óðàâíåíèÿ

(5.28) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (ϑ, ρ1, ρ2) , åñëè ôóíêöèÿ V (ζ) ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-

ìûì ïîòåíöèàëîì è, êðîìå óñëîâèÿ (5.34), âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

〈υ, pf(t, z)〉 ≤ 0 äëÿ âñåõ υ ∈ ∂V (pz), V (pz) ≥ ϑ, ‖qz‖ ≤ ρ2. (5.40)

5.1.4 Íåãëàäêàÿ ìíîãîëèñòíàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñëó-

÷àÿ âûïóêëîé ïðàâîé ÷àñòè

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è (5.1), (5.2) äëÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ, ïðâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ïí. ñâ. ïî ñîâîêóïíîñòè

ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà è T -ïåðèîäè÷íà

ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà [0, T ] çàäàíû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè α(·) è

β(·) òàêèå, ÷òî ï.â. t ∈ [0, T ]

sup
z∈Ω(ϑ,ρ1,ρ2)

sup
y∈F (t,z)

〈w, qy〉 < α(t) äëÿ âñåõ w ∈ ∂W (qz), (5.41)

inf
z∈Ω(ϑ,ρ1,ρ2)

inf
y∈F (t,z)

〈w, qy〉 > β(t) äëÿ âñåõ w ∈ ∂W (qz), (5.42)

ïðè÷åì

2π(N − 1) <

T∫
0

α(τ)dτ ,

T∫
0

β(τ)dτ < 2πN, (5.43)

ãäå N � öåëîå ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 5.1.9. Ïàðó ôóíêöèé {V (ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèõ ñâîé-

ñòâàìè (5.4), (5.5), (5.30), (5.41)�(5.43), íàçîâåì ñòðîãîé íåãëàäêîé ÌÂÍÔ

äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (ϑ, ρ1, ρ2) , åñëè âûïîëíåíû

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

sup
t∈[0,T ]

sup
y∈F (t,z)

|〈qy, qz〉|
‖qz‖

<
ρ2 − ρ1

2T
, z ∈ Ω(ϑ, ρ1, ρ2); (5.44)
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〈υ, py〉 < 0 äëÿ âñåõ υ ∈ ∂V (pz), y ∈ F (t, z), (5.45)

ãäå V (pz) ≥ ϑ, ‖qz‖ ≤ ρ2.

Ïðèìåíåíèå ñõåìû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1.1 ïîçâîëÿåò îáîñíîâàòü

ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî íà áàçå òåîðåìû

5.1.5 è çàìå÷àíèÿ 5.1.1.

Òåîðåìà 5.1.6. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) ìîæíî óêàçàòü ñòðîãóþ íå-

ãëàäêóþ ÌÂÍÔ îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (ϑ, ρ1, ρ2). Òîãäà âêëþ÷åíèå (5.1)

èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G (ϑ, ρ0), t ∈

[0, T ].

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.1.7. Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (5.28) ìîæíî óêàçàòü íåãëàäêóþ

ÌÂÍÔ îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (ϑ, ρ1, ρ2) . Òîãäà óðàâíåíèå (5.28) èìååò

T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî

z∗(t) ∈ G (ϑ, ρ0) , t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ k ∈ N ïîëîæèì

Mk = sup
{
‖∂V (ζ)‖ : ζ ∈ Bn−2(k)

}
,

ãäå ‖∂V (ζ)‖ = sup { ‖υ‖ , υ ∈ ∂V (ζ)} , à Bn−2(k) îáîçíà÷àåò çàìêíóòûé

øàð â Rn−2 ñ öåíòðîì â íóëå è ðàäèóñà k. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå η :

Rn−2 → R :

η(ζ) = 1 + (‖ζ‖ − k)Mk+2 (k + 1− ‖ζ‖)Mk+1, k ≤ ‖ζ‖ ≤ k + 1.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå η(ζ) íåïðåðûâíî è óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ

η(ζ) ≥ max {1, ‖∂V (ζ)‖} äëÿ âñåõ ζ ∈ Rn−2.
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Ìóëüòèîòîáðàæåíèå Y : Rn−2 → Kv(Rn−2) :

Y (ζ) = −∂V (ζ)

η(ζ)

ïí. ñâ. è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ‖Y (ζ)‖+ ≤ 1 äëÿ âñåõ ζ ∈ Rn−2. Ðàññìîò-

ðèì âñïîìîãàòåëüíîå äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

z′(t) ∈ FY (t, z(t)) = f(t, z(t)) + εmY (pz(t)). (5.46)

Îòìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ (5.46) ïí. ñâ. ïî ñîâîêóïíîñ-

òè ïåðåìåííûõ è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (5.45). Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà

ôóíêöèé {V (ζ), W (ϕ, ρ)} ÿâëÿåòñÿ ñòðîãîé íåãëàäêîé ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ-

÷åíèÿ (5.46) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ εm > 0. Òîãäà ïî òåîðåìå 5.1.6 êàæäîå

âêëþ÷åíèå (5.46) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå zm(·) òàêîå, ÷òî zm(t) ∈

G(ϑ, ρ0), t ∈ [0, T ]. Óñòðåìëÿÿ εm ê íóëþ, ïîëó÷àåì èñêîìîå ðåøåíèå z(·)

óðàâíåíèÿ (5.28) êàê ïðåäåëüíóþ òî÷êó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè zm(·).

Îïðåäåëåíèå 5.1.10. Ïàðó ôóíêöèé {V (ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèõ ñâîé-

ñòâàìè (5.4), (5.5), (5.30), (5.41)�(5.43), íàçîâåì íåãëàäêîé ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ-

÷åíèÿ (5.1) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (ϑ, ρ1, ρ2) , åñëè ôóíêöèÿ V (ζ) ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìûì ïîòåíöèàëîì è, êðîìå óñëîâèÿ (5.44), âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëî-

âèå:

〈υ, py〉 ≤ 0 äëÿ âñåõ υ ∈ ∂V (pz), äëÿ âñåõ y ∈ F (t, z), (5.47)

ãäå V (pz) ≥ ϑ, ‖qz‖ ≤ ρ2.

Òåîðåìà 5.1.8. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) ìîæíî óêàçàòü íåãëàäêóþ

ÌÂÍÔ îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (ϑ, ρ1, ρ2) . Òîãäà âêëþ÷åíèå (5.1) èìååò

T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G (ϑ, ρ0), t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ-

÷åíèå

z′(t) ∈ F (t, z(t)) + εmY (pz(t)) (5.48)
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äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ εm.

Îòìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ (5.48) ïí. ñâ. ïî ñîâîêóïíîñòè

ïåðåìåííûõ.

Äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.48) ñîîòíîøåíèå (5.47) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ â ñòðîãîé

ôîðìå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà ôóíêöèé {V (ζ), W (ϕ, ρ)} ÿâëÿåòñÿ ñòðîãîé

íåãëàäêîé ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.48) ïðè êàæäîì εm > 0. Òîãäà ïî òåî-

ðåìå 5.1.6 êàæäîå âêëþ÷åíèå (5.48) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå zm(·)

òàêîå, ÷òî zm(t) ∈ G(ϑ, ρ0), t ∈ [0, T ]. Óñòðåìëÿÿ εm ê íóëþ, ïîëó÷àåì

èñêîìîå ðåøåíèå z(·) âêëþ÷åíèÿ (5.1) êàê ïðåäåëüíóþ òî÷êó ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè zm(·).

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è (5.1), (5.2) äëÿ

äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò âåð-

õíèì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè, óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà è T -ïåðèîäè÷íà

ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà [0, T ] çàäàíû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè α(·) è

β(·) òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 è ï.â. t ∈ [0, T ]

sup
z∈Ω(ϑ,ρ1,ρ2)

sup
y∈F (t,z)

〈w, qy〉 ≤ α(t)− ε äëÿ âñåõ w ∈ ∂W (qz), (5.49)

inf
z∈Ω(ϑ,ρ1,ρ2)

inf
y∈F (t,z)

〈w, qy〉 ≥ β(t) + ε äëÿ âñåõ w ∈ ∂W (qz), (5.50)

ïðè÷åì

2π(N − 1) + ε ≤
T∫

0

α(τ)dτ ,

T∫
0

β(τ)dτ ≤ 2πN − ε, (5.51)

ãäå N � öåëîå ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 5.1.11. Ïàðó ôóíêöèé {V (ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèõ ñâîé-

ñòâàìè (5.4), (5.5), (5.30), (5.49)�(5.51), íàçîâåì íåãëàäêîé ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ-

÷åíèÿ (5.1) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (ϑ, ρ1, ρ2) , åñëè ôóíêöèÿ V (ζ) ÿâëÿåòñÿ
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ïðÿìûì ïîòåíöèàëîì è äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ:

sup
t∈[0,T ]

sup
y∈F (t,z)

|〈qy, qz〉|
‖qz‖

≤ ρ2 − ρ1

2T
− ε, z ∈ Ω(ϑ, ρ1, ρ2); (5.52)

〈υ, py〉 ≤ 0 äëÿ âñåõ υ ∈ ∂V (pz), y ∈ F (t, z), (5.53)

ãäå V (pz) ≥ ϑ, ‖qz‖ ≤ ρ2.

Ïðèìåíåíèå ñõåìû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1.3 ïîçâîëÿåò îáîñíîâàòü

ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî íà áàçå òåîðåìû

5.1.8.

Òåîðåìà 5.1.9. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) ìîæíî óêàçàòü íåãëàäêóþ

ÌÂÍÔ îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (ϑ, ρ1, ρ2). Òîãäà âêëþ÷åíèå (5.1) èìååò

T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G (ϑ, ρ0), t ∈ [0, T ].

5.1.5 Íåãëàäêàÿ ìíîãîëèñòíàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñëó-

÷àÿ íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòè

Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

ñëåäóþùåãî âèäà:

z′(t) ∈ R(t, z(t)), (5.54)

z(0) = z(T ), (5.55)

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îãðàíè÷åííîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå R : R × Rn → K(Rn)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ T -ïåðèîäè÷íîñòè (T > 0)

ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó.

Ïóñòü íà Π çàäàíà ñêàëÿðíàÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ W (ϕ, ρ),

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèÿì (5.4) è (5.30).

Íà ïîäïðîñòðàíñòâå Rn−2 ïóñòü çàäàíà ñêàëÿðíàÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâà

ôóíêöèÿ V (ζ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (5.5).
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà [0, T ] çàäàíû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè α(·) è

β(·) òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 è äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ]

sup
z∈Ω(ϑ,ρ1,ρ2)

sup
y∈R(t,z)

〈w, qy〉 ≤ α(t)− ε äëÿ âñåõ w ∈ ∂W (qz), (5.56)

inf
z∈Ω(ϑ,ρ1,ρ2)

inf
y∈R(t,z)

〈w, qy〉 ≥ β(t) + ε äëÿ âñåõ w ∈ ∂W (qz), (5.57)

ïðè÷åì

2π(N − 1) + ε ≤
T∫

0

α(τ)dτ ,

T∫
0

β(τ)dτ ≤ 2πN − ε, (5.58)

ãäå N � öåëîå ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 5.1.12. Ïàðó ôóíêöèé {V (ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèõ ñâîé-

ñòâàìè (5.4), (5.5), (5.30), (5.56)�(5.58), íàçîâåì íåãëàäêîé ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ-

÷åíèÿ (5.54) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (ϑ, ρ1, ρ2) , åñëè ôóíêöèÿ V (ζ) ÿâëÿ-

åòñÿ ïðÿìûì ïîòåíöèàëîì è äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

sup
t∈[0,T ]

sup
y∈R(t,z)

|〈qy, qz〉|
‖qz‖

≤ ρ2 − ρ1

2T
− ε, z ∈ Ω(ϑ, ρ1, ρ2); (5.59)

〈υ, py〉 ≤ 0 äëÿ âñåõ υ ∈ ∂V (pz), y ∈ R(t, z), (5.60)

ãäå V (pz) ≥ ϑ, ‖qz‖ ≤ ρ2.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.1.10. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.54) ìîæíî óêàçàòü íåãëàä-

êóþ ÌÂÍÔ îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (ϑ, ρ1, ρ2). Òîãäà çàäà÷à (5.54), (5.55)

èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G (ϑ, ρ0),

t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå t ∈ [0, T ], z ∈ Rn è ε > 0. Òàê

êàê ìóëüòèîòîáðàæåíèå R íåïðåðûâíî, òî íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî èç

òîãî, ÷òî (s, y) ∈ B((t, z), δ) áóäåò ñëåäîâàòü R(s, y) ⊂ R(t, z) +Bn(ε).
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Òîãäà èìååì

F (t, z) ⊂ co f(B((t, z), δ)) ⊂ co R(t, z) +Bn(ε),

ãäå ìóëüòèîòîáðàæäåíèå F : [0, T ] × Rn → Kv(Rn) èìååò âèä, àíàëîãè÷-

íûé ïðåäñòàâëåííîìó â ëåììå 3.1.2. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ε > 0

ïîëó÷àåì

F (t, z) ⊂ co R(t, z).

Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (5.56)�(5.60) âûïîëíåíû

äëÿ âñåõ y ∈ R(t, z),

Òîãäà, î÷åâèäíî, ýòè ñîîòíîøåíèÿ áóäóò ñïðàâåäëèâû è äëÿ âñåõ y ∈

F (t, z).

Òàêèì îáðàçîì, ïàðà {V (ζ), W (ϕ, ρ)} ÿâëÿåòñÿ íåãëàäêîé ÌÂÍÔ äëÿ

âêëþ÷åíèÿ

z′(t) ∈ F (t, z(t)).

Èç òåîðåìû 5.1.8 òîãäà âûòåêàåò, ÷òî ýòî âêëþ÷åíèå èìååò ïî êðàéíåé ìåðå

îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G (ϑ, ρ0), t ∈ [0, T ].

Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó (jj) ëåììû 3.1.2, èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøå-

íèå è çàäà÷à (5.54), (5.55).

Ñëåäñòâèå 5.1.2. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.54) ìîæíî óêàçàòü ÌÂÍÔ

îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (ϑ, ρ1, ρ2) . Òîãäà çàäà÷à (5.54), (5.55) èìååò ïî

êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G (ϑ, ρ0), t ∈ [0, T ].

5.1.6 Íàáîð ìíîãîëèñòíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé äëÿ ñëó÷àÿ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Äàëåå îïðåäåëÿþòñÿ ïîëíûé íàáîð ñòðîãèõ ÌÂÍÔ, ïîëíûé è îñòðûé

íàáîð ÌÂÍÔ, ïðàâèëüíàÿ ÌÂÍÔ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è
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ïåðåíîñÿòñÿ óêàçàííûå ìåòîäû íà ñëó÷àé äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé,

ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òèïà Êàðàòåîäîðè.

Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à (5.28), (5.29) äëÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Rn â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíê-

öèÿ f(t, z) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó è T -ïåðèîäè÷íà ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó

(T > 0).

Ïóñòü íà ïîäïðîñòðàíñòâå Rn−2 çàäàíû ñêàëÿðíûå íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè

V1(ζ), V2(ζ), ..., Vk(ζ), ζ ∈ Rn−2, k ≥ 1. (5.61)

Äëÿ çàäàííîãî r0 > 0 ïîëîæèì

mi = min
‖ζ‖≤r0

Vi(ζ), Mi = max
‖ζ‖≤r0

Vi(ζ), i = 1, ..., k,

è

M ∗ =
k∑
i=1

(|mi|+ |Mi|).

Âñþäó â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèé (5.61) âûïîëíåíî

óñëîâèå

∇Vi(ζ) 6= 0 äëÿ âñåõ ζ ∈ Rn−2 : ‖ζ‖ ≥ r0, i = 1, ..., k.

Ïóñòü ôóíêöèè (5.61) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

lim
‖ζ‖→∞

[|V1(ζ)|+ |V2(ζ)|+ ...+ |Vk(ζ)|] =∞, k ≥ 1. (5.62)

Â ñèëó óñëîâèÿ (5.62) ìîæíî íàéòè òàêîå r∗, ÷òî

|V1(ζ)|+ |V2(ζ)|+ ...+ |Vk(ζ)| > M∗, ζ ∈ Rn−2 : ‖ζ‖ ≥ r∗, k ≥ 1. (5.63)

Äëÿ ρ2 > ρ1 ≥ 0 âûäåëèì â Rn îáëàñòü

Ω (r∗, ρ1, ρ2) = {z ∈ Rn : ‖pz‖ < r∗, ρ1 < ‖qz‖ < ρ2} .
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Ïîëîæèì

αr∗,ρ1,ρ2(t) = sup
z∈Ω(r∗,ρ1,ρ2)

〈∇W (qz), qf(t, z)〉, (5.64)

βr∗,ρ1,ρ2(t) = inf
z∈Ω(r∗,ρ1,ρ2)

〈∇W (qz), qf(t, z)〉, (5.65)

ïðè÷åì

2π(N − 1) <

T∫
0

αr∗,ρ1,ρ2(τ)dτ ,

T∫
0

βr∗,ρ1,ρ2(τ)dτ < 2πN, (5.66)

ãäå N � öåëîå ÷èñëî.

Ââåäåì ïîíÿòèå ïîëíîãî íàáîðà ñòðîãèõ ÌÂÍÔ.

Îïðåäåëåíèå 5.1.13. Ôóíêöèè {V1(ζ), ..., Vk(ζ),W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèå

ñâîéñòâàìè (5.3), (5.4), (5.62), (5.64)�(5.66) îáðàçóþò ïîëíûé íàáîð ñòðî-

ãèõ ÌÂÍÔ äëÿ óðàâíåíèÿ (5.28) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) , åñëè

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

sup
t∈[0,T ]

|〈qf(t, z), qz〉|
‖qz‖

<
ρ2 − ρ1

2T
, z ∈ Ω(r∗, ρ1, ρ2); (5.67)

〈∇Vi(pz), pf(t, z)〉 < 0, ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2, i = 1, ..., k. (5.68)

Äëÿ ρ0 = (ρ1 + ρ2) /2 ïóñòü

G(r∗, ρ0) = {z ∈ Rn : ‖pz‖ < r∗, ‖qz‖ < ρ0} .

Òåîðåìà 5.1.11. Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (5.28) ìîæíî óêàçàòü ïîëíûé

íàáîð {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} ñòðîãèõ ÌÂÍÔ îòíîñèòåëüíî îáëàñòè

Ω (r∗, ρ1, ρ2) . Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ind (V1,∞)

ôóíêöèè V1(ζ) îòëè÷åí îò íóëÿ:

ind (V1,∞) 6= 0.

Òîãäà óðàâíåíèå (5.28) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðå-

øåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0) , t ∈ [0, T ].
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Çàìå÷àíèå 5.1.2. Îòìåòèì, ÷òî èç óñëîâèé (5.68) âûòåêàåò ãîìîòîïíîñòü

âåêòîðíûõ ïîëåé ∇Vi(pz), i = 1, ..., k, è −pf(0, z), z ∈ Rn : ‖pz‖ ≥

r0, ‖qz‖ ≤ ρ2. Ïîýòîìó âñå ïîëÿ ∇Vi(ζ), i = 1, ..., k, ãîìîòîïíû äðóã

äðóãó è èìåþò îäèíàêîâóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ñòåïåíü. Ñëåäîâàòåëüíî,

ind (Vi,∞) 6= 0, i = 1, ..., k.

Â ïðîñòðàíñòâå Rn ÷åðåç Qi è Q
∗
i , i = 1, ..., k, îáîçíà÷èì ìíîæåñòâà

òî÷åê z : ‖pz‖ ≥ r0, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ñîîòâåòñòâåííî íåðàâåíñòâà

Vi(pz) ≤ mi, Vi(pz) ≥Mi, i = 1, ..., k.

Ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèÿ, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ áóäóò èñïîëüçîâàíû

ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.1.11.

Ëåììà 5.1.1. Âñå òî÷êè ìíîæåñòâà {z ∈ Rn : ‖pz‖ = r∗} ÿâëÿþòñÿ òî-

÷êàìè íåâîçâðàùàåìîñòè òðàåêòîðèé óðàâíåíèÿ (5.28).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ‖pz‖ = r∗. Èç (5.63) âûòåêàåò, ÷òî íàé-

äåòñÿ òàêîå i = i(pz), ÷òî z ∈ Qi ∪ Q∗i . Òîãäà, ñëåäóÿ [40] (ëåììà 6.7),

ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî z � òî÷êà íåâîçâðàùàåìîñòè òðàåêòîðèé óðàâíå-

íèÿ (5.28).

Ïóñòü Gζ(r
∗) =

{
ζ ∈ Rn−2 : ‖ζ‖ < r∗

}
è Gξ(ρ0) =

{
ξ ∈ R2 : ‖ξ‖ < ρ0

}
.

Ëåììà 5.1.2. (ñì. [53]). Äëÿ âñÿêîé òðàåêòîðèè z(·) óðàâíåíèÿ (5.28) ñ

íà÷àëüíûì óñëîâèåì z(0) ∈ Gζ(r∗)× ∂Gξ(ρ0) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

qz(T ) 6= qz(0).

Ñëåäóÿ [53] è èñïîëüçóÿ òåîðèþ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè îäíîçíà÷íûõ

îòîáðàæåíèé, ïðèâåäåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1.11.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1.11. (i) Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (5.28) ïðîäîëæèìû íà [0, T ]. Â ñèëó óñëîâèé, íàëîæåííûõ íà

ôóíêöèþ f(t, z), çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (5.28) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà

ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì óñëîâèè z0 ∈ Rn. Îáîçíà÷èì ðåøåíèå, äëÿ êîòîðîãî

z(0) = z0, ÷åðåç z(t, z0). Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íåïðåðûâíûé

îïåðàòîð ñäâèãà UTz0 = z(T ; z0) îïðåäåëåí íà ìíîæåñòâå G(r∗, ρ0) è â ñèëó

ëåìì 5.1.1 è 5.1.2 íåâûðîæäåí íà ∂G(r∗, ρ0). Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíà

òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü deg(I−UT , G(r∗, ρ0)). Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð,

[40]), äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

(5.28) â ýòîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ñîîòíîøåíèÿ

deg(I − UT , G(r∗, ρ0)) 6= 0.

Àíàëîãè÷íî [53], óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî óêàçàííàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòå-

ïåíü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

deg(I − UT , G(r∗, ρ0)) = deg(∇Vi(pz) + qz,G(r∗, ρ0)), i = 1, ..., k. (5.69)

Êàæäîå ïîëå ∇Vi(pz) + qz, z ∈ G(r∗, ρ0), i = 1, ..., k, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé

ñóììîé âåêòîðíûõ ïîëåé ∇Vi(ζ) ∈ Rn−2, ζ ∈ Gζ(r
∗), i = 1, ..., k, è ξ ∈

R2, ξ ∈ Gξ(ρ0). Ïîýòîìó â ñèëó ñâîéñòâà î ïðîèçâåäåíèè ñòåïåíåé èìååì

deg(∇Vi(pz) + qz,G(r∗, ρ0)) = deg(∇Vi(ζ), Gζ(r∗)) · deg(ξ,Gξ(ρ0)),

ãäå i = 1, ..., k. Òàê êàê òî÷êà ξ = 0 ëåæèò â îáëàñòè Gξ(ρ0), òî ïî ñâîéñòâó

íîðìàëèçàöèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè

deg(ξ,Gξ(ρ0)) = 1.

Ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå 5.1.2, ïîëó÷èì

deg(∇Vi(pz) + qz,G(r∗, ρ0)) 6= 0
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è â ñèëó (5.69)

deg(I − UT , G(r∗, ρ0)) 6= 0.

Â ñèëó ïðèíöèïà íåíóëåâîé ñòåïåíè, ïîëå z − UTz èìååò â îáëàñòè

G(r∗, ρ0) õîòÿ áû îäíó îñîáóþ òî÷êó z0. Ðåøåíèå z(t, z0) óðàâíåíèÿ (5.28)

T -ïåðèîäè÷íî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òðàåêòîðèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ íå ïåðåñå-

êàåò ãðàíèöó îáëàñòè G(r∗, ρ0) è ïîýòîìó

z(t, z0) ∈ G(r∗, ρ0), t ∈ R.

(ii) Îáùèé ñëó÷àé, êîãäà íåêîòîðûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ìîãóò ñîîò-

âåòñòâîâàòü ðåøåíèÿ, "óõîäÿùèå â áåñêîíå÷íîñòü" çà ìàëûå ïðîìåæóòêè

âðåìåíè, ò.å. ðåøåíèÿ, êîòîðûå íåëüçÿ ïðîäîëæèòü íà ïðîìåæóòîê [0, T ] ,

ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí ïî ñõåìå Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî (ñì., íàïðèìåð,

[40]).

Îòìåòèì àïðèîðíóþ îöåíêó äëÿ T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé z(·) óðàâ-

íåíèÿ (5.28), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì (5.67), (5.68). ßñíî, ÷òî òàêèå

ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïî p-ïðîåêöèè óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

‖pz(t)‖ < r∗, t ∈ [0, T ] , (5.70)

òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàøëàñü áû òî÷êà z, ïðèíàäëåæàùàÿ îäíîìó

èç ìíîæåñòâ Qi ∪Q∗i , i = 1, ..., k, êîòîðàÿ íå áûëà áû òî÷êîé íåâîçâðàùà-

åìîñòè òðàåêòîðèé.

Ïîêàæåì, ÷òî ‖qz(t)‖ < ρ2, t ∈ [0, T ] , åñëè ‖qz(0)‖ ≤ ρ0. Òàê êàê

ρ0 < ρ2, òî

‖qz(t)‖ < ρ2, t ∈ [0, ε) .

Ïîýòîìó îïðåäåëåíî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî

t∗ = sup {t > 0 : ‖qz(t)‖ < ρ2} .

Ïîêàæåì, ÷òî t∗ > T.
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Ïîñêîëüêó ‖qz(t∗)‖ = ρ2 è ‖qz(0)‖ = ρ0, òî

‖qz(t∗)‖ − ‖qz(0)‖ ≥ ρ2 − ρ0 = (ρ2 − ρ1)/2.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ρ(t∗) = ρ(0) ≥ (ρ2 − ρ1)/2.

Ïîýòîìó

max
t∈[0,t∗]

|ρ′(t)| ≥ (ρ2 − ρ1) /2t∗. (5.71)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ρ′(t) = 〈qf(t,ζ(t),ξ(t)),ξ(t)〉
‖ξ(t)‖ è z(t) ∈ G(r∗, ρ2) ïðè

t ∈ (0, t∗) , òî èç (5.67) âûòåêàåò îöåíêà

max
t∈[0,t∗]

|ρ′(t)| < (ρ2 − ρ1) /2T. (5.72)

Ñðàâíèâàÿ (5.71) è (5.72), óáåæäàåìñÿ, ÷òî t∗ > T. Ïîýòîìó

‖qz(t)‖ < ρ2, t ∈ [0, T ] . (5.73)

Íàëè÷èå àïðèîðíûõ îöåíîê (5.70) è (5.73) óêàçûâàåò ïóòü äîêàçàòåëü-

ñòâà òåîðåìû â îáùåì ñëó÷àå. Íóæíî ïîñòðîèòü âñïîìîãàòåëüíîå äèôôå-

ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

z′(t) = f ∗(t, z(t)), (5.74)

ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò òðåì òðåáîâàíèÿì:

10 f ∗(t, z) = f(t, z), z ∈ Ω(r∗, ρ1, ρ2).

20 f ∗(t, z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (5.68).

30 Âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.74) ïðîäîëæèìû íà [0, T ].

Òîãäà óðàâíåíèå (5.74), ïî óæå äîêàçàííîìó, èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îä-

íî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z(·). Äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâû îöåíêè

(5.70) è (5.73), è ïîýòîìó îíî ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(5.28).
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Îïðåäåëåíèå 5.1.14. Ôóíêöèè {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèå

ñâîéñòâàìè (5.3), (5.4), (5.62), (5.64)�(5.66), îáðàçóþò ïîëíûé è îñòðûé íà-

áîð ÌÂÍÔ äëÿ óðàâíåíèÿ (5.28) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) , åñëè,

êðîìå óñëîâèÿ (5.67), âûïîëíåíî óñëîâèå:

〈∇Vi(pz), pf(t, z)〉 ≤ 0, ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2, i = 1, ..., k, (5.75)

è äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî ζ ∈ Rn−2, ‖ζ‖ ≥ r0 ìíîæåñòâî

K(ζ) =

{
η ∈ Rn−2 : η =

k∑
i=1

γi∇Vi(ζ), γ1, ..., γk ≥ 0

}
ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì [�1.1; 5].

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.1.12. Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (5.28) ìîæíî óêàçàòü ïîëíûé

è îñòðûé íàáîð {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} ÌÂÍÔ îòíîñèòåëüíî îáëàñòè

Ω (r∗, ρ1, ρ2) . Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ind (V1,∞)

ôóíêöèè V1(ζ) îòëè÷åí îò íóëÿ:

ind (V1,∞) 6= 0.

Òîãäà óðàâíåíèå (5.28) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðå-

øåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0) , t ∈ [0, T ].

Äëÿ åå äîêàçàòåëüñòâà ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì., íà-

ïðèìåð, [123]).

Ëåììà 5.1.3. Ïóñòü íàáîð ôóíêöèé V1(ζ), V2(ζ), ..., Vk(ζ), ζ ∈ Rn−2, k ≥ 1

ÿâëÿåòñÿ îñòðûì. Òîãäà ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ g :

Rn−2 → Rn−2 òàêàÿ, ÷òî

〈∇Vi(ζ), g(ζ)〉 < 0, i = 1, ..., k; ‖ζ‖ ≥ r0. (5.76)

198



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1.12. Â ñèëó ëåììû 5.1.3 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

g : Rn−2 → Rn−2, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (5.76). Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî

âñïîìîãàòåëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

z′(t) = f(t, z(t)) + εg(pz(t)), ε > 0. (5.77)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîëíûé è îñòðûé íàáîð {V1(ζ), .., Vk(ζ),W (ϕ, ρ)}

ÌÂÍÔ äëÿ óðàâíåíèÿ (5.28) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) áóäåò ÿâ-

ëÿòüñÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (5.77) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0 ïîëíûì íàáîðîì

ñòðîãèõ ÌÂÍÔ îòíîñèòåëüíî òîé æå îáëàñòè. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 5.1.11

óðàâíåíèå (5.77) äëÿ êàæäîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε = εm, m ≥ 1 èìååò

ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå zm(·). Óñòðåìëÿÿ εm ê íó-

ëþ, ïîëó÷àåì èñêîìîå ðåøåíèå z(·) óðàâíåíèÿ (5.28) êàê ïðåäåëüíóþ òî÷êó

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè zm(·).

Ïóñòü {V (ζ),W (ϕ, ρ)} � ñòðîãàÿ ÌÂÍÔ äëÿ óðàâíåíèÿ (5.28), ò.å.

〈∇V (pz), pf(t, z)〉 < 0, ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2.

Ñëåäóÿ [40], ïîêàæåì, ÷òî ïî ôóíêöèè V (ζ) ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà âòîðàÿ

ôóíêöèÿ Ṽ (ζ) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

lim
‖ζ‖→∞

{
|V (ζ)|+ |Ṽ (ζ)|

}
=∞, (5.78)

åñëè óãîë ìåæäó ∇V (ζ) è −pf(t, z) íå òîëüêî îñòðûé, íî è îãðàíè÷åí ñâåð-

õó íåêîòîðûì ÷èñëîì, ìåíüøèì π/2.

Îïðåäåëåíèå 5.1.15. Ïàðó ôóíêöèé {V (ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèõ ñâîé-

ñòâàìè (5.3), (5.4), (5.64)�(5.66), íàçîâåì ïðàâèëüíîé ÌÂÍÔ äëÿ óðàâíåíèÿ

(5.28) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) , åñëè, êðîìå óñëîâèÿ (5.67), âû-

ïîëíåíî óñëîâèå:

〈∇V (pz), pf(t, z)〉 ≤ δ0 ‖∇V (pz)‖ ‖pf(t, z)‖ , (5.79)
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ãäå δ0 < 0, 0 ≤ t ≤ T, ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2, è åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V1(ζ), ÷òî

‖∇V (ζ)‖ ≥ ‖∇V1(ζ)‖ , ‖ζ‖ ≥ r0, (5.80)

è

lim
‖ζ‖→∞

|V1(ζ)| =∞. (5.81)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.1.13. Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (5.28) ìîæíî óêàçàòü ïðàâèëüíóþ

ÌÂÍÔ {V (ζ),W (ϕ, ρ)} îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) . Ïóñòü òîïî-

ëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ind (V,∞) ôóíêöèè V (ζ) îòëè÷åí îò

íóëÿ:

ind (V,∞) 6= 0.

Òîãäà óðàâíåíèå (5.28) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðå-

øåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0) , t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ V1(ζ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (5.80),

(5.81). Ïîëîæèì Ṽ (ζ) = V (ζ) + δ0
2 V1(ζ). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî Ṽ (ζ)

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãîé ÌÂÍÔ äëÿ óðàâíåíèÿ (5.28).

Èç (5.81) âûòåêàåò, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (5.78). Òàêèì îáðàçîì, íà-

áîð
{
V (ζ), Ṽ (ζ), W (ϕ, ρ)

}
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì íàáîðîì ñòðîãèõ ÌÂÍÔ äëÿ

óðàâíåíèÿ (5.28) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) . Ñëåäîâàòåëüíî, ñîã-

ëàñíî òåîðåìå 5.1.11 óðàâíåíèå (5.28) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -ïåðèî-

äè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî

z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0) , t ∈ [0, T ].

Çàìå÷àíèå 5.1.3. Ñëåäóÿ ìåòîäó Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî ñãëàæèâàíèÿ ïðà-

âîé ÷àñòè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òåîðåìû 5.1.11�5.1.13 ñïðàâåäëèâû è äëÿ
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óðàâíåíèÿ (5.28) ñ íåïðåðûâíîé ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ ïðàâîé ÷à-

ñòüþ f(t, z).

5.1.7 Íàáîð ìíîãîëèñòíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé äëÿ ñëó÷àÿ

âûïóêëîé ïðàâîé ÷àñòè

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è (5.1), (5.2) äëÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïí. ñâ. ïî ñî-

âîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ ìóëüòèîòîáðàæåíèåì ñ âûïóêëûìè êîìïàêòíûìè

çíà÷åíèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì ïîäëèíåéíîãî ðîñòà è T -ïåðèîäè-

÷íîñòè ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà [0, T ] çàäàíû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè α(·) è

β(·) òàêèå, ÷òî ï.â. t ∈ [0, T ]

sup
z∈Ω(r∗,ρ1,ρ2)

sup
y∈F (t,z)

〈∇W (qz), qy〉 < α(t), (5.82)

inf
z∈Ω(r∗,ρ1,ρ2)

inf
y∈F (t,z)

〈∇W (qz), qy〉 > β(t), (5.83)

ïðè÷åì

2π(N − 1) <

T∫
0

α(τ)dτ ,

T∫
0

β(τ)dτ < 2πN, (5.84)

ãäå N � öåëîå ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 5.1.16. Ôóíêöèè {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèå

ñâîéñòâàìè (5.3), (5.4), (5.62), (5.82)�(5.84), îáðàçóþò ïîëíûé íàáîð ñòðî-

ãèõ ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) , åñëè

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

sup
t∈[0,T ]

sup
y∈F (t,z)

|〈qy, qz〉|
‖qz‖

<
ρ2 − ρ1

2T
, z ∈ Ω(r∗, ρ1, ρ2); (5.85)

〈∇Vi(pz), py〉 < 0 äëÿ âñåõ y ∈ F (t, z), (5.86)

ãäå i = 1, ..., k; ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2.
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Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.1.14. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) ìîæíî óêàçàòü ïîëíûé íà-

áîð {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} ñòðîãèõ ÌÂÍÔ îòíîñèòåëüíî îáëàñòè

Ω (r∗, ρ1, ρ2) . Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ind (V1,∞)

ôóíêöèè V1(ζ) îòëè÷åí îò íóëÿ:

ind (V1,∞) 6= 0.

Òîãäà âêëþ÷åíèå (5.1) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî

z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.1.11 è çàìå÷àíèÿ 5.1.3

(ñì. ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1.1).

Îïðåäåëåíèå 5.1.17. Ôóíêöèè {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèå

ñâîéñòâàìè (5.3), (5.4), (5.62), (5.82)�(5.84), îáðàçóþò ïîëíûé è îñòðûé íà-

áîð îáîáùåííûõ ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè

Ω (r∗, ρ1, ρ2) , åñëè, êðîìå óñëîâèÿ (5.85), âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

〈∇Vi(pz), py〉 ≤ 0 õîòÿ áû äëÿ îäíîãî y ∈ F (t, z), (5.87)

ãäå ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2, i = 1, ..., k, è äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî

ζ ∈ Rn−2, ‖ζ‖ ≥ r0 ìíîæåñòâî

K(ζ) =

{
η ∈ Rn−2 : η =

k∑
i=1

γi∇Vi(ζ), γ1, ..., γk ≥ 0

}
ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.1.15. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) ìîæíî óêàçàòü ïîëíûé è

îñòðûé íàáîð {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} îáîáùåííûõ ÌÂÍÔ îòíîñèòåëü-

íî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) . Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè
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ind (V1,∞) ôóíêöèè V1(ζ) îòëè÷åí îò íóëÿ:

ind (V1,∞) 6= 0.

Òîãäà âêëþ÷åíèå (5.1) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî

z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûå äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ-

÷åíèÿ

z′(t) ∈ FB(t, z(t)) = F (t, z(t)) ∩B(z(t)), (5.88)

ãäå B(z) = {y ∈ Rn : 〈γ(z)∇Vi(pz), py〉 ≤ 0} , i = 1, ..., k;

γ(z) =

 0, åñëè ‖pz‖ ≤ r1,

1, åñëè ‖pz‖ > r1, 0 < r1 < r0

è

z′(t) ∈ FB(t, z(t)) + εmg(pz(t)), (5.89)

ãäå g(ζ) � ôóíêöèÿ èç ëåììû 5.1.3.

Îòìåòèì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè âêëþ÷åíèé (5.88) è (5.89) òàêæå ÿâëÿþòñÿ

ïí. ñâ. ìóëüòèîòîáðàæåíèÿìè.

Äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.88) ñîîòíîøåíèå (5.87) áóäåò ñïðàâåäëèâî óæå äëÿ

âñåõ y ∈ FB(t, z), à äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.89) îíî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ â ñòðîãîé

ôîðìå. Ðàññìîòðèì

〈∇Vi(pz), py + εmg(pz)〉 = 〈∇Vi(pz), py〉+ εm〈∇Vi(pz), g(pz)〉 < 0

äëÿ âñåõ y ∈ FB(t, z), ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2, i = 1, ..., k. Ñëåäîâàòåëü-

íî, íàáîð ôóíêöèé {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì íàáîðîì

ñòðîãèõ ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.89) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2)

ïðè êàæäîì εm > 0. Òîãäà ïî òåîðåìå 5.1.14 êàæäîå âêëþ÷åíèå (5.89) èìååò

ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå zm(·) òàêîå, ÷òî zm(t) ∈

G(r∗, ρ0), t ∈ [0, T ]. Óñòðåìëÿÿ εm ê íóëþ, ïîëó÷àåì èñêîìîå ðåøåíèå z(·)

âêëþ÷åíèÿ (5.1) êàê ïðåäåëüíóþ òî÷êó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè zm(·).
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Ñëåäñòâèå 5.1.3. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) ìîæíî óêàçàòü ïîëíûé

è îñòðûé íàáîð {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} ÌÂÍÔ îòíîñèòåëüíî îáëàñòè

Ω (r∗, ρ1, ρ2) . Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ind (V1,∞)

ôóíêöèè V1(ζ) îòëè÷åí îò íóëÿ:

ind (V1,∞) 6= 0.

Òîãäà âêëþ÷åíèå (5.1) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî

z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].

Îïðåäåëåíèå 5.1.18. Ïàðó ôóíêöèé {V (ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèõ ñâîé-

ñòâàìè (5.3), (5.4), (5.82)�(5.84), áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíîé îáîáùåííîé

ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) , åñëè, êðî-

ìå óñëîâèÿ (5.85), âûïîëíåíî óñëîâèå

〈∇V (pz), py〉 ≤ δ0 ‖∇V (pz)‖ ‖py‖ õîòÿ áû äëÿ îäíîãî y ∈ F (t, z),

(5.90)

ãäå ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2, δ0 < 0, è åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V1(ζ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (5.80), (5.81).

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.1.16. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) ìîæíî óêàçàòü ïðàâèëüíóþ

îáîáùåííóþ ÌÂÍÔ {V (ζ), W (ϕ, ρ)} îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) .

Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ind (V,∞) ôóíêöèè V (ζ)

îòëè÷åí îò íóëÿ:

ind (V,∞) 6= 0.

Òîãäà âêëþ÷åíèå (5.1) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî

z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ìóëüòèîòîáðàæåíèå B : Rn ( Rn ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

B(z) = {y ∈ Rn : 〈γ(z)∇V (pz), py〉 ≤ 0} ,

γ(z) =

 0, åñëè ‖pz‖ ≤ r1,

1, åñëè ‖pz‖ > r1, 0 < r1 < r0

Äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.88) ñîîòíîøåíèå (5.90) áóäåò ñïðàâåäëèâî óæå äëÿ

âñåõ y ∈ FB(t, z). Ïîñòðîèì ôóíêöèþ Ṽ (ζ) = V (ζ) + δ0
2 V1(ζ). Ïðè ýòîì

ïàðà ôóíêöèé
{
Ṽ (ζ), W (ϕ, ρ)

}
áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñòðîãîé ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ-

÷åíèÿ (5.88). Èç (5.81) âûòåêàåò, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (5.78). Òîãäà ïî

òåîðåìå 5.1.14 âêëþ÷åíèå (5.88) è, ñëåäîâàòåëüíî, âêëþ÷åíèå (5.1) èìåþò

T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].

Ñëåäñòâèå 5.1.4. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) ìîæíî óêàçàòü ïðàâèëü-

íóþ ÌÂÍÔ {V (ζ), W (ϕ, ρ)} îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) . Ïóñòü

òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ind (V,∞) ôóíêöèè V (ζ) îòëè-

÷åí îò íóëÿ:

ind (V,∞) 6= 0.

Òîãäà âêëþ÷åíèå (5.1) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî

z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó (5.1), (5.2) â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : R × Rn → Kv(Rn) óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì

óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè, óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà è T -ïåðèîäè÷íî ïî

ïåðâîìó àðãóìåíòó.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà [0, T ] çàäàíû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè α(·)

è β(·) òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 è äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ] âûïîëíåíû

óñëîâèÿ (5.17)�(5.19).
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Îïðåäåëåíèå 5.1.19. Ôóíêöèè {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèå

ñâîéñòâàìè (5.3), (5.4), (5.62), (5.17)�(5.19), îáðàçóþò ïîëíûé è îñòðûé íà-

áîð îáîáùåííûõ ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè

Ω (r∗, ρ1, ρ2) , åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

sup
t∈[0,T ]

sup
y∈F (t,z)

|〈qy, qz〉|
‖qz‖

≤ ρ2 − ρ1

2T
− ε, z ∈ Ω(r∗, ρ1, ρ2); (5.91)

〈∇Vi(pz), py〉 ≤ 0 õîòÿ áû äëÿ îäíîãî y ∈ F (t, z), (5.92)

ãäå ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2, i = 1, ..., k; è äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî

ζ ∈ Rn−2, ‖ζ‖ ≥ r0 ìíîæåñòâî

K(ζ) =

{
η ∈ Rn−2 : η =

k∑
i=1

γi∇Vi(ζ), γ1, ..., γk ≥ 0

}
ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.1.17. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) ìîæíî óêàçàòü ïîëíûé è

îñòðûé íàáîð {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} îáîáùåííûõ ÌÂÍÔ îòíîñèòåëü-

íî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) . Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè

ind (V1,∞) ôóíêöèè V1(ζ) îòëè÷åí îò íóëÿ:

ind (V1,∞) 6= 0.

Òîãäà âêëþ÷åíèå (5.1) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî

z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 5.1.3 (ñì. ñõåìó äî-

êàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1.3).

Ñëåäñòâèå 5.1.5. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) ìîæíî óêàçàòü ïîëíûé

è îñòðûé íàáîð {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} ÌÂÍÔ îòíîñèòåëüíî îáëàñòè
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Ω (r∗, ρ1, ρ2) . Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ind (V1,∞)

ôóíêöèè V1(ζ) îòëè÷åí îò íóëÿ:

ind (V1,∞) 6= 0.

Òîãäà âêëþ÷åíèå (5.1) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî

z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].

Îïðåäåëåíèå 5.1.20. Ïàðó ôóíêöèé {V (ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèõ ñâîé-

ñòâàìè (5.3), (5.4), (5.17)�(5.19), áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíîé îáîáùåííîé

ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) , åñëè, êðî-

ìå óñëîâèÿ (5.91), âûïîëíåíî óñëîâèå

〈∇V (pz), py〉 ≤ δ0 ‖∇V (pz)‖ ‖py‖ õîòÿ áû äëÿ îäíîãî y ∈ F (t, z),

(5.93)

ãäå ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2, δ0 < 0, è åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V1(ζ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (5.80), (5.81).

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.1.18. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) ìîæíî óêàçàòü ïðàâèëüíóþ

îáîáùåííóþ ÌÂÍÔ {V (ζ), W (ϕ, ρ)} îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) .

Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ind (V,∞) ôóíêöèè V (ζ)

îòëè÷åí îò íóëÿ:

ind (V,∞) 6= 0.

Òîãäà âêëþ÷åíèå (5.1) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî

z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 5.1.4 (ñì. ñõåìó äî-

êàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1.3).

Ñëåäñòâèå 5.1.6. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) ìîæíî óêàçàòü ïðàâèëü-

íóþ ÌÂÍÔ {V (ζ), W (ϕ, ρ)} îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) . Ïóñòü
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òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ind (V,∞) ôóíêöèè V (ζ) îòëè-

÷åí îò íóëÿ:

ind (V,∞) 6= 0.

Òîãäà âêëþ÷åíèå (5.1) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî

z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].

5.1.8 Íàáîð ìíîãîëèñòíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé äëÿ ñëó÷àÿ

íîðìàëüíîé ïðàâîé ÷àñòè

Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó (5.22), (5.23) äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-

ãî âêëþ÷åíèÿ, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ìóëüòèîòîá-

ðàæåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ T -ïåðèîäè÷íîñòè ïî ïåðâîìó àðãó-

ìåíòó.

Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (5.22), (5.23) áóäåì ïîíèìàòü àáñîëþòíî íåïðåðûâ-

íóþ ôóíêöèþ z : R→ Rn, óäîâëåòâîðÿþùóþ ïî÷òè â êàæäîé òî÷êå âêëþ-

÷åíèþ (5.22) è óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè (5.23).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà [0, T ] çàäàíû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè α(·) è

β(·) òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 è äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ]

sup
z∈Ω(r∗,ρ1,ρ2)

sup
y∈R(t,z)

〈∇W (qz), qy〉 ≤ α(t)− ε, (5.94)

inf
z∈Ω(r∗,ρ1,ρ2)

inf
y∈R(t,z)

〈∇W (qz), qy〉 ≥ β(t) + ε, (5.95)

ïðè÷åì

2π(N − 1) + ε ≤
T∫

0

α(τ)dτ ,

T∫
0

β(τ)dτ ≤ 2πN − ε, (5.96)

ãäå N � öåëîå ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 5.1.21. Ôóíêöèè {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèå

ñâîéñòâàìè (5.3), (5.4), (5.62), (5.94)�(5.96), îáðàçóþò ïîëíûé è îñòðûé íà-

áîð ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.22) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) , åñëè
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äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

sup
t∈[0,T ]

sup
y∈R(t,z)

|〈qy, qz〉|
‖qz‖

≤ ρ2 − ρ1

2T
− ε, z ∈ Ω(r∗, ρ1, ρ2); (5.97)

〈∇Vi(pz), py〉 ≤ 0 äëÿ âñåõ y ∈ R(t, z), (5.98)

ãäå ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2, i = 1, ..., k; è äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî

ζ ∈ Rn−2, ‖ζ‖ ≥ r0 ìíîæåñòâî

K(ζ) =

{
η ∈ Rn−2 : η =

k∑
i=1

γi∇Vi(ζ), γ1, ..., γk ≥ 0

}
ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.1.19. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.22) ìîæíî óêàçàòü ïîëíûé

è îñòðûé íàáîð {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} ÌÂÍÔ îòíîñèòåëüíî îáëàñòè

Ω (r∗, ρ1, ρ2) . Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ind (V1,∞)

ôóíêöèè V1(ζ) îòëè÷åí îò íóëÿ:

ind (V1,∞) 6= 0.

Òîãäà âêëþ÷åíèå (5.22) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå

ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ êâà-

çèñå÷åíèåì ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ R, ò.å.:

(j) ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : [0, T ]× Rn → Kv(Rn) óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì

óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè è óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà;

(jj) F (t, z) ∩R(t, z) 6= ∅ äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ], z ∈ Rn;

(jjj) êàæäîå ðåøåíèå z : [0, T ]→ Rn çàäà÷è

z′(t) ∈ F (t, z(t)), (5.99)

z(0) = z(T ), (5.100)
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ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è (5.22), (5.23).

Â ñèëó (jjj) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à (5.99), (5.100) èìååò ðåøå-

íèå.

Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå íàáîð {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} íå ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëíûì è îñòðûì íàáîðîì ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.99).

Ïóñòü ε > 0 òî æå, ÷òî è â îïðåäåëåíèè ïîëíîãî è îñòðîãî íàáîðà ÌÂÍÔ.

Ìóëüòèîòîáðàæåíèå B : Rn → P (Rn) çàäàíî êàê

B(z) =

y ∈ Rn :

〈γ(z)∇Vi(pz), py〉 ≤ 0, i = 1, ..., k,

|〈qy,η(z)qz〉|
‖qz‖ ≤ ρ2−ρ1

2T − ε,
2π
T (N − 1) + ε ≤ 〈η(z)∇W (qz), qy〉 ≤ 2π

T N − ε;

 ,

ãäå N � öåëîå,

γ(z) =

 0, åñëè ‖pz‖ ≤ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2,

1, åñëè ‖pz‖ > r0, ‖qz‖ ≤ ρ2;

η(z) =

 1, åñëè ‖pz‖ < r∗, ‖qz‖ ≤ ρ2,

0, åñëè ‖pz‖ ≥ r∗, ‖qz‖ ≤ ρ2.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî B ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìóëüòèîòîáðàæåíèåì. Òîãäà

ìóëüòèîòîáðàæåíèå FB(t, z) = F (t, z) ∩B(z) èìååò âûïóêëûå êîìïàêòíûå

çíà÷åíèÿ è óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

z′(t) ∈ FB(t, z(t)). (5.101)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íàáîð {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì

è îñòðûì íàáîðîì ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.101). Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 5.1.5

âêëþ÷åíèå (5.101) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå

z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ], êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

çàäà÷è (5.99), (5.100) è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è (5.22),

(5.23).
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Îïðåäåëåíèå 5.1.22. Ïàðó ôóíêöèé {V (ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèõ ñâîé-

ñòâàìè (5.3), (5.4), (5.94)�(5.96), áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíîé ÌÂÍÔ äëÿ

âêëþ÷åíèÿ (5.22) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) , åñëè, êðîìå óñëîâèÿ

(5.97), âûïîëíåíî óñëîâèå

〈∇V (pz), py〉 ≤ δ0 ‖∇V (pz)‖ ‖py‖ äëÿ âñåõ y ∈ R(t, z), (5.102)

ãäå ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2, δ0 < 0, è åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V1(ζ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (5.80), (5.81).

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.1.20. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.22) ìîæíî óêàçàòü ïðàâèëü-

íóþ ÌÂÍÔ {V (ζ), W (ϕ, ρ)} îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) . Ïóñòü

òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ind (V,∞) ôóíêöèè V (ζ) îòëè-

÷åí îò íóëÿ:

ind (V,∞) 6= 0.

Òîãäà âêëþ÷åíèå (5.22) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðå-

øåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíîâà ìóëüòèîòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ êâàçèñå÷å-

íèåì ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ R. Â ñèëó (jjj) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à

(5.99), (5.100) èìååò ðåøåíèå.

Ïóñòü ε > 0 òî æå, ÷òî è â îïðåäåëåíèè ïðàâèëüíîé ÌÂÍÔ. Ìóëüòèî-

òîáðàæåíèå C : Rn → P (Rn) çàäàíî êàê

C(z) =

y ∈ Rn :

〈γ(z)∇V (pz), py〉 ≤ δ0 ‖∇V (pz)‖ ‖py‖ ,
|〈qy,η(z)qz〉|
‖qz‖ ≤ ρ2−ρ1

2T − ε,
2π
T (N − 1) + ε ≤ 〈η(z)∇W (qz), qy〉 ≤ 2π

T N − ε;

 ,

ãäå N � öåëîå,

γ(z) =

 0, åñëè ‖pz‖ ≤ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2,

1, åñëè ‖pz‖ > r0, ‖qz‖ ≤ ρ2;
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η(z) =

 1, åñëè ‖pz‖ < r∗, ‖qz‖ ≤ ρ2,

0, åñëè ‖pz‖ ≥ r∗, ‖qz‖ ≤ ρ2.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìóëüòèîòîáðàæåíèåì. Òîãäà

ìóëüòèîòîáðàæåíèå FC(t, z) = F (t, z) ∩ C(z) èìååò âûïóêëûå êîìïàêòíûå

çíà÷åíèÿ è óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

z′(t) ∈ FC(t, z(t)). (5.103)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïàðà ôóíêöèé {V (ζ), W (ϕ, ρ)} áóäåò ÿâëÿòüñÿ

ïðàâèëüíîé ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.103). Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 5.1.6 âêëþ-

÷åíèå (5.103) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(·)

òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ], êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çà-

äà÷è (5.99), (5.100) è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è (5.22),

(5.23).

5.1.9 Íàáîð ìíîãîëèñòíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé äëÿ ñëó÷àÿ

íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòè

Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó (5.54), (5.55) äëÿ äèôôåðåíöèàëü-

íîãî âêëþ÷åíèÿ, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì íåïðåðûâ-

íûì ìóëüòèîòîáðàæåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ T -ïåðèîäè÷íîñòè ïî

ïåðâîìó àðãóìåíòó.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà [0, T ] çàäàíû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè α(·)

è β(·) òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 è äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ] âûïîëíåíû

ñîîòíîøåíèÿ, àíàëîãè÷íûå (5.94)�(5.96).

Îïðåäåëåíèå 5.1.23. Ôóíêöèè {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèå

ñâîéñòâàìè (5.3), (5.4), (5.62), (5.94)�(5.96), îáðàçóþò ïîëíûé è îñòðûé íà-

212



áîð ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.54) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) , åñëè

äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

sup
t∈[0,T ]

sup
y∈R(t,z)

|〈qy, qz〉|
‖qz‖

≤ ρ2 − ρ1

2T
− ε, z ∈ Ω(r∗, ρ1, ρ2); (5.104)

〈∇Vi(pz), py〉 ≤ 0 äëÿ âñåõ y ∈ R(t, z), (5.105)

ãäå ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2, i = 1, ..., k; è äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî

ζ ∈ Rn−2, ‖ζ‖ ≥ r0 ìíîæåñòâî

K(ζ) =

{
η ∈ Rn−2 : η =

k∑
i=1

γi∇Vi(ζ), γ1, ..., γk ≥ 0

}
ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.1.21. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.54) ìîæíî óêàçàòü ïîëíûé

è îñòðûé íàáîð {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} ÌÂÍÔ îòíîñèòåëüíî îáëàñòè

Ω (r∗, ρ1, ρ2) . Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ind (V1,∞)

ôóíêöèè V1(ζ) îòëè÷åí îò íóëÿ:

ind (V1,∞) 6= 0.

Òîãäà âêëþ÷åíèå (5.54) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå

ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 5.1.3 (ñì. ñõåìó äî-

êàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1.10).

Îïðåäåëåíèå 5.1.24. Ïàðó ôóíêöèé {V (ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèõ ñâîé-

ñòâàìè (5.3), (5.4), (5.94)�(5.96) áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíîé ÌÂÍÔ äëÿ

âêëþ÷åíèÿ (5.54) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) , åñëè, êðîìå óñëîâèÿ

(5.104), âûïîëíåíî óñëîâèå

〈∇V (pz), py〉 ≤ δ0 ‖∇V (pz)‖ ‖py‖ äëÿ âñåõ y ∈ R(t, z), (5.106)
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ãäå ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2, δ0 < 0, è åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V1(ζ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (5.80), (5.81).

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.1.22. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.54) ìîæíî óêàçàòü ïðàâèëü-

íóþ ÌÂÍÔ {V (ζ), W (ϕ, ρ)} îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) . Ïóñòü

òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ind (V,∞) ôóíêöèè V (ζ) îòëè-

÷åí îò íóëÿ:

ind (V,∞) 6= 0.

Òîãäà âêëþ÷åíèå (5.54) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðå-

øåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 5.1.4 (ñì. ñõåìó äî-

êàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1.10).

5.1.10 Íàáîð íåãëàäêèõ ìíîãîëèñòíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé

äëÿ ñëó÷àÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Äàëåå â êà÷åñòâå îñíîâíîãî àïïàðàòà èññëåäîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-

øåíèé áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàçâèòèå íà "íåãëàäêèé" ñëó÷àé ìåòîäà ìíî-

ãîëèñòíûõ âåêòîðíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé.

Ñíà÷àëà áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó (5.28), (5.29) äëÿ

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Rn, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôóíê-

öèÿ f(t, z) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó è T -ïåðèîäè÷íà ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó

(T > 0).

Ïóñòü íà Π çàäàíà ñêàëÿðíàÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ W (ϕ, ρ),

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (5.4) è (5.30).
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Íà ïîäïðîñòðàíñòâå Rn−2 ïóñòü çàäàíû ñêàëÿðíûå ëîêàëüíî ëèïøèöåâû

ôóíêöèè

V1(ζ), V2(ζ), ..., Vk(ζ), ζ ∈ Rn−2, k ≥ 1, (5.107)

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (5.62).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà [0, T ] çàäàíû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

αr∗,ρ1,ρ2(·) è βr∗,ρ1,ρ2(·) òàêèå, ÷òî

sup
z∈Ω(r∗,ρ1,ρ2)

〈w, qf(t, z)〉 < αr∗,ρ1,ρ2(t) äëÿ âñåõ w ∈ ∂W (qz), (5.108)

inf
z∈Ω(r∗,ρ1,ρ2)

〈w, qf(t, z)〉 > βr∗,ρ1,ρ2(t) äëÿ âñåõ w ∈ ∂W (qz), (5.109)

ïðè÷åì

2π(N − 1) <

T∫
0

αr∗,ρ1,ρ2(τ)dτ ,

T∫
0

βr∗,ρ1,ρ2(τ)dτ < 2πN, (5.110)

ãäå N � öåëîå ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 5.1.25. Ôóíêöèè {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèå

ñâîéñòâàìè (5.4), (5.30), (5.62), (5.108)�(5.110) îáðàçóþò ïîëíûé íàáîð ñòðî-

ãèõ íåãëàäêèõ ÌÂÍÔ äëÿ óðàâíåíèÿ (5.28), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

sup
t∈[0,T ]

|〈qf(t, z), qz〉|
‖qz‖

<
ρ2 − ρ1

2T
, z ∈ Ω(r∗, ρ1, ρ2); (5.111)

〈υ, pf(t, z)〉 < 0 äëÿ âñåõ υ ∈ ∂Vi(pz), (5.112)

ãäå i = 1, ..., k, ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2.

Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû 5.1.11.

Òåîðåìà 5.1.23. Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (5.28) ìîæíî óêàçàòü ïîëíûé

íàáîð {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} ñòðîãèõ íåãëàäêèõ ÌÂÍÔ. Ïóñòü òî-

ïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ind (V1,∞) ôóíêöèè V1(ζ) îòëè÷åí

îò íóëÿ:

ind (V1,∞) 6= 0.
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Òîãäà óðàâíåíèå (5.28) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøå-

íèå z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G(r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].

Çàìå÷àíèå 5.1.4. Èç óñëîâèé (5.112) âûòåêàåò ãîìîòîïíîñòü âåêòîðíûõ ïî-

ëåé ∂Vi(pz), i = 1, ..., k, è −pf(0, z), z ∈ Rn : ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2.

Ïîýòîìó âñå ïîëÿ ∂Vi(ζ), i = 1, ..., k, ãîìîòîïíû äðóã äðóãó è èìåþò îäè-

íàêîâóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ñòåïåíü. Ñëåäîâàòåëüíî,

ind (Vi,∞) 6= 0, i = 1, ..., k.

Îïðåäåëåíèå 5.1.26. Ôóíêöèè {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèå

ñâîéñòâàìè (5.4), (5.30), (5.62), (5.108)�(5.110), îáðàçóþò ïîëíûé è îñòðûé

íàáîð íåãëàäêèõ ÌÂÍÔ äëÿ óðàâíåíèÿ (5.28), åñëè ôóíêöèè Vi(ζ), i =

1, ..., k, ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ïîòåíöèàëàìè è, êðîìå óñëîâèÿ (5.111), âûïîë-

íåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

〈υ, pf(t, z)〉 ≤ 0 äëÿ âñåõ υ ∈ ∂Vi(pz), (5.113)

ãäå i = 1, ..., k, ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2, è äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî

ζ ∈ Rn−2, ‖ζ‖ ≥ r0 ìíîæåñòâî

K(ζ) =

{
η ∈ Rn−2 : η =

k∑
i=1

γiυ, υ ∈ ∂Vi(ζ), i = 1, ..., k, γ1, ..., γk ≥ 0

}
ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì.

Èç òåðåìû 5.1.23 âûòåêàåò ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû 5.1.12.

Òåîðåìà 5.1.24. Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (5.28) ìîæíî óêàçàòü ïîëíûé è

îñòðûé íàáîð {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} íåãëàäêèõ ÌÂÍÔ. Ïóñòü òîïî-

ëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ind (V1,∞) ôóíêöèè V1(ζ) îòëè÷åí

îò íóëÿ:

ind (V1,∞) 6= 0.

Òîãäà óðàâíåíèå (5.28) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðå-

øåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G(r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].
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Îïðåäåëåíèå 5.1.27. Ïàðó ôóíêöèé {V (ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèõ ñâîé-

ñòâàìè (5.4), (5.30), (5.108)�(5.110), íàçîâåì ïðàâèëüíîé íåãëàäêîé ÌÂÍÔ

äëÿ óðàâíåíèÿ (5.28), åñëè ôóíêöèÿ V (ζ) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïîòåíöèàëîì

è, êðîìå óñëîâèÿ (5.111), âûïîëíåíî óñëîâèå:

〈υ, pf(t, z)〉 ≤ δ0 ‖∂V (pz)‖ ‖pf(t, z)‖ äëÿ âñåõ υ ∈ ∂V (pz), (5.114)

ãäå δ0 < 0, 0 ≤ t ≤ T, ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2, è åñëè ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî

ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ V1(ζ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

‖∂V (ζ)‖ ≥ ‖∂V1(ζ)‖ , ‖ζ‖ ≥ r0, (5.115)

è

lim
‖ζ‖→∞

|V1(ζ)| =∞. (5.116)

Èç òåðåìû 5.1.23 âûòåêàåò ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû 5.1.13.

Òåîðåìà 5.1.25. Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (5.28) ìîæíî óêàçàòü ïðàâèëü-

íóþ íåãëàäêóþ ÌÂÍÔ {V (ζ), W (ϕ, ρ)} . Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ

íà áåñêîíå÷íîñòè ind (V,∞) ôóíêöèè V (ζ) îòëè÷åí îò íóëÿ:

ind (V,∞) 6= 0.

Òîãäà óðàâíåíèå (5.28) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðå-

øåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G(r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].

Çàìå÷àíèå 5.1.5. Ñëåäóÿ ìåòîäó Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî ñãëàæèâàíèÿ ïðà-

âîé ÷àñòè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òåîðåìû 5.1.23�5.1.25 ñïðàâåäëèâû è äëÿ

óðàâíåíèÿ (5.28) ñ íåïðåðûâíîé ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ ïðàâîé ÷à-

ñòüþ f(t, z).
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5.1.11 Íàáîð íåãëàäêèõ ìíîãîëèñòíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé

äëÿ ñëó÷àÿ âûïóêëîé ïðàâîé ÷àñòè

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è (5.1), (5.2) äëÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïí. ñâ. ïî ñîâî-

êóïíîñòè ïåðåìåííûõ ìóëüòèîòîáðàæåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì

ïîäëèíåéíîãî ðîñòà è T -ïåðèîäè÷íîñòè ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà [0, T ] çàäàíû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè α∗(·) è

β∗(·) òàêèå, ÷òî ï.â. t ∈ [0, T ]

sup
z∈Ω(r∗,ρ1,ρ2)

sup
y∈F (t,z)

〈w, qy〉 < α∗(t) äëÿ âñåõ w ∈ ∂W (qz), (5.117)

inf
z∈Ω(r∗,ρ1,ρ2)

inf
y∈F (t,z)

〈w, qy〉 > β∗(t) äëÿ âñåõ w ∈ ∂W (qz), (5.118)

ïðè÷åì

2π(N − 1) <

T∫
0

α∗(τ)dτ ,

T∫
0

β∗(τ)dτ < 2πN, (5.119)

ãäå N � öåëîå ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 5.1.28. Ôóíêöèè {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèå

ñâîéñòâàìè (5.4), (5.30), (5.62), (5.117)�(5.119), îáðàçóþò ïîëíûé íàáîð ñòðî-

ãèõ íåãëàäêèõ ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) îòíîñèòåëüíî îáëàñòèΩ (r∗, ρ1, ρ2) ,

åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

sup
t∈[0,T ]

sup
y∈F (t,z)

|〈qy, qz〉|
‖qz‖

<
ρ2 − ρ1

2T
, z ∈ Ω(r∗, ρ1, ρ2); (5.120)

〈υ, py〉 < 0 äëÿ âñåõ y ∈ F (t, z), υ ∈ ∂Vi(pz), (5.121)

ãäå i = 1, ..., k, ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2.

Òåîðåìà 5.1.26. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) ìîæíî óêàçàòü ïîëíûé íà-

áîð {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} ñòðîãèõ íåãëàäêèõ ÌÂÍÔ îòíîñèòåëüíî
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îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) . Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè

ind (V1,∞) ôóíêöèè V1(ζ) îòëè÷åí îò íóëÿ:

ind (V1,∞) 6= 0.

Òîãäà âêëþ÷åíèå (5.1) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî

z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 5.1.23 è çàìå÷àíèÿ

5.1.5 (ñì. ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1.1).

Îïðåäåëåíèå 5.1.29. Ôóíêöèè {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèå

ñâîéñòâàìè (5.4), (5.30), (5.62), (5.117)�(5.119), îáðàçóþò ïîëíûé è îñò-

ðûé íàáîð íåãëàäêèõ ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè

Ω (r∗, ρ1, ρ2) , åñëè ôóíêöèè Vi(ζ), i = 1, ..., k, ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ïîòåíöè-

àëàìè, è êðîìå óñëîâèÿ (5.120), âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

〈υ, py〉 ≤ 0 äëÿ âñåõ y ∈ F (t, z), υ ∈ ∂Vi(pz), (5.122)

ãäå i = 1, ..., k, ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2, è äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî

ζ ∈ Rn−2, ‖ζ‖ ≥ r0 ìíîæåñòâî

K(ζ) =

{
η ∈ Rn−2 : η =

k∑
i=

γiυ, υ ∈ ∂Vi(ζ), i = 1, ..., k, γ1, ..., γk ≥ 0

}
ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì.

Òåîðåìà 5.1.27. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) ìîæíî óêàçàòü ïîëíûé è

îñòðûé íàáîð {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} íåãëàäêèõ ÌÂÍÔ îòíîñèòåëü-

íî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) . Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè

ind (V1,∞) ôóíêöèè V1(ζ) îòëè÷åí îò íóëÿ:

ind (V1,∞) 6= 0.

Òîãäà âêëþ÷åíèå (5.1) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî

z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 5.1.3 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g : Rn−2 →

Rn−2, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (5.76). Äëÿ âêëþ÷åíèÿ

z′(t) ∈ F (t, z(t)) + εmg(pz(t)), (5.123)

ñîîòíîøåíèå (5.122) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ â ñòðîãîé ôîðìå. Ðàññìîòðèì

〈υ, py + εmg(pz)〉 = 〈υ, py〉+ εm〈υ, g(pz)〉 < 0,

äëÿ âñåõ υ ∈ ∂Vi(pz), y ∈ F (t, z), i = 1, ..., k, ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2. Ñëå-

äîâàòåëüíî, íàáîð ôóíêöèé {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì

íàáîðîì ñòðîãèõ íåãëàäêèõ ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.123) îòíîñèòåëüíî

îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) ïðè êàæäîì εm > 0. Òîãäà ïî òåîðåìå 5.1.26 êàæ-

äîå âêëþ÷åíèå (5.123) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå zm(·) òàêîå, ÷òî

zm(t) ∈ G(r∗, ρ0), t ∈ [0, T ]. Óñòðåìëÿÿ εm ê íóëþ, ïîëó÷àåì èñêîìîå

ðåøåíèå z(·) âêëþ÷åíèÿ (5.1) êàê ïðåäåëüíóþ òî÷êó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

zm(·).

Îïðåäåëåíèå 5.1.30. Ïàðó ôóíêöèé {V (ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèõ ñâîé-

ñòâàìè (5.4), (5.30), (5.117)�(5.119), íàçîâåì ïðàâèëüíîé íåãëàäêîé ÌÂÍÔ

äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) îòíîñèòåëüíî îáëàñòèΩ (r∗, ρ1, ρ2) , åñëè ôóíêöèÿ V (ζ)

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïîòåíöèàëîì è, êðîìå óñëîâèÿ (5.120), âûïîëíåíî óñëî-

âèå:

〈υ, py〉 ≤ δ0 ‖∂V (pz)‖ ‖py‖ äëÿ âñåõ y ∈ F (t, z), υ ∈ ∂V (pz)

ãäå ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2, δ0 < 0, è åñëè ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî ëèïøèöåâà

ôóíêöèÿ V1(ζ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (5.115) è (5.116).

Òåîðåìà 5.1.28. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) ìîæíî óêàçàòü ïðàâèëüíóþ

íåãëàäêóþ ÌÂÍÔ {V (ζ), W (ϕ, ρ)} îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) .

Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ind (V,∞) ôóíêöèè V (ζ)
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îòëè÷åí îò íóëÿ:

ind (V,∞) 6= 0.

Òîãäà âêëþ÷åíèå (5.1) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî

z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ôóíêöèþ Ṽ (ζ) = V (ζ) + δ0
2 V1(ζ). Ïðè ýòîì

ïàðà ôóíêöèé
{
Ṽ (ζ), W (ϕ, ρ)

}
áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñòðîãîé íåãëàäêîé ÌÂÍÔ

äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1). Èç (5.81) âûòåêàåò, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (5.78).

Òîãäà ïî òåîðåìå 5.1.26 âêëþ÷åíèå (5.1) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå

z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó (5.1), (5.2) â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : R × Rn → Kv(Rn) óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì

óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè, óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà è T -ïåðèîäè÷íî ïî

ïåðâîìó àðãóìåíòó.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà [0, T ] çàäàíû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè α(·)

è β(·) òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 è äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ] âûïîëíåíû

óñëîâèÿ

sup
z∈Ω(r∗,ρ1,ρ2)

sup
y∈F (t,z)

〈w, qy〉 ≤ α∗(t)− ε äëÿ âñåõ w ∈ ∂W (qz), (5.124)

inf
z∈Ω(r∗,ρ1,ρ2)

inf
y∈F (t,z)

〈w, qy〉 ≥ β∗(t) + ε äëÿ âñåõ w ∈ ∂W (qz), (5.125)

ïðè÷åì

2π(N − 1) + ε ≤
T∫

0

α∗(τ)dτ ,

T∫
0

β∗(τ)dτ ≤ 2πN − ε, (5.126)

ãäå N � öåëîå ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 5.1.31. Ôóíêöèè {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèå

ñâîéñòâàìè (5.4), (5.30), (5.62), (5.124)�(5.126), îáðàçóþò ïîëíûé è îñò-

ðûé íàáîð íåãëàäêèõ ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè
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Ω (r∗, ρ1, ρ2) , åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

sup
t∈[0,T ]

sup
y∈F (t,z)

|〈qy, qz〉|
‖qz‖

≤ ρ2 − ρ1

2T
− ε, z ∈ Ω(r∗, ρ1, ρ2); (5.127)

〈υ, py〉 ≤ 0 äëÿ âñåõ y ∈ F (t, z), υ ∈ ∂Vi(pz), (5.128)

ãäå ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2, i = 1, ..., k, è äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî

ζ ∈ Rn−2, ‖ζ‖ ≥ r0 ìíîæåñòâî

K(ζ) =

{
η ∈ Rn−2 : η =

k∑
i=1

γiυ, υ ∈ ∂Vi(ζ), i = 1, ..., k; γ1, ..., γk ≥ 0

}
ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.1.29. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) ìîæíî óêàçàòü ïîëíûé è

îñòðûé íàáîð {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} íåãëàäêèõ ÌÂÍÔ îòíîñèòåëüíî

îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) . Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè

ind (V1,∞) ôóíêöèè V1(ζ) îòëè÷åí îò íóëÿ:

ind (V1,∞) 6= 0.

Òîãäà âêëþ÷åíèå (5.1) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî

z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 5.1.27 (ñì. ñõåìó äî-

êàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1.3).

Îïðåäåëåíèå 5.1.32. Ïàðó ôóíêöèé {V (ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèõ ñâîé-

ñòâàìè (5.4), (5.30), (5.124)�(5.126), áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíîé íåãëàäêîé

ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) , åñëè, êðî-

ìå óñëîâèÿ (5.127), âûïîëíåíî óñëîâèå

〈υ, py〉 ≤ δ0 ‖∂V (pz)‖ ‖py‖ äëÿ âñåõ y ∈ F (t, z), υ ∈ ∂V (pz), (5.129)

ãäå ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2, δ0 < 0, è åñëè ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî ëèïøèöåâà

ôóíêöèÿ V1(ζ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (5.115), (5.116).
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Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.1.30. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.1) ìîæíî óêàçàòü ïðàâèëüíóþ

íåãëàäêóþ ÌÂÍÔ {V (ζ), W (ϕ, ρ)} îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) .

Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ind (V,∞) ôóíêöèè V (ζ)

îòëè÷åí îò íóëÿ:

ind (V,∞) 6= 0.

Òîãäà âêëþ÷åíèå (5.1) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî

z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 5.1.28 (ñì. ñõåìó äî-

êàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1.3).

5.1.12 Íàáîð íåãëàäêèõ ìíîãîëèñòíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé

äëÿ ñëó÷àÿ íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòè

Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó (5.54), (5.55) äëÿ äèôôåðåíöèàëü-

íîãî âêëþ÷åíèÿ, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì íåïðåðûâ-

íûì ìóëüòèîòîáðàæåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ T -ïåðèîäè÷íîñòè ïî

ïåðâîìó àðãóìåíòó.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà [0, T ] çàäàíû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè α(·)

è β(·) òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 è äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ] âûïîëíåíû

óñëîâèÿ

sup
z∈Ω(r∗,ρ1,ρ2)

sup
y∈R(t,z)

〈w, qy〉 ≤ α∗(t)− ε äëÿ âñåõ w ∈ ∂W (qz), (5.130)

inf
z∈Ω(r∗,ρ1,ρ2)

inf
y∈R(t,z)

〈w, qy〉 ≥ β∗(t) + ε äëÿ âñåõ w ∈ ∂W (qz), (5.131)

ïðè÷åì

2π(N − 1) + ε ≤
T∫

0

α∗(τ)dτ ,

T∫
0

β∗(τ)dτ ≤ 2πN − ε, (5.132)
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ãäå N � öåëîå ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 5.1.33. Ôóíêöèè {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèå

ñâîéñòâàìè (5.4), (5.30), (5.62), (5.130)�(5.132), îáðàçóþò ïîëíûé è îñò-

ðûé íàáîð íåãëàäêèõ ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.54) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè

Ω (r∗, ρ1, ρ2) , åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

sup
t∈[0,T ]

sup
y∈R(t,z)

|〈qy, qz〉|
‖qz‖

≤ ρ2 − ρ1

2T
− ε, z ∈ Ω(r∗, ρ1, ρ2); (5.133)

〈υ, py〉 ≤ 0 äëÿ âñåõ y ∈ R(t, z), υ ∈ ∂Vi(pz), (5.134)

ãäå ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2, i = 1, ..., k, è äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî

ζ ∈ Rn−2, ‖ζ‖ ≥ r0 ìíîæåñòâî

K(ζ) =

{
η ∈ Rn−2 : η =

k∑
i=1

γiυ, υ ∈ ∂Vi(ζ), i = 1, ..., k; γ1, ..., γk ≥ 0

}
ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.1.31. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.54) ìîæíî óêàçàòü ïîëíûé

è îñòðûé íàáîð {V1(ζ), ..., Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} íåãëàäêèõ ÌÂÍÔ îòíîñèòåëü-

íî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) . Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè

ind (V1,∞) ôóíêöèè V1(ζ) îòëè÷åí îò íóëÿ:

ind (V1,∞) 6= 0.

Òîãäà âêëþ÷åíèå (5.54) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå

ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 5.1.27 (ñì. ñõåìó äî-

êàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1.10).

Îïðåäåëåíèå 5.1.34. Ïàðó ôóíêöèé {V (ζ), W (ϕ, ρ)} , îáëàäàþùèõ ñâîé-

ñòâàìè (5.4), (5.30), (5.130)�(5.132), áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíîé íåãëàäêîé
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ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.54) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (r∗, ρ1, ρ2) , åñëè, êðî-

ìå óñëîâèÿ (5.133), âûïîëíåíî óñëîâèå

〈υ, py〉 ≤ δ0 ‖∂V (pz)‖ ‖py‖ äëÿ âñåõ y ∈ R(t, z), υ ∈ ∂V (pz), (5.135)

ãäå ‖pz‖ ≥ r0, ‖qz‖ ≤ ρ2, δ0 < 0, è åñëè ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî ëèïøèöåâà

ôóíêöèÿ V1(ζ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (5.115), (5.116).

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.1.32. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.54) ìîæíî óêàçàòü ïðàâèëü-

íóþ íåãëàäêóþ ÌÂÍÔ {V (ζ), W (ϕ, ρ)} îòíîñèòåëüíî Ω (r∗, ρ1, ρ2) . Ïóñòü

òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ind (V,∞) ôóíêöèè V (ζ) îòëè-

÷åí îò íóëÿ:

ind (V,∞) 6= 0.

Òîãäà âêëþ÷åíèå (5.54) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðå-

øåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0), t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 5.1.28 (ñì. ñõåìó äî-

êàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1.10).
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5.2 Áèôóðêàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé

5.2.1 Ñëó÷àé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ïóñòü U ⊂ X � îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðî-

ñòðàíñòâà X, F : U → K(X) � êîìïàêòíîå CJ-ìóëüòèîòîáðàæåíèå òàêîå,

÷òî x /∈ F (x) äëÿ âñåõ x ∈ ∂U. Òîãäà îïðåäåëåíà òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü

deg(i−F,U) ìíîãîçíà÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, ïîðîæäåííîãî ìóëüòèîòîáðà-

æåíèåì F . Ýòà òîïîëîãè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà îáëàäàåò âñåìè îñíîâíûìè

ñâîéñòâàìè êëàññè÷åñêîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòïåïåíè (ñì. ï. 2.1).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå:

x ∈ F (x, µ), (5.136)

ãäå F : X × R → K(X) ÿâëÿåòñÿ CJ-ìóëüòèîòîáðàæåíèåì, à µ ∈ R �

ïàðàìåòðîì.

Ïóñòü ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

(F1) ìóëüòèîòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïí. ñâ. è 0 ∈ F (0, µ) äëÿ âñåõ

µ ∈ R;

(F2) ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî µ, 0 < |µ| < ε0 íàéäåòñÿ

δµ > 0 òàêîå, ÷òî x /∈ F (x, µ) äëÿ âñåõ x ∈ BX(0, δµ)\{0}, ãäå BX(0, δµ)

îáîçíà÷àåò çàìêíóòûé øàð â X ðàäèóñà δµ ñ öåíòðîì â íóëå;

(F3) áèôóðêàöèîííûé èíäåêñ â òî÷êå (0, 0), îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

Bi(F ; (0, 0)) = lim
µ→0+

deg(i− F,BX(0, δµ))− lim
µ→0−

deg(i− F,BX(0, δµ)),

îòëè÷åí îò íóëÿ.
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Ñèìâîëîì S îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé âêëþ-

÷åíèÿ (5.136), ò.å.

S = {(x, µ) ∈ X × R : x 6= 0 è x ∈ F (x, µ)}.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì. [127]).

Ëåììà 5.2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (F1)− (F3). Òîãäà ñóùåñòâóåò

ñâÿçíîå ìíîæåñòâî R ⊂ S òàêîå, ÷òî (0, 0) ∈ R è ëèáî R ÿâëÿåòñÿ

íåîãðàíè÷åííûì, ëèáî R 3 (0, µ∗) äëÿ íåêîòîðîãî µ∗ 6= 0.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

x′(t) = f(t, x(t), µ) (5.137)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

(f1) íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : R×Rn×R→ Rn ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñ-

êèì ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó (T > 0);

(f2) ñóùåñòâóåò c > 0 è ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ h : [0,∞)→ [0,∞) òàêèå,

÷òî h(0) = 0 è

|f(t, x, µ)| ≤ c h(|µ|) |x|

äëÿ âñåõ (t, x, µ) ∈ [0, T ]× Rn × R;

(f3) äëÿ êàæäîãî µ ∈ R óðàâíåíèå (5.137) èìååò ðåøåíèå x : [0, T ] → Rn

òàêîå, ÷òî x(0) = x(T ) = 0.

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn(n > 2) âûäåëåíà äâóìåðíàÿ ïëîñêîñòü R2 è

äîïîëíèòåëüíîå ê íåé ïîäïðîñòðàíñòâî Rn−2. Ïóñòü q � îïåðàòîð ïðîåê-

òèðîâàíèÿ íà ïëîñêîñòü R2 âäîëü ïîäïðîñòðàíñòâà Rn−2, à p = i − q, ãäå

i � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Íèæå ýëåìåíòû Rn−2 îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç ξ.

Ïóñòü ϕ, ρ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â R2.
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Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (5.137) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå:
dξ
dt = g(t, ξ, ϕ, ρ, µ),

dϕ
dt = h(t, ξ, ϕ, ρ, µ),

dρ
dt = w(t, ξ, ϕ, ρ, µ),

(5.138)

ãäå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè g, h, w ÿâëÿþòñÿ T -ïåðèîäè÷íûìè ïî ïåðâîìó

àðãóìåíòó.

Äëÿ (z, µ) ∈ Rn×R ñèìâîëîì Σz îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñëåäó-

þùåé çàäà÷è: 
x′ = f(t, x, µ),

x(0) = z.

Èçâåñòíî, ÷òî Σz ÿâëÿåòñÿ Rδ-ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå C([0, T ];Rn) (ñì.

îïðåäåëåíèå 2.1.4). Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå Σ: Rn × R → C([0, T ];Rn)

çàäàíî êàê

Σ(z, µ) = Σ(z,µ).

Òîãäà Σ ÿâëÿåòñÿ J-ìóëüòèîòîáðàæåíèåì (ñì., íàïðèìåð, [100, 119]).

Îïðåäåëèì ìóëüòèîïåðàòîð UT : Rn×R→ K(Rn) ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì

óðàâíåíèÿ (5.137) ñëåäóþùèì îáðàçîì

UT (z, µ) =
{
x(T ) : x ∈ Σ(z, µ)

}
.

Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (5.137) ýêâèâàëåíòíî âêëþ÷åíèþ

z ∈ UT (z, µ). (5.139)

Èç óñëîâèé (f1)−(f2) ñëåäóåò, ÷òî UT ÿâëÿåòñÿ CJ-ìóëüòèîïåðàòîðîì (ñì.,

íàïðèìåð, [100, 119]). Êðîìå òîãî, 0 ∈ UT (0, µ) äëÿ âñåõ µ ∈ R. Ñèìâîëîì

S îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ (5.139),

ò.å.

S = {(z, µ) ∈ Rn × R : z 6= 0 è z ∈ UT (z, µ)}.
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Ðàññìîòðèì ìíîãîëèñòíóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü

Π = {(ϕ, ρ) : ϕ ∈ (−∞,∞), ρ ∈ (0,∞)}.

Íà Π äëÿ êàæäîãî µ ∈ R ïóñòü W : Π × R → R çàäàåò ñêàëÿðíóþ íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ W (·, ·, µ), äëÿ êîòîðîé

∂

∂ϕ
W (ϕ, ρ, µ) > 0, (ϕ, ρ) ∈ Π, (5.140)

W (ϕ+ 2π, ρ, µ) = W (ϕ, ρ, µ) + 2π, (ϕ, ρ) ∈ Π. (5.141)

Èç (5.141) ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî

∇W (ϕ+ 2π, ρ, µ) = ∇W (ϕ, ρ, µ),

ãäå ∇W (ϕ, ρ, µ) =
(
∂W
∂ϕ ,

∂W
∂ρ

)
.

Äëÿ r∗ > 0 îïðåäåëèì îáëàñòü G(r∗) = {z ∈ Rn : ‖pz‖ < r∗, ‖qz‖ < r∗}.

Îïðåäåëåíèå 5.2.1. Ïàðà ôóíêöèé {V (ξ, µ),W (ϕ, ρ, µ)}, îáëàäàþùèõ

ñâîéñòâàìè (5.140)�(5.141), íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé ìíîãîëèñòíîé íàïðàâ-

ëÿþùåé ôóíêöèåé çàäà÷è (5.139) îòíîñèòåëüíî (0, 0), åñëè äëÿ âñåõ µ ∈ R

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ∂V (0,µ)
∂ξ = 0, è åñëè ñóùñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ

êàæäîãî µ : 0 < |µ| ≤ ε0 íàéäåòñÿ rµ > 0 òàêîå, ÷òî:

(a1) äëÿ 0 < ‖pz‖ < rµ è ‖qz‖ < rµ:〈
∂V (ξ, µ)

∂ξ
, g(t, ξ, ϕ, ρ, µ)

〉
< 0;

(a2) äëÿ 0 < ‖qz‖ < rµ:

∂W (ϕ, ρ, µ)

∂ϕ
h(t, 0, ϕ, ρ, µ) +

∂W (ϕ, ρ, µ)

∂ρ
w(t, 0, ϕ, ρ, µ) < 0;

(a3) ôóíêöèè α(t, µ) è β(t, µ), îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

α(t, µ) = sup
z∈G(rµ)

〈
∂W (qz, µ)

∂qz
, qf(t, z, µ)

〉
,

β(t, µ) = inf
z∈G(rµ)

〈
∂W (qz, µ)

∂qz
, qf(t, z, µ)

〉
,

ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè;
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(a4) ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî Nµ, ÷òî

2π(Nµ − 1) <

∫ T

0

α(s, µ)ds,

∫ T

0

β(s, µ)ds < 2πNµ.

Èç ïðèâåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî µ : 0 < |µ| ≤

ε0 êîððåêòíî îïðåäåëåíà òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü deg
(∂V (·,µ)

∂ξ , BRn−2(0, rµ)
)

(ñì., íàïðèìåð, [40]). Îáîçíà÷èì

indV = lim
µ→0+

deg

(
∂V (·, µ)

∂ξ
,BRn−2(0, rµ)

)
− lim
µ→0−

deg

(
∂V (·, µ)

∂ξ
,BRn−2(0, rµ)

)
.

Òåîðåìà 5.2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (f1) − (f3). Ïðåäïîëîæèì,

÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (5.137) ìîæíî óêàçàòü ëîêàëüíóþ ìíîãîëèñòíóþ íà-

ïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ îòíîñèòåëüíî (0, 0) òàêóþ, ÷òî indV 6= 0. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ñâÿçíîå ìíîæåñòâî C ⊂ S òàêîå, ÷òî:

(i) êàæäîé òî÷êå (z, µ) ∈ C ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå x : [0, T ] → Rn

óðàâíåíèÿ (5.137), äëÿ êîòîðîãî x(0) = x(T ) = z;

(ii) (0, 0) ∈ C è ëèáî C íåîãðàíè÷åíî, ëèáî C 3 (0, µ∗) äëÿ íåêîòîðîãî

µ∗ 6= 0.

Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

(5.137), {zn} ⊂ S, xn(0) = xn(T ) = zn, òàêàÿ, ÷òî {xn} íåîãðàíè÷åíà

èëè {xn} ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ x∗ óðàâíåíèÿ (5.137), äëÿ êîòîðîãî x∗(0) =

x∗(T ) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ìóëüòèîïåðàòîð ñäâèãà UT óäîâëåòâîðÿåò óñ-

ëîâèþ (F1) ëåììû 5.2.1. Ïîêàæåì, ÷òî îí óäîâëåòâîðÿåò è óñëîâèþ (F2).

Äëÿ ýòîé öåëè ïîêàæåì, ÷òî âêëþ÷åíèå (5.139) èìååò äëÿ êàæäîãî µ, 0 <

|µ| ≤ ε0 òîëüêî òðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ íà øàðå BRn(0, δµ), ãäå

δµ =
1

2ecTh(|µ|)rµ.
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Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå z ∈

BRn(0, δµ). Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ x òàêàÿ, ÷òî
x′ = f(t, x, µ) äëÿ t ∈ [0, T ],

x(0) = x(T ) = z.

Èç ðàâåíñòâà

x(t) = x(0) +

∫ t

0

f(s, x(s), µ)ds

ñëåäóåò, ÷òî

|x(t)| ≤ |z|+
∫ t

0

|f(s, x(s), µ)|ds ≤ |z|+
∫ t

0

c h(|µ|) |x(s)|ds.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó Ãðîíóîëëà, ïîëó÷àåì

|x(t)| ≤ |z|ecTh(|µ|) ≤ 1

2
rµ < rµ.

Åñëè íàéäåòñÿ Ω ⊂ (0, T ) òàêîå, ÷òî

ξ(t) = px(t) = 0 äëÿ t ∈ Ω

è

ξ(t) 6= 0 äëÿ t ∈ (0, T ) \ Ω,

òî èç óñëîâèÿ (a1) îïðåäåëåíèÿ 5.2.1 ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå〈
∂V (ξ, µ)

∂ξ
, g(t, ξ, ϕ, ρ, µ)

〉
< 0

äëÿ âñåõ t ∈ (0, T ) \ Ω. Ñëåäîâàòåëüíî,∫ T

0

〈
∂V (ξ, µ)

∂ξ
, g(t, ξ, ϕ, ρ, µ)

〉
dt < 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,∫ T

0

〈
∂V (ξ, µ)

∂ξ
, g(t, ξ, ϕ, ρ, µ)

〉
dt =

∫ T

0

〈
∂V (ξ, µ)

∂ξ
,
dξ

dt

〉
dt =

= V (ξ(T ), µ)− V (ξ(0), µ) = 0.
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Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè ξ(t) = 0 äëÿ âñåõ t ∈ (0, T ), íàïðèìåð, x(t) = qx(t) ∈ R2 äëÿ âñåõ

t ∈ (0, T ), òî, èç òîãî, ÷òî x 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ Ω ⊂ (0, T ) òàêîå,

÷òî x(t) 6= 0 äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ] \ Ω è x(t) = 0 äëÿ t ∈ Ω. Ïîýòîìó

∂W (ϕ, ρ, µ)

∂ϕ
h(t, 0, ϕ(t), ρ(t), µ) +

∂W (ϕ, ρ, µ)

∂ρ
w(t, 0, ϕ(t), ρ(t), µ) < 0

äëÿ t ∈ [0, T ] \ Ω.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∫ T

0

(
∂W (ϕ, ρ, µ)

∂ϕ
h(t, 0, ϕ(t), ρ(t), µ) +

+
∂W (ϕ, ρ, µ)

∂ρ
w(t, 0, ϕ(t), ρ(t), µ)

)
dt < 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,∫ T

0

(
∂W (ϕ, ρ, µ)

∂ϕ
h(t, 0, ϕ(t), ρ(t), µ) +

+
∂W (ϕ, ρ, µ)

∂ρ
w(t, 0, ϕ(t), ρ(t), µ)

)
dt =

= W (ϕ(T ), ρ(T ), µ)−W (ϕ(0), ρ(0), µ) = 0.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (F2) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ.

Èòàê, òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü deg
(
i − UT (·, µ), BRn(0, δµ)

)
ñóùåñòâóåò.

Äëÿ åå âû÷èñëåíèÿ âûáåðåì r̃µ > 0 òàêîå, ÷òî

G(r̃µ) ⊂ BRn(0, δµ).

Òàê êàê âêëþ÷åíèå (5.139) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ íà øàðå

BRn(0, δµ), òî

deg
(
i− UT (·, µ), BRn(0, δµ)

)
= deg

(
i− UT (·, µ), G(r̃µ)

)
.

Ðàññìîòðèì ìóëüòèîòîáðàæåíèå

Φ(t, z, µ) = z − pUt(z, µ)− qUT (z, µ), t ∈ (0, T ], z ∈ G(r̃µ).
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Òàê êàê pΦ(t, z, µ) = p(z − Ut(z, µ)), qΦ(t, z, µ) = q(z − UT (z, µ)) è íåò

íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé íà G(r̃µ), òî èìååì

0 /∈ pΦ(t, z, µ), t ∈ (0, T ], z ∈ ∂G(r̃µ);

0 /∈ qΦ(t, z, µ), t ∈ (0, T ], z ∈ ∂G(r̃µ).

Ïîýòîìó

0 /∈ Φ(t, z, µ), t ∈ (0, T ], z ∈ ∂G(r̃µ).

Åñëè Ut(z, µ) � òðàåêòîðèÿ, âûïóùåííàÿ èç òî÷êè z, òî

d

dt
Ut(z, µ) = f(t, Ut(z, µ)),

ïîýòîìó
d

dt
pUt(z, µ) = pf(t, Ut(z, µ)).

Ïîëàãàÿ çäåñü t = 0, ïîëó÷èì

lim
t→+0

pUt(z, µ)− pz
t

= pf(0, z, µ).

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïîëÿ −pf(0, z, µ) è p(z−Uε(z, µ)) ïðè ìàëûõ ε > 0

íàïðàâëåíû íåïðîòèâîïîëîæíî.

Â ñèëó (a1)

〈∇V (pz, µ),−pf(0, z, µ)〉 > 0, z ∈ ∂G(r̃µ),

ãäå ∇V (pz, µ) = ∂V (pz,µ)
∂pz .

Òàê êàê

0 /∈ q(z − UT (z, µ)), t ∈ (0, T ], z ∈ ∂G(r̃µ),

òî ïîëÿ

−pf(0, z, µ) + q(z − UT (z, µ)),

∇V (pz, µ) + q(z − UT (z, µ)),
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à òàêæå ïîëÿ

−pf(0, z, µ) + q(z − UT (z, µ)),

p(z − Uε(z, µ)) + q(z − UT (z, µ)) = Φ(ε, z, µ)

íåïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû ïðè z ∈ ∂G(r̃µ).

Ïîýòîìó

deg(∇V (pz, µ) + q(z − UT (z, µ)), G(r̃µ)) =

= deg(−pf(0, z, µ) + q(z − UT (z, µ)), G(r̃µ)) = deg(Φ(ε, z, µ), G(r̃µ)).

Îòêóäà

deg(i− UT (·, µ), G(r̃µ)) = deg(∇V (pz, µ) + q(z − UT (z, µ)), G(r̃µ)). (5.142)

Èç óñëîâèÿ (5.140) âûòåêàåò, ÷òî óðàâíåíèå

W (ϕ, ρ, µ) = w

îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ϕ.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Ψ(λ, z, µ) : [0, 1]×G(r̃µ)× R→ R2 ðàâåíñòâàìè

ϕ(Ψ(λ, z, µ)) = θ((1− λ)ρ(qUT (z, µ)), W (ϕ(qUT (z, µ)), ρ(qUT (z, µ)), µ)),

ρ(Ψ(λ, z, µ)) = (1− λ)ρ(qUT (z, µ)).

Ïîëàãàÿ ϕ = ϕ(qUT (z, µ)), ρ = ρ(qUT (z, µ)) â òîæäåñòâå θ(ρ,W (ϕ, ρ, µ)) ≡

ϕ, ïîëó÷èì

θ(ρ(qUT (z, µ)), W (ϕ(qUT (z, µ)), ρ(qUT (z, µ)), µ)) = ϕ(qUT (z, µ))

èëè

θ(Ψ(0, z, µ)) = ϕ(qUT (z, µ)).

Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèé ρ(Ψ(0, z, µ)) = ρ(qUT (z, µ)), ρ(Ψ(1, z, µ)) ≡ 0

ñëåäóþò ðàâåíñòâà

Ψ(0, z, µ) = qUT (z, µ), Ψ(1, z, µ) ≡ 0.
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Òàêèì îáðàçîì, êðèâàÿ Γz,µ(λ) = Ψ(λ, z, µ), ãäå 0 ≤ λ ≤ 1 à z, µ

ôèêñèðîâàíû, ñîåäèíÿåò òî÷êè ξ0 = qUT (z, µ) è ξ1 = 0. Äàëåå, òàê êàê

W (θ(ρ, w), ρ, µ) = w, òî

W (ϕ(Ψ(λ, z, µ)), ρ(Ψ(λ, z, µ)), µ) = W (ϕ(qUT (z, µ)), ρ(qUT (z, µ)), µ),

ò.å. ôóíêöèÿ W (ϕ, ρ, µ) èìååò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå íà Γz,µ(λ).

Ïîëîæèì

Φ1(λ, z, µ) = ∇V (pz, µ) + qz −Ψ(λ, z, µ), λ ∈ [0, 1], z ∈ G(r̃µ).

Íåïðåðûâíàÿ äåôîðìàöèÿ Φ1(λ, z, µ) ñîåäèíÿåò ïîëÿ

∇V (pz, µ) + q(z − UT (z, µ)) è ∇V (pz, µ) + qz.

Ïîêàæåì, ÷òî îíà íåâûðîæäåíà íà ∂G(r̃µ) è, áîëåå òîãî,

0 /∈ qΦ1(λ, z, µ), λ ∈ [0, 1], z ∈ ∂G(r̃µ). (5.143)

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: íàéäóòñÿ λ∗ ∈ [0, 1], z∗ ∈ ∂G(r̃µ) òàêèå, ÷òî

0 ∈ qΦ1(λ∗, z∗, µ), 0 ∈ qz∗ − qΨ(λ∗, z∗, µ).

Òîãäà

ϕ(Ψ(λ∗, z∗, µ)) = ϕ(qz∗) + 2πk, ρ(Ψ(λ∗, z∗, µ)) = ρ(qz∗).

Èç óñëîâèÿ (5.141) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

W (ϕ(Ψ(λ∗, z∗, µ)), ρ(Ψ(λ∗, z∗, µ)), µ) = W (ϕ(qz∗), ρ(qz∗), µ) + 2πk.

Íî

W (ϕ(Ψ(λ∗, z∗, µ)), ρ(Ψ(λ∗, z∗, µ)), µ) = W (ϕ(qUTz∗), ρ(qUTz∗), µ)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

W (ϕ(qUT (z∗, µ)), ρ(qUT (z∗, µ)), µ)−W (ϕ(qz∗), ρ(qz∗), µ) = 2πk. (5.144)
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Ïîëîæèì ω∗(t, µ) = W (ϕ(qUt(z∗, µ)), ρ(qUt(z∗, µ)), µ). Òàê êàê z∗ ∈ G(r̃µ),

òî

Ut(z∗, µ) ∈ G(rµ), t ∈ (0, T ].

Ïîýòîìó âåðíû îöåíêè

2π(Nµ − 1) < ω∗(T, µ)− ω∗(0, µ) < 2πNµ.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ðàâåíñòâà

ω∗(0, µ) = W (ϕ(qz∗), ρ(qz∗), µ),

ω∗(T, µ) = W (ϕ(qUT (z∗, µ)), ρ(qUT (z∗, µ)), µ),

ïîëó÷èì

2π(Nµ − 1) < W (ϕ(qUT (z∗, µ)), ρ(qUT (z∗, µ)), µ)−W (ϕ(qz∗), ρ(qz∗), µ),

W (ϕ(qUT (z∗, µ)), ρ(qUT (z∗, µ)), µ)−W (ϕ(qz∗), ρ(qz∗), µ) < 2πNµ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îöåíêàì (5.144). Èç ñîîòíîøåíèÿ (5.143) è

pΦ1(λ, z, µ) = ∇V (pz, µ) 6= 0, z ∈ G(r̃µ),

ñëåäóåò, ÷òî Φ1(λ, z, µ) íåâûðîæäåíà. Ïîýòîìó

deg(∇V (pz, µ) + q(z − UT (z, µ)), G(r̃µ)) =

= deg(∇V (pz, µ) + qz,G(r̃µ))

è â ñèëó (5.142)

deg(i− UT (·, µ), G(r̃µ)) = deg(∇V (pz, µ) + qz,G(r̃µ)).

Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ïðîèçâåäåíèè ñòåïåíåé è ñâîéñòâî íîðìà-

ëèçàöèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè, ïîëó÷àåì

deg(∇V (pz, µ) + qz,G(r̃µ)) = deg(∇V (pz, µ), G(r̃µ)) · deg(qz,G(r̃µ)) =
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= deg(∇V (pz, µ), G(r̃µ)).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

deg(i− UT (·, µ), G(r̃µ)) = deg(∇V (pz, µ), G(r̃µ)) =

= deg(∇V (pz, µ), BRn−2(0, rµ)).

Òåïåðü óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 5.2.1 è òîãî ôàêòà, ÷òî ind V 6=

0.

5.2.2 Ñëó÷àé äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à äëÿ ñåìåéñòâà äèôôåðåíöèàëü-

íûõ âêëþ÷åíèé ñëåäóþùåãî âèäà:

z′(t) ∈ F (t, z(t), µ), (5.145)

z(0) = z(T ), (5.146)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

(H1) F : R×Rn×Λ→ Kv(Rn) ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêèì ìóëüòèîîòîáðà-

æåíèåì (T > 0), óäîâëåòâîðÿþùèì âåðõíèì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè è

óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà, ãäå Λ � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Rk;

(H2) äëÿ êàæäîãî µ ∈ Λ çàäà÷à (5.145), (5.146) èìååò ðåøåíèå z : [0, T ] →

Rn òàêîå, ÷òî z(0) = z(T ) = 0.

Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (5.145), (5.146) ïîíèìàåòñÿ ïàðà (z, µ), óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ (5.145) ï.â. íà [0, T ], ãäå z ∈ C([0, T ];Rn) ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñ-

êîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé, µ ∈ Λ. Èç (H2) ñëåäóåò, ÷òî (0, µ)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (5.145), (5.146) äëÿ êàæäîãî µ ∈ Λ. Ýòè ðåøå-

íèÿ íàçûâàþòñÿ òðèâèàëüíûìè. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì S ìíîæåñòâî âñåõ

íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (5.145), (5.146).
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Ïóñòü Rn = Rn−2×R2. Ñèìâîëîì q îáîçíà÷èì îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ

íà ïëîñêîñòü R2 âäîëü ïîäïðîñòðàíñòâà Rn−2, à p = i − q, ãäå i � òîæäå-

ñòâåííûé îïåðàòîð. Íèæå ýëåìåíòû R2 îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç ξ, ýëåìåíòû

Rn−2 � ÷åðåç ζ. Ïóñòü ϕ, ρ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â R2.

Ðàññìîòðèì ìíîãîëèñòíóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü

Π = {(ϕ, ρ) : ϕ ∈ (−∞,∞), ρ ∈ (0,∞)} .

Ïóñòü íà Π× Λ çàäàíà ñêàëÿðíàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî ïåð-

âîìó àðãóìåíòó è íåïðåðûâíàÿ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ôóíêöèÿ W (ξ, µ),

äëÿ êîòîðîé
∂W (ϕ, ρ, µ)

∂ϕ
> 0, (ϕ, ρ) ∈ Π, µ ∈ Λ; (5.147)

W (ϕ+ 2π, ρ, µ) = W (ϕ, ρ, µ) + 2π, (ϕ, ρ) ∈ Π, µ ∈ Λ. (5.148)

Íà ïîäïðîñòðàíñòâå Rn−2×Λ ïóñòü çàäàíà ñêàëÿðíàÿ íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìàÿ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó è íåïðåðûâíàÿ ïî âòîðîìó àðãóìåí-

òó ôóíêöèÿ V (ζ, µ) òàêàÿ, ÷òî ∂V (0,µ)
∂ζ = 0 è âûïîëíåíî óñëîâèå êîýðöèòèâ-

íîñòè

lim
‖ζ‖→∞

V (ζ, µ) = +∞. (5.149)

Äëÿ êàæäîãî µ ∈ Λ âûáåðåì ρ1 := ρ1(µ), ρ2 := ρ2(µ) òàêèå, ÷òî 0 ≤

ρ1 < ρ2 è äëÿ ϑ0 := minV (ζ, µ), ïîëîæèì ϑ := ϑ(µ) òàêîå, ÷òî ϑ > ϑ0.

Îïðåäåëèì îáëàñòü

Ωµ (ϑ, ρ1, ρ2) = {z ∈ Rn : V (pz, µ) < ϑ, ρ1 < ‖qz‖ < ρ2} .

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà [0, T ] çàäàíû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè α(t, µ),

β(t, µ) òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî µ ∈ Λ è ï.â t ∈ [0, T ]

sup
z∈Ωµ(ϑ,ρ1,ρ2)

sup
y∈F (t,z,µ)

〈
∂W (qz, µ)

∂qz
, qy

〉
< α(t, µ), (5.150)
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inf
z∈Ωµ(ϑ,ρ1,ρ2)

inf
y∈F (t,z,µ)

〈
∂W (qz, µ)

∂qz
, qy

〉
> β(t, µ), (5.151)

ïðè÷åì

2π(Nµ − 1) <

T∫
0

α(τ, µ)dτ ,

T∫
0

β(τ, µ)dτ < 2πNµ, (5.152)

ãäå Nµ öåëîå ÷èñëî.

Äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 5.2.2. Ïàðó ôóíêöèé {V (ζ, µ),W (ξ, µ)} , îáëàäàþùèõ ñâîé-

ñòâàìè (5.147)�(5.152), áóäåì íàçûâàòü ñòðîãîé ìíîãîëèñòíîé âåêòîðíîé

íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé (ÌÂÍÔ) äëÿ âêëþ÷åíèÿ (5.145) îòíîñèòåëüíî

îáëàñòè Ωµ (ϑ, ρ1, ρ2) åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

sup
t∈[0,T ]

sup
y∈F (t,z,µ)

|〈qy, qz〉|
‖qz‖

<
ρ2 − ρ1

2T
, z ∈ Ωµ(ϑ, ρ1, ρ2); (5.153)

〈
∂V (pz, µ)

∂pz
, py

〉
< 0, y ∈ F (t, z, µ), V (pz, µ) ≥ ϑ, ‖qz‖ ≤ ρ2. (5.154)

Äëÿ âñåõ µ ∈ Λ è ρ0(µ) = ρ0 = (ρ1 + ρ2)/2 ïîëîæèì

Gµ(ϑ, ρ0) = {z ∈ Rn : V (pz, µ) < ϑ, ‖qz‖ < ρ0} ,

∂Gµ(ϑ, ρ0) = ∂Gζ(ϑ)×Gξ(ρ0) ∪Gζ(ϑ)× ∂Gξ(ρ0).

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ∇V : Rn−2 × Λ→ Rn−2 êàê

∇V (ζ, µ) =
∂V (ζ, µ)

∂ζ
.

Ïóñòü äëÿ ôèêñèðîâàííûõ r > η > 0, µ0 ∈ Λ âûïîëíåíî ñëåäóþùåå

óñëîâèå

∇V (pz, µ) 6= 0 (5.155)

äëÿ âñåõ z ∈ Gµ(ϑ, ρ0) è µ : r − η ≤ |µ− µ0| ≤ r + η.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

239



Òåîðåìà 5.2.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (H1) è (H2). Äëÿ

âêëþ÷åíèÿ (5.145) ïóñòü óêàçàíà ñòðîãàÿ ÌÂÍÔ {V (ζ, µ),W (ξ, µ)} îò-

íîñèòåëüíî îáëàñòè Ωµ (ϑ, ρ1, ρ2) äëÿ êàæäîãî µ : |µ− µ0| ≥ r.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäåíèé:

(i) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {(yn, µn)}∞n=1, µn → µ, |µ −

µ0| = r, yn ∈ Rn, yn 6= ym äëÿ n 6= m, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (zn) ðå-

øåíèé çàäà÷è (5.145), (5.146) äëÿ µ = µn òàêèå, ÷òî zn(0) = zn(T ) =

yn → 0 è zn → z, ãäå z ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (5.145), (5.146)

äëÿ µ = µ òàêèì, ÷òî z(0) = z(T ) = 0;

(ii) ñóùåñòâóåò ñâÿçíîå ìíîæåñòâî C òî÷åê (y, µ), ãäå y 6= 0 òàêîå,

÷òî

• (0, µ) ∈ C, ãäå |µ− µ0| < r,

• C ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì è ëèáî C ∩ ∂U 6= ∅, ëèáî (0, µ̃) ∈ C

äëÿ íåêîòîðîãî µ̃ ∈ Λ : |µ̃− µ0| > r,

• êàæäîé òî÷êå (y, µ) ∈ C ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå z : [0, T ] →

Rn âêëþ÷åíèÿ (5.145) òàêîå, ÷òî z(0) = z(T ) = y. Â ÷àñòíî-

ñòè, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (zn)
∞
n=1 ðåøåíèé âêëþ÷å-

íèÿ (5.145) äëÿ µ = µn, zn(0) = zn(T ) = yn, ãäå µn → µ ∈ Λ,

‖µ − µ0‖ < r, ñõîäÿùàÿñÿ ê ðåøåíèþ z âêëþ÷åíèÿ (5.145) äëÿ

µ = µ, z(0) = z(T ) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî òðàåêòîðèè z(t), íà-

÷èíàþùèåñÿ íà ∂Gµ(ϑ, ρ0), óäîâëåòâîðÿþò äëÿ t ∈ (0, T ] ñëåäóþùåé îöåíêå

z(t) ∈ Gµ(ϑ, ρ2). (5.156)

Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòó ζ(t) ðåøåíèÿ z(t). Åñëè ζ(0) ÿâëÿåòñÿ âíóòðåí-
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íåé òî÷êîé Gζ(ϑ), òî ñóùåñòâóåò ε1 > 0 òàêîå, ÷òî

ζ(t) ∈ Gζ(ϑ), t ∈ (0, ε1). (5.157)

Ïóñòü òåïåðü ζ(0) ∈ ∂Gζ(ϑ), ò.å., V (ζ(0)) = ϑ. Òàê êàê ‖ξ(0)‖ ≤ ρ0 < ρ2,

òî èç (5.154) òîãäà ñëåäóåò, ÷òî

〈∇V (ζ(0), µ), py〉 < 0 äëÿ âñåõ y ∈ F (0, ζ(0), ξ(0), µ).

Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ t > 0 èìååì V (ζ(t), µ) < ϑ. Ïîýòîìó äëÿ

íåêîòîðîãî ε1 > 0 îöåíêà (5.157) èñòèííà.

Äëÿ êîìïîíåíòû ξ(t), î÷åâèäíî, ïðè íåêîòîðîì ε2 > 0 âûïîëíÿåòñÿ

ξ(t) ∈ Gξ(ρ2), t ∈ (0, ε2). (5.158)

Â ñèëó (5.157) è (5.158) z(t) ∈ Gµ(ϑ, ρ2), 0 < t < min{ε1, ε2}. Ïîýòîìó

îïðåäåëåíî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî

t∗ = sup {t > 0 : z(t) ∈ Gµ(ϑ, ρ2)} .

Çàìåòèì, ÷òî âêëþ÷åíèå (5.156) ýêâèâàëåíòíî îöåíêå t∗ > T.

Òàê êàê z(t∗) ∈ ∂Gµ(ϑ, ρ2), òî ëèáî V (ζ(t∗), µ) = ϑ, ëèáî ‖ξ(t∗)‖ = ρ2. Èç

(5.154) ñëåäóåò, ÷òî V (ζ(t∗), µ) < ϑ. Ïîýòîìó ‖ξ(t∗)‖ = ρ2 è èç ‖ξ(0)‖ ≤ ρ0

ñëåäóåò, ÷òî

‖ξ(t∗)‖ − ‖ξ(0)‖ ≥ ρ2 − ρ0 = (ρ2 − ρ1)/2.

Ïóñòü ϕ(t), ρ(t) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ξ(t). Òîãäà

ρ(t∗)− ρ(0) ≥ (ρ2 − ρ1)/2.

Ïîýòîìó

max
t∈[0,t∗]

‖ρ′(t)‖ ≥ (ρ2 − ρ1)/2t∗. (5.159)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê

‖ρ′(t)‖ =
〈qy, ξ(t)〉
‖ξ(t)‖

, y ∈ F (t, ζ(t), ξ(t), µ),
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è z(t) ∈ Gµ(ϑ, ρ2) äëÿ t ∈ (0, t∗), èç (5.153) âûòåêàåò îöåíêà

max
t∈[0,t∗]

‖ρ′(t)‖ < (ρ2 − ρ1)/2T . (5.160)

Ñðàâíèâàÿ (5.159) è (5.160), ïîëó÷àåì, ÷òî t∗ > T. Ïîýòîìó âñÿêàÿ òðà-

åêòîðèÿ z(·), íà÷èíàþùàÿñÿ íà ∂Gµ (ϑ, ρ0) , ïðè t ∈ (0, T ] óäîâëåòâîðÿåò

îöåíêå z(t) ∈ Gµ(ϑ, ρ2).

Øàã 2. Ïóñòü z(0) ∈ Gζ(ϑ)× ∂Gξ(ρ0) è

ρ(0) = ρ0 = (ρ1 + ρ2)/2.

Òàê êàê z(t) ∈ Gµ (ϑ, ρ2) ïðè t ∈ (0, T ] , ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

max
[0,t∗]
|ρ′(t)| < (ρ2 − ρ1)/2T.

Ïîýòîìó

ρ(t) > ρ(0)− (ρ2 − ρ1)t/2T, t ∈ (0, T ]

è

ρ(t) > ρ1, t ∈ (0, T ] .

Òîãäà

z(t) ∈ Ωµ(ϑ, ρ1, ρ2), t ∈ (0, T ] .

Ïóñòü ω(t, µ) = W (ξ(t), µ). Îïåðàòîð ∇W : R2×Λ→ R2 îïðåäåëèì êàê

∇W (ξ, µ) =
∂W (ξ, µ)

∂ξ
.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî µ ∈ Λ

ω′(t, µ) = 〈∇W (ξ(t), µ), qy〉,

ãäå y ∈ F (t, z, µ) è

β(t, µ) < ω′(t, µ) < α(t, µ).
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Èñïîëüçóÿ òåïåðü èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè ω(t, µ), ïîëó÷à-

åì
T∫

0

β(τ, µ)dτ < ω(T, µ)− ω(0, µ) <

T∫
0

α(τ, µ)dτ . (5.161)

Èç (5.152) òîãäà ñëåäóåò, ÷òî

2π(Nµ − 1) < ω(T, µ)− ω(0, µ) < 2πNµ.

Òàêèì îáðàçîì, ξ(T ) 6= ξ(0) äëÿ µ : r+ ε/2 ≤ |µ− µ0| < r+ ε, 1/2 < λ < 1

è z0 ∈ ∂Gµ(ϑ, ρ0).

Øàã 3. Îïðåäåëèì îïåðàòîð fV : Rn−2 × Λ→ Rn−2 êàê

fV (ζ, µ) =

 ∇V (ζ, µ), åñëè ‖∇V (ζ, µ)‖ ≤ 1,

∇V (ζ,µ)
‖∇V (ζ,µ)‖ , åñëè ‖∇V (ζ, µ)‖ > 1

è îïåðàòîð P : [0, T ]× Rn−2 × Λ→ Rn−2 ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå

P (t, ζ0, µ) = ζ(t)− ζ0,

ãäå ζ : [0, T ]→ Rn−2 � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ζ ′(t) = fV (ζ, µ), ζ(0) =

ζ0. ßñíî, ÷òî îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå fV ÿâ-

ëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî âòîðîìó àð-

ãóìåíòó.

Ïóñòü ìóëüòèîïåðàòîð Φ : [0, T ]× Rn × Λ ( Rn îïðåäåëåí êàê

Φ(t, z, µ) =

= {z(t)− z0 | z′(s) ∈ F (s, z(s), µ) ï.â. s ∈ [0, T ], z(0) = z0, pz(0) = ζ0}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ε : 0 < ε ≤ η/2 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ

µ : r + ε/2 ≤ |µ− µ0| < r + ε è z0 ∈ Gµ(ϑ, ρ0)

0 /∈ Φ(T, z0, µ). (5.162)
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Åñëè (5.162) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè µn → µ ∈

Λ è yn → 0 â Rn òàêèå, ÷òî µn 6= µm, yn 6= ym äëÿ n 6= m, |µ− µ0| = r è

0 ∈ Φ(T, yn, µn).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé zn : [0, T ] → Rn

çàäà÷è (5.145), (5.146) äëÿ µ = µn òàêàÿ, ÷òî zn(0) = zn(T ) = zn. Çàìåòèì,

÷òî èç ëåììû Ãðîíóîëëà âûòåêàåò, ÷òî zn → z â C([0, T ];Rn). Òîãäà z

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (5.145), (5.146) äëÿ µ = µ òàêèì, ÷òî z(0) =

z(T ) = 0.

Øàã 4. Äëÿ êàæäîãî µ ∈ Λ : r + ε/2 ≤ |µ− µ0| < r + ε; z0 ∈ ∂Gζ(ϑ)×

Gξ(ρ0) è t ∈ [0, T ], ïîêàæåì, ÷òî

0 6= P (t, ζ0, µ).

Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ðåøåíèå ζ(t) çàäà÷è ζ ′(t) = fV (ζ(t), µ), ζ(0) ∈

∂Gζ(ϑ). Òîãäà

V (ζ(t), µ)− V (ζ(0), µ) =

∫ t

0

〈∇V (ζ(s), µ), ζ ′(s)〉ds =

=

∫ t

0

〈∇V (ζ(s), µ), fV (ζ(s), µ)〉ds > 0.

Òàêèì îáðàçîì ζ(t) 6= ζ(0) = ζ0 è

0 6= P (t, ζ0, µ).

Øàã 5. Äëÿ t ∈ [0, T ] ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ht : Rn−2 × Λ× [0, 1]→

Rn−2, çàäàííîå êàê

ht(ζ0, µ, λ) = (1− λ)∇V (ζ0, µ) + λP (t, ζ0, µ).

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò τ ∈ [0, T ] òàêîå, ÷òî äëÿ µ ∈ Λ : r + ε/2 ≤

|µ− µ0| < r + ε; ζ(0) ∈ ∂Gζ(ϑ) è λ ∈ [0, 1],

0 6= hτ(ζ0, µ, λ).
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Äåéñòâèòåëüíî, èç íåïðåðûâíîñòè fV , V è (5.155) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâó-

åò τ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ζ(0) ∈ ∂Gζ(ϑ), ζ ′0 ∈ Rn−2 òàêèõ, ÷òî |V (ζ0, µ) −

V (ζ ′0, µ)| ≤ τ, èìååì

〈∇V (ζ0, µ), fV (ζ ′0, µ)〉 > 0.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äëÿ µ ∈ Λ : r + ε/2 ≤ |µ − µ0| < r + ε;

ζ(0) ∈ ∂Gζ(ϑ) è λ ∈ [0, 1]

hτ(ζ0, µ, λ) = 0.

Òîãäà èç (5.155) è øàãà 4 äëÿ êàæäîãî λ ∈ (0, 1) ïîëó÷àåì

ζ(τ)− ζ0 =
λ− 1

λ
∇V (ζ0, µ),

ãäå ζ ′ = fV (ζ, µ) íà [0, T ] è ζ(0) = ζ0. Òàê êàê |fV | ≤ 1, òî, î÷åâèäíî, ÷òî

äëÿ θ ∈ [0, τ ] èìååì |V (ζ(θ), µ)− V (ζ0, µ)| ≤ τ. Òîãäà

0 > 〈ζ(τ)− ζ0,∇V (ζ0, µ)〉 =

∫ τ

0

〈fV (ζ(θ), µ),∇V (ζ0, µ)〉dθ > 0,

è ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Øàã 6. Ïóñòü òåïåðü

k(λ) =

 1, åñëè λ ∈ [0, 1
2),

2− 2λ, åñëè λ ∈ [1
2 , 1];

è

t(λ) =

 2(T − τ)λ+ τ, åñëè λ ∈ [0, 1
2),

T, åñëè λ ∈ [1
2 , 1].

Ðàññìîòðèì ìóëüòèîïåðàòîð Ψ′ : Rn × Λ× [0, 1] ( Rn, çàäàííûé êàê

Ψ′(z0, µ, λ) =

= {z(t(λ))− z0 | z′(θ) ∈ k(λ)fV (pz(θ), µ) + (1− k(λ))F (θ, z(θ), µ)},

ãäå z(0) = z0, pz(0) = ζ0. ßñíî, ÷òî

Ψ′(z0, µ, λ) =

 hτ(ζ0, µ, 1) = P (τ, ζ0, µ), åñëè λ = 0,

Φ(T, z0, µ) := ΦT , åñëè λ = 1.
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Â ñèëó óñëîâèÿ (5.162) è øàãà 5, åñëè µ : r + ε/2 ≤ |µ − µ0| < r + ε è

z0 ∈ Gµ(ϑ, ρ0), òî

0 /∈ Ψ′(z0, µ, λ), λ = 0, 1.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ z0 ∈ ∂Gµ(ϑ, ρ0)

0 /∈ Ψ′(z0, µ, λ) äëÿ âñåõ λ ∈ (0, 1),

ò.å., êàæäîå ψ′ ∈ Ψ′(z0, µ, λ) îòëè÷íî îò íóëÿ.

Èç îïðåäåëåíèÿ ìóëüòèîïåðàòîðà Ψ′ ñëåäóåò, ÷òî

ψ′ = z(t(λ))− z0,

ãäå ôóíêöèÿ z : [0, T ]→ Rn òàêàÿ, ÷òî z(0) = z0, pz(0) = ζ0 è

z′(θ) ∈ k(λ)fV (pz(θ), µ) + (1− k(λ))F (θ, z(θ), µ),

ò.å., z′(θ) = k(λ)fV (pz(θ), µ) + (1− k(λ))y(θ), ãäå y(θ) ∈ F (θ, z(θ), µ).

Òîãäà äëÿ 0 < λ ≤ 1/2 ïî øàãó 4 èìååì

ψ′ = P (t(λ), ζ0, µ) 6= 0.

Åñëè 1/2 < λ < 1, òî

V (p(ψ′ + z0), µ)− V (pz0, µ) ≥ k(λ)

∫ T

0

〈∇V (pz(θ), µ), fV (pz(θ), µ)〉dθ > 0

äëÿ z0 ∈ ∂Gζ(ϑ)×Gξ(ρ0). Ñëåäîâàòåëüíî, pψ
′ 6= 0.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ z0 ∈ Gζ(ϑ)×∂Gξ(ρ0) è µ : r+ε/2 ≤ |µ−µ0| <

r + ε, 1/2 < λ < 1

qψ′ 6= 0.

Èìååì

ω(T, µ)− ω(0, µ) =

∫ T

0

ω′(τ, µ)dτ =

∫ T

0

〈∇W (ξ(τ), µ), qỹ〉dτ =

= (1− k(λ))

∫ T

0

〈∇W (ξ(τ), µ), qy〉dτ,
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ãäå ỹ ∈ k(λ)fV (pz(τ), µ) + (1− k(λ))F (τ, z(τ), µ)), y ∈ F (τ, z(τ), µ).

Òîãäà â ñèëó (5.161) èìååì

(1− k(λ))2π(Nµ − 1) < ω(T, µ)− ω(0, µ) < (1− k(λ))2πNµ.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ξ(T ) 6= ξ(0), ò.å., qψ′ 6= 0 äëÿ µ : r + ε/2 ≤ |µ− µ0| <

r + ε, 1/2 < λ < 1 è z0 ∈ Gζ(ϑ)× ∂Gξ(ρ0).

Øàã 7. Íàêîíåö, îïðåäåëèì ìóëüòèîïåðàòîð Ψ : Rn × Λ × [0, 1] ( Rn

êàê

Ψ(z0, µ, λ) =

 hτ(pz0, µ, 2λ), åñëè λ ∈ [0, 1/2],

Ψ′(z0, µ, 2λ− 1), åñëè λ ∈ (1/2, 1].

Èç (5.155), (5.162) è øàãîâ 5 è 6 äëÿ µ : r + ε/2 ≤ |µ − µ0| < r + ε è

z0 ∈ Gµ(ϑ, ρ0) ïîëó÷àåì

0 /∈ Ψ(z0, µ, λ), λ = 0, 1.

Äëÿ µ : r + ε/2 ≤ |µ− µ0| < r + ε è z0 ∈ ∂Gµ(ϑ, ρ0) èìååì òàêæå

0 /∈ Ψ(z0, µ, λ), λ ∈ [0, 1].

Òîãäà

Bi (ΦT ) = Bi (∇V ) 6= 0.

Òåïåðü óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 1.3.1.
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