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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Îäíèì èç âàæíåéøèõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâà-
íèé â ñîâðåìåííîì êîìïëåêñíîì àíàëèçå ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ôàêòîðèçà-
öèîííûõ ïðåäñòàâëåíèé âåñîâûõ êëàññîâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïîìèìî
òîãî, ÷òî ðåçóëüòàòû ýòèõ èññëåäîâàíèé èìåþò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ,
îíè òàêæå øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ êîìïëåêñ-
íîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà: ïðè èçó÷åíèè ãðàíè÷íûõ ñâîéñòâ êëàñ-
ñîâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, â âîïðîñàõ òåîðèè èíòåðïîëÿöèè, â çàäà÷àõ
àïïðîêñèìàöèè, â òåîðèè îïåðàòîðîâ è ò.ä. Èñòîêè òåîðèè ôàêòîðèçàöèè
ëåæàò â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ Ê. Âåéðøòðàññà, Æ. Àäàìàðà, Ô. Áîðåëÿ,
Â.Â. Ãîëóáåâà, ïîñâÿùåííûõ ôàêòîðèçàöèè öåëûõ ôóíêöèé, è â ðàáîòàõ Ð.
Íåâàíëèííû, Â.È. Ñìèðíîâà î ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé îãðàíè÷åííîãî âè-
äà è êëàññîâ Õàðäè. Èíòåðåñ ê ýòèì ïðîáëåìàì íå èññÿêàåò è â íàñòîÿùåå
âðåìÿ. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ áûëè íàïèñàíû íåñêîëüêî ìîíîãðàôèé
ïî ýòîé òåìàòèêå: Ì.Ì. Äæðáàøÿíîì (1966 ã.), À.Å. Äæðáàøÿíîì è Ô.À.
Øàìîÿíîì (1988 ã.), Ã. Õåäåíìàëüìîì, Á. Êîðåíáëþìîì è Ê. Æó (2000 ã.),
Ê. Ñåéïîì (2004 ã.), Ô.À. Øàìîÿíîì è Å.Í. Øóáàáêî (2009 ã.). Ïðè ïî-
ñòðîåíèè ôàêòîðèçàöèîííûõ ïðåäñòàâëåíèé ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå èìååò
õàðàêòåðèçàöèÿ êîðíåâûõ ìíîæåñòâ ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ àíàëèòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé. Ïî ýòîé ïðîáëåìå îïóáëèêîâàíû ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû
îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ: Ó. Õåéìàíà, Ñ. Ëèíäåíà, Ì. Öóäçè,
Ô.À. Øàìîÿíà, Í.À. Øèðîêîâà, Á.Í. Õàáèáóëëèíà, Á.È. Êîðåíáëþìà, Ê.
Ñåéïà, Ã. Õåäåíìàëüìà, À. Áîðè÷åâà, è äð. Íà îñíîâàíèè âûøåèçëîæåíî-
ãî ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî âûáðàííàÿ òåìà äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ
âåñüìà àêòóàëüíà.

Ïðèâåä¼ì îáçîð íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ, òåñíî ñâÿçàííûõ ñ òåìàòèêîé
äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ.

Ïóñòü D � åäèíè÷íûé êðóã íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, H(D) �
ìíîæåñòâî âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ â D ôóíêöèé. Ñèìâîëîì Zf áóäåì îáîçíà-
÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé íåíóëåâîé ôóíêöèè f , n(t) � êîëè÷åñòâî íóëåé
ôóíêöèè f â êðóãå |z| < t, a+ = max(a, 0), a ∈ R.

Â 20-å ãîäû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ â ðàáîòàõ îäíîãî èç êëàññèêîâ êîì-
ïëåêñíîãî àíàëèçà Ð. Íåâàíëèííû áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé ôóíêöèè, ÿâèâøååñÿ îñíîâîïîëîãàþùèì äëÿ âñåé òåîðèè àíàëèòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé: Ïóñòü f ∈ H(D), õàðàêòåðèñòèêîé Ð. Íåâàíëèííû íàçûâà-
åòñÿ ôóíêöèÿ

T (r, f) =
1

2π

π∫
−π

ln+ |f(reiφ)|dφ,
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ãäå 0 < r < 1.
Êëàññîì Ð. Íåâàíëèííû èëè êëàññîì ôóíêöèé îãðàíè÷åííîãî âèäà

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî N ôóíêöèé f ∈ H(D), äëÿ êîòîðûõ

sup
0<r<1

T (r, f) < +∞.

Ð. Íåâàíëèííà ïîñòðîèë ôàêòîðèçàöèîííîå ïðåäñòàâëåíèå êëàññà N :
Êëàññ N ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ôóíêöèé f ∈ H(D), äîïóñêàþùèõ
ïðåäñòàâëåíèå âèäà

f(z) = eiγzλB(z, zk) exp

 1

2π

2π∫
0

eiθ + z

eiθ − z
dψ(θ)

,
ãäå B(z, zk) =

+∞∏
k=1

z̄k
|zk|

zk−z
1−z̄kz

� ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå,{zk} � ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü òî÷åê èç D, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Áëÿøêå:

+∞∑
k=1

(1− |zk|) < +∞, (1)

ψ � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà [0, 2π], γ ∈ R,
λ ∈ Z.

Ýòîò ðåçóëüòàò íàøåë ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â ðÿäå ðàçäåëîâ
êîìïëåêñíîãî, ãàðìîíè÷åñêîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Â 1999 ã. Ô. À. Øàìîÿí ââåë â ðàññìîòðåíèå êëàññû

Sp
α :=

f ∈ H(D) :

1∫
0

(1− r)αT p(r, f)dr < +∞

 , α > −1,

êîòîðûå îáîáùèëè èçâåñòíûé êëàññ Íåâàíëèííû-Äæðáàøÿíà Sα = S1
α, ïî-

ëó÷èë ïîëíîå îïèñàíèå êîðíåâûõ ìíîæåñòâ è ïîñòðîèë ôàêòîðèçàöèîííîå
ïðåäñòàâëåíèå ýòèõ êëàññîâ ôóíêöèé ïðè âñåõ 0 < p < +∞.

Â 1964 ã. Ì.Ì. Äæðáàøÿí ïîñòàâèë çàäà÷ó îáîáùèòü òåîðèþ Ð. Íåâàí-
ëèííû. Èì áûëà ââåäåíà íîâàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Tα(r, f): äëÿ
ëþáîé f ∈ H(D), α > −2

Tα(r, f) =
r−(α+1)

2π · Γ(α+ 1)

∫ π

−π

(∫ r

0

(r − t)α ln |f(teiφ)|dt
)+

dφ,

ãäå Γ � ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
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Â ýòîé æå ðàáîòå Ì. Äæðáàøÿíîì ââåäåí êëàññ Nα àíàëèòè÷åñêèõ â
D ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííîé α-õàðàêòåðèñòèêîé, îõàðàêòåðèçîâàíû íóëåâûå
ìíîæåñòâà è ïîëó÷åíî ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå óêàçàííîãî êëàññà
ôóíêöèé.

Íà îñíîâàíèè âûøåèçëîæåííîãî, åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü êëàññ

Np
α,γ :=

f ∈ H(D) :

1∫
0

(1− r)γT p
α(r, f)dr < +∞

 , α > −1, γ > −1.

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü õàðàêòåðèçàöèè êîðíåâûõ
ìíîæåñòâ è ïîñòðîåíèÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êëàññà Np

α,γ ïðè
âñåõ 0 < p < +∞.

Â ïîñëåäíèå ãîäû âíèìàíèå ðÿäà ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè êîìïëåêñ-
íîãî àíàëèçà ïðèêîâàíî ê ïðîáëåìå îïèñàíèÿ êîðíåâûõ ìíîæåñòâ âåñî-
âûõ êëàññîâ àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèé, ðàñòóùèõ âáëèçè
÷àñòè åãî ãðàíèöû. Èíòåðåñ ê ýòîé ïðîáëåìå îáúÿñíÿåòñÿ â òîì ÷èñëå è
âàæíîñòüþ ïðèëîæåíèé ýòèõ ðåçóëüòàòîâ â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ëèíåé-
íûõ îïåðàòîðîâ, òåîðèè âîçìóùåíèé è äð.

Ïóñòü E � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè T,
ρ(z, E) = dist(z, E) � ðàññòîÿíèå îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè z ∈ D äî ìíîæå-
ñòâà E. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êëàññ

Hφ(E) =

{
f ∈ H(D) : ln |f(z)| ≤ cfφ

(
1

ρ(z, E)

)
, z ∈ D

}
,

ãäå φ - ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà R+.
Â òîì ñëó÷àå, êîãäà E ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè è φ(t) = tq, 0 < q < 1,

õàðàêòåðèçàöèÿ êîðíåâûõ ìíîæåñòâ êëàññà Hφ(E) áûëà ïîëó÷åíà â ðà-
áîòàõ Ì.Ì. Äæðáàøÿíà, Õ. Øàïèðî è À. Øèëäñà. Äëÿ ñëó÷àÿ E = T,
φ(t) = ln t ðåçóëüòàò îêîí÷àòåëüíîãî õàðàêòåðà áûë ïîëó÷åí Ê. Ñåéïîì.
Ïîëíîå îïèñàíèå êîðíåâûõ ìíîæåñòâ è ôàêòîðèçàöèîííîå ïðåäñòàâëåíèå
êëàññà Hφ(E), E = T, â ñëó÷àå áîëåå îáùèõ âåñîâ ïîëó÷åíî åùå â 80-õ ãã.
Ô.À. Øàìîÿíîì. Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû Á.Í. Õàáèáóëëèíà è åãî ñîàâòîðîâ
â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Â 2009 ã. äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà E ⊂ T � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê íà
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, â ðàáîòå À. Áîðè÷åâà è åãî ñîàâòîðîâ áûëî óñòà-
íîâëåíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Åñëè f ∈ Hφ(E), φ(t) = tq, q ≥ 0, {zk}+∞

k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé
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ôóíêöèè f , òî ñõîäèòñÿ ðÿä:

+∞∑
k=1

(ρ(zk, E))
(q−1+ε)+(1− |zk|) < +∞,

ãäå ε � ñêîëü óãîäíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Â íåäàâíèõ ðàáîòàõ Ë. Ãîëèíñêîãî, Ñ. Êóïèíà, Ñ. Ôàâîðîâà ïîñëåä-
íèé ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ. Îäíàêî ïîëíîãî
îïèñàíèÿ êîðíåâûõ ìíîæåñòâ êëàññà Hφ(E) äî ñèõ ïîð íå áûëî ïîëó÷åíî.
Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà-
÷è.

Â íà÷àëå 40-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà îäíèì èç êëàññèêîâ êîìïëåêñ-
íîãî àíàëèçà È. È. Ïðèâàëîâûì áûë ââåäåí â ðàññìîòðåíèå êëàññ
Πp (0 < p < +∞) àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèé, äëÿ êî-
òîðûõ:

sup
0<r<1

1

2π

∫ π

−π

(
ln+ |f(reiθ)|

)p
dθ < +∞.

Ïðè 1 ≤ p < +∞ ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Πp ⊆ N , è èç ñâîéñòâ
ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå ñëåäóåò, ÷òî êîðíåâûå ìíîæåñòâà õàðàêòåðèçóþòñÿ
óñëîâèåì Áëÿøêå (1). Îäíàêî ïðè 0 < p < 1 óñëîâèå Áëÿøêå óæå íå ÿâëÿ-
åòñÿ íåîáõîäèìûì, áîëåå òîãî � íóëåâûå ìíîæåñòâà êëàññîâ Πp (0 < p < 1)
ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p, êàê óñòàíîâëåíî â 2008 ã.
â ðàáîòå Ô. À. Øàìîÿíà è åãî ñîàâòîðîâ. Âîïðîñ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîãî îïè-
ñàíèÿ êîðíåâûõ ìíîæåñòâ óêàçàííîãî êëàññà ôóíêöèé äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ
îòêðûòûì.

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ôàêòîðèçàöèîííûå ïðåäñòàâëåíèÿ íàõîäÿò
ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ïðîáëåì êîìïëåêñíîãî
àíàëèçà. Îäíîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè. Òåîðèÿ èíòåðïîëÿ-
öèè â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ñòàëà èíòåíñèâíî ðàçâè-
âàòüñÿ ïîñëå îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòû Ë. Êàðëåñîíà î ñâîáîäíîé èíòåð-
ïîëÿöèè â êëàññå îãðàíè÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â êðóãå. Òåðìèí
¾ñâîáîäíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ¿ âïåðâûå áûë ââåäåí â ðàáîòå Ñ.À. Âèíîãðàäî-
âà è Â.Ï. Õàâèíà (1974 ã.) ïðè ðåøåíèè èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è â ïîä-
êëàññàõ êëàññîâ N ôóíêöèé îãðàíè÷åííîãî âèäà. Çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè â
êëàññàõ Ð. Íåâàíëèííû è Â. È. Ñìèðíîâà áûëà ðåøåíà â ðàáîòàõ À. Ã. Íàô-
òàëåâè÷à, À. Õàðòìàíà è åãî ñîàâòîðîâ, â êëàññàõ Õàðäè è Áåðãìàíà - â
ðàáîòàõ Õ.Øàïèðî è À.Øèëäñà, Ê. Ñåéïà. Îòìåòèì, ÷òî èçìåíåíèå êëàññà
ôóíêöèé, â êîòîðîì ðåøàåòñÿ çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè, âëå÷åò ñóùåñòâåííûå
èçìåíåíèÿ â ìåòîäàõ åå ðåøåíèÿ. Ââèäó ïðèêëàäíîé çíà÷èìîñòè ðåçóëü-
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òàòîâ â ýòîé îáëàñòè èññëåäîâàíèé, ïðîáëåìà îïèñàíèÿ ñëåäîâ ðàçëè÷íûõ
êëàññîâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé îñòàåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé.

Ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñîâ èíòåðïîëÿöèè ÷àñòî ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõî-
äèìîñòü â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì âëîæåíèÿ. Âïåðâûå òåîðåìû âëîæåíèÿ
â êëàññàõ Õàðäè áûëè óñòàíîâëåíû Ë. Êàðëåñîíîì. Äîêàçàòåëüñòâó òåî-
ðåì âëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà ïîñâÿùåíû ðàáîòû îòå÷åñòâåííûõ
ìàòåìàòèêîâ Â. Ë. Îëåéíèêà è Á. Ñ. Ïàâëîâà. Ïîÿâëåíèå íîâûõ êëàññîâ
ôóíêöèé âëå÷åò çà ñîáîé íåîáõîäèìîñòü â äîêàçàòåëüñòâå äëÿ íèõ òåîðåì
âûøåóêàçàííîãî òèïà.

Îäíîé èç êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ â êîìïëåêñíîì àíàëèçå ÿâëÿåòñÿ îöåíêà
ñêîðîñòè ðîñòà ôóíêöèè è êîýôôèöèåíòîâ åå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà.
Îíà èìååò ñóùåñòâåííûå ïðèëîæåíèÿ â âîïðîñàõ îïèñàíèÿ ñîïðÿæåííûõ
ïðîñòðàíñòâ ê ïðîñòðàíñòâàì àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, â òåîðèè òåïëèöå-
âûõ îïåðàòîðîâ, ïðè îïèñàíèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ è ò.ä.

Â ñåðåäèíå ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ óêàçàííàÿ çàäà÷à â êëàññå ôóíêöèé
îãðàíè÷åííîãî âèäà áûëà ðåøåíà Ñ. Í. Ìåðãåëÿíîì. Àíàëîã ýòîãî ðåçóëü-
òàòà â êëàññå Íåâàíëèííû-Äæðáàøÿíà Sα ïîëó÷èë Ñ. Â.Øâåäåíêî â 1986 ã.
Òî÷íûõ îöåíîê ìîäóëÿ è êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè èç êëàññà
Sp
α, ââåäåííîãî Ô.À. Øàìîÿíîì, äî ñèõ ïîð íå áûëî ïîëó÷åíî.

Öåëü ðàáîòû.

1. Õàðàêòåðèçàöèÿ êîðíåâûõ ìíîæåñòâ è ïîñòðîåíèå ôàêòîðèçàöèîííûõ
ïðåäñòàâëåíèé âåñîâûõ êëàññîâ àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå è â ïîëóïëîñ-
êîñòè ôóíêöèé.

2. Ðåøåíèå èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì âëîæåíèÿ
â âåñîâûõ êëàññàõ àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà
õàðàêòåðèñòèêó Ð. Íåâàíëèííû è îïèñàíèå êîýôôèöèåíòíûõ ìóëüòè-
ïëèêàòîðîâ èç êëàññîâ àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå ôóíêöèé, õàðàêòåðèñòè-
êà Ð. Íåâàíëèííû êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò Lp-âåñîâûì ïðîñòðàíñòâàì,
â êëàññû Õàðäè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ îáùèå ìåòîäû êîì-
ïëåêñíîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, à òàêæå ñïåöèàëüíûå ìåòîäû, îñ-
íîâàííûå íà ôàêòîðèçàöèîííûõ è èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ èññëåäó-
åìûõ êëàññîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû:

1. Îõàðàêòåðèçîâàíû êîðíåâûå ìíîæåñòâà è ïîñòðîåíî ôàêòîðèçàöèîí-
íîå ïðåäñòàâëåíèå âåñîâûõ êëàññîâ àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå ôóíêöèé, α
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- õàðàêòåðèñòèêà êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò Lp - âåñîâûì ïðîñòðàíñòâàì.

2. Ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå êîðíåâûõ ìíîæåñòâ âåñîâûõ êëàññîâ àíà-
ëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ ðîñò âáëèçè
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê íà ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè.

3. Ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå íà íóëè ôóíêöèé èç êëàññà È.È. Ïðè-
âàëîâà Πp (0 < p < 1), áëèçêîå ê äîñòàòî÷íîìó.

4. Îõàðàêòåðèçîâàíû êîðíåâûå ìíîæåñòâà è ïîñòðîåíî ôàêòîðèçàöèîí-
íîå ïðåäñòàâëåíèå âåñîâûõ êëàññîâ àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëóïëîñêîñòè
ôóíêöèé ñ ìàæîðàíòîé áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

5. Â ÿâíîì âèäå ïîëó÷åíî ðåøåíèå èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è â êëàññå
àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå ôóíêöèé ñî ñòåïåííûì ðîñòîì õàðàêòåðèñòèêè
Ð. Íåâàíëèííû.

6. Äîêàçàíû òåîðåìû âëîæåíèÿ äëÿ âåñîâûõ êëàññîâ àíàëèòè÷åñêèõ â
åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèé, õàðàêòåðèñòèêà Ð. Íåâàíëèííû êîòîðûõ
ïðèíàäëåæèò Lp - âåñîâûì ïðîñòðàíñòâàì.

7. Îïèñàíû êîýôôèöèåíòíûå ìóëüòèïëèêàòîðû èç âåñîâûõ êëàññîâ àíà-
ëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèé, õàðàêòåðèñòèêà Ð. Íåâàí-
ëèííû êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò Lp - âåñîâûì ïðîñòðàíñòâàì, â êëàññû
Õàðäè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû èññëå-
äîâàíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â îáùåé òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé, â òåîðèè îïåðàòîðîâ è ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, à òàêæå ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ äëÿ ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ñïåöèàëüíîñòåé óíèâåðñèòåòîâ.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ íà-
ó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ ¾Ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè è èõ ïðèëîæå-
íèÿ¿ (Ñìîëåíñê, 2011 ã.), ¾Êîìïëåêñíûé àíàëèç è ïðèëîæåíèÿ¿ (Ïåòðî-
çàâîäñê, 2012 ã.), ¾Òåîðèÿ ôóíêöèé, åå ïðèëîæåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû¿
(Êàçàíü, 2013 ã.), íà Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå (2013 ã.),
íà Ñàðàòîâñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå (Ñàðàòîâ, 2012 ã., 2014 ã.),
íà Âîðîíåæñêîé âåñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå (2014 ã.), à òàêæå íåîä-
íîêðàòíî íà ñåìèíàðàõ ïî êîìïëåêñíîìó àíàëèçó Áðÿíñêîãî ãîñóäàðñòâåí-
íîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè àêàäåìèêà È.Ã. Ïåòðîâñêîãî.
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×àñòü èññëåäîâàíèé, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû â äèññåðòà-
öèè, ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ (ïðîåêò �13-01-97508).

Ïóáëèêàöèè.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé íàøëè îòðàæåíèå â ðàáîòàõ: [1]�[14]. Ðàáîòû [1]�
[5] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíà-
ëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ. Â ñîâìåñòíûõ
ðàáîòàõ [3, 5, 8, 10, 13] íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêà
çàäà÷è è èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ, ðàçáèòûõ â îáùåé ñëîæíîñòè íà
8 ïàðàãðàôîâ, è ñïèñêà èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû. Ðàáîòà çàíèìàåò 121
ñòðàíèöó. Áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò 60 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Âî ââåäåíèè èçëàãàåòñÿ èñòîðèÿ âîïðîñà, îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëü-
íîñòü òåìû è êðàòêî èçëàãàåòñÿ ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîñâÿùåíà âîïðîñàì ôàêòîðè-
çàöèè è õàðàêòåðèçàöèè êîðíåâûõ ìíîæåñòâ âåñîâûõ êëàññîâ àíàëèòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå
îáîçíà÷åíèÿ. Ñëåäóÿ Ì.Ì. Äæðáàøÿíó, ââåäåì áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå
πβ(z, αk), β > −1, ñ íóëÿìè â òî÷êàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αk}+∞

k=1 ⊂ D:

πβ(z, αk) =
+∞∏
k=1

(
1− z

αk

)
exp(−Uβ(z, αk)),

ãäå

Uβ(z, αk) =
2(β + 1)

π

1∫
0

π∫
−π

(1− ρ2)β ln |1− ρeiθ

αk
|

(1− zρe−iθ)β+2
dθρdρ,

à òàêæå ôóíêöèþ

nα(r, f) =
r−(α+1)

Γ(α+ 2)

∫ r

0

(r − t)α+1 · n(t)− n(0)

t
dt+

n(0)

Γ(α+ 2)
ln r.

Îáîçíà÷èìBs
1,p � êëàññ Î. Áåñîâà íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ïîðÿäêà s > 0.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå êîðíå-
âûõ ìíîæåñòâ êëàññà Np

α,γ(α > −1, γ > −1) ïðè âñåõ 0 < p < +∞ è
ïîñòðîåíî ôàêòîðèçàöèîííîå ïðåäñòàâëåíèå óêàçàííîãî êëàññà ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {zk}+∞
k=1

åäèíè÷íîãî êðóãà ÿâëÿëàñü êîðíåâûì ìíîæåñòâîì íåêîòîðîé òîæäå-

ñòâåííî îòëè÷íîé îò íóëÿ ôóíêöèè f ∈ Np
α,γ (0 < p < +∞), íåîáõîäèìî

9



è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñõîäèëñÿ ðÿä

+∞∑
k=1

npα, k
2k(γ+1)

< +∞, (2)

ãäå nα, k = nα
(
1− 1

2k
, f

)
.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü 0 < p < +∞, α > −1, γ > −1, β > α+1+ γ+1
p .

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. f ∈ Np
α,γ;

2. f(z) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

f(z) = cλz
λπβ(z, zk) exp

 1

2π

π∫
−π

ψ(eiθ)dθ

(1− e−iθz)β+1

 , z ∈ D,

ãäå {zk}+∞
k=1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç D, óäî-

âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (2), πβ(z, zk) - ïðîèçâåäåíèå Ì. Äæðáàøÿ-

íà ñ íóëÿìè â òî÷êàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zk}+∞
k=1, ψ ∈ Bs

1,p,

s = β − (α+ 1)− γ+1
p , λ ∈ Z, cλ ∈ C.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå êîð-
íåâûõ ìíîæåñòâ âåñîâûõ êëàññîâ Hφ(E) àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì
êðóãå ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ ðîñò âáëèçè êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê
E = {eiτk}m−1

k=0 íà åãî ãðàíèöå. Óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü φ � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ

ôóíêöèÿ, φ ∈ C(1)(1,+∞), òàêàÿ ÷òî ñóùåñòâóåò

lim
x→+∞

φ′(x)x

φ(x)
= αφ.

Åñëè f ∈ Hφ(E) è Zf = {zn}+∞
n=1, òî äëÿ ëþáîãî R > 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∑
1
R≤ρ(zn,E)≤2

(1− |zn|2) ≤ cf

φ(R)

R
+

R∫
1

φ(x)

x2
dx

 . (3)

Îáðàòíî,

à) åñëè αφ /∈ Z+, {zn}+∞
n=1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç D,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (3),
á) åñëè αφ ∈ Z+ \ {1}, {zn}+∞

n=1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê

èç D, óäîâëåòâîðÿþùàÿ, íàðÿäó ñ óñëîâèåì (3), óñëîâèþ

max
0≤k≤m−1

∣∣∣ ∑
1
R≤ρ(zn,E)≤2

(
i
eiτk + zn
eiτk − zn

)−αφ∣∣∣ ≤M, M > 0,
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ïðè÷åì

sup
x>1

xαφ

φ(x)
< +∞,

òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ g ∈ Hφ(E), íóëè êîòîðîé ñîâïàäàþò

ñ òî÷êàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn}+∞
n=1.

Â òåîðåìå 1.4 ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íà ìà-
æîðàíòó φ, ïðè êîòîðîì êîðíåâûå ìíîæåñòâà ôóíêöèé èç êëàññà Hφ(E)
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Áëÿøêå.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû èññëåäóþòñÿ íóëåâûå ìíîæåñòâà
ôóíêöèé èç êëàññà È. È. Ïðèâàëîâà. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 1.6. Åñëè f � òîæäåñòâåííî îòëè÷íàÿ îò íóëÿ ôóíêöèÿ

èç êëàññà Πp (0 < p < 1), f(zk) = 0, k = 1, 2, ..., òî

+∞∑
k=1

(1− |zk|)
1
p ln−

1+ε
p

(
1

1− |zk|

)
< +∞,

ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì ε > 0.
Êàê ñëåäóåò èç âûøåóïîìÿíóòûõ ðåçóëüòàòîâ Ô. À. Øàìîÿíà è åãî

ñîàâòîðîâ (2008 ã.), ïîëó÷åííîå óñëîâèå áëèçêî ê òî÷íîìó.
Ïîñëåäóþùèå ïàðàãðàôû ïåðâîé ãëàâû ïîñâÿùåíû îïèñàíèþ êîðíå-

âûõ ìíîæåñòâ è ïîñòðîåíèþ ôàêòîðèçàöèîííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àíàëèòè-
÷åñêèõ â ïîëóïëîñêîñòè ôóíêöèé ñ ìàæîðàíòîé áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Ïóñòü C+ -� âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, φ � ìî-
íîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà R+, φ ∈ C1(0,+∞).
Åñëè

lim
x→+∞

φ′(x)x

φ(x)
= +∞,

òî áóäåì íàçûâàòü φ âåñîâîé.
Ââåäåì â ðàcñìîòðåíèå êëàññ X∞

φ (C+) àíàëèòè÷åñêèõ â âåðõíåé ïî-
ëóïëîñêîñòè ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ

ln |f(z)| ≤ Afφ(Bf |z|), z ∈ C+,

ãäå Af , Bf - ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ çàâèñÿò òîëüêî
îò ôóíêöèè f .

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû, â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíà ñïðà-
âåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:

Òåîðåìà 1.8. Ïóñòü φ � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, lnφ âûïóêëà âíèç. Ñëå-

äóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
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1. {rneiθn}+∞
n=1 = Zf , f ∈ X∞

φ (C+) ;

2. ∃ c1 > 0 : ∀ 0 < R < 1 ñïðàâåäëèâî∑
0<ρ<rn≤R

sin θn
rn

< c1
φ(c2R)

R
,

ãäå êîíñòàíòà c1 çàâèñèò òîëüêî îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn}.
Ïåðâûé ïàðàãðàô âòîðîé ãëàâû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîñâÿùåí

ïðèëîæåíèþ ôàêòîðèçàöèîííûõ ïðåäñòàâëåíèé ê ðåøåíèþ çàäà÷è ñâîáîä-
íîé èíòåðïîëÿöèè â êëàññå S∞

α , α > 0:

S∞
α :=

{
f ∈ H(D) : T (r, f) ≤ Cf

(1− r)α

}
,

ãäå Cf > 0, r ∈ [0, 1).
Õîðîøî èçâåñòíî, åñëè f ∈ S∞

α , òî

M(r, f) = max
|z|≤r

|f(z)| ≤ exp

{
cf

(1− r)α+1

}
ïðè âñåõ α > 0, cf > 0.

Ïîýòîìó åñëè f ∈ S∞
α è {αk}+∞

k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç åäè-
íè÷íîãî êðóãà, òî îïåðàòîð R(f) = (f(α1), ..., f(αk), ...) îòîáðàæàåò êëàññ
S∞
α â êëàññ âåñîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

lα =

{
γ = {γk}+∞

k=1 : |γk| ≤ exp
λ

(1− |αk|)α+1
, λ > 0

}
.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αk}+∞
k=1 íàçîâåì èíòåðïîëÿöèîííîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ â êëàññå S∞
α , åñëè R(S

∞
α ) = lα.

Îáîçíà÷èì Γδ(θ) � óãîë Øòîëüöà ñ âåðøèíîé â òî÷êå eiθ ðàñòâîðà
πδ, 0 < δ < 1.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü {αk}+∞

k=1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë èç D, ðàñïîëîæåííûõ â êîíå÷íîì ÷èñëå óãëîâ Øòîëüöà:

{αk} ⊂
n∪

s=1

Γδ(θs),

ïðè íåêîòîðîì 0 < δ < 1
α+1. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. {αk}+∞
k=1 - èíòåðïîëÿöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â êëàññå S

∞
α , α > 0;
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2.

n(r) = {card αk : |αk| < r} ≤ c

(1− r)α+1
,

äëÿ íåêîòîðîãî c > 0;

|π′β(αn, αk)| ≥ exp
−M

(1− |αn|)α+1
,

äëÿ íåêîòîðîãî M > 0 è ïðè âñåõ β > α− 1.

Ïóñòü Ω � ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé íà
(0, 1], äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ÷èñëà mω, qω èç (0, 1], Mω òàêèå ÷òî

mω ≤ ω(λr)

ω(r)
≤Mω, r ∈ (0, 1], λ ∈ [qω, 1].

Äëÿ âñåõ 0 < p < +∞ è ω ∈ Ω ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êëàññ ôóíêöèé:

Sp
ω =

f ∈ H(D) :

1∫
0

ω(1− r)T p(r, f)dr < +∞

 .

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû äîêàçàíû òåîðåìû âëîæåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâ Sp

ω â âåñîâûå Lp-ïðîñòðàíñòâà ïðè âñåõ 0 < p < +∞.
Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòà ýòîãî ïàðàãðàôà ââåäåì òàêæå ñëåäó-

þùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü l ∈ [0, 1), θ ∈ [−π, π], ïîëîæèì

∆l(θ) =

{
z ∈ D : 1− l < |z| < 1, | arg z − θ| ≤ l

2

}
,

òî åñòü ∆l(θ) � ïðÿìîóãîëüíèê Ë. Êàðëåñîíà. Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü µ � êîíå÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ

ìåðà â åäèíè÷íîì êðóãå D, 1 ≤ p < +∞. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1.
∫
D

(
ln+ |f(ζ)|

)p
dµ(ζ) ≤ C

1∫
0

ω(1− r)T p(r, f)dr, f ∈ Sp
ω,

2. µ(∆l(θ)) ≤ C1 · ω(l) · lp+1, ïðè âñåõ θ ∈ [−π, π], l ∈ (0, 1).

Ïðè 0 < p < 1 õàðàêòåðèçàöèÿ ìåð èìååò äðóãîé âèä, êàê äîêàçàíî â
òåîðåìå 2.3.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû ïîëó÷åíû òî÷íûå îöåíêè ìàêñè-
ìóìà ìîäóëÿ è êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà ôóíêöèè èç êëàññà Sp

α. Íà îñíî-
âå ýòèõ îöåíîê ïîëíîñòüþ îïèñàíû êîýôôèöèåíòíûå ìóëüòèïëèêàòîðû èç
ýòîãî êëàññà â êëàññû Õàðäè Hp.
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Ïóñòü X � íåêîòîðûé êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå
D ôóíêöèé. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë Λ = {λk}+∞

k=1 íà-
çîâåì êîýôôèöèåíòíûì ìóëüòèïëèêàòîðîì èç êëàññà Sp

α â êëàññ X,

åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ Sp
α, f(z) =

+∞∑
k=0

akz
k, ôóíêöèÿ

Λ(f)(z) =
+∞∑
k=0

λkakz
k ∈ X.

Óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü X ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ñëåäóþùèõ êëàññîâ:

Sp
β (−1 < β < α) èëè Hp (0 < p ≤ ∞). Òîãäà äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë Λ = {λk}+∞
k=1 ÿâëÿëàñü êîýôôèöèåíòíûì

ìóëüòèïëèêàòîðîì èç êëàññà Sp
α â êëàññ X, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû

|λk| = O
(
exp

(
−c · k

α+p+1
α+2p+1

))
, c > 0, k → +∞.

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêî-

âîäèòåëþ ïðîôåññîðó Ô.À. Øàìîÿíó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîñòîÿííîå

âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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