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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè. Ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòî-

ðû èëè ñèíãóëÿðíûå èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, âïåðâûå ïîÿâè-

ëèñü â ðàáîòàõ Ñ.Ã. Ìèõëèíà, À.Ð. Êàëüäåðîíà, À. Çèãìóíäà, Ð. Ñèëè è äð.,

êàê ñèíòåç ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ñî-

êðàùåííî � ÑÈÄ îïåðàòîðû). Ðàñïðîñòðàíåíèå ýëëèïòè÷åñêîé òåîðèè íà ýòè

îïåðàòîðû è èõ ïðèìåíåíèå äëÿ èçó÷åíèÿ èíäåêñà ïðèíàäëåæèò À.Ñ. Äûíèíó

(1961 ã.). Ì.Ñ. Àãðàíîâè÷ (1965 ã.) èññëåäîâàë ýëëèïòè÷åñêèå ÑÈÄ îïåðàòî-

ðû íà ìíîãîîáðàçèÿõ, èñïîëüçîâàë òåõíèêó ÑÈÄ îïåðàòîðîâ äëÿ âû÷èñëåíèè

èíäåêñà ýëëèïòè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷. Ïî âèäèìîìó, À.Ñ. Äûíèíó ïðèíàä-

ëåæèò èäåÿ ñîçäàíèÿ àëãåáðû ÑÈÄ îïåðàòîðîâ. Äæ. Êîí è Ë. Íèðåíáåðã â

ðàáîòå ¾Àëãåáðà ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ¿ (1965 ã.) ïîäîøëè ê

ýòèì îïåðàòîðàì ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ, èñïîëüçóÿ òîëüêî òåõíèêó ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Ôóðüå. Èìåííî ýòà ðàáîòà è äàëà ñîâðåìåííîå íàçâàíèå òåîðèè ÑÈÄ

îïåðàòîðîâ, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå èíòåãðàëîâ Ôóðüå. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå

òåîðèè ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ï.ä.î.) îñóùåñòâëåíî ìíîãèìè

ìàòåìàòèêàìè, â ïåðâóþ î÷åðåäü Ë. Õåðìàíäåðîì. Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû

ñîâåòñêèõ ìàòåìàòèêîâ Â.Â. Ãðóøèíà, Þ.Â. Åãîðîâà, Ì.È. Âèøèêà, Ë.Ð. Âî-

ëåâè÷à, Â.Ï. Ìàñëîâà, Á.Ï. Ïàíåÿõ, Ã.È. Ýñêèíà, Ì.À. Øóáèíà è ìíîãèõ

äðóãèõ. Èíòåðåñ ê òåîðèè ï.ä.îïåðàòîðîâ ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî â åå ðàìêàõ ðåøå-

íèå ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå äåëåíèÿ

îáðàçà Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïîëèíîì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé êëàññè÷åñêî-

ãî îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, ïîýòîìó ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêè âñåõ çàäà÷ ëè-

íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îêàçûâàþòñÿ â ðàìêàõ ïðèìåíåíèÿ

èíòåãðàëîâ Ôóðüå. Íî äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé, ñîäåðæàùèõ ýëåìåíòû ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

îãðàíè÷åíî òåì, ÷òî íå ìîæåò ó÷åñòü ýòó ñèììåòðèþ. Òàêóþ ðîëü ìîãëî áû

âûïîëíèòü ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷åííîå èç ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñôåðè÷å-

ñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò. Ýòèì ïðåîáðàçîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûé

ñëó÷àé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàíêåëÿ, ÿäðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ j-ôóíêöèÿ Áåññåëÿ

jγ−1
2
(t) = C(ν)Jν(t)tν , îòâå÷àþùàÿ öåëîìó-ïîëóöåëîìó ïîðÿäêó ν > −1/2. Ïðå-

îáðàçîâàíèå, îñíîâàííîå íà j-ôóíêöèÿõ Áåññåëÿ ëþáîãî (ò.å. íå îáÿçàòåëüíî

öåëîãî-ïîëóöåëîãî) ïîðÿäêà ν > −1/2, ââåäåíî â 1951 ã. Á.Ì. Ëåâèòàíîì, êî-

òîðûé íàçâàë åãî ¾ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå-Ãàíêåëÿ¿. Ïåðâîå ïðèìåíåíèå ýòî-

ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ê èññëåäîâàíèþ ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé îñóùåñòâëåíî ß.È. Æèòîìèðñêèì (1955), êîòîðûé ââåë ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå-Áåññåëÿ, ÿäðî êîòîðîãî ñîñòîÿëî èç ïðîèçâåäåíèé j-ôóíêöèé Áåññåëÿ
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îäíîãî ïîðÿäêà. È.À. Êèïðèÿíîâ (1967) ïðèìåíèë ñìåøàííîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå-Áåññåëÿ äëÿ îïèñàíèÿ âåñîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ñîáîëåâà è

äëÿ äîêàçàòåëüñòâ ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì âëîæåíèÿ.

Â 70-õ ãîäàõ ïî èíèöèàòèâå È.À. Êèïðèÿíîâà ñäåëàíà ïîïûòêà ñîçäàíèÿ

òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ ï.ä.îïåðàòîðîâ (ñ.ï.ä.î.) íà áàçå ñìåøàííîãî ïðåîáðàçî-

âàíèÿ Ôóðüå-Áåññåëÿ. Êàê îêàçàëîñü òàêèå îïåðàòîðû íå îáëàäàþò â ïîëíîé

ìåðå ñâîéñòâàìè îáû÷íûõ ï.ä.îïåðàòîðîâ. Â ÷àñòíîñòè íå óäàëîñü ïîñòðî-

èòü àëãåáðó ïî ìîäóëþ îïåðàòîðîâ èñòèííîãî ïîðÿäêà −∞. Ïðè÷èíà çàêëþ-

÷àëàñü â òîì, ÷òî ï.ä.îïåðàòîðû, ïîñòðîåíû ïî êëàññè÷åñêîé ñõåìå íà áàçå

ñìåøàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå-Áåññåëÿ íå ñîäåðæàò äèôôåðåíöèàëüíûå

îïåðàòîðû íå÷åòíîãî ïîðÿäêà (íàïðèìåð ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ). È.À. Êèïðè-

ÿíîâ è Â.Â. Êàòðàõîâ â ýòîé ñâÿçè ïðåäïðèíÿëè ìîäåðíèçàöèþ ïðåîáðàçî-

âàíèÿ Ôóðüå-Áåññåëÿ, âêëþ÷èâ â ÿäðî ïðåîáðàçîâàíèÿ íå÷åòíóþ j-ôóíêöèþ

Áåññåëÿ (ðàâíóþ ïðîèçâîäíîé îò ÷åòíîé j-ôóíêöèè Áåññåëÿ). Òàêîé ïîäõîä

ïîçâîëèë âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñâåäÿ ïðîáëå-

ìó ïîñòðîåíèÿ àëãåáðû ñ.ï.ä.îïåðàòîðîâ ê ñóùåñòâóþùåé àëãåáðå êëàññè÷å-

ñêèõ ï.ä.îïåðàòîðîâ. Êàê âûÿñíèëîñü, ìåòîäèêà îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ

õîðîøî ñðàáàòûâàëà òîëüêî äëÿ îäíîìåðíûõ ñ.ï.ä.îïåðàòîðîâ. Ïîýòîìó, ñó-

ùåñòâåííî ñóæàëàñü îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ íîâîé òåîðèè ê èññëåäîâàíèþ ñèí-

ãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â 2012 ã. Â.Â. Êàòðàõîâ è Ë.Í.

Ëÿõîâ ïîñòðîèëè àëãåáðó ìíîãîìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ ï.ä.îïåðàòîðîâ ïî êëàñ-

ñè÷åñêîé ñõåìå Êîíà-Íèðåíáåðãà. Ýòà ðàáîòà îòêðûëà ïóòü äëÿ èññëåäîâà-

íèÿ ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ îïåðàòîð Áåñ-

ñåëÿ, èõ ñòåïåíè è ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ îò ñòåïåíåé îïåðàòîðîâ Áåññåëÿ (∂B-

îïåðàòîðû Áåññåëÿ).

Ïðèìåíåíèå òåîðèè ï.ä.î. äëÿ èçó÷åíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷

äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ è ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ óñëîâèþ ß.Á. Ëîïàòèíñêîãî, áûëî ïðîâåäåíî â ðÿäå ðàáîò, ñðå-

äè êîòîðûõ îòìåòèì ðàáîòû âîðîíåæñêèõ ìàòåìàòèêîâ Â.Ï. Ãëóøêî, È.À.

Êèïðèÿíîâà, Ë.À. Èâàíîâà, Â.Â. Êàòðàõîâà, Ì.È. Êëþ÷àíöåâà, Ë.Í. Ëÿõî-

âà è äð. Ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ðàññìîòðåííûõ èìè óðàâíåíèé

âîñõîäèò ê èçâåñòíîé ðàáîòå Ì.Â. Êåëäûøà è èãðàåò âàæíóþ ðîëü â çàäà-

÷àõ ñ îñåâîé ñèììåòðèåé ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû, â òåîðèè ìàëûõ èçãèáà-

íèé ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ, ãàçîâîé äèíàìèêè è ò.ä. Åñòåñòâåííûé èíòåðåñ

ïðåäñòàâëÿåò ïðèìåíåíèå ìíîãîìåðíûõ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-

ðîâ Êèïðèÿíîâà-Êàòðàõîâà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîâðåìåííîé ýëëèïòè÷åñêîé òåî-
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ðèè äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèíãóëÿðíûõ è âûðîæäàþùèõñÿ óðàâíåíèé. Ïî-

ýòîìó èññëåäóåìàÿ òåìà, íåñîìíåííî, àêòóàëüíà.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ:

1. Èçó÷åíèå êëàññîâ îñíîâíûõ ôóíêöèé è ââåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ôóíê-

öèé è ðàñïðåäåëåíèé íàèáîëåå ïðèñïîñîáëåííûõ äëÿ ðàáîòû ñ ìíîãîìåðíûì

èíòåãðàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå-Áåññåëÿ-Êèïðèÿíîâà-Êàòðàõîâà (FB-

ïðåîáðàçîâàíèÿ).

2. Ïðåäñòàâëåíèÿ äåéñòâèÿ ëèíåéíîãî ñèíãóëÿðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî

îïåðàòîðà ñ ∂B-îïåðàòîðîì Áåññåëÿ è ñîïðÿæåííîãî åìó â âåñîâîì ñêàëÿðíîì

ïðîèçâåäåíèè ôóíêöèé â îáðàçàõ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî FB-ïðåîáðàçîâàíèé.

3. Ââåñòè êëàññ ôóíêöèé òèïà âåñîâîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà

Ñîáîëåâà-Êèïðèÿíîâà Hs
γ(R+

N) íà îñíîâå ÷àñòíûõ ∂B-ïðîèçâîäíûõ è ñ ïîìî-

ùüþ FB-ïðåîáðàçîâàíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îá ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì

ïðè öåëûõ s.

4. Ââåñòè êëàññ ìíîãîìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ

(ñ.ï.ä.) îïåðàòîðîâ Êèïðèÿíîâà-Êàòðàõîâà ñ îäíîðîäíûìè ñèìâîëàìè a(x; ξ),

îïðåäåëåííûìè â RN × {RN\{ξ=0}}, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãëàäêèå,

áûñòðî óáûâàþùèå ôóíêöèè ïðè |x| → ∞ ïðè ôèêñèðîâàííûõ ξ, |ξ| = 1 è

îáëàäàþùèìè íåïðåðûâíûìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè ïî ξ(̸= 0) ïðè ôèêñè-

ðîâàííîì x.

5. Èçó÷åíèå B-ýëëèïòè÷åñêîãî FB-ñ.ï.ä.îïåðàòîðà ñ ñèìâîëîì èç Ξm
q è âîç-

ìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ àïðèîðíîé îöåíêè ðåøåíèÿ B-ýëëèïòè÷åñêîãî FB-

ñ.ï.ä. óðàâíåíèÿ â RN è ïîñòðîåíèå êâàçèðåãóëÿðèçàòîðà ýòîãî îïåðàòîðà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè:

1. Ââåäåíî ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ ôóíêöèé S+ ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé

ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà îñíîâíûõ ôóíêöèé Øâàðöà, íàäåëåííîå òî-

ïîëîãèåé, ïîðîæäàåìîé ñèñòåìîé íîðì

|⟨φ⟩|k = max

 sup
|α|+|β|6k,

x∈RN

∣∣∣xαDβ
Bγ
φ(x)

∣∣∣ , sup
|α|+|β|6k,

x∈RN

∣∣∣Dβ
Bγ

(xαφ(x))
∣∣∣
 ,

k = 0, 1, 2, . . . , ïðè ýòîì âûïîëíåíî óñëîâèå îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè: αi+βi=2ℓi,

ℓi = 0, 1, 2, . . . , i = 1, . . . , n, n 6 N . Äîêàçàíî, ÷òî S+ èíâàðèàíòíî îòíî-

ñèòåëüíî FB-ïðåîáðàçîâàíèÿ. Íà îñíîâå S
+ ââîäÿòñÿ ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé,

èñ÷åçàþùèõ íà ñèíãóëÿðíûõ ãèïåðïëîñêîñòÿõ îïåðàòîðà Áåññåëÿ (òèïà ïðî-

ñòðàíñòâà Ëèçîðêèíà) è ïîäêëàññû ôóíêöèé èç S+, ïðåäñòàâëåííûõ â âè-

äå ñóìì ÷åòíûõ è ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ îò ÷åòíûõ ôóíêöèé ïî ïåðåìåííûì

x′ = (x1, . . . , xn), n 6 N .

5



2. Ââåäåíû ôóíêöèîíàëüíûå êëàññû Ñîáîëåâà-Êèïðèÿíîâà ïîñòðîåííûå

íà îñíîâå DB-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, è íà îñíîâå FB-ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå-

Áåññåëÿ-Êèïðèÿíîâà-Êàòðàõîâà. Äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì â ýòèõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ, åñëè ïîêàçàòåëü ãëàäêîñòè ôóíêöèé s � öåëîå ÷èñëî.

3. Ðàññìîòðåí êëàññ ñèìâîëîâ Ξm
q , ïîñòðîåííûé ïî àíàëîãèè ñ ñèìâîëà-

ìè Ì.Ñ. Àãðàíîâè÷à. Äëÿ a(x; ξ) ∈ Ξm
q ïðè q > N+|γ|

2 + 1 äîêàçàíû îñíîâíûå

òåîðåìû òåîðèè ìíîãîìåðíûõ (ñìåøàííîãî òèïà) ñèíãóëÿðíûõ ïñåâäîäèôôå-

ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ Êèïðèÿíîâà-Êàòðàõîâà (FB-ñ.ï.ä.îïåðàòîðîâ): òåî-

ðåìà î íîðìå, òåîðåìà î ñîïðÿæåííîì îïåðàòîðå, òåîðåìà î ïðîèçâåäåíèè

FB-ñ.ï.ä.î. â øêàëå âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà-Êèïðèÿíîâà H
s
γ.

4. Ïîëó÷åíû àïðèîðíûå îöåíêè B-ýëëèïòè÷åñêèõ FB-ñ.ï.ä. óðàâíåíèé. Ïî-

ñòðîåíû êâàçèðåãóëÿðèçàòîðû (ëåâûé, ïðàâûé) B-ýëëèïòè÷åñêèõ FB-ñ.ï.ä.

îïåðàòîðîâ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå è ïîëóïðîñòðàíñòâå.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ôóíê-

öèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, à òàêæå ìåòîäû, ðàçâèòûå â ðàáîòàõ íàó÷íîé

øêîëû È.À. Êèïðèÿíîâà ïðè èññëåäîâàíèè âåñîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ è ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåî-

ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è äàåò êîíñòðóêöèè êâàçèðåãóëÿðèçàòîðà B-

ýëëèïòè÷åñêîãî FB-ñ.ï.ä.îïåðàòîðà. Äîêàçàíû àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé

FB-ñ.ï.ä.óðàâíåíèé èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ. Ïîëó÷åí-

íûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èçó÷åíèè çàäà÷

ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ñ öåíòðàëüíîé è îñåâûìè ñèììåòðèÿìè, â çàäà÷àõ

òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è îá-

ñóæäàëèñü â Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå â 2014 ã., â øêîëå

ìîëîäûõ ó÷åíûõ Ëèïåöêîé îáëàñòè ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû åñòåñòâåííûõ íà-

óê è èõ ïðåïîäàâàíèÿ¿ â 2012 � 2013 ãã., íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ â ã. Áåëãîðîä â 2013 ã.,

íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå

ïðîáëåìû¿ Ðåñïóáëèêà Áàøêîðòîñòàí, ã. Ñòåðëèòàìàê â 2013 ã., íà Ìåæäó-

íàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Îáðàòíûå è íåêîððåêòíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè è àíàëèçà¿ â ã. Íîâîñèáèðñê â 2012 ã., íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôå-

ðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì â ã.

Ñóçäàëå â 2012 ã. è 2014 ã.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â

ðàáîòàõ [1] � [11]. Â ñîâìåñòíî îïóáëèêîâàííûõ ðàáîòàõ [1] � [5] Ë.Í. Ëÿõîâó
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ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷. Äîêàçàòåëüñòâà âñåõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åíû

ëè÷íî àâòîðîì.

Ðàáîòû [1], [2] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷-

íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

òðåõ ãëàâ è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 46 íàèìåíîâàíèÿ.

Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 102 ñòð.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû, ïðèâîäèòñÿ ìåòîäèêà

èññëåäîâàíèÿ è äàí êðàòêèé îáçîð ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè ïî ãëàâàì.

Íóìåðàöèÿ ïðèâîäèìûõ íèæå îïðåäåëåíèé è óòâåðæäåíèé ñîâïàäàåò ñ íó-

ìåðàöèåé â äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå ñîäåðæàòñÿ 3 ïóíêòà.

Â ïåðâîì ïóíêòå ïåðâîé ãëàâû äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ìíîãîìåðíîãî ñìåøàí-

íîãî èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå-Áåññåëÿ-Êèïðèÿíîâà-Êàòðàõîâà.

Ââîäÿòñÿ åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà òî÷åê x = (x′, x′′) ∈ RN = Rn × RN−n,

x′ = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, à x
′′ = (xn+1, . . . , xN) ∈ RN−n èëè â åãî ÷àñòè R+

N =

= R+
n × RN−n, îïðåäåëåííóþ íåðàâåíñòâàìè x1 > 0, . . . , xn > 0. Ïðè ýòîì

÷èñëà n è N ïðåäïîëàãàþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè 1 6 n 6 N .

Ïóñòü γ = (γ1, . . . , γn), ìóëüòèèíäåêñ, ñîñòîÿùèé èç ôèêñèðîâàííûõ ïî-

ëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Êàæäîìó èíäåêñó γi ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå îïåðàòîð

Áåññåëÿ Bγi =
∂2

∂x2
i
+ γi

xi

∂
∂xi
, γi > 0.

Ìíîãîìåðíûé ñìåøàííûé îáîáùåííûé ñäâèã T y
x , x = (x′, y′), y = (y′, y′′) ∈

R+
n × RN−n îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè îäíîìåðíûõ îáîáùåííûõ è

îáû÷íûõ ñäâèãîâ. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì

T y
x : f(x) → T y

xf(x)= (
∏n

i=1 Txi
) f(x′, x′′−y′′)=C(γ)

π∫
0

...
π∫
0

f(x′
β→ y′ , x′′−y′′)×

×
n∏

i=1
sinγi−1 βi dβ1 . . . dβn, x′

β′

→ y′ =
(
x1

β1→ y1, . . . , xn
βn→ yn

)
,

xi
βi→ yi =

√
x2i − 2xiyi cos βi + y2i , C(γ) = π−

n
2

n∏
i=1

Γ(γi+1

2 )
Γ(γi

2 )
.

Ïóñòü α′ è α′′ � öåëî÷èñëåííûå ìóëüòèèíäåêñû ðàçìåðíîñòè n èN−n ñîîò-
âåòñòâåííî. ×åðåç Dα

B = ∂α
′

Bx′
∂α

′′

x′′ = ∂α1

Bγ1
. . . ∂αn

Bγn
∂
αn+1
xn+1 . . . ∂

αN
xN

îáîçíà÷èì ñèí-

ãóëÿðíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïîðÿäêà |α| = α1 + . . .+ αN , ñîñòàâ-

ëÿþùèå êîòîðîãî îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∂xi
= ∂

∂xi
, 1 6 i 6 N,

∂αi

Bγi
=

{
B

αi/2
γi , αi = 2k, 1 6 i 6 n,

∂xi
B

(αi−1)/2
γi , αi = 2k + 1, k = 0, 1, 2, . . . ,

(1.1.5)
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ãäå Bγi � ñèíãóëÿðíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Áåññåëÿ.

Îäíîìåðíûå FB-ïðåîáðàçîâàíèÿ Êèïðèÿíîâà-Êàòðàõîâà ñòðîÿòñÿ íà îñ-

íîâå ÿäðà jν(tτ)−i tτ
2(ν+1) jν+1(tτ), ν > −1

2 , ãäå jν(t), òàê íàçûâàåìàÿ, j-

ôóíêöèÿ Áåññåëÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ôóíêöèåé Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà Jν ðàâåíñòâîì

jν(t) =
2ν Γ(ν+1)

tν Jν(t).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Λ±
γ (x

′, ξ′) =
n∏

j=1

[
jγj−1

2

(xjξj)∓ i
xjξj
γ+1

jγj+1

2

(xjξj)

]
, γj > 0.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1 Ñìåøàííûì ïðÿìûì è îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèÿ-

ìè Ôóðüå-Áåññåëÿ-Êèïðèÿíîâà-Êàòðàõîâà (FB-ïðåîáðàçîâàíèÿìè) ôóíêöèè

u íàçîâåì ñîîòâåòñòâåííî âûðàæåíèÿ

FB[u](ξ)=û(ξ)=

∫
Rn

Λ+
γ (x

′, ξ′) e−i(x′′,ξ′′) u(x) (x′)γ dx ,

F−1
B [u](x) = C(γ)FB[u](−x) = C(γ)

∫
Rn

Λ−
γ (x

′, ξ′) ei(x
′′, ξ′′)u(ξ) (ξ′)γ dξ ,

C(γ) =
(2π)1−n

22(ν+1) Γ2(ν + 1)
.

Êàê îáû÷íî, èíòåãðàëû â ýòèõ âûðàæåíèÿõ ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå ãëàâ-

íûõ çíà÷åíèé. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ jν(t) � ÷åòíàÿ

ïðè ëþáîì ν, òî ôóíêöèÿ t
2(ν+1) jν+1(t) � íå÷åòíàÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, êàê è

ÿäðî êëàññè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ÿäðî FB-ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîñòî-

èò èç ÷åòíîãî è íå÷åòíîãî ñëàãàåìûõ. Íåñìîòðÿ íà àíàëîãèþ ñ êëàññè÷å-

ñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå, FB-ïðåîáðàçîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-

öèé ïðèñïîñîáëåíî òîëüêî äëÿ ÷åòíûõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé áûñò-

ðî óáûâàþùåé, áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè φ(x′, x′′), ÷åòíîé ïî

êàæäîé êîîðäèíàòå âåêòîðà x′ è äëÿ ëþáîãî öåëî÷èñëåííîãî ìóëüòèèíäåêñà

α = (α′, α′′) = (α1, . . . , αN), ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

FB

[
∂α

′

Bx′
∂α

′′

x′′φ
]
(ξ) = (iξ)α FB[φ](ξ), (1.1.14)

Dα′

Bξ′
∂α

′′

ξ′′ FB [φ] (ξ) = FB[(ix)
αφ](ξ) . (1.1.15)

×åðåç S(RN) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà îñíîâíûõ ôóíêöèé,

à ÷åðåç Sev(RN) åãî ïîäïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé, ÷åòíûõ ïî êàæ-

äîé èç ïåðåìåííûõ x′ = (x1, . . . , xn). Äàëåå ïîä (x′)γ ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ
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(x′)γ =
n∏

j=1
(x2j)

γ/2 � ÷åòíàÿ ïî êàæäîìó èç ñâîèõ àðãóìåíòîâ x1, . . . , xn. Ìíî-

æåñòâî ôóíêöèé äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà ∥f∥Lγ
2
=

( ∫
RN

|f(x)|2 (x′)γ dx
)1/2

áóäåì îáîçíà÷àòü Lγ
2(RN) èëè Lγ

2, ev(RN), åñëè ôóíêöèè f ïðåäïîëàãàþòñÿ

÷åòíûìè ïî êàæäîé êîîðäèíàòå n-ìåðíîãî âåêòîðà x′. Ðàññìîòðåííûå âûøå

FB-ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè â S(RN) (Êàòðàõîâ, Ëÿõîâ)

è â L2(RN) (Ëÿõîâ, Ðàéõåëüãàóç).

Ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ ôóíêöèé, ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòå îáîçíà÷àåòñÿ

S+
ev ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà îñíîâíûõ ôóíêöèé

Sev, íàäåëåííîå òîïîëîãèåé, ïîðîæäàåìîé ñèñòåìîé íîðì

|⟨φ⟩|k = max

 sup
|α|+|β|6k,

x∈RN

∣∣∣xαDβ
Bγ
φ(x)

∣∣∣ , sup
|α|+|β|6k,

x∈RN

∣∣∣Dβ
Bγ

(xαφ(x))
∣∣∣
 , (1.2.4)

k = 0, 1, 2, . . . ïðè ýòîì âûïîëíåíî óñëîâèå îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè:

αi + βi=2ℓi, ℓi = 0, 1, 2, . . . , i = 1, . . . , n , n 6 N . (1.2.5)

Òåîðåìà 1.2.1 Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (1.2.5) FB-ïðåîáðàçîâàíèå îñó-

ùåñòâëÿåò íåïðåðûâíûé (â îáå ñòîðîíû) èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà S+
ev,

ò.å. äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà k

|⟨FB[φ] ⟩|k 6 |⟨φ⟩|k1.

Ðàññìîòðèì êëàññû ôóíêöèé

Ψγ(R+
N) = {ψ : ψ ∈ S+

ev(R
+
N), ∂

βψ(0) = 0, ∀ β ∈ Z+} .

Φγ(R+
N) = {φ : φ = FB[ψ] , ψ ∈ Ψγ(R+

N)} ,

Òåîðåìà 1.2.2 Êëàññ Φγ(R+
N) ñîñòîèò èç òåõ è òîëüêî òåõ ôóíêöèé

φ(x)∈Sev(R+
N), êîòîðûå îðòîãîíàëüíû (â ñìûñëå âåñîâîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ) âñåì ìíîãî÷ëåíàì:

φ(x)∈Sev(R+
N) ,

∫
R+

N

xmφ(x) (x′)γ dx′dx′′=0, ⇐⇒ φ∈Φγ(R+
N), (1.2.6)

Äëÿ ÷åòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå-Áåññåëÿ ôóíêöèè φ ∈ Φγ îðòîãîíàëü-

íû (â ñìûñëå âåñîâîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ) âñåì ìíîãî÷ëåíàì, ÷åòíûì
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ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn.

φ(x)∈Sev(R+
N) ,

∫
R+

N

(x′)2mφ(x)xγ dx=0, ⇐⇒ φ∈Φγ(R+
N), (1.2.7)

Â òðåòüåì ïóíêòå ïåðâîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíûé ñèíãóëÿð-

íûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ∂B-îïåðàòîðîì Áåññåëÿ

L(x;DB) =
∑
|α|<m

aα(x)D
α
B, (1.3.1)

ãäå Dα
B = ∂α

′

Bx′
∂α

′′

x′′ = ∂α1

Bγ1
. . . ∂αn

Bγn
∂
αn+1
xn+1 . . . ∂

αN
xN

� ñèíãóëÿðíûé äèôôåðåíöè-

àëüíûé îïåðàòîð ïîðÿäêà |α| = α1 + . . . + αN , ñîñòàâëÿþùèå êîòîðîãî ∂Bγi

îïðåäåëåíû â (1.1.5).

Òåîðåìà 1.3.1 Ïóñòü ôóíêöèÿ φ ∈ S+
ev(Rn). Äåéñòâèå ñèíãóëÿðíîãî äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà L(x,DB)φ(x) â îáðàçàõ FB-ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååò

âèä

L(x,DB)φ(x) = FB[ a(x, iξ)φ̂ ](x), (1.3.2)

ãäå a(x, iξ) =
∑

|α|6m

aα(x) (iξ)
α.

Ôóíêöèþ a(x, ξ) áóäåì íàçûâàòü ñèìâîëîì ñèíãóëÿðíîãî äèôôåðåíöèàëü-

íîãî îïåðàòîðà L(x,DB) â îáðàçàõ FB-ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Cêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé çàäàåòñÿ âåñîâîé ëèíåéíîé ôîðìîé

(u v)γ =

∫
RN

u(x) v(x) (x′)γ dx.

Îïåðàòîð L∗(x;DB), ñîïðÿæåííûé îïåðàòîðó L(x;DB) èìååò âèä

L∗(x;DB) =
∑
|α|6m

(−1)|α|(∂α
′

Bγ
)∗x′∂α

′′

x′′

(
aα(x) ·

)
,

ãäå (∂α
′

Bγ
)∗x′ =

n∏
i=1

(∂αi

Bγi
)∗xi
, (∂αi

Bγi
)∗xi

=

{
B

αi/2
γi , αi = 2k,

−B(αi)/2
γi x−γi

i
∂
∂xi
xγii , αi = 2k + 1,

i=1, . . . , n, k=0, 1, 2, . . . .

Â îáðàçàõ FB-ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòîò îïåðàòîð çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

L∗(x;DB) = F−1
B FB[a

∗(x,−iξ)u(x)]
Âî âòîðîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì ñ.ï.ä.îïåðàòîðû Êèïðèÿíîâà-

Êàòðàõîâà (FB-ñ.ï.ä.îïåðàòîðû).

Ôóíêöèîíàëüíûå êëàññû Ñîáîëåâà-Êèïðèÿíîâà ââîäÿòñÿ â ïåðâîì ïóíê-

òå âòîðîé ãëàâû íà îñíîâå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
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(u, v)γ =
∑
|α|6m

∫
Ωs

Dα
Bu(x) D

α
Bv(x) x

γ dx , (2.1.4)

êîòîðîå ïîðîæäàåò íîðìó â ïðîñòðàíñòâå Hm
γ (Ωs):

∥|u|∥Hm
γ (Ωs) =

 ∑
|α|6m

∫
Ωs

|Dα
Bu(x)|2 (x′)γ dx

1/2

. (2.1.3)

Ëåììà 2.1.1Ïðîñòðàíñòâî Hm
γ (Ωs), ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (2.1.4)

ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì îòíîñèòåëüíî íîðìû (2.1.3).

Ââåäåì òàêæå íîðìó

∥f∥2Hs
γ
=

∫
RN

(1 + |ξ|2)s |f̂(ξ)|2 (ξ′)γ dξ. (2.1.5)

Òåîðåìà 2.1.1 Ïðîñòðàíñòâî Hm
γ (RN) ìîæíî îïðåäåëèòü ëèáî ñ ïîìî-

ùüþ ñîîòíîøåíèÿ (2.1.2), ëèáî ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà

Hm
γ (RN) =

{
u : u ∈ S ′

ev , (1 + |ξ|2)m/2 û ∈ Lγ
2(RN)

}
,

ïðè ýòîì íîðìà (2.1.5) ýêâèâàëåíòíà íîðìå (2.1.3), ò.å.

C1∥u∥Hm
γ (RN ) 6 ∥|u|∥Hm

γ (RN ) 6 C2∥u∥Hm
γ (RN ).

Â ïóíêòå 2.2 ìû ââîäèì êëàññ ñèìâîëîâ Ξm
q , ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé

a(x; ξ), áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî x, îïðåäåëåííûõ ïðè âñåõ x è

ξ, ξ ̸= 0, óäîâëåòâîðÿþùèõ îöåíêå |a(x; ξ)| 6 C(1 + |ξ|2)m/2 ðàâíîìåðíî ïî x

è ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî x ôóíêöèÿ a(x; ξ) ïî ξ ïðèíàäëåæèò ïðî-

ñòðàíñòâó Hq
γ(S1(N)), ãäå S1(N) � åäèíè÷íàÿ ñôåðà |ξ| = 1, q > N+|γ|

2 + 1,

ïðè ýòîì

max
x∈RN

∥a(x; ·)∥Hq
γ(S1(N)) <∞;

íà ñôåðå S1(N) ôóíêöèÿ a(x; ξ) èìååò ïðåäåë a(ξ), êîãäà x→ ∞, òàêîé, ÷òî

ôóíêöèÿ

a∗(x; ξ) = a(x; ξ)− a∞(ξ) (2.2.1)

è åå ïðîèçâîäíàÿ ïî ξ, êàê ôóíêöèè x ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó S+
ev(RN)

ðàâíîìåðíî ïî ξ.

Êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå "îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè" ïî êàæäîé ïàðå

ïåðåìåííûõ (xi, ξi), i = 1, . . . , n: ôóíêöèÿ a(x; ξ)
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èëè (i) ÷åòíàÿ è òîãäà ∂kxi
a(x; ξ)

∣∣
xi=0

= 0, k > 1;

èëè (ii) íå÷åòíàÿ è òîãäà ∂kxi
a(x, ξ)

∣∣
xi=0

= 0, k > 0.

Òåîðåìà 2.2.1 Ïðè s > n+|γ|
2 + k, ãäå k � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî,

ïðîñòðàíñòâî Hs
γ íåïðåðûâíî âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî Ck

B ôóíêöèé íåïðå-

ðûâíûõ âìåñòå ñ Dα
B-ïðîèçâîäíûìè ïîðÿäêà |α| < k.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1 Ñèíãóëÿðíûì ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì

Êèïðèÿíîâà-Êàòðàõîâà (äàëåå, íàðÿäó ñ ýòèì íàçâàíèåì, èñïîëüçóåì ñîêðà-

ùåíèå � FB-ñ.ï.ä. îïåðàòîð) A = a(x;DB) ñ ñèìâîëîì a(x; ξ) ∈ Ξm
q íàçîâåì

îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà ôóíêöèè êëàññà S+
ev(RN) ïî ôîðìóëå

FB[Au](ξ) =

∫
Rn

Λ+
γ (x, ξ) a(x; ξ)u(x)(x

′)γdx, (2.2.2)

ãäå ïîä (x′)γ ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ (x′)γ =
n∏

i=1
(x2i )

γ/2 � ÷åòíàÿ ïî êàæäîìó

èç ñâîèõ àðãóìåíòîâ x1, . . . , xn.

Â ðàâíîé ñòåïåíè ïîëåçíûì ÿâëÿåòñÿ FB-ñ.ï.ä. îïåðàòîð çàäàííûé â âèäå

Au(x) = F−1
B [a(x; ξ) FB[u](ξ)] (x). (2.2.3)

Äàëåå äëÿ êëàññà ñèìâîëîâ a(x; ξ) è êëàññà îòâå÷àþùèõ ýòèì ñèìâîëàì

îïåðàòîðîâ A èëè A áóäåì èñïîëüçîâàòü îäíî è òîæå îáîçíà÷åíèå � Ξm
q .

Â òðåòüåì ïóíêòå ãë.II ìû äîêàçûâàåì òåîðåìû î ïîðÿäêå FB-ñ.ï.ä.

îïåðàòîðîâ â øêàëå ïðîñòðàíñòâ Hs
γ. Ïðèâåäåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà 2.3.1 Ïóñòü a(x; ξ) ∈ Ξm
q , òîãäà îòâå÷àþùèé ýòîìó ñèìâîëó

ïî ôîðìóëå (2.2.2) èëè (2.2.3) ñèíãóëÿðíûé ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðà-

òîð A èëè A èìååò ïîðÿäîê, ðàâíûé m.

Òåîðåìà 2.3.2 Ïóñòü a(x; ξ) ∈ Ξm
q , è A è A îòâå÷àþùèå ýòîìó ñèìâî-

ëó ïî ôîðìóëå (2.2.2) è (2.2.3) ñîîòâåòñòâåííî FB-ñ.ï.ä. îïåðàòîðû. Òîãäà

îïåðàòîð A−A èìååò ïîðÿäîê m− 1 â øêàëå Hs
γ.

Ëåììà 2.3.2 Ïóñòü A ∈ Ξm
q . Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ Hs

γ èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî

|(Au, u)γ| = |(u,Au)γ| 6 const · ∥u∥m
2 ,γ
. (2.3.3)

ñ êîíñòàíòîé, íåçàâèñÿùåé îò ôóíêöèè u .

Â ïóíêòå 2.4 ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîèçâåäåíèÿ è êîììóòàòîðû ñ.ï.ä. îïå-

ðàòîðîâ Êèïðèÿíîâà-Êàòðàõîâà.

Òåîðåìà 2.4.1 Ïóñòü a1(x; ξ) ∈ Ξm1
q , a2(x; ξ) ∈ Ξm2

q è A1 è A2 � ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ýòèì ñèìâîëàì FB-ñ.ï.ä. îïåðàòîðû Êèïðèÿíîâà-Êàòðàõîâà. Òî-

ãäà îïåðàòîð A1A2−A1◦A2 èìååò ïîðÿäîê m1+m2−1 â øêàëå ïðîñòðàíñòâ

Hs
γ(R+

N).
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Ñëåäñòâèå 2.4.1 Ïóñòü a1(x; ξ) ∈ Ξm1
q , a2(x; ξ) ∈ Ξm2

q è A1 è A2 � ñîîò-

âåòñòâóþùèå ýòèì ñèìâîëàì FB-ñ.ï.ä. îïåðàòîðû Êèïðèÿíîâà-Êàòðàõîâà.

Òîãäà èõ êîììóòàòîð [A1A2] = A1A2 −A2A1 èìååò ïîðÿäîê m1 +m2 − 1 â

øêàëå ïðîñòðàíñòâ Hs
γ.

Ñëåäñòâèå 2.4.2 Ïóñòü A ∈ Ξm
q è φ(x) � áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ

ôóíêöèÿ, ÷åòíàÿ ïî êàæäîé êîîðäèíàòå âåêòîðà x′. Òîãäà îïåðàòîð φA−Aφ
èìååò ïîðÿäîê, ðàâíûé m− 1 â Hs

γ.

Ñëåäñòâèå 2.4.3 Ïóñòü a(x; ξ) ∈ Ξm
q , φ(x) è ψ(x) � áåñêîíå÷íî äèô-

ôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ÷åòíûå ïî x′, ñ íå ïåðåñåêàþùèìèñÿ íîñèòåëÿìè.

Òîãäà îïåðàòîð φAψ èìååò ïîðÿäîê, ðàâíûé m− 1 â Hs
γ.

Ñëåäñòâèå 2.4.4 Ïóñòü A ∈ Ξm
q . Åãî êîììóòàòîð ñ îïåðàòîðîì (1 −

∆B)
k/2 èìååò ïîðÿäîê m+ k − 1.

Â òðåòüåé ãëàâå ìû ñòðîèì êâàçèðåãóëÿðèçàòîðû B-ýëëèïòè÷åñêèõ FB-

ñ.ï.ä. îïåðàòîðîâ.

Â ïóíêòå 3.1 ìû ðàññìàòðèâàåì êîíñòðóêöèþ êâàçèðåãóëÿðèçàòîðîâ äëÿ

FB-ñ.ï.ä. îïåðàòîðîâ, êîòîðàÿ äàåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 3.1.1 FB-ñ.ï.ä. îïåðàòîð R ñ ñèìâîëîì

r(x; ξ) = |ξ|m(1 + |ξ|m)−1a−1(x; ξ) (3.1.1)

ÿâëÿåòñÿ (ëåâûì è ïðàâûì) êâàçèðåãóëÿðèçàòîðîì äëÿ B-ýëëèïòè÷åñêîãî

â RN FB-ñ.ï.ä. îïåðàòîðà A ñ ñèìâîëîì a(x; ξ) ∈ Ξm
q .

Òåîðåìà 3.2.1 Ïóñòü A ∈ Ξm
q è ïóñòü íà åäèíè÷íîé ñôåðå S1 = {ξ :

|ξ| = 1} ñèìâîë Re a(x; ξ) îãðàíè÷åí ñ íèçó íåêîòîðîé êîíñòàíòîé c. Òîãäà

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c′ = c′(ε) òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ

ôóíêöèé u ∈ Sev(R+
N)

Re(Au, u)γ + c′∥u∥2m−1
2 ,γ > (c− ε)∥u∥m

2 ,γ
. (3.2.1)

Òåîðåìà 3.3.1 Ïóñòü A ∈ Ξm
q . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |a(x0; ξ0)| = c0 ̸= 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè Ω òî÷êè x0 è äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

s, l < m è ε > 0 íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ uε(x) âèäà

uε(x) = jγ(x
′, λξ′

0
) ei⟨x

′′,λξ′′
0⟩ φ(x), ξ0 = (ξ′0, ξ′′0), |ξ0| = 1, (3.3.10)

ãäå λ = λε � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à φ ÷åòíàÿ ïî

êàæäîé èç ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, n 6 N , ôóíêöèÿ ñ íîñèòåëåì, ñîäåðæà-

ùèìñÿ â Ω, òàêàÿ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

∥uε∥Hs−m+l
γ

6 ε∥uε∥Hs
γ
, (3.3.11)
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∣∣∣∥Auε∥Hs−m
γ

− C0∥uε∥Hs
γ

∣∣∣ 6 ε ∥uε∥Hs
γ
, (3.3.12)

â êîòîðûõ

∥uε∥Hs
γ
= max

(√∫
(1+|ξ|2)s

(
T λξ′0

ξ′ |φ̂(ξ)|2
)
(ξ′)γ dξ , ∥uε∥Hs

γ

)
.

Òåîðåìà 3.4.1 Ïóñòü A ∈ Ξm
q . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

max
x,ξ∈Σ+

n

|a(x, ξ)| = K (3.4.1)

K <∞. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

K = inf
T

∥A+ T∥s,γ, (3.4.2)

ãäå ñïðàâà ∥ · ∥s,γ � íîðìà îïåðàòîðîâ â øêàëå Hs
γ è íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ

ïî âñåì îïåðàòîðàì ïîðÿäêà m− 1.

Òåîðåìà 3.4.2 Ïóñòü A ∈ Ξm
q . Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâà-

ëåíòíû:

I. Ñèìâîë îïåðàòîðà A òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.

II. A = 0.

III. Äëÿ íåêîòîðîãî l < m îïåðàòîð A èìååò ïîðÿäîê l.

Òåîðåìà 3.5.1 Ïóñòü A � FB-ñ.ï.ä. îïåðàòîð â RN ñ ñèìâîëîì a(x; ξ) ∈
Ξm
q . Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïåðàòîð A áûë B-ýëëèïòè÷åñêèì â RN , íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ âñåõ u ∈ Hs
γ(RN) âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

∥u∥s,γ 6 c(∥Au∥s−m,γ + ∥u∥s−1,γ) (3.5.1)

ñ êîíñòàíòîé c, íå çàâèñÿùåé îò ôóíêöèè u.

Òåîðåìà 3.5.2 Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû

1. A � FB-ñ.ï.ä.î. B-ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ ñèìâîëîì a(x; ξ) ∈ Ξm
q .

2. Ñóùåñòâóåò êâàçèðåãóëÿðèçàòîð îïåðàòîðà A.

3. Äëÿ ôóíêöèè u ∈ Hs
γ(RN) èìååò ìåñòî àïðèîðíàÿ îöåíêà

∥u∥s,γ 6 c(∥Au∥s−m,γ + ∥u∥s−1,γ).

Òåîðåìà 3.5.3 Ïóñòü A � B-ýëëèïòè÷åñêèé FB-ñ.ï.ä. îïåðàòîð ñ ñèì-

âîëîì a(x; ξ) ∈ Ξm
q . Òîãäà, åñëè u ∈ Hs

γ(RN) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

Au = f , ãäå f ∈ HS−m+α
γ (RN), òî u ∈ Hs+α

γ (RN).
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