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Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âñ¼ áîëüøåå âíèìàíèå ñïåöèà-

ëèñòîâ ïðèâëåêàþò äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà òàê íàçûâàåìûõ ñòðà-

òèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ. Ãðóáî ãîâîðÿ, ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî

� ýòî ìíîæåñòâî, ñîñòàâëåííîå èç �êóñêîâ� (ñòðàòîâ) ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè.

Òàêèìè ìíîæåñòâàìè óäîáíî îïèñûâàòü ðàçëè÷íûå ôèçè÷åñêèå ñèñòåìû, êîòî-

ðûå ñîñòîÿò èç ýëåìåíòîâ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé èëè ñ ðàçíûìè ôèçè÷åñêè-

ìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå â òàêèõ ñèñòåìàõ, ïðèâîäÿò ê

íåîáõîäèìîñòè îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ �äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ� íà ñëó÷àé

ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà.

Íàïðèìåð, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ñèñòåìó èç ìåìáðàí, îäíè ó÷àñòêè ãðà-

íèöû êîòîðûõ çàêðåïëåíû, à äðóãèå ñêëååíû ìåæäó ñîáîé íåêîòîðûì îáðà-

çîì. Ôîðìàëüíî, äëÿ èçó÷åíèÿ ïîäîáíûõ ñèñòåì ñòðîèòü òåîðèþ óðàâíåíèé íà

ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ íå òðåáóåòñÿ. Êàæäûé ýëåìåíò îïèñûâàåò-

ñÿ íåêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, à èõ âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñîáîé �

íåêèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè (îáû÷íî íàçûâàåìûìè óñëîâèÿìè

òðàíñìèññèè). Â ïåðâûõ ðàáîòàõ íà ýòó òåìó (G. Lumer, S. Nicaise, J. von Belov

è äð.) òàê è äåëàëîñü. Íî â îñíîâíîì âñå âîïðîñû ñâîäèëèñü òîëüêî ê ðàçðåøè-

ìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷.

Îäíàêî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà � ïðèíöèïà

ìàêñèìóìà, ëåììû î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé, íåðàâåíñòâà Õàðíàêà, òåîðåìû

îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè è ò.ä., ïîòðåáîâàëñÿ èíîé ïîäõîä, ïåðâîíà÷àëüíî

ïðèìåí¼ííûé ïðè èçó÷åíèè òàê íàçûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà

ãåîìåòðè÷åñêèõ ãðàôàõ (Þ.Â. Ïîêîðíûé, Î.Ì. Ïåíêèí è äð.). Îí îñíîâàí íà

èíòåðïðåòàöèè âñåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé, âîçíèêàþùèõ â ñèñòåìàõ

ïîäîáíîãî òèïà, â âèäå îäíîãî óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùåãî îïåðàöèè äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ ïî òàê íàçûâàåìîé ñòðàòèôèöèðîâàííîé ìåðå.

Ó ýòîãî ïîäõîäà åñòü äâà ïðåèìóùåñòâà. Âî-ïåðâûõ, îí ñîãëàñóåòñÿ ñ ôèçè÷å-

ñêîé ïðèðîäîé ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷. À âî-âòîðûõ, îí ïîçâîëÿåò îáíàðóæèòü

àíàëîãèþ ñ êëàññè÷åñêèì ñëó÷àåì. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëèëî ñóùåñòâåííî

ïðîäâèíóòüñÿ â èçó÷åíèè âîïðîñîâ êà÷åñòâåííîé òåîðèè. Îäíàêî, êàê ïðàâèëî,

îíè ïîëó÷àëèñü ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà ðàçìåðíîñòü ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíî-

æåñòâ. Ëèøü íåäàâíî ñòàëè ïîëó÷àòüñÿ ðåçóëüòàòû îáùåãî õàðàêòåðà.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ è ïîëó÷åíèþ íî-

âûõ ðåçóëüòàòîâ êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿ-
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åòñÿ òåîðåìà îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ñòðà-

òèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ. Îíà óòâåðæäàåò, ÷òî îáúåäèíåíèå ñòðàòîâ, ðàç-

ìåðíîñòü êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò n− 2, ãäå n � ìàêñèìàëüíàÿ èç ðàçìåðíîñòåé

ñòðàòîâ, îáðàçóþò óñòðàíèìîå ìíîæåñòâî. Ýòî îòêðûâàåò äîðîãó äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà êëàññè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ëàïëàñèàíà íà ñòðà-

òèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå ìåòîäîì Ïåððîíà-Ïóàíêàðå. Ðàíåå ýòî óäàâàëîñü

ñäåëàòü òîëüêî äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ (S. Nicaise, Î.Ì. Ïåíêèí).

Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíî ïðîäâèæåíèå (â ñðàâíåíèè ñ èìåþùèìèñÿ ðåçóëüòà-

òàìè) â âîïðîñàõ ñèëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è ëåììû î íîðìàëüíîé ïðî-

èçâîäíîé è äîêàçàíî íåðàâåíñòâî Õàðíàêà äëÿ àíàëîãà îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà

ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå.

Öåëü ðàáîòû. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãà òåîðåìû îá óñòðàíèìîé îñîáåííî-

ñòè äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå, îáîáùå-

íèå ëåììû î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé è ñèëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ

ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå, ïîëó÷åíèå íåðà-

âåíñòâà Õàðíàêà äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæå-

ñòâå.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû êëàññè÷åñêî-

ãî ìàòåìàòè÷åñêîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, à òàê æå ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-

ëèçà íà ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû àâòîðà, ïðèâåä¼ííûå â äèññåðòàöèè,

ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Â ÷èñëå íèõ îòìåòèì ñëåäóþùèå:

1. òåîðåìà îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íà ñòðà-

òèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå,

2. ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé è ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ýë-

ëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå,

3. ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé è ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ïà-

ðàáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå,

4. íåðàâåíñòâî Õàðíàêà äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íà ñòðàòèôèöèðîâàí-

íîì ìíîæåñòâå.

Ïðèâåä¼ííûå âûøå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè êëàññè÷åñêèõ òåîðåì
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äëÿ ñëó÷àÿ ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâ. Îíè äîêàçàíû â îáùåì âèäå, â

òàêîé ïîñòàíîâêå îíè ïîëó÷åíû âïåðâûå. Òåîðåìà îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè

ðàññìàòðèâàåòñÿ âïåðâûå. Ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé, ñèëüíûé ïðèí-

öèï ìàêñèìóìà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî è ïàðàáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðîâ íà ñòðàòè-

ôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå è íåðàâåíñòâî Õàðíàêà äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè

íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå ðàíåå áûëè äîêàçàíû äëÿ äâóìåðíîãî ñëó-

÷àÿ. Òàêæå ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé è ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà

äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà áûëè äîêàçàíû äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ, íî ñ

îãðàíè÷åíèåì íà ãåîìåòðèþ ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà (ñëó÷àé ñèìïëè-

öèàëüíîãî êîìïëåêñà) èëè ñ îãðàíè÷åíèåì íà ñòðóêòóðó îïåðàòîðà.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷å-

ñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èçó÷åíèè ýëëèïòè÷å-

ñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ êàê â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, òàê è íà ñòðà-

òèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ.

Àïðîáàöèÿ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ìåæ-

äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíàìè÷åñêèì

ñèñòåìàì â ã. Ñóçäàëü [5], âîðîíåæñêèõ çèìíèõ è âåñåííèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêî-

ëàõ [6], ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìà-

òåìàòèêè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ� â ã. Âîðîíåæ

[7], ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ñîâðåìåííûå ìåòîäû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòè-

êè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ è êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé� â ã. Âîðîíåæ [8].

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1-8]. Èç

ñîâìåñòíûõ ðàáîò [1,2,5] â äèññåðòàöèþ âêëþ÷åíû òîëüêî ðåçóëüòàòû, ëè÷íî

ïðèíàäëåæàùèå àâòîðó. Ðàáîòû [1-4] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ðå-

öåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíà-

óêè ÐÔ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷å-

òûð¼õ ãëàâ, ñîäåðæàùèõ 20 ïàðàãðàôîâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 39 íàèìåíîâà-

íèé, âêëþ÷àÿ ðàáîòû àâòîðà. Îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 103 ñòðàíèö ìà-

øèíîïèñíîãî òåêñòà. Òåêñò èëëþñòðèðóþò 9 ðèñóíêîâ.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Ïåðåéä¼ì ê êðàòêîìó îïèñàíèþ ðåçóëüòà-

òîâ ïî ãëàâàì. Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è ÷åòûð¼õ ãëàâ. Â ïåðâîé ãëàâå äà¼òñÿ

êðàòêîå îïèñàíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé òåîðèè ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâ è

ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà íèõ. Ñþäà îòíîñÿòñÿ: ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíî-
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æåñòâî, ìåðà íà í¼ì, êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå, äèâåðãåíöèÿ è ýëëèïòè÷åñêèé

îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûå ïî ñòðàòèôèöèðîâàííîé ìåðå.

Ïîä ñòðàòèôèöèðîâàííûì ìíîæåñòâîì â Rd áóäåì ïîíèìàòü ñâÿçíîå îáú-

åäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îãðàíè÷åííûõ ïëîñêèõ ìíîãîîáðàçèé ðàçëè÷íîé ðàç-

ìåðíîñòè � ìû áóäåì íàçûâàòü èõ ñòðàòàìè, êîòîðûå ïðèìûêàþò äðóã ê äðóãó

ñïåöèàëüíûì îáðàçîì:

• íèêàêèå äâà ñòðàòà íå ïåðåñåêàþòñÿ,

• ãðàíèöà êàæäîãî ñòðàòà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà äðóãèõ

ñòðàòîâ (áóäåì íàçûâàòü èõ ãðàíÿìè).

Äàëåå, ìû ðàçáèâàåì Ω íà äâà ïîäìíîæåñòâà. Îäíî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê

âíóòðåííîñòü è îáîçíà÷àåòñÿ Ω0, äðóãîå � êàê ãðàíèöà ∂Ω. Ðàçáèåíèå ýòî âû-

áèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òîëüêî, ÷òî ìíîæåñòâî Ω0 ñîñòàâëåíî

öåëèêîì èç ñòðàòîâ, à òàêæå îòêðûòî, ñâÿçíî è ïëîòíî â Ω (âñå òîïîëîãè÷åñêèå

ïîíÿòèÿ îïðåäåëÿþòñÿ â ñìûñëå òîïîëîãèè, èíäóöèðóåìîé èç îáúåìëþùåãî ïðî-

ñòðàíñòâà Rd).

Â îáùåì ñëó÷àå ñòðàòû ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ãëàäêèìè ìíîãîîáðà-

çèÿìè, ïðèìûêàþùèå äðóã ê äðóãó ñïåöèàëüíûì îáðàçîì. Â äàííîé ðàáîòå

ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïëîñêèõ ìíîãîîáðàçèé â êà÷åñòâå ñòðàòîâ,

ò.ê. ýòî çàìåòíî óïðîùàåò ðàññìîòðåíèÿ. Åñëè ñòðàò ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì, ìû

ìîæåì îñëàáèòü îãðàíè÷åíèå è ñ÷èòàòü åãî ïðîèçâîëüíûì ãëàäêèì ìíîãîîáðà-

çèåì.

Ñëåäóþùèé âàæíûé êîìïîíåíò � ýòî ñòðàòèôèöèðîâàííàÿ ìåðà. Ìåðà ìíî-

æåñòâà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ìåð åãî k-ìåðíûõ ôðàãìåíòîâ � ïåðåñå÷åíèé ñî ñòðà-

òàìè σkj ïî âñåì k è j

µ(G) =
∑
k,j

µk(G ∩ σkj).

Â êà÷åñòâå σ-àëãåáðû ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ Ω, ïåðåñå÷åíèÿ

êîòîðûõ ñ êàæäûì ñòðàòîì σkj èçìåðèìû ïî k-ìåðíîé ìåðå Ëåáåãà íà ýòîì

ñòðàòå.

Äèâåðãåíöèÿ êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî

ôîðìàëüíî ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

∇F⃗ (X) = ∇kF⃗ (X) +
∑

σk+1,i≻σkj

F⃗k+1i(X) · νi.
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Çäåñü ∇kF⃗ îçíà÷àåò îáû÷íóþ k-ìåðíóþ äèâåðãåíöèþ ïîëÿ F⃗kj íà ñòðàòå σkj.

F⃗k+1i(X) � ýòî ïðåäåë F⃗ (Y ) ïðè Y → X, Y ∈ σk+1,i. Âûðàæåíèå σk+1,i ≻ σkj

îçíà÷àåò, ÷òî ñòðàò σk+1i ïðèìûêàåò ê ñòðàòó σkj, νi � åäèíè÷íûé íîðìàëüíûé

âåêòîð â òî÷êå X ïî íàïðàâëåíèþ σk+1,i. Òàêèì îáðàçîì, ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ

ïî âñåì ïðèìûêàþùèì ñòðàòàì íà åäèíèöó áîëüøåé ðàçìåðíîñòè.

Ïîäõîäÿùåå äëÿ ðàññìîòðåíèÿ äèâåðãåíöèè ìíîæåñòâî ïîëåé îáîçíà÷àåòñÿ

C⃗1
σ(Ω0). Îíî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé îáëàäàþùèõ

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Ïîëå F⃗ ∈ C⃗1
σ(Ω0) äîëæíî áûòü íåïðåðûâíûì íà çà-

ìûêàíèè êàæäîãî ñòðàòà è ãëàäêèì íà îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè êàæäîãî

ñòðàòà.

Äàëåå, äëÿ òàêèõ ôóíêöèé p è u, ÷òî ïîëå p∇u ∈ C⃗1
σ(Ω0), èìååò ñìûñë

ñëåäóþùåå âûðàæåíèå, ÿâëÿþùååñÿ åñòåñòâåííûì àíàëîãîì ëàïëàñèàíà

∆pu = ∇(p∇u) = ∆pukj(X) +
∑

σk+1,i≻σkj

p
∂uk+1i

∂νi
(X).

Ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç C2
σ(Ω0) ïðîñòðàíñòâî âñåõ òàêèõ u, ÷òî ∇u ∈ C⃗1

σ(Ω0).

Ìû â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà p ≡ 1 íà òàê íàçûâàåìûõ ñâî-

áîäíûõ ñòðàòàõ, ò.å òåõ ñòðàòàõ, êîòîðûå íå ëåæàò â ãðàíèöå äðóãèõ, è p ≡ 0

íà îñòàëüíûõ ñòðàòàõ. Òàêîé ñëó÷àé ìû íàçûâàåì ìÿãêèì ëàïëàñèàíîì. Ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ òàêæå íåäèâåðãåíòíàÿ ôîðìà ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà

Lu(X) = aqr(X)Dqru+ bq(X)Diu+
∑

σk+1,i≻σkj

p
∂u

∂νi
(X),

ãäå íà êîýôôèöèåíòû aqr è bq íàêëàäûâàþòñÿ ñòàíäàðòíûå òðåáîâàíèÿ, îáåñïå-

÷èâàþùèå ýëëèïòè÷íîñòü îïåðàòîðà, à p ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîé è ïîëî-

æèòåëüíîé.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ ïðîñòðàíñòâó C2
σ(Ω0), íå îáÿçàíà

áûòü íåïðåðûâíîé â öåëîì íà Ω0. Îíà ìîæåò ïðåòåðïåâàòü ñêà÷êè ïðè ïåðå-

õîäå ñ îäíîãî ñòðàòà íà äðóãîé. Ïîñêîëüêó äëÿ áîëüøèíñòâà âîïðîñîâ óñëîâèå

íåïðåðûâíîñòè îêàçûâàåòñÿ âàæíûì, ìû â îñíîâíîì ðàáîòàåì ñ ïðîñòðàíñòâîì

C2
σ(Ω0) ∩ C(Ω).

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà è ëåììà î

íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé. Ñíà÷àëà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîã ëåììû î íîðìàëüíîé

ïðîèçâîäíîé. Àíàëîãîì íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè u â ãðàíè÷íîé òî÷êå
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X ∈ σkj ⊂ ∂Ω ìû íàçûâàåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå.

(∇u)n(X) =
∑

σk+1,i≻σkj

∇⃗uk+1i(X) · ni.

Çäåñü ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåì ñòðàòàì σk+1,i, ïðèìûêàþùèõ ê σkj è ëå-

æàùèõ â Ω0, à íå â ∂Ω. Ìû íàçûâàåì ýòî âûðàæåíèå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé

íà òîì îñíîâàíèè, ÷òî îíî âîçíèêàåò â ôîðìóëå Ãðèíà (íà ñòðàòèôèöèðîâàí-

íîì ìíîæåñòâå) èìåííî â òîì ìåñòå, ãäå â êëàññè÷åñêîé ôîðìóëå Ãðèíà ñòî-

èò íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Åñòåñòâåííîñòü òàêîé èíòåðïðåòàöèè íîðìàëüíîé

ïðîèçâîäíîé ïîäòâåðæäàåòñÿ òåì, ÷òî ôîðìóëèðîâêà ëåììû î íîðìàëüíîé ïðî-

èçâîäíîé äëÿ íåäèâåðãåíòíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà L, óïîìÿíóòîãî âûøå,

âïîëíå àíàëîãè÷íà êëàññè÷åñêîé.

Ëåììà 2.1 Ïóñòü Ω � ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî, à σk ∈ ∂Ω � ïëîñ-

êèé èçîëèðîâàííûé ãðàíè÷íûé ñòðàò. Ïóñòü ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò íà

Ω0 íåðàâåíñòâó Lu ≥ 0 è äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà â íåêîòîðîé òî÷êå

X0 ∈ σk. È ïóñòü òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî u(X) < u(X0)

äëÿ âñåõ òî÷åê X ∈ Ω0. Ïóñòü ν � îäíî èç ïðèìûêàþùèõ íàïðàâëåíèé â òî÷-

êå X0, è ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂u
∂ν â òî÷êå X0.

Òîãäà
∂u

∂ν

∣∣∣
X=X0

< 0.

Çàìåòèì, ÷òî â ôîðìóëèðîâêå ïðèñóòñòâóåò óñëîâèå íà ãðàíè÷íûé ñòðàò, îí

äîëæåí áûòü ïëîñêèì èçîëèðîâàííûì. Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì óñëîâèÿ

âíóòðåííåé ñôåðû â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå. Èçîëèðîâàííîñòü ãðàíè÷íîãî ñòðàòà

îçíà÷àåò, ÷òî ê íåìó íå ïðèìûêàþò íèêàêèå äðóãèå ãðàíè÷íûå ñòðàòû áîëüøåé

ðàçìåðíîñòè.

Ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé áûëà äîêàçàíà ñíà÷àëà â äâóìåðíîì ñëó-

÷àå (À.À. Ãàâðèëîâ, Î.Ì. Ïåíêèí). Çàòåì ðåçóëüòàò áûë îáîáù¼í íà ñòðàòèôè-

öèðîâàííîå ìíîæåñòâî, ñîñòàâëåííîå èç ñèìïëåêñîâ (ñì. [2]). Ìû æå äà¼ì äî-

êàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíûõ ïëîñêèõ ñòðàòîâ. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü â

äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïîäõîäÿùèõ áàðüåðîâ

(ñì. ðàáîòû Îëåéíèê, Õîïôà). Â íàøåì ñëó÷àå áàðüåð ïîëó÷àåòñÿ êîìáèíèðî-

âàíèåì äâóõ ôóíêöèé ñî ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè.

Îñíîâûâàÿñü íà ëåììå î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé, óäà¼òñÿ äîêàçàòü ñëåäó-

þùèé âàðèàíò ñèëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà.
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Òåîðåìà 2.1 Ïóñòü Ω � ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî, è L � ýëëèïòè-

÷åñêèé îïåðàòîð íà Ω0. Ïóñòü u ∈ C(Ω)∩C2
σ(Ω0) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Lu ≥ 0. Òîãäà ó ôóíêöèè u íà Ω0 íå ìîæåò áûòü òî÷åê ëîêàëüíîãî íåòðè-

âèàëüíîãî ìàêñèìóìà.

Ìû ãîâîðèì, ÷òî òî÷êà X0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî íåòðèâèàëüíîãî ìàêñè-

ìóìà ôóíêöèè u, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé u(X) ≤ u(X0), è íè

â êàêîé îêðåñòíîñòè ôóíêöèÿ u íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé.

Ïåðâûå âåðñèè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà îòíîñèëèñü ê íà÷àëó 2000-õ ãîäîâ (À.À.

Ãàâðèëîâ, Î.Ì. Ïåíêèí). Â îáùåì ñëó÷àå (áåç îãðàíè÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè) ïðèí-

öèï ìàêñèìóìà äëÿ îïåðàòîðà âèäà

∇(p∇u)

áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå [1]. Ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ñäåëàëà, íàêîíåö,

âîçìîæíûì äîêàçàòåëüñòâî è äëÿ íåäèâåðãåíòíûõ îïåðàòîðîâ.

Âî âòîðîé ãëàâå äîïîëíèòåëüíî äîêàçûâàåòñÿ ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèç-

âîäíîé è ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Äîêà-

çàòåëüñòâî ëåììû è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà èñïîëüçóåò òå æå òåõíèêè, ÷òî è â

ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Êàê îáû÷íî, ïàðàáîëè÷åñêèé îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ â öèëèíäðå Ω × [0, T ]

è èìååò âèä

Tu = Lu− ∂u

∂t
.

Îí ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò C2
σ(Ω

t
0)

äëÿ êàæäîãî ñå÷åíèÿ Ωt
0 è â êàæäîé òî÷êå X ∈ Ω0× (0, T ] èìåþò íåïðåðûâíóþ

ïðîèçâîäíóþ ïî t. Òàêîé êëàññ ôóíêöèé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç C2
σ,t(Ω0 × (0, T ]).

Äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå äîêà-

çûâàåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà.

Òåîðåìà 2.4 Ïóñòü

u ∈ C(Ω× [0, T ]) ∩ C2
σ,t(Ω0 × (0, T ]).

È ïóñòü äëÿ íå¼ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Tu ≥ 0. Òîãäà ôóíêöèÿ u íå ìî-

æåò èìåòü âíóòðè öèëèíäðà è íà âåðõíåé êðûøêå ëîêàëüíîãî íåòðèâèàëü-

íîãî ìàêñèìóìà.
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Â ñëåäóþùèõ äâóõ ãëàâàõ ðå÷ü ïîéä¼ò î ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå ýëëèïòè÷å-

ñêîãî îïåðàòîðà íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå � ìÿãêîì ëàïëàñèàíå ∆p.

Ôóíêöèÿ p, ôèãóðèðóþùàÿ â îïðåäåëåíèè ∆p, ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé åäèíèöå íà

ñâîáîäíûõ ñòðàòàõ è íóëþ íà íåñâîáîäíûõ. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñòðàòè-

ôèöèðîâàííûå ìíîæåñòâà, ó êîòîðûõ âñå ñâîáîäíûå ñòðàòû èìåþò îäèíàêîâóþ

ðàçìåðíîñòü n. Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî íàøåìó îïðåäåëåíèþ, îïåðàòîð ∆p ñîâ-

ïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì ëàïëàñèàíîì íà ñòðàòàõ ðàçìåðíîñòè n, íà ñòðàòàõ ðàç-

ìåðíîñòè n − 1 ðàâåí ñóììå íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî âñåì ïðèìûêàþùèì

ñòðàòàì áîëüøåé ðàçìåðíîñòè, à íà ñòðàòàõ ðàçìåðíîñòè k ≤ n− 2 ïîëàãàåòñÿ

ðàâíûì íóëþ íà ëþáîé ôóíêöèè. Îñîáåííîñòü ìÿãêîãî ëàïëàñèàíà çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå áëèçêèì àíàëîãîì êëàññè÷åñêîãî ëàïëàñèàíà.

Íàïðèìåð, äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ∆pu = 0 íà Ω0 âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà î ñðåä-

íåì äëÿ ëþáîé ñôåðû äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà.

Íåïðåðûâíîå, äîñòàòî÷íî ãëàäêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ∆pu = 0 íà Ω0 áóäåì

íàçûâàòü ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé. Òåðìèí �äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ� îçíà÷àåò, ÷òî

ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà ïðèíàäëåæàòü íåêîòîðîìó êëàññó ãëàäêîñòè,

â êîòîðîì êîððåêòíî îïðåäåë¼í ìÿãêèé ëàïëàñèàí. Âûáîð ïîäõîäÿùåãî êëàññà

ãëàäêîñòè èãðàåò âàæíóþ ðîëü â èçó÷åíèè ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ðàíåå â êà÷åñòâå òàêîãî êëàññà ìû èñïîëüçîâàëè C2
σ(Ω0). Íàïîìíèì, ÷òî

ïðèíàäëåæíîñòü u ∈ C2
σ(Ω0) âëå÷¼ò, ïîìèìî ïðî÷åãî, ãëàäêîñòü ôóíêöèè u íà

êàæäîì ñòðàòå. Íî ò.ê. ôóíêöèÿ p ðàâíà íóëþ íà ñòðàòàõ ðàçìåðíîñòè ìåíüøå

n, òî ôóíêöèè u íå îáÿçàòåëüíî áûòü ãëàäêîé íà òàêèõ ñòðàòàõ. Ïîýòîìó ìû

ââîäèì íîâîå, áîëåå øèðîêîå, ïðîñòðàíñòâî C2
σ,p(Ω0) � êëàññ ôóíêöèé u, äëÿ

êîòîðûõ p∇u ∈ C⃗1
σ(Ω0).

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè íà òàê íàçûâàåìûõ óñè-

ëåííî ïðî÷íûõ ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ. Ïîäîáíîãî ðîäà óñëîâèå âîç-

íèêàëî ðàíåå è ïðè ðàññìîòðåíèè äðóãèõ âîïðîñîâ (â îñíîâíîì ñâÿçàííûõ ñ

ðàçðåøèìîñòüþ çàäà÷è Äèðèõëå). Ìû íàçûâàåì ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæå-

ñòâî óñèëåííî ïðî÷íûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ñòðàòà σk ðàçìåðíîñòè k ≤ n − 2 è

ëþáîãî øàðà B ñ öåíòðîì íà ñòðàòå σk è äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà, ìíîæåñòâî

B ∩ Ω0 \ σk ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.

Ñóòü ýòîãî óñëîâèÿ èëëþñòðèðóåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Â óñëîâèÿõ ïðèâåä¼ííîãî ðèñóíêà ìÿãêèé ëàïëàñèàí ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷å-

ñêèì â äâóìåðíûõ ñòðàòàõ, à íà îäíîìåðíûõ ñòðàòàõ, íå âõîäÿùèõ â ãðàíèöó,
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Ðèñ. 1: Ïðèìåð íàðóøåíèÿ ïðî÷íîñòè ìíîæåñòâà

ðàâåí íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïî âíóòðåííåìó íàïðàâëåíèþ. Íà íóëüìåðíûõ

ñòðàòàõ, â ÷àñòíîñòè â òî÷êå ñòûêà äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, òðåáóåòñÿ òîëüêî íåïðå-

ðûâíîñòü ôóíêöèè.

Ìû ââîäèì óñëîâèå óñèëåííîé ïðî÷íîñòè, ò.ê. îíî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò

ðàññìîòðåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, à â íåêîòîðûõ âîïðîñàõ (íàïðèìåð, â

òåîðåìå îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì. Ýòî ñâÿ-

çàíî ñ òåì, ÷òî íà ñòðàòàõ ðàçìåðíîñòè k ≤ n−2 â óðàâíåíèè ∆pu = 0 ñ ìÿãêèì

ëàïëàñèàíîì íåò íèêàêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé, îò ðåøåíèÿ òðåáó-

åòñÿ òîëüêî íåïðåðûâíîñòü. Åñëè ðàçáèòü ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî íà

óñèëåííî ïðî÷íûå êîìïîíåíòû, òî ñóæåíèè ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íà êàæäóþ

êîìïîíåíòó áóäåò ïî ïðåæíåìó ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé. Ïîýòîìó ìû ìîæåì

ðàññìàòðèâàòü êàæäóþ óñèëåííî ïðî÷íóþ êîìïîíåíòó ïî îòäåëüíîñòè.

Óñëîâèå óñèëåííîé ïðî÷íîñòè èìååò òàêæå ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ðàñ-

ñìîòðèì, íàïðèìåð, ñèñòåìó èç äâóõ êóáîâ, êîòîðûå ïðèìûêàþò äðóã ê äðóãó ïî

ðåáðó. Ïóñòü ýòà ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè. Ýòó êîíñòðóêöèþ èç

äâóõ êóáîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî. Ôóíê-

öèÿ òåìïåðàòóðû áóäåò ãàðìîíè÷åñêîé íà êàæäîì êóáå. Î÷åâèäíî, ÷òî òåïëîâîé

îáìåí ìåæäó äâóìÿ ýòèìè êóáàìè íåâîçìîæåí, ò.ê. çîíà êîíòàêòà ìåæäó íèìè

èìååò íóëåâóþ ïëîùàäü. Ò.å. ïî ñóòè ýòè äâà êóáà ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà íåðàâåíñòâó Õàðíàêà äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè

íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå.

Òåîðåìà 3.1 (íåðàâåíñòâî Õàðíàêà) Ïóñòü Ω � óñèëåííî ïðî÷íîå ñòðà-

òèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî. È ïóñòü H ⊂ Ω0 � íåêîòîðûé êîìïàêò. Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0, çàâèñÿùàÿ îò Ω è H, ÷òî äëÿ ëþáîé
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ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u íà Ω0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
H

u ≤ C inf
H

u.

Êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, ñóùåñòâåííóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå èãðàåò

òåîðåìà î ñðåäíåì. Îäíàêî â ñëó÷àå ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà äàííàÿ

òåîðåìà âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ ñôåð äîñòàòî÷íî ìàëûõ ðàäèóñîâ (òàê íàçû-

âàåìûå äîïóñòèìûå ðàäèóñû). Èç-çà ýòîãî ïåðåíîñ êëàññè÷åñêîãî äîêàçàòåëü-

ñòâî íà ñëó÷àé ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâ ñòàíîâèòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì.

Ïîýòîìó íàøå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîãî.

Â êîíöå ãëàâû ìû ïåðåíîñèì íåðàâåíñòâî Õàðíàêà íà áîëåå øèðîêèé êëàññ

ôóíêöèé. À èìåííî, íà êëàññ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà Ω0, äëÿ êîòîðûõ âûïîë-

íÿåòñÿ òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ ëþáûõ ñôåð äîïóñòèìîãî ðàäèóñà. Çàìåòèì, ÷òî

â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå èç òåîðåìû î ñðåäíåì ñëåäóåò äîñòàòî÷íàÿ ãëàäêîñòü (è,

ñîîòâåòñòâåííî, ãàðìîíè÷íîñòü) ôóíêöèè. Â ñëó÷àå ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíî-

æåñòâ ýòî íå òàê. Êàê èçâåñòíî, ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè ñ íåãëàäêîé

ãðàíèöåé ìîæåò èìåòü îñîáåííîñòè ãðàäèåíòà â óãëîâûõ òî÷êàõ. Ïîýòîìó ìîæ-

íî ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà î ñðåäíåì, íî

êîòîðàÿ èìååò îñîáåííîñòü ãðàäèåíòà íà ñòðàòàõ ðàçìåðíîñòè k ≤ n− 2. Òàêàÿ

ôóíêöèÿ íå áóäåò ïðèíàäëåæàòü ïðîñòðàíñòâó C2
σ,p(Ω0), ò.ê. ïîñëåäíåå äîëæ-

íî ãàðàíòèðîâàòü íåïðåðûâíîñòü ãðàäèåíòà íà çàìûêàíèè êàæäîãî ñâîáîäíîãî

ñòðàòà.

Öåíòðàëüíûì ðåçóëüòàòîì ÷åòâ¼ðòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà îá óñòðàíèìîé

îñîáåííîñòè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îíà èãðàåò âàæíóþ ðîëü ïðè ðàñ-

ïðîñòðàíåíèè ìåòîäà Ïåððîíà-Ïóàíêàðå äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è

Äèðèõëå íà ñëó÷àé ìÿãêîãî ëàïëàñèàíà íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå.

Ðàíåå, â âèäó îòñóòñòâèÿ òåîðåìû îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè, ìåòîä Ïåððîíà-

Ïóàíêàðå óäàâàëîñü ðåàëèçîâàòü òîëüêî äëÿ ìÿãêîãî ëàïëàñèàíà íà äâóìåðíîì

ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå (S. Nicaise, Î.Ì. Ïåíêèí).

Íàïîìíèì, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè óòâåðæäà-

åò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ u ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè, êðîìå ìíîæåñòâà òàê íàçû-

âàåìîé íóëåâîé ¼ìêîñòè, òî å¼ ìîæíî äîîïðåäåëèòü äî ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè

âî âñåé îáëàñòè. Íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå ïîíÿòèå ¼ìêîñòè åù¼ íå

îáñóæäàëîñü. Íî äëÿ óïîìÿíóòûõ âûøå öåëåé (ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà Ïåððîíà-

Ïóàíêàðå) îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì ñëåäóþùèé âàðèàíò ýòîé òåîðåìû.
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Òåîðåìà 4.1 (îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè) Ïóñòü Ω � n-ìåðíîå óñèëåííî

ïðî÷íîå ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî. Ïîëîæèì Σn−2 � îáúåäèíåíèå âñåõ

ñòðàòîâ ðàçìåðíîñòè k ≤ n − 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ u : Ω0 \ Σn−2 → R îãðàíè-

÷åííàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ. Òîãäà å¼ ìîæíî äîîïðåäåëèòü íà âñ¼ Ω0 òàê, ÷òî îíà

áóäåò ãàðìîíè÷åñêîé íà âñ¼ì Ω0.

Ðàíåå ìû ïèñàëè, ÷òî ïðîñòðàíñòâî C2
σ,p(Ω0) ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì îãðàíè÷è-

òåëüíûì � â íåãî íå âõîäÿò ôóíêöèè, êîòîðûå èìåþò îñîáåííîñòè ãðàäèåíòà íà

ñòðàòàõ ðàçìåðíîñòè k ≤ n− 2. Ïðè ýòîì, ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, îïåðà-

òîð ∆p äëÿ òàêèõ ôóíêöèé îïðåäåë¼í êîððåêòíî, ò.ê. íà ñòðàòàõ ðàçìåðíîñòè

k ≤ n− 2 îí ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì íóëþ íà ëþáîé ôóíêöèè. Êðîìå òîãî, äëÿ ãàð-

ìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ îòíîñèòåëüíî C2
σ,p(Ω0), òåîðåìà îá óñòðà-

íèìîé îñîáåííîñòè îêàçûâàåòñÿ íåâåðíà. Ïîýòîìó ìû ââîäèì íîâîå ïðîñòðàí-

ñòâî C2∗
σ,p, êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò C

2
σ,p òåì, ÷òî äîïóñêàåò îñîáåííîñòè ãðàäèåíòà

íà ñòðàòàõ ðàçìåðíîñòè k ≤ n − 2. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîíÿòèå ãàðìîíè÷åñêîé

ôóíêöèè, ôèãóðèðóþùåå â òåîðåìå îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè, ðàññìàòðèâà-

åòñÿ îòíîñèòåëüíîãî íîâîãî êëàññà C2∗
σ,p.

Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå òåîðåìà îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè äîêàçûâàåòñÿ â

ðàìêàõ òåîðèè ïîòåíöèàëà. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ãàðìîíè÷å-

ñêîé ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ ïîòåíöèàëà. Â ñëó÷àå ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâ

òåîðèÿ ïîòåíöèàëà åù¼ íå ðàçâèòà, ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû èñ-

ïîëüçóþòñÿ ñîâåðøåííî äðóãèå ìåòîäû. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ãàðìîíè÷íîñòè,

íà ñòðàòàõ ðàçìåðíîñòè k ≤ n − 2 íåò íèêàêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñîîòíîøå-

íèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òîëüêî íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè. Ïîýòîìó ôàêòè÷åñêè îò

íàñ òðåáóåòñÿ òîëüêî ïðîäîëæèòü ôóíêöèþ u ïî íåïðåðûâíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå ìû ðàññìàòðèâàåì

ñôåðó äîïóñòèìîãî ðàäèóñà SR(X) ñ öåíòðîì â òî÷êå X ∈ σk, k ≤ n−2. Ìû ïî-

êàçûâàåì, ÷òî ñðåäíåå ïî ëþáîé ñôåðå SR(X) äîïóñòèìîãî ðàäèóñà ñóùåñòâóåò

è íå çàâèñèò îò R. Íà âòîðîì ýòàïå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî, ïîëîæèâ ôóíêöèþ

u â òî÷êå X ðàâíîé ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ïî íåêîòîðîé ñôåðå SR(X), ìû ïîëó-

÷èì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ íà Ω0. Çäåñü êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò íåðàâåíñòâî

Õàðíàêà, äîêàçàííîå â ïðåäûäóùåé ãëàâå.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè âàæíóþ ðîëü èã-

ðàåò òàê íàçûâàåìàÿ âíóòðåííÿÿ îöåíêà ãðàäèåíòà. Ýòà îöåíêà ïðåäñòàâëÿåò

ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ è ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè äàëüíåéøåì èçó÷åíèè

13



ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 4.2 Ïóñòü Ω � n-ìåðíîå óñèëåííî ïðî÷íîå ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíî-

æåñòâî, à Σn−2 � îáúåäèíåíèå âñåõ ñòðàòîâ Ω0 ðàçìåðíîñòè k ≤ n − 2. È

ïóñòü ôóíêöèÿ u : Ω0 \ Σn−2 → R îãðàíè÷åííàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ. Òîãäà, åñëè

X ∈ Ω0 \ Σn−2, òî âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|∇u| ≤ C

ρ
,

ãäå

ρ = dist(X,Σn−2 ∪ ∂Ω).

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Î.Ì. Ïåíêèíó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïî-

ëåçíûå îáñóæäåíèÿ.

Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè

1. Îùåïêîâà Ñ.Í, Ïåíêèí Î.Ì., Ñàâàñòååâ Ä.Â. Ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñè-

ìóìà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå.

Ìàòåì. çàìåòêè, 92:2 (2012), 276�290.
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