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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè. Ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ

îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì ôóíêöèé â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ äîêàçàíà ìíî-

æåñòâîì ðàáîò. Èõ íåñîìíåííûì ïðåèìóùåñòâîì ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå óíè-

âåðñàëüíîãî ìåòîäà ðàçëîæåíèÿ. Îäíàêî, íåäîñòàòêîì ìíîãèõ àêòèâíî

ïðèìåíÿåìûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì òèïà âñïëåñêîâ

èëè îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ ÿâëÿåòñÿ èõ ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà è íåÿñ-

íûé ôèçè÷åñêèé ìåõàíèçì, êîòîðûé ìîã ïðèâåñòè ê òàêîé ôóíêöèîíàëü-

íîé çàâèñèìîñòè. Íàïðîòèâ, ñåìåéñòâà ôóíêöèé, âîçíèêàþùèå ïðè ìî-

äåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ çà÷àñòóþ ÿâëÿþòñÿ èìåí-

íî íåîðòîãîíàëüíûìè. Íåîðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû ôóíêöèé â íàñòîÿùåå

âðåìÿ ÿâëÿþòñÿ ãîðàçäî ìåíåå èçó÷åííûìè, ïî ñðàâíåíèþ ñ îðòîãîíàëü-

íûìè, ïîýòîìó ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà äëÿ ðàáîòû ñ íèìè

ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé.

Èç âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ ôóíêöèé, â êà÷åñòâå îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ

â äàííîé ðàáîòå âûáèðàþòñÿ íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ â ðàçëè÷-

íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ öåëî÷èñëåííûå ñäâèãè ôóíêöèè Ãàóññà

exp (−(x− k)2/(2σ2)), k ∈ Z è ôóíêöèè Ëîðåíöà σ2/(σ2+(x−k)2), k ∈ Z,
êîòîðàÿ òàêæå íîñèò íàçâàíèå ðàñïðåäåëåíèå Êîøè è ôóíêöèÿ Áðåéòà-

Âèãíåðà. Ñäâèãàì ôóíêöèè Ãàóññà ïîñâÿùåíî äîñòàòî÷íî ìíîãî ðàáîò,

â òî æå âðåìÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ ôóíêöèè Ëîðåíöà â íàó÷íîé ëèòåðàòó-

ðå ïðàêòè÷åñêè íå ðàññìàòðèâàëàñü. Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ñâîéñòâ

èññëåäóåìûõ ñèñòåì ôóíêöèé â çàâèñèìîñòè îò èõ ïàðàìåòðà σ ñ öåëüþ

îïòèìèçàöèè àëãîðèòìîâ, ïîñòðîåííûõ íà èõ îñíîâå. Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü

ðàáîòû ïîñâÿùåíà èìåííî ýòîìó âîïðîñó.

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ñåìåéñòâ ñäâèãîâ ÿâëÿþòñÿ îêîííûå ñèñòå-

ìû g(x − a)eibx, ãäå g(x) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé îêíà, à ïàðàìåòðû a è b

îáû÷íî èçìåíÿþòñÿ ñ ðàâíîìåðíûìè øàãàìè. Â äàííîé äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêîãî ðîäà ñèñòåìû ñ îêíîì â âèäå ôóíêöèè

Ãàóññà, â ôèçèêå ïîëó÷èâøèå íàçâàíèÿ êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ. Íåêîòî-
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ðûå èõ ñâîéñòâà îêàçûâàþòñÿ íå äî êîíöà èçó÷åííûìè. Èõ èññëåäîâàíèå

ìîæåò îòêðûòü âåñüìà ïîëåçíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò äëÿ öèôðîâîé

îáðàáîòêè ñèãíàëîâ, à òàêæå äëÿ àíàëèçà êâàíòîâîãî õàîñà.

Öåëü ðàáîòû. Èçó÷åíèå íåîðòîãîíàëüíûõ ñåìåéñòâ ñäâèãîâ, îêîí-

íûõ ñèñòåì ôóíêöèé è ðàçðàáîòêà íîâûõ ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ ðàçëî-

æåíèÿ â ðÿäû ïî ýòèì ñèñòåìàì.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèé. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè

ôóíêöèé, ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ëèíåéíîé àëãåáðû, òåî-

ðèè âñïëåñêîâ, ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå,

ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

1. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ óçëîâîé ôóíêöèé, ïîðîæ-

äåííîé ñèñòåìîé öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ ôóíêöèè Ëîðåíöà.

2. Äîêàçàíî, ÷òî óçëîâàÿ ôóíêöèÿ, ïîðîæäåííàÿ ñèñòåìîé öåëî÷èñ-

ëåííûõ ñäâèãîâ ôóíêöèè Ëîðåíöà, ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà øèðèíû

σ ê áåñêîíå÷íîñòè, ñòðåìèòñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2(R) ê ôóíêöèè

îòñ÷åòîâ sinc(πx).

3. Âû÷èñëåíû êîíñòàíòû Ðèññà äëÿ ñåìåéñòâà öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ

ôóíêöèè Ëîðåíöà è ïðîâåäåí àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ðàçëîæåíèÿ ïî ýòîé

ñèñòåìå.

4. Ïîñòðîåíû äâà íîâûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà áèîðòîãîíàëüíûõ

ñèñòåì äëÿ öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ ôóíêöèé Ãàóññà è Ëîðåíöà.

5. Ðàññ÷èòàíû êîíñòàíòû Ðèññà äëÿ ïîëíîé ñèñòåìû êîãåðåíòíûõ ñî-

ñòîÿíèé, çàäàííîé íà ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêå, è ïðîðåæåííûõ â êðàòíîå

÷èñëî ðàç íåïîëíûõ ñèñòåì. Ïîêàçàíî, ÷òî íåëüçÿ ïðîâåñòè óñòîé÷èâóþ

îðòîãîíàëèçàöèþ äëÿ ïîëíîé ñèñòåìû, à ïðè ïåðåõîäå ê âäâîå ïðîðåæåí-

íîé íåïîëíîé � ìîæíî.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,

÷òî ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ðàçëîæåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ

áîëåå ýôôåêòèâíîé öèôðîâîé îáðàáîòêè íåêîòîðûõ òèïîâ ýêñïåðèìåí-
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òàëüíûõ ñèãíàëîâ. Òàêæå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü âîñòðåáîâàíû

â êâàíòîâîé òåîðèè õàîñà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü

è îáñóæäàëèñü íà âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè "Òåëåìàòèêà'2014" â ã.

Ñàíêò-Ïåòåðáóðã â 2014 ã., íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Àêòóàëü-

íûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè è ìåõàíèêè" â

ã. Âîðîíåæ â 2015 ã., â Âîðîíåæñêîé âåñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå â

2016 ã., à òàêæå íà ñåìèíàðàõ Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñè-

òåòà â 2011 � 2014 ãã.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1-7].

Ðàáîòû [1-5] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷-

íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ. Èç

ñîâìåñòíûõ ïóáëèêàöèé [1], [2], [4], [5] â äèññåðòàöèþ âîøëè ðåçóëüòàòû,

ïðèíàäëåæàùèå ëè÷íî àâòîðó.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäå-

íèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 68 íàèìåíîâàíèé.

Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 101 ñòð.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèîííîé ðàáî-

òû, ñôîðìóëèðîâàíû öåëè è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ, îïðåäåëåíû íàó÷íàÿ

íîâèçíà è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.

Ïåðâàÿ ãëàâà ÿâëÿåòñÿ ââîäíîé. Îíà ñîäåðæèò îñíîâíûå îáîçíà÷å-

íèÿ, îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå äàëåå â ðàáîòå.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé L2(R).
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèåì è íîðìà çàäàþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì

(f, g) =

∞∫
−∞

f(x) · g∗(x) dx, ∥f∥L2
=

( ∞∫
−∞

|f(x)|2dx
)1/2

. (1)

Ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èñïîëüçóåòñÿ â ñëåäóþùåé
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ôîðìå

f̂(ξ) =
1√
2π

∞∫
−∞

f(x) · e−ixξdx, f(x) =
1√
2π

∞∫
−∞

f̂(ξ) · eixξdξ. (2)

Ïðè ðàáîòå ñ íåîðòîãîíàëüíûìè ñèñòåìàìè ôóíêöèé íàèáîëåå ÷àñòî

èñïîëüçóþòñÿ òðè îñíîâíûõ ïîäõîäà: îðòîãîíàëèçàöèÿ, ïîñòðîåíèå áèîð-

òîãîíàëüíîé (äâîéñòâåííîé) ñèñòåìû è èíòåðïîëÿöèÿ. Êàê ñëåäóåò èç

ñòàòüè Í. Ê. Áàðè1 óñòîé÷èâûå ïðîöåäóðû îðòîãîíàëèçàöèè è ïîñòðîå-

íèÿ áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû âîçìîæíû äëÿ ñèñòåì Ðèññà.

Îïðåäåëåíèå 1.Ôóíêöèè φk(x) îáðàçóþò ñèñòåìó Ðèññà ñ ïîëîæè-

òåëüíûìè êîíñòàíòàìè A è B, åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ

{ck} ∈ l2 âûïîëíåíà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

A∥c∥2l2 ≤

∥∥∥∥∥
∞∑

k=−∞

ck φk(x)

∥∥∥∥∥
2

L2

≤ B∥c∥2l2, (3)

ãäå íîðìû çàäàþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì:

∥c∥2l2 =
∞∑

k=−∞

|ck|2, ∥f∥2L2
=

∞∫
−∞

|f(x)|2dx.

Ïîä A è B îáû÷íî ïîíèìàþòñÿ èõ íàèëó÷øèå îöåíêè. Òîãäà íàè-

áîëüøåå çíà÷åíèå A íàçûâàþò íèæíåé êîíñòàíòîé Ðèññà, íàèìåíüøàÿ

âåëè÷èíà B âî âòîðîì íåðàâåíñòâå � âåðõíåé êîíñòàíòîé Ðèññà. Äëÿ îð-

òîíîðìèðîâàííûõ ñèñòåì ôóíêöèé A è B ðàâíû 1. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåòî-

äîâ âû÷èñëåíèé îòíîøåíèå êîíñòàíò Ðèññà ðàâíî ÷èñëó îáóñëîâëåííîñòè

ìàòðèöû Ãðàìà è ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåòñÿ íàìè êàê îäèí èç áàçîâûõ

êðèòåðèåâ äëÿ îöåíêè óñòîé÷èâîñòè ðàçðàáàòûâàåìûõ àëãîðèòìîâ ðàç-

ëîæåíèÿ.

Îáúåêòàìè èññëåäîâàíèÿ â ðàáîòå âûáðàíû ñèñòåìà öåëî÷èñëåííûõ

1Áàðè Í. Ê. Áèîðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû è áàçèñû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå / Í. Ê. Áàðè

// Ó÷åíûå çàïèñêè ÌÃÓ. � 1951. � Ò. 4, � 148. � Ñ. 69�107.
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ñäâèãîâ ôóíêöèè Ãàóññà

φG(x− k) = exp

(
−(x− k)2

2σ2

)
, σ > 0, k ∈ Z, (4)

öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ ôóíêöèè Ëîðåíöà

φL(x− k) =
σ2

σ2 + (x− k)2
, σ > 0, k ∈ Z, (5)

êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

φkm(x) = exp

(
−(x− ω1k)

2

2

)
· eiω2mx, k,m ∈ Z, (6)

ãäå ω1, ω2 � âåùåñòâåííûå ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû, à òàêæå íåêîòîðûå

ìîäèôèêàöèè ïåðå÷èñëåííûõ ñèñòåì.

Ïåðâûå äâà òèïà ôóíêöèé èñïîëüçóþòñÿ â ôèçèêå ïðè ìîäåëèðîâà-

íèè ñïåêòðîâ ðàçëè÷íîãî ïðîèñõîæäåíèÿ. Êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ èìåþò

âàæíîå çíà÷åíèå â êâàíòîâîé ëàçåðíîé è ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå.

Îïðåäåëåíèå 2.Ôóíêöèè φk(x), ψn(x), k, n ∈ Z, îáðàçóþò áèîðòî-

ãîíàëüíóþ ñèñòåìó, åñëè

(φk, ψn) = δkn.

Äëÿ öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ φk(x) = φ(x − k), k ∈ Z, ÿâëÿþùèõñÿ
ñèñòåìàìè Ðèññà, èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: åñëè

ψ̂(ξ) =
φ̂(ξ)

2π
∞∑

k=−∞
|φ̂(ξ + 2πk)|2

, (7)

òîãäà ψ(x− k), k ∈ Z âìåñòå ñ íàáîðîì φ(x− k), k ∈ Z îáðàçóþò áèîðòî-

ãîíàëüíóþ ñèñòåìó, ïðè÷åì ôóíêöèÿ ψ(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ

êîìáèíàöèþ φ(x− k).

Ñóùåñòâóåò àëüòåðíàòèâíûé áèîðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì ìåòîä, íå òðå-

áóþùèé ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ � èíòåðïîëÿöèÿ. Îñíîâíûì èíñòðó-

ìåíòîì èíòåðïîëÿöèè ÿâëÿåòñÿ óçëîâàÿ ôóíêöèÿ.

7



Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ φ̃(x), ÿâëÿþùàÿñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

φ(x− k),

φ̃(x) =
∞∑

k=−∞

dk φ(x− k), (8)

íàçûâàåòñÿ óçëîâîé, åñëè äëÿ íåå âûïîëíåíà ñèñòåìà ðàâåíñòâ

φ̃(m) = δ0m, m ∈ Z. (9)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óçëîâîé ôóíêöèè íåîáõîäèìî íàéòè íàáîð êîýôôè-

öèåíòîâ dk.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñèñòåì ðàâíîìåðíûõ ñäâèãîâ, ïî-

ðîæäåííûõ ôóíêöèÿìè Ãàóññà è Ëîðåíöà. Âñå âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê

ôóíêöèè Ëîðåíöà ìû áóäåì îáîçíà÷àòü èíäåêñîì L âíèçó, à ê ôóíêöèè

Ãàóññà � èíäåêñîì G. Òàêæå îíè áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íåêîòîðûå

ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà σ.

Â ìîíîãðàôèè Â. Ìàçüè è Ã. Øìèäòà2 ðåøåíà èíòåðïîëÿöèîííàÿ çà-

äà÷à ñ ïîìîùüþ ðàâíîìåðíûõ ñäâèãîâ ôóíêöèè Ãàóññà. Â íàñòîÿùåé ðà-

áîòå ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ dL,k.

Òåîðåìà 1. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ óçëîâîé ôóíêöèè, ïîñòðîåííîé ïî

ñèñòåìå ñäâèãîâ ôóíêöèè Ëîðåíöà, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

dL,k(σ) =
(−1)k sh(σπ)

σπ2

π∫
0

cos(kt)

ch(σt)
dt. (10)

Ïåðåéäåì ê áèîðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì. Â ñëó÷àå, êîãäà φk(x) ïðåä-

ñòàâëÿþò ñîáîé öåëî÷èñëåííûå ñäâèãè îäíîé ôóíêöèè äîñòàòî÷íî íàéòè

ôóíêöèþ ψ(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ

(φk, ψ) =

∞∫
−∞

φ(x− k) · ψ∗(x)dx = δk0, k ∈ Z. (11)

2Maz'ya V. Approximate approximations / V. Maz'ya, G. Schmidt. � AMS Mathematical Surveys and

Monographs, 2007. � V. 141. � 350 p.
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Òîãäà ñäâèãè ψm(x) = ψ(x − m) âìåñòå ñ φk(x) = φ(x − k) îáðàçóþò

èñêîìóþ áèîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó. Íàçîâåì φ(x) áàçîâîé ôóíêöèåé, à

ψ(x) � áàçîâîé äóàëüíîé ôóíêöèåé. Äëÿ íåïîëíûõ ñèñòåì, êàêîâûìè ÿâ-

ëÿþòñÿ äâà ðàññìàòðèâàåìûõ íàáîðà ñäâèãîâ, áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà

îïðåäåëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîäíîçíà÷íî. Ïóñòü Hφ � ïîäïðîñòðàí-

ñòâî, îáðàçîâàííîå ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ñäâèãîâ φ(x − k), k ∈ Z. Åñëè
ψ(x) ∈ Hφ, òî îáîçíà÷èì åå êàê ψin(x), åñëè æå ψ(x) /∈ Hφ, òî áóäåì

èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ψout(x).

Â óïîìÿíóòîé âûøå êíèãå Â. Ìàçüè è Ã. Øìèäòà ïðèâîäèòñÿ ôîðìó-

ëà äëÿ ïîñòðîåíèÿ áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû â ñëó÷àå ñäâèãîâ ôóíêöèè

Ãàóññà, ÿâëÿþùàÿñÿ ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèÿ (7). Àíàëîãè÷íî äëÿ ôóíê-

öèè Ëîðåíöà íàìè ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ψ̂in
L (ξ, σ) =

2 sh (2σπ)e−σ|ξ|

σ(2π)
3
2 ch (2σ(ξmod 2π − π))

. (12)

Ôóíêöèÿ ψin(x) îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ψout(x) íàìè ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì. Çàìåíèì â ôîðìóëå (11)

öåëîå k äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé y è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

λ(y) =

∞∫
−∞

φ(x− y) · ψ∗(x)dx. (13)

Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû λ(k) = δk0, k ∈ Z. Ôóíêöèþ λ(y) ìîæíî âûáè-

ðàòü äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíî è ïîëó÷àòü ïðè ýòîì ðàçëè÷íûå ψout(x), ðå-

øàÿ óðàâíåíèå òèïà ñâåðòêè (13). Îáîçíà÷èâ ÷åðåç ψout
G,n(x, σ) è ψ

out
L,n(x, σ)

áàçîâûå äóàëüíûå ôóíêöèè, ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè âûáîðå λ(y) = sincn(πy),

ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 3. Ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

ψ̂out
G,n(ξ, σ) =

1

2σπ
exp

(
σ2ξ2

2

)
·Bn

(
ξ

2π
+
n

2

)
, n ∈ N, (14)

ψ̂out
L,n(ξ, σ) =

2

σ(2π)
3
2

· eσ|ξ| ·Bn

(
ξ

2π
+
n

2

)
, n ∈ N, (15)
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ãäå Bn(x) � áàçèñíûé ñïëàéí ïîðÿäêà n.

Âûáèðàÿ λ(y) = exp
(
− y2

2s2

)
· sinc(πy) â ñëó÷àå ôóíêöèè Ãàóññà è

λ(y) = s2

s2+y2 ·sinc(πy) â ñëó÷àå ôóíêöèè Ëîðåíöà, ïîëó÷èì äðóãèå ñåìåé-

ñòâà áàçîâûõ äóàëüíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç ψout
G,s(x, σ)

è ψout
L,s(x, σ) ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü s > σ. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

ψ̂out
G,s(ξ, σ) =

exp
(
σ2ξ2

2

)
4σπ

(
erf

(
s(ξ + π)√

2

)
− erf

(
s(ξ − π)√

2

))
, (16)

ψ̂out
L,s(ξ, σ) =


2eσ|ξ|

σ(2π)
3
2
(1− e−sπ · ch(sξ)), |ξ| ≤ π;

2eσ|ξ|

σ(2π)
3
2
sh(sπ) · e−s|ξ|, |ξ| > π,

(17)

ãäå erf(x) � ôóíêöèÿ îøèáîê

erf(x) =
2√
π

x∫
0

e−t2dt.

Íàëè÷èå ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ áèîðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì ïîçâîëÿåò ïîëó-

÷àòü áîëåå ýôôåêòèâíûå âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû. Íåîäíîçíà÷íîñòü

âûáîðà áàçîâîé äóàëüíîé ôóíêöèè ñëåäóåò, íà íàø âçãëÿä, èñïîëüçîâàòü

ñ öåëüþ îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ ïîä êîíêðåòíóþ çàäà÷ó.

Âî âòîðîé ãëàâå òàêæå äàíà òåîðåòè÷åñêàÿ îöåíêà óñòîé÷èâîñòè ïðî-

öåäóðû ðàçëîæåíèÿ ïî ñèñòåìå öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ ôóíêöèè Ëîðåí-

öà ñ ïîìîùüþ êîíñòàíò Ðèññà.

Òåîðåìà 5. Öåëî÷èñëåííûå ñäâèãè ôóíêöèè Ëîðåíöà îáðàçóþò ñè-

ñòåìó Ðèññà ñ êîíñòàíòàìè

AL(σ) =
σ2π2

sh(2σπ)
, BL(σ) =

σ2π2 ch(2σπ)

sh(2σπ)
. (18)

Äëÿ ñëó÷àÿ ôóíêöèè Ãàóññà àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí ðà-

íåå â ñòàòüå Ì. Â. Æóðàâëåâà3. Èç ôîðìóë (18) â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî,
3Æóðàâëåâ Ì. Â. Î êîíñòàíòàõ Ðèññà äëÿ ñèñòåì öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ ôóíêöèè Ãàóññà /

Ì. Â. Æóðàâëåâ // Íàó÷íûå âåäîìîñòè Áåëãîðîäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. � 2011. � �

5(100). � âûï. 22. � Ñ. 39�46.
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êàê è â ñëó÷àå ôóíêöèè Ãàóññà, îòíîøåíèå êîíñòàíò Ðèññà BL(σ)/AL(σ)

íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà σ.

Óñòàíîâëåíî òàêæå åùå íåñêîëüêî âàæíûõ ôàêòîâ. Ë. À. Ìèíèí, Ì.

Â. Æóðàâëåâ è Ñ. Ì. Ñèòíèê ïîêàçàëè ðàíåå [5], ÷òî îòíîøåíèå êîíñòàíò

Ðèññà B̃G(σ) è ÃG(σ) ñèñòåìû ñäâèãîâ óçëîâîé ôóíêöèè, ïîðîæäåííîé

ôóíêöèåé Ãàóññà ñòðåìèòñÿ â ïðåäåëå ïðè σ → +∞ íå ê áåñêîíå÷íîñòè,

à ê 2. Ìû äîêàçàëè àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ôóíêöèè Ëîðåíöà.

Òåîðåìà 6. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

lim
σ→+∞

ÃL(σ) =
1

2
, lim
σ→+∞

B̃L(σ) = 1.

Òàêæå íàìè äîêàçàíà

Òåîðåìà 7. Ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå:

φ̃L(x, σ)
L2(R)−−−−→
σ+→∞

sinc (πx) .

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ôóíêöèè Ãàóññà äîêàçàëè ðàíåå äðóãèå àâ-

òîðû5.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà àíàëèçó âû÷èñëèòåëüíûõ îñîáåííîñòåé ïðî-

öåäóðû ðàçëîæåíèÿ ïî ñèñòåìàì ñäâèãîâ ôóíêöèé Ãàóññà è Ëîðåíöà, à

òàêæå íåêîòîðûõ èõ ìîäèôèêàöèé. Ïðåèìóùåñòâåííî âíèìàíèå óäåëÿåò-

ñÿ èìåííî ôóíêöèè Ëîðåíöà, ïîñêîëüêó ñëó÷àé ôóíêöèè Ãàóññà äåòàëüíî

èçó÷åí âî ìíîãèõ äðóãèõ ðàáîòàõ.

Ïî ñîîòíîøåíèþ (10) ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ðàññ÷èòà-

íû êîýôôèöèåíòû dL,k(σ). Íåñêîëüêî çíà÷åíèé dL,k(σ) ïðè ðàçëè÷íûõ

σ ïðèâåäåíî â òàáëèöå 1. Âñå çíà÷àùèå öèôðû âåðíûå (ñ òî÷íîñòüþ äî

îêðóãëåíèÿ).

Ïðîâåäåíà ÷èñëåííàÿ ïðîâåðêà òåîðåìû 7. Âûïîëíåí ðÿä âû÷èñëè-

òåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ òåñòîâûìè ôóíêöèÿìè ïî îöåíêå ýôôåêòèâíî-

ñòè ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ñ ïîìîùüþ óçëîâîé ôóíêöèè è áèîðòîãîíàëüíûõ

5Schlumprecht Th. On the sampling and recovery of bandlimited functions via scattered translates of

the Gaussian / Th. Schlumprecht, N. Sivakumar // Journal of Approximation Theory. � 2009. � V. 151,

� 1. � P. 128�153.
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Òàáëèöà 1: Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ dL,k(σ) óçëîâîé ôóíêöèè, ïîðîæäåííîé ñèñòå-

ìîé ñäâèãîâ ôóíêöèè Ëîðåíöà

Ïàðàìåòð σ d0 d1 d10

0.5 1.08 −0.200 −8.52 · 10−4

1.0 1.74 −0.783 −9.96 · 10−4

1.5 3.89 −2.49 −7.68 · 10−4

2.0 10.6 −8.06 7.30 · 10−3

2.5 32.8 −27.3 0.122

3.0 110 −96.1 1.17

5.0 2.11 · 104 −2.01 · 104 1.82 · 103

7.0 5.77 · 106 −5.63 · 106 1.21 · 106

ñèñòåì, ïîñòðîåííûõ âî âòîðîé ãëàâå. Òàêæå â êà÷åñòâå åùå îäíîé èëëþ-

ñòðàöèè ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîãî âî âòîðîé ãëàâå ñïîñîáà ïîñòðî-

åíèÿ áèîðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì â íåêîòîðûõ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ðàññ÷è-

òàíû áàçîâûå äóàëüíûå ôóíêöèè äëÿ ôóíêöèé Ãàóññà è Ëîðåíöà ðàçíîé

øèðèíû σ, íî ñ îáùèì öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Äàëåå â òðåòüåé ãëàâå ðàññìîòðåíà ñèñòåìà öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ,

ïîðîæäåííàÿ ñâåðòêîé ôóíêöèé Ãàóññà è Ëîðåíöà (êîíòóð Ôîéãòà â òåî-

ðèè àòîìíûõ ñïåêòðîâ):

φ(x− k, σ, s) =
s

σπ
√
2π

∞∫
−∞

exp

(
−(x− k − t)2

2σ2

)
1

s2 + t2
dt, k ∈ Z. (19)

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñåìåéñòâî ôóíêöèé (19) îáðàçóåò ñèñòåìó Ðèññà è

ïðîâåäåíà îöåíêà êîíñòàíò Ðèññà. Êàê ïîêàçûâàþò ðàñ÷åòû ïðè σ =

s = 0.5 îòíîøåíèå êîíñòàíò B/A ≈ 136.4. Ïðè óâåëè÷åíèè σ îíî ñòðå-

ìèòåëüíî âîçðàñòàåò: s = 0.5, σ = 1, B/A ≈ 2.2 · 105; s = 0.5, σ = 2,

B/A ≈ 1.6 · 1018. Íåñêîëüêî ìåäëåííåå îòíîøåíèå êîíñòàíò óâåëè÷è-

âàåòñÿ ñ ðîñòîì s: s = 2, σ = 0.5, B/A ≈ 1.7 · 106; s = 5, σ = 0.5,

B/A ≈ 2.6 · 1014. Òàêèì îáðàçîì, ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ σ èëè s ìàòðè-

öà Ãðàìà èññëåäóåìîé ñèñòåìû ñäâèãîâ ñòàíîâèòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé,
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ïðè÷åì áîëåå ÷óâñòâèòåëüíà ñèñòåìà ê èçìåíåíèÿì èìåííî ïàðàìåòðà σ.

Óñòàíîâëåííûé íàìè ôàêò, ÷òî ðàâíîìåðíûå ñäâèãè êîíòóðà Ôîéãòà

îáðàçóþò ñèñòåìó Ðèññà, ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü áèîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó

ïî ôîðìóëå (7). Áàçîâàÿ äóàëüíàÿ ôóíêöèÿ ψ(x, σ, s) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â

âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñäâèãîâ φ(x− k, σ, s) ñ íåêîòîðûìè êîýôôè-

öèåíòàìè ψk(σ, s).

Ïîñòðîåíèå óçëîâîé ôóíêöèè äëÿ ñäâèãîâ êîíòóðà Ôîéãòà, ïðèâîäèò

ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 8. Ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè ψk(σ, s) äëÿ áèîðòîãîíàëüíîé

ñèñòåìû è êîýôôèöèåíòàìè óçëîâîé ôóíêöèè dk(σ, s) äëÿ ñèñòåìû öå-

ëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ êîíòóðà Ôîéãòà (19) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

dk(σ, s) = ψk(σ/
√
2, s/2).

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïîäñèñòåì êîãåðåíòíûõ

ñîñòîÿíèé (6) ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíîñòè èõ óñòîé÷èâîé îðòîãîíàëè-

çàöèè èëè ïîñòðîåíèÿ áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû. Îñíîâíûì ïàðàìåòðîì

äàííûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà ω1 ·ω2. Èçâåñòíî ñëåäóþùåå óòâåðæäå-

íèå, óñòàíîâëåííîå À. Ì. Ïåðåëîìîâûì6 è Â. Áàðãìàíîì7 ñ ñîàâòîðàìè:

ïðè ω1 · ω2 < 2π ñèñòåìà ôóíêöèé (6) ïåðåïîëíåíà è îñòàåòñÿ òàêîé ïðè

îòáðàñûâàíèè ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ôóíêöèé. Ïðè ω1 · ω2 > 2π ñè-

ñòåìà íå ïîëíà. Ïðè ω1 · ω2 = 2π ñèñòåìà ïîëíà è îíà îñòàåòñÿ ïîëíîé

ïðè îòáðàñûâàíèè ëþáîé îäíîé ôóíêöèè, íî ñòàíîâèòñÿ íåïîëíîé ïðè

îòáðàñûâàíèè ëþáûõ äâóõ ôóíêöèé.

Ïîäñèñòåìû êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé (6), ïðè ω1 · ω2 < 2π îáðàçóþò

òàê íàçûâàåìûå ôðåéìû è äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû. Ïîýòîìó íàøå

èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíî ñëó÷àþ ω1 · ω2 > 2π.

Ïðè ω1 · ω2 = 2π íàìè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ôîðìóëû.

6Ïåðåëîìîâ À. Ì. Îáîáùåííûå êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ è èõ ïðèìåíåíèÿ / À. Ì. Ïåðåëîìîâ. �

Ì.: Íàóêà, 1987. � 268 c.
7Bargmann V. On the completeness of coherent states / V. Bargmann, P. Butera, L. Girardello, J. R.

Klauder // Rep. Math. Phys.. � 1971. � � 2. � P. 221 � 228.

13



Òåîðåìà 9. Ïóñòü â ôîðìóëå (6) ω1 · ω2 = 2π. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ ckm ñ åäèíè÷íîé íîðìîé ||c||2l2 = 1 ñïðàâåäëèâû

ñîîòíîøåíèÿ

min
x,y∈[0,1]

(F (x, y)) 6

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

∞∑
k,m=−∞

ckmφkm(x)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2

L2(R)

6 max
x,y∈[0,1]

(F (x, y)), (20)

ãäå

F (x, y) = ω1

∣∣∣∣∣∑
k

exp

(
−(x− k)2

2

)
· ei2πky

∣∣∣∣∣
2

. (21)

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 9 â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî íèæíÿÿ êîí-

ñòàíòà Ðèññà ñèñòåìû êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé (4) ïðè ω1 · ω2 = 2π ðàâíà

íóëþ, ïðè÷åì äàæå ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ îäíîé ëþáîé ôóíêöèè. Ñëåäî-

âàòåëüíî, óñòîé÷èâàÿ ïðîöåäóðà îðòîãîíàëèçàöèÿ äëÿ ïîëíîé ñèñòåìû

îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíà.

Äëÿ íåêîòîðûõ íåïîëíûõ ñèñòåì íàìè äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäå-

íèå.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü ω1 · ω2 = 4πN,N = 1, 2, .... Òîãäà ñåìåéñòâî

ôóíêöèé (6) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Ðèññà ñ êîíñòàíòàìè A è B, îïðåäå-

ëÿåìûìè ôîðìóëàìè

A =
√
πθ3

(
π
2 , exp

(
−ω2

1

4

))
· θ3

(
π
2 , exp

(
−ω2

2

4

))
,

B =
√
πθ3

(
0, exp

(
−ω2

1

4

))
· θ3

(
0, exp

(
−ω2

2

4

))
,

(22)

ãäå θ3(x, q) � òðåòüÿ òåòà-ôóíêöèÿ ßêîáè

θ3(x, q) =
∞∑

k=−∞

qk
2

e2ikx, |q| < 1. (23)

Èçâåñòíî, ÷òî θ3(x, q) íà âåùåñòâåííîé îñè êîíå÷íà è íå îáðàùàåòñÿ

â íóëü. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîäñèñòåìà êîãåðåíòíûõ

ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Ðèññà è äëÿ íåå âîçìîæíà óñòîé÷èâàÿ ïðî-

öåäóðà ðàçëîæåíèÿ è óñòîé÷èâàÿ îðòîãîíàëèçàöèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü
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ïîëîæåíà â îñíîâó àëãîðèòìîâ. Âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ õîðîøî ëîêà-

ëèçîâàííîãî îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà ÿâëÿåòñÿ âàæíîé â êâàíòîâîé òåîðèè

õàîñà. Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû íåñêîëüêî çíà÷åíèé êîíñòàíò Ðèññà â ñëó-

÷àå ω1 · ω2 = 4π ïðè ðàçíûõ ïðîïîðöèÿõ ìåæäó ïàðàìåòðàìè ω1 è ω2.

Òàáëèöà 2: Êîíñòàíòû Ðèññà â ñëó÷àå ω1ω2 = 4π, ω2 = lω1.

l A B B/A

1 1.48 2.09 1.41

2 1.04 2.53 2.43

5 0.16 3.96 25.4

10 4.35 · 10−3 5.60 1.29 · 103

20 2.39 · 10−6 7.93 3.32 · 106

30 1.14 · 10−9 9.71 8.55 · 109

Â çàêëþ÷åíèè êðàòêî ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåð-

òàöèîííîé ðàáîòû.
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