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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Òðèäöàòûå ãîäû ïðîøëîãî âåêà ñ÷èòàþòñÿ ïåðèî-

äîì çàðîæäåíèÿ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé, à ðàáîòû ôðàíöóç-

ñêîãî ìàòåìàòèêà À. Ìàðøî è ïîëüñêîãî ìàòåìàòèêà Ñ. Çàðåìáû - ïèîíåðñêè-

ìè. Íî òîëüêî â ñåðåäèíå ïðîøëîãî âåêà òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ-

÷åíèé ïîëó÷èëà ìîùíûé èìïóëüñ ðàçâèòèÿ. Ýòî ñâÿçàíî â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ

òåì, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ î÷åíü óäîáíûì àïïàðàòîì

äëÿ îïèñàíèÿ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ðàçëè÷íûõ êëàññîâ, ñèñòåì ñ ðàçðûâíûìè

õàðàêòåðèñòèêàìè, èçó÷àåìûõ â ðÿäå ðàçäåëîâ òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è äð. Â ñèëó ýòîãî,

çàäà÷è î ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ, î ãëîáàëüíîé ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà ïåðè-

îäè÷åñêèõ ðåøåíèé, îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ðåøåíèé äëÿ ñèñòåì òà-

êîãî ðîäà ÿâëÿþòñÿ âåñüìà àêòóàëüíûìè. Ïåðèîäè÷åñêèå çàäà÷è äëÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ Â.È. Áëàãîäàòñêèõ, Þ.Ã.

Áîðèñîâè÷à, À.È. Áóëãàêîâà, Å.À. Ãàíãî, Á.Ä. Ãåëüìàíà, Ì.È. Êàìåíñêîãî,

À.Ä. Ìûøêèñà, Â.Â. Îáóõîâñêîãî, À.È. Ïîâîëîöêîãî, Ë.È. Ðîäèíîé, À.À.

Òîëñòîíîãîâà, Å.Ë. Òîíêîâà, Â.Â. Ôèëèïïîâà, È.À. Ôèíîãåíêî, J.P. Aubin'a,

A. Cellina, K. Deimling'a, L. G�orniewicz'a, N.V. Loi'à, N.S. Papageorgiou, S.

Plaskacz'a, P. Zecca è äð.

Èçó÷åíèþ áèôóðêàöèîííîãî ôåíîìåíà â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ïîñâÿùåíû

ðàáîòû Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî, À.Â. Àðóòþíîâà, Þ.Ã. Áîðèñîâè÷à, Â.Ã. Çâÿ-

ãèíà, À.Ô. Èçìàèëîâà, Ì.È. Êàìåíñêîãî, À.Ì. Êðàñíîñåëüñêîãî, Â.Â. Îáóõîâ-

ñêîãî, Ä.È. Ðà÷èíñêîãî, Þ.È. Ñàïðîíîâà, J.C. Alexander'a, S. Domachowsk'ãî,

P.M. Fitzpatrick'a, L. G�orniewicz'a, W. Kryszewsk'ãî, N.V. Loi'à, J. Mawhin'a,

J. Pejsachowicz'a, P. Rabinovich'a, J.A. Yorke è äð.

Âûøåóïîìÿíóòûå çàäà÷è ïîòðåáîâàëè äëÿ ñâîåãî èçó÷åíèÿ ðàçâèòèÿ ãåî-

ìåòðè÷åñêèõ è òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ àíàëèçà ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæå-

íèé (ìóëüòèîòîáðàæåíèé). Ãåîìåòðè÷åñêèå è òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû àíàëè-

çà, ïðèìåíÿåìûå ê çàäà÷àì î íåëèíåéíûõ êîëåáàíèÿõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,

âîñõîäÿò ê èìåíàì À. Ïóàíêàðå, Ë. Áðàóýðà, Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâà, Ã. Õîïôà,

3



Æ. Ëåðå, Þ. Øàóäåðà. Â äàëüíåéøåì ýòè ìåòîäû áûëè ðàçâèòû è ïðîäåìîí-

ñòðèðîâàëè ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü â òðóäàõ Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî, Í.À. Áîáû-

ëåâà, Þ.Ã. Áîðèñîâè÷à, Ï.Ï. Çàáðåéêî, Â.Ã. Çâÿãèíà, Ì.È. Êàìåíñêîãî, À.Ì.

Êðàñíîñåëüñêîãî, Â.Â. Îáóõîâñêîãî, À.È. Ïåðîâà, À.È. Ïîâîëîöêîãî, Á.Í. Ñà-

äîâñêîãî, Þ.È. Ñàïðîíîâà, Â.Â. Ñòðûãèíà, Ä.È. Ðà÷èíñêîãî, Ê. Deimling'a,

A. Fonda, L. G�orniewicz'a, J. Mawhin'a è äð. Îòìåòèì, â ÷àñòíîñòè, ÷ðåçâû÷àé-

íî ïëîäîòâîðíîå íàïðàâëåíèå, ñâÿçàííîå ñ ïîíÿòèåì íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè,

îñíîâó êîòîðîãî çàëîæèëè ðàçðàáîòêè Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî è À.È. Ïåðîâà.

Êðîìå òîãî, äîñòàòî÷íî äåéñòâåííîé çäåñü îêàçàëàñü òåîðèÿ òîïîëîãè÷å-

ñêîé ñòåïåíè ìóëüòèïîëåé ñ âûïóêëûìè çíà÷åíèÿìè, ðàçðàáîòêå êîòîðîé ïî-

ñâÿùåíû òðóäûÞ.Ã. Áîðèñîâè÷à, Á.Ä. Ãåëüìàíà, Þ.Å. Ãëèêëèõà, À.Ä. Ìûø-

êèñà, Â.Â. Îáóõîâñêîãî, J.-P. Aubin'a, R. Bader'a, A. Cellina, J. Dugundji,

H. Frankowska, A. Granas'a, A. Lasota, Z. Opial'a è äð. Îäíàêî â ðÿäå çà-

äà÷ òåîðèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé àïïàðàò

âûïóêëîçíà÷íûõ ìóëüòèîòîáðàæåíèé íå ìîæåò áûòü íåïîñðåäñòâåííî ïðè-

ìåíåí. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ìíîãîçíà÷íûé îïåðàòîð ñäâèãà ïî òðàåêòî-

ðèÿì äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîçíà÷íûì äàæå â

ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ.

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå íîâûõ ãåîìåò-

ðè÷åñêèõ è òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ àíàëèçà ìóëüòèîòîáðàæåíèé, ïîçâîëÿþ-

ùèõ ýôôåêòèâíî ðåøàòü çàäà÷è î ñóùåñòâîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ è îãðàíè-

÷åííûõ ðåøåíèé, à òàêæå çàäà÷è î êà÷åñòâåííîì ïîâåäåíèè ðåøåíèé äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé ðàçëè÷íûõ êëàññîâ.

Â ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ìóëüòèïîëåé, ñî-

îòâåòñòâóþùèõ íîâûì êëàññàì ìóëüòèîòîáðàæåíèé, êîòîðûå åñòåñòâåííûì

îáðàçîì âîçíèêàþò â ïðèëîæåíèÿõ. Îäèí èç òàêèõ êëàññîâ ñîñòàâëÿþò

ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ, ïðåäñòàâèìûå â âèäå êîìïîçèöèè àïïðîêñèìèðóåìûõ

ìóëüòèîòîáðàæåíèé è îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. Ýòîò êëàññ äîñòàòî÷íî îá-

øèðåí: îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê âûïóêëîçíà÷íûå ïîëóíåïðåðûâíûå ñâåðõó

ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ, òàê è ìíîãîçíà÷íûå îïåðàòîðû ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì
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äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íå îáëàäà-

þùèõ ñâîéñòâîì åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Âòîðîé ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ �

ýòî ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ, îáëàäàþùèå íåïðåðûâíûìè ñå÷åíèÿìè.

Äëÿ îáîèõ êëàññîâ ñòðîèòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü ñîâïàäåíèÿ, êîòîðàÿ

íàõîäèò ïðèëîæåíèÿ â îáîñíîâàíèè ìåòîäîâ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé íà çà-

äàííîì ìíîæåñòâå è èíòåãðàëüíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé.

Ðàçâèòûå ìåòîäû ïðèìåíÿþòñÿ ê ðàçëè÷íûì êàòåãîðèÿì çàäà÷.

Ïåðâûì òèïîì ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ïåðèîäè÷åñêèõ

ðåøåíèÿõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè âêëþ÷åíèÿìè êàê ñ

âûïóêëîçíà÷íîé ïðàâîé ÷àñòüþ, òàê è ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, íå îáëàäàþùåé

ñâîéñòâîì âûïóêëîñòè çíà÷åíèé. Äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà-

÷è ïðèìåíÿåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ êëàññè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ íàïðàâëÿþùåé ôóíê-

öèè � íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ íà çàäàííîì ìíîæåñòâå. Ñóùåñòâåííûì ïðå-

èìóùåñòâîì ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü

"ëîêàëèçîâàòü" ïðîâåðêó îñíîâíîãî óñëîâèÿ "íàïðàâëÿåìîñòè" íà îáëàñòè

ïðîñòðàíñòâà, çàâèñÿùåé îò ñàìîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè.

Äðóãèì âàæíûì ðàçâèòèåì ìåòîäà íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé, ïîëó÷èâøèì

îòðàæåíèå â ðàáîòå, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìíîãîëèñòíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé.

Îí ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü êëàññû ñèñòåì, ê êîòîðûì ïðèìåíèìû

ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îòûñêàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.

Íåñîìíåííûì äîñòîèíñòâîì ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî íàëè÷èå ïðå-

èìóùåñòâ ïðåäûäóùåãî ïîäõîäà, íî è âîçìîæíîñòü ïðîâåðêè îñíîâíîãî óñëî-

âèÿ "íàïðàâëÿåìîñòè" íà îáëàñòè íå âñåãî ïðîñòðàíñòâà, à åãî ïîäïðîñòðàí-

ñòâà ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Ïðè èññëåäîâàíèè ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷å-

íèé, ïîìèìî ìåòîäà ñòðîãîé ìíîãîëèñòíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè, ââîäèò-

ñÿ åãî áîëåå îáùèé ñëó÷àé: ìåòîä îáîáùåííîé ìíîãîëèñòíîé íàïðàâëÿþùåé

ôóíêöèè. Íå ìåíåå ýôôåêòèâíûì îêàçàëñÿ è ìåòîä íåñêîëüêèõ ìíîãîëèñò-

íûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé. Ïðèìåíåíèå êîìïëåêñà ýòèõ ìåòîäîâ ïîçâîëèëî

ïîëó÷èòü ðÿä ñóùåñòâåííî íîâûõ ðåçóëüòàòîâ î ñóùåñòâîâàíèè ïåðèîäè÷å-
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ñêèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé.

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå çàäà÷à î ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíè-

ÿõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûìè âêëþ÷åíèÿìè

êàê ñ âûïóêëîçíà÷íîé ïðàâîé ÷àñòüþ, òàê è ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, íå îáëàäàþùåé

ñâîéñòâîì âûïóêëîñòè çíà÷åíèé. Äëÿ åå ðåøåíèÿ áûë ââåäåí íîâûé êëàññ

íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé � èíòåãðàëüíûå íàïðàâëÿþùèå ôóíêöèè.

Ñóùåñòâåííûì ðàçâèòèåì ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé

ÿâëÿåòñÿ åãî îáîáùåíèå íà âêëþ÷åíèÿ ñ êàóçàëüíûìè îïåðàòîðàìè. Îòìå-

òèì, ÷òî ýòî ïîíÿòèå áûëî âïåðâûå ââåäåííî Ë. Òîíåëëè è À.Í. Òèõîíîâûì

è îêàçàëîñü ìîùíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ óíèôèêàöèè çàäà÷ â òåîðèè îáûêíî-

âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé, ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-

íèé Âîëüòåððà, ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà è äð.

Â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ ïî ìåòîäó íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé, êàê ïðàâèëî,

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè íà âñåì ôàçîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå. Ýòî óñëîâèå ìîæåò ïðåäñòàâèòüñÿ îãðàíè÷èòåëüíûì, íàïðèìåð, â

òàêèõ ñèòóàöèÿõ, êîãäà íàïðàâëÿþùèå ïîòåíöèàëû ðàçëè÷íû â ðàçëè÷íûõ

îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ñíÿòèÿ óêàçàííîãî îãðàíè÷åíèÿ â äèññåðòàöèè

ðàññìàòðèâàþòñÿ íåãëàäêèå íàïðàâëÿþùèå ïîòåíöèàëû äëÿ êàæäîãî êëàññà

íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé è èõ îáîáùåííûå ãðàäèåíòû.

Óíèâåðñàëüíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè ìåòîäîâ ïîçâîëÿåò ïðè-

ìåíÿòü èõ è ê çàäà÷å î ñóùåñòâîâàíèè îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé, à òàê æå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé ðàçëè÷íûõ êëàññîâ.

Òðåòüèì òèïîì ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå àñèìïòî-

òè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ è ôóíêöèîíàëüíî-äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ðàçëè÷íûõ êëàññîâ. Ðàçðàáîòàííûå â äèññåðòà-

öèè ìåòîäû ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñóùåñòâåííî íîâûå îöåíêè íîðì òðàåêòîðèé

ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé.

Çàâåðøàåòñÿ ðÿä ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè ïðîáëåì çàäà÷åé î áè-
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ôóðêàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé. Äëÿ åå

ðåøåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä íà îñíîâå ïîíÿòèÿ ìíîãîëèñòíîé íàïðàâ-

ëÿþùåé ôóíêöèè, ïîçâîëÿþùèé çíà÷èòåëüíî îáëåã÷èòü íàõîæäåíèå êëþ÷å-

âîé õàðàêòåðèñòèêè äàííîé çàäà÷è � áèôóðêàöèîííîãî èíäåêñà.

Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå

äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé, ÿâëÿåòñÿ íîâîé è äëÿ òåîðèè äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Ðàçðàáîòêà íà îñíîâå ðàçâèòèÿ òåî-

ðèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè äëÿ íîâûõ êëàññîâ ìóëüòèîòîáðàæåíèé ìåòîäà

íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé òðåõ íîâûõ òèïîâ: íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé íà çà-

äàííîì ìíîæåñòâå, èíòåãðàëüíûõ è ìíîãîëèñòíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé.

Ïîëó÷åíèå íîâûõ ïðèëîæåíèé ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ ê çàäà÷àì î ñóùåñòâî-

âàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ è îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé, î êà÷åñòâåííîì ïîâåäåíèè

ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè ðåøåíèè èçëîæåííûõ âûøå çàäà÷ èñïîëü-

çóþòñÿ ìåòîäû ìíîãîçíà÷íîãî àíàëèçà, íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëè-

çà, íåãëàäêîãî àíàëèçà, êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

è âêëþ÷åíèé, à òàêæå òåîðèè áèôóðêàöèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ

íîâûìè. Íàèáîëåå çíà÷èìûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1) ïîñòðîåíà òåîðèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ìóëüòèïîëåé, ñîîòâåòñòâó-

þùèõ íîâûì êëàññàì ìóëüòèîòîáðàæåíèé ñ íåâûïóêëûìè çíà÷åíèÿìè â êî-

íå÷íîìåðíîì è íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâàõ;

2) ðàçâèòà íà îñíîâå ïîñòðîåííîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè òåîðèÿ ñòåïåíè

ñîâïàäåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ ìóëüòèîòîáðàæåíèé è ëèíåéíûõ

ôðåäãîëüìîâûõ îòîáðàæåíèé;

3) ââåäåíî ïîíÿòèå íàáîðà íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé äëÿ ñëó÷àÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé è ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èõ

ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé;

4) îñóùåñòâëåíà ëîêàëèçàöèÿ ìåòîäà íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé äëÿ äèôôå-
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ðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé;

5) ââåäåí â ðàññìîòðåíèå êëàññ èíòåãðàëüíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé

äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ôóíêöèîíàëüíî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé;

6) îáîáùåí ìåòîä èíòåãðàëüíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé íà ñëó÷àé äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ êàóçàëüíûìè îïåðàòîðàìè è ïîëó÷åíû íîâûå

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé;

7) ââåäåí êëàññ ìíîãîëèñòíûõ âåêòîðíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé

(ÌÂÍÔ) êàê íîâûé èíñòðóìåíò èññëåäîâàíèÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â äè-

íàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè âêëþ÷åíèÿìè;

8) ïîëó÷åíû â òåðìèíàõ ïîëíîãî íàáîðà ñòðîãèõ (îáîáùåííûõ) ÌÂÍÔ è

ïðàâèëüíîé ÌÂÍÔ íîâûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷å-

ñêèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé;

9) óêàçàííûå âûøå êëàññû íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé ïðèìåíåíû ê íîâûì

çàäà÷àì èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöè-

àëüíûõ è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé;

10) âñå ïðåäëîæåííûå êëàññû íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé ðàñøèðåíû íà ñëó-

÷àé íåãëàäêèõ ïîòåíöèàëîâ;

11) ñóùåñòâåííî ðàñøèðåíû êëàññû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ê êîòîðûì ïðè-

ìåíèìû ðàçðàáîòàííûå â äèññåðòàöèè ìåòîäû (â ÷àñòíîñòè, íà ñèñòåìû,

îïèñûâàåìûå äèôôåðåíöèàëüíûìè è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûìè

âêëþ÷åíèÿìè, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì âûïóêëîñòè çíà-

÷åíèé è ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, íîðìàëüíûìè ìóëüòèîòîáðàæåíèÿìè);

12) ðàñïðîñòðàíåí ìåòîä ÌÂÍÔ íà çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ áèôóðêàöèè ïå-

ðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðå-

òè÷åñêèé õàðàêòåð. Â äèññåðòàöèè ðàçðàáîòàí äîñòàòî÷íî øèðîêèé ñïåêòð

íîâûõ ìåòîäîâ íåëèíåéíîãî è ìíîãîçíà÷íîãî àíàëèçà, êîòîðûå ýôôåêòèâíî

ïðèìåíåíû â èññëåäîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ è îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé, àñèìï-

òîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé, à òàêæå áèôóðêàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøå-
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íèé ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ðàçëè÷íûìè êëàññàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé è âêëþ÷åíèé. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ

â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè è

ôèçèêè, òåîðèè èãð. Îòäåëüíûå ýëåìåíòû äèññåðòàöèè âêëþ÷åíû â ïðîãðàì-

ìó äèñöèïëèíû "Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷",

÷èòàåìîé â ðàìêàõ ìàãèñòåðñêîé ïðîãðàììû "Ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå"

â Âîðîíåæñêîì ãîñïåäóíèâåðñèòåòå.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû. Ðå-

çóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôå-

ðåíöèè "Íåëèíåéíûé àíàëèç è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-

íèÿ" (Âîðîíåæ, 2000), Âîðîíåæñêèõ çèìíèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ (Âî-

ðîíåæ, 2002, 2004, 2008, 2015, 2016), Âîðîíåæñêèõ âåñåííèõ ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ øêîëàõ "Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ" (Âîðîíåæ, 2002, 2014�2016), ìåæäó-

íàðîäíûõ øêîëàõ-ñåìèíàðàõ ïî ãåîìåòðèè è àíàëèçó (Àáðàó-Äþðñî, 2002,

2004), ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ôóí-

êöèîíàëüíîãî àíàëèçà è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé" (Âîðîíåæ, 2003),

ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ "Îáùèå ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ è èõ

ïðèëîæåíèÿ. Ïðîáëåìû ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè" (Òàìáîâ, 2003, 2015),

ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Òîïîëîãè÷åñêèå è âàðèàöèîííûå ìå-

òîäû íåëèíåéíîãî àíàëèçà è èõ ïðèëîæåíèÿ" (Âîðîíåæ, 2005), ìåæäóíàðîä-

íîé êîíôåðåíöèè "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è òîïîëîãèÿ" (Ìîñêâà,

2008), ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ "Êðûìñêàÿ îñåííÿÿ ìàòåìà-

òè÷åñêàÿ øêîëà-ñèìïîçèóì"(Êðûì, 2009, 2014�2016), ìåæäóíàðîäíîé îòêðû-

òîé êîíôåðåíöèè "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ïðèëîæåíèÿ â òåõíèêå è òåõíîëîãèÿõ" (Âîðîíåæ, 2014), ìåæäóíàðîäíîé

ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè "Øåñòûå Áîãäàíîâñêèå ÷òåíèÿ ïî îáûêíîâåí-

íûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì" (Ìèíñê, 2015), Âñåðîññèéñêîé êîíôå-

ðåíöèè ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì "Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîå

ìîäåëèðîâàíèå" (Èæåâñê, 2015), ìåæäóíàðîäíîé øêîëå-ñåìèíàðå "Íåëè-

íåéíûé àíàëèç è ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è" (Èðêóòñê, 2016), Symposium on
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Nonlinear Analysis (Òîðóíü, Ïîëüøà, 2007, 2015), International Symposium on

Optimization and Optimal Control (ïðèãëàøåííûé äîêëàä÷èê, ÷ëåí îðãàíè-

çàöèîííîãî è ïðîãðàììíîãî êîìèòåòîâ, Ãàîñþí, Òàéâàíü, 2009), The Seventh

International Conference on Di�erential and Functional Di�erential Equations

(Ìîñêâà, 2014), International Workshop on Nonlinear and Variational Analysis

(ïðèãëàøåííûé äîêëàä÷èê, Ãàîñþí, Òàéâàíü, 2016) è äðóãèõ êîíôåðåíöèÿõ.

Ðåçóëüòàòû îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðàõ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà À.È.

Ïåðîâà (Âîðîíåæ, 2002, 2003), ïðîôåññîðà Â.Â. Îáóõîâñêîãî (Âîðîíåæ, 2000�

2016), ïðîôåññîðà Ì.È. Êàìåíñêîãî (Âîðîíåæ, 2006, 2011), ïðîôåññîðà Ë.È.

Ðîäèíîé (Èæåâñê, 2015), à òàêæå âî âðåìÿ ñòàæèðîâêè â Íàöèîíàëüíîì óíè-

âåðñèòåòå èì. Ñóí ßò-Ñåíà (Ãàîñþí, Òàéâàíü, èþëü-àâãóñò, 2016).

Èññëåäîâàíèÿ, âêëþ÷åííûå â íàñòîÿùóþ äèññåðòàöèþ, ïîääåðæàíû ÐÔ-

ÔÈ ãðàíò � 03-01-06293 "Ìîëîäûå ó÷åíûå, àñïèðàíòû è ñòóäåíòû" (2003);

ãðàíòîì äëÿ ìîëîäûõ ó÷àñòíèêîâ ïðîåêòà VZ�010 "Âîëíîâûå ïðîöåññû â

íåîäíîðîäíûõ è íåëèíåéíûõ ñðåäàõ" Ìèíîáðàçîâàíèÿ ÐÔ è CRDF (ÑØÀ)

(2004) è ãðàíòîì íà ó÷àñòèå â ðàáîòå øêîëû "SPDE in Hydrodynamics: Recent

Progress and Prospects" ôîíäà CIME (Èòàëèÿ) (2005).

Ïðåäëîæåííûå ïîíÿòèÿ, óòâåðæäåíèÿ, ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ âîøëè â îò-

÷åòû ïî ãðàíòàì Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðî-

åêòû �� 02-01-00189, 05-01-00100-à, 08-01-00192-à, 09-01-92003-ÍÍÑ-à, 09-

01-92429-ÊÝ_à, 11-01-00328-à, 12-01-00392-à, 14-01-92004 ÍÍÑ_à, 14-01-00468

À, 16-01-00386 À), Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ (ïðîåêò � 3488) è

Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 14-21-00066).

Â 2014 ã. çà ìîíîãðàôèþ "Method of Guiding Functions in Problems of

Nonlinear Analysis" äèññåðòàíò áûë óäîñòîåí â ñîñòàâå àâòîðñêîãî êîëëåê-

òèâà ïðåìèè ïðàâèòåëüñòâà Âîðîíåæñêîé îáëàñòè çà äîñòèæåíèÿ â îáëàñòè

íàóêè è îáðàçîâàíèÿ.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îòðàæåíû â ðàáîòàõ [1-37], â òîì

÷èñëå â ìîíîãðàôèè [1] è ñòàòüÿõ [2-22], îïóáëèêîâàííûõ â æóðíàëàõ èç ïå-

ðå÷íÿ âåäóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàí-
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íûõ ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ. Èç ñîâìåñòíûõ ðàáîò [1], [3-8], [10], [15], [17], [19],

[21-26] è [30] â äèññåðòàöèþ âîøëè òîëüêî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ëè÷íî äèñ-

ñåðòàíòîì.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 272 ñòðà-

íèöàõ è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, ñîäåðæàùèõ 13 ïàðàãðàôîâ, è ñïèñêà

öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 155 íàèìåíîâàíèé.

Îáçîð ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè

Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå, Y � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâà. Ñèìâîëàìè

K(Y ) [Kv(Y )] îáîçíà÷àþòñÿ ñîâîêóïíîñòè íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ [ñîîòâåò-

ñòâåííî, íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ âûïóêëûõ] ïîäìíîæåñòâ Y. Ïóñòü I � çàìêíó-

òîå ïîäìíîæåñòâî R, ñíàáæåííîå ìåðîé Ëåáåãà µ.

Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I × X → K(Y ) íàçûâàåòñÿ óäîâëåòâîðÿþùèì

âåðõíèì [íèæíèì] óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè, åñëè äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàí-

íîãî x ∈ X ìóëüòèîòîáðàæåíèå F (·, x) : I → K(Y ) èçìåðèìî è ïî÷òè äëÿ

êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî t ∈ I ìóëüòèîòîáðàæåíèå F (t, ·) : X → K(Y ) ïî-

ëóíåïðåðûâíî ñâåðõó [ñîîòâåòñòâåííî, ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó].

Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I × X → K(Y ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïîäëè-

íåéíîãî ðîñòà, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ñóììèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó íà I

ôóíêöèÿ α(·) òàêàÿ, ÷òî ïî÷òè äëÿ âñåõ (ï.â.) t ∈ I

∥F (t, x)∥ := max
y∈F (t,x)

∥y∥ ≤ α(t)(1 + ∥x∥).

Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I ×X → K(Y ) íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïîëóíåïðåðûâ-

íûì ñíèçó, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîìïàêò-

íûõ ìíîæåñòâ {In} , In ⊆ I, òàêèõ, ÷òî (i) µ(I \
∪
n
In) = 0; (ii) ñóæåíèå F íà

êàæäîå ìíîæåñòâî Jn = In ×X ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó.

Îãðàíè÷åííîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå R : I × X → K(Y ) íàçûâàåòñÿ íîð-

ìàëüíûì, åñëè íàéäåòñÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I×X → Kv(Y ), íàçûâàåìîå

íîðìàëüíûì êâàçèñå÷åíèåì ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ R, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäó-

þùèì óñëîâèÿì: (i) ìóëüòèîòîáðàæåíèå F óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì óñëîâèÿì
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Êàðàòåîäîðè è óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà; (ii) F (t, x)∩R(t, x) ̸= ∅ äëÿ âñåõ
t ∈ I, x ∈ X; (iii) êàæäîå ðåøåíèå x : I → X äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

x′(t) ∈ F (t, x(t)) ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðåøåíèåì âêëþ÷åíèÿ x′(t) ∈ R(t, x(t)).

Âñþäó â äàëüíåéøåì ïîä ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ïîíè-

ìàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ x(·), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòîìó âêëþ-
÷åíèþ ïî÷òè â êàæäîé òî÷êå.

Äàäèì îáçîð äèññåðòàöèè ïî ãëàâàì. Íóìåðàöèÿ ïðèâîäèìûõ íèæå îïðå-

äåëåíèé è óòâåðæäåíèé ñîâïàäàåò ñ èõ íóìåðàöèåé â äèññåðòàöèè.

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû, îïèñûâàåòñÿ ìåòîäèêà

èññëåäîâàíèé è äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ïåðâàÿ ãëàâà íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð è ïîñâÿùåíà èçëîæåíèþ

íåîáõîäèìûõ ïîíÿòèé è óòâåðæäåíèé ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, íåãëàäêîãî

àíàëèçà, òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé è òåîðèè áèôóðêàöèé.

Âî âòîðîé ãëàâå íà îñíîâå êëàññè÷åñêîé òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïå-

íè íåïðåðûâíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îïðå-

äåëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü ìóëüòèïîëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìóëüòè-

îòîáðàæåíèÿì îïðåäåëÿåìîãî íèæå êëàññà CA∂U(U,En), ãäå U ⊂ En � îò-

êðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî

ïðîñòðàíñòâà En.

Îïðåäåëåíèå 2.1.10. Êëàññîì A0(X, Y ) íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ïî-

ëóíåïðåðûâíûõ ñâåðõó ìóëüòèîòîáðàæåíèé G : X → K(Y ), äîïóñêàþùèõ

äëÿ êàæäîãî ε > 0 îäíîçíà÷íóþ ε-àïïðîêñèìàöèþ.

Â êëàññå A0(X, Y ) âûäåëÿåòñÿ ïîäêëàññ A(X, Y ), ñîñòîÿùèé èç ìóëüòè-

îòîáðàæåíèé, ëþáûå äâå àïïðîêñèìàöèè êîòîðûõ ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû äå-

ôîðìàöèåé, ïðîòåêàþùåé â êëàññå àïïðîêñèìàöèé.

Îïðåäåëåíèå 2.1.13. Êëàññîì CA∂U(U,En) íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü

ìóëüòèîòîáðàæåíèé F : U → K(En), íå èìåþùèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà

∂U, âèäà F = f ◦ G, ãäå G èç êëàññà A(U, Y ) è f : Y → En � íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå.

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà àïïðîêñèìàöèé îïðåäåëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü
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deg(Φ, U) ìóëüòèïîëÿ Φ = i− F, F = (f ◦G) ∈ CA∂U(U,En).

Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ìóëüòèîòîáðàæåíèé êëàññà CA(U,En), åñòåñòâåííî

âîçíèêàþùèå â ïðèëîæåíèÿõ, è èññëåäîâàíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ñòåïåíè.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ìóëü-

òèïîëåé, ïîðîæäåííûõ ìóëüòèîòîáðàæåíèÿìè êëàññà CÃ∂U(U,E), ãäå U ⊂ E

� îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà E.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Êëàññîì Ã(U, Y ) íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ìóëü-

òèîòîáðàæåíèé G : U → K(Y ) òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïîä-

ïðîñòðàíñòâà En ⊂ E ìóëüòèîòîáðàæåíèå Gn = G|Un
ïðèíàäëåæèò êëàññó

A(Un, Y ), ãäå Un = U ∩ En.

Îïðåäåëåíèå 2.2.2. Êëàññîì CÃ∂U(U,E) íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü êîì-

ïàêòíûõ ìóëüòèîòîáðàæåíèé F : U → K(E), íå èìåþùèõ íåïîäâèæíûõ òî-

÷åê íà ∂U, âèäà F = f◦G, ãäåG èç êëàññà Ã(U, Y ) è f : Y → E � íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå.

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íîìåðíûõ àï-

ïðîêñèìàöèé. Îáîñíîâûâàåòñÿ êîððåêòíîñòü ââåäåííîé õàðàêòåðèñòèêè è

îïèñûâàþòñÿ åå îñíîâíûå ñâîéñòâà.

Ñîäåðæàíèå òðåòüåãî ïàðàãðàôà ñîñòàâëÿåò îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ òî-

ïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ìóëüòèïîëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìóëüòèîòîáðàæåíèÿì

êëàññà CS∂U(U,E), ãäå U ⊂ E � îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî íîðìè-

ðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà E.

Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Y � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 2.3.1. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå G : X → P (Y ) ïðèíàäëåæèò

êëàññó S(X,Y ), åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

S1) ìóëüòèîòîáðàæåíèå G îáëàäàåò íåïðåðûâíûì ñå÷åíèåì;

S2)"öèëèíäðè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå" G′ : X × [0, 1] → P (Y ), çàäàííîå êàê

G′(x, λ) = G(x) äëÿ âñåõ (x, λ) ∈ X × [0, 1], îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì

ïðîäîëæåíèÿ ñå÷åíèÿ: ëþáîå íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå ñóæåíèÿ G′ íà (X×{0})∪
(X × {1}) ìîæíî ïðîäîëæèòü äî íåïðåðûâíîãî ñå÷åíèÿ G′.

Êëàññó S(X,Y ) ïðèíàäëåæàò ïîëóíåïðåðûâíûå ñíèçó ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ ñ
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çàìêíóòûìè âûïóêëûìè èëè ðàçëîæèìûìè çíà÷åíèÿìè 1.

Îïðåäåëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü deg(Φ, U) ìóëüòèïîëÿ Φ = i − F,

ãäå F = (f ◦G) èç êëàññà CS∂U(U,E). Äîêàçûâàþòñÿ êîððåêòíîñòü äàííîãî
îïðåäåëåíèÿ è îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà ñòåïåíè.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñòåïåíè ñîâïàäåíèÿ ðàññìîò-

ðåííûõ âûøå êëàññîâ ìóëüòèîòîáðàæåíèé è ëèíåéíîãî ôðåäãîëüìîâà îòîá-

ðàæåíèÿ.

Ïóñòü E1, E2 � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, U ⊂ E1 � îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå

ìíîæåñòâî, l : dom l ⊆ E1 → E2 � ëèíåéíûé ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð íóëåâîãî

èíäåêñà òàêîé, ÷òî Im l ⊂ E2 � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ

p : E1 → E1 è q : E2 → E2 òàêèå, ÷òî Im p = Ker l, Im l = Ker q.

Ñèìâîëîì lp îáîçíà÷àåòñÿ ñóæåíèå îïåðàòîðà l íà dom l ∩Ker p.

Ïóñòü îïåðàòîð kp,q : E2 → dom l ∩ Ker p çàäàí ñîîòíîøåíèåì kp,q(y) =

l−1
p (y − q(y)), y ∈ E2, êàíîíè÷åñêèé îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ π : E2 →
E2/Im l èìååò âèä π(y) = y + Im l, à ϕ : Coker l → Ker l � ëèíåéíûé ãîìåî-

ìîðôèçì.

Äàëåå, ïóñòü G ∈ Ã(U,E2) � l-êîìïàêòíîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå. Ïîäêëàññ

êëàññà Ã(U,E2), ñîñòîÿùèé èç ìóëüòèîòîáðàæåíèé G òàêèõ, ÷òî l(x) /∈ G(x)

äëÿ âñåõ x ∈ ∂U ∩ dom l, îáîçíà÷àåòñÿ Ã∂U∩dom l(U,E2).

Îïðåäåëåíèå 2.4.3. Ñòåïåíüþ ñîâïàäåíèÿ deg(l, G, U) ïàðû (l, G), ãäå G

èç êëàññà Ã∂U∩dom l(U,E2), íàçîâåì òîïîëîãè÷åñêóþ ñòåïåíü deg(Φ, U) êîì-

ïàêòíîãî ìóëüòèïîëÿ Φ = i−F, ñîîòâåòñòâóþùåãî ìóëüòèîòîáðàæåíèþ F èç

êëàññà CÃ∂U∩dom l(U,E1), çàäàííîìó êàê

F (x) = p(x) + (ϕ ◦ π + kp,q) ◦G(x), x ∈ U.

Èññëåäóþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà ââåäåííîé ñòåïåíè ñîâïàäåíèÿ è ïðèâî-

1Ïóñòü E � ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî; L1([a, b];E) îáîçíà÷àåò áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (êëàñ-
ñîâ ýêâèâàëåíòíîñòè) ñóììèðóåìûõ ïî Áîõíåðó ôóíêöèé f : [a, b] → E. Òîãäà íåïóñòîå ìíîæåñòâî
M ⊂ L1([a, b];E) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìûì, åñëè äëÿ ëþáûõ f, g ∈ M è ëþáîãî èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó
ìíîæåñòâà m ⊂ [a, b] âûïîëíåíî fκm + gκ([a,b]\m) ∈M, ãäå κm � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà
m.
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äÿòñÿ ïðèëîæåíèÿ ê ðÿäó òåîðåì î ñóùåñòâîâàíèè òî÷åê ñîâïàäåíèÿ.

Òåîðåìà 2.4.3. Ïóñòü ìóëüòèîïåðàòîðû π ◦ G è kp,q ◦ G êîìïàêòíû

è âûïîëíåíû óñëîâèÿ: (i) l(x) /∈ λG(x) äëÿ âñåõ λ ∈ (0, 1), x ∈ dom l ∩
∂U ; (ii) 0 /∈ πG(x) äëÿ âñåõ x ∈ Ker l ∩ ∂U ; (iii) degKer l(ϕπG|UKer l

, UKer l) ̸=
0, ãäå ñèìâîë degKer l îáîçíà÷àåò òîïîëîãè÷åñêóþ ñòåïåíü, âû÷èñëÿåìóþ â

ïîäïðîñòðàíñòâå Ker l, à UKer l = U ∩ Ker l. Òîãäà âêëþ÷åíèå l(x) ∈ G(x)

èìååò ðåøåíèå â U .

Îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå ñòåïåíü ñîâïàäåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìóëüòèîòîá-

ðàæåíèå G èç êëàññà S∂U∩dom l(U,E2) è èçó÷àþòñÿ åå îñíîâíûå ñâîéñòâà.

Òðåòüÿ, ÷åòâåðòàÿ è ïÿòàÿ ãëàâû ïîñâÿùåíû ðàçðàáîòêå ñóùåñòâåííî

íîâûõ ïîäõîäîâ ê èññëåäîâàíèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûìè è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè è âêëþ-

÷åíèÿìè, íà îñíîâå òðåõ íîâûõ êëàññîâ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé: íàïðàâëÿ-

þùèõ ôóíêöèé íà çàäàííîì ìíîæåñòâå, èíòåãðàëüíûõ è ìíîãîëèñòíûõ íà-

ïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé. Óêàçàííûå ïîäõîäû è ðàçëè÷íûå èõ ìîäèôèêàöèè,

à òàêæå ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåé ãëàâå ðåçóëüòàòû, ïðèìåíÿþòñÿ ê çà-

äà÷àì î ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ

è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé (êàê ñ âû-

ïóêëîçíà÷íîé ïðàâîé ÷àñòüþ, òàê è ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, íå îáëàäàþùåé ñâîé-

ñòâîì âûïóêëîñòè çíà÷åíèé), îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ðåøåíèé è î

áèôóðêàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû ââîäèòñÿ ïîíÿòèå íàïðàâëÿþùåé

ôóíêöèè íà çàäàííîì ìíîæåñòâå.

Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî

âêëþ÷åíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

x′(t) ∈ F (t, x(t)), (1)

x(0) = x(T ), (2)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : R×Rn → Kv(Rn) ïî ïåðâîìó
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àðãóìåíòó T -ïåðèîäè÷íî (T > 0), óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì óñëîâèÿì Êàðàòåî-

äîðè è óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà.

Âñþäó â äàëüíåéøåì ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) ïîíèìàåòñÿ àáñîëþòíî

íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ x(·), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (2) è âêëþ÷åíèþ (1)

ïî÷òè â êàæäîé òî÷êå.

Ïóñòü G ⊂ Rn � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, Γ(G) := {x ∈ CT : x(t) ∈
G äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]}. Äëÿ ôóíêöèè V : Rn → R è r ∈ R ïóñòü Vr :=

{x ∈ Rn : V (x) > r}. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V : G → R

íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì ïîòåíöèàëîì, åñëè ∇V (x) ̸= 0 äëÿ âñåõ x ∈ G.

Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Íåâûðîæäåííûé ïîòåíöèàë V : G → R íàçûâàåòñÿ

íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé íà ìíîæåñòâå G äëÿ âêëþ÷åíèÿ (1), åñëè

⟨∇V (x), y⟩ ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ G, y ∈ F (t, x). (3)

Òåîðåìà 3.1.1. Ïóñòü V : Rn → R � òàêàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-

åìàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: (i) V0 ÿâëÿåòñÿ íåïó-

ñòûì, îòêðûòûì è îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì; (ii) V ÿâëÿåòñÿ íàïðàâ-

ëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ âêëþ÷åíèÿ (1) íà V −1(0); (iii) deg(∇V, V0) ̸= 0.

Òîãäà çàäà÷à (1), (2) èìååò ðåøåíèå x(·) ∈ Γ(V0).

Îïðåäåëåíèå 3.1.3. Íåâûðîæäåííûé ïîòåíöèàë V : G → R íàçûâàåòñÿ

îáîáùåííîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé íà ìíîæåñòâå G äëÿ âêëþ÷åíèÿ (1),

åñëè óñëîâèå (3) âûïîëíåíî õîòÿ áû äëÿ îäíîãî y ∈ F (t, x).

Îáîñíîâàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) â ñëó÷àå, êîãäà âêëþ-

÷åíèå (1) èìååò îáîáùåííóþ íàïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ (òåîðåìà 3.1.2).

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî

âêëþ÷åíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

x′(t) ∈ R(t, x(t)), (4)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íîðìàëüíîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå R : R× Rn → K(Rn)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ T -ïåðèîäè÷íîñòè ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó.
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Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè íà çàäàííîì ìíîæåñòâå äëÿ

âêëþ÷åíèÿ (4) è ïðèâîäèòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷å-

ñêèõ ðåøåíèé (òåîðåìà 3.1.3).

Â êîíöå ïàðàãðàôà ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ íåãëàäêèõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé

äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé.

Ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ V : G → R íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì ïîòåíöè-

àëîì íà G, åñëè ⟨υ, υ̃⟩ > 0 äëÿ âñåõ υ, υ̃ ∈ ∂V (x), x ∈ G, ãäå ∂V : Rn ( Rn �

îáîáùåííûé ãðàäèåíò Êëàðêà ôóíêöèè V.

Îïðåäåëåíèå 3.1.6. Ïðÿìîé ïîòåíöèàë V : G→ R íàçûâàåòñÿ íåãëàäêîé

íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé íà G äëÿ âêëþ÷åíèÿ (1), åñëè äëÿ êàæäûõ x ∈
G, υ ∈ ∂V (x) è t ∈ [0, T ] âûïîëíåíî

⟨υ, y⟩ ≥ 0 äëÿ âñåõ y ∈ F (t, x). (5)

Íàïîìíèì, ÷òî ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ V : Rn → R íàçûâàåòñÿ

ðåãóëÿðíîé, åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ Rn è ν ∈ Rn ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ïî

íàïðàâëåíèþ V ′(x, ν), ðàâíàÿ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé Êëàðêà V 0(x, ν).

Òåîðåìà 3.1.4. Ïóñòü V : Rn → R � ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: (i) V0 ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì, îòêðûòûì

è îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì; (ii) V ÿâëÿåòñÿ íåãëàäêîé íàïðàâëÿþùåé

ôóíêöèåé äëÿ âêëþ÷åíèÿ (1) íà ìíîæåñòâå V −1(0); (iii) deg(∂V, V0) ̸= 0.

Òîãäà çàäà÷à (1), (2) èìååò ðåøåíèå x(·) ∈ Γ(V0).

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñ îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé ïðàâîé

÷àñòüþ, íå îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì âûïóêëîñòè çíà÷åíèé, äîêàçûâàåòñÿ àíà-

ëîã òåîðåìû 3.1.4 (òåîðåìà 3.1.5).

Âòîðîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íàïðàâ-

ëÿþùèõ ôóíêöèé àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ðàçëè÷íûõ êëàññîâ

äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé. Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ýòîò òèï

ïîâåäåíèÿ òåñíî ñâÿçàí ñ ñóùåñòâîâàíèåì ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ è ãîìîêëèíè-

÷åñêèõ ðåøåíèé. Èäåÿ óñòàíîâëåíèÿ òîãî ôàêòà, ÷òî ðåøåíèå x(·) ÿâëÿåòñÿ
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ãîìîêëèíè÷åñêèì, ñâîäèòñÿ ê ïîëó÷åíèþ îöåíêè âèäà

∥x(t)∥ ≤ k · h(t), t ∈ R, k > 0, (6)

ãäå h : R → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî limt→±∞ h(t) = 0.

Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿ-

þùèõ îöåíêå (6), äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ âèäà (1) â ïðåäïîëîæå-

íèè, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : R × Rn → Kv(Rn) óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì

óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè è óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà.

Ïîä ðåøåíèåì âêëþ÷åíèÿ (1) íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé R ïîíèìàåòñÿ àáñî-

ëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ x : R → Rn, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïî÷òè â êàæäîé

òî÷êå âêëþ÷åíèþ (1) è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

x(0) = x0. (7)

Ïóñòü g : R → R � ÷åòíàÿ, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ

êîòîðîé inf{g(t), t ∈ R} ≥ 1.

Îïðåäåëåíèå 3.2.2. Ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ V : Rn → R íàçûâàåòñÿ íåãëàä-

êèì íàïðàâëÿþùèì ïîòåíöèàëîì äëÿ âêëþ÷åíèÿ (1) âäîëü ôóíêöèè g(·),
åñëè íàéäåòñÿ r0 > 0 òàêîå, ÷òî óñëîâèå g(t)∥x∥ ≥ r0, t ∈ R, âëå÷åò

⟨υ, g′(t)x+ g(t)y⟩ ≥ 0 ïðè t > 0; ⟨υ, g′(t)x+ g(t)y⟩ ≤ 0 ïðè t < 0;

äëÿ âñåõ y ∈ F (t, x), υ ∈ ∂V (g(t)x).

Ïóñòü ôóíêöèÿ V : Rn → R ÿâëÿåòñÿ íåãëàäêèì íàïðàâëÿþùèì ïîòåíöè-

àëîì äëÿ âêëþ÷åíèÿ (1) âäîëü ôóíêöèè g(·).
Òåîðåìà 3.2.2. Åñëè äëÿ ôóíêöèè V âûïîëíåíî óñëîâèå êîýðöèòèâíîñòè

lim∥x∥→+∞ V (x) = −∞, òî êàæäîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1), (7) óäîâëåòâî-

ðÿåò îöåíêå ∥x(t)∥ ≤ k · 1
g(t) , t ∈ R, äëÿ íåêîòîðîãî k > 0.

Èñïîëüçîâàíèå ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêè íîðì

òðàåêòîðèé è äëÿ äèôôåðíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ íå

îáëàäàþò ñâîéñòâîì âûïóêîñòè çíà÷åíèé (òåîðåìû 3.2.3 è 3.2.4).
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Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ÷åòâåðòîé ãëàâû ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èíòåãðàëüíîé

íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè.

Äëÿ τ > 0 ñèìâîëîì C îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî C([−τ, 0];Rn). Äëÿ

ôóíêöèè x(·) ∈ C([−τ, T ];Rn), T > 0, ñèìâîëîì xt ∈ C îáîçíà÷àåòñÿ ôóíê-

öèÿ, çàäàííàÿ êàê xt(θ) = x(t+ θ), t ∈ [0, T ], θ ∈ [−τ, 0].
Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

x′(t) ∈ F (t, xt) (8)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî F : R×C → Kv(Rn) ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó T -ïåðèîäè÷-

íî, óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè è óñëîâèþ

F ′
3) äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ïîäìíîæåñòâà Ω ⊂ C ñóùåñòâóåò ôóíê-

öèÿ αΩ(·) ∈ L1
+[0, T ] òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî φ ∈ Ω èìååì ∥F (t, φ)∥ :=

maxy∈F (t,φ) ∥y∥ ≤ αΩ(t) ï.â. t ∈ [0, T ].

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ îïðåäåëåí çàìêíóòûé ìóëüòèîïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè

PF : C([−τ, T ];Rn) ( L1([0, T ];Rn), ïîðîæäåííûé ìóëüòèîòîáðàæåíèåì F.

Ñèìâîëîì CT îáîçíà÷àåòñÿ � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ T -ïåðèîäè÷åñ-

êèõ ôóíêöèé x : R → Rn, à ÷åðåç ∥x∥2 � èíòåãðàëüíàÿ íîðìà ôóíêöèè x:

∥x∥2 =
(

T∫
0

∥x(s)∥2 ds
) 1

2

.

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V : Rn →
R íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì ïîòåíöèàëîì, åñëè íàéäåòñÿ K > 0 òàêîå,

÷òî ∇V (x) ̸= 0, äëÿ âñåõ x ∈ Rn, ∥x∥ ≥ K.

Çàìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ íåâûðîæäåííîãî ïîòåíöèàëà V âûòåêàåò,

÷òî íà êàæäîì çàìêíóòîì øàðå BK̃ ⊂ Rn ñ öåíòðîì â íóëå ðàäèóñà K̃ ≥ K

òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü deg(∇V ;BK̃) êîððåêòíî îïðåäåëåíà è, áîëåå òîãî, åå

çíà÷åíèÿ íå çàâèñÿò îò ðàäèóñà K̃. Ýòî îáùåå çíà÷åíèå ñòåïåíè íàçûâàåòñÿ

èíäåêñîì íà áåñêîíå÷íîñòè ind (V,∞) íåâûðîæäåííîãî ïîòåíöèàëà V.

Îïðåäåëåíèå 4.1.2. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V : Rn →
R íàçûâàåòñÿ ñòðîãîé èíòåãðàëüíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ âêëþ÷å-
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íèÿ (8), åñëè íàéäåòñÿ N > 0 òàêîå, ÷òî∫ T

0

⟨∇V (x(s)), f(s)⟩ ds > 0 äëÿ âñåõ f ∈ PF (x),

äëÿ ëþáîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè x ∈ CT òàêîé, ÷òî ∥x∥2 ≥ N è

∥x′(t)∥ ≤ ∥F (t, xt)∥ ï.â. t ∈ [0, T ].

Òåîðåìà 4.1.1. Ïóñòü V : Rn → R � ñòðîãàÿ èíòåãðàëüíàÿ íàïðàâëÿþ-

ùàÿ ôóíêöèÿ âêëþ÷åíèÿ (8), òàêàÿ, ÷òî ind (V,∞) ̸= 0. Òîãäà ïåðèîäè÷å-

ñêàÿ çàäà÷à äëÿ âêëþ÷åíèÿ (8) èìååò ðåøåíèå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòü ïåðèîäè÷åñêîé çà-

äà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ çàïàçäûâàíèåì, ïîëóëèíåéíûõ è

ãðàäèåíòíûõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé îêàçûâà-

åòñÿ ñïðàâåäëèâî è ïðè áîëåå îáùèõ óñëîâèÿõ (òåîðåìà 4.1.5).

Îïðåäåëåíèå 4.1.3. Íåâûðîæäåííûé ïîòåíöèàë V : Rn → R íàçûâàåòñÿ

îáîáùåííîé èíòåãðàëüíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ âêëþ÷åíèÿ (8), åñëè

íàéäåòñÿ N > 0 òàêîå, ÷òî∫ T

0

⟨∇V (x(s)), f(s)⟩ ds ≥ 0 õîòÿ áû äëÿ îäíîãî f ∈ PF (x), (9)

äëÿ ëþáîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè x ∈ CT òàêîé, ÷òî ∥x∥2 ≥ N è

∥x′(t)∥ ≤ ∥F (t, xt)∥ ï.â. t ∈ [0, T ].

Åñëè ñîîòíîøåíèå (9) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ f ∈ PF (x), òî íåâûðîæäåííûé

ïîòåíöèàë V íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé.

Ðàçâèòàÿ òåîðèÿ ñòåïåíè ñîâïàäåíèÿ è ìåòîä èíòåãðàëüíûõ íàïðàâëÿþ-

ùèõ ôóíêöèé ïîçâîëÿþò èçó÷àòü ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó äëÿ âêëþ÷åíèÿ (8)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F èìååò íåâûïóêëûå çíà÷åíèÿ è

ïî÷òè ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó (òåîðåìà 4.1.6), â ñëó÷àå, êîãäà F � íîðìàëüíîå

íåâûïóêëîçíà÷íîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå (òåîðåìà 4.1.8), à òàêæå â ñèòóàöèè,

êîãäà F � êàóçàëüíûé ìóëüòèîïåðàòîð (òåîðåìû 4.1.9 è 4.1.10).

Âî âòîðîé ÷àñòè ïàðàãðàôà îïèñûâàåìûé ìåòîä ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó-
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÷àé íåãëàäêèõ èíòåãðàëüíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 4.1.8. Ïðÿìîé ïîòåíöèàë V : Rn → R íàçûâàåòñÿ íåãëàä-

êîé èíòåãðàëüíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ âêëþ÷åíèÿ (8), åñëè íàéäåò-

ñÿ N > 0 òàêîå, ÷òî∫ T

0

⟨υ(s), f(s)⟩ ds ≥ 0 äëÿ âñåõ f ∈ PF (x),

äëÿ âñåõ ñóììèðóåìûõ ñå÷åíèé υ(s) ∈ ∂V (x(s)), äëÿ ëþáîé àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíîé ôóíêöèè x ∈ CT òàêîé, ÷òî ∥x∥2 ≥ N è ∥x′(t)∥ ≤ ∥F (t, xt)∥ ï.â.

t ∈ [0, T ].

Òåîðåìà 4.1.12. Ïóñòü V : Rn → R � ðåãóëÿðíàÿ íåãëàäêàÿ èíòåãðàëü-

íàÿ íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (8) òàêàÿ, ÷òî ind (V,∞) ̸= 0.

Òîãäà ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à äëÿ âêëþ÷åíèÿ (8) èìååò ðåøåíèå.

Çàâåðøàåòñÿ ïàðàãðàô ðàññìîòðåíèåì äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ðàçðåøèìî-

ñòè ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷å-

íèé, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì âûïóêëîñòè çíà÷åíèé, íî

ïî÷òè ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó (òåîðåìà 4.1.13), â ñëó÷àå, êîãäà F � íåïðåðûâ-

íîå îãðàíè÷åííîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå (òåîðåìà 4.1.14), à òàêæå â ñèòóàöèè,

êîãäà F � êàóçàëüíûé ìóëüòèîïåðàòîð (òåîðåìû 4.1.15 è 4.1.16).

Âòîðîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èíòåãðàëü-

íûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ðàçëè÷-

íûõ êëàññîâ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé.

Äëÿ h > 0 ñèìâîëîì C îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî C([−h, 0];Rn) íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèé x : [−h, 0] → Rn ñ íîðìîé ∥x∥ = sup
t∈[−h,0]

∥x(t)∥. Äëÿ äàííîé

ôóíêöèè ψ ∈ C, ñèìâîëîì Dψ îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé x : [−h,+∞) → Rn òàêèõ, ÷òî x(t) = ψ(t), t ∈ [−h, 0] è ñóæåíèå x

íà R+ = [0,+∞) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé.

Äëÿ ôóíêöèè x ∈ Dψ è t ≥ 0 ñèìâîëîì xt ∈ C îáîçíà÷àåòñÿ ôóíêöèÿ,

çàäàííàÿ êàê xt(θ) = x(t+ θ), θ ∈ [−h, 0].
Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî
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âêëþ÷åíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

x′(t) ∈ F (t, xt) ï.â. t ∈ R+, (10)

x(t) = ψ(t) t ∈ [−h, 0], (11)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : R+ × C → Kv(Rn) óäîâëåòâî-

ðÿåò âåðõíèì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè è óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà.

Èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé çàäà÷è (10), (11), óäîâëå-

òâîðÿþùèõ ñëåäóþùåé îöåíêå:

∥x(t)∥ ≤ k

g(t)
, t ∈ R+, k > 0, (12)

ãäå g : R+ → R+ � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ,

÷òî inf{g(t), t ∈ R+} ≥ 1.

Äëÿ êàæäîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ψ ∈ C ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (10), (11)

ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ x ∈ Dψ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (10) ï.â. t ∈ R+.

Ïðèâåäåì çäåñü òîëüêî ñëó÷àé íåãëàäêîãî íàïðàâëÿþùåãî ïîòåíöèàëà.

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì V ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé V : Rn → R,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ êîýðöèòèâíîñòè lim∥x∥→+∞ V (x) = +∞.

Îïðåäåëåíèå 4.2.1. Ôóíêöèÿ V ∈ V íàçûâàåòñÿ íåãëàäêèì èíòåãðàëü-

íûì íàïðàâëÿþùèì ïîòåíöèàëîì äëÿ âêëþ÷åíèÿ (10) âäîëü ôóíêöèè g, åñ-

ëè ñóùåñòâóåò rV > g(0)∥ψ(0)∥ òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè x ∈ Dψ,

óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: (i) ñóùåñòâóåò ÷èñëî τx1 > 0 òàêîå,

÷òî g(t)∥x(t)∥ ≤ rV äëÿ âñåõ t ∈ [0, τx1 ); (ii) ñóùåñòâóåò ÷èñëî τ
x
∗ > τx1 òàêîå,

÷òî g(τx∗ )∥x(τx∗ )∥ = kV := k(rV ); (iii) ∥x′(t)∥ ≤ ∥F (t, xt)∥ äëÿ ï.â. t ∈ R+;

èìååì ∫ τx∗

τx♯

⟨
v(s), g′(s)x(s) + g(s)f(s)

⟩
ds ≥ 0

äëÿ âñåõ ñóììèðóåìûõ ñå÷åíèé v(s) ∈ ∂V (g(s)x(s)) è f(s) ∈ F (s, xs), ãäå

τx♯ := sup{τ ∈ [τx1 , τ
x
∗ ), ∥g(τ)x(τ)∥ = rV }.

Òåîðåìà 4.2.1. Åñëè V ∈ V ÿâëÿåòñÿ íåãëàäêèì èíòåãðàëüíûì íàïðàâ-
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ëÿþùèì ïîòåíöèàëîì äëÿ âêëþ÷åíèÿ (10) âäîëü ôóíêöèè g, òî êàæäîå ðå-

øåíèå çàäà÷è Êîøè (10), (11) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé îöåíêå:

∥x(t)∥ ≤ kV · 1

g(t)
, t ∈ R+.

Ââåäåíèþ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ïîíÿòèÿ

ìíîãîëèñòíîé âåêòîðíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè (ÌÂÍÔ) è åãî îáîáùåíèþ

íà íåãëàäêèå íàïðàâëÿþùèå ïîòåíöèàëû ïîñâÿùåíà ïÿòàÿ ãëàâà.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à äëÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ âèäà (1) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæå-

íèå F : R×Rn → Kv(Rn) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåí-

íûõ è T -ïåðèîäè÷íî ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó.

Ïóñòü â Rn âûäåëåíà äâóìåðíàÿ ïëîñêîñòü R2 è äîïîëíèòåëüíîå ê íåé

ïîäïðîñòðàíñòâî Rn−2. Ïóñòü q � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïëîñêîñòü R2

âäîëü ïîäïðîñòðàíñòâà Rn−2, à p = i − q. Íèæå ýëåìåíòû R2 îáîçíà÷àþòñÿ

÷åðåç ξ, à ýëåìåíòû Rn−2 � ÷åðåç ζ.

Ïóñòü φ, ρ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â R2. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîëèñòíàÿ

ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü Π = {(φ, ρ) : φ ∈ (−∞,∞), ρ ∈ (0,∞)} . Ïóñòü íà Π

çàäàíà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ W (φ, ρ), äëÿ êîòîðîé

∂W (φ, ρ)

∂φ
> 0, W (φ+ 2π, ρ) = W (φ, ρ) + 2π, (φ, ρ) ∈ Π. (13)

Íà ïîäïðîñòðàíñòâå Rn−2 ïóñòü çàäàíà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ

ôóíêöèÿ V (ζ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ êîýðöèòèâíîñòè

lim
∥ζ∥→∞

V (ζ) = +∞. (14)

Äëÿ 0 ≤ ρ1 < ρ2 è ϑ > ϑ0 = minV (ζ) âûäåëåíà îáëàñòü

Ω (ϑ, ρ1, ρ2) = {z ∈ Rn : V (pz) < ϑ, ρ1 < ∥qz∥ < ρ2} .
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Ïóñòü íåïðåðûâíûå ôóíêöèè α(·), β(·) òàêèå, ÷òî ï.â. t ∈ [0, T ]

sup
z∈Ω(ϑ,ρ1,ρ2)

sup
y∈F (t,z)

⟨∇W (qz), qy⟩ < α(t), (15)

inf
z∈Ω(ϑ,ρ1,ρ2)

inf
y∈F (t,z)

⟨∇W (qz), qy⟩ > β(t), (16)

2π(N − 1) <

T∫
0

α(τ)dτ ,

T∫
0

β(τ)dτ < 2πN, N − öåëîå ÷èñëî. (17)

Îïðåäåëåíèå 5.1.1. Ïàðó ôóíêöèé {V (ζ),W (φ, ρ)} , îáëàäàþùèõ ñâîé-
ñòâàìè (13)�(17), áóäåì íàçûâàòü ñòðîãîé ÌÂÍÔ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (1)

îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (ϑ, ρ1, ρ2) , åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

sup
t∈[0,T ]

sup
y∈F (t,z)

|⟨qy, qz⟩|
∥qz∥

<
ρ2 − ρ1
2T

, z ∈ Ω(ϑ, ρ1, ρ2); (18)

⟨∇V (pz), py⟩ < 0, y ∈ F (t, z), V (pz) ≥ ϑ, ∥qz∥ ≤ ρ2. (19)

Äëÿ ρ0 = (ρ1 + ρ2)/2 ïóñòü G(ϑ, ρ0) = {z ∈ Rn : V (pz) < ϑ, ∥qz∥ < ρ0} .
Òåîðåìà 5.1.1. Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (1) ìîæíî óêàçàòü ñòðîãóþ

ÌÂÍÔ îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Ω (ϑ, ρ1, ρ2) . Òîãäà âêëþ÷åíèå (1) èìååò T -

ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z∗(·) òàêîå, ÷òî z∗(t) ∈ G(ϑ, ρ0), t ∈ [0, T ].

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòü ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è

äëÿ ïîëóëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåìûé ìåòîä îêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâåí è ïðè áîëåå îáùèõ óñëî-

âèÿõ, êîãäà íåðàâåíñòâî (19) ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì â íåñòðîãîé ôîðìå

è õîòÿ áû äëÿ íåêîòîðûõ y ∈ F (t, z) (òåîðåìà 5.1.2).

Äàëåå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé âèäà (1) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæå-

íèå F : R×Rn → Kv(Rn) ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó T -ïåðèîäè÷íî è óäîâëåòâî-

ðÿåò âåðõíèì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè (òåîðåìà 5.1.3).

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìíîãîëèñòíîé íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè ïîçâîëÿåò ïî-

ëó÷èòü óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé è â ñëó÷àå äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ íîðìàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ (òåîðåìà 5.1.4).
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Ìåòîä ìíîãîëèñòíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé ýôôåêòèâåí è â ñëó÷àå

íåãëàäêèõ íàïðàâëÿþùèõ ïîòåíöèàëîâ êàê äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé (òåîðåìû 5.1.5 è 5.1.7), òàê è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ âû-

ïóêëîçíà÷íîé ïðàâîé ÷àñòüþ (òåîðåìû 5.1.6, 5.1.8, 5.1.9) è ñ ïðàâîé ÷àñòüþ,

íå îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì âûïóêëîñòè çíà÷åíèé (òåîðåìà 5.1.10).

Â çàâåðøåíèå ïàðàãðàôà ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû íåñêîëüêèõ íàïðàâëÿ-

þùèõ ôóíêöèé: ïîëíîãî íàáîðà ñòðîãèõ ÌÂÍÔ, ïîëíîãî è îñòðîãî íàáî-

ðà îáîáùåííûõ ÌÂÍÔ è ïðàâèëüíîé ÌÂÍÔ êàê äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé, òàê è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ðàçëè÷íûõ êëàññîâ,

â òîì ÷èñëå ñ íåâûïóêëîçíà÷íîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Êðîìå òîãî, ýòè ìåòîäû

îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé íåãëàäêèõ íàïðàâëÿþùèõ ïîòåíöèàëîâ. Ïðèìåíåíèå

êîìïëåêñà ýòèõ ìåòîäîâ ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ðÿä íîâûõ ðåçóëüòàòîâ î ñóùåñò-

âîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé

(òåîðåìû 5.1.11 � 5.1.32).

Îñíîâíîé öåëüþ âòîðîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìíî-

ãîëèñòíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé ê èññëåäîâàíèþ áèôóðêàöèè ïåðèîäè÷å-

ñêèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé.

Ïóñòü U îòêðûòîå ìíîæåñòâî Rn × Rk, Λ := {µ ∈ Rk | (0, µ) ∈ U}.
Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ñëó÷àé ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ ñåìåéñòâà

äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñëåäóþùåãî âèäà:

z′(t) ∈ F (t, z(t), µ), (20)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî: (H1) ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : R × Rn × Λ → Kv(Rn)

óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè, óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà

è T -ïåðèîäè÷íî ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó; (H2) äëÿ êàæäîãî µ ∈ Λ âêëþ÷åíèå

(20) èìååò ðåøåíèå z : [0, T ] → Rn, äëÿ êîòîðîãî z(0) = z(T ) = 0.

Ïîä ðåøåíèåì âêëþ÷åíèÿ (20) ïîíèìàåòñÿ ïàðà (z, µ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ

ïî÷òè â êàæäîé òî÷êå âêëþ÷åíèþ (20), ãäå z ∈ C([0, T ];Rn) � àáñîëþòíî

íåïðåðûâíàÿ T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, µ ∈ Λ.

Íà Π× Λ ïóñòü çàäàíà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ W (ξ, µ)
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òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî µ ∈ Λ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

∂W (φ, ρ, µ)

∂φ
> 0, W (φ+ 2π, ρ, µ) = W (φ, ρ, µ) + 2π, (φ, ρ) ∈ Π. (21)

Íà ïîäïðîñòðàíñòâå Rn−2×Λ ïóñòü çàäàíà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ

ôóíêöèÿ V (ζ, µ), äëÿ êîòîðîé ∂V (0,µ)
∂ζ = 0 è âûïîëíåíî óñëîâèå êîýðöèòèâíî-

ñòè.

Äëÿ êàæäîãî µ ∈ Λ âûáèðàþòñÿ ρ1 := ρ1(µ), ρ2 := ρ2(µ) òàêèå, ÷òî 0 ≤
ρ1 < ρ2 è äëÿ ϑ0 := minV (ζ, µ) áåðåòñÿ ϑ := ϑ(µ) òàêîå, ÷òî ϑ > ϑ0. Ïóñòü

Ωµ (ϑ, ρ1, ρ2) = {z ∈ Rn : V (pz, µ) < ϑ, ρ1 < ∥qz∥ < ρ2} .
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà [0, T ] çàäàíû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè α(t, µ), β(t, µ)

òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî µ ∈ Λ è ï.â. t ∈ [0, T ]

sup
z∈Ωµ(ϑ,ρ1,ρ2)

sup
y∈F (t,z,µ)

⟨
∂W (qz, µ)

∂(qz)
, qy

⟩
< α(t, µ), (22)

inf
z∈Ωµ(ϑ,ρ1,ρ2)

inf
y∈F (t,z,µ)

⟨
∂W (qz, µ)

∂(qz)
, qy

⟩
> β(t, µ), (23)

2π(Nµ − 1) <

T∫
0

α(τ, µ)dτ ,

T∫
0

β(τ, µ)dτ < 2πNµ, ãäå Nµ − öåëîå ÷èñëî. (24)

Îïðåäåëåíèå 5.2.2. Ïàðà ôóíêöèé {V (ζ, µ),W (ξ, µ)} , îáëàäàþùèõ

ñâîéñòâàìè (21)�(24), íàçûâàåòñÿ ñòðîãîé ÌÂÍÔ îòíîñèòåëüíî îáëàñòè

Ωµ (ϑ, ρ1, ρ2) äëÿ âêëþ÷åíèÿ (20), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

sup
t∈[0,T ]

sup
y∈F (t,z,µ)

|⟨qy, qz⟩|
∥qz∥

<
ρ2 − ρ1
2T

, z ∈ Ωµ(ϑ, ρ1, ρ2);

⟨
∂V (pz, µ)

∂(pz)
, py

⟩
< 0, y ∈ F (t, z, µ), V (pz, µ) ≥ ϑ, ∥qz∥ ≤ ρ2.

Òåîðåìà 5.2.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (H1) è (H2). Äëÿ

âêëþ÷åíèÿ (20) ïóñòü óêàçàíà ñòðîãàÿ ÌÂÍÔ {V (ζ, µ),W (ξ, µ)} îòíîñè-

òåëüíî îáëàñòè Ωµ (ϑ, ρ1, ρ2) äëÿ êàæäîãî µ : |µ−µ0| ≥ r. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäåíèé:
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(i) ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(yn, µn)}∞n=1, µn → µ, |µ − µ0| = r,

yn ∈ Rn, yn ̸= ym äëÿ n ̸= m, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (zn) ðåøåíèé âêëþ-

÷åíèÿ (20) ïðè µ = µn òàêèå, ÷òî zn(0) = zn(T ) = yn → 0 è zn → z, ãäå

z � ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (20) ïðè µ = µ òàêîå, ÷òî z(0) = z(T ) = 0;

(ii) ñóùåñòâóåò ñâÿçíîå ìíîæåñòâî C òî÷åê (y, µ), y ̸= 0, òàêîå, ÷òî

• (0, µ) ∈ C ïðè |µ− µ0| < r;

• C � íåîãðàíè÷åííî è ëèáî C ∩ ∂U ̸= ∅, ëèáî (0, µ̃) ∈ C äëÿ íåêîòî-

ðîãî µ̃ ∈ Λ : |µ̃− µ0| > r;

• êàæäîé òî÷êå (y, µ) ∈ C ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå z : [0, T ] →
Rn âêëþ÷åíèÿ (20) òàêîå, ÷òî z(0) = z(T ) = y. Â ÷àñòíîñòè,

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (zn)
∞
n=1 ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ (20)

äëÿ µ = µn, zn(0) = zn(T ) = yn, ãäå µn → µ ∈ Λ, ∥µ − µ0∥ < r,

ñõîäÿùàÿñÿ ê ðåøåíèþ z âêëþ÷åíèÿ (20) äëÿ µ = µ, z(0) = z(T ) = 0.

Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí íàó÷íîìó êîíñóëüòàíòó ïðîôåññîðó Â.Â. Îáó-

õîâñêîìó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.

Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè

Ñòàòüè, îïóáëèêîâàííûå â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ âåäóùèõ ðåöåí-

çèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ
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