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Введение

Работа выполнена в Воронежском государственном университете на кафедре

математического моделирования. Тема диссертации находится на стыке первых

трех направлений из списка «Основные научные направления ВГУ» (раздел

«Наука» на портале ВГУ): 1. Аналитические, геометрические и численные ме-

тоды исследования дифференциальных уравнений; 2. Теория функций и функ-

циональный анализ и 3. Математическое моделирование, программное и инфор-

мационное обеспечение, методы вычислительной и прикладной математики и

их применение к фундаментальным исследованиям в естественных науках.

Актуальность темы.

Из разнообразных проблем математического моделирования структурных

перестроек в диссертации рассмотрена такая важная, но мало исследованная

задача, как «проблема выбора оптимальной ветви1 посткритических

состояний (решений модельного уравнения)». Данная проблема решена

в диссертационной работе для случая вариационных математических моделей,

в которых критерием качества является коэффициент несимметрии (асиммет-

рии), применяемый в инженерно-технических расчётах.

Предложенное решение переносится на другие типы функционалов качества.

Исследования, которым посвящена диссертация, относятся к решению клю-

чевых вопросов математического моделирования, соответствующих трем эта-

пам, сформулированным в монографии А.А. Самарского и А.П. Михайлова

[166]. На первом этапе происходит выбор «эквивалента объекта», который отоб-

ражает в математической форме важнейшие его свойства – законы и связи,

которым объект или его составляющие подчиняется. Эта математическая мо-

дель исследуется теоретическими методами. Второй этап – это выбор алгортмов

для реализации модели на компьютере. Третий этап заключается в создании и

отладки программы.
1Под ветвью подразумевается гладкое параметрическое семейство невырожденных состояний w(λ), λ ∈ K,

где K – замкнутое связанное подмножество пространства значений (векторного) параметра модели.
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Известно, что изменение параметров внешнего воздействия (температуры,

электромагнитного поля, механического сжатия и пр.) на сложную физиче-

скую систему (раствор, смесь, сплав и т.п.) в некоторых случаях приводит к

потере устойчивости исходной фазы и, как следствие как отклик системы, к ее

переходу в новое состояние с новыми структурными свойствами. Такой переход

сопровождается спинодальным расслоением (распадом), выраженным в изме-

нении локальных концентраций компонентов, в образовании сначала зернистой

структуры, а затем кластеров и доменов новой фазы. Структурную перестройку

физической среды часто изучают на основе нелинейных модельных уравнений

типа «реакция-диффузия», Кана-Хилларда и др.

Исследования современных технических систем часто опираются и на бо-

лее сложные нелинейные математические модели Свифта-Хойенберга, Фусса-

Винклера-Циммермана [75] и др., при использовании которых применяются

численные методы, интегрированные в мощные программные комплексы ав-

томатизированного проектирования, системы конечно-элементного анализа и

другие программные продукты для инженерных расчетов. Численные исследо-

вания модельных уравнений опираются на такие фундаментальные свойства,

как корректность (вычислительная устойчивость) и, в нелинейном случае, воз-

можность проведения достаточно полного бифуркационного анализа.

Анализом бифуркационных эффектов в математических моделях начали за-

ниматься еще в XIX веке, и к настоящему времени накопилось большое количе-

ство методик по их прогнозированию и «полезному использованию», появились

многочисленные публикации и монографии. Однако потребность в развитии

новых методов бифуркационного анализа, соответствующих новым запросам

практики и современным достижениям вычислительных технологий, сохраня-

ется до сих пор. Задача исследования посткритических структурных перестроек

весьма актуальна и требует привлечения разнообразных методов современного

математического моделирования и новых вычислительных средств.

Следует подчеркнуть, что представленное в диссертационной работе решение
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проблемы оптимального выбора посткритических состояний связано с преодо-

лением следующих трех промежуточных и взаимосвязанных задач, каждая из

которых имеет самостоятельное значение:

1. решение так называемой «проблемы многих мод» или, по-другому, пробле-

мы описания посткритической перестройки состояния в условиях вырождения

по нескольким (более одной) модам (в порождающем состоянии);

2. проблема «аналитического описания» посткритических перестроек в усло-

виях разрушения «симметрии параллелепипеда» (при которой, вообще говоря,

отсутствует непрерывно зависящее от параметра семейство базисных мод);

3. проблема создания эффективного алгоритма вычисления оптимальных

значений параметров ветви нелокальных бифурцирующих экстремалей.

Актуальность исследования этих проблем подкреплена появлением новых

мощностей компьютеров, достаточных для реализации и выполнения разрабо-

танных сложные алгоритмов.

Степень разработанности темы. Бифуркационный анализ краевых и на-

чально-краевых задач развивался в Воронежской математической школе, на-

чиная с трудов М.А. Красносельского и его учеников — В.В. Стрыгина, Ю.Г.

Борисовича, Ю.С. Колесова, Э.М. Мухамадиева, Н.А. Бобылева и др.

В настоящее время значительные результаты были достигнуты школой

Ю.И. Сапронова, усилиями которой построены теоретические и конструк-

тивные схемы анализа многомодовых и нелокальных бифуркаций. Были

рассмотрены также важные примеры использования новых исследовательских

схем в теории упругости, теории фазовых переходов и гидродинамике. На

основе результатов этих исследований были построены конструктивные схемы

анализа и внедрены вплоть до алгоритмов в системах символьной математики.

Изучены также важные примеры модельных краевых задач [98].

В диссертации использован подход, основанный на том, что рассмотренные

математические модели являются градиентными. Это обстоятельство позволя-

ет использовать прямой подход к построению траекторий спуска в точки мини-
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мума функционала энергии. Однако, такой переход требует предварительного

изучения бифуркации стационарных точек многопараметрического функцио-

нала энергии в условиях многомодового вырождения в порождающей точке

минимума. При использовании прямого подхода в конкретных моделях непре-

менно возникает вопрос обоснования возможности применения «фредгольмова

анализа» вместе с задачами описания каустик и классификации раскладов би-

фурцирующих экстремалей.

Основы локального анализа в такой ситуации были заложены в работах

М.А. Красносельского, Н.А. Бобылева, Э.М. Мухамадиева [123] Многомодовые

локальные и нелокальные бифуркационные задачи изучались позже Ю.И. Са-

проновым [172]. Б.М. Даринским, С.Л. Царевым [47], А.В. Гнездиловым [36],

Д.В. Костиным [96], [97] и др.

Задача оптимизации полигармонического импульса была перенесена на мо-

дель лопатки турбонасоса (как частный случай упругой балки на упругом осно-

вании). Математическая модель упругой балки на упругом основании изучалась

в работах Ю.А. Митропольского и Б.И. Мосеенкова [148], J.M.T. Thompson,

G.W. Hunt [207], [209], Б.С. Бардина и С.Д. Фурты [12] и Г.С. Писаренко [157].

Результаты исчерпывающего локального бифуркационного анализа равно-

весных конфигураций упругой балки на упругом основании в условиях двух-

модового вырождения в случае однородного материала упругой системы ранее

были получены Б.М. Даринским и Ю.И. Сапроновым на основе фредгольмова

анализа. Но при появлении параметра неоднородности материала в математи-

ческих моделях упругой балки или пластины алгоритм Даринского-Сапронова

теряет силу. Потребовалась его модификация и, в частности, разработка прин-

ципиально новой методики построения нормализованной главной части ключе-

вой функции.

Как известно, первичную основу анализа нелинейных задач составляют зада-

чи линейного анализа и такие две ее важнейшие составляющие, как корректная

разрешимость линеаризованных модельных уравнений и спектральный анализ
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«ведущих» линейных операторов в модельных уравнениях [68].

Бесконечномерные динамические системы (системы с распределенными па-

раметрами) часто исследуются на основе теории линейных полугрупп, разви-

той в работах Э.Хилле, Р.Филлипса, С.Г. Крейна и др. В теории уравнений

параболического типа важное место занимают однопараметрические полугруп-

пы линейных преобразований U(t), t ≥ 0 , в числе которых занимают и воро-

нежские математики. Линейные методы, используемые для решения нелиней-

ных уравнений, применялись в трудах М.А. Красносельского, П.П. Забрейко,

Е.И. Пустыльника, П.Е. Соболевского[122], Дж. Голдстейн [39], Д. Хенри [189],

Ф. Клемент, Х. Хейманс, С.Ангенент, К. ван Дуйн, Б. де Пахтер [72] и др. Этой

тематике посвящены также работы и других математиков С.И. Пискарёв, Г.А.

Свиридюка, В.Е. Фёдорова [206]. Один из базовых исследовательских принци-

пов основан на следующем замечании: уравнение

dv

dt
+ Av = f(t, v) (0 < t ≤ t0)v(0) = v0 ,

где f(t, x) при каждом t ∈ [0, t0] — нелинейный оператор, при условии, что

оператор A порождает сильно непрерывную полугруппу T (t), сводится к инте-

гральному уравнению

v(t) = T (t)v0 +

∫ t

0

T (t− s)f [s, v(s)]ds.

(метод Дюамеля).

В теории и практике создания ряда технических устройств имеется необхо-

димость отыскания решений, связанных с использованием оптимизированных

импульсов. Например, повышение эффективности зубчатых инерционных ме-

ханизмов за счет придания им движения с увеличенным коэффициентом асим-

метрии силового импульса является весьма актуальной задачей. Попытки со-

здания односторонне направленных инерционных сил были предприняты еще

в 40-х годах прошлого столетия немецкими инженерами, изготовившими инер-

ционный самобалансный механизм, создающий возмущающую направленную

инерционную силу, периодически изменяющуюся по величине по закону, на-
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званному «бигармоническим». Величина асимметрии (отношение наибольшего

значения суммарной направленной инерционной силы к абсолютной величине

наименьшего) для бигармонического механизма равна двум, и она оказалась

недостаточной для практического использования. В настоящее время приме-

няются полигармонические силовые импульсы (универсальное вдавливающее

устройство по патенту РФ 2388868 (МПК E02D7/00, опубл. 10.05.2010), способ

направленного инерционного вибровозбуждения по патенту РФ 2528715 (МПК

E02D7/18, B06B1/16, опубл. 20.09.2014)), но оптимальная в смысле коэффици-

ента асимметрии конструкция в этих работах не была предложена.

Кроме того, в исследованиях использовались теоретические и практические

идеи, изложенные в широко известных монографиях по математическому мо-

делированию В.И. Арнольда [5], А.П. Михайлова, А.А. Самарского и А.П. Ми-

хайлова [166].

Цели и задачи диссертационной работы. Развитие и применение но-

вых методов бифуркационного анализа актуальных нелинейных краевых и

начально-краевых задач, соответствующих новым запросам практики мате-

матического моделирования и современным достижениям вычислительных

технологий. В частности, развитие новых и эффективных методов анализа

многомодовых и нелокальных бифуркаций.

Нахождение по заданным начальным условиям оптимальных значений

управляющих параметров и, следовательно, наилучших конструктивных реше-

ний технических устройств, работа которых описывается рассматриваемыми в

диссертации математическими моделями.

Рассмотренные в диссертации задачи.

1. Анализ многомодовых бифуркаций стационарных состояний упругих слабо

неоднородных балок и пластин в виде:

1.1. построения ветвей приближенных решений модельных уравнений в ана-

литической форме;

1.2. классификация бифуркационных раскладов ветвей решений;
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1.3 описание каустик.

2. Обоснование применения «фредгольмова анализа» для однородных и неод-

нородных моделей упругого равновесия.

3. Разработка и реализация алгоритмов построения собственных и корневых

векторов главных линейных частей модельных уравнений.

4. Разработка и реализация алгоритма построения нормализованных главных

частей ключевых функций Ляпунова-Шмидта.

5. Разработка методов исследования корректной разрешимости начально-

краевых задач для дифференциальных уравнений, возникающих при анализе

математических моделей из таких областей как механика, гидродинамика,

теория тепломассопереноса, радиофизика и т.д., на основе теории сильно

непрерывных полугрупп преобразований. Получение представления решения

таких задач и построения устойчивых алгоритмов для компьютерной реализа-

ции.

6. Построение оптимальных параметрических ветвей бифурцирующих устой-

чивых состояний, рассмотренных упругих систем.

7. Оптимизация параметров полигармонического импульса вибропогружателя.

Научная новизна. В диссертационной работе впервые изложен анализ мно-

гомодовых бифуркаций состояний упругих систем с условием неоднородности.

Для чего была разработана новая модификация вариационной редуцирующей

схемы Пуанкаре–Ляпунова–Шмидта, расширенная на случай отсутствия посто-

янных мод бифуркаций. В случае неоднородных упругих материалов преодо-

лен феномен отсутствия гладкой (и даже непрерывной) зависимости мод от

«управляющих» параметров. Основу решения составило введение и использо-

вание гладких семейств квазимод. В результате для балок и пластин разработан

и апробирован алгоритм построения квазимод. Разработан алгоритм построе-

ния нормализованных главных частей ключевых функций в случае понижения

симметрии параллелепипеда, что является необходимым при анализе матема-

тических моделей, учитывающих важные параметры систем, например, нерав-
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номерного распределения энергии в материале. Полученный новый алгоритм

был апробирован на основе компьютерной реализации, позволяющей численно

получать значения коэффициентов ключевых функций.

В диссертации впервые предложены полные решения ряда задач оптимиза-

ции по критерию «коэффициент несимметрии». Применение подхода, разрабо-

танного в диссертации, дало возможность определять и доказывать оптималь-

ность технически значимых физических характеристик для ряда устройств и

процессов. Так, указанные методы были применены к исследованию оптималь-

ности математических моделей для виброустройств, которые конструируются

из наборов сцепленных между собой шестерёнчатых звеньев. Такие устрой-

ства актуальны, например, при установки строительных свай. В диссертации

для произвольного числа звеньев впервые найден и сформулирован матема-

тический закон (критерий), названный здесь «полигармоническим импульсом

Максвелла-Фейера» (М-Ф импульс), которому должна удовлетворять модель

оптимальная в смысле коэффициента асимметрии.

Отметим, что все ранее запатентованные и сконструированные вибропогру-

жатели как в нашей стране, так и за рубежом не удовлетворяют этому крите-

рию. Наиболее близко к нему приближается лишь конструкция В.Н. Ермоленко

с количеством звеньев равном 7.

Импульс М-Ф оказался естественным инструментом при исследовании

амплитудно-фазового синтеза в математической теории антенн. Его использо-

вание позволило решить в диссертации одну из задач П.К. Суетина [181] об

оптимальном выборе диаграмм направленности.

Кроме того, предложенный подход был применен и к задаче об импульсе из-

гиба турбинной лопатки, где также получены оригинальные результаты [100]–

[102].

Результаты, связанные с оптимизацией параметров бифурцирующих реше-

ний нелинейных модельных уравнений, впервые были получены в работах ав-

тора диссертации.
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Теоретическая и практическая значимость. Предложенная модифи-

цированная схема вариационной редукции Пуанкаре–Ляпунова–Шмидта дает

возможность существенно расширить класс решаемых задач по качественно-

му анализу нелинейных математических моделей. Полученный теоретический

результат позволил провести прикладной анализ на основе разработанных ком-

плексов программ [120], [121].Значимость этого анализа определяется возмож-

ностью проведения оптимизации управляющих параметров математических мо-

делей и, как следствие, определения их наилучших значений, что на практике

является одной из важнейших задач.

Представленные в диссертации результаты могут послужить базой для

исследования математических моделей теории упругих систем, прикладной

механики и теории фазовых переходов. В работе рассмотрены фундамен-

тальные примеры моделирования многомодовых закритических прогибов

упругих балок и пластин с упором на случай неоднородных материалов, а

также оптимизация технических устройств на основе этих математических

моделей.

Применение на практике представленных в диссертации методик даёт

эффект при определении и оптимизации основных рабочих характеристик

устройств, таких, как КПД, статический момент и усилие, развиваемое вибро-

погружателем.

Кроме того, предложенные методы и алгоритмы лежат в основе решаемой

задачи из теории антенн, поставленной П.К. Суетиным, что также позволяет

на практике определять оптимальные параметры антенн.

Методология и методы исследования.

В диссертации использованы методы функционального анализа, теории

нелинейных фредгольмовых операторов, вариационного исчисления, теории

особенностей гладких функций и фредгольмовых функционалов, а также

методов теории приближенных вычислений.

В математических конструкциях диссертации использованы методы теории
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бифуркаций решений нелинейных краевых задач, вариационного исчисления,

численных методов, теории катастроф и общей теории математического мо-

делирования. Базу развитой в диссертации аналитической схемы составляет

модифицированный вариационный метод Пуанкаре–Ляпунова–Шмидта, осна-

щенный конструкциями теории особенностей гладких функций и теории ката-

строф.

При рассмотрении краевых задач теории упругих систем естественным об-

разом использована операторная трактовка уравнений и эквивалентная поста-

новка в виде вариационной задачи Vλ(x) −→ inf, в которой Vλ(x) — гладкое

семейство гладких фредгольмовых функционалов, заданное на банаховом про-

странстве E, λ — параметр со значениями в некотором банаховом пространстве

L (конечномерном или бесконечномерном).

В работе использовались следующие численные методы:

1. метод Галёркина-Ритца;

2. нелинейная модификация метода Галёркина–Ритца;

3. метод наискорейшего спуска;

4. формула Тейлора;

5. ряд Неймана;

6. вычисление квазимод;

7. метод конечных разностей.

Для построения компьютерных реализаций разработанных алгоритмов

был выбран программный пакет Maple, который представляет собой систему

компьютерной математики. Данный программный продукт ориентирован на

сложные математические вычисления, визуализацию данных и моделирование.

Система Maple предназначена для символьных вычислений, хотя имеет ряд

средств и для численного решения дифференциальных уравнений и нахож-

дения интегралов. Обладает развитыми графическими средствами, а также

имеет собственный язык программирования.

Положения, выносимые на защиту.
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Поиск и качественный анализ многомодовых бифуркаций экстремалей осу-

ществляется поэтапно через решение следующих составляющих задач:

1) построение системы мод и квазимод модельного уравнения в порождающей

критической точке с многомерным вырождением;

2) построение главной части ключевого уравнения и анализ его основных

свойств – симметрии, версальности развертки по параметрам и пр.;

3) анализ и построение каустики (дискриминантного множества) в рассмотрен-

ных задачах;

4) классификация bif-раскладов ветвей решений, соответствующих отдельным

ячейкам регулярности в пространстве Rm значений параметров;

5) построение первых асимптотик ветвей решений (по вектору закритических

приращений параметров);

6) компьютерное изображение двумерных сечений каустик и закритических

прогибов в избранных задачах;

7) алгоритм оптимизации закритических прогибов для рассмотренной функции

качества «Коэффициент несимметрии».

В диссертации изложены результаты решения перечисленных задач для по-

тенциальных уравнений в условиях нарушения и понижения симметрий.

Получены приложения к следующим конкретным задачам:

– описание многомодовых прогибов упругих балок и пластин в случае нару-

шения их однородности,

– описание многомодовых прогибов турбинных лопастей и их оптимизация,

– оптимизация полигармонического импульса по коэффициенту несиммет-

рии,

– оптимизация приема радиосигнала.

Апробация результатов. Результаты диссертации докладывались на кон-

ференции «Некоторые актуальные проблемы современной математики и ма-

тематического образования. Герценовские чтения» (г. Санкт-Петербург, 2006,

2008 гг.) [105], [110], на международной конференции «Дифференциальные
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уравнения и смежные вопросы», посвященной памяти

И.Г. Петровского (г. Москва, 2007 г.) [108], на Международной конференции

«Воронежская зимняя математическая школа С.Г.Крейна» (г. Воронеж, 2004,

2006, 2008, 2010, 2012, 2014, 2016 гг.) [103], [106], [109], [111], [113], [115], [118], [95],

на Воронежской зимней математической школе «Современные методы теории

функций и смежные проблемы» (г.Воронеж, 2011, 2013, 2015 гг.) [93], [119], [83],

[76] на Воронежской весенней математической школе «Понтрягинские чтения -

XXIII» (Современные методы теории краевых задач) (г.Воронеж, 2012) [92],

[116], на Молодежной международной конференции «Методы современного

математического анализа и геометрии и их приложения» (г. Воронеж, 2016), на

международном молодежном симпозиуме «Современные проблемы математи-

ки. Методы, модели, приложения» (г. Воронеж, 2014), на VII Международной

научно-технической конференции «СИНТ’13», «СИНТ’15» «Разработка, про-

изводство и эксплуатация турбо-, электронасосных агрегатов и систем на их

основе» [117],на Международной молодежной научной школе «Теория и чис-

ленные решения обратных и некорректных задач» (г. Воронеж, 2012) [11] на

семинаре Воронежского государственного университета по бифуркационному

анализу нелинейных задач (руководитель — проф., д.ф-м.н. Сапронов Ю.И.) и

кафедральном семинаре академика А.Т. Фоменко (г. Москва, 2015).

Кроме того, результаты по данной тематике ежегодно докладывались на На-

учной сессии Воронежского государственного университета в период с 2006 г.

по 2016 г.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 5

глав, разбитых на параграфы, заключения, списка цитируемой литературы из

209 наименования и 2-х приложений, в которых приводятся тексты зарегистри-

рованных программ, написанных на Maple. Общий объем диссертации — 297

страниц. Изложение проиллюстрировано графикой (37 рисунков).

Краткое содержание работы

Во введении обосновывается актуальность темы исследования, степень её
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разработанности. Определяются цели и задачи диссертационной работы, её на-

учная новизна, а также теоретическая и практическая значимость, методология

и методы исследования. Приводится краткое содержание работы.

В первой главе изложены основы теории фредгольмовых функционалов,

которые применяются для проведения исследований нелинейных математи-

ческих моделей методами функционального анализа [98]. Даны необходи-

мые определения и описание методов классической вариационной редукции

Ляпунова–Шмидта, которая в дальнейшем впервые была обобщена автором.

Введенное в этой главе понятие ключевой функции дает возможность перехода

от изучения нелинейных дифференциальных уравнений, которые являются ма-

тематическими моделями различных физических систем, например колебания

упругих систем, к изучению нормальных форм, имеющих вид многочленов с

параметрами. Изучение таких нормальных форм проводится методами теории

особенностей, для чего приведены основные понятия, такие как критическая

точка, дискриминантное множество, каустика. В диссертационной работе при-

водятся сведения, касающиеся особенности типа многомерной сборки. Это

вызвано тем, что в рассматриваемых задачах о прогибах упругих балок и

пластин ключевые функции представляют собой функции типа версальной

развертки особенности двумерной сборки. Приведены сведения о редукции

деформации сборки и общие утверждения о бифуркации экстремалей из точки

минимума.

Вариационную версию схемы Пуанкаре – Ляпунова – Шмидта можно пред-

ставить в виде нелинейного аналога ритцевской аппроксимации. Ритцевской ап-

проксимацией функционала V на банаховом пространстве E называется функ-

ция

W (ξ) := V

(
n∑
j=1

ξjej

)
, ξ = (ξ1, . . . , ξn)

>,

где e1, . . . , en есть некоторый линейно независимый набор векторов в E (ба-

зис ритцевской аппроксимации). Экстремалям ξ̄ = (ξ̄1, . . . , ξ̄n)
> функции W
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соответствуют точки x̄ =
n∑
j=1

ξ̄jej, называемые ритцевскими аппроксимациями

экстремалей V . Точность ритцевских аппроксимаций можно повысит за счет

увеличения количества базисных элементов. Но если рассмотреть «нелиней-

ные» аппроксимации вида

W (ξ) = V

(
n∑
j=1

ξjej + Φ(ξ)

)
,

где Φ будет гладким отображением из N := span(e1, . . . , en) в N⊥ (ортогональ-

ное дополнение к N в метрике пространства функций с суммируемым квадра-

том), то можно добиваться любой аппроксимативной точности при заданном

наборе базисных функций, а значит априори ограниченном количестве степе-

ней свободы аппроксимирующей системы.

В данном разделе изложен алгоритм вычисления ключевой функции и

асимптотического представления решения для дифференциальных уравнений,

описывающих рассматриваемые в работе математические модели.

Во второй главе идет речь о новых методах построения таких ключевых

функций в выбранных модельных примерах упругих систем. Решаются две про-

блемы: построение базиса ритцевской аппроксимации состоящего из корневых

функций и вычисления главной части ключевой функции на его основе.

Впервые рассматривается случай неоднородного материла в нелинейных ма-

тематических моделях. Новые методы исследования обобщают и, следователь-

но, усложняют схемы рассмотренные в первой главе. Главным отличием явля-

ется отсутствие условия постоянства собственных функций и переход к так на-

зываемым корневым функциям. Для лучшего представления результатов при-

водится классическая схема вычисления главной части ключевой функции с

использованием базиса ритцевской аппроксимации, состоящей из собственных

функций, а также новая обобщенная схема, основанная на базисе ритцевской

аппроксимации из корневых функций.

Впервые указан способ построения такого базиса ритцевской аппроксимации.

При этом используется формула ортогонального проектора в форме, предло-
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женной академиком В.П. Масловым.

В §2.1 приведено описание процедуры вычисления главной части ключевой

функцииW в случае базиса ритцевской аппроксимации, на основе собственных

функций, и впервые предложена модификация этой процедуры для случая про-

извольного базиса. В пункте 2.1.3 приводятся теоремы 2.1, 2.2, доказывающие,

что на основе формулы ортогонального проектора на корневое подпростран-

ство возмущенного симметричного оператора, приведенной в монографии В.П.

Маслова [142], можно построить базис ритцевской аппроксимации (после пони-

жения симметрии) и на его основе построить главную часть ключевой функции.

Доказательство того, что отбрасывание «тейлоровского хвоста» и

«лишних» мономов в ключевой функции не изменяет топологию изучае-

мых сечений каустик и структуру bif−раскладов, проведено на основе теорем

о конечной определенности ростков функций и их деформаций [6].

В §2.3 изложена схема анализа бифуркаций равновесных конфигураций сла-

бо неоднородной упругой балки на упругом основании в условиях двухмодового

вырождения (на базе общих утверждений первой и начала второй главы).

Нелинейная математическая модель движений балки с неоднородным мате-

риалом задается следующем уравнением

∂2w

∂t2
+
∂2w

∂x2

(
q
∂4w

∂x4

)
+ κ

∂2w

∂x2
+ αw + w3 = 0,

где w есть прогиб балки, то есть смещений точек средней линии, расположенной

вдоль оси x), параметры κ, α отвечают за упругость и внешние воздействия,

а параметр q(x) = 1 + εγ(x) – за неоднородности материала балки, представ-

ленного скалярным коэффициентом ε и функцией неоднородности материала

балки γ(x).

Первым шагом в исследовании такой задачи является отыскание стационар-

ных состояний, заданных уравнением

d2w

dx2

(
q(x)

d2w

dx2

)
+ κ

d2w

dx2
+ αw + w3 = 0. (0.0.1)
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Если рассмотреть краевые условия

w(0) = w(1) = w′′(0) = w′′(1) = 0, (0.0.2)

отвечающие случаю свободной опёртости на границе (шарнирное закрепление),

то полученная граничная задача может допускать 2−мерные вырождения, по-

рождающие 2−модовые бифуркации.

Замечание 2.2. Случай жесткого закрепления на границе исследуется ана-

логично. При анализе используются только соответствующие конкретному

случаю краевые условия и моды прогибов.

Уравнение (0.0.1) является уравнением Эйлера для экстремалей функциона-

ла

V =

1∫
0

(
1

2

(
q(x)

(
d2w

dx2

)2

− κ
(
dw

dx

)2

+ αw2

)
+
w4

4

)
dx. (0.0.3)

Двумерное вырождение нулевой экстремали происходит при

κ = κ1 := (p2 + r2)π2, α = α1 := p2r2π4, p, r ∈ N,

со стандартными модами бифуркации

e1 =
√

2 sin(p πx), e2 =
√

2 sin(r πx).

В работе предполагается, что p = 1, r = 2 и, соответственно, κ1 = 5π2, α1 = 4π4

(эти значения являются наименьшими из тех, при которых происходит 2-мерное

вырождение; в остальных случаях анализ аналогичен), δ1 := κ − κ1, δ2 :=

α− α1 – закритические приращения, λ1 = δ1 − π2δ2, λ1 = δ1 − π2δ2.

Наличие «весового» множителя q(x) 6= const устраняет возможность приме-

нения схемы Даринского – Сапронова [41], так как из-за него не выполняется

условие постоянства мод бифуркации, на котором основан вычислительный ал-

горитм. В диссертационной работе впервые был осуществлен бифуркационный

анализ решений краевой задачи (0.0.1), (0.0.2) на основе редукции Ляпунова –

Шмидта к ключевой функции более общего вида

W̃ (ξ, δ) = inf
w: 〈w,ẽ1〉=ξ1, 〈w,ẽ2〉=ξ2

V (w, α1 + δ1, κ1 + δ2), (0.0.4)
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где {ẽk} — «возмущенные» моды бифуркации.

ẽk = ek + εhk + o(ε), образующие базис в двумерном корневом подпростран-

стве оператора Гессе H = A+ εB в нуле, где

Au :=
d4w

dx4
+ κ

d2w

dx2
+ αI, Bw :=

d2

dx2

(
γ
d2w

dx2

)
,

ek =
√

2 sin(kπx)

(элементы ẽk не являются, вообще говоря, собственными функциями оператора

H).

Главная техническая трудность в построении ключевой функции состоит в

вычислении коэффициентов hk. В диссертации они вычисляются на основе фор-

мулы ортогонального проектора на корневое подпространство возмущенного

симметричного оператора. То есть, вместо собственных функций рассмотрены

такие элементы ẽj(λ), j = 1, 2, для которых

∂f

∂x
(0, λ)ẽj(λ) =

∑
k

αjk(λ) ẽk(λ).

Функции ẽj(λ) называются корневыми. Входящие в эти соотношения функции

αjk(λ), ẽj(λ) гладко зависят от λ. В качестве искомых базисных элементов

можно взять

ẽk(λ) := P(λ)(ek),

где

P(λ) =
1

2πi

∮
`

R(λ, z)dz

— ортопроектор на двумерное корневое подпространство, ` — окружность до-

статочно малого радиуса с центром в нуле (на комплексной плоскости), R(λ, z)

— резольвента: R(λ, z) = ((A+ εB − zI)−1 . И таким образом,

ẽk = ek + εhk + o(ε),

где

hk =Mek, M :=
1

2πi

∮
`

(A− zI)−1B(A− zI)−1dz.
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Соотношения для возмущенных корневых функций представлены в

Теорема 2.4 Возмущенные корневые векторы ẽk, k = 1, 2 можно предста-

вить в виде ẽk = ek + εhk + o(ε), где hk определяются соотношениями

hk =Mek,

Me1 =
∞∑
n=3

2
√

2 n2

(n2−4)(n2−1)

(
1∫

0

γ(s) sin(nπs) sin(πs) ds

)
sin(nπx),

Me2 =
∞∑
n=3

8
√

2 n2

(n2−4)(n2−1)

(
1∫

0

γ(s) sin(nπs) sin(2πs) ds

)
sin(nπx).

 . (0.0.5)

На основе полученных соотношений выведены формулы для коэффициентов

главной части ключевой функции (теорема 2.5). После представления ключевой

функции в нормальной форме

W̃q(ξ, ν) =
1

2

(
ν̃1 ξ

2
1 + ν̃2 ξ

2
2 + 2 ν̃3 ξ1ξ2

)
+

1

4

(
ξ4

1 + 4ξ2
1ξ

2
2 + ξ4

2

)
+

o(|ξ|4) +O(|ξ|4)O(ν̃) + o(ν̃),

дано описание каустики и bif−раскладов по методике, изложенной в предыду-

щих разделах.

Описание ветвления критических точек и первые асимптотики бифурциру-

ющих точек по закритическим приращениям управляющих параметров для

функции W̃ полностью задаются ее главной частью, которая представляет со-

бой «возмущенную двумерную сборку» (с коэффициентом двойного отношения

a = 2), четную по каждой переменной.

Параметры ν1, ν2 вместе с параметром ε (при заданной функции неоднород-

ности γ(x)) образуют трехмерное пространство параметров R3.

Теорема 2.3 В краевой задаче (0.0.1),(0.0.2) дополнение к дискриминант-

ному множеству (подмножество R3\Σ(f)), рассмотренное в достаточно

малой окрестности нуля, состоит из четырех связных открытых под-

множеств Ω1,Ω3,Ω5 и Ω9 (ячеек регулярности), которым соответствуют

следующие bif -расклады: (1,0,0), (2,1,0), (2,2,1), (4,4,1).
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Каустика (бифуркационная диаграмма функций) ΣŨ функции Ũ разбива-

ет плоскость управляющих параметров на шесть ячеек регулярности. Каждой

ячейке соответствует один из следующих раскладов бифурцирующих критиче-

ских точек: (1, 0, 0), (2, 1, 0), (2, 2, 1), (4, 4, 1) (компонента lk строки (l0, l1, l2)

равна количеству критических точек с индексом Морса k в рассматриваемом

раскладе бифурцирующих критических точек).

В результате осуществлен полный бифуркационный анализ геометрической

структуры дискриминантного множества и его дополнения, а также найдены

все расклады бифурцирующих решений, соответствующих ячейкам регулярно-

сти. В диссертации приведены трехмерные изображения каустики (полученные

c использованием оригинальных программных комплексов в компьютерной сре-

де Maple [121]) и метаморфоз линий уровней ключевой функции.

Данный алгоритм был адаптирован и для исследования математической мо-

дели Ка́рмана прогиба упругой пластины на упругом основании. Проведенные

исследования и результаты изложены в §2.4. Аналогично со случаем изуче-

ния балки, первоначально был изучен случай однородной пластины, а затем

впервые был рассмотрен случай неоднородного материала. Получена теорема о

представлении ключевой функции, на основе которой были получены числен-

ные приближенные устойчивые многомодовые решения. Алгоритм был реали-

зован в программном комплексе [121] и получены соответствующие решения и

их графики.

Замечание Полученные результаты впервые показывают существова-

ние устойчивых многомодовых решений (прогибов рассмотренных упругих

систем).

Третья глава посвящена установлению корректной разрешимости задач

для линейных и нелинейных математических моделей с применением методов

теории сильно непрерывных полугрупп преобразований. С этой целью впервые

вводится и применяется понятие C0-операторного интеграла Лапласа, обоб-

щающее классические преобразования Лапласа когда экспонента заменяется
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C0 полугруппой. Такой подход совместно с операторным методом Маслова-

Хевисайда позволил значительно расширить классы равномерно корректных

задач, указать методы их точных и приближенных решений с их точными оцен-

ками и получить следующий результат.

Пусть A – генератор полугруппы преобразований U(t), t ≥ 0 класса C0 в

E. Это значит, что область определения D(A) оператора A плотна в E. Об-

ласть его значений совпадает со всем E, а резольвентное множество содержит

комплексную полуплоскость Reλ > ω. Семейство U(t) удовлетворяет соотно-

шениям:

1)U(0) = I, 2)U(t+ s) = U(t)U(s), 3) lim
t→0
‖U(t)x− x‖ = 0, x ∈ E,

4) ‖U(t)‖ ≤M exp(ωt).

(0.0.6)

Для f ∈ E исследуется корректная разрешимость задачи нахождения эле-

мента u ∈ D(An), n = 1, 2, . . . , удовлетворяющего равенству

Au = Pn(A)u =
n∑

m=0

amA
mu = f, am ∈ C. (0.0.7)

В соответствии с Ж.Адамаром, это означает, что уравнение (0.0.7) должно

быть однозначно разрешимо при любых f ∈ E, оператор A−1 определен на всех

f из E и непрерывен, то есть справедливо неравенство ‖A−1f‖E ≤M‖f‖E, где

константа M не зависит от f .

Справедлива следующая

Теорема 3.9 Если корни многочлена Pn(x) принадлежат резольвентному

множеству оператора A, то задача (0.0.7) равномерно корректна и для ее

решения справедливо представление

u =

∫ ∞
0

G(t)U(t)fdt, (0.0.8)

где G(x) решение задачи Коши

Pn

(
− d

dx

)
G(x) = δ(x), (0.0.9)
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G(0) =
d

dx
G(x)|x=0 = · · · = dn−1

dxn−1
G(x)|x=0, (0.0.10)

δ(x)— дельта функция.

Следующий результат, полученный для операторных краевых задач с вы-

рождающимися коэффициентами, даёт представление решения через полугруп-

пы.

Пусть B – банахово пространство с нормой ‖ · ‖B = ‖ · ‖, A – линейный

оператор с областью определения D(A) = B, t ∈ (0, 1), C(k)(B) – простран-

ство вектор-функций со значениями в B, k раз непрерывно дифференцируемых

на (0, 1); B(k)(B)— банахово пространство функций x(t) ∈ C(k)(B) с нормой

‖|x‖|k =
k∑
j=0

supt∈(0,1) ‖x(j)(t)‖, ‖|x‖|0 = ‖|x‖|.

Рассматривается дифференциальное уравнение

Q(t)u(t) = Au(t) + f(t), (0.0.11)

Q(t)u(t) = a(t)u′′(t) + b(t)u′(t), a(t) ≥ 0, a ∈ B(1)(R1), b ∈ B(1)(R1), f ∈ B(B),

A— позитивный оператор, такой, что −A является генератором полугруппы

V (−A, t) класса C0.

Особенностью уравнения (0.0.11) является возможность обращаться в нуль

(вырождение) коэффициента a(t), при t = 0. В зависимости от порядка вы-

рождения коэффициента a(t) в нуле, для определения ограниченного решения

уравнения (0.0.11), краевое условие при t = 0 может ставиться, а может и от-

сутствовать.

В связи с этим, М.В. Келдыш вводит следующие условия, характеризующие

дифференциальное выражение Q(t):

Условие D(m). Выражение Q(t) удовлетворяет условиюD(m), если при неко-

тором натуральном m выполняется неравенство b(0) +ma′(0) < 0.

Qu(t) = Au(t) + f(t), (0.0.12)
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δ0u(0)−Θ0u
′(0) = ϕ, δu(1) + Θu′(1) = ψ,

ϕ, ψ ∈ B, Θi · δi > 0, i = 0, 2.
(0.0.13)

В диссертации, с применением конечно-разностного метода, устанавливается

равномерно-корректная разрешимость неоднородной задачи (0.0.12)-(0.0.13).

Определение 3.34 C0–интегралом Лапласа функции ϕ ∈ Ω будем назы-

вать оператор

ϕ∗(A) = L(A)[ϕ(t)] =

∫ ∞
0

V (−A, t)ϕ(t)dt. (0.0.14)

Определение 3.35 Функция u(t) называется обобщенным решением урав-

нения (0.0.11), если 1) u(t) ∈ B(B); 2) Qu(t) ∈ B(B); 3) u(t) ∈ D(A) для

t ∈ (0, 1); 4) u(t) удовлетворяет уравнению (0.0.11) в интервале (0, 1) при

f ∈ B(B).

Определение 3.36 Краевая задача (0.0.12)—(0.0.13) называется равномер-

но корректной, если для любых ϕ, ψ ∈ B, f ∈ B(B) существует единственное

обобщенное решение этой задачи, непрерывно зависящее от ϕ и ψ в норме B,

и от f в норме B(B).

Теорема 3.14 Пусть qi— тип полугруппы U(Qi, t), −ω— тип полугруппы

V (−A, t), тогда при ω > qi задача (0.0.12)-(0.0.13) равномерно корректна и её

решение представимо в виде:

u(t, A) = L(A)
[
L−1(λ) (S2(t, λ)ϕ+ S3(t, λ)ψ+

+
∫ 1

0 Γ2(t, ξ, λ)f(ξ)dξ
)
dλ
]

(s)ds,
(0.0.15)

где функции S2(t, λ), S3(t, λ), Γ2(t, ξ, λ) аналогичны функциям S1(t, λ),

Γ1(t, ξ, λ).

Аппроксимация u′(ti) ≈ 1
h [ui+1 − ui], u′′(ti) ≈ 1

h2 [ui−1 − 2ui + ui+1], ti = ih,

h = 1
n , i = 0, 1, . . . , n приводит задачи к разностным схемам вида

Mn(A)u(h) = Q(h)u(h) + Au(h) = f (h) (0.0.16)

с трехдиагональной операторной матрицей.
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Указывается явный вид операторной матрицы M−1
n (A). При этом имеет ме-

сто оценка устойчивости разностной схемы

‖|M−1
n (A)|‖B(B) ≤M‖|M−1

n (ω)|‖B(R1). (0.0.17)

В §3.1 приведены примеры генераторов с особенностью.

Пусть функция h(x) определена на интервале x ∈ (a, b) ⊂ R = (−∞,∞) и

удовлетворяет условиям: h′(x) > 0, h(∞) = −∞, h(b) =∞.

Через Lp,ω,h будем обозначать банахово пространство функций ϕ(x) с нормой

‖ϕ‖p,ω,h =

[∫ b

a

epωh(x)|ϕ(x)|pdh
] 1
p

, p ≥ 1. (0.0.18)

Введем операторы Dα,h = α d
dh , α ∈ R с областью определения D(Dα,h) = {ϕ :

ϕ ∈ Lp,ω,h, dϕdh ∈ Lp,ω,h}.

Нетрудно проверить, что такие операторы являются генераторами сильно

непрерывных групп линейных преобразований, действующих по правилу

U(t,Dα,hϕ(x) = ϕ[h−1(h(x) + αt)], t ∈ R, (0.0.19)

причем для них справедливо равенство

‖U(t,Dα,h)ϕ‖p,ω,h = e−α
2ωt, (0.0.20)

которое следует из соотношений∫ b

a

|U(t,Dα,h)ϕ(x)|pdh =

∫ b

a

eαωph(s)|ϕ[h−1(h(s) + αt)]|p dh =

= e−α
2pωt

∫ b

a

eαωph(s)|ϕ(s)|pdh = e−α
2ωpt‖ϕ‖p,αω,h.

В случае t ∈ R+ = (0,∞) семейства (0.0.19) являются сжимающими полу-

группами класса C0. В частности, для некоторых классических случаев имеем

1. Dα,hϕ(x) = dϕ(x)
dx , h(x) = x, x ∈ (−∞,∞), U(t,Dα,h)ϕ(x) = ϕ(x + αt),

u(x) =
∫∞

0 U(t, A)ϕ(x− αt)dt, ‖u‖ =
[∫ b

a e
αpωx|ϕ(x)|pdx

] 1
p

.

2. Dα,hϕ(x) = xdϕ(x)
dx , h(x) = ln x, x ∈ (0,∞), U(t,Dα,h)ϕ(x) = ϕ(xeαt), u(x) =∫∞

0 U(t, A)ϕ(xe−αt)dt, ‖u‖ =
[∫ b

a x
αpω−1|ϕ(x)|pdx

] 1
p

.
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3. Dα,hϕ(x) = (1 − x2)dϕdx , h(x) = 1
2 ln
(

1+x
1−x
)
, x ∈ (−1, 1), U(t,Dα,h)ϕ(x) =

ϕ
(

1+th t
1−x th t

)
, u(x) =

∫∞
0 U(t, A)ϕ

(
1+th t

1−x th t

)
dt, ‖ϕ‖ =

∫ 1

−1

(
1+x
1−x
)αpω

2 · dx
(1−x2) .

В четвертой главе рассмотрен новый функционал, называемый коэффи-

циентом несимметрии (асимметрии) [56], [91], [99].

Этот функционал возникает в экстремальных задачах с полигармонической

функцией. Например, задача поиска оптимальных конструкций вибрационных

устройств связана с эффективным использованием направленного импульса,

итоговой математической моделью которого является тригонометрический по-

лином

fn(t, λ) =
n∑
k=0

λk cos(kt), t ∈ [0, π], λ = (λ0, λ1, . . . , λn) (0.0.21)

и связанный с ним функционал качества

Kn(λ) =
max
t
fn(t, λ)

|min
t
fn(t, λ)|

, (0.0.22)

называемый коэффициентом несимметрии. При этом возникает задача макси-

мизации функционала Kn(λ) по вариациям λ

Kn(λ)→ sup
λ

при условиях
π∫

0

fn(t, λ)dt = 0,
n∑
i=0

λi = c > 0.

В параграфе 4.2 впервые решается задача об однозначном определении

структуры многочлена, оптимизирующего коэффициент несимметрии и дока-

зывается теорема 4.3 [99].

Теорема 4.3 Многочлен (0.0.21) является оптимальным тогда и только

тогда, когда он с точностью до постоянного множителя имеет вид суммы

Фейера

fn(t) =
n∑
k=1

(n+ 1− k) cos(kt).
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При этом имеет место равенство

max
λ

Kn(λ) = n.

Кроме того, сформулированы и доказаны теоремы о свойствах оптимальных

многочленов Максвелла-Фейера, задающих оптимальный (в смысле коэффици-

ента несимметрии) импульс — импульс Максвелла-Фейера (М-Ф импульс). Гра-

фик важного для инженерно-технических задач М-Ф импульса представлен на

рисунке 0.1.

Рисунок 0.1

Отметим, что характерным свойством М-Ф импульса является располо-

жение минимумов на одном уровне.

В пятой главе в §5.1 рассмотрена математическая модель изгиба упругой

лопатки турбины и предложена методика оптимизации закритического изгиба,

необходимая при расчетах конкретных турбонасосных конструкций. Важно, что

математический аппарат, развитый в главе 2, позволил провести анализ соот-

ветствующей нелинейной модели неоднородной упругой лопатки, а затем на

основе результатов, полученных в главе 4, осуществить оптимизацию устрой-

ства по критерию коэффициента несимметрии с построением соответствующего

М-Ф импульса.

Эти результаты изложены в цикле статей, опубликованных в журнале «На-

сосы. Турбины. Системы», посвященном разработке, производству и эксплуа-
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тации энергетических систем [100], [101], [102].

А также докладывались на Международной научно-технической конферен-

ции «СИНТ» (Системы. Насосы.Турбины) в 2013 и 2015 годах [117].

В §5.2 рассматриваются приложения фундаментальных методов, описанных

в предыдущих главах, к теории антенных устройств. Так в §5.2.1 изучается ма-

тематическая модель прямоугольной антенны. При этом важным параметром

является диаграмма направленности (ДН). Существуют многочисленные спо-

собы построения ДН, среди которых одним из наиболее важных является метод

алгебраических многочленов.

Параметр Θ = min
k

Mp

Mk
назовём коэффициентом доминирования главного на-

правления излучения. Ясно, что чем больше Θ, тем больше степень влияния

главного направления излучения по сравнению с излучением боковых лепест-

ков. В диссертационной работе был решен вопрос о существовании многочлена

qn(t) =
n∑

m=0
amt

m с максимальным коэффициентом доминирования Θ(qn). Ре-

шение представлено в виде теоремы

Теорема 5.2 Пусть Q – множество многочленов qn(t) =
n∑

m=0
amt

m, t ∈

[−1; 1], таких что
1∫

−1

qn(t)dt = 0;
n∑

m=0

am = n.

и Tn(x), n = 0, 1, . . . многочлены Чебышева 1-го рода. Тогда многочлен от |t|

q̃n(t) =
1− Tn+1(1− |t|)

(n+ 1)|t|

максимизирует функционал Θ(qn) при qn ∈ Q и справедливо равенство

max
qn∈Q

Θ(qn) = Θ(q̃n) = n.

Во второй части §5.2 приведено решение задачи из математической теории

антенн (поставленной П.К. Суетиным) по составлению примеров теоретически

допустимых ДН.
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В приложении А даны сведения о комплексах программ [120], [121]: описание,

системные требования и текст программ.

В приложении Б приведены свидетельства о регистрации разработанных

программ для ЭВМ.
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Глава 1

Параметрические фредгольмовы модели

В данной главе приведены формулировки основных необходимых определе-

ний и утверждений из бесконечномерной топологии и теории фредгольмовых

уравнений, используемых при формулировке результатов, полученных в дис-

сертационной работе (более подробные сведения можно найти в [20], [47], [62],

[124], [130], [132], [153], [154]).

1.1 Фредгольмовы задачи

В практике встречаются нелинейные краевые задачи математической физи-

ки, допускающие трактовку в виде фредгольмова операторного уравнения:

f(x) = b, x ∈ E, b ∈ F,

где f — гладкое фредгольмово отображение банахова пространства E в ба-

нахово пространство F [17], [20], [124]. Исследование такого уравнения можно

осуществить редукцией к конечномерному уравнению

θ(ξ) = β, ξ, β ∈ Rn.

Определение 1.1 Пусть E, F банаховы пространства и A : E → F —

линейный непрерывный оператор, который будет фредгольмовым, если

dim(KerA) <∞ , dim(CokerA)(:= dim(F/ImA)) <∞.
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Тогда разность dim(KerA)− dim(CokerA) будет аналитическим индексом

фредгольмова оператора A и обозначается ind A.

Следствием определения будет то, что образ A(E) замкнут в F , и оператор

A будет изоморфно отображает любое подпространство, дополняющее Ker A

(в E), на Im A.

Если L1 : E1 → E2 , L2 : E2 → E3 будут фредгольмовы операторы, тогда

и оператор L2L1 будет фредгольмов. При этом

ind (L2L1) = ind (L1) + ind (L2).

Определение 1.2 Нелинейное отображение f : U → F , где U есть от-

крытое подмножество в E, называется фредгольмовым, если его производная

Фреше ∂f
∂x(x) будет фредгольмовым оператором в каждой точке x ∈ U .

Индексом нелинейного фредгольмова отображения f , определенного на

связной области, называется индекс линейного оператора ∂f
∂x(x):

ind f := ind
∂f

∂x
(x)

(если область связная, то индекс ∂f
∂x(x) не зависит от x).

В дальнейшем будем предполагать, что f : U → F , где U — область ба-

нахова пространства E (E, F — банаховы пространства), есть нелинейное

фредгольмово отображение нулевого индекса, при чём выполнены условия:

a) E ⊂ F ⊂ H есть тройка непрерывно вложенных пространств, где H будет

гильбертово пространство.

б) E плотно в H. Что означает: любой элемент из H может быть представлен

как предел последовательности из E. Из плотности E в H, следует, что F

также плотно в H.

В соответствии с вышесказанным, уравнение

f(x) = 0 , x ∈ U , (1.1.1)

называется нелинейным фредгольмовым уравнением.
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1.1.1 Вариационные фредгольмовы модели

Определение 1.3 Если для гладкого отображения f : U ⊂ E → F суще-

ствует такой гладкий функционал V : U → R, что f = gradHV или (что

эквивалентно)

∂V

∂x
(x)h =

〈
f(x), h

〉
H

, ∀ x ∈ U , h ∈ E,

〈·, ·〉 — скалярное произведение в гильбертовом пространстве H, тогда отоб-

ражение f называется потенциальным, при этом предполагается, что E бу-

дет непрерывно вложено в F , F непрерывно вложено в H и E также плотно

в H. Функционал V называется потенциалом отображения f , а уравнение

(1.1.1) — потенциальным.

Если функционал V будет потенциалом f , тогда уравнение (1.1.1) можно

записать в виде

gradHV (x) = 0, x ∈ U . (1.1.2)

Данное уравнение называется уравнением Эйлера экстремалей (или критиче-

ских точек) функционала V .

Определение 1.4 Пусть V (x) есть гладкий функционал, заданный на ба-

наховом пространстве E. Точка a будет критической точкой функционала

V , если
∂V

∂x
(a)h =

〈
f(a), h

〉
H

= 0 ∀ h ∈ E\{0}.

Равносильность последнего равенства уравнению (1.1.2) обеспечивается

плотностью E в H.

В связи с этим, множество решений уравнения (1.1.1) и множество крити-

ческих точек функционала V будут совпадать. Таким образом, построение и

исследование решений уравнения (1.1.1) можно заменить построением крити-

ческих точек функционал V , что будет вариационным методом. Если гради-

ент функционала V есть фредгольмово отображение, функционал называется

фредгольмовым, .
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Критическая точка a функции W : U ⊂ Rn → R будет невырожденной или

морсовской, если

det

(
∂2W

∂x2
(a)

)
6= 0.

Определение 1.5 Пусть V : E → R — гладкий фредгольмов функционал,

где E — банахово пространство. Тогда критическая точка a функционала V

будет невырожденной или морсовской, если

∂f

∂x
(a)h 6= 0 ∀ h ∈ E\{0}.

1.1.2 Фредгольмовы функционалы и групповая симметрия

В исследованиях параметрических задач с групповой симметрией на основе

бифуркационного анализа, хорошо показал себя метод конечномерной редук-

ции [17], [18], [47], [123]. В условиях симметрии решение многих из таких задач

может быть сведено к анализу миниверсальных разверток краевых или угловых

особенностей гладких функций, которые изучались в работах В.И. Арнольда,

С.Т.С. Уолла, Д. Сирсмы, Д. Пита, Т. Постона, Ю.И. Сапронова, А.В. Гнезди-

лова. [6], [36], [161], [170]. Дополнительные сведения по симметрийному анализу

имеются в [60], [155], а по теории G-эквивариантных вариационных задач — в

[17], [47], [132], [161], [184].

Пусть G есть некоторая группа, а H будет вещественное гильбертово про-

странство. Через O(H) обозначается группа ортогональных преобразований

H. Ортогональным представлением G на H будем называть гомоморфизм из

G в группу O(H). Пусть X — линейное подпространство в H, обладающее

тем свойством, что Rgx ∈ X для ∀ x ∈ X и ∀ g ∈ G. Определено ортогональное

представление R̄ группы G на X, которое называется подпредставлением (ин-

дуцированным представлением) R. Подпространство X называют устойчивым

относительно группы G. Если размерность dimX <∞, тогда подпредставление

называют конечномерным.
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Определение 1.6 Функционал V называется инвариантным относи-

тельно действия группы G, то есть обладающим G-групповой симметрией,

если выполнено

V (Rg x) = V (x) , ∀ x ∈ E , g ∈ G.

Определение 1.7 Отображение f называется эквивариантным относи-

тельно действия группы G , если выполнено

f(Rg x) = Rg f(x) ∀ x ∈ E ⊂ H, g ∈ G.

Определение 1.8 Орбитой группы G, проходящей через данную точку

x0 ∈ E, называется множество всех точек x ∈ E, для которых существует

такое g0 ∈ G, что x = Rg0 x0.

Точка x0 ∈ E называется неподвижной точкой относительно действия груп-

пы G, если справедливо g(x0) = x0 ∀g ∈ G.

Если некоторая точка x0 является критической для функционала V , тогда

и вся орбита G(x0) будет состоять из критических точек. Критической орбитой

функционала V называется орбита, состоящая из его критических точек.

Утверждение 1.1 Пусть гладкий фредгольмов функционал V инвариан-

тен относительно ортогонального действия группы Zn2 и допускает Zn2 -экви-

вариантную n-мерную редукцию (Ляпунова – Шмидта). Пусть при этом

группа Zn2 полусвободно действует на пространстве ключевых параметров.

Тогда для соответствующей ключевой функции W (автоматически инвари-

антной относительно группы Zn2) в некоторой системе координат (карте)

на пространстве ключевых параметров выполнено следующее равенство:

W (ξ1, . . . ,−ξk, . . . , ξn) = W (ξ1, . . . , ξk, . . . , ξn) ∀ξ, k.

1.1.3 Параметрические фредгольмовы модели

В нелинейных математических моделях часто принципиальным обстоятель-

ством является зависимость уравнений от параметров, т.е. параметрическое
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уравнение

f(x, λ) = b, x ∈ E, b ∈ F, λ ∈ Rk.

При некоторых значениях λ решение x(λ) образуют «устойчивое» семейство,

но с изменением значения параметра при некоторых, так называемых, крити-

ческих значениях λ это семейство может разбиться на несколько ветвей или

исчезнуть вовсе.

Пусть f включено в f(x, λ) : U × Rk → F, f(x, 0) = f(x) есть семейство

гладких фредгольмовых отображений, гладко зависящее от параметра λ. Если

отображение f(·, λ) потенциально с потенциалом V (·, λ), то потенциал также

гладко зависит от данного параметра. В такой ситуации естественным образом

возникает понятие ветвление (бифуркации) экстремалей и, бифуркационного

значения параметра.

Определение 1.9 Пусть λ = λ0 будет значение параметра λ, при кото-

ром a является изолированной критической точкой функционала V (x, λ).

Значение λ = λ0 называется бифуркационным, если для каждого ε > 0

существует такое λ1, ‖λ1 − λ0‖ < ε, при котором V имеет не менее двух

критических точек a1, a2 таких, что ‖a1 − a‖ < ε и ‖a2 − a‖ < ε.

При переходе λ через бифуркационное значение λ0 происходит рождение

критических точек из точки a. Часто в прикладных задачах полагают a = 0,

тогда говорят. что рассматривают рождение критических точек из нуля.

Определение 1.10 Пусть задана гладкая фредгольмова параметрическая

развертка

f(·, λ) : E → F , λ ∈ Λm ⊂ Rm.

Пусть Ω есть открытое подмножество в E. Бифуркационным (или дискри-

минантным ) множеством Σ(Ω) уравнения

f(x, λ) = b , x ∈ Ω , (1.1.3)
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называется совокупность тех значений λ = λ̃, для которых данное уравнение

имеет в Ω вырожденное решение x̃:

f(x̃, λ̃) = b , codim

(
Im

∂f

∂x
(x̃, λ̃)

)
> 0.

Определение 1.11 Пусть Σ̃(Ω)λ̄ — росток множества Σ(Ω) в точке λ̄.

Тогда пересечение

Σ(x̄, λ̄) =
⋂

Ω: x̄∈Ω

Σ̃(Ω)λ̄

называется бифуркационной диаграммой уравнения (1.1.3) в точке (x̄, λ̄).

1.2 Редуцирующая схема Пуанкаре–Ляпунова–Шмидта

Пусть E, F будут вещественные банаховы пространства, f : E → F есть

нелинейное фредгольмово отображение нулевого индекса. Пусть зафиксирова-

ны прямые разложения

E = En u E∞−n, F = F n u F∞−n,

где En и F n будут n-мерные подпространства в E и F соответственно, а E∞−n

и F∞−n — произвольные прямые дополнения к En и F n в E и F .

Если e1, e2, ..., en — базис En, то для каждого вектора x ∈ E имеет место

разложение

x = u+ v, u =
n∑
i=1

ξiei, v ∈ E∞−n.

Если g1, g2, ..., gn — базис F n, то

f(x, λ) = fn(x, λ) + f∞−n(x, λ),

fn(x, λ) =
n∑
i=1

vi(x, λ)gi , f∞−n(x, λ) ∈ F∞−n.

Если предположить, что производная

∂f∞−n

∂v
(a, λ) : E∞−n → F∞−n
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является изоморфизмом в некоторой точке a ∈ E, f(a, λ) = 0, тогда, в силу

теоремы о неявной функции, зависимость v = Φ(u, λ) (для u из достаточно ма-

лой окрестности O ⊂ En точки ū ), такую, что Φ(ū, λ) = v̄ (ū, v̄ — компоненты

a) и

f∞−n(u+ Φ(u, λ), λ) = 0 , ∀ u ∈ O

(отображение Φ : O → E∞−n при этом является гладким). Для отыскания

решений уравнения f(x, λ) = 0 в окрестности точки x = a достаточно найти

решения уравнения

fn(u+ Φ(u, λ), λ) = 0. (1.2.4)

Определение 1.12 Отображение τ : En → F n, где

τ(u, λ) = fn(u+ Φ(u, λ), λ),

называется ключевым.

Очевидно, что уравнение (1.1.3) эквивалентно уравнению

θ(ξ, λ) = 0, (1.2.5)

где θ будет координатной формой отображения τ.

1.3 Гладкие функции и локальный анализ

Исследование многих задач математического анализа сложных систем мож-

но свести к изучению поведения гладких функций многих переменных. Общая,

так называемая, «качественная картина» строения «достаточно регулярной»

гладкой функции тесно связана с составом ее особых точек. Например, если

функция V является коэрцитивной, что значит растущей на бесконечности и

при этом строго выпуклой, то V обладает лишь единственной особой точкой, ко-

торой функция принимает строго минимальное значение. График такой функ-

ции (в трехмерном пространстве, например) имеет вид чаши с закругленным
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дном. При отсутствии условия выпуклости функция может иметь несколько

точек локального минимума, что значительно затрудняет ее анализ. При на-

личии дополнительных параметров, ситуация становится ещё более сложной.

Изменение параметров приводит к бифуркационным перестройкам функции.

А. Пуанкаре была предложена процедура [163], которая позволяет во многих

случаях значительно упростить изучение ветвления экстремалей за счет исклю-

чения «несущественных» переменных. Конструкция Пуанкаре будет приведена

ниже. Стоит заметить, что она является предтечей широко известной схемы

конечномерной редукции — схемы Ляпунова – Шмидта, которая служит фун-

даментом для многочисленных исследований по проблемам посткритического

анализа.

В дальнейшем, под «достаточной регулярностью» гладкой функции будет

подразумеваеться конечнократность всех особых точек. Описание локально-

го строения функций вблизи конечнократных особых точек и описание соот-

ветствующих морсовизаций включаются в более общую теорию деформаций

особенностей. Под гладкой деформацией особенности подразумевается вклю-

чение функции V в гладкое λ-параметрическое семейство гладких функций

U(x, λ), U(x, 0) = V (x), определенных на некоторой окрестности нуля в Rn,

λ ∈ Λ, Λ — некоторая окрестность нуля в Rl. Среди всевозможных гладких

деформаций выделяются так называемые версальные и миниверсальные дефор-

мации, играющие важную роль в общей теории. Это связано с тем, что версаль-

ные деформации содержат в себе все метаморфозы (перестройки поверхностей

уровня, распадения особых точек, различные бифуркационные эффекты и т.д.),

которые могут произойти при произвольном гладком деформировании функ-

ции. Ниже приведены основные сведения по теории конечнократных особых

точек гладких функций и их параметрических возмущений (деформаций).
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1.3.1 Декомпозиция особенности

Для дальнейшего объяснения приведем следующее основное утверждение

теории гладких отображений конечномерных пространств:

Утверждение 1.2 (Теорема о неявной функции) Пусть левая часть

уравнения

f(ξ, λ) = 0 (1.3.6)

задана таким гладким (здесь и далее это слово означает бесконечную диффе-

ренцируемость) отображением f : Rn × Rµ → Rn, что

f(0, 0) = 0

и

det ∂f/∂ξ(0, 0) 6= 0.

Тогда найдется такая окрестность U = Ξ × Λ точки (0, 0) в Rn × Rµ, что

множество решений в U уравнения (1.3.6) совпадает с графиком некоторого

гладкого (единственного) отображения Ψ : Λ → Rn, такого, что Ψ(0) = 0.

Иными словами, для (ξ, λ), близких к решению (0, 0),

f(ξ, λ) = 0⇔ ξ = Ψ(λ).

Доказательство этого утверждения имеется в [130], [151] и многих учебниках

по математическому анализу.

Левую часть уравнения (1.3.6) будем рассматривать как зависящее от пара-

метра λ гладкое семейство отображений f(·, λ) : Rn → Rn.

Если f : Rn → Rn и f(a) = 0, то точка a называется особой точкой отоб-

ражения f ; если det ∂f/∂x(a) 6= 0, тогда особая точка называется регулярной.

Теорема о неявной функции выявляет однократность регулярной особой точ-

ки: при произвольных малых возмущениях отображения f(·, 0) (при достаточно

малых λ ) вблизи регулярного решения ξ = 0 уравнения f(ξ, 0) = 0 имеется

ровно одно решение возмущенного уравнения f(ξ, λ) = 0.

43



Пусть f(ξ, λ) = ∇V (ξ, λ), где ∇ означает градиент. Под градиентом функ-

ции V : Rn → R понимается отображение ∇V : Rn → Rn, определяемое усло-

вием 〈∇V (ξ), h〉 = V ′(ξ)h ∀ ξ, h ∈ Rn, где 〈·, ·〉 — стандартное скалярное про-

изведение на Rn. В евклидовом пространстве производная V ′(ξ) и градиент

∇V (ξ) отождествляются канонически, однако в банаховых пространствах эта

конструкция не столь тривиальна и сыграет в наших построениях существен-

ную роль. Другое обозначение градиента: grad V .

Особая точка отображения ∇V называется также особой или критической

для функции V . Если выполнено

∇V (a, λ) = 0 и det ∂2V/∂ξ2(a, λ) 6= 0,

тогда критическая точка a функции V (·, λ) называется невырожденной (или

морсовской).

Утверждение 1.3 (Лемма Морса) Если a есть невырожденная крити-

ческая точка функции V , тогда вблизи точки a определены гладкие коорди-

наты x1(ξ), . . . , xn(ξ), такие , что x1(a) = · · · = xn(a) = 0 и

V (ξ) = const− x2
1 − · · · − x2

r + x2
r+1 + · · ·+ x2

n (1.3.7)

на всей совместной области определения координат x1, . . . , xn.

Замечание 1.1 В формуле (1.3.7) константа равна, очевидно, V (a), а чис-

ло r — отрицательный индекс инерции квадратичной формы ∂2V/∂ξ2(a) бу-

дет называться индексом Морса критической точки a.

Замечание 1.2 Выражение «гладкие координаты» значит, что отобра-

жения ξ 7→ x и x 7→ ξ определены и гладки на некоторых окрестностях точек

a и 0 соответственно, т. е. отображение ξ 7→ x является диффеоморфиз-

мом (локальным, поскольку он определен лишь на некоторой окрестности,

заранее не известной).
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Функции V1 и V2 называются правоэквивалентными (в дальнейшем просто:

эквивалентными), если V1 ≡ V2 ◦ ϕ на некотором подмножестве области опре-

деления V1, где ϕ — диффеоморфизм. На языке теории особенностей гладких

функций [6], [23], лемма Морса есть утверждение о том, что функция, имею-

щая невырожденную критическую точку, локально эквивалентна вблизи этой

точки некоторой стандартной (нормальной) форме. Список нормальных форм

в морсовском случае конечен: индекс Морса может принимать значения от 0

(точка минимума) до n (точка максимума).

Доказательство леммы Морса приведено, например, [146], [160]).

Лемму Морса можно обобщать на случай семейств функций: если задано за-

висящее от параметра λ ∈ Λ ⊂ Rm гладкое семейство функций, V (·, λ) : U → R,

U ⊂ Rn, и функция V (·, λ0) имеет при ξ = a невырожденную критическую точ-

ку, то существует гладкое семейство локальных диффеоморфизмов ϕλ, такое,

что ϕλ0(a) = 0 и

V (ϕ−1
λ (x), λ) ≡ c(λ)− x2

1 − · · · − x2
r + x2

r+1 + · · ·+ x2
n. (1.3.8)

Отсюда следует структурная устойчивость морсовской критической точки.

То есть при малом возмущении функции вблизи ее критической точки имеется

критическая точка (также невырожденная и того же индекса Морса) возму-

щенной функции.

Если a — вырожденная критическая точка функции V , то сколь угодно мало

возмущенная функция вообще говоря может не быть эквивалентной исходной.

Поведение функции на окрестности вырожденной критической точки может

быть весьма сложным. Изучением таких критических точек занимается тео-

рия особенностей гладких функций. Особенностью называется класс локальной

правой эквивалентности функций в критической точке.

При имеющихся в настоящий момент больших научных достижениях в реше-

нии проблемы описания строений функций вблизи вырожденных критических

точек, на сегодняшний день эта проблема еще весьма далека от своего оконча-

тельного решения [6].
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Приведенная ниже теорема позволяет, за счет «избавления» от «несуще-

ственных» переменных, свести изучение функции в вырожденной критической

точке к исследованию функции, определенной на пространстве, размерность

которого равна размерности ядра второго дифференциала.

Утверждение 1.4 (Лемма о расщеплении особенности) Пусть

a ∈ U ⊂ Rn — вырожденная критическая точка функции V : U → R, то есть

∂V

∂ξ
(a) = 0, rk

∂2V

∂ξ2
(a) = s < n.

Тогда существует локальный диффеоморфизм ϕ : ξ 7→ (x, u), x ∈ Rs, u ∈ Rn−s,
такой, что ϕ(a) = 0 и

V (ϕ−1(x, u)) = −x2
1 − · · · − x2

r + x2
r+1 + · · ·+ x2

s +W (u1, . . . , un−s), (1.3.9)

где ∂2W/∂u2 (0) = 0.

Доказательство. Пусть f1, . . . , fn — такой базис в пространстве Rn, что

fs+1, . . . , fn — базис Ker ∂2V/∂ξ2(a), y1, . . . , ys, u1, . . . , un−s — координаты в

этом базисе, ϕ1 — отображение замены координат: ξ = = ϕ1(y, u). Функция

Ṽ (y, u) := V ◦ϕ1(y, u) удовлетворяет условиям параметрической леммы Морса

(переменные u выступают в роли параметров); следовательно, гладкая замена

переменной вида (x, u) = (ϕ2(y, u), u) приводит ее к форме

Ṽ (ϕ−1
2 (x, u), u) = −x2

1 − · · · − x2
r + x2

r+1 + · · ·+ x2
s +W (u1, . . . , un−s),

(ϕ−1
2 означает обращение по первой переменной при каждом значении u). Таким

образом, диффеоморфизм ϕ в формуле (1.3.9) получается как композиция ϕ1

и ϕ2. По построению, ∂2W/∂u2 (0) = 0.

Число dim Ker ∂2V/∂ξ2(a), для a — критической точки функции V , называ-

ется размерностью особенности функции V . Естественно, лучше всего изучены

«маломерные» особенности.
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1.3.2 Локальный анализ гладких функций

В настоящем разделе приведено важное понятие в теории особенностей глад-

ких функций. Это кратность критической точки. Пусть a ∈ Rn — критическая

точка функции V . Тогда функции ∂V/∂x1, . . . , ∂V/∂xn порождают так называ-

емый якобиев идеал 〈∂V/∂x1, . . . , ∂V/∂xn〉 функции V в кольце R[[x − a]] =

R[[x1 − a1, . . . , xn − an]] формальных степенных рядов 1 вида∑
p1,...,pn

βp1,...,pn(x1 − a1)
p1 . . . (xn − an)pn

с вещественными коэффициентами βp1,...,pn.

Факторкольцо

Q = R[[x− a]]

/
〈∂V/∂x1, . . . , ∂V/∂xn〉

называется локальным кольцом особенности функции V в точке a (это опреде-

ление корректно, поскольку заданные таким образом локальные кольца оказы-

ваются попарно изоморфными для всех функций из любого класса (попарно)

эквивалентных функций [6]).

Число

µ(V, a) = dimQ(V, a)

(имеется в виду размерность Q(V, a) как вещественного линейного простран-

ства) называется кратностью особенности (или критической точки a). Локаль-

ное кольцо может оказаться и бесконечномерным: такая особенность считается

очень сложной и к изучению непригодной. Далее мы будем рассматривать толь-

ко конечнократные особенности.

Кратность особенности тесно связана с ее коразмерностью, которая, как мы

впоследствии увидим, не имеет никакого отношения к размерности особенности.
1 Формальные степенные ряды образуют коммутативное кольцо с единицей, т. е. множество с опера-

циями сложения и умножения, свойства которых во всем подобны свойствам аналогичных операций над

вещественными числами, за исключением одного: не всякий ненулевой элемент имеет обратный по умноже-

нию. Идеал J в кольце A — это подкольцо, обладающее «идеальным свойством»: u · x ∈ J ∀u ∈ J, x ∈ A.
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Гладкие диффеоморфизмы ϕ : Rn → Rn образуют группу (обозначим ее

Diff), которую можно рассматривать как бесконечномерный аналог группы

Ли [155]. Для каждой гладкой функции V : Rn → R множество функций, эк-

вивалентных ей, является орбитой функции V относительно действия группы

Diff :

Orb(V ) = {V ◦ ϕ}ϕ∈Diff .

Известно, что в случае гладкого действия конечномерной группы Ли на гладком

конечномерном многообразии все орбиты являются гладкими подмногообрази-

ями [155], поэтому в каждой точке многообразия определено касательное к ор-

бите подпространство. Его коразмерность (определяемая как разность между

размерностью объемлющего пространства и размерностью касательного под-

пространства) называется коразмерностью орбиты. Коразмерность равна ми-

нимальному количеству «управляющих параметров» для точки в объемлющем

пространстве, необходимому для устойчивого (не устранимого малым шевеле-

нием) пересечения орбиты «управляемой точкой».

В классической механике коразмерность многообразия состояний механиче-

ской системы совпадает с количеством независимых связей, наложенных на нее

и выделяющих «реальное» многообразие ее состояний. Наложение независи-

мых связей уменьшает размерность многообразия состояний на число, равное

количеству связей.

Аналоги подобных понятий и конструкций имеются и в бесконечномерном

случае (в функциональных пространствах). К сожалению, мы не имеем здесь

возможности более точного описания соответствующей теории.

Заметим лишь, что подмножество Õ(V ) ⊂ R[[x]], состоящее из тейлоровских

разложений в нуле для функций из Vϕ(x) = V (ϕ(x)), также называется орби-

той, и оно обладает многими свойствами обычных (конечномерных) орбит. В

частности, для него определено касательное пространство, как множество TV

формальных степенных рядов вида

h(x) =
d v

d ε
(x+ εH(x))|ε=0 = (grad V (z),H(z))
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(здесь H — произвольный степенной ряд с векторными (в Rn) коэффициен-

тами). Коразмерность TV , определяемая как минимальная размерность под-

пространства в R[[x]], прямо дополняющего TV до R[[x]], называется большой

коразмерностью особенности V в нуле. Если к совокупности всех преобразова-

ний аргумента функции добавить преобразования сдвига значений функции, то

орбита расширится на одно измерение, а коразмерность (расширенной) орби-

ты уменьшится на единицу. Эта величина (коразмерность расширенной орби-

ты) называется малой коразмерностью особенности или просто коразмерностью

особенности V в нуле. Из описанных построений вытекает, что TV совпадает с

якобиевым идеалом в R[[x]], порожденным функцией V . Отсюда вытекает сов-

падение кратности с большой коразмерностью или, соответственно, с коразмер-

ностью, увеличенной на единицу.

Вопросы строения конечнократных особенностей функций и их морсовиза-

ций естественно включаются в более общую теорию деформаций особенностей.

Пусть функция V имеет в нуле конечнократную особенность. Под гладкой де-

формацией данной особенности подразумевается любое включение функции V

в гладкое λ-параметрическое семейство гладких функций U(x, λ), U(x, 0) =

V (x), определенных на некоторой окрестности нуля в Rn, λ ∈ Λ, Λ — неко-

торая окрестность нуля в Rl. Среди всевозможных гладких деформаций выде-

ляются так называемые версальные и миниверсальные деформации, играющие

важную роль в общей теории деформаций. Это связано с тем, что версальные

деформации содержат в себе все метаморфозы функции (перестройки поверх-

ностей уровня, распадения особых точек, различные бифуркационные эффекты

и т.д.), которые могут произойти при произвольном гладком деформировании

функции.

Определение 1.13 Гладкая деформация U(z, λ) функции V (x) называется

версальной в нулевой точке, если для любой другой деформации Ũ(x, ν) функ-

ции V (x), ν ∈ Rk, найдется такое отображение из Rn × Rk в Rn × Rl вида

(x, ν)→ (ϕ(x, ν), ψ(ν)), ϕ(x) = x, (1.3.10)
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определенное в некоторой сколь угодно малой окрестности нуля в Rn × Rk,

что для всех (x, ν) из этой окрестности выполнено равенство

Ũ(x, ν) = U(ϕ(x, ν), ψ(ν)).

Версальная деформация с минимальным числом параметров m называет-

ся миниверсальной. Оказывается, что минимальное число параметров равно

кратности µ деформируемой особенности [6]. Более того, гладкая деформация

U(z, λ) функции V (x) является версальной в нулевой точке тогда и только то-

гда, когда факторклассы функций ∂U
∂λj

(x, 0) (λj – координата λ, j = 1, 2, . . . ,m)

дают систему линейных образующих в локальном кольце особенности V в нуле

(рассматриваемом как линейное пространство) [6], [23].

Систему функций
{
∂U
∂λj

(x, 0), j = 1, 2, . . . , µ
}

иногда называют начальны-

ми скоростями деформации.

Гладкая деформация U(x, λ) миниверсальна в нулевой точке, если факторк-

лассы ее начальных скоростей деформации образуют базис в локальном кольце

особенности V в нуле. В частности, деформация

V (x) +

µ∑
j=1

λjωj(x), (1.3.11)

где {ωj(x)} — произвольный базис локального кольца особенности V в нуле,

является миниверсальной.

Формула (1.3.11) дает наиболее простой и наиболее распространенный спо-

соб построения версальных деформаций. Обычно в качестве базисных функций

{ωj(x)} выбирают мономы (мономиальный базис локального кольца).

Отметим еще одно важное для приложений утверждение [6]: если Ũ(x, ν)

и U(x, λ) — миниверсальные деформации, то отображение (1.3.10) является

(локальным) диффеоморфизмом.

Слово «версальный» является общей частью слов «трансверсальный» и

«универсальный» [6], выражающих формально другие понятия, но имеющих

прямое отношение к версальным деформациям. Первое из них означает, что
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отображение из Diff × Rµ в R[[x]], заданное соответствием

(ϕ, λ) 7−→ V̂ϕ(x) +

µ∑
k=1

λkωk(x), (1.3.12)

где V̂ϕ(x) — ряд Тейлора функции Vϕ(x) := V (ϕ(x)) в нуле, является субмерси-

ей в нуле (образ производной Гато совпадает с R[[x]]). Второе понятие означает,

что любая гладкая деформация Ũ(x, ν) функции V может быть получена из

версальной деформации (1.3.11) посредством замены параметра и замены ос-

новного аргумента (зависящей от параметра) (см. (1.3.10)).

Посредством миниверсальных деформаций вводятся различные бифуркаци-

онные диаграммы, важнейшими среди которых являются каустики, дискрими-

нантные множества и множества Максвелла. Как правило, функция V пред-

варительно приводится (посредством подходящей замены координат) к поли-

номиальной нормальной форме (нормализация не является обязательной про-

цедурой, но после ее осуществления многие вычисления проводятся проще). В

рамках алгебраического формализма теории особенностей накоплен определен-

ный опыт построения полиномов, выражающих своей алгебраической формой

типы (архетипы) особенностей гладких функций [6], [161].

Пусть λ принадлежит заданной области Λ ⊂ Rµ. Через U ⊂ Rn обозначим

«наблюдаемую» область (в ней и только в ней находятся изучаемые критиче-

ские точки).

Каустика Σ — это совокупность тех значений λ, при которых V (·, λ)

имеет в U вырожденную критическую точку.

Дискриминантное множество D — совокупность значений λ, при кото-

рых V (·, λ) имеет в U критическую точку на нулевой линии уровня.

Множество Максвелла ∆ — совокупность значений λ, при которых V (·, λ)

принимает равные значения на паре различных критических точек.

При изучении критических точек и их локальных морсовизаций можно со-

кратить на единицу количество параметров версальной деформации за счет

рассмотрения лишь мономиальных образующих (в локальном кольце особен-
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ности) положительной степени (моном нулевой степени отбрасывается). Допу-

стимость такой «экономии» связана, во-первых, с тем, что при дифференци-

ровании постоянные слагаемые функции исчезают и поэтому они не играют

никакой роли при определении критических точек и вычислении их кратно-

сти. Во-вторых, проистекающую при таком отбрасывании параметра потерю

информации в вопросах, связанных с метаморфозами поверхностей уровней,

можно компенсировать расширением группы диффеоморфных преобразований

аргумента функций посредством добавления преобразований постоянного сдви-

га значений функций [23].

Сокращенная на один параметр миниверсальная деформация называется

ограниченной миниверсальной деформацией. Число входящих в неё «управ-

ляющих» параметров совпадает с коразмерностью особенности.

При исследовании ключевых функций фредгольмовых функционалов важ-

ную роль играют условия локальной конечной определенности гладких функ-

ций в особых точках. Приведем наиболее часто употребляемое условие, найден-

ное Дж. Мазером (см. [6], [23]).

Предварительно напомним, что гладкая функция V называется сильно r-оп-

ределенной в точке a, если каждая функция U с тем же отрезком ряда Тейлора

(порядка r) в точке a, который имеется у V , сильно локально гладко эквива-

лентна функции V , то есть найдется такое гладкое отображение ϕ : (Rn, a) →

(Rn, a) с единичной матрицей Якоби в точке a, что в некоторой окрестности

этой точки a выполнено равенство V (ϕ(x)) = U(x).

Согласно Дж. Мазеру, функция V является сильно r-определенной в нуле,

если выполняется следующее условие Мазера:

Mr+1 ⊂M2 · J(V ). (1.3.13)

Здесь Mk — k-я степень максимального идеала M в R[[x]], а J(V ) — якобиев

идеал функции V в нуле. Это условие допускает естественное обобщение

U ⊂M2 · J(W ), (1.3.14)
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где U — произвольный конечнодефектный идеал (в кольце ростков гладких

функций). При условии (1.3.14) допускается «уничтожение» (диффеоморфной

заменой координат) «хвоста» тейлоровского разложения, включенного в U.

1.3.3 Некоторые типы особенностей

Строение конечнократных одномерных особенностей полностью описывается

следующим утверждением.

Утверждение 1.5 Функция V имеет в точке a µ-кратную одномерную

особенность тогда и только тогда, когда после некоторой локальной диффео-

морфной замены координат (в окрестности этой точки) функция приводит-

ся к виду

const− x2
1 − · · · − x2

r + x2
r+1 + · · ·+ x2

n−1 ± xµ+1
n .

Известно [6], [161], что:

единственной двукратной особенностью (единственной особенностью коразмер-

ности 1 ) является особенность функции

const− x2
1 − · · · − x2

r + x2
r+1 + · · ·+ x2

n−1 + x3
n

— особенность складки;

единственная особенность кратности 3 (коразмерности 2) — особенность сбор-

ки:

const− x2
1 − · · · − x2

r + x2
r+1 + · · ·+ x2

n−1 ± x4
n;

особенности кратности 4 (коразмерности 3) встречаются трех типов — ласточ-

кин хвост

const− x2
1 − · · · − x2

r + x2
r+1 + · · ·+ x2

n−1 + x5
n,

гиперболическая омбилика (эту особенность часто записывают в двух эквива-

лентных формах)

const− x2
1 − · · · − x2

r + x2
r+1 + · · ·+ x2

n−2 + x3
n−1 + x3

n
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или

const− x2
1 − · · · − x2

r + x2
r+1 + · · ·+ x2

n−2 + x3
n−1 + xn−1x

2
n

и эллиптическая омбилика

const− x2
1 − · · · − x2

r + x2
r+1 + · · ·+ x2

n−2 + x3
n−1 − xn−1x

2
n.

Появление особенностей более высокой кратности может быть связано не

только с наличием большого числа параметров, но и с возникновением и нару-

шением симметрии функции при изменении параметров.

Одномерные особенности xµ+1
n при µ ≥ 5 называются иногда высшими ла-

сточкиными хвостами [6].

При n = 2 графики и линии уровней функций в окрестностях особых точек

типа складки и сборки и их локальных морсовизаций показаны на рисунках

1.1, 1.2.

Рисунок 1.1

Рисунок 1.2
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Миниверсальными деформациями для рассмотренных нами особенностей яв-

ляются, соответственно, следующие семейства:

V1(x) + x3
n + λ1x+ λ0,

V1(x) + x4
n + λ2x

2
n + λ1xn + λ0,

V1(x) + x5
n + λ3x

3
n + λ2x

2
n + λ1xn + λ0,

V2(x) + x3
n−1 ± xn−1x

2
n + λ3x

2
n + λ2xn−1 + λ1xn + λ0,

где

V1(x) = const− x2
1 − · · · − x2

r + x2
r+1 + · · ·+ x2

n−1, (1.3.15)

V2(x) = const− x2
1 − · · · − x2

r + x2
r+1 + · · ·+ x2

n−2.

Если убрать в каждой формуле константу λ0, то получим ограниченные ми-

ниверсальные деформации.

Названия некоторых особенностей (ласточкин хвост, вигвам, бабочка, коше-

лек и т.п.) связаны с геометрической структурой каустик и дискриминантных

множеств, которые могут служить идентификаторами особенностей [6], [23],

[161] (при их классификации).

При изучении прогибов упругих систем появляются ключевые функции сле-

дующего вида (после нормализации):

x4 + 2 a x2 y2 + y4 + q1 x
2y + q2 xy

2 + δ1 x
2 + δ2 y

2 + 2 δ3 x y + ε1 x+ ε2 y,

qi, δj, εk — малые вещественные параметры, a > −1. Далее особенность x4 +

2 a x2 y2 + y4 будем называть двумерной сборкой.

Ниже на рисунках 1.3 – 1.4 приведены некоторые из графиков и линий уров-

ней возмущенной двумерной сборки.
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Рисунок 1.3

Рисунок 1.4
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а) для вcякого f ∈ F cуществует u ∈ U— решeние yравнения, б) решeние

опрeдeляется однoзначно, в) задача устoйчива на прoстранствах (F,U), то eсть

для любого ε > 0 мoжно yказать δ > 0, такое чтo из неравенства ρF (f1, f2) < δ,

слeдует ρU(u1, u2) < ε.

Oднако устойчивoсть задачи зависит от выбранных тoпoлогий в F и U и,

вooбще говоря, подходящим выбором топологий формально можно дoбиться

непрерывности оператора A−1, сущeствование которого oбеспечивают условия

а) и б). Так, в случае линейного взаимнооднозначного сooтветствия оператора

A и нoрмированных пространств U и F , устoйчивость будет иметь место, если

прoстранство F надeлить нoрмой ‖f‖F = ‖A−1f‖ = ‖u‖U , и тогда ‖A−1f‖ =

supf 6=0
‖A−1f‖
‖f‖ = 1 (см. [127], с.12).

В cвязи c этим вoзникает следующая прoблема выбoра тoпoлогий в U и F .

1. С oдной стoроны важнo, чтобы эти тoпoлогии не зависели от oператора

A. Например, в cлучае когда A = A(λ)— опeратор зависящий от некоторого

параметра λ, важно чтобы область опрeделения oбратного оператора A−1(λ)

(например резольвенты R(λ,A) = (λI − A)−1 была не зависящей от λ).

2. C другой стороны желательно иметь наиболее широкий класс начальных

данных F при которых решение задачи u ∈ U сохраняло хорошие свойства.

Таким oбразoм, устанoвление устoйчивoсти существеннo зависит oт выбoра

функциoнальных прoстранств, в кoтoрых ищется решение и в кoтoрых сooт-

ветствующие oбратные oператoры oграничены.

В связи с этим, в классе кoрректных пo Адамару задач важнoе местo зани-

мают задачи в кoтoрых U и F плoтнo влoжены в некoтoрoе банахoвo прoстран-

ствo E и схoдимoсть пoнимается в смысле ‖ · ‖E. Такие задачи мы называем

равнoмернo кoрректными.

К исследoванию кoрректнoй разрешимoсти начальнo–краевых задач для

уравнений в частных прoизвoдных, мoделирующих различные прoцессы в

естественных, технических и других науках, удoбнo исследoвать в рамках

начальных задач для эвoлюциoнных уравнений в банахoвых прoстранствах.
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Выяснилoсь, чтo исследoвание кoрректнoй разрешимoсти начальнo–краевых

задач для уравнений в частных прoизвoдных, мoделирующих различные прo-

цессы в естественных, технических и других науках (в частнoсти, в теoрии

теплoмассoперенoса, в экoнoмике, гидрoдинамике, радиoфизике и т.д.) удoбнo

прoвoдить в рамках задач для эвoлюциoнных уравнений в банахoвoм прoстран-

стве. И здесь важными инструментами исследoвания являются метoды теoрии

oднoпараметрических пoлугрупп и групп преoбразoваний.

В частнoсти метoды сильнo непрерывных пoлугрупп, кoсинус–функций, за-

лoженные в рабoтах Э. Хилле, Р. Филлипса, Т. Катo и др.

В пoследствии эта oбласть исследoваний привлекает внимание мнoгих ав-

тoрoв, как зарубежных, так и oтечественных, в числе кoтoрых важнoе ме-

стo занимают и вoрoнежские математики С.Г. Крейн, М.А. Краснoсельский,

П.Е. Сoбoлев и др. Этoй тематике пoсвящены также рабoты и других oтече-

ственных математикoв: С.И. Пискарева, Г.А. Свиридюка, В.Е. Федoрoва и др.

Оснoвoпoлагающие результаты пo кoрректнoй разрешимoсти начальнo–

краевых задач для эвoлюциoнных уравнений в банахoвoм прoстранстве, с

применением теoрии сильнo непрерывных oднoпараметрических пoлугрупп

привoдятся в мoнoграфиях М.А. Краснoсельскoгo [122] и С.Г. Крейна [125].

Прежде всегo этo oтнoсится к критериям равнoмернoй кoрректнoсти следу-

ющих задач для уравнений в банахoвoм прoстранстве E.

I. Задача Кoши для уравнений 1–гo и 2–гo пoрядкoв

a)
du(t)

dt
= A1u(t), u(0) = u0, t > 0, (3.1.11)

б)
d2v(t)

dt2
= A2v(t), v(0) = v0, v′(0) = v1. (3.1.12)

II. Краевые задачи для уравнений 2–гo пoрядка

d2ω(t)

dt2
= A3ω(t), t ∈ [0, T ], (3.1.13)

α11u0 + α12u
′
0 + β11uT + β12u

′
T = f1,

α21u0 + α22u
′
0 + β21uT + β22u

′
T = f2,

(3.1.14)
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где αij, βij (i, j = 1, 2)— кoмплексные числа, f1, f2 ∈ E, u0 = u(0), u′0 = u′(0),

uT = u(T ), u′T = u′(T ).

Классические критерии кoрректнoсти этих задач фoрмулируются в терми-

нах пoнятий сильнo непрерывных oднoпараметрических пoлугрупп линейных

преoбразoваний U(t), t > 0, пoлугрупп класса C0 и сильнo непрерывных oпе-

ратoрных кoсинус–функций (КОФ).

Определение 3.19 Семействo U(t) = {U(t) : 0 ≤ t < ∞} линейных oпе-

ратoрoв из E в E называется C0– пoлугруппoй если

1) U(t+ s)f = U(t)U(s)f, для всех f ∈ E, t, s ≥ 0;

2) U(0)f = f, для всех f ∈ E;

3) lim
t→0+
‖U(t)f − f‖E = 0, при всех f ∈ E.

Для всякoй сильнo непрерывнoй пoлугруппы U(t) существуют такие ω ∈

R = (−∞,∞) и M > 0, чтo выпoлняется oценка

‖U(t)‖ ≤Meωt, (t ≥ 0).

Для пoлугруппы класса C0 oпределен генератoр (или инфинитизимальный

прoизвoдящий oператoр) A равенствoм

Af = lim
t→0+

U(t)f − f
t

=
d

dt
U(t)f

∣∣∣∣
t=0

(3.1.15)

с oбластью oпределения D(A) на тех элементах f для кoтoрых этoт предел

существует.

Теорема 3.1 (теoрема кoрректнoсти). Начальная задача (3.1.11) кoр-

ректна тoгда и тoлькo тoгда, кoгда A является генератoрoм C0–пoлугруппы

U(t, A). В этoм случае единственным решением задачи (3.1.11) является

u(t) = U(t, A)u0 для u0 ∈ D(A).

Критерий кoрректнoсти для задачи (3.1.4) связан с пoнятием сильнo непре-

рывнoй кoсинус–функции (КОФ) (см. [39], c. 175).
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Оператoрные кoсинус–функции нахoдятся в такoм же oтнoшении к задаче

Кoши (3.1.12) как C0–пoлугруппы к задаче Кoши (3.1.11).

Определение 3.20 Сильнo непрерывнoй oператoрнoй кoсинус–функцией

называется семействo oператoрoв C(t), t ∈ R сo значениями в E, удoвле-

твoряющими услoвиям:

1. C(t+ s) + C(t− s) = 2C(t)C(s) для всех t, s ∈ R;

2. C(0)=I;

3. lim
t→0
‖C(t)f−f

2t ‖ = 0 для каждoгo f ∈ E.

Генератoрoм A oператoрнoй КОФ называется A = C ′′(0), D(A) = {f ∈

E : C(t)f ∈ C2(R, E)}.

Задача Кoши (3.1.12) называется равнoмернo кoрректнoй, если для

пoследoвательнoсти решений выпoлняется услoвие lim
n→∞

un(t) = 0 при

lim
n→∞

un(0) = 0 равнoмернo пo t в oграниченнoм пoдмнoжестве R+ или

R.

Теорема 3.2 Задача Кoши (3.1.12) равнoмернo кoрректна тoгда и тoлькo

тoгда, кoгда oператoр A является генератoрoм сильнo непрерывнoй КОФ.

Замечание 3.3 Пусть B пoрoждает C0– группу T . Тoгда B2 пoрoждает

oператoрную кoсинус–функцию Ca. Справедлива фoрмула Д’Аламбера

C0(t) =
1

2
[T (t) + T (−t)].

3.1.5 Приложение полугрупп к нелинейным уравнениям

Рассмотрим нелинейную задачу

dv

dt
+ Av = f(t, v) (0 < t ≤ t0), (3.1.16)

v(0) = v0. (3.1.17)

Здесь f(t, v) при каждом t ∈ [0, t0] – действующий в E нелинейный оператор.
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Функция v(t) называется решением задачи (3.1.16–3.1.17), если функция

f [t, v(t)] непрерывна на [0, t0] и если функция v(t) есть решение линейной за-

дачи
dv

dt
+ Av = f(t) (0 < t ≤ t0), (3.1.18)

при условии (3.1.17).

Если оператор A порождает сильно непрерывную полугруппу T (t), то из

леммы вытекает, что любое решение v(t) задачи (3.1.16)–(3.1.17) удовлетворяет

интегральному уравнению

v(t) = T (t)v0 +

∫ t

0

T (t− s)f [s, v(s)]ds (3.1.19)

Поэтому решение v(t) интегрального уравнения (3.1.16), обладает тем свой-

ством, что функция f [t, v(t)] непрерывна на [0, t0], естественно называется обоб-

щенным решением задачи (3.1.16)–(3.1.17). Справедливо утверждение 3.5 [122].

Утверждение 3.5 Пусть T (t) сильно непрерывная полугруппа. Пусть

при любом v ∈ E функция f(t, v) непрерывна по t на [0, t0] и пусть

‖f(t, v1)− f(t, v2)‖ ≤ c(R)‖v1 − v2‖ (‖v1‖, ‖v2‖ ≤ R). (3.1.20)

Тогда существует единственное непрерывное решение v(t) уравнения (3.1.16),

определенное на некотором отрезке [0, t∗] ⊂ [0, t0]. Функция v(t) будет един-

ственным обобщенным решением задачи (3.1.16)–(3.1.17) на этом отрезке.

3.1.6 Выбор функциональных пространств

Рассмотрим задачу Коши для простейшего дифференциального уравнения

u′(x) = f(x), (3.1.21)

(x ∈ [0, T ), f(x) ∈ C[0, T )) ‖f‖C = sup
x≥0
|f(x)| u(0) = 0. (3.1.22)

Требуется найти функцию u(x) ∈ C(1)[0, T ), удовлетворяющую (3.1.21)–

(3.1.22). В этом случае F = C[0, T ), U = C(1)[0, T ), ‖u‖C(1) = ‖u′‖C + ‖u‖C.
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Очевидно, что решение этой задачи единственное и имеет вид

u(x) =

∫ x

0

f(s)ds, (3.1.23)

и если 0 < T <∞, то из (3.1.21) и (3.1.23) следует

‖u‖U = ‖u′‖C + ‖u‖C ≤ (1 + T )‖f‖C = (1 + T )‖f‖F .

Таким образом, задача (3.1.21)–(3.1.22) корректна в пространствах (C,C(1)),

если T <∞.

Однако, при T =∞ это не так. Поэтому возникает вопрос о пространствах,

в которых задача (3.1.21)–(3.1.22) корректна. В связи с этим рассмотрим, на-

пример, задачи (3.1.21)–(3.1.22) в весовых пространствах Cρ[0,∞) с нормой

‖f‖ρ = sup
x≥0

e−αx|f(x)|dx, (α > 0).

Из оценки

|u(x)| ≤
∫ x

0

eαxe−αx|f(x)|dx ≤ ‖f‖ρ ·
eαx

α

очевидно следует неравенство ‖u‖ρ ≤ ‖f‖ρ
α . То есть, в пространстве Cρ[0,∞) задачи

(3.1.21)–(3.1.22) равномерно корректны.

Разумеется, что к аналогичной проблеме выбора пространств мы приходим и

в общем случае при исследовании корректной разрешимости начально-краевых

задач как для обыкновенных, так и уравнений с частными производными, даже

когда выписывается явный вид их точных решений.

Например, в случае уравнений с дробными производными это приводит к

задаче выбора функциональных пространств, инвариантных относительно опе-

рации дробного интегро-дифференцирования Римана–Лиувиля, когда, как за-

мечено в [167] классические Lp (p ≥ 1) и C-пространства со степенными весами

таким свойством не обладают. В тоже время, как показывает выше приведен-

ный пример, такие веса существуют.

В связи с этим, здесь решена проблема описания всех Lp–весовых про-

странств инвариантных относительно операции интегро-дифференцирования

Римана–Лиувиля.
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3.1.7 Итерационные пространства локально интегрируемых функ-

ций

Пространства L(2)
p (a)

Для α ∈ (0, 1) на интервале (0, a) ⊂ R, a > 0, рассматривается множество

L
(2)
1 (a) локально интегрируемых, вообще говоря, комплекснозначных функций

f(x), удовлетворяющих условию
αa∫
0

(1−α)a∫
0

|f(x1 + x2)|dx1dx2 <∞. (3.1.24)

Нетрудно видеть, что множество L(2)
1 (a) является линейным и нормирован-

ным пространством, если в нём ввести норму

‖f‖
L
(2)
1,α(a)

=

αa∫
0

(1−α)a∫
0

|f(x1 + x2)|dx1dx2. (3.1.25)

Сравнивая пространство L
(2)
1 (a) с классическим пространством L1(a), где

‖f‖L1(a) =
a∫
0

|f(x)|dx, легко заметить справедливость вложения L1(a) ⊂ L
(2)
1 (a).

Действительно, если f ∈ L1(a), то

‖f‖
L
(2)
1,α(a)

=

αa∫
0

(1−α)a∫
0

|f(x1 + x2)|dx1dx2 =

αa∫
0

x2+(1−α)a∫
x2

|f(s)|dsdx2 ≤

≤
αa∫
0

a∫
0

|f(s)dsdx2 = αa‖f‖L1(a).

Отсюда

‖f‖
L
(2)
1,α(a)

≤ αa‖f‖L1(a). (3.1.26)

В тоже время, пример функции f(x) = 1
x показывает, что пространства

L
(2)
1 (a) шире пространств L1(a).

Помимо класса L(2)
1 (a), с помощью норм

‖f‖
L
(2)
p (a)

=

 αa∫
0

(1−α)a∫
0

|f(x1 + x2)|pdx1dx2


1
p

, (1 ≤ p <∞), (3.1.27)
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вводятся пространства L(2)
p,α(a).

Для этих пространств также справедливо вложение Lp(a) ⊂ L
(2)
p (a) по пара-

метру p, так как при p < r справедливо неравенство

‖f‖
L
(2)
p,α(a)

≤ (αa)
2(r−p)
rp ‖f‖Lr(a) (3.1.28)

и следовательно Lr,α(a) ⊂ L
(2)
p,α(a).

Справедлива следующая

Лемма 3.1 Вложения L1(a) ⊂ L
(2)
1,α(a) всюду плотно.

Доказательство. Пусть f ∈ L(2)
1,2(a). При произвольно малых ε > 0 рассмот-

рим семейство функций

fε(x) =

 0, если x ∈ (0, ε) ∪ (a− ε);

f(x), если x ∈ [ε, a− ε].

Так как fε(x) локально интегрируема на (0, a), то f(ε) ∈ L1(a). Далее имеем

‖f − fε‖L(2)
1,α

=
αa∫
0

x2+(1−α)a∫
x2

|f(s)− fε(s)|dsdx2 =

ε∫
0

x2+(1−α)a∫
x2

|f(s)− fε(s)|dsdx2+

+
αa∫
ε

x2+(1−α)a∫
x2

|f(s)− fε(s)|dsdx2 = I1(ε) + I2(ε).

(3.1.29)

Оценивая поведение интеграла I1(ε) при ε→ 0, имеем

I1(ε) =
ε∫

0

x2+(1−α)a∫
x2

|f(s)− fε(s)|dsdx2 =

ε∫
0

ε∫
x2

|f(s)− fε(s)|dsdx2 +
ε∫

0

x2+(1−α)a∫
ε

|f(s)− fε(s)|dsdx2 =

ε∫
0

ε∫
x2

|f(s)|dsdx2 ≤
ε∫

0

x2+(1−α)a∫
x2

|f(s)|dsdx2.

(3.1.30)

Далее, в силу того, что

‖f‖
L
(2)
1,α

= lim
ε→0

αa∫
0

x2+(1−α)a∫
x2

|f(s)| ds dx2 <∞
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заключаем, что правая часть в неравенстве (3.1.30) стремится к нулю при ε→

0. Это даёт соотношение lim
ε→0

I1(ε) = 0. Соотношение I2(ε) → 0 при ε → 0

доказывается аналогично.

Отсюда и из (3.1.30) получаем доказательство леммы для p = 1. Случай

p > 1 очевиден.

Лемма 3.2 Для f ∈ Lp(a) нормы (3.1.27) при различных α ∈ (0, 1) эквива-

лентны.

Доказательство. Для f ∈ L1(a) рассмотрим функцию

Φ(α) =

αa∫
0

x2+(1−α)a∫
x2

|f(x1 + x2)| dx1 dx2.

Эта функция обладает следующими свойствами: Φ(α) ≥ 0, Φ(0) = 0,

Φ(1) = 0, Φ(α) = Φ(1 − α). Кроме того, непосредственной проверкой можно

убедиться, что Φ′′(α) < 0, Φ′(1
2) = 0. Отсюда следует её выпуклость вверх и

достижение в точке α = 1
2 единственного максимума.

Таким образом, справедливо неравенство

‖f‖
L
(2)
1,α(a)

≤ ‖f‖
L
(2)

1, 12
(a)
. (3.1.31)

Из свойства выпуклости вытекает оценка в другую сторону при0 < α ≤ 1
2 .

Φ

(
1

2

)
≤ 1

2α
Φ(α). (3.1.32)

Аналогично для α > 1
2 имеем неравенство

Φ

(
1

2

)
≤ 1

2(1− α)
Φ(1− α) =

1

2(1− α)
Φ(α). (3.1.33)

Таким образом, из (3.1.32) и (3.1.33) для α ∈ (0, 1) получаем оценку

Φ

(
1

2

)
≤ 1

2
min

(
1

α
,

1

1− α

)
Φ(α), (3.1.34)

которая в терминах норм L
(2)

1, 12
(a) и L(2)

1,α(a) имеет вид

‖f‖
L
(2)

1, 12
(a)
≤ 1

2
min

(
1

α
,

1

1− α

)
‖f‖

L
(2)
1,α(a)

. (3.1.35)
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Из (3.1.31) и (3.1.35) следует двустороннее неравенство

‖f‖
L
(2)
1,α(a)

≤ ‖f‖
L
(2)

1, 12
(a)
≤ 1

2
min

(
1

α
,

1

1− α

)
‖f‖

L
(2)
1,α(a)

, (3.1.36)

доказывающее лемму при p = 1. Доказательство общего случая 1 < p < ∞

очевидно.

В силу леммы 3.2 и плотности вложения Lp(a) ⊂ L
(2)
p,α(a) заключаем, что все

нормы (3.1.27) эквивалентны при различных α ∈ (0, 1) и характеризуют те же

классы, что и пространства L(2)

p, 12
(a), которые в дальнейшем будем использовать

и обозначать L(2)
p (a).

Ниже показано, что пространства L(2)
p (a) — банаховы.

Пространства L(k)
p (a)

Обобщая подход, примененный в предыдущем разделе, вводятся классы

L
(k)
p (a) (k = 1, 2, ...) локально интегрируемых на (0, a) функций, удовлетворя-

ющих условию

Φ(α1, . . . αk, f) =

αka∫
0

. . .

α1a∫
0

|f(x1 + . . .+ xk)|pdx1 . . . dxk <∞,

при некоторых αi ≥ 0 и таких, что
k∑
i=1

αi = 1.

Аналогично случаю k = 2 доказывается вложение Lp(a) ⊂ L
(k)
p (a), следую-

щее из оценки
αka∫
0

. . .
α1a∫
0

|f(x1 + . . .+ xk)|pdx1 . . . dxk =

=
αka∫
0

. . .
α1a+x2+...+xk∫
x2+...+xk

|f(s)|pdsdx2 . . . dxk ≤

αka∫
0

. . .
(α1+...+αk)a∫

0

|f(s)|pdsdx2 . . . dxk =
k−1∏
i

αia
k−1‖f‖pLp(a).

Отсюда следует, что если в классе L(k)
p (a) ввести норму равенством

‖f‖p
L
(k)
p (a)

= Φ(α1, . . . , αk, f), (3.1.37)
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то получим оценку

‖f‖
L
(k)
p (a)
≤

(
αk

k∏
i=1

ai

) 1
p

‖f‖Lp(a). (3.1.38)

Или, учитывая, что при перестановке параметров αi значение функционала

Φ в (3.1.37) не меняется, можно написать и уточненное неравенство

‖f‖
L
(k)
p (a)
≤ Ck‖f‖Lp(a), (3.1.39)

где

Ck = min
αk

(
αk

k∏
i=1

ai

) 1
p

. (3.1.40)

Кроме того, в силу неотрицательности функции Φ, её обращение в ноль при

любом αi = 0 и равноправности всех параметров αi (i = 1, . . . , k) как и в слу-

чае k = 2 заключаем, что функция Φ(α1, . . . , αk, f) имеет единственную точку

максимума αi = a
k , i = 1, . . . , k. То есть при любом f ∈ Lp(a) справедлива

оценка

Φ(α1, . . . , αk, f) ≤ Φ(
a

k
, . . . ,

a

k
, f). (3.1.41)

Используя схему исследования, приведённую при k = 2, доказывается, что

все нормы (3.1.29) эквивалентны при различных α ∈ (0, 1) и характеризуют

классы функций, соответствующие αi = 1
k (i = 1, . . . , k)

В связи с этим, в дальнейшем будем изучать классы функций L(k)
p (a) с нор-

мами

‖f‖p
L
(k)
p (a)

=

 a/k∫
0

. . .

a/k∫
0

|f(x1 + . . .+ xk)|pdx1 . . . dxk


1
p

. (3.1.42)

Лемма 3.3 Справедливо вложение L(k)
p (a) ⊂ L

(k+1)
p (a).
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Доказательство. При p = 1 имеем

a/(k+1)∫
0

. . .
a/(k+1)∫

0

a/(k+1)∫
0

|f(x1 + . . .+ xk+1)|dx1 . . . dxk+1 =

=
a/(k+1)∫

0

. . .
a/(k+1)∫

0

x2+a/(k+1)∫
x2

|f(s+ x3 + . . .+ xk+1)|dsdx2 . . . dxk+1 ≤

≤
a/(k+1)∫

0

. . .
a/(k+1)∫

0

2a/(k+1)∫
0

|f(s+ x3 + . . .+ xk+1)|dsdx2 . . . dxk+1 =

= a
k+1Φ(β1, β2, . . . , βk−1, βk, f),

где βk = 2a
k+1 , βi = a

k+1 , i = 1, . . . , k − 1,
k∑
i=1

βi = 1.

Отсюда, в силу неравенства (3.1.41), получаем оценку

‖f‖p
L
(k+1)
1 (a)

≤ a

k + 1
‖f‖p

L
(k)
1 (a)

,

которая доказывает лемму при p = 1.

Случай p > 1 очевиден.

Замечание 3.4 Пример функции f(x) = x
k
p показывает, что простран-

ства L(k+1)
p (a) шире L(k)

p (a).

Замечание 3.5 Как и в случае k = 2, доказывается плотность вложения

L
(k)
p ⊂ L

(k+1)
p .

Лемма 3.4 Пространства L(k)
1 (a) - банаховы.

Для доказательства воспользуемся частным случаем утверждений, приве-

дённых в [190].

Пусть Ω область в Rn и Lp(Ω, E) - класс векторнозначных функций, опре-

деленных на Ω со значениями в некотором банаховом пространстве E, тогда,

если
∫
Ω

‖f(ξ)‖E dξ < ∞ (1 ≤ p < ∞), то эти классы являются банаховыми

пространствами с нормой

‖f(·)‖Lp(Ω,E) =

∫
Ω

‖f(ξ)‖pdξ

 1
p

.
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Пользуясь этим утверждением, полагая в качестве области Ω куб Ka
k

: 0 <

xi <
a
k , i = 2, . . . , k, а в качестве E - банахово пространство Lp(0, a) и, записав

‖f(·)‖
L
(k)
p (a)

=

∫
K a
k−1




a
k∫

0

|f(x1 +
k∑
i=2

xi)|pdx1


1
p


p

dx2 . . . dxk,

в силу утверждения Хилле–Филлипса, получаем доказательство леммы.

Таким образом, классы L
(k)
p (a) являются банаховыми пространствами функ-

ций, расширяющимися при возрастании параметра k.

Кроме того, из утверждения Р.Филлипса ([190], с.103) следует, что для 1 <

p <∞ сопряженным пространством по отношению к L(k)
p (a) является простран-

ство L(k)
p′ (a), где 1

p + 1
p′ = 1.

В случае p = 2 мы имеем гильбертово пространство L(k)
2 (a) со скалярным

произведением

(u, v) =

a
k∫

o

. . .

a
k∫

o

u

(
k∑
i=1

xi

)
v

(
k∑
i=1

xi

)
dx1 . . . dxk.

Заметим также, что изложенная схема исследования очевидным образом пе-

реносится и на классы векторнозначных функций f(x), x ∈ (0, a) со значения-

ми в некотором банаховом пространстве.

Лемма 3.5 Если
∞∫
0

snf(s)ds <∞, то справедливо равенство

∞∫
0

. . .

∞∫
0

f(x1 + . . .+ xn)dx1 . . . dxn =
1

n!

∫ ∞
0

snf(s)ds (3.1.43)

Доказательство проводится по индукции

При n = 2, меняя порядок интегрирования, получаем
∞∫

0

∞∫
0

f(x1 + x2) dx1 dx2 =

∞∫
0

∞∫
x1

f(s) ds dx1 =

∞∫
0

f(s)

s∫
0

dx1ds =

∞∫
0

sf(s)ds.
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Далее, если (3.1.43) верно при n = k, то для n = k + 1 имеем
∞∫
0

. . .
∞∫
0

f(x1 + x2 + . . .+ xk+1) dx1 . . . dxk+1 =

=
∞∫
0

. . .
∞∫
0

f((x1 + . . .+ xk) + xk+1) dx1 . . . dxk dxk+1 =

=
∞∫
0

∞∫
0

skf(s+ xk+1)ds dxk+1 =
∞∫
0

f(τ)
xk∫
0

(τ − xk)kdxkdτ =

= 1
k!

∞∫
0

∞∫
xk+1

(τ − xk+1)
kf(τ)dxk+1 = 1

k!

∞∫
0

f(τ)
τ∫
0

(τ − xk+1)
kdxk+1dτ =

= 1
(k+1)!

∞∫
0

τ k+1f(τ)dτ.

(3.1.44)

Пространства Lp(∞)

Как показывают выше приведённые примеры, пространства Lp(a) содержат

функции, заданные на (0, a) и суммируемые с полиномиальными весами. От-

метим, что этот факт более определенно следует из равенства Литлвуда

In =

∫
x1+...+xn≤a, xi≥0

. . .

∫
ϕ(

n∑
i=1

xi)dx1 . . . dxn =
1

(n− 1)!

a∫
0

sn−1ϕ(s) ds (3.1.45)

и очевидного неравенства
a
n∫

0

. . .

a
n∫

0

ϕ(
n∑
i=1

xi)dx1 . . . dxn ≤ In (3.1.46)

Более того, распространение итерационного подхода на случай полуоси

[0,∞) с помощью соотношения

‖f‖Lp(∞) =

∞∫
0

. . .

∞∫
0

|f(x1 + . . .+ xn)|p dx1 . . . dxn (3.1.47)

в силу легко проверяемого методом математической индукции равенства
∞∫

0

. . .

∞∫
0

ϕ(x1 + . . . xn)dx1 . . . dxn =
1

(n+ 1)!

∞∫
0

sn−1ϕ(s)ds (3.1.48)

приводит к классическим пространствам функций интегрируемыми со степен-

ными весами, и которые, как уже указывалось выше, не являются инварианта-

ми относительно операции дробного интегрирования Римана–Лиувилля.
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Примеры

Среди разнообразных (ρ, h)–полугрупп отметим следующие:

Все полугруппы со сложением (3.2.50) являются h–симметричными с точкой

Коши t0 = 0 и производящими уравнениями:

1) ∂u
∂t = ∂u

∂x , h(x) = x, x ≥ 0, t ≥ 0;

2) t∂u∂t = x∂u∂x , h(x) = ln x, x > 0, t ≥ 0;

3) (1− t2)∂u∂t = (1− x2)∂u∂x , h(x) = 1
2 ln 1+x

1−x , 0 ≤ x < 1 0 ≤ t < 1;

4) (1 + t2)∂u∂t = (1 + x2)∂u∂x , h(x) = x+
√

1 + x2, x ≥ 0, t ≥ 0;

5) Среди несимметричных (ρ, h)–полугрупп отметим Uρ,hϕ(x) = ϕ[xeρ(t)],

h(x) = ln x, с уравнением 1
ρ′(t)

∂u
∂t = x∂u∂x .

3.2.3 Нелинейная арифметика и полугруппы В.П. Маслова

Интересные классы полугрупп связаны с исследованиями академика В.П.

Маслова по идемпотентному анализу [141], [143] со сложениями t ⊕δ x =

−δ ln(e−
t
δ + e−

x
δ ), которые порождают симметричные полугруппы вида:

Mδ(t)ϕ(x) = ϕ[−δ ln(e−
t
δ + e−

x
δ )] = ϕ(t⊕δ x), (t ≥ 0, x ≥ 0) (3.2.60)

Будем рассматривать классы M+
δ (t) при δ > 0 и M−

δ (t), δ < 0. Нетрудно

видеть, что полугруппыM+
δ (t) имеют точку Коши t0 =∞, а полугруппыM−

δ (t)

такой точки не имеют.

В то же время, несимметричные полугруппы Mδ,c(t)ϕ = ϕ[−δ ln(e−
x
δ + e−

t
δ −

c)], порожденные уравнением (3.2.60), всегда имеют точку Коши t0 = −δ ln c.

Наконец, следующие интересные примеры дают нам предельные сложения

Маслова

t⊕ x = lim
δ→0

(t⊕δ x) =

 min(t, x), δ > 0;

max(t, x), δ < 0,
(3.2.61)

которым соответствуют полугруппы

M+
0 (t)ϕ(x) = ϕ(min(x, t)), M−

0 (t)ϕ(x) = ϕ(max(x, t)) (3.2.62)
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с производящими уравнениями

χ(t− x)
∂u

∂t
= χ(x− t)∂u

∂x
, (3.2.63)

в случае M+
0 ,

χ(x− t)∂u
∂t

= χ(t− x)
∂u

∂x
, (3.2.64)

в случае M−
0 .

Здесь χ— функция Хевисайда.

Отсюда следует, что для уравнений (3.2.63) и (3.2.64) задача с условием

u(t0, x) = ϕ(t) имеет единственное решение.

3.2.4 Функция нелинейного осреднения В.П. Маслова и математи-

ческие модели в экономике

Создавая «квантовую экономику», академик В.П. Маслов [143], ввел допол-

нительную аксиому в систему аксиом Колмогорова в теории нелинейного осред-

нения, и получил среднее, которое в случае двух величин a и b, имеет вид

Mβ(a, b) =
1

χβ
ln

(eχβa + eχβb)

2
, (3.2.65)

где χ = ±1, β > 0.

С помощью среднего (3.2.65) В.П. Масловым построена «нелинейная ариф-

метика» со сложением a⊕ b = ln(ea + eb) и умножением a⊗ b = a+ b, исполь-

зуемая в его исследованиях, как в финансовой математике, так и в квантовой

физике [141], [143], [144], [145].

Основной особенностью среднего Mβ(a, b) является его «наибольшая бли-

зость» к линейному, в том смысле, что оно удовлетворяет аксиоме В.П. Масло-

ва

Mβ(a+ α, b+ α) = Mβ(a, b) + α. (3.2.66)

Это обеспечивает однозначный выбор функции ϕ в семействе колмогоровских

средних

Q(a, b) = ϕ−1

(
ϕ(a) + ϕ(b)

2

)
, (3.2.67)
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где ϕ(s)— непрерывная, строго монотонная функция, ϕ−1— обратная к ней.

Функции же вида (3.2.67), как известно [27], [61], [74], [131], являются основ-

ным инструментом в исследованиях микро- и макроэкономики. Так, в случае

степенной функции ϕ(a) = aδ, ϕ(b) = bδ семейство (3.2.67) относится к классу,

так называемых CES–функций [27], [61], [74], [131] с постоянной эластичностью

замещения σ = 1
1+δ , имеющих вид

Fδ(K,L) = A(γ1K
−δ + γ2L

−δ)−
1
δ , (3.2.68)

где γ1 + γ2 = 1, K— фонды, L— трудовые ресурсы, γ1— фондоемкость продук-

ции, γ2— трудоемкость продукции.

В [131], В.В. Леонтьев констатирует предпочтение функции CES перед клас-

сической функцией Кобба-Дугласа, в силу большей гибкости первой, частными

случаями которой являются наиболее используемые типы функций: производ-

ственная функция Леонтьева

F∞(K,L) = min

(
K

γ1
,
L

γ2

)
, β =∞.

Функция Кобба-Дугласа

F0(K,L) = AKγ1Lγ2, β = 0.

Линейная функция

F1(K,L) = γ1K + γ2L+ c, β = −1.

В нашей заметке исследуются свойства функции осреднения Маслова, с точ-

ки зрения ее применения к экономическим задачам как производственной функ-

ции, которая не включена в семейство CES функций.

3.2.5 Обобщенная функция нелинейного осреднения Маслова

Пусть x = (x1, . . . , xn) и xi > 0, n = 1, 2, . . .. Рассмотрим функцию

Mβ =
1

χβ
ln

(
n∑
i=1

cie
χβxi

)
, (3.2.69)
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где χ = ±1, β > 0, ci > 0,
n∑
i=1

ci = 1.

Нетрудно видеть, что функция Mβ удовлетворяет аксиоме аддитивности

Маслова

Mβ(x1 + c, x2 + c, . . . , xn + c) = c+Mβ(x1, . . . , xn), (3.2.70)

но может не удовлетворять аксиоме симметрии, с точки зрения инвариантности

при перестановке переменных xi. Кроме того, очевидны следующие свойства:

1. Mβ(θ) = 0, Mβ(x) ≥ 0; (3.2.71)

2.
∂Mβ(x)

∂xi
=

cie
χβxi

n∑
i=1

cieχβxi
> 0; (3.2.72)

3.
∂2Mβ(x)

∂x2
i

=
χβcie

χβ(xi −
∑

j=1,j 6=i
cie

χβxj )(
n∑
i=1

cieχβxi
)2 . (3.2.73)

Из (3.2.73) следует, что при χ = 1 функция Mβ выпукла вниз, а при χ = −1

выпукла вверх.

Следующее свойство, которое назовем квазиоднородностью функцииMβ, ха-

рактеризуется утверждением:

а) при χ = 1 справедливы неравенства

Mβ(qx) ≤ qMβ(x), если 0 ≤ q ≤ 1,

Mβ(qx) ≥ qMβ(x), если q > 1,
(3.2.74)

б) при χ = −1 неравенства (3.2.74) меняются на противоположные.

Действительно. Пусть q ∈ (0, 1), тогда в случае а) в силу монотонности

логарифмической функции и выпуклости вверх функции ϕ(a) = aq, имеем

Mβ(qx) =
1

β
ln

(
n∑
i=1

cie
βqxi

)
≤ 1

β
ln

(
n∑
i=1

cie
βxi

)q

= qMβ(x).

Случай q > 1 доказывается аналогично, с учетом выпуклости функции

ϕ(a) = aq вниз.
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Случай χ = −1 доказывается по той же схеме.

Как отмечено, свойство аддитивности (3.2.70) наиболее близко приближает

функции Mβ(x) к линейной. Следующее её свойство так же подтверждает этот

факт.

Лемма 3.8 Для функции Mβ(x) справедливы следующие оценки

n∑
i=1

cixi ≤Mβ(x) ≤
n∑
i=1

xi. (3.2.75)

Доказательство. Левое неравенство в (3.2.75) следует из неравенства, свя-

зывающее среднее арифметическое и обобщенное среднее геометрическое ([13],

c.26).
n∏
i=1

ycii ≤
n∑
i=1

ciyi (3.2.76)

Применяя (3.2.76) к yi = eβxi > 1 и пользуясь монотонностью логарифмиче-

ской функции, имеем

Mβ(x)−
n∑
i=1

cixi =
1

β
ln


n∑
i=1

cie
βxi

n∏
i=1

eβcixi

 =
1

β
ln

n∑
i=1

ciyi

n∏
i=1

ycii

≥ 0

Нетрудно видеть, что смена знака у β этого неравенства не меняет.

Для доказательства правого неравенства в (3.2.75) оценим разность

Mβ(x)−
n∑
i=1

xi = 1
β ln

n∑
i=1

cie
βxi

n∏
i=1

eβxi
= ln

 n∑
i=1

ciyi

n∏
i=1

yi

 1
β

=

= ln

 n∑
i=1

ci
yi
n∏
i=1

yi

 1
β

< ln

(
n∑
i=1

ci

) 1
β

= 0.

Что даёт правое неравенство в (3.2.75)

Лемма доказана.
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3.2.6 Производственная функция Маслова

Свойства (3.2.71)–(3.2.73) осредняющей функции Mβ позволяют применить

её в качестве макроэкономической многофакторной производственной функ-

ции, положив

Fβ(x1, . . . , xn) = AMβ(x1, . . . , xn), (3.2.77)

где A > 0, xi – производственные факторы.

Но, с точки зрения выполнения классических условий функция Fβ(x) под-

ходит лишь при β < 0, что соответствует отрицательности вторых производ-

ных по xi. В классическом случае положительность вторых производных не

рассматривается по причине исследования экономических процессов, развива-

ющихся не быстрее линейных. Линейным же процессам (предельный случай)

соответствует линейная производственная функция F (x) =
n∑
i=1

aixi.

В случае же функции Маслова, учитывая её близость к линейной при любом

знаке параметра β, можно показать, что и при β > 0 (χ = 1) Fβ(x) является

производственной функцией. Эти функции будем называть производственными

функциями Маслова (ПФМ).

Таким образом, уникальность ПФМ заключается в том, что они могут

быть и строго выпуклыми, и строго вогнутыми с «почти линейными» пове-

дением.

Ещё одна интересная особенность ПФМ заключается в её чувствительности

изменению факторов через такую важную характеристику, как эластичность

замещения σ. Так в случае n = 2 (x1 = K, x2 = L) σ определяется равенством

σ = d(ln
K

L
)/d(ln

F ′K
F ′L

) (3.2.78)

В силу однородности функции CES F (qK, qL) = qF (K,L) для неё σ = 1
1+δ ,

то есть σ не зависит от K и L.

В то время как в случае ПФМ

σ =
LeχβK −KeχβL

χβLK(eχβK − eχβL)
. (3.2.79)
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Из (3.2.78) и (3.2.79), в частности следует, что при δ = −1 функция CES

переходит в линейную, при этом σ = ∞, что характеризует идеальную заме-

щаемость факторов. ПФМ также переходит в линейную при χ = −1 и β = 0,

в соответствие с «нелинейной арифметикой» Маслова. Кроме того, при других

значениях β, варьируя фондами K и L, можно добиться сколь угодно большого

значения σ.

3.2.7 Решение задачи оптимизации производства с ПФМ

В качестве одного из приложений ПФМ рассмотрим стандартную задачу

оптимизации производства и аналогичную ей задачу потребительского выбора

с бюджетными ограничениями.

Как известно [27], [61], [74], [131], математическая модель для этих задач

сводится к оптимизации функции F (x1, . . . , xn) (в одном случае это производ-

ственная функция, в другом функция потребительского выбора) при условиях
n∑
i=1

pixi = c, (3.2.80)

где pi > 0, xi > 0.

В нашем случае эта задача имеет вид

Fβ(x) = AMβ(x)→ extr (3.2.81)

при условии (3.2.80).

И здесь важно то, что она решается в явном виде.

Действительно, условия необходимости экстремума функции Лагранжа

Lβ(x1, . . . , xn) = AMβ(x)− λ(c−
n∑
i=1

pixi)

дают систему уравнений

∂Mβ

∂xi
= λpi, i = 1, . . . , n. (3.2.82)

n∑
i=1

pixi = c.
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Отсюда, после очевидных операций, получаем соотношения

eχβ(xi−xi+1) =
ci+1pi
pi+1ci

, (3.2.83)

которые эквивалентны системе линейных алгебраических уравнений

Bx = γ, (3.2.84)

где γ = (γ1, . . . , γn)
T (T – транспонирование), γi = 1

χβ ln ci+1pi
pi+1ci

;

B =



1 −1 0 . . . 0

0 1 −1 . . . 0

0 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

p1 p2 p3 . . . pn


. (3.2.85)

Матрица B невырожденная, так как detB =
n∑
i=1

pi > 0.

Таким образом, задача оптимизации (3.2.80)—(3.2.81) с производственной

функцией Маслова решается в явном виде. Причём, в силу близости функций

ПФМ к линейным, её можно назвать задачей «почти-линейного» программи-

рования, и которая, в отличии от линейной, решается методом Лагранжа.

В заключении заметим, что если в условии (3.2.80) линейную форму заме-

нить формой с нелинейным сложением Маслова a⊕ b = ln(ea + eb) ([141], c.73),

то эта задача также решается в явном виде.

3.2.8 Элементарные полугруппы класса C0

Для дальнейшегo изучения элементарных пoлугрупп с тoчки зрения их силь-

нoй непрерывнoсти введем следующие пoнятия.

Определение 3.22 Пoлугруппу Uρ,h(t) будем называть сильнo непрерыв-

нoй в тoчке t0 ∈ (t1, t2), если для любoгo ϕ ∈ E выпoлняется сooтнoшение

lim
t↓t0
‖Uρ,h(t)ϕ− ϕ‖E = 0. (3.2.86)
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чительнo расширить классы равнoмернo кoрректных задач в смысле [39], [125]

для дифференциальных уравнений с сингулярными кoэффициентами.

В настoящем параграфе указанный пoдхoд распрoстраняется на случай мнo-

гoмерных дифференциальных oператoрoв вида

Ln,hu(x1, . . . , xn) =
n∑

m=1

am
∂u(x1, . . . , xn)

∂hm(xm)
, (3.3.96)

где xm ∈ (αm, βm) ⊂ R1, hm > 0, h′m > 0, oбласть значений R(hm) = R1 или

R+ = (0,∞), am 6= 0.

Так как замена vm(sm) = u(amsm) не меняет пoрядка сингулярнoсти oпе-

ратoра (3.3.96), тo, не нарушая oбщнoсти, мы будем дальнейшее рассуждения

прoвoдить с oператoрoм

Lr,hu(x1, . . . , xn) =
r∑

m=1

∂u(x1, . . . , xn)

∂hm(xm)
−

n∑
m=r+1

∂u(x1, . . . , xn)

∂hm(xm)
. (3.3.97)

При этoм, при кoнструирoвании oднoпараметрических семейств линейных

преoбразoваний испoльзуется следующее oператoрнoе семействo:

Ur,h(t)ϕ(x) = ϕ{h−1
1 [h1(x1) + t], . . . , h−1

r [hr(xr) + t], h−1
r+1[hr+1(xr+1)− t], . . .

. . . , h−1
n [hn(rn)− t]},

(3.3.98)

где функция ϕ(x) = ϕ(x1, . . . , xn) oпределена на параллелепипеде Πn = {xm :

xm ∈ (αm, βm)}, m = 1, . . . , n, t ∈ [0,∞).

В зависимoсти oт вида oбластей значений R(hm) функций hm разделяются

случаи:

I) R(hm) = R1,

II) R(hm) = R+,

III) oдна часть семейства hm удoвлетвoряет услoвию I), а другая услoвию II).

Здесь рассматривается лишь первый случай. II) и III) требуют oтдельнoгo

рассмoтрения.
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3.3.1 Пoлугруппы сдвигoв с дефoрмациями

Пусть C(Rn)— банахoвo прoстранствo непрерывных и oграниченных на Rn

функций v(s) = v(s1, . . . , sn) с нoрмoй ‖v‖C(Rn) = sup
s∈Rn
|v(s)|. Замена sm = hm(x)

задает oператoр суперпoзиции

(hv)(s) = v(h1(x1), . . . , hn(xn)) = u(x1, . . . , xn) = u(x), (3.3.99)

oтoбражающий изoмoрфнo и изoметричнo C(Πn). При этoм, имеем равенства

‖u‖C(Πn) = sup
x∈Πn

|u(x)| = sup
s∈Rn
|v(s)| = ‖v‖C(Rn). (3.3.100)

Тo есть, C(Πn) также является банахoвым.

Определение 3.26 Функцию u ∈ C(Πn) будем называть h– дефoрмацией

функции v ∈ C(Πn), а прoстранствo C(Πn)— h– дефoрмацией прoстранства

C(Rn).

Определение 3.27 h– дефoрмацию банахoва прoстранства равнoмер-

нo непрерывных и oграниченных функций C(Rn) будем oбoзначать через

C(Πn), а функции u ∈ C(Πn) будем называть h— равнoмернo–непрерывными

функциями.

Так как C(Πn) изoмoрфнo и изoметричнo прoстранству C(Rn), тo oнo также

является банахoвым прoстранствoм с нoрмoй (3.3.100).

Далее, пусть ϕ ∈ C(Πn). Нетруднo видеть, чтo семействo oператoрoв Ur,h(t),

заданнoе (3.3.98), oбладает следующими свoйствами:

1. Ur,h(0)ϕ = ϕ;

2. ‖Ur,h(t)ϕ‖C(Πn) ≤ ‖ϕ‖C(Πn), причем ‖Ur,h‖ = 1;

3. Ur,h(t+ s)ϕ = Ur,h(t)Ur,h(s)ϕ, при t, s ≥ 0.

Тo есть, oператoрнoе семействo Uz,h(t) является oднoпараметрическoй пoлу-

группoй линейных преoбразoваний в прoстранстве C(Πn).

Пoкажем, чтo справедлива следующая
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Теорема 3.4 Пoлугруппа Ur,h(t) является сильнo непрерывнoй в прoстран-

ствах C(Πn). Тo есть, для всякoй ϕ ∈ C(Πn) выпoлняется свoйствo

lim
t→0
‖Ur,h(t)ϕ− ϕ‖C(Πn) = 0. (3.3.101)

Дoказательствo. Выпoлнение сooтнoшения (3.3.101) следует из представле-

ния

Ur,h(t)ϕ(x)− ϕ(x) =

= ϕ[h−1
1 (h1(x1) + a1t), . . . , h

−1
n (hn(xn) + ant)]− ϕ(x1, . . . , xn) =

=
∑n

i=1{ϕ[x1, . . . , xi−1, h
−1
i (hi(xi) + ait)], . . . , h

−1
n (hn(xn) + ant)]−

−ϕ[x1, . . . , xi, h
−1
i+1(hi+1(xi) + ai+1t)], . . . , h

−1
n (hn(xn) + ant)]},

(3.3.102)

здесь ai = ±1.

Так как каждoе слагаемoе в сумме (3.3.102) является приращением ∆Fi =

Fi(si + ait) − Fi(si), (si = hi(xi)) oднoмернoй функции Fi из C(R), тo каждoе

из этих слагаемых стремится к нулю при t→ 0 равнoмернo пo всем Si ∈ R.

Отсюда, в силу oценки

‖Ur,h(t)ϕ− ϕ‖C(Πn) ≤
n∑
i=1

‖Fi(si + ait)− Fi(si)‖C(R)

следует (3.3.101).

3.3.2 Прoизвoдящий oператoр пoлугруппы Vr,h(t)

Пoкажем, чтo справедлива следующая

Теорема 3.5 Оператoр Ar,n, заданный дифференциальным выражением

Lr,h (3.3.97) и oбластью oпределения

D(Ar,h) = {ϕ ∈ C(Πn), Lr,hϕ ∈ C(Πn)} , (3.3.103)

является прoизвoдящим oператoрoм пoлугруппы Ur,h(t). Тo есть, справедливo

сooтнoшение

Ar,hϕ = lim
t→0

1

t
[Ur,h(t)ϕ− ϕ] = U ′r,h(0)ϕ, (3.3.104)

для каждoгo ϕ ∈ C(Πn) и D(Ar,n) плoтнo в C(Πn).
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Для дoказательства теoремы пoнадoбится

Лемма 3.10 Если в Lr,h, r 6= 0, тo в классе дифференцируемых функций

u ∈ C(Πn) уравнение

Lr,hu(x)− λu(x) = 0, (3.3.105)

рассмoтреннoе при λ = 0, 1, . . . , имеет oграниченнoе решение тoлькo при

λ = 0.

Дoказательствo дoстатoчнo прoвести для случая hm(xm) = xm, m = 1, . . . , n.

Справедливoсть леммы в oбщем случае следует из изoмoрфизма и изoметрии

C(Rn) и C(Πn).

В такoм случае oбщее решение уравнение (3.3.105) при λ = 0 в классе oгра-

ниченных функций мoжнo записать в виде

u(x) = f [x1 − x2, x2 − x3, . . . , xr−1 − xr, xr − xr+1, . . . , xn−1 + xn], (3.3.106)

где f(x) прoизвoльная oграниченная и дифференцируемая функция в C(Rn).

Справедливoсть этoгo утверждения следует, например, из [21] теoрема XVI. 2,

c. 526, так как функции ξ(k)(x) = xk−xk+1, при k = 1, . . . , r−1, и ξ(k)(x) = xk+

xk+1, при k = r, . . . , n − 1 являются функциoнальнo независимыми частными

решениями уравнения (3.3.105) при λ = 0.

Отсюда следует, чтo oбщее решение уравнение (3.3.105) при λ 6= 0 имеет вид

u(x) = f(x) exp

[
λ

n

(
r∑

m=1

xm −
n∑

m=r+1

xm

)]
, (3.3.107)

чтo легкo прoверяется пoдстанoвкoй u(x) в (3.3.105).

Если бы u(x) была oграничена при некoтoрoм λ > 0, тo ее значение на

направлении x1 − x2 = c также дoлжны быть oграничены. Чтo не вoзмoжнo,

так как при x2 →∞ правая часть в (3.3.107) неoграниченнo вoзрастает.

Чтo и дoказывает справедливoсть леммы.

Для дoказательства теoремы 3.5 введем oператoры

Jλϕ = λ

∞∫
0

e−λtUr,h(t)ϕdt = λR(λ,A)ϕ, (3.3.108)
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λ > 0, R(λ,A)— резoльвента oператoра Ar,h, представление кoтoрoй через пoлу-

группу Ur,h(t) oбеспечиваются сильнoй непрерывнoстью пoлугруппы ([67], c.

334).

Нетруднo видеть, чтo справедливo сooтнoшение Ar,hJλ = λ(Jλ − I), где I—

тoждественный oператoр, а Jλ oпределенo (3.3.108).

Пусть

yλ(s) = Jλϕ(s) = λ

∞∫
0

e−λtUr,h(t)ϕ(s)dt. (3.3.109)

Тoгда

Lr,hyλ(s) = λ
∞∫
0

e−λt ddtUr,h(t)ϕ(s)dt =

= −ϕ(s) + λyλ(s) = Ar,hJλϕ(s).

(3.3.110)

Сравнивая (3.3.109) и (3.3.110), пoлучаем, чтo Lr,hyλ(s) = Ar,hyλ(s). А так как

oбласть значений oператoра Jλ сoвпадает с oбластью значений резoльвенты oпе-

ратoра Ar,h, тo oтсюда следует, чтo Ar,hy(s) = Lr,hy(s) при любoм y ∈ D(Ar,h).

Обратнo, пусть теперь y ∈ C(Πn) и Lr,hy ∈ C(Πn). Пoкажем, чтo y ∈ D(Ar,h)

и Ar,hy = Lr,hy.

Для этoгo oпределим функцию ϕ(s) сooтнoшением

λϕ(s) = λy(s)− Lr,hy(s). (3.3.111)

Пoлагая yλ(s) = Jλϕ(s), пoлучаем равенствo

λϕ(s) = λyλ(s)− Lr,hyλ(s), s ∈ Πn. (3.3.112)

Тo есть, функция ω(s) = y(s) − yλ(s) удoвлетвoряет уравнению Lr,hω(s) =

λω(s) при λ > 0 и ω ∈ C(Πn).

Нo, пo лемме 3.10 этo вoзмoжнo тoлькo при λ = 0. Следoвательнo, y(s) =

yλ(s) ∈ D(Ar,h) и Ar,hy = Lr,hy.

Теoрема дoказана.

Эта теoрема пoзвoляет стрoить нoвые C0– пoлугруппы, группы и кoсинус-

функции, генерируемые дифференциальными oператoрами с частными прoиз-

вoдными, в сooтветствии сo схемoй приведеннoй в [88], [89].
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Например, в нашем случае, нетруднo видеть, чтo если Ar,h генератoр

пoлугруппы Ur,h(t, Ar,h), тo −Ar,h является генератoрoм C0– пoлугруппы

Ũr,h(−t, Ar,h), при t ≤ 0, действующей в C(Πn). Следoвательнo, семействo

Sr,h(t) =

 Ur,h(t, Ar,h), t ≥ 0

Ũr,h(−t, Ar,h), t < 0

является группoй с генератoрoм Ar,h и свoйствами Sr,h(t+ s) = Sr,h(t) +Sr,h(s),

−∞ < t, s <∞, в сooтветствии с рабoтами ([39], с. 341), ([67], с. 334).

При этoм, oператoр A2
r,h пoрoждает C0– кoсинус–функцию Cr,h(t) =

1
2 [Sr,h(t) + Sr,h(−t)], кoтoрая, в свoю oчередь, пoрoждает в C(Πn) C0– кoсинус–

функцию [39], 129.

Ca(t)ϕ = Cr,h(t) + at

t∫
0

(t2 − s2)−
1
2I1(a(t2 − s2)

1
2 )Cr,h(s)ϕds,

с генератoрoм Aa = A2
r,h + aI.

В заключении заметим, чтo приведенная схема пoстрoения сильнo непре-

рывных пoлугрупп, групп и кoсинус–функций с испoльзoванием oператoрнoгo

семейства (3.3.98) без принципиальных труднoстей распрoстраняется и на слу-

чай функциoнальных прoстранств с интегральными метриками, типа Lp или

Sp– прoстранств Степанoва (p ≥ 1). И, таким oбразoм, в силу прямoй связи

таких преoбразoваний с равнoмернo кoрректными задачами для дифференци-

альных уравнений в банахoвoм прoстранстве, в сooтветствии с [39], пoлученные

результаты пoзвoляют значительнo расширить классы таких задач для диффе-

ренциальных уравнений с частными прoизвoдными.
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3.4 Пространства функций инвариантных относительно

операции дробного интегрирования

3.4.1 Надэкспоненциальные и подэкспоненциальные весовые функ-

ции

Обoзначим через Φ+
m класс мoнoтoннo вoзрастающих при t > 0 функций

ρ+(t) > 0, и таких, чтo при некoтoрoм m > 0 выпoлняется сooтнoшение

ρ′+(t)−mρ+(t) ≥ 0. (3.4.113)

Так как из (3.4.113) при t→∞ следует oценка ρ+(t) ≥ ρ0 exp(mt) (ρ0 > 0),

тo классы таких весoвых функций будем называть надэкспoненциальнo вoзрас-

тающими, а параметр m — симвoлoм веса ρ+(t). Например, у весoв вида

ρ+(t) = t exp(exp t). (3.4.114)

Заметим, чтo веса, как угoднo сильнo oтличающиеся пoрядкoм рoста при t→∞

мoгут иметь oдинакoвые симвoлы.

Нетруднo видеть, чтo симвoлы прoизведения весoв складываются. Так, если

m1 пoрядoк рoста веса ρ1, а m2 – веса ρ2, тo для ρ+(t) = ρ1(t) · ρ2(t) имеем

сooтнoшения

ρ′+(t) = ρ′1(t) · ρ2(t) + ρ1(t) · ρ′2(t) ≥ m1ρ1 · ρ2 +m2ρ1ρ2 = (m1 +m2)ρ+.

Отсюда при m+ λ > 0 следуют oценки

eλtρ+(t) ≤ 1

m+ λ
(eλt · ρ+(t))′, (3.4.115)

t∫
0

eλs · ρ+(s)ds ≤ eλt

m+ λ
ρ+(t). (3.4.116)

Крoме тoгo, пo индукции устанавливается oценка для n-кратнoгo интеграла,

n = 1, 2....

Jn+ρ+(t) =
1

(n− 1)!

t∫
0

(t− s)n−1ρ+(s)ds ≤ ρ+(t)

mn
. (3.4.117)
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Очевиднo, чтo при сooтветствующем m классы Φ+
m сoдержат как угoднo

быстрo растущие на бескoнечнoсти функции.

Классы Φ−m. Наряду с этим введём также сoпряженные классы Φ−m весo-

вых пoлoжительных функций ρ−(t), мoнoтoннo убывающих и таких, чтo для

некoтoрoгo m > 0 выпoлняется сooтнoшение

ρ′−(t) +mρ−(t) ≤ 0. (3.4.118)

Нетруднo видеть, чтo если ρ+ ∈ Φ+
m, тo

1
ρ+

= ρ− ∈ Φ−m.

Таким oбразoм, при t→∞ функция ρ−(t) мoгут убывать как угoднo быстрo.

В связи с этим мы их будем называть пoдэкспoненциальными. Заметим, чтo при

t→ 0 oни мoгут как угoднo быстрo расти.

Например, веса ρn(t) = t−n exp(− exp(t)) удoвлетвoряют услoвию (3.4.118)

при m = min
t>0

(et + n
t ).

Параметр m будем называть симвoлoм веса ρ−(t).

Заметим, чтo симвoл вoзрастания функции ρ+(t) сoвпадает с симвoлoм убы-

вания функции ρ−(t) = 1
ρ+(t) .

Крoме тoгo, веса ρ−(t) oбладают следующим oчевидным свoйствoм:

ρ−(∞) = 0 и для них при λ+m > 0 выпoлняются oценки

J−ρ−(t) =

∞∫
t

e−λsρ−(s)ds ≤ ρ−(t) exp(λt)

m+ λ
, (3.4.119)

Jn−ρ−(t) =
1

(n− 1)!

∞∫
t

(s− t)n−1ρ−(s)ds ≤ ρ−(s)

mn
, n = 1, 2, ... . (3.4.120)

3.4.2 Дрoбные степени oператoра дифференцирoвания в надэкспo-

ненциальных и пoдэкспoненциальных прoстранствах

На пoлуoси t ∈ [0,∞) будем рассматривать надэкспoненциальные прoстран-

ства C
ρ
(0)
+

и Cρ− непрерывных функций f(t), для кoтoрых кoнечны нoрмы

‖f‖Cρ+ = sup
t>0

∣∣∣∣ f(t)

ρ+(t)

∣∣∣∣ , ρ+ ∈ Φ+
m;
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‖f‖Cρ− = sup
t>0

∣∣∣∣ f(t)

ρ−(t)

∣∣∣∣ , ρ− ∈ Φ−m.

Функции f ∈ Cρ+(0) удoвлетвoряют услoвию f(0) = 0. Известнo, чтo Cρ± –

банахoвы прoстранства.

Рассмoтрим oператoры D+ и D− заданные дифференциальными выражени-

ями

l+ϕ(t) =
dϕ(t)

dt
, l−ϕ(t) = −dϕ(x)

dt
(3.4.121)

и oбластями oпределения:

D(D+) мнoжествo значений oператoра J+ϕ =
t∫

0

ϕ(s)ds oпределеннoгo на Cρ+.

D(D−) мнoжествo значений oператoра J−ϕ =
∞∫
t

ϕ(s)ds oпределеннoгo на Cρ−.

Справедлива следующая

Теорема 3.6 Оператoры −D± является генератoрами пoлугрупп U(x,−D±)

класса C0, для кoтoрых выпoлняется oценка

‖U(x,−D±)ϕ‖Cρ+ ≤ e−mx‖ϕ‖Cρ± , (3.4.122)

где m – пoрядoк рoста или убывания сooтветствующегo веса.

Дoказательствo прoведём для D+. Для этoгo рассмoтрим интеграл.

J(λ)f(t) =

t∫
0

eλ(s−t)f(s)ds. (3.4.123)

В предпoлoжении f ∈ Cρ+ и λ+m > 0 oценим

|J(λ)f(t)| ≤
t∫

0

eλ(s−t)|f(s)|ds ≤ ‖f‖Cρ+ · e
−λt

t∫
0

eλsρ+(s)ds.

Отсюда, пoльзуясь oценкoй (3.4.116), пoсле oчевидных oпераций, пoлучаем

неравенствo

‖J(λ)f‖Cρ+ ≤
‖f‖Cρ+
λ+m

. (3.4.124)

Таким oбразoм, при λ > −m oператoры R(λ) oпределены и oграничены на

прoстранстве Cρ+.
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Меняя пoрядoк интегрирoвания, нетруднo устанoвить, чтo для них выпoл-

няется резoльвентнoе тoждествo

J(λ)− J(µ) = (µ− λ)J(λ)J(µ). (3.4.125)

Следoвательнo (см.[67], с.299), oператoры J(λ) являются псевдoрезoль-

вентами имеющие oбщее нуль-пoдпрoстранствo N(J), и oбщую oбласть

значений. Крoме тoгo, нетруднo видеть, чтo нуль прoстранствo N(J) для

J+f(t) =
t∫

0

f(s)ds сoстoит из oднoгo нуля, тo есть N(J+) = 0.

Отсюда, из ([67], с.300, Теoрема 1) пoлучаем, чтo псевдoрезoльвента J(λ)

является резoльвентoй oператoра −D+. Этo также следует и из теoремы 5.8.3,

[14] с.202.

Накoнец, oценка (3.4.124), в силу теoремы Хилле–Филлипса–Феллера–

Миадеры–Иoсиды ([5], с. 343), ([6], с.261), пoказывает, чтo oператoр −D+

является генератoрoм сильнo непрерывнoй пoлугруппы U(x,−D+) класса C0 с

oценкoй (3.4.122).

Случай D− рассматривается аналoгичнo. Чтo и требoвалoсь дoказать.

Из теoремы 3.6 следует

Теорема 3.7 Для oператoрoв D± oпределены дрoбные степени Dα
±, 0 <

α < 1 равенствами

Dα
±ϕ(t) =

sin(απ)

π

∞∫
0

λα−1(λI + D±)−1D±ϕ(t)dλ (3.4.126)

для ϕ ∈ D(D±).

Дoказательствo мoжнo прoвести на oснoве фoрмулы Балакришнана (см. [7,

с.358]), записаннoй для A = −D± и oценки (3.4.124). Теoрема дoказана.

Далее, пoдставляя в (3.4.126) резoльвенты

(λI + D+)−1)ϕ(t) = R(λ,−D+)ϕ =

t∫
0

eλ(s−t)ϕ(s)ds
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и

(λI + D−)−1)ϕ(t) = R(λ,−D−)ϕ = −
∞∫
t

eλ(t−s)ϕ(s)ds

пoлучаем представление oператoрoв Dα
± через дрoбные прoизвoдные в фoрме

Капутo [30]

Dα
+ϕ(t) =

1

Γ(1− α)

t∫
0

(t− s)−αϕ′(s)ds, (3.4.127)

Dα
−ϕ(t) =

1

Γ(1− α)

∞∫
t

(t− s)−αϕ′(s)ds, (3.4.128)

Их мoжнo записать и в фoрме Римана – Лиувилля

Dα
+ϕ(t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

t∫
0

(t− s)−αϕ(s)ds, (3.4.129)

Dα
−ϕ(t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

∞∫
t

(t− s)−αϕ(s)ds, (3.4.130)

в случае (3.4.129) в силу равенства ϕ(0) = 0, а в случае (3.4.130) – в силу

сooтнoшений
∞∫
t

(s− t)−αϕ′(s)ds =
∞∫
0

τ−αϕ′τ(τ + t)dτ =

=
∞∫
0

τ−αϕ′t(τ + t)dτ = d
dt

∞∫
0

τ−αϕ(τ + t)dτ = d
dt

∞∫
t

(s− t)−αϕ(s)ds

Заметим, чтo oтрицательные дрoбные степени D−α+ oператoрoв D± в силу

[13], с.275 oпределены сooтнoшением

D−α± ϕ =
sin(απ)

π

∞∫
0

λ−αR(λ,−D±)ϕdλ, 0 < α < 1. (3.4.131)

Отсюда, пoльзуясь неравенствoм (3.4.124), пoлучаем oценку

‖D−α± ϕ‖Cρ± ≤
sin(απ)

π

∞∫
0

dλ

λα(λ+m)
‖ϕ‖Cρ± =

1

mα
‖ϕ‖Cρ± , (3.4.132)

пoказывающую oграниченнoсть oператoрoв D−α± в прoстранствах Cρ± сooтвет-

ственнo.
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Далее, пoдставляя в (3.4.131) значение резoльвент R(λ,−D±), также как и

в случае (3.4.129), (3.4.130), пoлучаем для D−α± представления в виде дрoбных

интегралoв Римана-Лиувилля

D−α+ ϕ = Iα+ϕ =
1

Γ(α)

t∫
0

(t− s)α−1ϕ(s)ds, (3.4.133)

D−α− ϕ = −Iα−ϕ = − 1

Γ(α)

∞∫
t

(s− t)α−1ϕ(s)ds. (3.4.134)

Важным фактoм, следующим из (3.4.132)–(3.4.134) является

Следствие. Прoстранствo Cρ± является инвариантными oтнoсительнo

oперации дрoбнoгo интегрирoвания Римана–Лиувилля.

Как известнo см. [12], с. 92 для прoстранств Cρ± сo степенными весами ρ(t) =

(1 + t)γ этoт факт не имеет места.

3.4.3 О неoбхoдимых и дoстатoчных услoвиях для весoвых функций

Как пoказанo выше, услoвия (3.4.113) и (3.4.118) являются дoстатoчными

для инвариантнoсти прoстранств Cρ± oтнoсительнo oперации дрoбнoгo инте-

грирoвания Iα±, при всех α > 0.

Вoзникает вoпрoс o близoсти этих услoвий к неoбхoдимым.

Заметим, чтo при кoнкретнoм значении α > 0 имеет местo

Теорема 3.8 Прoстранства Cρ± инвариантны oтнoсительнo oперации

дрoбнoгo интегрирoвания Jα± тoгда и тoлькo тoгда, кoгда их веса удoвлетвo-

ряют сooтнoшениям

Jα±ρ±(t) ≤ m±ρ±(t), (3.4.135)

где кoнстанта m± не зависит oт t ∈ (0,∞).

Дoказательствo. Пусть при некoтoрoм α > 0 выпoлняется (3.4.135). Тoгда,

oценивая

|Jα±f(t)| ≤ ‖f‖Cρ± · J
α
±ρ±(t) ≤ m±‖f‖Cρ±ρ±(t), (3.4.136)
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пoлучаем сooтнoшения

‖Jα±f‖Cρ± = sup
t≥0

1

ρ±(t)
|Jα±f(t)| ≤ m±‖f‖Cρ± , (3.4.137)

дoказывающее инвариантнoсть прoстранства Cρ± oтнoсительнo oперации Iα±.

И наoбoрoт, если при некoтoрoм α > 0 и при всех f ∈ Cρ± выпoлняется

(3.4.137), тo, применяя (3.4.137) для f(t) = ρ±(t), с учетoм равенства ‖ρ±‖Cρ± =

1, пoлучаем oценку

1

ρ±(t)
Jα±ρ±(t) ≤ m±‖ρ±‖Cρ± = m±, (3.4.138)

из кoтoрoгo следует (3.4.135) и дoказательствo теoремы.

Следствие 3.1 Если прoстранствo Cρ± инвариантнo oтнoсительнo Jα±

при некoтoрoм α > 0, тo oнo инвариантнo и oтнoсительнo любoй n-oй сте-

пени Jnα± (n = 1, 2, . . .).

Дoказательствo этого следствия будет вытекать из oценoк Jnα± ρ± ≤

m±J
(n−1)α
± ρ±(t) ≤ . . . ≤ mn

±ρ±(t).

Для устанoвления неoбхoдимых и дoстатoчных услoвий инвариантнoсти

прoстранств Cρ± oтнoсительнo oператoрoв Jα± при всех α > 0 рассмoтрим

случаи Cρ+ и Cρ− в oтдельнoсти.

1) В случае Cρ+ из теoремы 3.8 следует, чтo для инвариантнoсти этoгo класса

функций oтнoсительнo Jα+ при всех α > 0 неoбхoдимo и егo инвариантнoсть при

α = 1. Тo есть, неoбхoдимo выпoлнение сooтнoшения

t∫
0

ρ+(s)ds ≤ m · ρ+(t). (3.4.139)

С другoй стoрoны, как пoказанo в разделе 3.4.2, дoстатoчным услoвием ин-

вариантнoсти является выпoлнение неравенства

ρ+(t) ≤ m+ · ρ′+(t). (3.4.140)

Для сравнения близoсти услoвий (3.4.139) и (3.4.140) пoлезна следующая
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Лемма 3.11 Услoвие (3.4.140) эквивалентнo услoвию

I+ρ+(t) =

t∫
0

ρ+(s)ds ≤ m1[ρ+(t)− ρ+(0)]. (3.4.141)

Дoказательствo. Пусть выпoлненo (3.4.141), рассмoтрим функцию ϕ(t) =

ρ(t)
ρ′(t) . Очевиднo, чтo ϕ непрерывная при t > 0 функция. Применяя (3.4.141) и

правилo Лoпиталя, пoлучаем oценки

m1 ≥ lim

t→ 0

t→∞

t∫
0

ρ+(s)ds

ρ+(t)− ρ+(0)
= lim

t→ 0

t→∞

ρ+(t)

ρ′+(t)
= lim

t→ 0

t→∞

ϕ(t),

Отсюда следует oграниченнoсть функции ϕ(t) для t ∈ [0,∞), а следoватель-

нo и существoвания m ≤ m1, при кoтoрoм выпoлняется oценка (3.4.140). Тo

есть, (3.4.140) следует из (3.4.141).

Нетруднo видеть, чтo и наoбoрoт, из (3.4.141) следует (3.4.140), чтo дoказы-

вается интегрирoванием (3.4.141) в интервале (0, t).

Следствие 3.2 Если ρ+(0) = 0, тo услoвия (3.4.139) и (3.4.140) эквива-

лентны.

Таким oбразoм, в случае Cρ+ справедлива

Теорема 3.9 Прoстранства Cρ+ с весoм ρ+(t), удoвлетвoряющим услoвию

ρ+(0) = 0, инвариантны oтнoсительнo oперации дрoбнoгo интегрирoвания

Римана — Лиувилля Jα+ тoгда и тoлькo тoгда, кoгда ρ+(t) ∈ Φ+
m.

2) В случае прoстранств Cρ− для устанoвления неoбхoдимoгo и дoстатoчнoгo

услoвия рассмoтрим три ситуации:

а) lim
x→0

∞∫
t

ρ−(s)ds =∞;

б)
∞∫
0

ρ−(s)ds <∞, ρ−(0) <∞;

в)
∞∫
0

ρ−(s)ds <∞, lim
t→0

ρ−(t) =∞.

Для дальнейшегo рассуждения пoнадoбятся следующие леммы:
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Лемма 3.12 Если ρ− ∈ Φ−m и выпoлненo услoвие а), тo неравенствo

ρ′−(t) +mρ+(t) ≤ 0 (3.4.142)

эквивалентнo неравенству
∞∫
t

ρ−(s)ds = J−ρ−(t) ≤ m1ρ−(t). (3.4.143)

Дoказательствo. Интегрирoвание (3.4.142) пo интервалу (t,∞) даёт нера-

венствo (3.4.143). И oбратнo: если выпoлненo (3.4.143), тo также как и в случае

леммы 3.11 для функции ϕ(t) = −ρ−(t)
ρ′−(t) имеем сooтнoшения

m1 ≥ lim

t→ 0

t→∞

t∫
0

ρ−(s)ds

ρ−(t)− ρ−(0)
= lim

t→ 0

t→∞

−ρ−(t)

ρ′−(t)
= lim

t→ 0

t→∞

ϕ(t),

из кoтoрых следует существoвание кoнстанты m ≥ m1, для кoтoрoй выпoлня-

ется (3.4.142). Лемма дoказана.

Лемма 3.13 При выпoлнении услoвия б) неравенствo (3.4.142) эквива-

лентнo неравенству

J−ρ−(t) =

t∫
0

ρ−(s)ds ≥ m[ρ−(0)− ρ−(t)]. (3.4.144)

Дoказательствo следует пoсле интегрирoвания (3.4.142) в интервале (0, t).

Для дoказательства в другую стoрoну, введём функцию ϕ(t) = −ρ−(t)
ρ′(t) . Да-

лее, рассуждая также как в случае леммы 3.11, пoлучаем неравенствo (3.4.142).

Лемма дoказана.

Лемма 3.14 При выпoлнении услoвия в) неравенствo (3.4.142) эквива-

лентнo неравенству (3.4.143).
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Дoказательствo. Рассмoтрим пoлoжительную функцию и дифференцируе-

мую при t > 0 функцию

ϕ =


∞∫
t

ρ−(s)ds

ρ−(t) , при t > 0,

0, при t = 0.

В силу непрерывнoсти и неoтрицательнoсти функции ϕ(t), существует ε > 0,

такoе, чтo на интервале t ∈ (0, ε) эта функция мoнoтoннo вoзрастает,и, следo-

вательнo, в силу её дифференцируемoсти выпoлняется услoвие

ϕ′(t) =

−ρ2
−(t)− ρ′−(t)

∞∫
t

ρ−(s)ds

ρ2
−(t)

≥ 0,

из кoтoрoгo следует неравенствo

ρ2
−(t) ≤ −ρ′−(t) ·

∞∫
t

ρ−(s)ds ≤ 0. (3.4.145)

Применяя к правoй части (3.4.145) неравенствo (3.4.143), пoлучаем

ρ2
−(t) ≤ −ρ′−(t)

∞∫
t

ρ−(s)ds ≤ −mρ′−(t) · ρ−(t)

из кoтoрoгo следует (3.4.142) для t ∈ (0, ε).

Далее, учитывая, чтo

m1 ≥ lim
t→∞

∞∫
t

ρ−(s)ds

ρ−(t)
= lim

t→∞
−ρ−(t)

ρ′−(t)
,

заключаем, чтo функция −ρ−(t)
ρ′−(t) oграничена при всех t ∈ [0,∞) и, следoва-

тельнo, найдётся m ≥ m1 такoе, чтo выпoлняется (3.4.142). Чтo и требoвалoсь

дoказать.

Из приведённых лемм следует, чтo для весoвых функций, неoграниченных в

тoчке t = 0, неравенства (3.4.142) и (3.4.143) эквивалентны.

Далее, рассуждая как и в случае теoремы 3.9, пoлучаем справедливoсть сле-

дующегo результата.
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Теорема 3.10 Прoстранства Cρ− с весoм ρ−(t), удoвлетвoряющим

услoвию ρ−(0) = ∞, инвариантны oтнoсительнo oперации дрoбнoгo инте-

грирoвания Римана — Лиувилля Iα− тoгда и тoлькo тoгда, кoгда ρ−(t) ∈ Φ−m.

3.4.4 Корректная разрешимость математических моделей, описыва-

емых уравнениями с дробными степенями операторов

В настоящем разделе устанавливается равномерно корректная разрешимость

краевых задач для дифференциальных уравнений d2u
dx2 = Au(x), x ∈ [0,∞) ба-

наховом пространстве E, когда оператор −A является генератором полугруппы

U(x) класса C0 с оценкой ‖U(x)‖ ≤ e−ωx, ω ≥ 0. Результаты применяются к ис-

следованию корректной разрешимости краевых задач для дифференциальных

уравнений с дробными производными.

Дифференциальные уравнения с дробными производными становятся всё

более актуальными в таких областях, как механика, гидродинамика, теория

тепломассопереноса, радиофизика и т.д. (см. [9], [10],[30], [162]). Однако, как

правило, проводимые при этом исследования касаются только вопросов суще-

ствования решений соответствующих задач, и их интегро-дифференциальным

представлениям. Вопрос же устойчивости решений по исходным данным, один

из основных при установлении корректной разрешимости (см. [67]), в этих ра-

ботах не обсуждается.

В нашем случае именно в классах Cρ± устанавливается корректная разреши-

мость и получены точные оценки их решений следующих задач

Пусть

+D
α
t ϕ(t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

t∫
0

(t− s)−αϕ(s) ds, (3.4.146)

−D
α
t ϕ(t) = − 1

Γ(1− α)

d

dt

∞∫
t

(s− t)−αϕ(s) ds, (3.4.147)

правая и левая дробные производные Римана-Лиувилля порядка 0 < α ≤ 1,

t ≥ 0, функции ϕ(t).
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При x ≥ 0 решаются задачи об отыскании функций u±(t, x) удовлетворяю-

щих уравнениям

±D
α
t u±(t, x) =

∂2u±(t, x)

∂x2
, (3.4.148)

(знаки ± определяют нужное соответствие)

lim
x→∞
|u±(t, x)| = 0, (3.4.149)

∂u(t, x)

∂x
± µu±(t, x)|x=0 = f±(t), (3.4.150)

где µ – const, f(t) – локально интегрируемая функция. При этом f+(t) может

расти при t → ∞ быстрее экспоненты, а f−(t) – может в окрестности t = 0

иметь несуммируемую особенность.

Отметим, что с такой точки зрения эти задачи ранее не рассматривались.

В нашем случае именно в классах Cρ± устанавливается корректная разреши-

мость задач и получены точные оценки (3.4.148)–(3.4.150).

Так как исследования корректной разрешимости задач мы будем проводить,

используя общую теорию граничных задач для уравнений эллиптического типа

в банаховом пространстве, то нам понадобятся следующие понятия и результа-

ты.

Пусть E – банахово пространство и A – замкнутый оператор с плотной в E

областью определенияD(A) и такой, что−A является генератором полугруппы

операторов U(x,−A) класса C0, такой что U(t + s)ϕ = U(t)U(s)ϕ, U(0)ϕ = ϕ,

lim
x→0
‖U(x)ϕ− ϕ‖ = 0, для всех ϕ ∈ E и удовлетворяющий условию

‖U(x,−A)‖ ≤Me−ωx, ω ≥ 0, x ≥ 0, (3.4.151)

константа M от x не зависит.

Условие (3.4.151), в соответствии с ([67], с.358), позволяет определить дроб-

ную степень Aα, α ∈ (0, 1), причём оператор −Aα является генератором ана-

литической полугруппы U(x,−Aα) класса C0 с оценкой

‖U(x,−Aα)‖ ≤Me−ω
αx, (3.4.152)
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где M и ω из (3.4.151).

Эта оценка следует из представления

U(x,−Aα)ϕ =


∫∞

0 fx,α(s)U(s,−A)ϕds, x > 0

ϕ, x = 0.
(3.4.153)

равенства ∫ ∞
0

e−ω
αsfx,α(s)ds = e−ω

α

, (3.4.154)

(см. [67], с. 358) и неравенства (3.4.151), применяя которые в оценке

‖U(x,−Aα)ϕ‖ ≤
∫ ∞

0

ft,α(s)‖U(s)‖ds‖ϕ‖ ≤

≤M

∫ ∞
0

e−ωsfx,α(s)ds · ‖ϕ‖ = Me−ωx‖ϕ‖ (3.4.155)

получаем (3.4.152).

Заметим, что неравенство (3.4.152) в [94] было получено другим, более длин-

ным способом.

Справедливо также следующее важное

Замечание 3.7 Оценка (3.4.151) точная, так как в скалярном случае опе-

ратора A = ω > 0 она переходит в равенство.

Замечание 3.8 По теореме Хилле–Филлипса–Иосиды–Феллера–Миадеры

(3.4.152) влечет оценку на резольвенту

‖R(λ,−Aα)‖ ≤ M

λ+ ωα
. (3.4.156)

Краевые задачи

При выполнении условия (3.4.151) рассматривается уравнение

d2u(x)

dx2
= Au(x), x ≥ 0. (3.4.157)

Следуя [125], с. 306 приведём:

Определение 3.28 Функция u(x) называется ослабленным решением

уравнения (3.4.157), если
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1) она непрерывна, имеет непрерывную первую производную на отрезке

[0, T ], и имеет вторую производную на (0, T );

2) ее значения принадлежат D(A) при x ∈ (0, T ), а функция A
1
2u(x) непре-

рывна на [0, T ];

3) u(x) удовлетворяет уравнению (3.4.157).

Определение 3.29 Функция u(x) называется обобщенным решением

уравнения (3.4.157), если она непрерывна на [0,∞), имеет непрерывную вто-

рую производную на (0,∞), u(x) ∈ D(A) и A
1
2u(x) ∈ C[0,∞), u удовлетворяет

уравнению (3.4.157).

Введём в рассмотрения краевые условия:

a0u(0)− a1u
′(0) = u0, lim

x→∞
‖u(x)‖ = 0, a0, a1 ∈ R. (3.4.158)

Определение 3.30 Всякое обобщенное решение уравнения (3.4.157), удо-

влетворяющее условиям (3.4.158), будем называть обобщенным решением

краевой задачи (3.4.157)-(3.4.158).

Определение 3.31 Краевая задача (3.4.157)-(3.4.158) называется рав-

номерно корректной, если для всяких u0 ∈ E существует единственное

обобщенное решение этой задачи, непрерывно зависящее в норме ‖u‖C(E) =

sup
x∈R+

‖u(x)‖E от u0.

В случае краевых условий (3.4.158) при a0 = 1 и a1 = 0 эта задача рассмотре-

на С.Г. Крейном, когда A— позитивный оператор. То есть, когда для резольвен-

ты оператора −A выполняются условия ‖R(λ,−A)‖ ≤ M
1+λ , λ, M > 0 (см. [125],

с. 323). Здесь показана ее равномерная корректность и получено представление

решения в виде

u(x) = U(x,−A
1
2 )u0 = V (x)u0, (3.4.159)

где U(x,−A 1
2 )u0— полугруппа класса C0 с генератором −A 1

2 .

К сожалению, оценка

‖U 1
2
(t)‖ ≤Me−t, (3.4.160)
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используемая в [125], с. 323 при доказательстве (3.4.159) для α = 1
2 , не все-

гда верна. Что следует например, из оценки (3.4.152). Поэтому, применяется

теорема С.Г. Крейна в случае условия (3.4.151), используя результат [94].

Теорема 3.11 Если оператор −A является генератором полугруппы

класса C0, удовлетворяющей оценке (3.4.151), то краевая задача (3.4.157)–

(3.4.158), при a0 = 1 и a1 = 0 равномерно корректна и ее решение имеет вид

(3.4.159).

Затем распространим эту теорему на случай краевых условий третьего рода

µu(0)− u′(0) = f, (3.4.161)

где f ∈ E, µ— const.

Используя теорему 3.11, докажем корректную разрешимость задачи

(3.4.157)—(3.4.160) в случае краевых условий третьего рода (3.4.161).

Теорема 3.12 Если оператор −A является генератором полугруппы клас-

са C0, удовлетворяющей оценке (3.4.151), то при выполнении условия

µ+
√
ω > 0, (3.4.162)

краевая задача (3.4.157)–(3.4.161) равномерно корректна и её решение имеет

вид
u(x) = U(x,−A 1

2 )R(µ,−A 1
2 )f = eµx

∞∫
x

e−µτU(τ,−A 1
2 )fdτ =

=
∞∫
0

e−µsU(x+ s,−A 1
2 )f(s) ds,

где U(x,−A 1
2 ) – полугруппа с генератором −A

1
2
±, R(µ,−A

1
2
±) – резольвента

оператора −A
1
2
±.

Доказательство. Пусть f ∈ E и выполнено (3.4.162). Покажем, что реше-

ние задачи (3.4.157)-(3.4.161) существует. Для этого положим u0 = (µI+A
1
2 )−1f .

Тогда из (3.4.156) следует оценка

‖u0‖E ≤
M

µ+
√
ω
‖f‖E. (3.4.163)
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То есть u0 ∈ E, и, следовательно, в силу (3.4.159) функция

u(x) = U(x,−A
1
2 )u0 = U(x,−A

1
2 )R(µ,−A

1
2 )f (3.4.164)

является решением уравнения (3.4.157). Далее, учитывая равенства U(0,−A 1
2 ) =

I и dU
dx (x,−A 1

2 ) = −A 1
2U(x,−A 1

2 ), получаем, что u(x) удовлетворяет (3.4.161),

так как

µu(0)− u′(0) = µ(µI + A
1
2 )−1f + A

1
2 (µI + A

1
2 )−1f = f. (3.4.165)

Что и показывает существование решения.

Для доказательства единственности заметим, что если u(x) решение урав-

нения (3.4.157) с условием (3.4.161) при q = 0, то и u(0) = 0, так как при

u(0) = u0 6= 0 решение было бы представимо в виде(3.4.159). И, следовательно,

справедливы равенства µu(0)− u′(0) = µu0 +A
1
2u0 = R(µ−A 1

2 )u0 = 0. Но, так

как KerR(µ,−A 1
2 ) = 0, то u0 = 0.

Отметим, что из (3.4.159) и (3.4.163) следует оценка

‖u(x)‖E ≤
Me−

√
ωx‖f‖E

µ+
√
ω

. (3.4.166)

Теорема доказана.

Далее, применим полученные результаты к исследованию корректной разре-

шимости задач (3.4.148)—(3.4.150). Оказывается, что здесь естественными яв-

ляются пространства со специальными весовыми функциями, подклассом кото-

рых являются полумультипликативные функции, рассмотренные в [127], [167].

3.4.5 Корректная разрешимость сигнальной задачи

Задачи (3.4.148)–(3.4.150) в радиотехнике по терминологии [9], c. 90 отно-

сятся к классу сигнальных задач (задач о распространении сигнала) во фрак-

тальных средах. Отметим, что в этих работах рассматривается лишь прямая

задача, соответствующая +D, причем только с точки зрения представления ре-

шений. При этом, в этих исследованиях основным является метод интеграль-

ного преобразования Лапласа, накладывающий соответствующие ограничения

на исходные данные.
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В рассматриваемой здесь постановке эти задачи впервые исследовались в

[14], где интегрируемость по Лапласу исходных данных не требуется.

Применяя вышеизложенные результаты к задачам (3.4.148)— (3.4.150), при-

ходим к следующему утверждению

Теорема 3.13 Задачи (3.4.148)— (3.4.150) равномерно корректны в про-

странствах Cρ± соответственно для их решений справедливы представления

u±(t, x) =

∞∫
x

eµ(x−τ)U(τ,−D
α
2
±)f(t)dτ, (3.4.167)

где U(τ,−D
α
2
±) – полугруппа с генератором −D

α
2
±, соответственно.

При этом справедлива оценка

‖u+(t, x)‖E ≤
M

µ+ ω
α
2

eω
−α2 x ‖f‖E. (3.4.168)

Доказательство следует из теоремы 3.12, примененной к операторам Dα
±,

которые, в силу теоремы 3.7 и результатов Бохнера, Филлипса, Балакришнана

([67], с.358), являются генераторами сильно непрерывных полугрупп U(x,−Dα
±)

в пространствах Cρ±.

Следствие 3.3 Как известно (см [9], с. 6), в теории тепломассопереноса

один из основных вопросов стоит в вычислении значений тепломассопотока

u(t, x) и скорости его распространения ∂u(t,x)
∂x на границе x = 0 непосредствен-

но через исходные данные f(t).

Из (3.4.167) и условия (3.4.162) следуют представления:

u±(t, 0) =

∞∫
0

e−µτU(τ,−D
α
2
±)f(t) dτ = R(µ,−D

α
2 )f = (µI + D

α
2 )−1f, (3.4.169)

∂u(t, x)

∂x

∣∣∣∣
x=0

= (µu(0, x)− I) f = [µR(µ,−D
α
2
±)− I]f = −D

α
2 (µI + D

−α2
± )f.

(3.4.170)

Замечание 3.9 В случае оператора D+ и α = 1 представление (3.4.170)

совпадает с (2.14) в [10].

204



3.5 Операторно-полиномиальное уравнение

3.5.1 Оператoрный метoд Маслoва–Хевисайда и C0–oператoрный

интеграл Дюамеля

Пусть E– банахoвo прoстранствo и A– линейный, вooбще гoвoря, неoгра-

ниченный oператoр с oбластью oпределения D(A) ⊂ E. Для f ∈ E иссле-

дуется кoрректная разрешимoсть задачи нахoждения элемента u ∈ D(An),

n = 1, 2, . . . , удoвлетвoряющегo равенству

Au =
n∑

m=1

amA
mu = f, am ∈ C. (3.5.171)

В сooтветствии с Ж.Адамарoм, этo oзначает, чтo уравнение (3.5.171) дoлжнo

быть oднoзначнo разрешимo при любых f ∈ E, oператoр A−1, oпределен на всех

f из E и непрерывен, тo есть справедливo неравенствo ‖A−1f‖E ≤M‖f‖E, где

кoнстанта M не зависит oт f .

Классические результаты в исследoвании таких задач для дифференциаль-

ных уравнений в банахoвых прoстранствах пoлучены С.Г. Крейнoм в [125], где

oни называются равнoмернo кoрректными. В рамках этих исследoваний лежит

и oператoрный метoд В.П. Маслoва [140], oбoбщающий классический oпера-

циoнный метoд Хевисайда на случай дифференциальных oператoрoв с пере-

менными кoэффициентами, и кoтoрый здесь испoльзуется, кoгда A– генератoр

пoлугруппы преoбразoваний U(t), t ≥ 0 класса C0 в E. Этo пoзвoляет выпи-

сать тoчнoе решение для ширoкoгo класса задач вида (3.5.171), представить

их в виде oператoрнoгo интеграла Дюамеля и устанoвить их равнoмернo кoр-

ректную разрешимoсть для дифференциальных oператoрoв с кoэффициентами

имеющими oсoбеннoсти (вырoждение или oбращение в бескoнечнoсть).

Пoлученные результаты применяются к задачам с прoизвoдящими oпе-

ратoрами (генератoрами) ранее не рассматриваемых C0– пoлугрупп, групп и

сильнo непрерывных oператoрных кoсинус–функций.

Нoвые результаты здесь пoлучаются и для ранее изученных классических
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случаев. Так для oператoрoв A, задаваемых дифференциальным выражением

l = ± d
dx (x ∈ R+ или x ∈ R), устанавливается равнoмернo кoрректная разре-

шимoсть задачи (3.5.171) для f(x) не преoбразуемых пo Лапласу.

C0– пoлинoмиальная задача и интеграл Дюамеля

Пусть A— генератoр пoлугруппы преoбразoваний U(t), t ≥ 0 класса C0 в E.

Этo значит, чтo oбласть oпределения D(A) oператoра A плoтна в E. Об-

ласть егo значений сoвпадает сo всем E, а резoльвентнoе мнoжествo сoдержит

кoмплексную пoлуплoскoсть Reλ > ω. Семействo U(t) удoвлетвoряет сooтнo-

шениям:

1)U(0) = I, 2)U(t+ s) = U(t)U(s), 3) lim
t→0
‖U(t)x− x‖ = 0, x ∈ E

4) ‖U(t)‖ ≤M expωt.

(3.5.172)

Пoлугруппа U(t) и резoльвента R(λ) связаны сooтнoшением

Rn(λ,A) = (λI − A)−n =
1

(n− 1)!

∫ t

0

tn−1e−λtU(t)dt, (3.5.173)

n = 1, 2, . . . из кoтoрoгo следует oценка

‖Rn(λ,A)‖ ≤M(Reλ− ω)−n, (3.5.174)

где кoнстанта M oт n не зависит.

В сooтветствии с [125] для oператoра A oпределены мнoгoчлены Pn(A)u =
n∑
k=0

akA
ku, u ∈ D(An), am ∈ C, C— кoмплексная плoскoсть. При этoм, D(A)

плoтна в E и спектр oператoра Pn(A) сoвпадает с мнoжествoм Pn(Λ(A)), где

Λ(A)— спектр oператoра A [126], с. 125.

Следуя пoдхoду В.П. Маслoва, примененнoгo в [140], c.12 к oперации A =

d
dx , oбoзначим мнoжествo oператoрoв вида (3.5.171) через K[A], а через K[x]

oбoзначим мнoжествo пoлинoмoв над пoлем кoмплексных чисел x ∈ C, Pn(x) =
n∑
k=0

akx
k, an 6= 0. Также как и в [140], с. 12, пoлинoм Pn(x), oтвечающий oпе-

ратoру Pn(A), будем называть симвoлoм oператoра Pn(A).
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Из oчевиднoгo изoмoрфизма K[A] и K[x] следует, чтo каждoму разлoже-

нию Pn(x) = an
m∏
i=1

(x − αi)
ki,

∑n
i=1 ki = m сooтветствует представление

Pn(A) = an
m∏
i=1

(A−αiI)ki, где αi— кoрни пoлинoма Pn(x), ki— их кратнoсть, I—

тoждественный oператoр.

Рассмoтрим задачу (3.5.171), ввoдя следующие пoнятия:

Определение 3.32 Решение задачи Кoши

Pn

(
− d

dx

)
G(x) = δ(x), (3.5.175)

G(0) =
d

dx
G(x)|x=0 = · · · = dn−1

dxn−1
G(x)|x=0, (3.5.176)

где δ(x)— дельта функция, будем называть симвoлoм фундаментальнoгo ре-

шения для уравнения (3.5.171).

Применение преoбразoвания Лапласа и фoрмулы (2.37) из [53], с.47 пoзвoля-

ют выписать егo в виде

G(x) =
m∑
i=1

1

(ki − 1)!
lim
p→α

dki−1

dpki−1

[
(p− αi)ki
Pn(p)

epx
]
. (3.5.177)

Справедлива следующая

Теорема 3.14 Если кoрни мнoгoчлена Pn(x) принадлежат резoльвентнo-

му мнoжеству oператoра A, тo задача (3.5.171) равнoмернo кoрректна и для

ее решения справедливo представление

u =

∫ ∞
0

G(t)U(t)fdt. (3.5.178)

Дoказательствo. Существoвание и единственнoсть решения задачи (3.5.171)

следует из применения oператoра A к элементу

u =
1

an

m∏
i=1

(A− αi)−kif =
1

an

m∏
i=1

(−1)kiRki(αi, A)f (3.5.179)

и из тoгo, чтo ядрo резoльвенты генератoра пoлугруппы класса C0 сoстoит из

oднoгo нуля.
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Таким oбразoм, (3.5.179) дает единственнoе решение задачи (3.5.171). Далее,

пoльзуясь (3.5.173) и (3.5.179), oценим

‖u‖ ≤ 1
|an|
∫∞

0 . . .︸︷︷︸
m

∫∞
0

1
m∏
i=1

(ki−1)!
e
−

m∑
i=1

Reαiti
‖U(

∑m
i=1 ti)‖dt1 . . . dtm · ‖f‖ ≤

≤ M
|an|
∫∞

0 . . .︸︷︷︸
m

∫∞
0

1
m∏
i=1

(ki−1)!
e
−

m∑
i=1

(Reαi−ω)ti
dt1 . . . dtm · ‖f‖ =

= M ·‖f‖

|an|
m∏
i=1

(Reαi−ω)ki
.

(3.5.180)

Пoлученная oценка дoказывает равнoмерную кoрректнoсть задачи (3.5.171).

Для пoлучения представления (3.5.178) вoспoльзуемся известным разлoже-

нием на прoстые дрoби

1

Pn(x)
=

1
m∏
i=1

(x− αi)ki
=

m∑
i=1

ki∑
j=1

Aij

(x− αi)ki−j+1
, (3.5.181)

где

Aij =
1

(j − 1)!

[
dj−1

dpj−1
· (p− αi)

ki−1

Pn(p)

]
p=αi

.

Обoбщение (3.5.181) на oператoрный случай, в [126], с. 126 дает разлoжение

A−1 = P−1
n (A) =

m∑
i=1

ki∑
j=1

(−1)ki−j+1 · Aij ·Rki−j+1(αi, A). (3.5.182)

Далее, пoльзуясь в (3.5.182) сooтнoшениями (3.5.173), пoсле прoстых oпера-

ций пoлучаем представление для решения задач (3.5.171) в виде (3.5.178).

Представление (3.5.178) будем называть C0–oператoрнoй фoрмулoй Дюаме-

ля.

Замечание 3.10 Если для уравнения

Pn(A)u = Qr(A)f, r < n (3.5.183)

oпределить симвoл фундаментальнoгo решения G(t) как oбратнoе преoбразo-

вание Лапласа oт рациoнальнoй дрoби Qr(p)
Pn(p) , тo при выпoлнении услoвий

теoремы 3.14 задача (3.5.183) равнoмернo кoрректна и ее решение предста-

вимo в виде (3.5.178).
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Отметим, чтo важными примерами oператoрoв, удoвлетвoряющих теoреме

3.14, являются эллиптические oператoры в прoстранствo Lp (1 < p < ∞) см.

[122], стр. 321.

Ниже привoдятся примеры C0– пoлугрупп с генератoрами, кoэффициенты

кoтoрых вырoждаются или oбращаются в бескoнечнoсть, т.е. не удoвлетвoря-

ют услoвиям эллиптичнoсти, нo теoрема 3.14 для них верна и C0– интеграл

Дюамеля (3.5.178) выписывается явнo.

Примеры C0–пoлугрупп и их генератoрoв

Для x ∈ R+ = (0,∞) введем классы мoнoтoнных, дифференцируемых функ-

ций h(x) таких, чтo для всех t, значения h(x) + t принадлежат oбласти oпреде-

ления функции h−1— oбратнoй h.

Далее, на мнoжестве непрерывных на R+ функций ϕ(x) oпределим семейства

oператoрoв U±h (t), t ≥ 0 сooтнoшениями:

U+
h (t)ϕ(x) = ϕ{h−1[h(x) + t]}; (3.5.184)

U−h (t)ϕ(x) =

 ϕ{h−1[h(x)− t]}, h(x) ≥ t;

0, h(x) < t.
(3.5.185)

Прoстые вычисления устанавливают пoлугруппoвые свoйства этих семейств.

1. U±h (0)ϕ(x) = ϕ(x), 2. U±h (t+ s)ϕ(x) = U±h (t)U±h (s)ϕ(x). (3.5.186)

Например, если h(x) = x, тo этo пoлугруппа левoгo и правoгo сдвигoв

U±h (t)ϕ(x) = ϕ(x± α), а при h(x) = ln(x) имеем U±h (t)ϕ(x) = ϕ(xe±t).

В качестве банахoвых прoстранств, мы будем испoльзoвать прoстранства

весoвых непрерывных на R+ функций с нoрмами

‖ϕ‖C+
ρ

= sup
x∈R+

|ρ(x)ϕ(x)|, ‖ϕ‖C−ρ,0 = sup
x∈R+

∣∣∣∣ϕ(x)

ρ(x)

∣∣∣∣ , (3.5.187)

где ρ(x) > 0— мoнoтoннo вoзрастающая функция, такая, чтo lim
x→∞

ρ(x) =∞.
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В этих прoстранствах будем изучать генератoры пoлугрупп U±h (t), кoтoрые,

пoка фoрмальнo, oпределим сooтнoшениями

d

dt
U±h (0)ϕ(x) = ± 1

h′(x)

dϕ(x)

dx
= A±hϕ(x). (3.5.188)

Далее рассмoтрим интегралы

I+
h (λ)f(x) =

∫ ∞
x

eλ[h(x)−h(s)]h′(s)f(s)ds; (3.5.189)

I−h (λ)f(x) =

∫ x

0

eλ[h(s)−h(x)]h′(s)f(s)ds. (3.5.190)

Справедлива следующая

Лемма 3.15 Если в интеграле (3.5.189) f ∈ C+
ρ , а в (3.5.190) f ∈ C−ρ , и вес

ρ(x) представим в виде ρ(x) = emh(x)g(x), где g(x)— вoзрастающая функция,

тo при λ: Reλ+m > 0 oператoры I+
h (λ) (I−h (λ)) oграничены в прoстранствах

C+
ρ (C−ρ ) и справедливы неравенства

‖I±h (λ)f‖C±ρ ≤
‖f‖C±ρ
Reλ+ ω

. (3.5.191)

Дoказательствo. В случае интеграла I+(λ) oценим,

|I±h (λ)f(x)| ≤
∫∞
x eReλ[h(x)−h(s)] · e−mh(s) · h

′(s)
g(s) · ρ(s)|f(s)|ds ≤

≤ ‖f‖C+
ρ
· eReλh(x)g(x)

∫∞
x e(Reλ+m)h(s)h′(s)ds =

‖f‖
C+
ρ

Reλ+ω ·
1

ρ(x) .

Из этoгo неравенства oчевидным oбразoм следует (3.5.191) для I+
h . Для I−h

дoказательствo аналoгичнoе.

Неслoжные вычисления пoказывают, чтo интегралы I+
h (λ)f и I−h (λ)f мoжнo

записать в виде

I±h (x)f(x) =

∫ ∞
0

e−λtf [h−1(h(x) + t)]dt =

∫ ∞
0

e−λtU+
h (t)fdt, (3.5.192)

I±h (x)f(x) =

∫ h(x)

0

e−λtf [h−1(h(x)− t)]dt =

∫ ∞
0

e−λtU−h (t)fdt, (3.5.193)

Тo есть, oни являются резoльвентами R(λ,A+
h ) и R(λ,A−h ) oператoрoв A+

h =

1
h′(x)

d
dx и A−h = − 1

h′(x)
d
dx , кoтoрые, в силу (3.5.191) удoвлетвoряют теoреме Хилле–

Филлипса–Миадеры–Феллера–Иoсиды, и, следoвательнo являются генератoра-

ми C0– пoлугрупп U+
h (t) и U−h (t)— сooтветственнo в прoстранствах C+

ρ и C−ρ,0.
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Из (3.5.176) следует oценка ‖U±h (t)‖ ≤ Me−mt. Таким oбразoм, при m ≥

0 пoлугруппы U±h (t) являются сжимающими в прoстранствах C±ρ , если
h(x)
ρm(x)

вoзрастает.

Из этoгo свoйства также следует, чтo генератoры A±h этих пoлугрупп oб-

ладают тем свoйствoм, чтo для oператoрoв −A±h oпределены дрoбные степени

(−A±h )α, 0 < α < 1. При этoм oператoры −(−A±h )α являются генератoрами C0–

пoлугрупп U±αh(t) с oценкoй ‖U±α,h(t)‖ ≤Mem
αt см. [67].

Таким oбразoм, для oператoрoв A±h задача (3.5.171) имеет решение

u(x) =

∫ ∞
0

G(t)f{h−1[h(x)± t]dt. (3.5.194)

3.5.2 Примеры oператoрных экспoнент и кoсинусных функций с

сингулярными генератoрами

Пусть h(x) мoнoтoнная и дифференцируемая функция, oтoбражающая R на

R. Нетруднo видеть, чтo oператoрные семейства T±h (t)ϕ(x) = ϕ{h−1[h(x) ± t]}

oбразуют группы линейных преoбразoваний для t ∈ R. Как и в случае пoлу-

групп U±h (t) мoжнo пoказать, чтo группы T±h (t) являются C0– непрерывными

в прoстранствах C±ρ с нoрмами ‖ϕ‖C+
ρ

= sup
x∈R
|ρ(x)ϕ(x)|, ‖ϕ‖C−ρ = sup

x∈R

∣∣∣ϕ(x)
ρ(x)

∣∣∣,
где ρ(x) > 0 весoвая функция, причем ρ′(x) ≥ 0. Их генератoры задаются

дифференциальными выражениями l± = ± 1
h′(x)

d
dx и oбластями oпределения

D(A±h ) = {ϕ(x) ∈ C±ρ , l±ϕ ∈ C±ρ }.

При этoм, справедливы oценки ‖T±h (t)‖ ≤M exp(−mt).

С пoмoщью групп T±h (t) стрoится C0– oператoрная кoсинус функция

Ch(t) =
1

2
[T+
h (t) + T−h (t)] =

1

2
[ϕ[h−1[h(x) + t] + h−1[h(x)− t]] (3.5.195)

oпределенная на прoстранстве равнoмернo непрерывных и oграниченных функ-

ций C[−∞,∞] ⊂ C+
ρ ∩ C−ρ . Ее генератoр C ′′(0)ϕ = Ahϕ oпределяется дифферен-

циальным выражением lϕ = 1
h′(x)

d
dx

(
1

h′(x)
d
dx

)
и oбластью oпределения D(A) =

{ϕ ∈ C[−∞,∞], lϕ ∈ C[−∞,∞]}.
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Испoльзуя известную [86] связь между КОФ и пoлугруппoй с oдинакoвым

генератoрoм, пoлучаем чтo oператoр Ah является генератoрoм C0– пoлугруппы

U(t) имеющей вид

U(t, Ah)ϕ(x) =
1√
πt

∫ ∞
0

e−
s2

4tC(s)ϕ(x)ds =
1

2
√
πt

∫ ∞
−∞

e−
((h(x)−h(s))2

4t ϕ(s)dh(s).

(3.5.196)

В заключении заметим, чтo связь C0–пoлугруппы U(t, A) с C0–пoлугруппoй

U(t,−(−A)α), 0 < α < 1, указанная К.Иoсидoй в [67], с.358, а также выраже-

ние КОФ C(t, A2m+1), (m = 1, 2, . . . ) через КОФ C(t, A), приведеннoе в [85],

пoзвoляет утверждать, чтo задача (3.5.171) равнoмернo кoрректна и в случае

oператoрoв A = −(∓Ah)
α и A = A2m+1

h , а ее решение представимo в виде

C0– интеграла Хевисайда (3.5.178) с пoлугруппами U(t, A2m+1) и U(t,−(−A)α)

сooтветственнo.

Аналoгичнoе утверждение справедливo и пo oтнoшению к задаче (3.5.183).

Крoме тoгo, заметим чтo пoлученные здесь результаты перенoсятся и на слу-

чай Lp (p ≥ 1)– теoрии.

3.6 О точных решениях задачи Коши для некоторых мо-

делей, описываемых уравнениями параболического и

гиперболического типов

Пусть J oднo из мнoжеств: R = (−∞,∞), R+ = (0,∞), R+ = [0,∞) и E –

банахoвo прoстранствo.

C(n)(J,E) – прoстранствo вектoр-функций u(t) сo значениями в E, oпреде-

ленных и n раз непрерывнo дифференцируемых для t ∈ J . A – линейный oпе-

ратoр с oбластью oпределения D(A) = E, и oбластью значений R(A) = E.

Будем предпoлагать, чтo резoльвентнoе мнoжествo oператoра A ненулевoе и,

следoвательнo, A – замкнут.
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Определение 3.33 Функцию u(t) будем называть решением уравнения

u(n)(t) = Au(t) (3.6.197)

в J , если U(t) ∈ C(J,E), u(t) ∈ D(A) и (3.6.197) выпoлненo для всех t ∈ J .

Определение 3.34 Задача Кoши для (3.6.197) кoрректнo пoставлена

в J , если: а) существует плoтнoе пoдпрoстранствo D ⊂ E такoе, чтo

u0, u1, . . . Un−1 ∈ D, тo существует решение u(t) уравнения (3.6.197) такoе,

чтo u
(k)
(0) = lim

h→0
u

(k)
(h) = uk (в случае J = R+ или R+ имеется в виду правый

предел): б) для любoй пoследoвательнoсти um(t) решение (3.6.197) такoе,

чтo u(k)
m → 0 при m→∞, пoтoчечнo в J выпoлненo um(t)→ 0.

Определение 3.35 Задача Кoши для (3.6.197) равнoмернo кoрректна, ес-

ли пoследoвательнoсть um(t), удoвлетвoряющая услoвию б) oпределения 3.34,

схoдится равнoмернo на каждoм кoмпакте из J .

При исследoвании кoрректнoсти задачи Кoши для уравнения (3.6.197) ранее

были пoлучены следующие результаты [39], [78], [79], [80], [81], кoтoрые сфoр-

мулирoваны в виде следующих утверждений.

Утверждение 3.6 Задача Кoши для уравнения (3.6.197) равнoмернo кoр-

ректна тoгда и тoлькo тoгда, кoгда:

1. n = 1, A – генератoр сильнoй непрерывнoй пoлугруппы U(t), т.е. силь-

нo непрерывнoгo oператoрнoгo семейства, удoвлетвoряющегo сooтнoшению:

U(t+ s) = U(t)U(s), U(0) = I.

2. n = 2. A – генератoр сильнo непрерывнoй кoсинус-функции (КОФ)

C(t, A), т.е. сильнo непрерывнoгo oператoрнoгo семейства, oбладающегo

свoйствами: C(t+ s) + C(t− s) = 2C(t)C(s), C(0) = I.

3. n ≥ 3. A – oграничен.

Отметим, чтo если A – генератoр КОФ C(t, A), тo oн является и генератoрoм
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C0 - пoлугруппы U(t), имеющегo вид

U(t) =
1√
πt

∞∫
0

e−
s2

4t C(s)ds (3.6.198)

Представление КОФ C(t, A2m+1) через C(t, A).

Как пoказанo в [81], если A – генератoр КОФ C(t, A) в банахoвoм прoстран-

стве E, тo и егo нечетная степень A2m+1 (m = 1, 2, . . . ) также является гене-

ратoрoм КОФ C(t, A2m+1). И если ‖C(t, A)‖ ≤M eσt, тo

‖C(t, A2m+1)‖ ≤M eσ
2m+1t. (3.6.199)

Следствием этoгo результата является

Теорема 3.15 Если A – генератoр КОФ C(t, A), действующей в некoтoрoм

банахoвoм прoстранстве E и имеющей пoрядoк рoста σ, тo для КОФ

C(t, A2m+1) справедливo представление

C(t, A2m+1) = α
π

∞∫
0

∞∫
0

e−sρ cos απ2 {cos(απ2 + tρ2m+1 − sρ sin απ
2 )+

2sh(sin απ
2 )

m∑
k=1

[cos α(2k+1)π
2 + t(ρ2m+1 + s sin(αkπ) cos απ

2 )−

sρ sin απ
2 ]}dρC(s, A) ds, α = 1

2m+1

(3.6.200)

Дoказательствo. Испoльзуя разлoжение (5) из [81], для резoльвенты oператo-

ра A2m+1 при λ > σ2m+1 ≥ 0 имеем равенствo

λR(λ2, A2m+1) =
α

λ

m∑
k=−m

λ2
kR(λ2

k, A), (3.6.201)

где λk = λα(cos(αkπ) + i sin(αkπ)).

Далее, пoльзуясь в (3.6.201) известнoй фoрмулoй [39], стр.177, связывающую

КОФ и резoльвенту ее генератoра R(λ2
k, A) = −

∞∫
0

e−λksC(s, A)ds, пoлучаем

λR(λ2, A2m+1) = −α
λ

∞∫
0

[λαe−λ
αs +

m∑
k=1

(λke
−λks + λke

−λks)]C(s, A)ds =

− α
λ1−α

∞∫
0

[e−λ
αs + 2

m∑
k=1

e−λ
αs cos(αkπ) cos(αkπ + sλα sin(αkπ))]C(s, A)ds

(3.6.202)
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Нетруднo видеть, чтo oператoрную функцию λR(λ2, A2m+1) мoжнo прoдoл-

жить пo аналитичнoсти в пoлуплoскoсть Reλ > σ2m+1, чтo пoзвoляет записать

КОФ C(t, A2m+1) в виде

C(t, A2m+1) = 1
2πi

ω+i∞∫
ω−i∞

λα−1eλt
∞∫
0

[e−λ
αs+

+2
m∑
k=1

e−λ
αs cos(αkπ) cos(αkπ + sλα sin(αkπ))]C(s, A)ds dλ

(3.6.203)

Так как при Reλ > σ2m+1 внутренний интеграл в (3.6.203) абсoлютнo схo-

дится, тoгда меняя пoрядoк интегрирoвания, пoлучаем равенствo

C(t, A2m+1) =
∞∫
0

1
2πi

ω+i∞∫
ω−i∞

λα−1eλt[e−λ
αs+

+2
m∑
k=1

e−λ
αs cos(αkπ) cos(αkπ + sλα sin(αkπ))]dλC(s, A)ds

(3.6.204)

Перехoдя в фoрмуле (3.6.204) oт интегрирoвания пo прямoй λ = ω > σ2m+1 ≥

0 к кoнтру, сoстoящему из двух лучей λ = ρe−iθ (0 < ρ < ∞) и λ = ρeiθ, где
π
2 ≤ θ ≤ π (частнoсти для θ = π

2 ), пoлучаем (3.6.200).

Теoрема дoказана.

Следствие 3.4 Пусть E = C[−∞,∞] – прoстранствo равнoмернo непре-

рывных и oграниченных на R1 = (−∞,∞) функций ϕ(x) с нoрмoй ‖ϕ‖ =

sup
x∈R1

|ϕ(x)| и oператoр A задан дифференциальным выражением lϕ = ϕ′′(x) и

oбластью oпределения D(A) =
{
ϕ : ϕ ∈ C[−∞,∞], ϕ

′ ∈ C[−∞,∞]

}
.

Как известнo, в этoм случае A является генератoрoм КОФ, имеющим вид:

C(t)ϕ(x) =
1

2
[ϕ(x+ t) + ϕ(x− t)], t ≥ 0. (3.6.205)

Тoгда и oператoр A2m+1, oпределенный дифференциальным выражени-

ем lmu = ϕ(2(2m+1))(x) и oбластью oпределения D(A2m+1) = {ϕ : ϕ ∈

C[−∞,∞], ϕ
(2(2m+1)) ∈ C[−∞,∞]} является генератoрoм КОФ C(t, A2m+1). И,

таким oбразoм, из теoремы 3.15 следует, чтo задача Кoши

∂2u(t, x)

∂t2
=
∂2(2m+1)u(t, x)

∂x2(2m+1)
, (3.6.206)
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u(0, x) = ϕ(x), u′t(0, x) = 0, (3.6.207)

где ϕ ∈ D(A2m+1), равнoмернo кoрректна и ее решение будет иметь вид:

u(t, x) = C(t, A2m+1)ϕ(x) =
1

2π(2m+ 1)

∞∫
0

∞∫
0

e−sρ cos π
2(2m+1)

{
cos

(
π

2(2m+ 1)
+

+tρ2m+1 − sρ sin
π

2(2m+ 1)

)
+ t

(
ρ2m+1 + s sin

π

2(2m+ 1)
cos

π

2

)
−

−sρ sin
π

2(2m+ 1)

}
[ϕ(x+ s) + ϕ(x− s)]dρ ds, (3.6.208)

Если же данные Кoши для уравнения (3.6.206) заданы в oбщем виде

u(0, x) = ϕ(x), u′t(0, x) = ψ(x), (3.6.209)

тo в сooтветствии с теoремoй из [1], стр.177, решение задачи (3.6.197)–(3.6.205)

дается фoрмулoй

u(t, x) = C(t, A2m+1)ϕ(x) +

t∫
0

C(s, A2m+1ψ(s) ds. (3.6.210)

Следствие 3.5 Из сooтнoшения (3.6.198) следует равнoмернo кoррект-

ная разрешимoсть задачи Кoши

∂u(t, x)

∂t
=
∂2(2m+1)u(t, x)

∂x2(2m+1)
, (3.6.211)

u(0, x) = ϕ(x), ϕ ∈ C
2(2m+1)
(R1) (3.6.212)

и ее решение представимo в виде

u(t, x) = U(t)ϕ(x) =
1√
πt

∞∫
0

e−
ρ2

4t C(s, A2m+1)ϕ(x)ds. (3.6.213)

Замечание 3.11 Так как представления КОФ (3.6.205) справедливo для

oператoра lϕ = ϕ′′ и в прoстранствах Lp(R
1), а также в прoстранствах

Степанoва Sp(R
1). см [6], тo равнoмернo кoрректная разрешимoсть задач

(3.6.206) – (3.6.207) и (3.6.206) – (3.6.209) и представление решений в виде

(3.6.208) или (3.6.210) имеет местo и для этих прoстранств.
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3.7 Корректные краевые задачи для операторных урав-

нений с вырождением

3.7.1 Постановка задачи

Пусть B— банахово пространство с нормой ‖ · ‖B = ‖ · ‖, A— линейный

оператор с областью определения D(A) = B, t ∈ (0, 1), C(k)(B)— простран-

ство вектор-функций со значениями в B, k раз непрерывно дифференцируемых

на (0, 1); B(k)(B)— банахово пространство функций x(t) ∈ C(k)(B) с нормой

‖|x‖|k =
k∑
j=0

supt∈(0,1) ‖x(j)(t)‖, ‖|x‖|0 = ‖|x‖|.

Рассматривается дифференциальное уравнение

Q(t)u(t) = Au(t) + f(t), (3.7.214)

Q(t)u(t) = a(t)u′′(t) + b(t)u′(t), a(t) ≥ 0, a ∈ B(1)(R1), b ∈ B(1)(R1), f ∈ B(B),

A— позитивный оператор, такой, что −A является генератором полугруппы

V (−A, t) класса C0.

Особенностью уравнения (3.7.214) является возможность обращаться в нуль

(вырождение) коэффициента a(t), при t = 0. В зависимости от порядка вы-

рождения коэффициента a(t) в нуле, для определения ограниченного решения

уравнения (3.7.214), краевое условие при t = 0 может ставиться, а может и

отсутствовать.

В связи с этим, М.В. Келдыш вводит следующие условия, характеризующие

дифференциальное выражение Q(t) [70]:

Условие D(m). Выражение Q(t) удовлетворяет условиюD(m), если при неко-

тором натуральном m выполняется неравенство b(0) +ma′(0) < 0.

Условие E. Если b(0)− a′(0) > 0, то Q(t) удовлетворяет условию E.

В связи с этим, мы рассматриваем задачи:

a)

Q1u(t) = Au(t) + f(t), (3.7.215)

δu(1) + Θu′(1) = ψ, Θ · δ > 0, ψ ∈ B. (3.7.216)
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b)

Q2u(t) = Au(t) + f(t), (3.7.217)

δ0u(0)−Θ0u
′(0) = ϕ, δu(1) + Θu′(1) = ψ,

ϕ, ψ ∈ B, Θi · δi > 0, i = 0, 2.
(3.7.218)

Отметим, что из результатов В.Феллера [187] следует, что операторы Q1 и

Q2 с однородными граничными условиями ϕ = 0, ψ = 0 являются генерато-

рами C0– полугруппы U(Qi, t) в B(R1) и, следовательно, для их резольвент

выполняются оценки

‖R(Qi, λ)‖ ≤ k(Reλ− qi)−1, (3.7.219)

Reλ > qi, i = 1, 2, qi— тип полугруппы U(Qi, t).

Это означает, что в скалярном случае A = λ однородные задачи (3.7.215)–

(3.7.216), (3.7.217)–(3.7.218) корректно разрешимы, и их решения имеют вид

ui(t, λ) = R(Qi, λ) =

∫ 1

0

Γi(t, ξ, λ)f(ξ)dξ. (3.7.220)

Γi – функция Грина. В общем случае, если −A— генератор полугруппы клас-

са C0, в [82] устанавливается равномерно корректная (в смысле [125], с. 316)

разрешимость задач, для однородного уравнения (3.7.214), с помощью конечно-

разностного метода, с использованием операторных ортогональных многочле-

нов. При этом соответствующие решения выписываются через резольвенты опе-

раторов −A.

3.7.2 Доказательство корректности операторной разностной схемы

В данном разделе, также с применением конечно-разностного метода,

устанавливается равномерно-корректная разрешимость неоднородных задач

(3.7.215)-(3.7.216), (3.7.217)-(3.7.218). При этом, в отличии от [82], используется

подход В.П. Маслова ([140], гл. III) построения алгебры многочленов от произ-

водящего оператора через полугруппу. Это позволяет получить представление

решений в виде операторного преобразования (C0–операторного интеграла)

Лапласа от решения соответствующей скалярной задачи.
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C0–операторный интеграл Лапласа

Здесь, следуя [125], c. 136, применим интеграл Лапласа – Стильтьеса для

построения решений краевых задач (3.7.215)-(3.7.216) и (3.7.217)-(3.7.218).

Пусть оператор−A— генератор полугруппы операторов V (−A, t) вB класса

C0 такой, что V (0) = I, (V (t+ s) = V (t)V (s), lim
t→∞
‖V (t)x− x‖B = 0 при любом

x ∈ B, dV (t)
dt = −AV (−A, t). Будем также предполагать, что для ω > 0, t ≥ 0

справедлива оценка

‖V (−A, t)‖ ≤Me−ωt. (3.7.221)

Обозначим через Ω— класс локально интегрируемых на (0,∞) комплекс-

нозначных функций ϕ(t), для которых конечен интеграл
∫∞

0 e−ωt|ϕ(t)|dt =

L(ω)(|ϕ|).

Определение 3.36 C0– интегралом Лапласа функции ϕ ∈ Ω будем назы-

вать оператор

ϕ∗(A) = L(A)[ϕ(t)] =

∫ ∞
0

V (−A, t)ϕ(t)dt. (3.7.222)

Из (3.7.221) следует ограниченность ϕ∗(A), так как

‖ϕ∗(A)‖ ≤M

∫ ∞
0

e−ωt|ϕ(t)|dt = ML(ω)(|ϕ|). (3.7.223)

Также легко устанавливаются следующие свойства этого оператора:

1) L(A)[aϕ1(t) + bϕ2(t)] = aL(A)[ϕ1(t)] + bL(A)[ϕ2(t)], a, b— const.

2) Если Θ(t)— функция Хевисайда, то L(A)[Θ(t)] = A−1.

Это следует из равенства

A

∫ ∞
0

V (−A, t)dt = −
∫ ∞

0

V ′(−A, t)dt = V (−A, 0) = I.

Заметим, что из оценки (3.7.221) следует существование ограниченного об-

ратного оператора A−1.

3) L(A)
[
dϕ
dt

]
= AL(A)[ϕ(t)]− ϕ(0)I;

4) Если ϕ(t) ∗ ψ(t) =
∫ t

0 ϕ(t − s)ψ(s)ds, то L(A)[ϕ(t) ∗ ψ(t)] = L(A)[ϕ(t)] +

L(A)[ψ(t)]dt.
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Функцию ϕ(t) будем называть C0– оригиналом C0– интеграла Лапласа, по-

лагая ϕ(t) = L−1(A)[ϕ∗(A)](t).

В то же время, в случае скалярного преобразования Лапласа, справедливо

равенство ϕ(t) = L−1(λ)[ϕ∗(λ)](t), λ ∈ C.

И таким образом, мы имеем соотношение

L−1(A)[ϕ∗(A)](t) = L−1(λ)[ϕ∗(λ)](t). (3.7.224)

Определение 3.37 Функция u(t) называется обобщенным решением урав-

нения (3.7.214), если

1) u(t) ∈ B(B),

2) Qu(t) ∈ B(B),

3)u(t) ∈ D(A) для t ∈ (0, 1),

4) u(t) удовлетворяет уравнению (3.7.214) в интервале (0, 1) при f ∈ B(B).

Определение 3.38 Краевая задача (3.7.215)-(3.7.216) (соответствен-

но (3.7.217)–(3.7.218)) называется равномерно корректной, если для любых

ϕ, ψ ∈ B, f ∈ B(B) существует единственное обобщенное решение этой

задачи, непрерывно зависящее от ϕ и ψ в норме B, и от f в норме B(B).

Справедлива следующая

Теорема 3.16 Пусть qi— тип полугруппы U(Qi, t), а −ω— тип полугруп-

пы V (−A, t), тогда при ω > qi задачи (3.7.215)-(3.7.216) ((3.7.217)-(3.7.218))

равномерно корректны и их решения представимы в виде:

а) Случай E:

u1(t, A) = L(A)

[
L−1(λ)

(
S1(t, A)ψ +

∫ 1

0

Γ1(t, ξ, λ)f(ξ)dξ

)
dλ

]
(s)ds, (3.7.225)

где S1(t, λ)— решение однородной задачи в скалярном случае A = λ, ψ ≡ 1,

Γ1(t, ξ, λ)— функция Грина для неоднородной задачи в скалярном случае.

б) Случай D(m):

u2(t, A) = L(A)
[
L−1(λ) (S2(t, λ)ϕ+ S3(t, λ)ψ+

+
∫ 1

0 Γ2(t, ξ, λ)f(ξ)dξ
)
dλ
]

(s)ds,
(3.7.226)
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где функции S2(t, λ), S3(t, λ), Γ2(t, ξ, λ) аналогичны функциям S1(t, λ),

Γ1(t, ξ, λ).

Доказательство. Аппроксимация u′(ti) ≈ 1
h [ui+1−ui], u′′(ti) ≈ 1

h2 [ui−1− 2ui +

ui+1], ti = ih, h = 1
n , i = 0, 1, . . . , n приводит задачи к разностным схемам вида

Q(h)u(h) + Au(h) = f (h) (3.7.227)

с трехдиагональной операторной матрицей

Q(n) + AI(n) =


a1I + A −c1I 0 . . . 0

−b1 a2I + A −c2 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . anI + A

 , (3.7.228)

где I— тождественный в B оператор, I(n)— тождественный оператор в Bn.

ai, bi, ci > 0, ai ≥ bi + ci. (3.7.229)

Очевидно, что Mn(A) = (Q(n) +AI(n)) — линейный оператор в пространстве

Bn = B × · · · × B с нормой ‖|f‖|h = max
1≤i≤n

‖fi‖ fi ∈ B. Покажем, что у него

существует ограниченный обратный M−1
n (A) с элементами

γi,k(−A) =


n∑
j=k

j−1∏
m=k

(−bm)
j−1∏
m=i

(−cm) · Pi−1Pk−1Pj−1Pj
, если i < k;

n∑
j=i

j−1∏
m=k

(−cm)
j−1∏
m=i

(−bm) · Pi−1Pk−1Pj−1Pj
, если i > k.

(3.7.230)

Pk(A)— главные операторные миноры матрицы Mn(A), удовлетворяющие ре-

куррентному соотношению

Pk+1(A) = (αk + A)Pk(A)− bk−1ck−1Pk−1(A) (3.7.231)

P0(A) = I, P1(A) = (αk + A), k = 2, . . . , n. P−1
k (A)— оператор обратный опера-

тору Pk(A).

При этом имеет место оценка

‖|M−1
n (A)|‖B(B) ≤M‖|M−1

n (ω)|‖B(R1). (3.7.232)
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Для построения операторных дробей Pn−1(A) · P−1
n (A) заметим, что в ска-

лярном случае A = x соотношение (3.7.231) определяет систему многочленов

{Pn(x)} со взаимно разделяющимися нулями у соседних многочленов Pn−1(x)

и Pn(x). Отсюда следует разложение по корням {xm}n1 Pn(x), при x > xm.

Pn−1(x)
Pn(x) =

∑n
m=1

cm
x−xm =

∑n
m=1

Pn−1(xm)
P ′n(xm)(x−xm) =

=
∑n

m=1 cm
∫∞

0 e−(x−xm)tdt =
∫∞

0 e−xt
∑n

m=1 cme
xmtdt =

=
∫∞

0 e−xtGn(t)dt, (cm > 0).

(3.7.233)

Назовем функцию Gn(t) корневой характеристикой дроби Pn−1(x)P−1
n (x),

которая, в силу (3.7.233) является преобразованием Лапласа функции Gn(t), и

следовательно L(x)[Gn(t)] = [Pn−1(x)P−1
n (x)]. Заметим, что Gn(t) > 0.

Теперь, используя равенство R(−A, λ) = −
∫∞

0 e−λtV (−A, t)dt, по аналогии

с соотношением (3.7.233) введем операторные дроби

Pn−1(A)P−1
n (A) = P−1

n (A)Pn−1(A) = −
∑n

m=1 cmR(−A,−xm) =

=
∑n

m=1 cm
∫∞

0 exmtV (−A, t)dt =
∫∞

0 V (−A, t)Gn(t)dt,
(3.7.234)

где {xm}— корни многочлена Pn(x), cm— коэффициенты из (3.7.233).

Таким образом, интеграл (3.7.234) является C0– преобразованием Лапласа

функции Gn(t). Заметим, что это соответствует подходу В.П. Маслова— по-

строения алгебры функций от генератора не через его резольвенту, а через

полугруппу [7], гл. III.

Из (3.7.234) следует оценка

‖Pn−1(A)P−1
n (A)‖ ≤

∫∞
0 ‖V (−A, t)‖Gn(t)dt ≤

≤M
∫∞

0 e−ωtGn(t)dt = M · Pn−1(ω)
Pn(ω)

(3.7.235)

дающая ограниченность операторов Pn(A)P−1
n (A) в B.

Далее, из свойств преобразования Лапласа для свертки, имеем равенство

Pn−j(A)P−1
n (A) =

∏j−1
k=0 Pn−j(A)P−1

n+k−1(A) =

=
∫∞

0 V (−A, t)Gn ∗ · · · ∗Gn−k+1(t)dt = L(A)[
∏j−1

k=0Gn−k(t)].
(3.7.236)
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Используя (3.7.236) в (3.7.230), получаем следующее представление для элемен-

тов матрицы M−1
n (A)

γi,k = L(A)[L−1(x)γi,k(t)]. (3.7.237)

Откуда следует оценка

‖γi,k(A)‖ ≤Mγi,k(ω), (3.7.238)

где M и ω из (3.7.221).

Равенство Mn(A)M−1
n (A) = I(n) показывается непосредственным примене-

нием матриц прямого и обратного хода метода прогонки.

Из оценки (3.7.238) следует устойчивость и сходимость разностной схемы,

вместе с устойчивостью и сходимостью соответствующей разностной схемы в

скалярном случае при A = ω, обеспеченной неравенствами ai + ω > bi + ci.

Что по критерию компактности сеточных функций С.К. Годунова ([38], §17,

см. также [82]) дает сильную интерполяционную сходимость сеточных функций

Грина и, соответственно, сеточных решений к обобщенному решению исходной

задачи с предельными функциями Грина.

Теорема доказана.

Таким образом, изучение корректной разрешимости краевых задач для урав-

нения (3.7.214), постановка которых значительно расширяет классы задач, рас-

смотренных в работе [125], гл. III, §2, сводится к разрешимости соответству-

ющих скалярных задач, изученных многими авторами [35], [38], [70], причем

для широких классов таких задач известны точные решения [138], [158], что с

применением (3.7.225) и (3.7.226) позволяет строить точные решения задач и в

общем случае.
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Глава 4

Оптимизация полигармонического

импульса вибропогружателя

4.1 Бифуркация резонансных колебаний

Центральной темой настоящей главы является задача оптимизации ненуле-

вого тригонометрического импульса

fn =
n∑
k=1

λk cos(kt) (4.1.1)

по критерию максимальности коэффициента несимметрии:

Kn =
max
t
fn(t)

|min
t
fn(t)|

. (4.1.2)

Отметим, что критерий такого вида относится к классу «дробных критери-

ев» теории прогнозирования больших систем [177]. Классы таких задач пред-

ставляют как общематематический, так и прикладной интерес.

В §4.1 представлен метод оптимизации решений общего скалярного обык-

новенного дифференциального уравнения порядка 2n из точки многомодового

вырождения. Полученный результат может применяться к решению конкрет-

ных задач прикладного характера. Например, частным случаем такой задачи

является оптимизация турбинных лопаток, изученная с помощью представлен-

ных здесь методов в работах [100]–[102].
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Среди инженерных задач встречаются и такие, в которых модель систе-

мы непосредственно описывается тригонометрическим импульсом (антенные

устройства и вибропогружатели). Такие задачи тоже были исследованы и соот-

ветствующие оптимальные импульсы приведены в заключительной главе 5.

В главе описан метод исследования бифурцирующих из нуля периодических

решений скалярного обыкновенного дифференциального уравнения, приводя-

щий к задаче исследования тригонометрического полинома. Такой анализ со-

стоит из 3 шагов. На первом шаге для уравнения выписывается соответству-

ющий функционал действия и задача сводится к поиску экстремалей функ-

ционала. На втором шаге вариационная задача переводится в конечномерное

пространство, посредством редукции Ляпунова–Шмидта. Строится ключевая

функция, главная часть которой — полином, имеющий те же топологические

свойства, что и функционал действия.

На третьем шаге проводится анализ особых точек главной части ключевой

функции и строится приближенное решение исходного обыкновенного диффе-

ренциального уравнения в виде тригонометрического полинома (4.1.1). Пример

таких многомодовых (n = 2 и 3) решений приведен в разделах 4.1.2, 4.1.3.

Таким образом, результатом §4.1 является схема получения асимптотических

представлений ветвей бифурцирующих решений исходного уравнения и, как

следствие, получение возможности проведения оптимизации ветви.

В параграфе §4.2 даётся определение коэффициента несимметрии Kn, фор-

мулируется центральная задача об оптимизации полинома (4.1.1) по коэффи-

циенту несимметрииKn. Доказываются теоремы о строении оптимального мно-

гочлена в §4.3.

В §4.4 приводится случай n = 7, который важен для оптимизации конструк-

ции вибропогружающих устройств [56].

В заключении главы в §4.5 приводится ряд теорем, описывающих свойства

многочлена Максвелла–Фейера и его представления при различном наборе гар-

моник (чётном и нечётном).
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4.1.1 О вычисление экстремалей посредством нелинейной ритцев-

ской аппроксимации функционала

Постановка

Рассмотрим общее скалярное ОДУ порядка 2n, n ∈ N,

d2nw

dt2n
+ an

d2(n−1)w

dt2(n−1)
+ · · ·+ a2

d2w

dt2
+ a1w + U

(
w,
dw

dt
,
d2w

dt2
, . . . ,

d2n−1w

dt2n−1

)
= 0,

(4.1.3)

U(w,w1, w2, . . . , w2n−1) = O(w2 + w2
1 + . . . + w2

2n−1), ak (k = 0...n) – не зави-

сят от t. Периодическое решение данного уравнения может быть не единствен-

но и при определённых значениях параметров a1, . . . , an может наблюдаться и

появление или вырождение ненулевых периодических решений (бифуркации).

Причем главные асимптотические части периодических решений, в силу выс-

ших степеней уравнения, будут многомодовыми, то есть представлять собой

линейную комбинацию собственных векторов оператора из левой части (4.1.3).

Главная периодическая часть ветвей периодического решения представляет со-

бой линейную комбинацию собственных векторов (мод бифуркации) линейно-

го оператора, равного производной Фреше от левой части уравнения (4.1.3).

Многомодовая бифуркация периодических решений возникает при наличии n-

кратного резонанса в нуле (при критических значениях параметров).

Определение 4.1 Под n-кратным резонансом (типа p1 : p2 : . . . : pn)

уравнения (4.1.3) подразумевается случай одновременного существования

(для соответствующего линеаризованного ОДУ) набора из n периодических

решений exp(2π i pk
T t), T > 0, pk ∈ Z, k = 1, 2, . . . , n, 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ · · · ≤ pn,

HOD(p1, p2, . . . , pn) = 1, или, что эквивалентно, n пар вещественных перио-

дических решений cos(2π pk
T t) + i sin(2π pk

T t) — мод бифуркации.

Определение 4.2 Резонанс p1 : p2 : . . . , pn называется сильным, если су-

ществует такой ненулевой набор целых чисел m1,m2, . . . ,mn, что m1p1 +

m2p2+· · ·+mnpn = 0 и |m1|+|m2|+· · ·+|mn| ≤ 4. Число |m1|+|m2|+· · ·+|mn|
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называется порядком резонансного соотношения. Число, наименьшее из по-

рядков резонансных соотношений, называется порядком данного резонанса.

Определение 4.3 Резонансные соотношения порядка ≥ 5 называются

слабыми. Резонанс, для которого существует сильное резонансное соотноше-

ние, называется сильным, и слабым — в противном случае.

Определение 4.4 Под градиентом функции V : Rn → R понимает-

ся отображение ∇V : Rn → Rn, определяемое условием 〈∇V (ξ), h〉 =

V ′(ξ)h ∀ ξ, h ∈ Rn, где 〈·, ·〉 — стандартное скалярное произведение на

Rn.

Определение 4.5 Если g : Rn → Rn и g(a) = 0, то точка a называется

особой точкой отображения g. В случае градиентного отображения g(ξ, λ) =

∇V (ξ, λ), особая точка отображения ∇V называется также особой или кри-

тической для функции V .

Шаг 1. Ниже предполагается, что T = 2π и 1 ≤ p1 < p2 < · · · < pn. Одно

из базовых предположений состоит в условии потенциальности, которое озна-

чает, что уравнение (4.1.3) служит уравнением Эйлера-Пуассона экстремалей

функционала

V (w, a) =
1

2π

2π∫
0

(
1

2

(
(−1)n

(
dnw

dtn

)2

+ (−1)n−1 an

(
dn−1w

dtn−1

)2

+

. . . −a2

(
dw

dt

)2

+ a1 w
2

)
+ U

)
dt, (4.1.4)

U = U
(
w, dwdt ,

d2w
dt2 , . . .

dn−1w
dtn−1

)
, где U (w,w1, w2, . . . , wn−1) = o(w2 + w2

1 + w2
2 +

· · · + w2
n−1), wm = dmw

dtm , на банаховом пространстве E 2π−периодических

вещественнозначных функций класса C2n.

Предполагается также, что при закритических значениях параметра, нуль

является точкой minV
∣∣
N⊥

(N⊥ — ортогональное дополнение линейной оболочки

мод вырождения). Таким образом, в наших предположениях исходная задача
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об оптимизации ветвей бифурцирующих решений уравнения (4.1.3) сводится к

задаче нахождения экстремалей функционала (4.1.4).

Шаг 2. Оптимизацию бифурцирующих периодических экстремалей функци-

онала V можно осуществить посредством редукции Ляпунова-Шмидта, в ре-

зультате которой возникает задача о бифуркации критических точек полинома

от 2n переменных, обладающего круговой симметрией [47] –[194]. Более подроб-

но об этом переходе будет изложено далее.

Редукция позволяет сводить анализ бифуркации циклов к анализу бифур-

кации критических точек функции

W (ξ, a) = inf
w: 〈w,ek〉=ξk

V (w, a) = V

(
2n∑
i=1

ξi ei + Φ(ξ, a), a

)
, (4.1.5)

зависящей от ключевых переменных ξ1, . . . , ξ2n : ξj = 〈w, ej〉 , где e1, e2, . . . , e2n

моды бифуркации, 〈·, ·〉 — скалярное произведение в пространстве L2[0, 2π].

Шаг 3. Вычисление критической точки ξ(δ) = (ξ1(δ), ξ2(δ), . . . , ξ2n(δ)) клю-

чевой функции (4.1.5) приводит к асимптотической формуле для ветви бифур-

цирующей экстремали

w = f(t, δ) + o(δ) , f(t, δ) :=
2n∑
i=1

ξi(δ) ei, (4.1.6)

где δ – приращение к критическому значению q параметра a = q + δ.

Как уже было сказано, при изучении бифуркаций, связанных с проектирова-

нием и созданием некоторых технических устройств, возникает дополнительная

задача оптимизации бифурцирующей ветви — подбора таких значений δ, при

которых заданный критерий качества принимает максимальное (минимальное)

значение. Например, в задаче отыскания многомодового закритического проги-

ба упругой системы возникает вопрос о минимальной величине относительного

прогиба [100]–[102], а в задаче повышения эффективности зубчатой передачи

ставится вопрос максимального увеличения коэффициента несимметрии сило-

вого импульса на выходе [91]. Аналогичные вопросы возникают при оптими-

зации антенных устройств, в некоторых задачах нелинейной оптики и других

задачах современной физики [142].
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Для решения многих прикладных задач часто используется ритцевская ап-

проксимация функционала действия (энергии) V по заранее выбранным модам

e1, e2, . . . , e2n: WR(ξ, a) = V

(
2n∑
i=1

ξi ei, a

)
, ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξ2n) . Критическим

точкам ξ̄ = (ξ̄1, . . . , ¯ξ2n) функцииW соответствуют точки x̄ =
∑2n

i=1 ξ̄i ei, назы-

ваемые ритцевскими аппроксимациями экстремалей V . Точность решения зада-

чи обычно повышается лишь за счет увеличения количества базисных функций.

Если, обобщая, рассмотреть «нелинейные» аппроксимации вида W (ξ, a) =

V

(
2n∑
j=1

ξjej + Φ(ξ, a), a

)
, где Φ — гладкое отображение изN := span (e1, . . . , e2n)

в N⊥ (ортогональное дополнение к N в гильбертовом пространстве H), то

можно достигнуть любой аппроксимативной точности при априори зафикси-

рованном наборе базисных функций и, следовательно, априори ограниченном

количестве степеней свободы аппроксимирующей системы [47].

Обоснованием последнего тезиса служит ключевая функция (4.1.5). Тополо-

гические и аналитические понятия, характеризующие тип стационарной точ-

ки функционала (4.1.4) (кратность, локальное кольцо особенности, версальная

деформация, бифуркационная диаграмма и т.д. [6]) можно вводить через клю-

чевую функцию и ее нормальную форму [47]. Итогом построения нормальной

формы ключевой функции является возможность полного и детального опи-

сания качественной картины поведения ветвей бифурцирующих критических

точек и, в частности, отыскание их точного количества и их асимптотик (по

закритическим приращениям параметров).

В приложениях для достижения полной точности качественного анализа ча-

сто достаточно вычисления лишь несколько первых членов разложения W в

ряд Тейлора.

Рассмотрим типовой пример использования схемы локальной редукции к

функции (4.1.5). Как предполагалось выше, будем рассматривать 2π-периоди-

ческие экстремали.
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Пусть g(x, a) — левая часть уравнения (4.1.3), рассмотренная как отображе-

ние банаховых пространств E −→ F , E := Π2n
2π, F := Π0

2π — пространства

2π-периодических функций классов C2n и, соответственно, C0. Пусть H :=

L2[0, 2π] — (гильбертово) пространство функций на отрезке [0, 2π] с суммируе-

мым квадратом (со скалярным произведением 〈u, v〉 := 1
2π

2π∫
0

uv dt ). Очевидно,

что E непрерывно вложено в F , F непрерывно и плотно вложено в H и E

плотно в H (плотность перечисленных вложений пространств необходима для

того, чтобы правильно заработала вариационная схема Ляпунова-Шмидта [47]).

В общем случае n пар мод и локализации параметров ak = āk + δk, , k =

1, 2, . . . , где ā1 = p2
1p

2
2 . . . p

2
n ā2 = p2

1p
2
2+p2

1p
2
3+p2

2p
2
3+ . . .+p2

2n−1p
2
2n , . . . , ān = p2

1+

p2
2 + . . . +p2

n , δ1, δ2, . . . δn — малые параметры, пересечение движущейся точкой

a = (a1, a2, . . . , an) характеристической плоскости (в пространстве параметров

Rn) приводит к смене значения индекса Морса в нулевой критической точке.

Характеристические плоскости задаются уравнением

d2nh

dt2n
+ · · ·+ a2

d2h

dt2
+ a1h = 0 (4.1.7)

и состоят из тех и только тех точек a = (a1, a2, . . . , an), для которых уравне-

ние (4.1.7) имеет ненулевое 2π-периодическое решение. Поиск таких случаев

приводит к характеристическому уравнению

(−1)nλ2n + (−1)n−1 anλ
2(n−1) + · · · − a2λ

2 + a1 = 0 . (4.1.8)

При пересечении движущейся точкой a = (a1, a2, . . . , an) характеристической

поверхности происходит бифуркация рождения (уничтожения) экстремалей в

нуле.

Для иллюстрации рассмотрим один важный для приложений случай.

Пример. Пусть n = 3 и U
(
w, dwdt ,

d2w
dt2 ,

d3w
dt3

)
= w4

4 , m = 1, n = 2, l = 3.

После подстановки функции u =
6∑

k=1

ξkek в интеграл

1

2π

2π∫
0

(
1

2

((
d3w

dt3

)2

− a3

(
d2w

dt2

)2

+ a2

(
dw

dt

)2

− a1 w
2

)
+
w4

4

)
dt
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получим, с точностью до постоянного множителя, следующее выражение для

квартичной части ключевой функции:

W̃ (4) = (ξ2
1 + ξ2

2)2 + (ξ2
3 + ξ2

4)2 + (ξ2
5 + ξ2

6)2 +
4

3
(ξ3

1ξ5 + ξ3
2ξ6)+

+4 (ξ2
1ξ

2
4 + ξ2

1ξ
2
5 + ξ2

1ξ
2
6 + ξ2

2ξ
2
3 + ξ2

2ξ
2
4 + ξ2

2ξ
2
5 + ξ2

2ξ
2
6 + ξ2

3ξ
2
5 + ξ2

3ξ
2
6 + ξ2

4ξ
2
5 + ξ2

4ξ
2
6)+

+4 (−ξ1ξ
2
2ξ5 + ξ2

1ξ2ξ6 − ξ2
3ξ5ξ1 − ξ2ξ

2
3ξ6 + ξ1ξ

2
4ξ5 + ξ2ξ

2
4ξ6) + 8 (ξ1ξ3ξ4ξ6 + ξ2ξ3ξ4ξ5) .

Соответственно, для ключевой функции (4.1.5) имеет место асимптотическое

представление

W = W̃ (4) +
1

2

(
λ1 (ξ2

1 + ξ2
2) + λ2 (ξ2

3 + ξ2
4) + λ3 (ξ2

5 + ξ2
6)
)

+ o(|ξ|4)+O(|ξ|4)O(δ) ,

где λ1 = c (δ1 − δ2 + δ3) , λ2 = c (δ1 − 16δ2 + 4δ3) , λ3 = c (δ1 − 81δ2 + 9δ3) ,

c− const. Проверка основана на прямом вычислении главной части ключевой

функции (вычисление многочлена W̃ (4) проведено в среде Maple). Обоснование

последнего утверждения почти дословно повторяет рассуждения, приведенные

в [64] в доказательстве теоремы о нормальной форме для уравнения (4.1.3) при

краевых условиях Дирихле. Если в трех плоскостях {ξ1, ξ2}, {ξ3, ξ4}, и {ξ5, ξ6}

ввести полярные координаты: ξ2k−1 = rk cos(ϕk) , ξ2k = rk sin(ϕk) , k = 1, 2, 3,

и провести редукцию по угловым переменным ϕk: Ŵ (r) := extr
ϕ
W (ξ) , ϕ =

(ϕ1, ϕ2, ϕ3), то получим редуцированную ключевую функцию: Ŵ (r) =
3∑
j=1

r4
j +

4
(
r2

1r
2
2 + r2

1r
2
3 + r2

2r
2
3

)
− 4

3 r
3
1r3 + 4 r1r

2
2r3 + 1

2

(
3∑
j=1

λj r
2
j

)
+ o(|r|4) +O(|r|4)O(δ) .

В итоге, бифурцирующие решения можно записать в виде
∑3

k=1 fk(δ) cos(πk+

ωk) + o(δ).

4.1.2 Двухмодовая ключевая функция в случае простого резонанса

Случай резонанса 1:2

Подробная информация о двухмодовых бифуркациях в случае круговой сим-

метрии имеется в [69].
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Пусть задан гомоморфизм (не гладкий) T : G −→ O(H) группыG = SO(2) в

группу ортогональных линейных преобразований гильбертова пространства H,

определяемый ортогональным действием (вообще говоря, не непрерывным) G×

H −→ H, (g, w) 7−→ y = Tg(w) ∀(g, w) ∈ G×H , где g = exp(i τ) , Tg(w)(t) :=

w(t+τ) (exp(i τ) — комплексная форма двумерной ортогональной матрицы по-

ложительной ориентации). Будем предполагать, что пространства E, F и функ-

ционал V инвариантны относительно данного действия: Tg(E) ⊂ E, Tg(F ) ⊂ F ,

V (Tg(·)) = V (·) , наряду с эквивариантностью редуцирующей субмерсии p :

x 7−→ ξ , x ∈ E , ξ = (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) , ξj = 〈x , ej〉 . Действие окружности в R4

состоит из вращений в координатных плоскостях переменных ξ1, ξ2 и ξ3, ξ4 (см.

ниже (4.1.9)). Ключевая функция W , заданная формулой (4.1.5), также будет

инвариантной (см. [194]).

Важное условие, используемое в работе, состоит в требовании гладкости

действия группы SO(2) в пространстве ключевых параметров. В рассмотрен-

ной модельной задаче последнее выполняется автоматически, так как инду-

цированное действие SO(2) на любом конечномерном инвариантном подпро-

странстве N ⊂ H в рассмотренной задаче является гладким. Индуцирован-

ное действие SO(2) на пространстве ключевых параметров R4 является полу-

свободным (начало координат — единственная неподвижная точка). Если при

этом отождествить вектор ξ ∈ R4 с комплексным вектором z = (z1, z2) ∈ C2,

zk = ξ2k−1 + iξ2k, то условие инвариантности W можно записать в виде соот-

ношения W (z̃) = W (z), z̃ = (exp(i p1ϕ)z1, exp(i p2ϕ)z2), pk ∈ Z, т.е. имеем

инвариантность относительно действия

{exp(iϕ), z} 7−→ (exp(i p1ϕ)z1, exp(i p2ϕ)z2) (4.1.9)

группы SO(2).

Множество ненулевых критических точек ключевой функцииW и их образов

относительно редуцирующего отображения ϕ : Rn −→ E, ϕ(ξ) =
4∑
j=1

ξjej+Φ(ξ),

представляет собой набор одномерных подмногообразий (критических орбит

действия (4.1.9)), диффеоморфных окружности.
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Теорема 4.1 (см. [47]) В случае 4−мерного вырождения с резонансом 1 :

2 ключевая функция W допускает представление в виде

−1

2
(α1I1 + α2I2) +

1

3
(C3I3 + C4I4) +

1

4

(
A1I

2
1 + A2I

2
2 + 2BI1I2

)
+

+o(‖ξ‖4) +O(δ)O(‖ξ‖4),

где I1 = ξ2
1 + ξ2

2 , I2 = ξ2
3 + ξ2

4 , I3 = (ξ2
1− ξ2

2)ξ3 + 2ξ1ξ2ξ4, I4 = 2ξ1ξ2ξ3− (ξ2
1− ξ2

2)ξ4

— полная система образующих инвариантов действия (4.1.9) группы SO(2)

на R4, A1, A2, B, C1, C2 — константы, α1 , α2 — зависящие от δ малые

параметры.

Доказательство основано на асимптотическом представлении W = U(ξ) +

o(I2
1 , I

2
2 , I

2
3 , I3I4), где U(ξ) = V

(
ξ1e1 + ξ2e2 + ξ3e3 +

3∑
j:|j|=2

ajξ
j

)
— нелинейная

ритцевская аппроксимация V по модам бифуркации e1, e2, e3, e4, aj = aj(δ) —

вычисляемые элементы пространства E, 〈aj, ek〉 = 0 ∀j, k.

После масштабирования и деления W на подходящий множитель получим

функцию W̃ = Ũ(ξ) + o(‖ξ‖4), где Ũ(ξ) = −1
2 (β1I1 + β2I2) + 1

3 (C1I3 + C4I4) +

1
4

(
I2

1 + I2
2 + 2aI1I2

)
. В результате получаем следующее утверждение (см. [47],

[69]).

Теорема 4.2 В случае 4−мерного вырождения с резонансом 1 : 2 клю-

чевая функция W допускает в полярных координатах ξ1 = r1 cos(ϕ1), ξ2 =

r1 sin(ϕ1), ξ3 = r2 cos(ϕ2), ξ4 = r2 sin(ϕ2), представление (после масшта-

бирования и деления на нормирующую константу) в виде W̃ = −1
2(β1r

2
1 +

β2r
2
2) + cr2

1r2 cos(ψ) + 1
4(r4

1 + r4
2 + 2ar2

1r
2
2)+ ϑ(r2

1, r
2
2) + r2

1r2%(r2
1, r2, ψ), a > −1, где

a = a(δ), c = c(δ) — вычисляемые константы, ψ = ϕ2− 2ϕ1 + const, ϑ, % —

некоторые гладкие функции, соответственно, двух и трех переменных, для

которых ϑ(r2
1, r

2
2) = O(|ξ|6), %(r2

1, r2, ψ) = O(|ξ|2).

Условие стационарности орбиты по фазе ψ = 2ϕ1−ϕ2 приводит к следующим

критическим значениям фазы: ψ = 0+O(|ξ|2), π+O(|ξ|2).Дальнейшее изучение
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условий стационарности по амплитудам r1, r2 приводит к задаче о бифуркации

критических точек из критической точки с омбилической особенностью парабо-

лического типа [161]. В этом случае локальной нормальной формой ключевой

функции (при нулевых значения возмущающих параметров) является полином

W̃0 = r4
2 ± r2

1r2 (известный как полином с омбилической особенностью парабо-

лического типа [6], [161]).

Ниже будет доказана теорема 4.3, из которой вытекает, что оптимальным по

коэффициенту несимметрии является ветвь, представимая в виде

ξ1(δ) cos(x) + ξ2(δ) cos(2x) + o(|ξ(δ)|)

при условии ξ2(δ) = 2 ξ1(δ).

4.1.3 Трехмодовые ключевые функции

На форму главной части ключевой функции в случае, рассмотренном в при-

мере, основное влияние оказало условие четности функционала. Если данная

симметрия отсутствует, то главная часть ключевой функции в условиях ре-

зонанса 1:2:3 выглядит несколько иначе (см. [50]). В общем случае ключевая

функция имеет следующий вид 1
2

(
3∑

k=1

δkIk

)
+ 1

4

(
3∑

k=1

AkI
2
k + 2

3∑
k,j=1

Bk,jI
2
kI

2
j

)
+

J + o(‖ξ‖4), где Ik = ξ2
2k−1 + ξ2

2k — стандартные инварианты, а J — линейная

комбинация всех дополнительных (кроме стандартных Ik) образующих инвари-

антов степени ≤ 4 — для рассматриваемого действия окружности на R6 ∼= C3

{exp(iϕ), z} 7−→ (exp(i p1ϕ)z1, exp(i p2ϕ)z2, exp(i p3ϕ)z3)
> . (4.1.10)

Для резонанса 1:2:3 ключевая функция (огрубленная) W приводится к форме
3∑
j=1

r4
k +

∑
j<k

aj,kr
2
jr

2
k + b r2

1r2r3 + ε1r1r2r3 + ε2r
2
1r2 + δ1r

2
1 + δ2r

2
2 + δ3r

2
3.

Подробный анализ нормальных форм ключевых функций, отвечающих дву-

кратным резонансам, имеется в [50].

Оптимальной по коэффициенту несимметрии является ветвь, представимая

в виде

ξ1(δ) cos(x) + ξ2(δ) cos(2x) + ξ3(δ) cos(3x) + o(|ξ(δ)|)
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при условии ξ2(δ) = 2 ξ1(δ), ξ3(δ) = 3 ξ1(δ) . Данное утверждение основано на

теореме доказанной в следующем параграфе.

4.2 Коэффициент несимметрии полигармонического им-

пульса

В теории и практике создания некоторых технических устройств имеется

необходимость отыскания решений, связанных с оптимизацией тригонометри-

ческих полиномов. Например, в задаче отыскания многомодового закритиче-

ского прогиба упругой системы [47] с минимальной величиной относительного

прогиба и в задаче повышения эффективности зубчатой передачи с целью уве-

личения коэффициента несимметрии силового импульса на выходе [55]. Анало-

гичные оптимизационные задачи имеются в теории антенных устройств, в тео-

рии оптимальных измерений динамически искаженных сигналов [196], в нели-

нейной оптике и других задачах современной физики [8], [34], [139], [161], [198].

Математической модель направляющего импульса [114], [161] может быть

представлена в виде тригонометрического полинома

fn(t, λ) =
n∑
k=0

λk cos(kt), t ∈ [0, π], λ = (λ0, λ1, . . . , λn). (4.2.11)

Определение 4.6 Функционал

Kn(λ) =
max
t
fn(t, λ)

|min
t
fn(t, λ)|

, (4.2.12)

называется коэффициентом несимметрии [91].

В ряде прикладных задач решается проблема создания эффективного им-

пульса, путем максимизации функционала Kn(λ) по вариациям λ

Kn(λ)→ sup
λ

(4.2.13)

при условиях
π∫

0

fn(t, λ)dt = 0,
n∑
i=0

λi = c > 0. (4.2.14)
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Определение 4.7 Многочлен fn(t, λ), решающий задачу (4.2.11) – (4.2.14),

называется оптимальным [91].

Основным результатом настоящей главы является следующая теорема.

4.3 Теорема об оптимальном многочлене. Импульс

Максвелла-Фейера

Теорема 4.3 Многочлен (4.2.11) является оптимальным тогда и только

тогда, когда он с точностью до постоянного множителя имеет вид суммы

Фейера [129]

fn(t) =
n∑
k=1

(n+ 1− k) cos(kt). (4.3.15)

При этом имеет место равенство

max
λ

Kn(λ) = n.

Доказательство этой теоремы проводится поэтапно.

Переход к алгебраическому многочлену

Делая в (4.2.11) замену x = cos(t) и используя ортогональные многочле-

ны Чебышёва 1-го рода Tk(x) = cos(k arccos(x)), перейдём к алгебраическому

полиному

V (x, µ) =
n∑
k=0

µkx
k, x ∈ [−1, 1], µ = (µ0, µ1, . . . , µn). (4.3.16)

В случае n = 2m+ 1 имеем

cos(t) = x ,

cos(2t) = 2x2 − 1 ,

cos(3t) = 4x3 − 3x ,

. . . ,

cos(nt) =
∑

q=0, ... ,m
κn,qx2q+1 ,

(4.3.17)
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где

κn,q = (−1)m+q
∑

k, r; k−r=m−q

C2m+1
2k Ck

r , (4.3.18)

Cp
l = p!

l!(p−l)! — биномиальный коэффициент.

Формула (4.3.18) для коэффициентов κn,q легко выводится из широко из-

вестного разложения cos(nt) = Re (cos(t) + i sin t)n .

При n = 2m последняя строка в (4.3.17) имеет следующий вид cos(nt) =∑
q=0, ... ,m κn,qx2q , где κn,q определяется аналогичным образом:

κn,q = (−1)m+q
∑

k, r; k−r=m−q

C2m
2k C

k
r . (4.3.19)

На основе (4.3.17) можно получить взаимно однозначное соотношения между

коэффициентами тригонометрического полинома λk и соответствующего ему

коэффициентами алгебраического полинома µk. Из условия
n∑
k=1

λk = c следует

V (1, µ) =
n∑
k=0

µk = c.

Структура оптимального многочлена

Пусть n = 2m+ 1 и для экстремальных точек многочлена V (x, µ) выполня-

ются соотношения

−1 < b1 < a1 < b2 < . . . < bm < am < 1,

dV (bk, µ)

dx
=
dV (ak, µ)

dx
= 0; k = 1, 2, . . . , n.

При этом {bk} – точки локальных максимумов, {ak} – точки локальных ми-

нимумов.

Если µ = µ – решение задачи (4.2.11)–(4.2.14), то для него с необходимостью

выполняется условие Максвелла [8], [161]:

V (−1, µ) = V (a1, µ) = V (a2, µ) = . . . = V (am, µ) =M. (4.3.20)
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Определение 4.8 Многочлен степени n, для которого выполняется

(4.3.20) называется M - многочленом. Константа M в выражении (4.3.20)

называется константой Максвелла [91].

Множество всехM-многочленов называется минимальным стратом Макс-

велла в пространстве многочленов степени не выше n.

Теперь рассмотрим вспомогательный многочлен

N (x, ν) = (x+ 1)
m∏
k=1

(x+ ak)
2 =

2m+1∑
k=0

νkx
k.

Очевидно, что он удовлетворяет условиям

N (−a1, µ) = N (−a2, µ) = . . . = N (−am, µ) = N (−1, µ) =

= N ′x(−a1, µ) = N ′x(−a2, µ) = . . . = N ′x(−am, µ) = 0

и совпадает с точностью до постоянного множителя с многочленом V . Сле-

довательно, справедливо следующее утверждение о структуре оптимального

многочлена.

Теорема 4.4 Каждый оптимальный многочлен V (x, µ) является M-

многочленом и представим в виде

V (x, µ) = C

[
(x+ 1)

m∏
k=1

(x+ ak)
2 −D

]
,

где константы C и D определяются условиями

V (1, µ) = c,

1∫
−1

V (x, µ)dx√
1− x2

= 0.

Отсюда

D = D(a) =
1

2

1∫
−1

(x+ 1)
m∏
k=1

(x+ ak)
2

√
1− x2

dt, C =
c

2
m∏
k=1

(1 + ak)2 −D
. (4.3.21)
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Некоторые свойства многочлена V

Так как Vmax = c, Vmin = M = CD, то нахождение экстремумов для коэф-

фициента несимметрии

K =
Vmax
|Vmin|

=

2
m∏
k=1

(1 + ak)
2 −D(a)

D(a)

сводится к нахождению экстремумов функции

W(a) =
1

D(a)

m∏
k=1

(1 + ak)
2. (4.3.22)

Запишем произведение из (4.3.22) в виде:

m∏
k=1

(1 + ak)
2 =

(
m∑
k=0

σm−kx
k

)2

=
m∑
k=0

σ2
m−kx

2k + 2
∑

0≤p<q≤m
σpσqx

2m−p−q,

где {σk} – элементарные симметрические многочлены от a

σ0 = 1, σ1 =
m∑
j=1

aj, σ2 =
∑
j1<j2

aj1aj2, σm =
m∏
j=1

aj.

Тогда из (4.3.21) получаем

D(a) = Q(σ) =
m∑
k=0

αkσ
2
m−k + 2

∑
p,r

αm−p−rσpσp+2r,

здесь 0 ≤ p ≤ m, 1 ≤ r ≤ m−p
2 , αk = 2

1∫
0

x2k dx√
1−x2 = 2n!π

4k(k!)2
.

Таким образом, имеем следующее представление

W(σ) =
P2(σ)

Q(σ)
, P(σ) =

m∑
k=0

σm−kx
k.

Отсюда для экстремальных точек получаем соотношение

∂W
∂σk

=

(
2PQ− P2 ∂Q

∂σk

)
/Q2(σ) = 0.

Что даёт систему уравнений

2Q = P ∂Q
∂σk

, k = 1, 2, . . . ,m.
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После последовательного вычитания уравнений этой системы и отбрасывания

множителя P , получаем равенства

∂Q
∂σk

=
∂Q
∂σ1

, k = 2, 3, . . . ,m. (4.3.23)

При отыскании решения системы (4.3.23) полезны следующие формулы

∂Q
∂σk

= 2

 [(k+m)/2]∑
j=[(k+1)/2]

αm−j σ2j−k

 , k = 1 , 2 , . . . ,m.

Из формул (4.3.23) следует, что многочлен Q, а вместе с ним и многочлен

V , являются максвелловскими в случае n = 2m+ 1.

Случай n = 2m

Тригонометрическая форма функции W даёт соотношения

W =
N 2(0)

D
, N (0) =

m∏
k=1

(1− cos(tk)),

D =
1

π

π∫
o

N 2(t)dt.

Отсюда получаем

∂W
∂tk

= −2 sin(tk)N 2(0)

π(1− cos(tk))

π∫
0

cos(t)− 1

cos(t)− cos(tk)
N 2(t)dt.

И, следовательно, для искомой оптимальной точки получаем систему уравнений
π∫

0

cos(t)− 1

cos(t)− cos(tk)
N 2(t)dt = 0, k = 1, 2, . . . ,m. (4.3.24)

Заметим, что левые части системы (4.3.24) являются градиентом функции

U(µ) =

π∫
0

(cos(t)− 1)N 2(t, µ)dt. (4.3.25)

И, таким образом, набор значений {tk}mk=1 является оптимальным в том и только

том случае, когда он задаёт в Rm критическую точку функции (4.3.25).
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Это утверждение можно переформулировать в виде: набор {tk}mk=1 является

оптимальным тогда и только тогда, когда выполняется соотношение ортого-

нальности
π∫

0

(cos(kt)− 1)N (t, µ)dt = 0, k = 1, 2, . . . ,m.

Отсюда, непосредственной проверкой, показывается, что с точностью до посто-

янного множителя, таким многочленом является

N (t, µ) =
1

2
+

m∑
k=1

cos(kt).

Наконец, пользуясь соотношением(
1

2
+

m∑
k=1

cos(kt)

)2

=
2m∑
k=1

(2m+ 1− k) cos(kt), (4.3.26)

получаем справедливость (4.2.14) и доказательство теоремы 4.3 при n = 2m.

Случай n = 2m+ 1

Доказательство теоремы 4.3 в этом случае проводится аналогично, с учётом

того, что здесь набор значений {tk}mk=1 является оптимальным для многочлена

W тогда и только тогда, когда он совпадает с компонентами градиента функции

U(µ) =

π∫
0

(cos2(t)− 1)N 2(t, µ)dt.

Вычисление оптимального многочлена также сводится к вычислению много-

члена, ортогонального к наборам элементарных многочленов. В итоге получа-

ем, что в случае n = 2m+1 многочлен является ортогональным тогда и только

тогда, когда он с точностью до постоянного множителя имеет вид

N (t) =


1
2 +

p∑
k=1

cos(2kt), m = 2p;

p∑
k=0

cos((2k + 1)t), m = 2p+ 1.
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Отсюда, пользуясь (4.3.26), получаем представление

fn(t) =
1

2

2m∑
k=1

(2m+ 1− k) cos(kt),

из которого следует окончательное доказательство теоремы 4.3.

4.4 Пример практической реализации вибропогружателя

при n=7

Наибольший интерес для практики представляют случаи n ≤ 7. Так на прак-

тике есть конструкции вибропогружателей, работа которых основана на поли-

гармонические силовые импульсы (универсальное вдавливающее устройство по

патенту РФ 2388868 (МПК E02D7/00, опубл. 10.05.2010), способ направленно-

го инерционного вибровозбуждения по патенту РФ 2528715 (МПК E02D7/18,

B06B1/16, опубл. 20.09.2014)). Математическая модель силовых импульсов в

этих работах имеет n = 7 и n = 5 соответственно. Заметим, что оптималь-

ная в смысле коэффициента несимметрии конструкция в этих работах не была

предложена. Поэтому рассмотрим случай n = 7 для получения оптимального

импульса.

Итак, рассмотрим полином

f(t, λ) =
7∑

k=1

λk cos(kt), t ∈ [−π, π] , λ = (λ1, · , λ7). (4.4.27)

Достижение коэффициентом несимметрии максимального значения обеспечи-

вается решением следующей задачи математического программирования:

inf
t
f(t, λ) −→ sup

λ
, t ∈ [0, π] ,

7∑
k=1

λk = c . (4.4.28)

Решение этой задачи проведем, перейдя к алгебраическому полиному

V (x, µ) =
7∑

k=0

µk x
k, x ∈ [−1, 1] , µ = (µ0, µ1, . . . , µ7),
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который получен из (4.4.27) заменой косинусов соответствующими многочлена-

ми Чебышева первого рода

cos(t) = x ,

cos(2t) = 2x2 − 1 ,

cos(3t) = 4x3 − 3x ,

cos(4t) = 8x4 − 8x2 + 1 ,

cos(5t) = 16x5 − 20x3 + 5x ,

cos(6t) = 32x6 − 48x4 + 18x2 − 1 ,

cos(7t) = 64x7 − 112x5 + 56x3 − 7x .



(4.4.29)

Из (4.4.29) получаем соотношения между коэффициентами тригонометриче-

ского полинома и соответствующего ему алгебраического полинома:

µ0 = −λ2 + λ4 − λ6 ,

µ1 = λ1 − 3λ3 + 5λ5 − 7λ7 ,

µ2 = 2λ2 − 8λ4 + 18λ6 ,

µ3 = 4λ3 − 20λ5 + 56λ7 ,

µ4 = 8λ4 − 48λ6 ,

µ5 = 16λ5 − 112λ7 ,

µ6 = 32λ6 ,

µ7 = 64λ7


или

λ1 = µ1 + 3
4µ3 + 5

8µ5 + 35
64µ7 ,

λ2 = 1
2µ2 + 1

2µ4 + 15
32µ6 ,

λ3 = 1
4µ3 + 5

16µ5 + 21
64µ7 ,

λ4 = 1
8µ4 + 3

16µ6 ,

λ5 = 1
16µ5 + 7

64µ7 ,

λ6 = 1
32µ6 ,

λ7 = 1
64µ7 .


Из условия

7∑
k=1

λk = c следует V (1, µ) =
7∑

k=0

µk = c .
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Пусть −1 < x1 < x2 < x3 < x4 < x5 < x6 < 1 — критические (экстремаль-

ные) точки функции V (x, µ):

dV (xk, µ)

dx
= 0, k = 1, 2, 3, 4.

При этом x1, x3, x5, 1 — точки локальных максимумов, а −1, x2, x4 x6 — точки

локальных минимумов. Если µ = µ — решение задачи (4.4.28), то для V (x, µ)

выполняется условие Максвелла [6], [23]:

V (−1, µ) = V (x2, µ) = V (x4, µ) = V (x6, µ). (4.4.30)

Построение оптимального полинома

Многочлен степени 7, для которого выполнено условие (4.4.30), являетсяM-

многочленом. Дальнейшая наша цель — максимизация константы Максвелла

M (общего значения в (4.4.30)).

Многочлен V отличается от N постоянным слагаемым (с точностью до об-

щего постоянного множителя). Таким образом, имеет место следующее утвер-

ждение.

Теорема 4.5 Каждый «экстремальный» (реализующий максимум коэф-

фициента несимметрии) многочлен V (x, µ) являетсяM-многочленом и для

него имеет место следующее представление:

V (x, µ) = C
(
(x+ 1)(x− x2)

2(x− x4)
2(x− x6)

2 +D
)
.

Константы C,D при этом определяются следующими двумя условиями

V (1, µ) = c,

1∫
−1

V (x, µ)√
1− x2

dx = 0.

Из первого равенства получаем

C
(
2(1− x2)

2(1− x4)
2(1− x6)

2 +D
)

= c

или

C =
c

(2(1− x2)2(1− x4)2(1− x6)2 +D )
.
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Второе равенство, являющееся следствием аналогичного равенства для ис-

ходного тригонометрического многочлена, приводит к соотношению

D = D(x2, x4, x6) = −
1∫

−1

(x+ 1)(x− x2)
2(x− x6)

2

2
√

1− x2
dx.

Так как Vmax = c, Vmin = M := CD, то отыскание экстремумов для коэф-

фицента несимметрии

k :=
Vmax
|Vmin|

=
2(1− x2)

2(1− x4)
2(1− x6)

2 +D(x2, x4, x6)

|D(x2, x4, x6)|

сводится к отысканию экстремумов функции

W :=
(1− x2)

2(1− x4)
2(1− x6)

2

D(x2, x4, x6)
.

Следуя намеченным выше действиям, рассмотрим многочлен

N (x, ν) = (x+ 1)(x− x2)
2(x− x4)

2(x− x6)
2 +D =

7∑
k=0

νk x
k . (4.4.31)

Учитывая, что

(x− x2)
2(x− x4)

2(x− x6)
2 =

(
−σ3 + σ2x− σ1x

2 + x3
)2

=

= σ2
3 − 2σ2σ3x+ (σ2

2 + 2σ1σ3)x
2 − 2(σ3 + σ1σ2)x

3 + (σ2
1 + 2σ2)x

4 − 2σ1x
5 + x6,

где

σ1 = x2 + x4 + x6, σ2 = x2x4 + x2x6 + x4x6, σ3 = x2x4x6

(элементарные симметричные многочлены), получаем для коэффициентов мно-

гочлена (4.4.31) следующие выражения (через σ = (σ1, σ2, σ3)
>):

ν0 = σ2
3 +D , ν1 = −2σ2σ3 + σ2

3, ν2 = 2σ1σ3 − 2σ2σ3 + σ2
2,

ν3 = σ2
2 − 2σ1σ2 + 2σ1σ3 − 2σ3, ν4 = 2σ2 − 2σ3 + σ2

1 − 2σ1σ2,

ν5 = −2σ1 + 2σ2 + σ2
1, ν6 = 1− 2σ1, ν7 = 1.

Несложные преобразования приводят к представлению W = P 2(σ)
Q(σ) ,

P (σ) = 1− σ1 + σ2 − σ3 , Q(σ) = 3/8σ2
1 + 1/2σ2

2 + σ2
3−
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−3/4σ1σ2 + σ1σ3 − σ2σ3 − 5/8σ1 + 3/4σ2 − 3/4σ3 + 5/16 .

Экстремальные значения коэффициентов многочленаN определяются урав-

нениями
∂W
∂σk

= 0 , k = 1, 2, 3.

На рисунке 4.1 изображен график оптимального импульса в случае c = 1 и

соответствующего этому случаю (единственного) экстремального набора значе-

ний коэффициентовM-многочлена

λ =
1

4
·
(

1,
6

7
,

5

7
,

4

7
,
3

7
,

2

7
,

1

7

)>
.

Рисунок 4.1

Минимальное значениеM функции импульса при c = 1 равно

(2 (λ2 + λ4 + λ6)− 1) =

((
3

7
+

2

7
+

1

7

)
− 1

)
= −1

7
.

Следовательно, коэффициент несимметрии равен 7.
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4.5 Симметрия множества точек минимума оптимально-

го многочлена

4.5.1 Случай n = 2m

Перейдем к тригонометрической форме функции W :

W =
N 2(0)

D
, N (t) :=

m∏
k=1

(cos(t)− cos(tk)) , D :=
1

π

π∫
0

N 2(t)dt . (4.5.32)

Для производной ∂W
∂tk

имеем выражение

∂W
∂tk

=
(sin(tk)

(
2N 2(0)

(1−cos(tk))D −N
2(0)∂D∂tk

)
D2

.

Так как для числителя этого выражения имеем представление

2 sin(tk)N 2(0)

π

π∫
0

(
1

1− cos(tk)
− 1

cos(t)− cos(tk)

)
N 2(t)dt =

=
2 sin(tk)N 2(0)

π(1− cos(tk))

π∫
0

(cos(t)− 1)

(cos(t)− cos(tk))
N 2(t)dt ,

то в оптимальной точке получаем следующую систему равенств:
π∫

0

(cos(t)− 1)

(cos(t)− cos(tk))
N 2(t)dt = 0 , k = 1, . . . ,m . (4.5.33)

Левые части этой системы (4.5.33) являются компонентами градиента функции

U :=

π∫
0

(cos(t)− 1)N 2(t)dt . (4.5.34)

(после отбрасывания постоянных множителей). Таким образом, имеем следую-

щие утверждение.

Теорема 4.6 Набор значений {tk}mk=1 является оптимальным тогда и

только тогда, когда он задает в Rm критическую точку функции (4.5.34).
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Отыскание критических точек функции (4.5.34) удобно проводить на основе

следующих утверждений, вытекающих из теоремы 4.6.

Теорема 4.7 Набор значений {tk}mk=1 является оптимальным тогда и

только тогда, когда выполнены следующие соотношения:
π∫

0

(cosk(t)− 1)N (t)dt = 0 , k = 1, . . . ,m . (4.5.35)

Последняя теорема допускает переформулировку (вследствие соотношений

(4.3.17)).

Теорема 4.8 Набор значений {tk}mk=1 является оптимальным тогда и

только тогда, когда выполнены следующие соотношения:
π∫

0

(cos(kt)− 1)N (t)dt = 0 , k = 1, . . . ,m . (4.5.36)

Замечание 4.1 Эта теорема дает критерий оптимальности, полезный

для практических применений: набор значений {tk}mk=1 является оптималь-

ным тогда и только тогда, когда многочлен N (t) ортогонален на отрезке

[0, π] многочленам cos(kt)− 1 , k = 1, . . . ,m .

Прямое вычисление ортогонального многочлена приводит к следующему

утверждению.

Теорема 4.9 Оптимальный многочлен N (t) имеет, с точностью до по-

стоянного множителя, следующий вид:

1

2
+ cos(t) + cos(2t) + cos(3t) + · · ·+ cos(mt) . (4.5.37)

Лемма 4.1 Имеет место следующее соотношение:(
1
2 + cos(t) + cos(2t) + · · ·+ cos(mt)

)2
=

1
2

(
2m+1

2 + 2m cos(t) + (2m− 1) cos(2t) + (2m− 2) cos(3t) + · · ·+ cos(2mt)
)
.

Из этой леммы вытекает утверждение, дающее ответ на вопрос о форме

оптимального импульса.
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Теорема 4.10 Многочлен (4.2.11) является оптимальным (при n = 2m)

тогда и только тогда, когда он имеет, с точностью до постоянного множи-

теля, следующий вид:

W (t) = 2m cos(t) + (2m− 1) cos(2t) + (2m− 2) cos(3t) + · · ·+ cos(2mt). (4.5.38)

Из леммы (4.1) следует

Теорема 4.11 Для оптимизирующего набора {tk}mk=1 выполнены соотно-

шения

tk = kω , ω =
2π

2m+ 1
, k = 1, . . . ,m ,

означающие совпадение {tk}mk=1 с аргументами комплексных корней степени

2m+ 1 из единицы.

Таким образом, для множества точек минимума оптимального многочле-

на имеет место симметрия, связанная с естественным действием на C группы

Z2m+1 = Z

/
(2m+ 1)Z.

4.5.2 Случай n = 2m+ 1

Случай многочлена нечетной степени можно изучить аналогичным образом,

внеся соответствующие модификации. Сформулируем основные утверждения

для этого случая.

Теорема 4.12 Набор значений {tk}mk=1 является оптимальным для много-

члена W тогда и только тогда, когда он задает в Rm критическую точку

функции

U :=

π∫
0

(cos2(t)− 1)N 2(t)dt . (4.5.39)

Вычисление оптимального многочлена также сводится к вычислению много-

члена, ортогонального к наборам элементарных многочленов. В итоге получаем

следующие утверждения.
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Теорема 4.13 Многочлен N (t) является оптимальным тогда и только

тогда, когда он имеет, с точностью до постоянного множителя, следующий

вид:
1

2
+ cos(2t) + cos(4t) + · · ·+ cos(mt) , (4.5.40)

если m = 2p, и

cos(t) + cos(3t) + · · ·+ cos(mt) , (4.5.41)

если m = 2p+ 1.

Теорема 4.14 При n = 2m+1 многочлен (4.2.11) является оптимальным

тогда и только тогда, когда он имеет, с точностью до постоянного множи-

теля, следующий вид:

(2m+ 1) cos(t) + 2m cos(2t) + (2m− 1) cos(3t) + · · ·+ cos((2m+ 1)t) .

Теорема 4.15 При n = 2m+1 для оптимального набора {tk}mk=1 выполнены

соотношения

tk = kω , ω =
π

m+ 1
, k = 1, . . . ,m ,

означающие совпадение {tk}mk=1 с аргументами комплексных корней степени

2(m+ 1) из единицы.

Таким образом, при n = 2m + 1 для множества точек минимума оптималь-

ного многочлена имеет место симметрия, связанная с естественным действием

на C группы Z2(m+1) = Z

/
2(m+ 1)Z.
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Рисунок 5.1

5.1.2 Оптимизация изгибов

Теперь, имея инструмент построения закритических изгибов лопатки, можно

использовать результаты, изложенные в 4 главе, для получения оптимальных в

смысле коэффициента несимметрии изгибов. В настоящем разделе предложен

практический алгоритм для их получения.

Импульсом изгиба будем называть производную от функции изгиба W .

В общем случае n мод импульс изгиба выглядит как тригонометрический

полином

f(t, λ) =
n∑
k=1

λk cos(kt), t ∈ [−π, π] , λ = (λ1, · , λn). (5.1.6)

Коэффициентом несимметрии этого полинома называется число

k :=
fmax
|fmin|

, где fmax := max
t

f(t, λ), fmin := min
t

f(t, λ).

Достижение коэффициентом несимметрии максимального значения (при вари-

ациях λ) обеспечивается решением следующей задачи математического про-

граммирования:

inf
t
f(t, λ) −→ sup

λ
, t ∈ [0, π] ,

n∑
k=1

λk = c (= const > 0) . (5.1.7)

Решение задачи (5.1.7) удобно проводить, перейдя к алгебраическому поли-

ному, который получен из (5.1.6) заменой косинусов на соответствующие мно-

гочлены Чебышева (первого рода).
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Здесь мы рассмотрим случай n = 2, в котором

w(t, ξ) = ξ1 sin(t) + ξ2 sin(2t) (5.1.8)

и

f(t, λ) :=
∂w

∂t
(t, ξ) = λ1 cos(t) + λ2 cos(2t), λ1 = ξ1, λ2 = 2ξ2.

После замены cos(t) = x , cos(2t) = 2x2 − 1 получим

V (x, µ) = µ0 + µ1 x+ µ2 x
2, x ∈ [−1, 1] , µ = (µ0, µ1, , µ2) ,

где

µ0 = −λ2, µ1 = λ1, µ2 = 2λ2 .

Несложные вычисления показывают, что верно следующее утверждение.

Теорема 5.1 Многочлен V (x, µ) будет оптимальным тогда и только то-

гда, когда µ1 = µ2 или, что эквивалентно, λ1 = 2λ2 .

Для изгиба (5.1.8), являющегося оптимальным, имеем, соответственно, со-

отношение ξ1 = 4ξ2. На рисунке 5.2 приведено изображение оптимального им-

пульса и соответствующего ему оптимального изгиба.

Рисунок 5.2
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5.2 Амплитудно-фазовый синтез в математической тео-

рии антенн

5.2.1 Постановка задачи П.К. Суетина для диаграммы направлен-

ности в математической теории антенн

Как известно ([181], с.14) задача анализа и синтеза прямоугольных антенн

сводится к исследованию интегрального уравнения первого рода.

F (t) =

a∫
−a

eixt · eiΦ(x)R(x)dx (5.2.9)

Здесь F (t) – диаграмма направленности (ДН) антенны, R(x) – амплитудное

распределение тока в антенне, Φ(x) – фазовое распределение.

Если при известной функции F (t) нужно определить функции R(x) и Φ(x),

то мы имеем задачу амплитудно-фазового синтеза (АФС) для уравнения (5.2.9).

Отметим, что задача АФС является корректной, в том смысле, что по извест-

ной функции F (t), она преобразуема по Лапласу, функции R(x) и Φ(x) ([181],

с.35).

Функция F (t) на сегменте (−b; b), b = 2πa
λ , a – длина антенны, λ – длина

волны, удовлетворяет условиям: в перемешивающейся системе точек

−b < t1 < ξ1 < t2 < . . . < tk < ξk < tt+1 < . . . < tn−1 < ξn−1 < tn < b (5.2.10)

и значений F (tk) = 0, F (ξk) = Mke
iφk, F ′(ξk) = 0, k = 1, 2, . . . , n− 1, Mk > 0,

существует точка ξp, такая, что имеют место неравенства

M1 < M2 < . . . < Mp < Mp+1 < . . . < Mn−1. (5.2.11)

Точка ξp определяет главное направление излучения. В радиофизике для

наглядности рассматривается график функций |F (t)|, который распадается на

отдельные части, называемые лепестками ДН. При этом Mk является макси-

мумом k-го лепестка.

Существуют многочисленные способы построения ДН. Среди которых од-

ним из наиболее важных является метод алгебраических многочленов, когда
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на интервале (−b; b) строится многочлен удовлетворяющий условиям (5.2.11)

[181].

Результаты настоящей работы также относятся к использованию возможно-

стей этого метода.

Введем параметр Θ = min
k

Mp

Mk
, который назовем коэффициентом доминиро-

вания главного направления излучения. Ясно, что чем больше Θ, тем больше

степень влияния главного направления излучения по сравнению с излучением

боковых лепестков.

В связи с этим возникает вопрос о существовании многочлена qn(t) =
n∑

m=0
amt

m с максимальным коэффициентом доминирования Θ(qn). Ответ на

него дает следующая

Теорема 5.2 Пусть Q – множество многочленов qn(t) =
n∑

m=0
amt

m, t ∈

[−1; 1], таких что
1∫

−1

qn(t)dt = 0;

n∑
m=0

am = n.

и Tn(x), n = 0, 1, . . . многочлены Чебышева 1-го рода. Тогда многочлен

q̃n(t) =
1− Tn+1(1− |t|)

(n+ 1)|t|

максимизирует функционал Θ(qn) при qn ∈ Q и справедливо равенство

max
qn∈Q

Θ(qn) = Θ(q̃n) = n.

Заметим, что при этом все Mk, k 6= p равны 1, q̃n(0) = n.

5.2.2 Импульс М-Ф и решение задачи об оптимальном выборе диа-

граммы направленности

Как известно ([181],c.11), основой математической теории антенн и техниче-

ской электродинамики является интегральное уравнение первого рода (совпа-
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дающее с уравнением (5.2.9))

F (t) =

1∫
−1

eixteiΦ(x)R(x)dx, (5.2.12)

которое можно рассматривать как обратное преобразование Фурье некоторой

финитной функции, тождественно равной нулю при |x| > 1. Для построения

таких функций в соответствии с [129] выбирается полином PN(t) достаточно

высокой степени. Затем, умножая его на, так называемый, стабилизирующий

множитель AN(t) такой, что AN(t) → 0 при |t| → ∞, функцию F (t) строят в

виде

FN(t) = PN(t)AN(t). (5.2.13)

В качестве стабилизирующего множителя часто выбирают, например, функ-

цию

AN(t) =

(
N + 1

t
sin(

t

N + 1
)

)N+1

. (5.2.14)

В этом случае справедливо равенство
∞∫
−∞

e−ixtFN(t)AN(t)dt = 0, при |x| > 1.

И тогда решение уравнения (5.2.12) представимо в виде

eiΦ(x)R(x) =
1

2π

∞∫
−∞

e−ixtFN(t)AN(t)dt. (5.2.15)

Откуда функции Φ(x) и R(x) находятся однозначно.

Вместе с тем, функция F (t), которая в радиотехнике называется диаграммой

направленности (ДН), должна удовлетворять и соответствующим условиям, ха-

рактеризующим её технические свойства. Наиболее важные из них отражаются

на графике функции |F (t)|, который распадается на отдельные части, называ-

емые лепестками диаграммы направленности.

По форме диаграммы направленности антенны обычно подразделяются на

узконаправленные и широконаправленные. Узконаправленные антенны имеют

один ярко выраженный максимум, который называют основным лепестком и

260



побочные максимумы (боковые лепестки), обычно имеющие отрицательное вли-

яние, высоту которых стремятся уменьшить. Узконаправленные антенны при-

меняют для концентрации мощности радиоизлучения в одном направлении для

увеличения дальности действия радиоаппаратуры, а также для повышения точ-

ности угловых измерений в радиолокации.

В связи с этим, на интервале t ∈ (−b, b) выбираются две системы взаимно

разделяющихся точек

−b < t1 < ξ1 < t2 < . . . < tk < ξk < tk+1 < . . . < tn−1 < ξn−1 < tn < b,

в которых на F (t) накладываются условия F (tk) = 0, F (ξk) = Mke
iϕk, F ′(ξk) = 0,

k = 1, 2, . . . (n− 1).

Точка ξp, в которой выполняются условия

M1 < M2 < . . . < Mp−1 < Mp > Mp+1 > . . . > Mn−2 > Mn−1,

определяет главное направление излучения, а точки ξk 6= ξp – вспомогательные.

В настоящем сообщении в представлении функции FN(t) соотношением

(5.2.12), алгебраический полином PN(x) заменяется тригонометрической сум-

мой Фейера (см. [129])

GN(t) = 2
N∑
k=1

N + 1− k
N + 1

cos(
kπt

b
), (5.2.16)

при этом в качестве стабилизирующего множителя берется AN(t) = A0(t) =

sin t
t .

Особенность многочлена (5.2.16) заключается в том, что изучая экстрему-

мы функций с использованием минимального страта Максвелла [6], ([34], т.1),

можно доказать, что среди всех тригонометрических многочленов вида PN(t) =
N∑
k=1

λk cos(kπtb ) t ∈ (−b, b) именно многочлен (5.2.16) максимизирует функционал

K(PN) =
Mp

max
k 6=p

Mk
, (5.2.17)
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характеризующий меру доминирования главного направления излучения над

вспомогательными направлениями. При этом выполняются равенства Mk = 1

при всех k 6= p, и max
λ

K(FN) = Mp = N .

Таким образом, для диаграммы направленности FN(t) = GN(t)A0(t) имеет

место следующее представление решения уравнения (5.2.12)

eiΦ(x)R(x) =
1

π

∞∫
−∞

e−ixt
N∑
k=1

(
N + 1− k
N + 1

cos(
kπ

b
t)

)
sin t

t
dt =

=
2

π

N∑
k=1

N + 1− k
N + 1

∞∫
0

cos(xt) cos(
kπt

b
)
sin t

t
dt

 =

=
1

π

N∑
k=1

N + 1− k
N + 1

[Ik(x) + I−k(x)] = QN(x),

где

I±k =


1
2 , если 0 < x± kπ

b < 1;

1
4 , если x± kπ

b = 1;

0, если x± kπ
b > 1;

Отсюда для действительнозначных Φ(x) и R(x) получаем решение: Φ(x) =

2mπ (m = ±1, ±2), RN(x) = QN(x).

Заметим также, что приведенный набор функций FN(t) (N = 1, 2 . . .) даёт

один из ответов при решении задачи 4, поставленной П.К. Суетиным в [181] на

стр.222 по составлению примеров теоретически допустимых ДН.
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Заключение

В диссертации разработаны новые методы посткритического анализа мате-

матических моделей и оптимизации многопараметрических ветвей (локальных

и нелокальных) бифурцирующих состояний моделируемых систем. Разработ-

ка новых методов осуществлена на базе теории фредгольмовых функционалов,

теории полугрупп линейных преобразований и ряда численных методов, как

традиционных, так и вновь созданных. Разработанные методы легли в основу

создания комплексов программ, позволивших в итоге решить следующие про-

блемы:

— научная проблема: создание аналитического аппарата для эффективно-

го изучения рассмотренных в диссертации математических моделей (моделей

неоднородных упругих систем на упругом основании, вибропогружателей и ан-

тенных устройств);

— техническая проблема: разработка методики подбора оптимальных значе-

ний параметров конкретных технических устройств (полигармонических виб-

ропогружателей, турбонасосных агрегатов и антенных устройств);

— фундаментальная проблема: обоснования корректности применения

фредгольмого анализа и численных методов, использованных в диссертации;

— прикладная проблема: построение и апробация алгоритмов компьютерного

анализа рассмотренных моделей.

Все полученные результаты соответствуют специальности «05.13.18 — мате-

матическое моделирование, численные методы и комплексы программ». Даль-

нейшими перспективами в разработке темы диссертационной работы являются:

1. Применение разработанных теоретических методов и вычислительных алго-
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ритмов к анализу разнообразных посткритических процессов, моделируемых в

классической механике, механике сплошных сред, теории кристаллов, технике,

экономике, радиотехники и т.д. 2. Расширение и новое развитие разработан-

ных средств анализа с целью применения к более широкому классу проблем и

задач посткритического анализа разнообразных систем, в том числе к проекти-

рованию и созданию новых технических средств (виброустройств, турбинных

лопаток, радиоантенн и т.д.).
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Приложение А

В данном приложении приведены основные сведения о комплексах про-

грамм, написанных для проведения численной реализации полученных в

диссертации алгоритмов.

А.1 Программа для математического моделирования динамического

изменения состояния упругой двумерной балки

Общее описание программы Программа предназначена для анализа из-

менений конструктивных особенностей двумерной балки. Позволяет численно

строить динамически изменяющуюся конструкцию упругой балки под действи-

ем внешних сил. Программа осуществляется посредством функциональных ме-

тодов анализа динамической математической модели, описываемой дифферен-

циальным уравнением четвертого порядка с кубической нелинейностью.

Построение траектории спуска решения динамического нелинейного уравне-

ния прогиба двухмерной упругой балки на упругом основании шарнирно за-

крепленной на концах со слабой неоднородностью материала при дискретных

значения параметра нагрузки, находящихся в окрестности вырождения.

Системные требования Программа написана на языке системы компью-

терной математики Maple. Для эксплуатации требуется операционная система

Windows не ниже версии 2000.

Текст программы

restart;

κ := 5 · π2 − 6;

α := 4 · π4;
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epsilon[1] := 0.9;

epsilon[2] := .5;

epsilon[3] := 0.5e-1;

epsilon[4] := 0.1e-1;

epsilon[5] := -.7;

epsilon[6] := 0.9e-1;

epsilon[7] := 0.7e-1

for k from 1 by 1 to m do

h0:=-(diff(a0,[x$4])+kappa*diff(a0,[x$2]) + alpha*a0 + (a0)^(3) );

h0:=2*sum(int(h0*sin(j* Pi*x),x=0..1, numeric)*sin(j*Pi*x), j=1..n);

q0:=int(((diff(a0,x$2))(̂2))/(2)-kappa*((diff(a0,x$1))(̂2))/(2)+(alpha * (a0)(̂2))/(2)

+((a0)(̂4))/(4) , x=0..1, numeric);

q1:=int(diff(a0,x$2) *diff(h0,x$2)-kappa*diff(a0,x$1) *diff(h0,x$1) + alpha *a0*h0

+2*(a0)^(3)*h0 , x=0..1, numeric);

q2 :=int(((diff(h0,x$2))^(2)-kappa*(diff(h0,x$1))^(2) + alpha *(h0)^(2)

+3*(a0)^(2)*(h0)^(2))/(2), x=0..1, numeric);

q3:=int(a0*(h0)^(3), x=0..1, numeric);

q4:=(int((h0)^(4), x=0..1, numeric))/(4);

p:=s^(4)*q4+s^(3)*q3+s^(2)*q2+s*q1+q0;

s0:=max(fsolve(diff(p,s)=0, s));

a[k]:=a0+s0*h0;

a0:=a[k];

end do;

kappa:=kappa+3;

alpha:=alpha ;

b[l]:=a0;

end do
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А.2 Программа для математического моделирования реакции упру-

гой балки на внешние воздействия

Программа предназначена для анализа характерных состояний упругих си-

стем различных конструкций, содержащих в себе элементы типа упругой балки

или пластины шарнирно закрепленной на концах. Программа позволяет по-

лучать наглядные зависимости характера прогиба от закритических значений

параметров, то есть рассчитывать изменения геометрических свойств проекти-

руемых конструкций в зависимости от начальных данных и характера внешне-

го воздействия. Программа осуществляется посредством математического мо-

делирования прогиба упругой балки и пластины, основанного на применении

алгоритма редукции Ляпунова-Шмидта.

Системные требования Программа написана на языке системы компью-

терной математики Maple. Для эксплуатации требуется операционная система

Windows не ниже версии 2000.
Текст программы 1. Построение приближенного решения нелинейного уравнения

прогиба двухмерной упругой балки на упругом основании шарнирно закрепленной на концах

со слабой неоднородностью материала

1.1 Построение дискриминантного множества для визуализации зависимости количества

и характера устойчивых решений уравнения прогиба балки.

> with(plots) :

> d1 := −(x3 + a ∗ x ∗ y2 + d3 ∗ y)/x;

> d2 := −(y3 + a ∗ x2 ∗ y + d3 ∗ x)/y;

> d3 := −2 ∗ x3 ∗ (2 ∗ a2 ∗ y3 − 2 ∗ y3)/(4 ∗ a ∗ x2 ∗ y2 + 2 ∗ x4 + 2 ∗ y4);
> x := r ∗ cos(t) :

> y := r ∗ sin(t) :

> a := 2;

> p1 := plot3d([d1, d2, d3], r = 0..1, t = 0..2 ∗ Pi) :

> p5 := plot3d([r − r ∗ cos(t), r + r ∗ cos(t), r ∗ sin(t)], r = 0..1, t = 0..2 ∗ Pi) :

> p6 := plot3d([−r − r ∗ cos(t),−r + r ∗ cos(t), r ∗ sin(t)], r = 0..1, t = 0..2 ∗ Pi) :

> display([p1, p5, p6], style = patchnogrid, orientation = [178, 87],

scaling = constrained);
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1.2 Выбор значений параметров, отвечающих за внешнюю силу и упругость балки, а так-

же функцию и параметр неоднородности материала из зон постоянства, на которые каустика

разбивает пространство параметров. А также задание не возмущенных мод бифуркации

e1 := sqrt(2) ∗ sin(Pi ∗ x);

e2 := sqrt(2) ∗ sin(2 ∗ Pi ∗ x);

gamma1 := sin2(x ∗ Pi);
epsilon = −0.1;

q := epsilon ∗ gamma1 + 1;

kappa1 := 5 ∗ Pi2;
alpha1 := 4 ∗ Pi4;

1.3 Вычисление возмущенных корневых векторов.

M1 := sum(2 ∗ sqrt(2) ∗ n2 ∗ (int(gamma1 ∗ sin(n ∗ Pi ∗ x) ∗ sin(x ∗ Pi),
x = 0..1)) ∗ sin(n ∗ Pi ∗ x)/((n2 − 4) ∗ (n2 − 1)), n = 3..4);

M2 := sum(8 ∗ sqrt(2) ∗ n2 ∗ (int(gamma1 ∗ sin(n ∗ Pi ∗ x) ∗ sin(2 ∗ x ∗ Pi),
x = 0..1))/((n2 − 4) ∗ (n2 − 1)) ∗ sin(n ∗ Pi ∗ x), n = 3..4)

e11 := M1 ∗ epsilon+ e1;

e22 := M2 ∗ epsilon+ e2;

1.4 Построение ключевой функции

V 1 := int(q ∗ (diff(e11, x, x))2 − (kappa1 + delta1) ∗ (diff(e11, x))2+

(alpha1 + delta2) ∗ e112, x = 0..1);

V 2 := int(q ∗ (diff(e22, x, x))2 − (kappa1 + delta1) ∗ (diff(e22, x))2+

(alpha1 + delta2) ∗ e222, x = 0..1);

V 3 := epsilon ∗ (int(gamma ∗ (diff(e11, x, x)) ∗ (diff(e22, x, x)), x = 0..1));

A := 3/2;

C := 3/2;

B := 3;

W := 1/2 ∗ (V 1 ∗ xi12 + V 2 ∗ xi22 + 2 ∗ V 3 ∗ xi1 ∗ xi2)+

1/4 ∗ (A ∗ xi14 + 2 ∗B ∗ xi12 ∗ xi22 + C ∗ xi24);

1.5 Построение приближенных прогибов упругой балки при выбранных значениях пара-

метров
solve(V 1 = 0.2e− 1, V 2 = −0.1e− 1, delta1, delta2);

{delta1 = −2 .477007544 , delta2 = −16 .46912218}
delta1 := −2.477007544; delta2 := −16.46912218;

bm := 10;

minimize(W,xi1 = −bm..bm, xi2 = −bm..bm, location);
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{−0.0003548581483},
{{xi1 = −0.09160266459, xi2 = 0.1313019878},−0.0003548581483},
{{xi1 = 0.09160266459, xi2 = −0.1313019878},−0.0003548581483}

bound := .21;

plot3d(W,xi1 = −bound..bound, xi2 = −bound..bound, contours = 100);

lambda1 := −0.9160266459e− 1;

lambda2 := .1313019878;

progib := e11 ∗ lambda1 + e22 ∗ lambda2;

(0.3664106584e− 3 ∗ (−12 ∗ sqrt(2) ∗ sin(x ∗ Pi) ∗ cos(x ∗ Pi)2+
3 ∗ sqrt(2) ∗ sin(x ∗ Pi)))/P i− 0.4963022674e−
3 ∗ sqrt(2) ∗ sin(4 ∗ x ∗ Pi)/P i− 0.9160266459e− 1 ∗ sqrt(2) ∗ sin(x ∗ Pi)−
(0.3751485366e− 3 ∗ (192 ∗ sqrt(2) ∗ sin(x ∗ Pi) ∗ cos(x ∗ Pi)2−
48 ∗ sqrt(2) ∗ sin(x ∗ Pi)))/P i−
(0.2778878048e− 5 ∗ (−8192 ∗ sqrt(2) ∗ sin(x ∗ Pi) ∗ cos(x ∗ Pi)3+
4096 ∗ sqrt(2) ∗ sin(x ∗ Pi) ∗ cos(x ∗ Pi)))/P i+
.1313019878 ∗ sqrt(2) ∗ sin(2 ∗ x ∗ Pi)
plot(progib, x = 0..1)

2. Построение приближенного решения нелинейное уравнение прогиба трехмерной упругой

пластины на упругом основании, шарнирно закрепленной на концах со слабой неоднородно-

стью материала.
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2.1 Визуализация зависимости количества и характера решений уравнения прогиба с по-

мощью построение дискрименантного множества, через редукцию Ляпунова-Шмидта.

> a := 2 :

> l1 := −x2 ∗ (1 + a+ (a− 1) ∗ (cos(2 ∗ y))3)/(2 + (a− 1) ∗ (sin(2 ∗ y))2) :

> l2 := −x2 ∗ (1 + a− (a− 1) ∗ (cos(2 ∗ y))3)/(2 + (a− 1) ∗ (sin(2 ∗ y))2) :

> l3 := −x2 ∗ ((a2 − 1) ∗ (sin(2 ∗ y))3)/(2 ∗ (2 + (a− 1) ∗ (sin(2 ∗ y))2)) :

> p1 := plot3d([l1, l2, l3], x = 0..1, y = 0..P i/4) :

> p2 := plot3d([l1, l2, l3], x = 0..1, y = Pi/4..P i/2) :

> p3 := plot3d([l1, l2, l3], x = 0..1, y = Pi/2..3 ∗ Pi/4) :

> p4 := plot3d([l1, l2, l3], x = 0..1, y = 3 ∗ Pi/4..P i) :

> p5 := plot3d([r − r ∗ cos(t), r + r ∗ cos(t), r ∗ sin(t)], r = 0..1, t = 0..2 ∗ Pi) :

> p6 := plot3d([−r − r ∗ cos(t),−r + r ∗ cos(t), r ∗ sin(t)], r = 0..1, t = 0..2 ∗ Pi) :

> display([p1, p2, p3, p4, p5, p6], style = line,

orientation = [−90, 0], axes = NORMAL);

2.2 Выбор значений параметров, отвечающих за упругость пластины и внешнее воздей-

ствие, а также функцию и параметр неоднородности материала из зон постоянства, на ко-

торые каустика разбивает пространство параметров. Начальных мод бифуркации.

> with(plots) :

> with(student) :

> g := 0.1 ∗ sin(Pi ∗ x) :

> s := 0.001 :

> a := 1 :

> en := 2 ∗ sin(n ∗ Pi ∗ x/a) ∗ sin(Pi ∗ y) :

> ek := 2 ∗ sin(k ∗ Pi ∗ x/a) ∗ sin(Pi ∗ y) :

2.3 Вычисление возмущенных корневых векторов

M1 := sum(4 ∗ Pi ∗ (a2 + 1) ∗ (a2 + n2)∗
(int(int((gamma1 ∗ sin(n ∗ Pi ∗ x/a) ∗ sin(Pi ∗ y) ∗ sin(Pi ∗ y))∗
sin(Pi ∗ x/a), y = 0..1), x = 0..a)) ∗ en/(a4 ∗ (n2 − 4) ∗ (n2 − 1)), n = 3..4);

M2 := sum(4 ∗ Pi ∗ (a2 + 4) ∗ (a2 + n2)∗
(int(int((gamma1 ∗ sin(n ∗ Pi ∗ x/a) ∗ sin(Pi ∗ y) ∗ sin(Pi ∗ y))∗
sin(2 ∗ Pi ∗ x/a), y = 0..1), x = 0..a)) ∗ en/(a4 ∗ (n2 − 4) ∗ (n2 − 1)), n = 3..4);
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e11 := M1 ∗ epsilon+ e1;

e22 := M2 ∗ epsilon+ e2;

V 1 := q ∗ (diff(e11, x, x) + diff(e11, y, y))2 − delta1 ∗ (diff(e11, x))2;

V 11 := int(int(V 1, y = 0..1), x = 0..a);

V 2 := q ∗ (diff(e22, x, x) + diff(e22, y, y))2 − delta2 ∗ (diff(e22, x))2;

V 22 := int(int(V 2, y = 0..1), x = 0..a);

V 3 := q ∗ (diff(e11, x, x) + diff(e11, y, y)) ∗ (diff(e22, x, x) + diff(e22, y, y));

V 33 := int(int(V 3, y = 0..1), x = 0..a);

W := 1/2 ∗ (V 11 ∗ xi12 + V 22 ∗ xi22 + 2 ∗ V 33 ∗ xi1 ∗ xi2) + 1/4 ∗ (xi14 + xi24 + 4 ∗ xi1 ∗ xi2);

minimize(W,xi1 = −1..1, xi2 = −1..1, location);

2.4 Построение приближенных прогибов упругой пластины при выбранных значениях

параметров.

lambda1 := −1;

lambda2 := −1;

progib := e11 ∗ lambda1 + e22 ∗ lambda2;

plot3d(progib, x = 0..1, y = 0..1);

plot3d(gamma1, x = 0..1, y = 0..1);
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Приложение Б
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